SOLUGCAO DE PROBLEMAS DE AUTOVALOR GENERALIZADOS
ATRAVES DO METODO DE ITERAGAO POR SUBESPAGOS EM BLOCOS

E DO ALGORITMO DE LANCZOS CDOM ORTOGONALIZACAO SELETIVA

Osni Aparecido Marques

TESE SUBMETIDA AD CORPO DOCENTE DA COORDENAGAC DOS PROGRAMAS DE
POS-GRADUAGAO DE ENGENHARIA DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JA
NEIRO COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA  OBTENCAO DO
GRAU DE MESTRE EM CIENCIAS {M,Sc.) EM ENGENHARIA CLVIL.

Aprovada por:

s

lLuiz Landau
[Presidente)

»

= — £

Fepfiando Venincio Filho

Edison Castro Prates de Lima

Alvaro Maia da Costa

RIO DE JANEIRO,RJ - BRASIL
DEZEMBRO DE 1986



ii

MARGQUES, O5NI APARECIDO

SOLUGAO DE PROBLEMAS DE AUTOVALOR GENERALIZADOS
ATRAVES DO METODO DE ITERAGAO POR SUBESPACOS EM BLOCOS

E DO ALGORITMO DE LANCZOS COM DRTOGONALIZACAO SELETIVA

VIII, 121 p. 29,7¢m (COPPE/UFRJ, M.5¢., Engenharia

Civil, 1986).

Tese - Universidade Federal do Rio de Janeira, COPPE,

1. Autovalores. 1. COPPE/UFRY [[. Titulo (série)



T

Julia, Benedito

Mauro, Wilso

¢ 3 minha querida Elza.



iy

AGRADECIMENTOS

A Gilberto Luzié de Souza pelo servico de desenho e a

Selma Fernandes pelo servicgo de datilografia,

A Lucia Maria P. Brumo, Carlos R. M, Paixdo, Leonardo
[. de Melo e Luiz Fermando L. Ferreiro do NCL/UFRJ, gue possibi

litaram a obtencdo dos resultados apresentados neste trabalho.
A Luiz Fernando N. Mello pelo mesmo motivo.
A José Antonio M. Carrer, José Antonio F. Santiago,
Luiz Antonio de Souza e demais colegas da COPPE/JUFRJ pelo pro-

veitoso convivio.

A Carlos F. Loeffler Neto pelo auxilio prestado na re

visdo deste trabalho.

A Alvaro L.G.A. Coutinho e a Edison C.P. de Lima pe-

las importanies sugestdes.

A Luiz Landau pela orientagdo, incentivo, confianga e

amizade.



-

Resumnp da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisi-
tos necessdrios para a obtencdoc do graw de Mestre em Ciéncias

(M.5¢.)

SOLUGAO DE PROBLEMAS DE AUTOVALOR GENERALIZADOS
ATRAVES DO METODO DE ITERACAO POR SUBESPACOS EM BLOCOS
E DO ALGORITMO DE LANCZO0S COM ORTOGONALIZACAQ SELETIVA

Osni Aparecido Marques

Dezembro de 1986

Orientador: Luiz Landau

Programa: Engenharia Civil

0 propésito deste trabalho é analisar a eficiéncia de
algumas técnicas de solugdao de problemas de autovalor de matri-
zes simétricas, esparsas, de grandes dimensdes. Para tanto, é es
tudada uma versdo em blocos do Método de Iteracdo por Subespa-
¢os, utilizando-se ou ndo aceleradores de convergéncia. Estuda-
se também uma versdo com ortogonalizacdo seietiva do Algoritmo
de Lanc¢zos, para tornd-le numericamente estivel,

Tais métodos sdp entdo, aplicados & solugdo do proble-
ma de vibragoes livres de um modelo simplificado e de dois mode-
los reats de estruturas affshore, com o intuito de se estabele-
cer limitagdes, dispositivos de melhoramento e gual o mais reco-

menddvel para um determinado tipo de estruiura.
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SOLUTION OF GENERALIZED EIGENVALLE
PROBLEMS USING BLOCK SUBSPACE ITERATION METHOD

AND LANCZOS Al GORITHM WITH SELECTIVE ORTHOGONALIZATION

Osni Aparecido Marques

December, 198%
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The purpose of this werk 15 to analyse the efficiency
of some techniques to solve the generalized eigenproblem of
large, sparse, symmetric matrix pencils. A block version of the
Subspace [teration Method, considering or not convergence
accelerators is studied. [t 15 also examined a version of the
Lanczos Algorithm with selective arthogonalization, in order
to avoid numerical instabilities.

Those methods are applied to the free vibrations
solution of & jacket platform simplified wmodel, a self-elevative
drilling unit and a jacket platform, Several guestions concern-
ing the studied methods are addressed, trying the stabilishement

of the best suited method for each structure analysed.
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CAPITLLO 1

INTRODUCAD

A solugio de um problema de valor prdprio associado a
uma matriz A qualguer, de ordem n x n, consiste em determinar um
escalar %, denominado auteovalor, e um vetor x ndo nuio, denomina

do autovetor gue satisfagam a relacao

3=

X = A X (I1.01)

ou, evidenciando-se o autovetor

(A -21) x =20 (1.02)

sendo I a matriz identidade.

A expressdo {I1.02) pessibilita concluir que se deve

ter

det {A - 2 1) =0 (1.03)

pois a existéncia de uma sclugdo ndo nula para x implica que a

matriz (A - 2 1) deve ser singular.

0 cédlculo do determinante {(I1.03) resulta em uma equa-

cdo com ¢ seguinte aspecto, onde Ci $30 constantes,

A"+ 11"‘1 R (1.04)



que € uma eqgquagdo polinomial do n-ésimo grau e que possui n rai

zes reais ou complexas, distintas ou ndo.

Portante, as raizes do polindmio caracteristico

p(Xx) = det (4 - AL} (1.05)

sdo 08 escalares que satisfazem ([.02). Como consequéncia, 580
n os autopares {A,x) que satisfazem (I1.01). Os autovetores x,

salvo raras excegdes, sao sempre nde paraleleos (LANCZIOS [1]).

Uma vez calculados as autovalores, o autovetor x. pode
ser determinado substituindo-se o correspondente autovalor Ai em
{1.02) e resolvendo-se o sistema resultante. € natural que uma
ou mais incégnitas deverdo ser arbitradas pois apds a substitui-
cdo do autovalor A; a matriz (A - Ail] resultard singular, acar-
retando um nimero de incdgnitas maior gue o nudmero de equagbes.
No entanto, pdra mairizes de grandes dimensdes outros procedimen
tos numéricos (BATHE [2], PARLETT [3], CLOUGH e PENZIEN [4], WIL
KINSOM [87), relacionados com fteragdes vetoriais ou polinomiais

ou com transformaches de matrizes, deverdo Ser empregados, pois

sdo muito mais eficientes.

S&o vérias as dreas da Engenharia que requerem solu-
gOes de problemas semelhantes ao definido em (I.01). No casc es-
pecifico da Andlise Estrutural, quando da utilizagdo de wmétodos
numéricos que envolvem discretizacdes,como o Método dos Elemen-
tos Finitos, as solugdes aproximadas sio cbtidas por meio de re-
solugdes de sistemas de equagdes com tantas equag¢des guanto forem

0% qraus ge liberdade, resultantes das discretizagdes, suscetiveis a deslo-



camentos ou rotagfes. Problemas de autovalor que resultam das ma
trizes desses sistemas de equagdes estdo relacionados com o estu
do da carga critica de flambagem ou frequéncias naturais e modos
de vibragdc¢ da estrutura. Nesta udltima aplica¢doc o problema de
autovalor, resultante de um problemas de vibragdes livres, pode

ser generalizadeo na forma (BATHE [2], CLOUGH e PENZIEN [4])

™=

g=xMg (1.06)

onde K & M sdo, respectivamente, matriz de rigidez e de massa da
estrutura, simétricas, de ordem nxn, oriundas de discretizagdes.
f solugdeo de problemas desta natureza, envolvendo matrizes com
um grande ndmero de equagdes &, portanto, o motivo deste traba

Tho.

0s autovalores 2 que satisfazem {I.06)} correspondem as
frequéncias naturais elevadas ao quadrado {wz} e 0% corresponden
tes autovetores ¢ aos modos de vibragdc da estrutura. Para uma
estrutura nido sujeita a movimentos de corpe rigido, a matriz de
rigidez K, correspondente aos deslecamentos e rotagies possiveis,

é positiva definida {(BATHE [2]), sendo vdlida a relagdo

Ay ol S A g <A {(1.07}

- - "n

A expressdo (I1.06) pode ser escrita simultaneamente pa

ra 05 n autopares gue a satisfazem como

I =

F-M3 A (1.08)



sendo & a matriz modal, cujas colunas s&o os modos de vibragdo

ordenados,

=142 .- 2,1 (1.09)

~

e A a matriz espectral, diagonal, cujos elementos sdo ¢s autova-

lores ordenados

A = A (1.10)

O0s modos de vibragdc podem ser tomados de maneira a sa
tisfazerem uma M - ortogonalidade (BATHRE [2], CLOUGH e PENZIEN

[4]), o que possibilita escrever
w3 =1 (1.11)

onde 1 € a matriz identidade com elementos possuindo & unidade

de massa. Como consequéncia de [[.11)
IR 3 (1.12)

Préemoltiplicando=-se {[.08) por @T e substituindo-se

(I.11) conclui-se que

(1.13)

iI-'E-I_'
P o=
i HH
]
{ =



com os elementos de A possuindo como unidade o reciproco da uni

dade de tempo elevada ao quadrado.

Do ponto de vista matemdtico, a bhase de vetores forma-
da pelos modos de vibragdo gera um espago vetorial de dimensdo n
onde qualquer campo de deslocamentos compativel da estrutura es-
td contido, ou seja, pode ser escrito como uma cembhkinagdo linear
da base. Do ponto de vista fisico, as frequéncias naturais e seus
respectivos modos de vibragao estdo intrinsecamente ligados as
propriedades dindmicas da estrutura, sendo gue a importdncia de
cada um deles & definida pela excitagdo a gual & estrutura estéd

suybmetida ou pela andlise gque estd sendo feita.

As frequéncias naturais possibilitam verificar se a es
trutura corre riscn de entrar em ressondncia, sob
a agdo de um determinado carregamento varidvel com o tempo e tam
bém, por comparagido com as freguéncias obtidas através de instru
mentacdo na esirutura construfda ou instalada, detectar alguma
falha de execugdo ou algum dano, como por exemplo fadiga em al-

guma parte da mesma.

Além disso, os modos de vibracido sdo extremamente dteis

na solugao da equagdo de mavimento

=
=
+

£a + Ku = f(t) {1.14)

onde U, g, u sdo, respectivamente, vetores de desiocamentos, ve-
locidades e aceleragdes, C é a matriz de amortecimento e f(t) ¢

0 vetor de cargas externas varidveis com o tempo.



A utilizagio dos modos de vibragao na solucgac da equa-
cdo {I.14) constituem o Método de Superposicgac Modal {BATHE [2],
CLOUGH e PENZIEN [4]) que, através de uma transformagdo de coor-

denadas do tipo
v= P ox (1.15)

juntamente com as propriedades definidas em (I.11) e (I.13}, pos
sibilita resolver a equacao ([.74) em termps de coordenadas ge-
neralizadas x. Quando tai esquema € utilizado ocorre o desacopla
mento das equagdes, ou seja, a diagonalizagdo das matrizes envol
vidas, desde que a matriz C seja proporcional as matrizes de ri-
gidez e de massa. Em caso contrdrio consegue-se uma vantajosa re
ducgdo do numero de egqguagdes, embora accoladas. Mesmo para a-
nilises nadp lineares este procedimento é inteiramente valide, co

mo demonstrado par LANDAU [6].

Em todas as situagdes citadas torna-se desnecessdria a
solucdo completa do problema (1.08), pois geralmente sdo utiliza
das apenas algumas frequdncias ¢ modos de vibragao. Ainda assim,
mesmo que a s0lucdo da problema (1.08) esteja voltada somente para
as "p" primeiras frequéncias e modos, esta tarefa é bastante ér-
dua, pois as matrizes envolvidas frequentemente tem ordem supe-

rigr a 1000.

Portanto, & medida que as andlises ¢ as estruturas se
sofisticam, tarna-se imprescindivel a utiiizagdo de algoritmos

gue agilizem a solu¢do do problema (1.08)}.



Este trabalho tem entdo, como diretriz, um estudo cri-
tica de algeritmos eficientes para & sclugdo do problema {I.08),
direcionados para estrueturas que proporcionem sistemas com gran-
de nimero de equacdes. Para tanto, sdc apresentados dois 2lgerit

mos:

- 0 Método de Iteracdo por Subespacos {BATHE [21, PARLETT
[3], CLOWGH e PENZIEN [4]), em uma versdc em blocos, cujo desem-
penho é consideravelmente melhorado com a ytilizagdo de um acelg

rador de convergéncia do tipo translagdo de origem, ou "shift";

- 0 Algoritme de Lanczos (BATHE [2], PARLETT [3]), em
uyma vers’o que utiliza uma técnica de ortogonalizagdo seletiva e
onde se introduz, também, uma monitorag¢ds da ortogonalidade

dos vetores gerados pelo algoritmo.

Ao texto deste trabalho foi dada a sequinte disposigdo:

Capitulo Il: S3p apresentadas técnicas e conceitos re-
lacionados com a solucgdo de problemas de autovalor, que serdo d-
teis nos demats capftulos. Séo mostrados, nesta ordem, a Ortogo-
nalizag¢do de Gram-Schmidt, 0o Quociente de Rayleigh, as Iteragdes
Inversa e Direta, o Método de Jacobi Generalizado, a Sequéncia

de Sturm, a Andlise de Rayleigh-Ritz e o< Subespagos de Krylov.

Capitulo III: E feita uma andlise do Método de Itera
¢30 por Subespagos em sua versdo bdsica e em uma versdo em blo-
caos, com ou sem acelerador de convergéncia. Através de um peque-
no exemplo sdo mostradas as caracteristicas de cada versdo 4o

método.



GCapftulo IV: E feita uma andlise do Algoritmo de Lanczos
e, na sequéncia, introduzida a técnica de ortoganalizacdo seleti
va para preservar a ortogonalidade entre os vetores gerados pelo
algoritmo. Um pequeno exemplo ilustra o funciomamento do algorit

mo e as consequéncias da perda de ortogonalidade.

Capftulo V: Os algoritmos estudados sdo aplicados i so
lugdo do problema de vibragtes livres de um modelo simplificado
e de dois modelos reais de estruturas offshere, procurando-se

sempre fazer uma comparacdo entre o desempenho de cada um deles.

Capitulo VI: 530 expostas conclusdes oriundas dos re-
spltados obtidos nas andlises das estruturas apresentadas no (a-
pitulo V¥, relativas ao comportamento de cada algoritmn, visando
definir qual o algoritmo indicado para um determinado tipo de es
trutura. Saop expostas também particularidades detectadas durante
0 trabalho de pesquisa assim como sugestdes para melheoramento dos

algoritmos e para continuidade deste trabalho.



CAPITULO I

GENERALIDADES

.1 - INTRODUCAO

0 objetivo deste capitulo é estabelecer uma conexdao en
tre o capitulo introdutdrio e os capitulos sequintes, procurando
recordar ou tornar familiar ao léitor &lguns conceitos, métados
¢ algoritmos que serdao citados posteriormente, velacionades com
a solugio de problemas de autovalor. O gue serd aqui apresentade
estd bem documentado nas referéncias citadas, sendo por issoc des
necessdrio o desenvolvimento de extensas demonstragdes ou dis-

cussoes,

1.2 - ORTOGONAL IZACAO DE GRAM-SCHMIDT

A Ortogonalizagadc de Gram-Schmidt (BATHE [2], PARLETT
[3])) é uma técnica que possibilita obter um vetor x ortogonal a
um vetor z, a partir de um vetor x ndo paralelo a z, através da

expressio

(I1.01)

1=l
"
1=
i
o
-

onde

I
o]

- (I0.02)

M
P
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Para se obter o que foi estabelecido em {11.02) basta
pré-multiplicar os termos da expressao (11.01) por ET ¢ lembrar
que © produtn interno ETE deve ser nulo, devido a imposicao  de
ortogonalidade entre ambos, e que o denominador ng é inclufdo

no case de z nio ter sido normalizado.

A ortogonalizagdo de x pode ser feita com relagdo a vi

rios vetores Zis i=1,...,m , ndo paralelos a x , extrapolando-se
(I1.01), ou seja
_ m
X=X - & w.Z. (11.03)
i=1 '™
onde
T
L X
@, = — (11.04)
Zi%&;

Caso os vetores z. covrespondam a autovetores gi , de-
ve ser imposta uma M-ortogonalidade, em concorddncia com & pro-
priedade (1.11), o que permite reescrever as expressdes {(11.03)

e (I1.04) como

m
x=x- L o (11.05)

®, = g Hx (I1.06)
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IL3 - QUOCIENTE DE RAYLEIGH

0 Quociente de Rayleigh (BATHE [2], PARLETT [3], CLOUGH
e PEMZIEN [4], WILKINSON [5]) aplicado ao problema de autovalor

(1.06), para qualquer vetor x nio nulo, é definido como

elx) = — (11.07)

Supondo-se que x possa ser escrite como wma combinagdo 13

near dos modos de vibragao

n
X" _3161@1 (11.08)

'|=

entdo, a substituicdo de (II.08) em {I1.07), e utilizando-se as re-

lagdes (I.11} e (I.13), permite escrever

11af + lzﬁg AW 1
plx)= > 5 . (11.09)
8yt 8, v .. v 6
ou
A A
2 [ 2 ] 2 n 1 2
& + — &= + + — | &
- 1 Aq 2 [ At | n (11.10)
p{x) = A P Y N Y
1 z N
ou ainda
% A
[ - ]G$ + [ 2 }55 b+ 88
p(x) = x s — 5 (11.11)
61 + 62 + . + 6
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Lembrando que 0 < Ay < Ay ... < Ay, através de uma sim
ples inspecao dos fatores que multiplicam l1 e A, nas gexpressdes

(I1.10) & (II1.11}, respectivamente, conclui-se que

|

p{x) < A, (I1.12)

-
n

;= min (p(x)) (11.13)

Para x = g, € imediate que p(x) = X,. A existéncia dos
termos em somatdria nos num2raderes e denominadores nas @Xpres
sGbes (I1.10) e {II[.11} permitem concluir que um autovalor é sem-

pre um l1imite inferior do Quociente de Rayleigh.

.4 - ITERACAO INVERSA

A Iteragdo Inversa {BATHE {2], PARLETT [3], CLOUGH e
PENZIEN [4], WILKINSON [5]) é uma ferramenta bastante eficiente
para o cé&lculo de um avtovetor e, se necessdrio, do corresponden
te autovalor, desde que este esteja sityado entre os nienores au-
tovalores do probiema definido em (1.06). Consiste em repetir um
certo nimero de vezes, dado um vetor de partida X, arbitrdrio

ndo nule, 05 seguintes procedimentos:
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para 1 = 1,2,3,... faga
@ Ky = My

- T+
@ S50 T T oT %

(51+1ME

X541

x|

= final

Desde que o vetor de partida ndo seja ortogonal ao pri
meirg autovetor, g1, seri para esie gue, apds um certo nimerc J
de iteracgdes, 0 vetor 5j+1 conyergivd, como é mostrado no Apéndl
ce A, A nuormalizacdoe feita ne passo (:) torna desnecessaria a
multiplicagdo pelo autovalor (que é desconhecido) no passo (:),

presente no problema original, além de impedir gue a canvergéﬂ

cia ocorra para um miltiplo de g1.

Como nio se dispdem de meios para, a prin¢ipio, fixar
um nuimerp limite de iteragdes, é conveniente utilizar o Quocten-
te de Rayleigh, visto no item anterior, para se obter uma aproxima-
¢ic do autovalor a cada iteragio e, acompanhandc a convergéncia
deste, acompanhar também a convergéncia do respective autovetor.
Desta forma, fixando-se 9(31) =0 e uma precisdo ou erro relati-
vo admissivel, ERROR, igqgual a, por exemplo, 10'5, a Iteracdo In-

versa toma o sequinte aspecto:
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para i = 1,2,3,... faga

(:) caso | Plain) - p{"ill S ERROR, pare

— final

Caso se tenha uma nogado da distribuigio dos autovalo-
res, € possivel fazer com que a Iteragdo lnversa convirja mais ra-
pidamente através de uma ou mais translagdes de origem, ou"shift",
do sistema cartesiano que contém o polinfmio caracteristico do
problema de autovalor, como mostrado no Ap2ndice A e ilustrado

na Figqura II1.1.

Com a introdugdc do "shift", tem-se

{I1.14)

B
n

=
-+

-

K =K - uM {11,15)

Kg = ang {11.16)
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4 Plx)
|'I——ni-——l"]3
S =
.- :
N, |
|
|

Figura 1[.1 - Translag¢io de Qrigem ("shift")

Portantp, o probliema de autovalor passa a ser resolvia
do em termos do residuo n. Apds ¢ residuo ter alcancado a preci-
sdo desejada,o autovalor real € obtido por meio de {[[.14). Des-
ta forma,conseque-se uma conyergéncia mais rdpida para um auto-
par de interesse se for tomado um "shift" prdximo ao autovalor

correspondente,

A Iteracdc Inversa pode perfeitamente ser empregada pa
ra a obtengdo de vdrios autopares,desde gue o vetor da iteragido
s€ja mantide ortogonal pela técnica de Gram-Schmidf, vista no
[tem [I.2, acs autovetores encontrados em iteragdes anteriores.

.5 - ITERACAO DIRETA

A Iteracdo Direta {BATHE [2], PARLETT [3], CLOUGH e
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PEMZIEN [4]) desfruta da propriedade de convergir para os auto-
vetores correspondentes aos maiores autovalores, Para o problema
de autovalor definido em (1.06) pode ser colocadada seguinte for-

ma 3

para i 1,2,3,... faga

D Moy =

i+
Y

M L T
(254188 549)

=
)

=i+

L final

Como, a0 contrdrio da matriz de rigidez K, a matriz de
massa M ndo € necessariamente positiva definida, é possivel ado-
tar um "shift" para tornar sua decomposicdo possivel (BATHE [2]),
viahilizando a resolugao do sistema de equagdes ng passo(:L Da mesma manei
raguena Iteraido Inversa, vista no item anterior, a Iteragdo Dire
ta pode ser suplementada com ¢ Quociente de Rayleigh para um a-
companhamento da convergéncia do autopar, possibilitando inter-

romper ¢ processo iterativo quando for conveniente.

Por intermédio de um raciocinio andloge ao apresentado

no Apéndice A, para a I[teraglo Inversa, mostra-se que a taxa de

An-‘l
3

A
para um vetor de partida nfio ortogonal a gn. Com a introdugdo de

convergéncia do autovetor na Iteragdo Direta € dada por

um "shift" p a convergénecia se dard para um autovetor gj com razae
|*peul
|"i-vl

tivo, pois neste caso lp estd ng numerador.

, 0 que torma o "shift" pouco atraente no processo itera-
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£ natural que aqui também seja possivel calcular ou-
tros pares de autovalores e autovetores desde gue seja imposta a
ortogonalidade entre o vetor de iteracdo e os autovetores obti-

dos anteriormante.

.6 - METODO DE JACOBI GENERAL IZAD0

0 Método de Jacobi Generalizado (BATHE [2], PARLETT

[3]) aplicade ao problema de autovalor ([.06) fundamenta-se nas

propriedades (I.11) e (I[.13}), ou seja

(I11.17)

HeH
.._..|
=
=
n

(11.18)

HeH
-
-~
HeH
"
)

Tomando-se K,=K e #,=M, o Método de Jacobi Generaliza-

do constrdi a seguéncia de matrizes

- ™
Ko = RiK4Ry
T
K3 = B3K,R,
: f (11.19)
R
Kgar = BBy
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_ ol N
¥, = B4R,
T
My = BoMoR,
: > (11.20)
;
Meer = ReMeR,

com watrizes de rotacio Ek que possibilitem diagonalizar Ek+1 e

My+q @ que tém 2 seguinte forma

[1 '
1
PR IR Tinha
'yt (11.21)
B = L
ﬁ----i -------------- linha j
o i
_ T 1]
col.i col.j

onde o e B sdo constantes que devem permitir anularem-se simyita

neamente os elementos [i,3) em ﬁk e ﬂk'

Entdo, para k =+ =
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Ek+1 —_— i (11.22)
Ek+1 — l {11.23)
5152 Ek — g {11.24)

Contudo, a transformagdo de ﬂkﬂ na matriz identida

de niné necessdria,pois é possivel fazer

- k1) -
K11
ﬂk-i-:lﬁ
m
11
((ke1)
A = ¢z (11.25)
2 (kA1) :
22
()
nn
II‘I: +11
L nn -
] 1 )
m *1
11
—_
1
@ = 5152"'Ek ms s . {11.26)
1
+
mrlﬂ
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Considera-se que a cada vez que o0s elementos (n-1,n)
de K, ,q ® ﬂk+1 forem zerados completa-se uma "varredura”. Con-
tudo, quando isto ocorre, € intuitivo que os elementos que foram
zeradas anteriormente tiveram seus valores alterados, partanto

mais de uma varredura deve ser feita.

IL7 - SEQUENCIA DE STURM

Uma sequéncia de polindmios pi{x}, i=1,..., k, formam
uma Sequéncia de Sturm (BATHE [2], PARLETT [3]), WILKINSON {&5])se
as rafzes 1(j+1] do polin@miog pj+1(x} "separam” as rafzes l{j}
do polindmio pj[x]. Por "separar" entenda-se gue a seguinte rela

¢80 & satisfeita

NEIPNE L BN PR

. (s
I alimma ) (11.27)

sendo m o grau do polindmio pj(x} e m=-1 o grau do polinémio
pj+1{x]. A Figura [[.2 mostra, a titulo de exemplo, uma ssguéncia

de polinfmios que satisfazem {({1.27)}.

Desta forma, considerando-se o problema de autovalor

(I.06}, os polinimios
p, 01D+ ger (il (11.28)
satisfazem {[[.27), formando uma Sequéncia de Sturm (BATHE [2]),

sendo que as matrizes 5{1) e ﬂ{]] sis de ordem n-1, cohtidas eli

minando-se as Gltimas i 1linhas e colunas de K & M.
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Pzlx )y (Fiix)

Palx]

Fsix]

Piix )t 0.05x"-0.7375 2% 0.3375x + 0.35
Pa(x): 0.2 x* LB

Psix}= 0.1 x°- Ol x - 0.2

Paix)= x -1

Figura Il.2 - Polindmios que formam uma Sequéncia d2 Sturm

Na solugdo do problema de autovalor expresso pela equa
¢30 (1.06) deve-se observar que, para um dadoe "shift" yu, o nime-
ro de elementos negativos ne metriz Dyna decomposigdo de Gauss

K - uM = LOLT

FI0.29}
& tgual ao ndmero de autovalores menores que o "shift" (BATHE

[2]). Portanto, o ndmero de autovalores existentes em um interva
To (“A‘“B} pode ser determinado tomando-se & diferenga entre Q

nimero de elementos negativos em Do e Ry nas decomposicdes



e?

a
K - HBH b LBQBLE (11.31)

Em termos dos polindmios definidos em {I[.Z8), o nime-
ro de autovalores menores que o "shift" & igual ao nimero de po-
Tindmics pi{p} mencres do que zero (PARLETT [3], WILKINSON [5]).
E na repaticdo desta propriedade que se baseia o Método da Bi-
secgao (WILKINION [5]), conveniente para a determinagio dos autse
valores de matrizes com largura de banda muito pequena, como é
o caso das matrizes tridiagonais (PARLETT [3], WILKINSON [5]). A
Figura I1.3 procura mostrar o funcionamento do Método da Bisec-
¢do, onde os ndweros 1 entre circulos indicam a i-€ésima bisec-

¢do, voltada para a determinagdo, por exemplo, de 13.

Plx}
W 00y,
RS
i Ty
| :'I I
1 I:: I
I ) |
[ ll' !
LI
l/\1 I /\ -
1
M Y Az :W"ﬁ A5 A X
1
1 ill I
L !
111 |

Fioura [II.3 - Funcicramento do Meéitodc da Biseccad
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IL.B - ANALISE DE RAYLEIGH-RITZ

0 Método de Ritz (BATHE [2], CLOUGH e PENZIEN [4]) ob-
jetiva tornar possivel a escrita de um vetor @ como uma combina-

¢d0 linear de certos vetores §1,1=1,...,m, da seguinte forma
m
g = L,6.9, = ¥$ (I1.32)
onde

Yo [y Yooo-u ] (I1.33)

Os vetares preé-estabelecidos §. formam uma "base de
Ritz", enquanto os §. sao as "coordenadas de Ritz" a serem deter

minadas de maneira a satisfazer (11.32).

Por sua vez, a Andlise de Rayleigh-Ritz {BATHE [2],
PARLETT [3], CLOUGH e PENZIEN [4])objetiua encontrar vetores
ﬁi’ i=1,...,m, que estando contidos no subespago vetorial gerado
peta base de Ritz melhor aproximem os auvtovetores desejados do
problema (1.06). Os procedimentos gue permitem obter tais veto-
res Ei’ i=1,....m, sdo0 derivados do Quociente de Rayleigh, defi-
nido por {I1.7),aplicado ao vetor & que, por meio de (II.32}, con

duz a

(1[.34)

o | o
1
L=
1
=2
I
ta
el
——
L}
b
I

EIF S

sendo
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kij = ¥ike, (IT.35)

5T i, (I1.36)

Como o Quociente de Rayleigh & um limite superior do
autovalor, como mostrade no Item II.3, a melhor aproximagaoc para
o mesmo # obtida através dos valores 61 que minimizam (II1.31).En
tio, diferenciando-se (I11.34) em relacdo a §;. as inicas varia-

yeis na expressdo, tem-se

3plg) 2m z 151-]21.. -2k &.m, .

B L5 B S 5 L (11.37)
2 s, e
i
Usando p = ——, & condigdo de minimo
m
ap(d) '
—— =10 (11.38)
AP

aplicada a expressdao (I1.37) conduz a
m —
L (k., - pm,. )6, =0 i=1,...,m (I1.39)

que pode ser escrita como

7=l

§ = oHg (11.40)

sendo
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K = ETEE {qxq) (11.41)
=]
B yime (qxq) (11.42)

A soclucdo do problema (11.40} fornece m autovalores
PisPoa-ca P que 530 aproximagdes dos autovalores 11,l2,...,lm
bem comg autovetores ﬁi’ i=1,....m, que possibilitam encontrar

0s autovetores desejados & i=1,...,m, por meig de

-i&
B; = ¥8. (11.43)

Portanto, a expressao (I1.40) pode ser escrita para os

m autgvalores p e autovetores § simultanecamente como

K& = MPa (11.44}

a————

e conseguentemente

§=qrﬂ (11.45)

[1.2 - SUBESPACOS DE KRYLOV

Sequéncia de Krylov (PARLETT [3]) é a sequéncia de m
vetores, dada uma matriz A e um vetor de partida y, definida por

z m-1

(¥, Ay, A"y,...A" '¥) (I1.46)
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Por sua vez, Subespaco de Kry]nv,ﬂ(m(x}, é 0 subespage
gerado pelos m vetores da sequéncia (11.46), ou seja

K" (y) = span(,:-:,ﬁx,...,ﬂ""qx) (I1.47)

Com este tipo de subespago, mesmo para valores modestos
de m, consegue-se boas aproximagdes para os aufovalores e auto-
vetores da matriz A. Como se pode notar, o0s vetores que formam a
sequéncia (I1.46} podem ser assimilados aos oriundos de uma ite-

ragdo vetorial, direta ou inversa, com a matriz A.

Todo um estudo sobre Subespagos de Krylov pode ser éncon-
trado no trabalho de PARLETT [3], bem como a Teoria de KANIEL e
SAAD, relacionada com a andlise dos erros cometidos nas aproxima

¢O0es que estes subespagos obtém para as solugdes do problema

AX = Ax (11.43)
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CAPITLR.O ITI

0 METODO DE ITERAGCAO POR SUBESPACOS

OLt - INTRODUGAO

0s processos de cdlculo de autovalores e autovetores
relacionados com iteracdo vetorial podem ser empregados eficien-
temente na determinagdo de vdrios pares de autovalores e autove-
tores, desde que o vetar da iteragdo seja mantido ortogonal aes
vetores encontradas anteriormente, em concorddncia com o que foi
exposto nos Itens I1.4 e I1.5. Baseados neste fato, CORR e JENN-
INGS [7] propuseram uma iteracdo simultanea com vetores mantidos
ortogonais entre s pela técnica de Gram-Schmidt, vista no Item
[1.2. Utilizaram-se da Iteragdo Inversa, que converge para o0s me
nores autovalores, pois tal trabalho estava relacionado com ¢ es
tudo de vibrag¢des estruturais, onde os autevetores ou modos de
vibragdc correspondentes as menores frequéncias natuvais, e con-
sequentemente aos menores autovalores, geralmeante sdo mais impor

tantes.

0 Método de Iteragdo par Subespacos {BATHE [2], PARLETT
(2], CLOUGH e PENZIEN [41) é uma técnica derivada da iteragao si
multdnea, porém muirto mais elaborada, pois 0 gque se busca & um
subespago vetorial de dimensdo m que contenha boas aproxima-
ches dos autovalores e autovetores de interesse, contidos no es-
paco vetorial de dimensdo n, solugdo do problema. A Andlise de
Rayleigh-Ritz, mostrada no Item I1.8, possibilita a projegdao do
prohlema de autovalor de dimessdo n em um problema de dimens3o

reduzida m que pode ser resglvido, por exemplo, pelo Método de
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Jacobi Generalizado, visto no Item I1I1.6. Deve ser utilizada esta
versdn do métode porque as matrizes projetadas, de dimensido m,
sdp cheias, independentemente das caracteristicas de banda das
matrizes de dimensdc n ou da matriz de massa ser diagonal. As
propriedades (I1.17) e (11.18), nas guais o Método de Jacobi es-
td baseado, asseguram & ortogonalidade entre os vetores que es-

t3o sendo iterados.

Portanto, o Método de lteragdo por Subespagos pode ser

sumarizado conforme apresentado na Tabela 111.1.

ITERAGAD INVERSA SIMULTANEA
+
RAYLEI[GH-RITZ

+

JACOBI GEMERALLZADO

METODO DE ITERAGAQD POR SUBESPACOS

Tabela 111.1 - Esquema do Método de Itera¢do por Subespagos

A convergéncia do método € mensurada tomando-se o erro
relativo entre os autovaleres obtidos em iteracgdes consecutivas.
Yerifica-se que os autovalores calculados & o0s erros relativos
relacionam-se como mosirado qualitativamente na Figura III.1, ou
seja, 05 erros relativos sdo menores para os menores autovalores.
Isto decorre do fato da convergémcia sér mais rdpida para 05 au-
tovetores correspondentes aos menores autovalores, caracteristi-
ca herdada da Tteragdo Inversa. Este comportamento sugere a uti-

lizagdo do método em bloces, onde todos os autovalores e autove-
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tores seriam calculados mais ou menos com a mesma precisio.  As-
sim que os vetores de um bloco cu subespago convérgirem toma-se
outro bloco e o método € continuado. Fixando-se um erro relativo
admissivel, & convergéncia é considerada aicangada quando este
for satisfeito para o nimero de autovalores a serem extraidos do

subespago.

o

Reldativo

Efro

Fig.III.,1 - Relagdo entre os autovalores e o$ erros relativos

0.2 - O METODO DE ITERAGCAO PCR SUBESPACOS PADRAO

Este trabalho considera como padrdo, o Método de [fe-
racgdo por Subespagos proposto por BATHE [2], que se encontra re-
sumido ne Quadre [II.1, onde é dado também ¢ ndmerg aproximado
de operagdes requeridas em cada passe do método (WILSON e ITOH
[10]) para uma matriz de massa M diagonal & uma matriz de rigi-
dez K com largura de banda média b. A dimensdc do subespago ¢ fi
xada no menor valor entre 2p e p+8, sendo p o ndmero de freguén-
cias e modos de vibragdo a serem determinados. Com tal esquema,
ou seja, m » p, 540 poucas as possibilidades de algumdos p modos

de vibragdo desejados ser M-ortogonal aos vetores de iteragdo de
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partida, pois aquele nido seria detectado pelo método.

0s vetores de jteragdo de partida, no passo A.1, podem
ser tomados de vdrias formas (BATHE [2], PARLETT [3], CORR e
JENNINGS [7], BATHE e RAMASWAMY [8]), impondo-se porém a  condi
¢do de independéncia linear entre 05 mesmos. No presente traba-
Tho ¢ primeire vetor é tomado simplesmente como & diagonal cda ma
triz de massa, enquanto que os demais s3o0 tomados como colunas
da matriz identidade, com a unidade nas posigdes correspondentes
aos maiores gquocientes miifkii' elementos diagonais das matrizes

de massa e rigidez.

Na parte iterativa propriamente dita, parte B do méto-
o, & possivel fixar um nimer¢ de iteragdes que podem ser feitas

NMITE.

Para a solugdo do problema de autovalor reduzido, no
passo B.3, utiliza-se o Método de Jacobi Generalizado, pelas ra-
zdes expostas no item anterior, A convergéncia, no passo B.5, €
monitorada por meio dos erros relatives dos p mencres autova-
lores da subespago. Para tanto, o erro relativo, ERROR, é geral-

mente fixado em 10'5.

0 Método de Iteragdo por Subespagos Padrdo tem grande
reputacdo entre os analistas estruturais em parte pelas vanta-
gens oriundas da IJteragdo Inversa (como a convergéncial e da And
lise de Rayleigh-Ritz e em parte pels confiabilidade decorrente
de uma ampla utilizagac. Mesmo assim, trabalhos comg o de BATHE
e RAMASWAMY [8] e YAMAMOTO e OHTSUBO [9] propdem dispositivos pa

ra melhard-1o,
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QUANRD TET.1 - METODO DE ITERACAN BOR SUBESPACOS PADRAC
Calcules Iniciais
A.1 - Dimensido do Subezpaco : m = minime de {Zp,ptd)

A 2 - Selecdo dos Vetores de Itervacio de Partida ¥

i
A.J - Fatoracso de X
LDLT = K n.a.-Hbzfi
[teracdo por SiiSespavos = 1 = 1. ... NMITE
B.1 - Iteracceo Inversa
T = =M
LDL Hl*l Yl n.o.=h.&
B.2 - Projecdo das Matriies
_ T - Ll
_ T _<T = el
Hi+l = xi+lhki+l = xl*l!1+l n.a. =im
B.) - Solucio do Problema de Autovaler Reduzido 3
4100 T Mg n-o.=10s
B.A - Melher iproxtv::éu does Veloes de Tleragdo 3
Ii+1 = IL+IQL+1 n.o =Nm

B.5 - Teste da Convergéncia

| 1;1+1} - lil} ¢<T0L? =1, ... p
(i+1)

.

SIM - > PARE

NFGy -—> B
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Com o objetivo de mostrar o seu funcionamento, o Méto-
do de Iteragao por Subespagos Fadrdo € utilizade, no Exemplo III.T, na
determinacao das & primeiras frequéneias e dos correspondentes
modos de vibrag&o de um pértico espacial de 12 nds e 16 elemen-

tos.

L3 - O METODO DE ITERACAO POR SUBESPACOS EM BLOCOS

A relacdo entre a convergéncia, medida pelos erros re-
lativos, € 0% autovalores, mostrada na Figura III.1, sugere a
pessibilidade de se resolver o problema de autovalor por etapas,
em blocos. Assim sendo, se, por exemplo, devem ser ocbtidas as
B primeiras frequéncias naturais e os correspondentes modos de
vibragdo de uma estrutura, tal solucdo poderia ser obtida por
meio de dois blocoes, determinando 4 frequéncias de cada vez. A
dimensdo do subespago & fun¢gdo do ndamero r de autovalores e au
tovetores & serem exiraidos do mesmo e pode ser definida pelo a-
nalista estrutural ou tomada como no item anterior., Ds vetores
de um bloco devem ser mantidos ortogonais aos ¢ autovetores
convergidos em blocos anteriores e isto pode ser feito pela téc-
nica apresentada no Item 1I1.2. Caso esta ortogonalizagdo ndc se
Ja feita a cadae i1teragdo, a caracteristica de convergéncia da
Iteragdo Inversa, apresentada no [tem I[.4, poderd ser respon-
sédvel pelo aparecimento de cdpias indevidas de autovalores € au-
tovetores em blocos distintos. Mesmo gue os vetores de partida
de um bloco sejam ortogonais a autovetores jd obtidos, a orto-
gonalizagdo deve ser feita,pois o5 erros de truncamento podem oca

signar a perda de ortogonalidade,
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= mal
il L]

k=
1}

1,2,

bygt/em®

2.1x10
0.2

0.002Kg/cm’

diametro dos elementos

3,4 ¢ 20cm

9,10,11,12 : Z5cm

demais ; 30c¢cm

N = 48
b = 59
p =6
m= 12
ERROR = 107°
Nimero de iteragdes necessdrtas : 9
FREQUENCIA | ERRO RELATIVO | ITERACAD NA QUAL
(rad/s) FINAL CONVERGIU
1 2.0985 ~10723 33
2 2.3319 ~10~2% 38
3 2.9140 ~10"14 52
8 5,783 ~10~23 22
5 58469 ~1p723 32
6 6.5078 ~107® gz

Nimero tedrico de cperagdes realizadas : 1.Ux106
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0 esquema proposto para o Método de Iteragdo por Sub-
espacos em Blocos é dado no Quadro II1.2. Em virtude da ortogona
lidade que deve ser mantida em re¢lagdo a autovetores convergidos
anteriormente, estes devem ser obtidos com & precisio ou erro re
Jativo especificado, razdo de ndo se impor um numero de itera-

¢Ges para cada bloco, ou subespago, na parte B do métode.

A titule de ilustracdo, o Exemplo II11.2 mostra o funcio
namento deste método na obtengdop das 6 primeiras frequéncias do
pdrtico espacial utilizade no Exempleo II1.1, com uma grande eco-

nomia de operagdes em relagdo ao procedimento anterior.

Como neste caso o analista estrutural pode definir a
dimensdc do subespacgoe, o5 vetores de pariida devem ser tomados
cam um pouco de cuidado, de maneira a evitar os problemas discu-
tidos no item anterier. Um esquema testado que se revelou efici
ente € 0 que introduz a unidade em m posi¢des em cada um dos
m vetores do subespaco. Essas posigdes sao determinadas pelos
maijores guocientes miifk11 também discutidos anteriormente, As-
sim sendo, para um subespago de dimensdo 4, por exemplo, em um
prohlema de grdem 100 com os majores guocientes miifkii corres-
pondendo as posigies diagonais 12,13,30,38,49,70,87,etc, 0 pri-
meiro vetor teria a unidade nas posigdes 12,13,30 e 38, ¢ segun-
do nas posicdes 13,30,38 e 49 e assim por diante, com as demais

assumindo o valor zero.

s - O METODO DE ITERACAD POR SUBESPACOS COM SHIFT

0 desempenho do Método de Iteragdo por Subespacgos em

Blocos pode ser consideravelmente melhorade com um acelerador de
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QUADRO II1.2 - METODC DE ITERACAO POR SUBESPACOS EM BLOCOS

kA A e sk e ——— e e S . L R L R L SR L i e

Caleulos Imaciars
&.1 - Dimensdo do Subespaco : B = fizxada pelo usuirio

A.2 - Fatoragido de E
T

LoL” =~ X n.

Calcule dos Autovetores em Grupos

Eelecic doo Vetores de Iteracido de Partida Ii

Iteragdo por Subespacos

€.1 - ortogon. de !i conira autovetores 34 encontrados n
€.2 - Calculo do Wetor de Forca Imergial
Fiy = MA - - n.

£.3 - Iteracdo Inversa
T

IDL'X 41 ™ Fin n.
C.4 - Projecac das Matrizes
LT
A1 ® Bafiny .
B . =% .M. =% ¥ n
141 14177141 i+]173+1 :

€.5 - Szlucio do Problema de Autovaler Reduzido

Anfia T Binfiatin n.
C.6 - Melhor hproximazdo dos Vetores de Iteracdo
YJ*l - Y1+IQ1+1 o.

C.7 - Teste da Comverglncia

(1+1) _ (1)
i AJ
{i+1)
A

TOLMAY = maximo | 3=1, ... r

TOLMAX < TOL
Se vetores encontrados = p ———» PARE

Se vetores encontrados < p ---> B
TOIMAY > TOL ——>» .1

. =N

.=]10m

=Nb4/2

0. =2NmG

.=ZNm

.=ZRab

. =Hm
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N o= 48

b = 59

p =6

m=4 {2 blocos)
ERROR = 107°

Nimero de iteragdes necessdrias : 5

FREQUENCIA | ERRO RELATIVO | ITERAGAD NA QUAL
(rad/s) FINAL CONVERGTU
1 2.0985 ~10"6 52
2 2.3319 ~1076 53
3 2.9140 ~1079 52
BLOCO 2:

Nimero de iteragdes

necessdrias : b

FREQUENCIA | ERRO RELATIVO | ITERACAD NA QUAL
(rad/s) FINAL CONVEREIU
4 5.7831 ~10~¢Y 22
5 5.8469 ~10" 18 32
6 6.5079 ~10"° 62
L
Nimevo tedrico de operagdes realizadas 3.?x105
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convergéncia do tipo translagdo de origem, ou "shift". Tal dispo
sitivo proporciona uma convergéncia mais rdpida na Iteracao In-
versa, conforme discutido no Item I1.4, e no Apéndice A, Baseados
nestes fatos, WILSON o ITOH [10] desenvolveram um método aplica-
vel a problemas de autovalor de grandes estruturas, mostrade no
Quadro I111.3. Associando o numero aproximado de operacgdes reque-
ridas em cada passo a uma vasta experiéncia profissional, esses
pesquisadores coencluiram, através de algumas simplificagdes, que
a dimensdo ideal do subespago para o caso é aguela corresponden-
te 3 raiz quadrada da targura de banda media b, da matriz de
rigidez K. 0 nimero de iteracdes a sevem feitas com cada "shift”
€ definido também pelo numero de ocperagdes requeridas em c¢ada
passo e &, portanto, fungdoc das matrizes envolvidas e da prdpria
dimensdo do subespago. Algumas modificagBes foram feitas no mé-
todo originalmente proposto para que o analista estrutural tam-
bém possa utilizar sua experi@ncia, nos passos A.1 e A. 2 do {Qua-

dro III.3, para cada tipo de estrutura a ser analisada.

s vetores de partida utilizados, no passo B.1, seguem
o esquema proposto no item anterior, enguanto gque cada "shift"y
no passo B.2, € tomado verificando-se a convergéncia dos autova-
lores, onde e g o tltimo autovalor a ter convergido e Mo é o
préximo a convergir. Para autovalores bastante prdximos, ou seja
At — Ak € 0.01 p, o shift € fixado em 0.99% . Este esquema de
"shifts® também é interessante no sentido de que o nimero de ele
mentos negatives na matriz D, na fatoragde do passo 8.3, indi-
ca o nimero de auwtovalores menores que o "shift" aplicado, con-
forme expasto nog Item I1.7, possibilitando detectar a possivel
perda de atgum autovalor pelo método. Entde, o3 p autovalores

devem ser calculados em grupos de m-1, pois o autovalor corres-
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QUADRO III.3 - METODO DE ITERACAO POR SUBESPACOS EM BLOCOS COM SHIFT

—— —— e e A e T TE R S Y W

Calculos Iniciais
4.1 - Dimensic do Subespaco : E = miximo de [4,/D) ou especif. pelo usuirio

A.2 - Nipero de Iterscdes para cada Shift

?

NMITE = méx1mo de |2, (NB%)/({3Nn +2Nmb+10u°) | ou especif. pelo wsudrio

Pdlculo dos Autovelores erm Grupas

B.1 - Selecdo dog VUetores de Iteracio de Partida Yl

B.2 - Tranelacdo da Origem (Shift} : y = Ak + 0,90 A A ) ou op= 0.9%%

k+l “K X

B.) - Fatoracido de K

tor? =% - K -um _ n.o.=Nb%/z
Iterachio por Subespagos - 1 =1, ... WMITE
€.1 - Ortogon. de Yi conira avicovetofes j& encontrados n.o. =2Nmg

C.2 - Calcule do Velor de Forca Inercial
Fi+1 = HIlhl n.o.=Z8m

€.3 - Iteragdo Inversa
T

LDL X1+1 L Fi+l n.o.=2Rmob
€.4 - Projecio das Matrizes
) .y
Ao = Xiafin TeBiy n.o.=Nn
T T 2
Biar = ¥l 7 ¥hhy n-o.=NE
£.5 - Solucae do Problema de Autovalor Reduzide 3
C.6 - Melhor Aproximacdo dos Vetorea de Iteracidn 2
" ?1+1Q1+1 . n.o.=Na

£.7 - Teate da Convergéncia

TOLMAX * maximo }\;””’ - a§" i=F, ... @1
) (111
]
TOLMAY < TOL :
Ee velores encontrados = p ——-> PARE
Se vetores encentrados < p -——-> B.1
TOLMAY > TOL :

Se 1 < MMITE ---> C.1
Be § = NMITE ---> B.2
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pondente ao m-ésimo autovalor servird para a defimigao do primei

re Yshift" para ¢ prdximo grupo.

Quando se utiliza a tecnica de "shifts" o5 autovalores
encaontrados sao na realtidade residuons, ou seja, as "distdncias”
dos auvtovalores reais ao "shift", como discutido ng Item [I.4,

£y

gue correspondem a solugdo, H do problema reduzido

LAk

KierRiar = Byaq @iy (111.01)
Contudo, incorporando-se o "shift" em ambos os termos

de (111.01) tem-se

KisqQiar 880l = M50 iy +ul) (111.02)

ou

(Kjer * ¥Miaq) Qiuq = E0Qi08440 (111.03)

cuja solugdo fornece os autovalores propriamente ditos e gue cor

responde ao procedimento feito no passo C.4 do Quadro III.3.

0 funcionamento do método & mostrado no Exempla [II.3,
para o calculo das 6 primeiras freguéncias da estrutura utiliza-
da no Exemplo III.1. Embora neste caso o nimero tedrico de cpera
¢6es tenha sido maior do que no exemplo anterior, os tempos de
processamento de cada problema indicam o contrdric, comg wostra
a Tabela II[.2. {sto provavelmente se deve as caracteristicas de
esparsidade da matriz de rigidez K, apesar de duas fatoracoes a-

dicionais, uma vez que foit feite um nimero menor de iteragles.
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TEMPO DE
EXEMPLO PROCESSAMENTO
{Segundos)
ITI.1 33
I11.2 15
I11.3 14

Tabela I11.2 - Tempos de processamento para os Exemplos

Irr.t, 111.2 e II0.3



EXEMPLO [II.3

BELOCO 1:
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N o= 48
b = 59
p = 6
m =4 (2 blocos}
ERROR = 107°
Nimero de iteraghes necessdrias 5
FREGUENCIA | ERRO RELATIVYO | ITERACAD NA QUAL
{rad/s) FINAL CONVERGIU
1 2.0985 ~10"8 52
2 2.3319 ~1077 5e
3 2.9140 ~ 10" 52

BLOCO 2:

Mumero de jteragdes

necessdrias :

3

FREQUENCIH ERRD RELATIVO ITERACﬁD NA QUAL
{rad/s) FINAL CONVERGIU

a 5.7831 ~10-18 28

5 5.8469 ~19~190 12

6 6.5079 ~10°8 38
Nimero tedrico de operagles realizadas 4.6x105
Histdria dos "shifts" (NMITE = 3):
LTI Uy
|, by T T 1 P:“
C AN, A Ag A
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CAPITULO IV

O ALGORITMO DE LANCZOS

V.1 - INTRODUGAO

0 Algoritmo de Lanczos (BATHE [2], PARLETT [3]) €& ori-
gindrio do "Método de Iteragdes Minimizadas” publicade em 1950
por LANCZOS [11] como uma técnica de solugdo de preblemas de au-
tovalor de operadores integrais e diferenciais lineares. Contu-
do, tal método foi visto mais como uma técnica de tridiagonaliza-
¢ao de matrizes e, devido a problemas de instabilidade numérica,
praeterido a favor de outros algoritmos, como o de Givens e o de
Householder (BATHE [2], PARLETT [3]). Somente no comeg¢e da déca
da de 1970 € que os estudos de PAIGE [12,13] revelaram que o Al-
goritmo de Lanczos poderia ser utiiizado eficientemente na solu-
¢ao de problemas de autovaior de matrizes simétricas e esparsas

de grandes dimensdes do tipo

1=
I
0
-
=

(IV.1}

A esses estudos seguiram-se os importantes trabalhos de KAHAR e
PARLETT [14], no qual se fez um estudo dos limites de erro do al
goritmo, o de GOLUB e UNDERWOOD [15}. no qual se sugeriu a utili
zagdo do algoritmo ém bloces, o de SCOTT [16], a respeito da con
vergéncia do algoritmo, e o do préprio PAIGE [17], sobre a preci

sdo e a eficiéncia do algoritmo.
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Decsta forma, considerando-se o problema de autovalor

definido em (I1.08)

KE = MPA (1v.02)

S s ey

uma transformagdo de coordenadas do tipo

$ = Qs {1v.03}

~—

possibiiita escrever
(IV.04)

ou

1

KQsA™ " = MQS {1V.05)

ou ainda, pré-multiplicando-se ambos os termos da expressao

{1¥.05} por QMK

T

q'masa™? - gTmk Tmos (1V.06)

Impondo-se a Q uma M-ortogonalidade tem-se
QMg =1 {Iv.07}
onde ] € a matriz identidade com os elementos possuindo a unida-

de de massa. A substitui¢do da propriedade [IV.07}) na expressio

(IV.06) possibilita escrever
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sa™t = g Tmgs (1¢.08)

Definindo-se

ﬂi B-l
B ap By
I=09'mc My - e (1¥.09)
-1 Bn-1
! Brog %
e
S, 1!12
© 173
9= 2 ., = ? = ﬂ-] {Iy.1g)
i e, | | 12 ]

chega-se ao problema do autovalor, substituindo-se {(IV.09) e

(I1¥.10) na expressido (IV.0B)
Is = se (1v.11)
cujos auteovalores o sdo, portanto, os reciprocos dos autovalores

do problema (IV.02} e cujos avtovetores 5 relacionam-se com os

autovetores do problema {(IV.02) através de (IV.03).

0s termos a; € By da matriz J podem ser deduzidos lem

brando-~se Qque

Iv.13
T g ( )
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o que permite escrever, pré-multiplicando-se a expressio {IV.09)

por Q,
Qr = K MO {Iv.13)

Considerando-se entdo uma submatriz gj, de dimensio

nxj, tem-se, por intermédio da expressdo {I[V.13),

1 lj
E- -ll.l-.! gJ = gn %Bj
Q
Hn nxn nxj nxn nxJj
(IV.14)
~j E
g &
= , +
QJ ~§
xd g
3
nxj nle+ﬂjij+1 = Ej
ou entio
-1 _ T

sendo g um vetor candnrico.

A expressao (IY.14) pds-multiplicada por Ei resylta em

-1 _
K ﬂﬂj Bj_19j_1 + “jﬂj + Ej {IVv.156)
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ou

LT a4 e V.17
Lj =Ly - 851850 - %38, ( )
fazendo-se

- -1
C= KT Mg, IV.18
Ly = £ Ma; ( )

Como, através das expressdes {IV.07) e {IV.14}

A L
T I B
5j+1ﬂﬂj+1 “E B, 1 (IV.19)
j N
e
Toap -1
. = q. . Iv.20
oy = g;MK7 Mg, ( )
conclui-se que
B. = 1 My . (1v.21)
J ~J~]
a. = HTMr‘. (Iv.22}
J I~

Entdo, dado um vetor de partida g, arbitrdrio de mddu-
lo unitdrio, o Algoritmo de Lanczos constrdi uma sequéncia de ve
tores, através das expressdes (IV.17), (IV.18], {Iv.21} e (I¥.22), que
formam uma base para o Subespago de Krylov, definido pela expressao

{I1.47}, sendo gue neste caso tem-se

M (I1v.23)
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Como se pode notar, na expressdo (IY.17) é feita uma
ortogonalizacio pela técnica de Gram-Schmidt, apresentada no I-
tem 1.2, Neste cas¢ entretanto, a ortogonalizagde € truncada,
feita apenas em relacdo aos dois altimos vetores ¢ <calculados,
¢ que ndo traria problemas caso a precisdo da aritmética utiliza
da fosse infinita (PARLETT [3], PAIGE [13]), ou seja nig ocor-
ressem erros de truncamento. Como isto n3o se verifica na reali-
dade, apds um certe ndmerg de passos os vetores gerados pela ex-
pressdo (IV.17) tornar-se-30 paralelos e esta € a causa da ins=-
tabilidade numérica do algoritmo. A perda de ortogonalidade de-
pende das caracteristicas das matrizes envolyidas bem como da
precisdo € da arfimética utilizada, definida como sendec o menor

ndmero da aritmética finita que satisfaz (PARLETT [3])

1T+ e > 1 ([Y.24)

A consequéncia da perda de ortogonalidade se faz sentir na deter
mina¢do de cdpias indevidas de autovalores e autovetores nelo

algoritmo (PARLETT [3]).

VYerifica-se, porém, gque mMesmo para um pegueno numero
J de passos o Algoritmo de Lanczos conseque obter boas aproxima-
ghes para alguns autovalores e autovetores do problema ([¥.02).
Isto possibilita sumarizar o algoritmo como apresentado na Tabe-
la 1¥.1, sendo que neste casoc a base de Ritz vai sendo construi-
da a cada passo e tem, portanto, dimensdc varidvel, ac contrdrio

do método apresentado no capitulo anterior,.
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SUBESPACOS DE KRYLOV

+

GRAM-SCHMIDT

+

RAYLEIGH-RITZ

ALGORITMO DE LANCZOS

Tabela I¥.1 - Esquema do Algoritmo de Lanczos

0 Algoritmo de Lanczos tem tido tambdm vma ampla utili
zagdo na resposta de estruturas submetidas a carregamentos varid
veis com 0 tempo, onde os vetores q por ele gerados sdo utili-
zados como uma base gue possibilita uma transformagdo de coorde-

nadas na equacdo diferencial de movimento, jd definida em (I1.14),
Mi o+ Cu ¥ Ky = f(1) (1v.25)
ohjetivando simplificar sua solugio.
Portanto, fazendo-se
[T ng (IY.26}
e considerando-se

fi(t) = Tg(t) (1¥.27}
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o esquema proposta par NOUR-OMID e CLGUGH [718] utiliza as rela-

cdes {IV.07) e (1V.09) para transformar a equacdo (IV.25) em

X+ {a T. + aa],I_J-Jg'g + x = Bieq0{t) {1V.28)

supondo-se também um amortecimento na forma
£ = a M+ akK (1v¥.29)

A matriz Ij € como mostrado em (I1V.09), porém de ordem j, & 0 ve
tor e, & o vetor candnico correspondente a primeira coluna da ma
triz identidade de ordem j. A solugdo da equagdo (IV.Z28} pode

ser feita entdo por algum método de integragdo no tempo (BATHE
[2]) ou por superposicdo das respostas das equagdes desacopladas

através dos autovetores de Ij.

Ji 0 esquema proposto por COUTINHO et alii [19] utili-

za as autovetores aproximados
. = .Y 1¥.
§J EJW ( 30)

para o desacoplamento das equagles expressas em (IV.25], sendo

que a matriz I corresponde & solugdo do problema de autovalor

=

¥ = Y4 (I1v.31)

onde

—_

K = Qjﬁgj {I¥.32)
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Nata-se que devido a propriedade {(IV.07) o problema de autovalor

{(I¥.31) assume uma forma mais simples.

Em ambos os procedimentos apresentados o vetor de par-

tida g, & obtide pela solugdo de
Bigq = K i (IV.33)
invocando-se (IV.27).

Tais procedimentos s3o muito eficientes pois conseguem
determinar o ndmero J necessdrio de vetores na base através da impor
tincia de cada um deles na resposta dinamica, o que possibilita
interromper o elgoritmo (NODUR-OMID e CLOUGH [18], COUTINHO et
alii {19]). Isto significa que os mesmos conseguem filtrar ou a-
proximar o modos de vibragdo gue sdo excitados pelo carregamen-

to e que de fato contribuirio para a resposta dinamica.

Desta forma fica estabelecida a diferenga da utiliza-
¢in do Algoritmo de Lanczos voltado para a resposta dindmica e
para a solugio do problema de autovalor. Engquanto no primeiro ca
50 a sequiBncia de vetores é truncada de forma a conter a influén
cia do vetor de cargas, e devem ser tomadas seguéncias diferen-
tes para carregamentos diferentes, no segundo a sequéncia é con-
tinuada de maneira a ¢obter boas aproximagdes paré 0% autovetores

e autovalores reais, que independem do carregamento.
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Iv.2 - O ALGORITMO DE LANCZOS BASICO

A forma mais simples do Algoritmo de Lanczos para a so
lugdo do problema de autovalor (1¥.02) & dada no Quadro IV.1. O
gue fica em divida é o ndwmero Jj de passos que devem ser fei-
tos. E natural gue o mesmo dependa do nidmero de gutopares a se-
rem calculados e também da capacidade de armazenamento disponi-

vel no equipamento no qual o algoritmo estiver implementado.

{0 vetor de partida 44 no passo & tomado arbitraria-
mente (0JALVO [20]) e somente em alguns pouccs casos € gue o mes
mo serd responsdve]l por uma demora na convergédncia [SCOTT [16]).
A convergéncia do algoritmo depende também da separagdo dos auto
valores e serd mais lenta para autovalores miltiples Qou agrupa-

dos {PARLETT {3]}.

Um aspecto interessante do algoritmoc € que tanto os me
nores quanto os maiores autovalores 580 aproximados pelo mesmo
e nao necessariamente de uma forma ordenada. OQutro aspecto impor
tante & que a qualidade com a gual os pares de Ritz (X,£), obti-
dos pelo Algoritmo de Lanczos, aproximam oS pares (l,g} do pro-
blema {(IV.07} pode ser mensurada sem ser necessdrio o cdlculo

dos mesmos. Tsto & conseguido através da norma residual (PARLETT

£3]).

Byy = lesjil (1v.34)

deduzida no Apéndice B, onde s.. corresponde ao #ltimo elemento

Ji
do autovetor s.,i=1,...,3, do problema reduzido, na sétima opera-

gao do Quadro IV.7. Portanto, se a norma Eji carrespondente a0 ve-
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QUADRO IV.1 - ALGORITMO DE LANCZOS BASICO

- B e e e e i B B Re ol e o e R 4 1

1 Y n ™~ 3 5 T =
Fixar BU 0, qﬂ 0. 9 arbitrario (tal que qlﬂnl 1)
Para i1=1, ...} repelir os passos 2 até 6

Kfi = llnt:|.1 {resolwver para ?i}

= Tz
a; = G NF,

Fi =0 T B9 T
o (oTwe 1172
B, = (rjMr;)
Ge " L &
By

Reaolucdo do problema de autovalor TS = 5@

CAlculo dos autovetores: ¥ = 08
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taor de RiLz

ﬁi = ngi {(1v¥.35)

assumir um valor pequeno, 0 mesmo, juntamente com ¢ respectivo
ii’ serdo uma bpoa aproximagdc de um autopar do problema (I¥.02},
Boas aproximacdes pudem ser obtidas, como se pode notar na ex-
pressac {[IV.34) independentemente da magnitude de Bj' PARLETT (3]
propde gque sejam considerados aceitédveis todos os pares (i,ﬁ}
cujas normas residuais Bji sejam inferigres 3 norma residual 1i-

mite

st = /e IL4h = /F maxte) (1V.36)
quando 2 problema a ser resolvide € semelhante ao problema
{IV.u1). Como os autovalores da matriz tridiagonal, neste caso,

s30 os reciprocos dos autovalores desejados, o limite

c Y

Bji (IV.37)

min{s}
& mais razodvel,

A norma residual definida em (1V.34) pode ser concebi-

da intuitivamente se & expressdo (IV¥.35%) for expandida como

@'i = 3151 + 5252 L ﬂj-isj-I + qjsj (IV.38)
onde €., k=1,...17, denota, para efeito de simplificagdo, o k-851-
mo elementc do vetor .. Caso @% seja uma boa aproximagdo para

Jm autovetor do problema (IV.02) no passo j-2, por exemplo, € na-
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tural que os préximos vetores de .anczos nido terdo componentes
significativas no mesmo e isto se manifesta em valures pequencos
ara s. g 5.,
P i-1 % %5

0s autovalores da matriz tridiagornal (IY.09) podem ser
eficientemente determinados pelo Métode de Bisecgdo, descrito no

Apéndice €, uma vez que, considerando-se

Dufu}' = 1 (I¥.39)

tem-s5¢ os determinantes

pitp} = Ili-ul = A1'P [[V.40)
SERLIE I 2 \

p‘I[P) = = (;"-2']-'-}“'-1"11] - 81 {Iv.42;
! 81 lz‘u

oy (v = Ovmudpy_(u) - 8% L e o () (1v.42)

¢ que facilita a aplicagdo da Sequéncia de Sturm na solugdo do

problema de autovalor

T.5: = §5.@ (I¥.43)

no sétimo passo do algoritmo bdsico. Uma vez obtidos os autavalo
res, 05 autovetores da matriz tridiagonal podem ser calculados
por me*o da Iteragdo Inverss & qual é possivel aplicar a técnica

de "shifts", discutida no [tem [I.4.
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0 Algoritmo de Lanczos Bdsico aplicado a estrutura do
Exemplo II11.1, em um total de 15 passos, tem seus resultados mos
trados no Exemplo IV.1. Nota-se & limitacao desta versdo simples
do algoritmo, refletida na perda de crtogonalidade entre o3 vete
res da hase, 0 gue acarretou o aparecimento de cdpias indevidas

de autovalores e, consequentemente, dé autovetores.

Alguns dispositivos possibilitam, entretanto, contor-
nar o problema da perda de ortogeonalidade entre os vetores gera-
dos pelo Algoritmo de Lanczos. A proposta apresentada por PARLETT
g SCOTT f21] consiste em uma ortogonalizagao seletiva, que serd
discutida no prdximo capitulo. Por sua vez, QJALVO [20} adota
uma reortogonalizagdo total entre os vetores g pela técnica de
Gram-Schmidt, de formasemelhante & proposta de PAIGE [12]. JIANG
NING ¢ X[ANGLIN [22] tamhém utilizam-se de uma reortogonalizagao
total, mas baseados nas caracteristicas de convergéncia do algo-
ritmo fazem-na apenas quando estritamente necessario. 0 esquema
seguido por CULLUM e WILLOUGHBY [23] simplesmente ignora a perda
de ortogonalidade,mas suplementa o algoritmo com testes baseados
na Sequéncia de Sturm, apresentada no Item II.7, que possibili-
tam definir se autovalores repetidos sdo cdpias ou se sdo de fa-

to decorrentes de uma multiplicidade,

Na realidade & perda de ortogonalidade entre os veto-
res de Lanczos nio € catoestrdéfica pois ela é um indicio de que
pelo menos um dos pares de Ritz (x,g) estd convergindo para uma

solugio do problema {1V.C2) (PARLETT [3]).



EXEMPLO IV.1

9, = -78664E-02 { 1 1

Nymero de Passas = 15
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As b primeiras freguéncias, em ordem crescente, no 152 passo:

Frequéncia Norma
(rad/s)
2.099 ~10°17
2.099 ~10°3
7.332 10715
2.332 ~1070
2.914 ~10°7
5.783 10710

Ortogonalidade entre alguns vetores de Lanczos apés 15 passos:

i laimay ) | Japhagl | a3Magt | raghagl | lashegl
1 1 ] ; ; ;

2 ~107¢¢ 1 ) ; -

3 ~10° 2V | g7 1 ; ;

4 ~107¢V 1 L1072 | 10722 1 ;

5 <1017 | 10780 {01 | 0720 1

6 ~10°18 ) L0718 | g8 10718 104!
7 ST LS BT L BT R IRT S L BT el
8 AT L I S LU BT R Y S 19713
9 ~1077 1077 L1077 ~1077 10718
10 ~0.006 | ~0.006 | ~0.008 | ~0.003 | ~107°
11 ~0.412 | ~0.457 | .0.562 | ~0.215 | ~1073
12 10.288 | ~0.300 | .0.283 | ~0.102 | ~i0"3
13 ~0.269 | ~0.180 | 0.285 | ~0.144 [ ~1073
14 ~0.501 | ~0.325 | .0.589 | ~0.293 [ ~i0~?
15 ~0.003 | ~0.003 | 0.004 | ~0.010 | ~0.008

Hota-se a perda

refletida em cdptas de autovalores.

de ortoagonalidade,

apés o 109 passo,
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IV.3 - O ALGORITMD DE LANCZOS COM ORTOGOMNALIZACAQ SELETIVA

A proposta adotada neste trabalho para evitar o proble
ma da perda de ortogonaiidade na sequéncia de vetores gerados pe

1o Algoritmo de Lanczos € a sugerida por PARLETT [21], que a wuti

Tiza na solugdo do problema de autovaior

1=

X = Ax (Iv.44})

sendo A uma matriz simétrica. Tal proposta pode ser perfeitamen-
te estendida 4 solugdo do problema de autovalor (IV.DZ) como 0
proprio PARLETT [3] e NOUR-OQMID et aiii [24] o fizeram,

A técnica de oertogonalizagao seletiva baseia-se funda-
mentalmente nas sequintes propriedades {PARLETT [3], PARLETT e

SCOTT [21]):

— A ortogonalidade entre os vetores qi,i=1,...,j, gera
dos pelo Algoritmo de Lanczos € preservada até gque um dos veto-

rés de Ritz comece a convergir.

«~ 0s vetores de Lanczos e os vetores de Ritz que ainda
ndo convergiram tém componentes significantes dos veteres de

Ritz que convergiram anteriormente.

Considerando-se entdo que a expressdo (IV.15) possa

ser escrita como

- E. (IV.45)
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onde E. é relativo aos erros de truncamento da precisdo finita

J
da aritmética, tem-se gue apds um certo nimero de passos a4 pro-
priedade (IV¥.07) ndo ¢ mais satisfeita, sendo que € possivel es-

crever

T
"lj - Qjﬂgj" < Kj {IV.46)

Assim sendo, apds Hj ter ultrapassado um certo limite
deve ser feita uma pausa no ailgoritmo para gue sejam calculados
0s bons vetores de Ritz. Feito isto, os vetores de Lanczos L
E 5j+2 deverdo ser ortogonalizados contra ¢s mesmos, © que garan
tird uma ortogonalidade aceitdvel até a préxima pausa. £ do fato
da ortogonalizacdc ser feita apenas em relagao aos bons vetores
de Ritz, de acordo com as propriedades citadas, gue decorre o no

me do procedimento.

Um constante monitoramento da ortogonalidade entre 0s
vetores de Ritz gue convergiram e o (j+1)-ésimo vetor de Lanczos
pode ser feito por meio de um limite 7,4 no produte |§Tﬂgj+1h que
indica se os vetores Q541 e 9j+2 devem ser ortogonalizados con-

tra o vetor de Ritz .

Um aspecto extremamente atraente deste procedimento &

que os parametros de monitoramento mj € TJ+
sem a necessidade do cédlculo explicito dos praodutes g}ugi e

1 podem ser calculados

@TMQJ+1 como é mostradoe nos Apéndices D e E, respectivamente. O

—

valoy limite aceitdve) para tais parametros pode ser fixado em

Ye' (PARLETT [3], [21]).



59

0 Algoritmo de Lanczos suplementado com a técnica de
ortogonalizacdo seletiva encentra-se resumido no Quadro Iv.é e
sey funcionamento & mostrado no Exemplo I[V.2 para a estrutura u-
tilizada no Exemplo III.1. O n{mero de vetores suficientes, no
Gltimo passo do algoritmo, é tomade como cerca de 1.5 vezes o nu
mero de autovaleres e autovetores desejados (0JALVD [20]). Isto
significa que ¢ algoritmo é continuado até que tal nimero de pa-
res de Ritz tenham convergido poiﬁ, de acordo com o gue foi dis-
cutido anteriormente, a convergéncia ndo ocorre necessariamente
de forma ordenada, ¢ que poderia ocasionar perdas de autovalores

e autovetores caso ¢ algoritmo fosse interrompide prematuramente.

0 vetor de partida que tem sido utilizado € aquele
cujos elementos $&0 tomados como os quocientes dos elementos da
matriz de massa, diagonal, pelos elementos correspondentes na ma

triz de rigidez, ou seja,
(Iv.47)
com resultados satisfatérios,

Em virtude do Algoritmp de Lanczos investigar apenas o
Subespago de Krylov gerado pelo vetor de partida normalizado g1; ele ndo sg
ria capaz de detectar, a principio, a existéncia de qualguer au-
tovetor que tivesse projegdc nula neste svbespagoe, como no caso,
por exemplo, dos autovetores correspondentes a autovalores milti
plos. Contudo, os erros de truncamento introduzem componentes em
todas as diregBes e tais autovetores, embora com uma cenvergén-
cia mais lenta, podem ser encontrados (PARLETT [3] e PARLETT e
SCOTT [21]).
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QUADRO IV.2 - ALGORITMO DE LANCIGS COM ORTOGONALIZACAQ SELETIVA

S — el . . . . . . . . T " .2 T T T T T 1 o o

Fixar g =0, r_-arbitrério, B ﬂ-[rzuru}” 2

Para os passos 2 a 10 : i=l,...ndmerc maximo de pasaes permitido

Ortogon. r,_, contra os velores de Ritz indicados e recalcular ﬁi-l

q, = B1 £ n.o.=N
i-1

Kt"i = Hqi {resolver para Fi] n.o.=2Nb+N
o

'11 qi i n.o.=2N

r,=F - Bi-lqi-l me e n.o.=N
T 1/2 -

Bi [riHriJ n.o.=2N

Adtualizar K
Caso K<y el---> B.2

Resclver TS = 5@ e calcular o3 bons vetores de Ritz.
Se ¢ nimera de vetores & suficiente pare.
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EXEMPLO TV.Z2

Nimern de Passos = 12

As & primeiras frequéncias no 122 passo

Frequencia

(rad/s) Norma Passo em que convergiu
2.099 ~1077 o (12 pausa)
2.33¢ ~107 © (12 pausa)
2.914 ~107’ 122 {32 pausa)
5.783 ~10°"0 ¢ (28 pausa)
5.8¢7 | ~107'° 8¢ (22 pausa)

48.782 ~107° 122 (3% pausa}

Ortogonalidade entre alguns vefores de Lanczos apds 12 passos

i laMg;l | laoBa;l | legMesl laa¥a;] | lachayl
1 1 ; . ; ]

> ~107%2 1 ] ; ;

3 ~10723 | 9722 1 - ;

3 ~10722 | 19722 | L0772 1 -

5 <1072V 1 Lm0 | Lqpt0 [ Lqpm?0 1

5 ~10°19 | w019 w0718 [ Lqpm19 ] g
7 ~10°18 | 40718 | 4078 [ qg7'8 | Lqp7T18
8 ~107 V8 | L1p718 | L0718 | Lot TE | g3
9 T Rl T T S L T L e T
10 TR VT S L VT S L T I e
11 ~07 13 03 10713 LT3 P
12 10715 b 0B a0 18 | g8 | g0

A ortogonalidade entre vetores foi preséervada e nio hi
cipias de autgvalores. 0 algoritmo ndc detectou, entratanto,
para o numero de passos efetuados, 4 freguéncias existentes en-
tre 5.847 rad/s e 48.784 radfs. Tal fate n3o € raro em problemas

gue envolvem sistemas com um ndmero reduzido de equagdes.
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CAPITLLO V

APLICACOES

V.1 - INTRODUGCAO

Neste capitulo os algoritmos estudados sdo utilizados
na solugdo do problema de vibragdes livres de trés modelos de
plataformas metdlicas para exploragdo de petrdleo no mar. Primei
ramente sdo apresentados os resultados obtidos em uma andlise
de um modelo simplificado, concebido de maneira a possuir 05 mes
mos mecanismos pertinentes a um modelo real. Em seqgundo lugar €
feita uma andlise de um modelo de uma plataforma autoelevatdria
onde, para efeita de simplificacdo, o treli¢amento das pernas €
substituido por etementos de rigidez e inédrcia equivalentes. Por
fim apresentam-se os resultados da andlise de uma plataforma me-
tdlica estagueada, projetada para uma 1dmina d'dgua de 170m (MAR

QUES et alii [27,28])).

As analises foram feitas em um computador Burroughs 6800,
com 6 Mbytes de memdria principal, do MNicleo de Computagio Ele-
trdnica da Universidade Federal do Rig de Janeiro. A palavra do
referido equipamento possui 48 bits, 0s algoritmos foram escri-
tos em lingyagem FORTRAR e as vartaveis reais foram declaradas
com precisdo dupla, Isto fez com que a precisdpo & da aritmética

fosse da ordem de 10'22.

Para efeito de simplificagdo os algoritmos serdo abre-

viados da sequinte forma
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M.I.5.P. = Método de Tteracdo por Subespagos Padrdo
M.I.S5.B, = Método de Iteracdo por Subespagos em Elocos
M.[.5.B.S., = Método de Iteragdo por 3Subespagos em Blogos
com Shift
A.L.D.S. = Algoritmo de Lanczos com Ortogonalizacdo Seletiva

V.2 - MODELO SIMPLIFICADO

0 Modelo Simplificade analisade corresponde a estrutura
discretizada por meio de elemantos de pdrtico espacial, mostrada
na Figura ¥.1. Tal discretizcdo resultou em 132 graus de liberda-
de e uma largura de banda media, para a matriz de rigidez K, iguatl
a 47, A massa do convés e dos equipamentos € simulada através da
distribuicdo de massas concentradas nos nds da mesa do modelo. Um
certo numero de molas lineares simula a interagdo entre 0 solo ad

Jacente ¢ as estacas de fundagdo.

As 15 primeiras frequéncias naturais e periodos deste

mpdelo sdo dados na Tabela V.1.

A Figura ¥.2 mostra o desempenhg dos algoritmos estuda-
dos tomando-se como base o tempo de processamento necessario para
a determinagdo de uma série de pares de frequéncias e modos de vi
bracdo. E interessante observar gue o A.L.0.S revelou-se o mais
eficiente para a determinacio de até 10 frequéncias. B/ partir daf,
o M.L.5.B.5. tornou-se mais eficiente. Tal fato € explicado 2elz  relagdo
existente entre a rigidez & a massa do modelo que determinou um
salto para frequéncias agrupadas, logo apds as 6 primeiras frequén

cias, relativamente bem separadas, como mostra a Tabela V.1. Per-
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cebe-se gue foi a partir deste salto que a convergéncia do
A.L.0.S. comegou a ficar mais lenta, de acordo com o expostc no
[tem T¥.3. Como este modelo ndo envolve uma discretizagdo refina

da, tal fendmeng foi decisivo a favor do M.I.5.B.5.

180m

(e} JAQUETA (b)ESTACAS

Figura ¥.1 - Modelo Simplificado
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MODO DE w 1
VIBRACAD (rad/s} ()
1 2.614 2,304

2 4.584 1.371

3 5.711 1,100

4 7.201 0.873

5 8.541 | 0.736

6 8.842 0.711

7 17.859 0.352

8 23.265 0.270

9 26.557 0,237

10 28.995 0.217

11 30.313 0.207

12 35.231 0.178

13 35.979 0.175

14 37.560 0.167

15 38.140 0.165

Tabela ¥.1 - Freguéncias Naturais e Perio-

dos do Modelo Simplificado

As verstes em bloco do Método de Iteracdo por Subespa-
¢os passaram a ser ytilizadas na determinagdo de um ndmerg .. de
frequéncias superior a & pois de outra forma as dimensfes dos
blocos torna-los-iam inyidveis., Para a determinagdc de um nimero
de frequéncias superior a 10 passou-se a utilizar come dimensdo
dos blocos a raiz guadrada da largura de banda média da matriz

de rigidez, Tal dimensdo revelou-se ser a maijs eficiente, como



67

mostra a compara¢do feita na Tabela V.2 para 3 blocagens diferen
tes, na determinagao, per exemplo, das 20 primeiras frequéncias
do modelo simplificado. f importante esclarecer gue para todas
as blocagens foram utilizadas duas i1terac¢des por shift, ou seja,

¢ default do algoritmo.

M.1.5.P. M.1.5.B.5

m=28 m=11 m=8 m=6
Nimero tedrico de 7 6 6 6
pperagoes 1.2x10 9.6x10 b.8x10 5.5x10
Tempo de processamento
normalizado 1.00 0.69 ¢.51 0.37
Nimero de '
iteracdes 14 35 32 33
Nimero de
blocos - 2 3 4

Tabela V.7 - Iteracgdo por Subespagos: M.I.5.P.xM, I.5.B.5.

Com respeito ao A.L.0.S., verificou-se que a convergén-
cia dos autovalores ocorreu praticamente de forma ordenada ¢ queé
neste caso, para um nimero de autovalores 3 servem determinados
maior do gque 10, o ndmero suficiente de bons vetores de Ritz po-
deria ter sido tomado menor do gue o0 valor costumeiro. A& Tabela
V.3 contém algumas informaches sobre o A.L.0.5. na determinagdo
de 2, 6, 10 ¢ 20 frequéncias. ﬂbserva-se, neste 1timo caso, que
o ntmero elevado de pausas realizadas se deve & caracterfstica

de distribuigdc das frequéncias, mostrada na Tabela V.1. Para es
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te modelo reduzido fixou-se em 40 nimero mixime de passos per-
mitido no A.L.0.5. 0 menor valor de 8, foi detectado no 30° pas
50, correspondendo 2 .76496x10™%, Em virtude dos mencres autova-
lores convergirem mais rapidamente é de se esperar que 0S MEsmMOs

possuam normas residuals mencores e sejam, consequentemente, mais

precisos.
NUOMERD DE NOMERO DE NUMERD DE MORMA RESIDUAL
FREQUENCIAS PASSOS PAUSAS Minima Mixima
2 12 3 .35146E-10 | .36500E-09
6 19 B .35146E-10 | .52086E-07
i0 29 11 .35146E-10 | .10315E-06
20 40 17 L35146E-10 |L17173E-05

Tabela ¥.3 - Informag¢des sobre o A.L.D0.S.

V.3 - MODFELO REAL DE PLATAFORMA At TOELEVATORIA

Esse tipo de plataforma, cuja discretizagio pode ser
vista na Figqura V.3, é utilizada para prospecgio e perfuragio em
1dminas d'dgqua que ndo ultrapassem 100 metros. 0 modelo aqui utt
lizado foi discretizado em 90 nds, com 96 elementos finitos de
pértico espacial, resultando em 537 graus de liberdade e uma lar
gura de banda média para a matriz de rididez igual a 203. As ani
lises foram feitas com ¢ convés da plataforma em sua posigdo mais

alta.
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As Z0 primeiras freguéncias deste modelo sao dadas na
Tabela V.4, E interessante notar o aparecimento de frequ8ncias
miltiplas e agrupadas. Cada uma des frequéncias repetidas corres
ponde a uma das pernas da plataforma, ou seja, a modas de vibra-

8o localizados.

0 desempenho dos algoritmos estudados pode ser visto
na Figura V.4. Tomando-se como base os resuyltados do modelo ante
rior, nesta € na préxima aplicagio utiliza-se apenas a versdo
com "shift" do M_1.5.B,

E importante destacar-se o comportamento atipico do
M.[.5.8.5. para este modelo. A explicacao para tal fendmeno & en
centrada na forma do espectro de frequéncias do mesmo. Como 0s
resultados colhidos correspondem & utilizagdo de dois blocos, no
ta-se que os melhores foram obtidos quando os agrupamentos de
frequéncias foram calculados em blocos distintos. Verificou-se
também que as frequéncias repetidas mais altas convergiram Jlen-
tamente & que, para alguns "shifts" aplicados apds um agrupamen-
to ter convergido, uma certa perturbaciaonos autovalores do mesmo

refletiu-se em um ligeiro aumento dos erros relativos.

0s resultados obtidos para o A.L.0.S. ndo apresentaram
problemas para a determinacio de até 4 freguéncias. Para um nime
re maior de frequéncias verificou-se gue a multiplicidade dos
mesmos ndo era detectada de imediato. Verificou-se, por exemplo,
que as frequémcias correspondentes a 11.230 rad/s convergiram no
172, no 23¢ eno27? passos do algoritmo, sendo que frequincias
mais attas convergiram antes dela, como uma frequéncia correspon

dente a 133.95 rad/s, que convergiu no 152 passo. Este comporta-
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MODO DE n T
Y [BRACAQ (rad/s) {s)
1 0.546 11.503
2 0.698 8.992
3 5.245 1.198
4 11.204 0.561
5 11.230 ¢.560
6 11.230 0.560
7 11.230 0.560
g 11.574 0.543
9 12.312 0.510
10 16.176 0.388
11 16.602 0.378
12 28.747 0.219
13 28.747 0.219
14 28.747 0.219
15 28.914 0.217
16 29.016 0.216
17 29.485 0.213
18 46.513 0,135
19 46.513 0.135
20 46.513 0.135

Tabela V.4 - Frequéncias Haturais e Periodos do Modelo de Plata-

forma Autcelevatdria.

mento ja era esperado, de acordo com o exposto no Item I¥.3, mas
pode ser contornado de algumas maneiras. A primeira possibilida-
de € permitir que seja feito um numero maior de passos, estabele

cendg=5¢ uma guantidade maior de bons pares de Ritz necessdrios.
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Uma sequnda possibilidade, mais elegante, consiste em se utilizar
o A.L.0.S. em blocos, ortogonais entre si, simultaneamente {PARLETT
[3]). £ natural que o nimero de operagdes necessdrias resultaria
aumentado, mas' ndc significativamente porque o ndmero de passos
em cada bloco seria reduzido, uma vez que ocorreria convergéncia
para autovetores diferentes em todos os blocos utilizades. Esta
proposta é reforgada ainda mais quando se considera gue foram ne
cessdrios 40 passos do algoritmo, o méximo permitido no caso, pa
ra gque 25 frequéncias convergissem, e gque a frequéncia de 46,513
rad/s nio foi detectada, 0 nimero de frequé&ncias que convergiram
corresponde aos bons pares de Ritz qué o algoritmo havia detecta

do, para o5 quais foram necessdrios 19 pausas.

Bs Figuras V.5 a V.8 mostram as interessantes configqura
cBes dos 4 primeiros modos de vibragdo do modelo de plataforma

autoelevatdria analisado,

V.3 - MODELO REAL DE UMA PLATAFORMA CONVENCIONAL

0s procedimentos jd discutidos anteriormente fioram tam
bém utilizados na andlise de uma jaqueta metdlica conuencioné],
similar &s plataformas encontradas na Bacia de Campos, a princi-
pal drea de produgado de petrdleo da costa brasileira. A Figura
V.9 apresenta uma perspectiva da discretizagdo da jaqueta, em um
total de 437 nés e 1097 elementos de pdrtico espacial, resulian-
do em 2463 graus de liberdade e uma largura de banda média para
a matriz de rigidez igual a 689, A Tabela ¥.5 apresenta as 20

primeiras frequéncias naturais desta plataforma.
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Figura V.5 -
) 1¢ Modo de Vibracdo {w = 0.546 d/s)
. rad/s
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= 0.698 rad/s)

jbragdo {w

cigura V.6 - 20 Modo de V
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Figura V.7 - 32 Modo de Vibracio (w = 5.245 rad/s)
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Figura v.8 - 40 Modo de Vibragdo fy = 11.204 rad/s)
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Figura ¥.9 - Discretizagdo da Jagueta Metdlica
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MODO DE tw T
VIBRACAD (rad/s) {s)
1 1.714 3.666
2 1.860 3.378
3 3.106 2.023
4 3.197 1.965
5 3.510 1.790
b 4.894 1.284
7 4.941 1.272
8 5.300 1.186
9 5.316 1.182
10 6.292 0.999
[l 6.308 0.996
T2 6.514 0.965
T3 6.985 0.899
14 7.072 0.888
15 7.307 0.860
16 7.456 0.842
17 7.544 0.833
18 7.931 0.792
19 8.225 0.764
20 8.339 0.753

Tabela V.5 - Frequéncias Maturais e Periodos da Platafor

0 desempenho dos algoaritmos estudados pode ser

na Figura V.10.

ma Convencienal

visto
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E interessante notar que nesta aplicacdo, assim como
na primeira, a determinagdo dos autovalores pelo M.I.5.B.5. pas-
sou a ser mais eficiente do que o M.I.S.P. para um ndmero de au-
tovalores maior do que a raiz quadrada da largura de banda da ma
triz de rigidez. Para se ter idéia do desempenho dos dois méto-
dos, na determinagdo das 50 primeiras frequéncias do modelo, o
M.1.5.P., com um subespago de dimensdo 58, necessitou de 29 ite-
ragdes, o que corresponde & 1682 resolugdes do sistema de equa-
¢hes. Jad o M. I, 5.B.5., com dois blocos de dimensdg 26, considera
-da ideal, necessitouw de 40 iteragBes, ou seja, 1040 resolugdes,
-sendo que.furam necessdrios 8 "shifts", feitos 2 cada & iteragdes,
cujas decomposi¢des da matriz de rigidez representaram 26,3% do

tempo total de processamento da analise.

0 A.L.0.S. por sua vez tem, nesta aplicagic, uma distri
buigdo de frequéncia ideal, ndo sendo verificados os problemas das
aplicacdes anteriores. Para este tipo de estrutura o A.L.0.5. pra
ticamente ndc necessita de aperfeigoamentos e é importante  gque
ele seja comparado com ¢ M. I.S.P. Considerando-se, par exemplo,
a determinagdo das 5 primeiras frequéncias ¢ modos de yibragéo
deste modelo, o M.I.5.P., com um subespago de dimensio 10, reali
zou-a em 11 iteracdes, ou seja, foram necessdrias 110 resolugdes
do sistema de equa¢des, enquanto que o A.L.0.S. necessitou de
29 passos e, conseguentemente, 0 mesmo nimero de resolugdes do
sistema de equagbes. Desconsiderando-se o0s tempos de processamen
to necessdrios para montagem de matrizes de elementos, matrizes
globais e decomposigdo da matriz de rigidez, o A.L.0.5. requerey
37.1% do tempc total de andlise, enguanioc que o M.I.5.P. 66.6%.
Embora no A.L.0.S5. ndo se possa desprezar o ndmero de operagdes

necessdrias para o cdlculo de o.,B., ortogonalizagdo seletiva e
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da solugdo do problema de autovalor da matriz tridiagonal, quan-
do das pausas, ele € ainda menor do que para a. obtengao das ma-
trizes projetadas, resolucdo do sistema de autovalor reduzide pe
1o Método de Jacobi e para & obtencdoe de uma wmelhor aproximagac

dos autovetores, no caso do M. 1.5.P,

Com respeito a precisidcdo A.L.O.5., verificou-se que
na determinagd3o das 15 primeiras frequéncias, por exemplo, a me-
nor norma residual foi da ordem de .15074E-1Q, enquanto que a

maior da ordem de .55824E-06,

£ titulo ilustrativo, as Figuras V.11 a ¥.13 mostram
as configuragdes dos 3 primeiros modos de vibragido, globais. As
Figuras ¥.14 a V.16 mostram o 72, o 82 e o 92 modos de vibragao,

localizados, modos de vibragac de painéis,



83

Figura ¥.11 - 12 Modo de Vibragde (w = 1.714 rad/s)

Modo de Flexido
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XL XL AL AL ALALX

Figura ¥.13 - 32 Modo de Vibracao {w = 3.106 rad/s)

Modo de Targio
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Figura V.14 - 72 Modo de Vibragdo {(w = 4.941 rad/s)
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SO I I I X

Figura V.75 - 89 Modo de V¥ibracgdo (w = 5.300 rad/s)
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Figura V.16 - 92 Modo de Vibragdo (w = 5.316-rad/s)
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

A solugdo de problemas de autovalor reveste-se de espe
cial importdncia em Andlise Estrutural Dindmica, pois as freguén
cias nmaturais e modos de vibragdo contdm uma série de informa-
cies que estdoc intimamente associadas as propriedades de inércia
e rigidez das estruturas. Estas solugdes, entretanto, requersem
um grande esforgo computacional & os algoritmos e métedos que as
viabilizam devem seros mais eficientes possiveis. Tal exigé@ncia &
ainda mais rigorosa guando € necessdria a consideragdo das sofis

ticagdes introduzidas nas andlises e nas préprias estruturas.

Este trabalho se propds entdg, a realizar uma avalia-
¢330 criteriosa de algumas versdes de técnicas conhecidas de solu
¢do do problema de autovalor, procurando definir qual o mais in-
dicado guando as estruturas analisadas sdoc de grandes dimensdes
a envolvem, consequentemente, um grande nidmero de equagdes, fato
comum 3s estruturas de plataformas maritimas de prospecgdo, ex-

ploragdo e producaoc de petrdleo.

Decta forma, discutiju-se& em primeiro lugar duas ver -
shes do Método de [teracdo por Subespagos. A primeira consiste
da utilizagdo do referido método em blocos, onde as frequéncias
¢ modos de vibragdo sao calculados em grupos, nio simultaneons.
Tal dispositivo objettva obter frequéncias mais ou menos com &
mesma precisdo e com economia de operagfies, uma vez que os blo-

cos, Ou subespacgos, podem ser tomados com dimensdes mengres do
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que a versado tradicional do método. A seqgunda versdo utiliza tam
bém uma técnica de blocagem e inclui a utilizagdo de um acelera-
dor de convergéncia do tipo translacdo de origem, ou “"shift". Co
mg, para cada "shift", deve ser feita uma nova fatorag¢do da ma-
triz de rigidez, poderia parecer, a principio, que esta versdo £
desvantajosa em relagic & anterior. Entretanto, nidc € ¢ que se
verifica, pois o "shift" & capaz de aumentar significativamente

a velocidade de convergéncia do método. Os testes efietuados reve
laram gue tal dispositivo se torna atraente guando o numero de
frequéncias e modes de vibragi3o a serem determinados € relativa-
mente grande, superior a raiz quadrada da larguera de banda média
da matriz de rigidez. Este valor corresponde também, & dimensao
do subespa¢o considerada ideal, ou seja, 2 dimensdo na qual a
convergéncia dos autovalores ocorreria com um menor nimerc de o=
peragdes. S5e bem que o nidmeéro de iteragdes a serem feitas para
cada "shift” possa ser fixado arbitrariamente, o ndmero que se
revelou mais eficiente é o que iquala as operagdes do processo i
terativo com aquelas necessdarias 4 fatoragdo da matriz de rigi-

dez.

Portanto, o Método de I[teragdo por Subespacgos em Blocos
torna-se mais eficiente quando suplementado com um acelerador de
convergéncia., Tal técnica & recomenddvel principalmente para es~
truturas que ndo apresentem agrupamentos de frequéncias, ou
clusters, acentuados com meltiplicidades de autovalores. Com res
peito aos gastos computacionais, apenas o tempo de acesso a memg
ria auxiliar & ligeiramente maior, uma vez qgue a matriz de rigi-
dez e 05 autovetores convergidos estio, geralmente, 14 armazena-
dos, e a cada novo "shift" ou iteracgao, respectivamente, devem

ser chamados & memdria principal.
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Por sua vez, 0 Algoritmp de Lanczos, discutido em se-
gundo lugar, € um procedimento elegante e simples, sendo que a
unica operacio dispendiosa no mesmo € relativa a fatoragde da ma
triz de rigidez. Contudo, verificou-se que o mesmo deve ser Su-
plementado com algum mecanismo que possibilite a preservagdoe da
ortogenalidade entre o0s vetores por ele gerados. A omissdo desta
precautdc se reflete na determinagdo de cdépias indevidas de auto
valores e autovetores. A solugdo adotada, que torna o algoritmo
aplicdvel a uma série de problemas, consiste de uma ortogonaliza
¢do seletiva, na qual se faz um monitoramento da perda de ortogo
nalidade., Este monitoramento possibilita também que as pausas, pa
ra a solugdo do problema de autovalor reduzido, da matriz tridia

gonal, sejam feitas apenas quando necessario,

A versdo implementada do Algoeritmo de Lanczos com Orto
gonalizacdo Seletiva mostrou-se extremamente eficiente quando a-
plicada aos modelos reais de jaquetas metdlicas. Para que o algo
ritmo seja utilizado com igual eficiéncia em problemas onde exis
tam autovalores repetidos, como & 0 caso das plataformas autoele
vatorias, onde a convergéncia & mais lenta, sugere-se uma impie-
mentagdo do mesmo em blocos simultaneos, ortogonais entre si. Um
esquema de reinicializagles também é conveniente quando um gran-
de nimero de frequéncias for requerido, para gque seja possivel
trabalhar com matrizes tridiagonais de ordem ndo muite grandes,
embora neste caso sempre sejam perdidas informagfes. Deve-se re=-
saltar por fim, que o algoritmo se utiliza basicamente de trés
vetores e que, devido a 1sto, a matriz de rigidez fatorada pode
ser praticamente mantida em memdria principal. 0 tempo de acesso
a memdria auxiliar seria entdo, quase que relativo ap armazena-

mento e recuperagdo dos vetores de Lanc2os e dos bons vetores de
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Ritz.

Rlém disso, uma outra possibilidade de aplicagdo do Al-
goritmo de iLanczos diz respeito & sua utilizag3o na determinagdo
de autovalores situados em um intervals especificado, conforme
proposto por ERICSSON e RUHE [25], através da wtilizagdo da téc-

nica de "shifts".

Os préprios vetores de Lanczos podem ser utilizados c¢o-
mo vetores de partida para os processos iteratives por subespacos
(BATHE e RAMASWAMY [8], WILSON e ITOH [10]). Supde-se uma conver-
géncia mais rdpida neste caso, pois tais vetores geram uma base
para um Subespa¢o de Krylov, que desfruta, por sua vez, da pro-
priedade de aproximar autovalores e autovetores satisfatoriamen-

te.

UlTtimamente, uma série de trabalhos tem trazido novamen
te & tona a utilizagdo de algoritmos iterativos para a solucdo de
sistemas de equagdes lineares, compo o prépric Algoritmo de Lanczos
(PARLETT [28], COUTINHO et alii [29]}. Baseados em tal . fato,
NGUYEN e ARORA [30] propdem a utilizagao do Método de Iteracag
por Subespagos associado ao Método dos Gradientes Conjugados
{HAGEMAN e YOUNG [31], AXELLSON e BARKER [32]). sendo vislumbra-
da a possibilidade de se adotar uma técnica de “"shifts" também
neste caso. Procurando-se entdc, sequiv um raciocinio semelhante,
sugere-se por fim, a eiabora¢io de um procedimento que utilize
dois Algoritmos de Lanczos em conjunto, tanto para a solugio do
sistema de equagdes lineares, a cada passo, guanto para a solu-
¢ao do problema de autovalor generalizado, conforme exposto nes-

te trabalho.
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APENDICE A

A CONVERGENCIA NA ITERACAO INVERSA

Supondo-se gque o vetor de partida possa ser escrito co

mo uma combinagdo linear dos autovetores

n

170 8F = 8 (A.01)
k=1~ ~

5, %0 (A.02)

Tem-se, na Iterag¢do Inversa

para i =1 : X, = K Mx, (A.03)
X, K™ M, o
«. = - A.04

T M)t L T Tk e )7

_ : (k"M ox, (.05)
para i = 2 : %X, = K~ Mx, = - - A.05
3 &k ey Tk Tex 32
%3 (7'M %x, o6
x = e = = = T .
POEmE T i T T Erg ) 1

P ]
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para 1 = 3§ & x. = — T T (A.07)

Paor intermédic das expressdes [I1.08) e ([.12) tem-ce

- g
(O TR TR TG SR TR s TRl M TP AT
(k) = pam I (A.10)

Substituindo-se as expressdes (A.01) e {A.10) em{A.07)

e sendo A uma matriz diagonail (expressdo ([.10))

a3 gae
~J+] [@a%"‘@a yIm(pa J@ @s}]z

e

1 Jg i1 Js
ﬁ -3 M@A'je T n'zJa)%

i e e oy

n
[65 *+ 52 ((_E] §,) 1] (A.11)

Assymindo-se 0 < A1 <A2 R An . Para i o+ = 0 quoci
k
ente { )J, na expressdo (A.11), serd desprezivel, o que propor



a5

ciona

8
= 5% (A.12)

Xipg = —F1 ° &
"J+1 {61)2 =1

confirmando-se a nvergénei . .
convergBncia de Xj4q Para g1

Caso exista multiplicidade de autovalores, 0 < A1 = 12

a convergéncia se dard para o autove-

= A€ A ce. € ln,
tenha

LI ) m m+1
tor correspondente a um dos m autovalores repetidos que

mgior participagdo no vetor de partida, ou seja, o valor madximo

de 51, 52, . Gm.

& taxa de convergéncia para g1 pode ser mensurada atra

vés do limite {BATHE [2]).

. ] .
ry = Rim %501 - #1j (A.13)
A ETRE N
sendo || || a norma euclidiana.
Por meio de (A.11), desprezando-se os termos de ordem
superior no denominador
§, Ay 3 § a, d
~ 2 1 n, 1
5‘]4‘1 = gT + -é— {l—;l gz + ... +F S—{l—) gn (A.‘Eq-)
1 2 T ™n
@
_ 5, Ay 17T 5,4y 97
Ej =‘§1 + LE" {;—} QQ + + E—(I—) gﬁ {A.15)
1 2 1T ™n
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Entao
§, A, J §  ag Y
_E [_1} 9‘2 +,. ..+ il (_1) gl’l
- 81 *2 1 n
r il =
g
i 8, M ik no,* I
< (=), +..r () g,
8 A Ay
2 . 2
&, ;Y §, Ay Y
e N EE IR ROy LY
L1 A §1 Ay g T
- e B
5 2 2 2 g
J=1 J-1
& A 3 )y
[_2 M ] _{_n et ]
uma vez gue, como anteriormente, para j -+~ = 0 quociente
Ay
1 .
(I;} , k¥ 2, 0 <« 11 < 12 el € ln , seri desprezivel.
Para autovalores mdltiples O < 11 = 12 ca lm , m < n,
a taxa de convergéncia é dada por
Aq
r, = {A.17)
lm+1

Por sua vez, a taxa de convergé&ncia para 11 & avalia-

da por (BATHE [2])

(A.18)

ﬂ{ﬁ\]] - }l*|



{D

onde p{53+1}
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0 Quociente de Rayleigh definido coma

ﬂ{5j+1} =

A.19)

!‘—'v—H-—I
I l’_|

e1 Xj+1

Substituindo-se as expressdes [A.14) e (A.15]) em

{A.19)
n ﬁk Z l1 2§-1 n 6k 2 A1 2j-1
) 5 () Y e ()
k=1 1 k k=1 1 k
pl{X. q) = - = X :
~j+1 n 6k 2 11 2j 1 n ﬁk Z A%J+1
) ) 5 ) &) —73
k=1 k=1 k {A.20)
€, da mesma forma
) ) 3
k=1
Q(EJ} = X n ALY (A.27)
¥ (ky
— T7j-2
k=1 81 Pk
Entdo, substituindo-se as expressdes (A.20) e (A.21)

em [A.18} e deprez

ando-se 05 termos de ordem superior

S Ay o Ay
(x0) - A T 2
2 1 A,
. - - ¢ (A.22)
A ny -3 1]1 X, 3 lg Ao
e e e -
A A Aq A
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Para autovalores miltiplos, O < Ay o= dy L= A,

m < n, & taxa de convergéncia & dada por
Ay 2
ry = (x—) {A.23]
A m+1

0s resultados expressos em (A.16}) e (A.22) permitem
concluir gue & convergéncia & mais rdpida para o autovalor e se

rd tanto mais répida quanto maior for a separacdoc entre o$ autovalo-

X
res, ou sejfa, quanto menor for o quociente Il .
iy
Com a introdugdo de um "shift" p demonstra-se, de

maneira andloga, que as taxas de convergéncia dos autgvetores e

autovaleres tornam-se

o
r, = max (A.24)
; T -
£ ps] p ~ H
{—%j'")z (A.25)

r. = Max A.25

ST p =¥
lp $ U (A.26)

Portanto, verifica-se facilmente que, para um "shift"

tomado préximo a X as razdes de convergéncia serio MEnores

‘I ]
do que as dadas por {A.16) e (A.22), sendo esta conclusdo per-

feitamente extensivel a outiros autopares.
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APENDICE B

NORMAS RESIDUAIS DOS AUTOVALORES E AUTOVETORES

CALCULADOS PELO ALGORITMO DE LANCZOS

Seja (x,¢) uma solugho exata do problema de autovalor

Kg = aMg {B.07)

jéd definida em (1.06).

Entdo
lg kg -0 (8.02)
ou, fazendo=-se % = &
of - K Mg = 0 (B.03)

Portanto, pré-multiplicando-se a expressdo (B.03} por
g}+]ﬂ, ohde gj+1 € 0 vetor gerado pelo j-ésimo passo do Algorit

mo de Lanczos,

gl (of - K g) = 0 (8.08)

ou

T T -
a3 Mo - gl MK Mg = 0 (B.05)
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Tomando-se a expressdo {(IV.15)

-1 _ T
K ﬂﬂj = QJIJ + Ligj

¢ pré-multiplicando-a por g;+1ﬂ , tem-se

T -1 . T T
;MK MOy = 950908515 * 8580585

o\

I

T -1 T _
ﬂj+1ﬂ5 HQJ - ﬂj+1ﬂgjlj . Bj

considerando-se que

L1 7 Byl

Desta forma, se (©,8) é um par de Ritz, no
passo do Algoritmo de Lanczos, que aproxima (o,d) na
(B.03), tem-se, substituindo-se e tomando-se a norma

da expressao {B.05]),

T T 1
IR
= _
ﬂ QJ+1EQJE1G qJ+1EE Egjj1 ” -

T -1 _
(EJ+Tﬂngj - ﬂj+1ﬂﬂ ﬂgj]éi | =

(B.06)

(B.07)

(B.08)

{B.09)

j-€simo
EXPressdo

enclidiana
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{pois Ti84 = @434 » expressdo (Iv.43))

T -
Il - Bifidi I =
{através da expressac (B.08))

= 0., (B.10)

sendo sj1 0 j-ésimo elemento do vetor £i-
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APENDICE C

O METODO DA BISECCAO

Pela facilidade com a qual a Sequéncia de Sturm pode
ser avaliada em uma matriz tridiagonal, ¢ Métode da Biseccdo
torna-se a técnica mais eficiente de célculo dos. autovalores

deste tipo de matriz.

Fixando=-se entdn, um intervalo no qual os autovalores
da matriz tridiagonal devem ser determinados, o Método de Bisec
¢&d0 calcula um autovalor por vez e ao mesmo tempo obtém para os
demais. Seja, por exemplec, uma matriz tridiagonal que tenha co-

mo autovalores

— ™
91 - 2-1
o, = 2.6
2 , (C.01)
93 = 3.5
94 = 5.2 J

e o intervale, ou seja, as estimativas minima e méxima dos autg

valores
RMIN = 0
{C.02)
EMAX = &
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0 Método de Bisecgdo procederia da seguinte forma:

12 AUTOVALOR

12 Biseccdn: p = 2 =3 (C.03)

+
=]

%)

A Sequéncia de Stuyrm indicaria a existéncia de 2 autp
valores menores que 3, portanto, este "shift" passaria a servir

como estimativa mdxima dos 2 primeiros e minima para 05 demais.

| <
+
Lk

23 Bisecgdo: u = = 1.5 {C.04)

M3

Este "shift" passaria a servir como estimativa minima
para os dois primeiros autovalores pois a Sequéncia de Sturm in

dicaria a ndo existéncia de autovalores menores do que 1.5.

32 Bisecgao: w = >———=fL = 2,25 (C.05)

A Sequéncia de Sturm indicaria 2.25 como uma estimati

va midxima para o primeiro autovalor e minima para o segundo.

&+
+

-
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Esquematizando:

AMIN @ O RMAX

S R '

PV . I
+ — ' l -

] ; B| : - 1] : B; LY -]
29 AUTOVALOR
Esquematizando:

RMIN (2 RMAX
L

. SN . _ -
o 6, 18y By 0, ]
32 AUTOVALOR
12 Biseccap: yu = {3 +6) . 4
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A Sequéncia de Sturm indicaria 4.5 como uma estimati

va mixima para o terceiro autovalor e minima para o quarto.

-
*

Esqdematizando:

49 AUTOVALOR

Esquematizando:

rRMIN @& D RMAX

-4
h—

[
oty S
o
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Desta forma, para cada autovaler, s3o feitas bisec-
¢O0es até que a diferenga entre as estimativas minima e mdxima

seja inferior a um limite pré-fixado.

Portanto, o Método de Bisec¢do pode ser utilizado in-
dependentemente da distribuicdo ou multiplicidade dos autovalo-
res. Caso alguns autovalores sejam conhecidos, é possivel evi-
tar que ¢s mesmos sejam recalculados, subtrazinde-ze ¢ nimero de
autovalores conhecidos menores que um certo "shift", do ndmero

de autovalores indicados pela Sequéncia de Sturm.
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APENDICE D

MONITORAMENTO DA ORTONAILIDADE ENTRE

05 VETORES DE LANCZOS
- PALISA ND ALGORITMO (PARLETT [21]) -

Seja K oum limite superior do erro de truncamento co-
metido na normalizagdo de um vetor de ordem n, em gqualguer pas-

so do Algoritmo de Lanczos, de maneira que

T
| 1 - ﬂ_jﬂﬂj | < K1 {D.01)

F natural que x1 dependa, entre outros, da rotina de
extragdo da raiz quadrada, de detalhes do programa e da prdpria

dimensdo do vetor.,

Supando-se que sdo conhecidos niumeraos Ej‘ em qualguer

passo do algoaritme, tais que

.
| Q,jﬂﬂj+1 | < 55 (0.02)
define-se
[ k. ]
N 1 A 2 2
L = = | Kk, + K, * - + ;
K54 ; [ i 1 (kJ KT] 4 L] ]
L. K
i T (D.03)
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Reescrevendo-se entio a expressdo (Iv.46)

.
. = Q.MO. . D.04
I L5 - QM8 I < {D.04)

tem-se por particionamento

1. - oMo, | - Q'Mg
. ~J J=~=3 : J==3
Ly - QM4 = ==~ - - T--- - (0.05)
T T

e, consequentemente

T ' T
"IJ - QJHHJ+1 I" Qjﬂﬂj+1 “
||4-I.‘}‘+“|= - QJ+‘|..QJ+1H ,,{_, |_" ______ || ||— — —-T— - = —‘ =
- 85M; " Q54183549
|
- -1 -- (0.06)
|
ou
~J+1 gj+1~gJ+1 < kj+1

Como, considerando-se a expressdo (1V.14),

¥,
9541 = (D.07)
%
a8 precisdo aritmética finita acarreta
T
Mg . - + D.
1934a 5,40t < lagheyl + loghe (0.08)

sendo que gj leya em ¢onta ¢ errg introdyzido na divisdo Bj €
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cujos elementos sdo, naturalmente, pequenos, dependendo da pre-

cis3do ¢ relativa do equipamento,
Por intermédio da expressdo (IV.45), tem-se
-1
.= (K- MO, - 0.7, + £.) e, D.09

e, portanto,

R
QiMey = Qi (KTING; - 0515 4 E5) g
A T T T
= [k "mo.1Tma, - olmg. + QVME.e.
LIK-MQ) M, - Q:M0,T,1 ey + Q4ME e,

T T
= N .- N - - +

fsubstituindo-se []V¥.45}

T T T
- [-T.(1, - 0'MQ.) + (1. - QWM IT ] e, - ElMg, +
[- T30y - 3Ma,) + (L - Q5¥R,0T5) &5 - EjMa;
T
o mE
" 8L iMYe; ¢ QN e
T T T
= [~ T,{(1, - 0.M0.} + - 3] - E. +
[- 1,005 - 258050 + (L - 454Q50) - E5Mg;

- GHE e

= ¢. + d. (D.10)
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onde
c. = [(1l, - QTMQ.} T - {1, -ecel)T. (L,- ngg.}] e .
=~ ~J J~=1" ~] ~1 ~J~]° ~) "] J==] =~
{D.11)
T T " T =1 .
= - F.Mg. + 20.ME.e. + MK” Mg, - a. . )
d; Ejfg; + 2Q5ME e, = (g MK Mgy - aj) e, (D.12)
Novamente, por particionamento
T \
( ( -
Qj_zﬂﬂj-1
- 0. .Mqg.
. QJ-‘|~HJ -

(Lj - ;18,0 &5 = S oy o gileyi) By

g,y T

- q.Mg.
g:\]n.-.g‘]_1
\ A \ /
(D.13}
e

T T
r " Lgaryaalay o ggaBya O - gyfgy)
Ij {lj - Qjﬁgj} = i .
ay (V- 358850 - B85 435_4M9;
(G.14)

Considerando-se agora
I
125194411 < &, (D.15)
Jemi ] i

para i < J , a norma euclidiana da expressdo {(D.11), utilizan-

do-3¢ as expressdes (D.13) e (D.14), resulta em



.
- (.Mg.
QJEQJ

le M=

Jn..-

T
- Ij_1gj_1ﬂﬂj +

{notar que o elemento {j,j) na

{1

- 5_pMa

" - 53-1ﬂ5j-1
[ - et ,

£ ”{lj
+ |B

1 - g.Mg.

J

T

(1 - H}MQJJ QJ

Jj-1

11

;
Tior - o5liog) Q54084

matriz Ij - B

-

j-1

) T
f do- . =lq. . .
{ azenao-se |ng_‘|HHJI |RJHQJ_1I i CJ-'])
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= "{Ij_1 - ajlj_1}“§j_1 + Bj_1ij_1 LR 2k1] ¥ |“J|K1
(D.16)
Sendo
AMAY = maior a de Ej-1 {D.17)
AMIN = menor a de lj_1 {D.18)
BMAX = maior B de Ij-1 {D.19)
tem-se

”(lj_1 - ajlj_1lﬂ < max {AMAX - a; , «; - MIN} + 2 BMAX

(D.20)
Desta Torma, fixando-se
Ky = he (D.27)
desprezando-s& a parcela gj em {0.12) e inicializando-se
g, = e - .o . ' . ... (D.22)

a divisdao da expressdo {(D.16} por Ej possibilita a obtengdo de
cj g, consequentemente, o cdlculo de Hj+1 através da expressio
(0.03).

Portanto, quando K.

1 indicar que a ortogonalidade en-

tre os vetores de Lanczos atinge niveis inaceitaveis, deve sevr

feita uma pausa no algoritmo para gque sejam calculados os bons



113

pares de Ritz e seja procedida a ortogonalizacdo contra 0§ mes-

mos, Entdo, k., ¢

. B . odem ser reinicializados com
j* %5 & %51 P

_emax(0) (D.23)

onde Bji g o minimo Bji acima do minimo aceitdvel, para que seja

possivel definir a prdxima pausa.

Apés o algoritmo ter feito uma pausa no passo j &€ pos-

sivel definir

THMAX = maior autovaioar de lj (D.24})
TMIN = menor autovalor de lj ' (D.25)
e entido

“[Ik-1 - aklk-1)” < max {max(TMAX - a,, @y - TMIN)Y,
Jj i
“Ik_1 - “klk-1" yo+ Bj (D.26}

ande
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j . ,
e |3y 4 -« I, 4l é avaliada como em (D.20].

(D.27)
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APENDICE E

MONITORAMENTO DA ORTOGONAL IDADE ENTRE OS YETORES

DE LANCZDS E D5 BONS VETORES DE RITZ

Sendo (A, @) um bom par de Ritz, tem-se

kg = Mg + g
onde go € um vetor de residuos.

Considerando-se a expressdo {[V.45)

pds-multiplicando-a por Ej € reagrupando-a

=
u
-

£oMay - Byqda o8y 7 Egs

L,

Considerando-se agora que

Li ~ Bjﬂj+1
e, da expressdo (E.01)

2Tk = 3g'm+

i
o

a expressdo {(E.03) pré-multiplicada por @TM resulta em

(E.01)

(E.02}

(E.03)

{E.04)

(£.05)
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T 1) 1 T.-1 T
2 ﬂﬂj+1ﬁj =3 2 ﬂﬂj Y epk HQJ - 2 QQJ,153_1
(E.06)
T T
- . ME .
Fazendo-se
T
|8 qu| < T (E.07)

e desprezando-se, para efeito de simplificagao, os termos relati

v0S a0s erros, a norma da expressdao {E,06) resulta em

1
R [|e - aylTg Bj-‘JTj-‘I] (€.08)

onde
_ 1
& = — (E.09)
A

Partanto, a fdrmula de recorréncia (E.Q8) & atualizada
a4 cada passo e toda vez que a mesma exceder a tolerdncia, Hj+1 e
Hj+2 sd30 ortogonalizados contra ﬁ, e entdo ¢ se aproxima da n

precisdo relativa da aritmética.

Desta forma, T pode ser interpretado como um arranjo
de duas colunas e tantas linhas gquantos forem os bons pares de

Ritz.
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