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Est,a t,ese consi st,e em uma :formulação de di :ferenças 

:fi ni t,as para solução da equação de di:fusão-advecção 

unidimensional, com aproximação regressiva do t,ermo 

advect,i vo ut,i li zando o esquema QUI CKEST C Quadrat,ic 

Upst,ream Int,erpolat,ion :for Convect,ive Kinemat,ics wit,h 

Est,imat,ed St,reami ng Terms ) . Para problemas onde o 

t,ransport,e advect,ivo é signi:ficat,ivo, a solução vi a 

di:ferenças :finit,as com esquemas t,radicionais apresent,a 

problemas numéricos de oscilação e amort,eciment,o da :frent,e 

de onda. O present,e est,udo comprova o melhor desempenho 

do algorit,mo QUICKEST na previsão do t,ransport,e e diluição 
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de poluent,es comparado com result,ados de out,ras 

f' ar mul ações. 

Diversos t,i pos de ef'l uent,es com di f'erent,es t,ermos de 

reação quimica são analisados, e seu lançament,o acident,al 

simulado com base em dados de campo obt,idos em ensaios no 

rio Paraiba do Sul. O modelo desenvolvido most,rou-se 

ef'icient,e, podendo ser f'acilment,e implant,ado em 

micro-comput,adores. 
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of" the QUICKEST algorithm f"or computing the transport and 

dillution of" polluta.nts, compareci with results obtained 

wi th other f"ormulatio:ns. 

Several types cf" eff"luents with dif"f"erent chemical 

reaction terms are an.alised, and -L.heir accidental discharge 

simulated based on f"i,a,ld data obtained from studies carried 

out i n the Par ai ba do Sul ri ver. Toe model devel oped has 

shown to be ef"f"icier.t and can be easily implemented in 

mi cro-compu-L.ers. 
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CAP1TULO I 

I.1- GENERALIDADES 

o cresciment.o desordenado do processo de 

industrialização tem provocado uma série de problemas 

ambientais devido principalmente ao lançamento de detritos 

nos cursos d'água naturais que provocam mudanças na 

qualidade da água. 

Atualmente a contaminação é indiscriminada e requer 

cuidados no sentido de preservar a qualidade da água que 

constitui um elemento essencial à vida animal e vegetal. 

O homem tem necessidade de água com qualidade adequada 

e em quantidade suf'iciente a f'i m de suprir suas 

necessidades, não somente para proteção de sua saúde, como 

também para seu desenvolvimento econômico. 

O controle da poluição das águas se reveste de 

particular importância, no tocante à necessidade de 

proteção dos recursos hidricos, que vão se tornando cada 

vez mais escassos na maioria dos paises e principalmente 

nas regiaes metropolitanas. 

Atual mente tem se desenvolvi do pesquisas nesta área 

visando auxiliar no planejamento, operação e gerenciamento 

desses recursos. Modelos matemáticos de qualidade de água e 

transporte de poluentes são um exemplo tipice, cuja 

utilização principal consiste em prever a movimentação dos 

poluentes ao 1 ongo do ri o, per mi ti ndo a estimativa das 

variaçaes temporais e espaciais de sua concentração com 
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isso, pode-se det.errninar o grau de t.rat.ament.o requerido 

pela descarga de pol uent.es com o obj et,i vo de se mant.er a 

qualidade da água do corpo recept.or. 

I. 2- OBJETIVOS 

O present.e t.rabal ho 1.,em como objet.i vo o est.udo de 

soluç~es numéricas, at.ravés do mét.odo das diferenças 

finit.as, de problemas de t.ransport.e dispersão de poluent.es 

em rios. Ut.iliza-se, na modelagem mat.emát.ica, a equação de 

difusão-advecção unidimensional obt.ida do principio de 

conservação de massa. 

Com base na lit.erat.ura t.écnica, é sabido que soluç~es 

dest.a equação at.ravés de esquemas t.radicionais de diferença 

cent.ral e regressiva apresent.am problemas numéricos de 

oscilação e amor t.eci ment,o da frent.e de anda, 

respect.ivament.e. Vários algorit.mos foram propost.os para 

minimizar est.es problemas. Decidiu-se, no present,e 

t.rabal ho, est.udar o esquema QUI CKEST C Quadrat.i c Upst.ream 

Convect.ive Kinemat.ics wi t.h Est.imat.ed 

) desenvolvi do por Leonard ( 1 l , e 

Int.erpolat.ion for 

St.reaming Terms 

est.endê-lo para a solução de problemas t.rat.ando de 

efluent.es não-conservat.ivos. 

Oi scut.e-se t.ambém os pr i nci pais fenómenos que devem 

ser considerados em modelos de t.ransport.e e dispersão de 

poluent.es solúveis em rios. 

Result.ados de t.est.es numéricos efet.uados com dados do 

rio Paraiba do Sul (15] são apresent.ados em det.alhes. 
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I.3- APRESENTAÇÃO 

No capi t,ulo II most,ra-se os f'enómenos f'isicos que 

devem ser considerados na dedução da equação de t,ransport,e 

de massa unidimensional, com suas respect,ivas variáveis e 

const,ant,es. 

No capit,ulo III apresent,a-se as relações ent,re os 

const,it,uint,es a serem modelados 

int,eração quimica e biológica. 

do pont,o de vist,a de 

O capit,ulo IV discut,e os problemas numéricos oriundos 

da solução de equações dif'erenciais via mét,odos discret,os e 

apresent,a a f'ormulação e implement,ação numérica do 

algorit,mo QUICKEST de dif'erenças f'init,as 

No capi t,ulo V são apresent,ados t,est,es numéricos para 

problemas de lançament,o acident,al de poluent,es solúveis em 

rios com dados obt,idos das campanhas de campo realizadas 

pelo Laborat,ório de Traçadores da COPPE/UFRJ ( 161 no rio 

Paraíba do Sul. 

O Capit,ulo VI apresent,a as principais conclusões e 

recomendações do present,e t,rabalho, baseadas nos result,ados 

dos t,est,es numéricos realizados. 
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CAPITULO II 

MECANISMOS DE TRANSPORTE DE POLUENTES 

II.1 - DIFUSÃO MOLECULAR E LEI DE FICK 

A difusão molecular caracteriza-se como um processo a 

ni vel microscópico em que as partiéulas de uma substância 

são transpori,adas por sua própria energia cinética. Este 

processo apenas, não tem grande importância no fenômeno de 

dispersão de uma substância em corpos d• água , exceto em 

escalas espaciais e temporais muito pequenas em comparação 

com as escalas de interesse do problema. Entretanto, muitos 

casos de dispersão no meio ambiente podem ser descritos por 

processos análogos à difusão molecular, mas em grande 

escala. A difusão molecular pode ser descrita como uma lei 

de observação em que a taxa temporal de transferência de 

massa de uma substância, por unidade de àrea. é 

proporcional ao gradiente espacial de concentração dessa 

substância. A hipótese de proporcionalidade é conhecida 

como lei de Fick. 

A lei de Fick pode ser escrita como 

J = -Dm ôC/âx CII.1) 

onde: 
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J = fluxo difusivo de massa 

Dm = constante de proporcionalidade (coeficiente de 

difusão molecular) 

C = concentração da substância C massa por unidade 

de volume) 

O sinal negativo é um indicador de que o fluxo do 

material vai de áreas de concentração alta par a áreas de 

concentração baixa,isto é, no sentido de concentrações 

decrescentes 

e 

ac (gradiente de concentração) 
âx 

X 

Fig.II.1-Variação espacial da concentração. 

Sendo o fluxo uma grandeza vetorial, e visto que a 

difusão molecular é isotrópica C independe da direção do 

fluxo), a lei de Fick para três dimensões pode ser escrita 

em notação vetorial corno: 
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➔ 

J' = -Dm 'vC CII. 2) 

onde J' é o vetor fluxo de massa com componentes C Jx, 
➔ 

Jy, Jz) no sistema de coordenadas cartesianas, e 'vC é o 

gradiente da concentração 

A lei de Fick é uma equação que relaciona o fluxo de 

massa ao gradiente de concentração. Agora, mostraremos 

como a conservação de massa nos conduz a uma segunda 

rel açã'.o., que é independente do tipo de processo de 

transporte. A combinação nos leva a uma equação diferencial 

parcial que é utilizada para descrever o processo difusivo. 

A figura CII.2) ilustra o processo de transporte 

unidimensional em que a massa é transferida na direção x. 

J 

/ 
I 

/ 

ÁX 

área uni t.ár ia l_ 
eixo x 

J + c'JJ ÁX 

ax 

X 

Fig.II.2-Volume de controle usado para derivar a 

equação CII.3). 

ao 

Seja CCx, t) a concentração no ponto x e no tempo t 

Então existe uma massa CCx,t)Áx por unidade de área, 



7 

limitada pelos dois planos paralelos Desde que exi sla um 

t.rânsit.o de moléculas de dent.ro para f'ora e vice-versa, do 

volume limitado pelas placas , exist.e uma t.axa de variação 

de massa com o t.empo nest.e volume igual a: 

e OC/ âl) t,x 

Est.a t.axa de variação temporal deve ser igual a dif'erença 

dos !'luxos através de cada superf'icie. 

Supondo que o !'luxo de massa através da superf'icie 

unitária local a x é JCx,t,), ent.ão o !'luxo por unidade de 

área através da superf'icie x+l,x é def'inido como 

JCx,t.) + bJCx,t.)/âx t,x 

e a di f'erença entre os deis é bJ /âx Ax Est.a di f'erença 

deve ser igual à t.axa de variação de massa no volume, de 

modo a sat.i sf'azer a conservação de massa 

dois lermos, t.em-se: 

CbJ/bx) + Cé1C/âl) = O 

I gual ando os 

C II. 3) 

Port.ant.o, podemos deduzir que a relação ent.re o !'luxo 

JCx,t.) e a concentração CCx,t.) é independente do mecanismo 

de t.ransport.e molecular 

Subst.it.uindo a equação CII.1) 

leremos : 

e é1C/âl) = DmC a2 C/âx2
) 

na equação CII.3) 

CII. 4) 
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AlLernaLivamenLe, diferenciando a equação CII.3) em relação 

a x e subsLiLuindo aG/ih< por -J/Dm, Leremos: 

CI I. 5) 

As equações CII.4) e CII.5) são conhecidas como equações 

de difusão e descrevem como a massa é Lransferida pelo 

processo de difusão molecular 

Os resulLados prévios podem ser esLendidos a mais de 

uma direção, mais sucinLamenLe ULilizando noLação veLorial. 

Considere um volume de conLrole fixo V com área superficial 

S. A concenLração de massa do poluenLe é agora uma função 

da posição x e do Lempo L, desse modo a massa LOLal nesLe 

volume é : 

f CCx,L) dv 
V 

Se o fluxo de massa é Jcx,L) , enLão a conservação de massa 

requer que 

a 
éJL 

f CCx,L) dv 
V 

+ J c::rêx,L) . ri) ds = O 

s 

onde ri é um veLor uniLário normal a superficie ds. Usando 

o Teorema de Green, e noLando que V é um volume fixo, 

Lemos : 

➔ ➔ 

J e aG/éJL + '7.J )dv = o . CII. 6) 
V 
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Se o volume V é arbitrário 

.. .. 
OC/ât = - "l. J CII. 7) 

Para o processo molecular o f'luxo é descrito pela lei de 

Fick, equação CII.2), de modo que a equação CII.7) torna-se 

a equação de dif'usão: 

OC/ât = Dm <rc 

Reescrevendo em coordenadas cartesianas, tem-se: 

ac 
ât 

II.2- ADVECÇÃO 

CII. 8) 

CI I. 9) 

.. 
Suponhamos o f'luido se movendo com velocidade U, cujas 

componentes em x.y e z s~o u. v e w. Denomina-se advecç~o o 

transporte do centro de massa do f'luido e assume-se que os 

processos de advecção e dif'usão são distintos, ocorrendo 

simultâneamente e que seus ef'eitos podem ser superpostos. 

Isso é equivalente a dizer que a dif'usão ocorre dentro do 

f'luido em movimento bem como através de um f'l uido 

est.aci onár i o. 

Inicialmente será analisado a dif'usão molecular em um 

escoamento laminar, de maneira que o coef'iciente de dif'usão 



10 

Dm seja constante em todas as direções. Mais tarde, será 

analisado um escoamento turbulento com suas complexidades. 

O fluxo advectivo de massa através de uma área 

unitária no plano yz em relação à componente da velocidade 

na direção x é equivalente ao produto escalar Cu.C), uma 

vez que é a taxa com que o volume de fluido passa através 
➔ 

da área unitária C U x área unitária = volume / tempo 

unitário) multiplicado pela concentração. O fluxo total de 

massa será a soma do fluxo advectivo mais o difusivo, 

J = u.C 

fluxo 
advectivo 

+ e -Dm OC/iJx.) 

fluxo 
difusivo 

CII. 10) 

Substituindo a equação CII.10) na equação de conservação de 

massa unidimensional CII.3), obtemos a equação de difusão 

acrescida do termo advectivo: 

CII.11) 

A equação em três dimensões vem a ser 

(IJC/ât) + '1 CUC) = Dm 'TC CII .12) 

Aplicando ainda, a equação da continuidade 

➔ ➔ 

" u = o 
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obtem-se, 1inalmente 

CbC/at.) + U 'vC = Dm 'rC CII .13) 

Ou ainda, escrevendo a equação em coordenadas cartesianas e 

assumindo que o coe1iciente Dm é constante para todas as 

direç~es coordenadas: 

ôC 

at. 

+ u ac 
8x 

+ V iJC + .., 

ây 

11.3- DIFUSÃO TURBULENTA 

8C 

àz 

= Dm[ô2
C + 

8x2 

C II. 14) 

A descrição de 1luxo turbulento é baseada na suposição 

de que o 1luxo variável instantâneo satis1az a equação de 

Navier-Stokes. Muitos pesquisadores no campo da turbulência 

aceitam esta suposição como um postulado e usam-na como 

base para o desenvolvimento de teorias estatisticas ou 

modelos de simulação numérica. 

A maneira de se representar as componentes de 

velocidades hidrodinâmicas instantâneas é em termos da soma 

da média temporal e da 1lutuação, 

(11.16) 
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onde ué média temporal 

üct) = 1 
--y-

l+T/2 

J 
l-T/2 

uCt') dt' CII .16) 

e T é o periodo. Esta idéia é retratada na íigura CII.3) . 

u 

u 

J u' dt = O 

T 

Fig.II.3 -Velocidade variando com o tempo 

devido a turbulência. 

Análogamente.pode-se deíinir 

onde 

V = V + v> 

w = w + w' CII.17) 

e= e+ e· 

C ,v ,w - valores médios 

C',v',w' - ílutuações obtidas das diíerenças entre os 

valores instantâneos e os valores médios. 
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Subsliluindo as velocidades e concentrações inslanlâneas na 

equação CII.12), e tirando a média de cada lermo em relação 

ao tempo, 

ôCC+C')+ 
ôl 

ô CC + C')CÜ + u')+ 
ôx. 

ô CC + C') Cv + v') 
ôy 

+ li CC + C') Cw + w') 
ôt, 

Assumindo que a média do lermo de ~luluação é 

1 
-y-

t+T/2 J C' dl = 
t.-T/2 

1 
-y-

t+T/2 J CC-C) dl = C 

t.-T/2 

CII.18) 

e 

e supondo que a média temporal de e é o próprio e, 

então e·= o Esta dedução também é válida para as 

componentes do campo de velocidade. Logo, 
/ 

l+T/2 l-+T/2 

uC' = 1 J ÜC' dl 1 r e· dl - u J -y- -y-
l-T/2 l-T/2 

l+T/2 t.+T/2 

U'C = 1 I utC dl = e 1 I u' dl 
-y- -y-

t-T/2 t-T/2 

- o 

= o 
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o que também se aplica às componentes v e w. 

Aplicando a propriedade de que a média temporal calculada 

sobre a média temporal de uma variável é a própria média, 

então a equação CII.18) torna-se: 

ac+ acue)+ acvc) + acwC) + acu• C') + 
âl ax. iJy é1z ax. 

iJy é1z 

CII .19) 

Os: produtos dos termos médios podem ser expandidos 

resultando: 

OC+uiJC+viJC+wiJC+C 

âl ax. iJy é1z 

+ a Cu'C') + a Cv'C') + a Cw'C') 

ax. ay é1z 

Usando a equação da continuidade: 

liü + av + aw = o 
ax. iJy é1z 

a equação CII.20) torna-se 

+ a"c ] 
az2 

CII. 20) 



15 

ac + u ac + V ac + w ac + â Cu'C') + â Cv'C') 
ãt., âx. ây â-z. âx. ây 

+ â Cw'C') = Dm [ a2 c + a2 c + a2 c ] --
â-z. âxz âyz Ô"Z. 2 

CII. 21) 

Os termos de produtos como u'C', representam o ,luxo 

de massa devido às 1lutuações turbulentas e, por analogia à 

lei de Fick de di,usão molecular , podem ser representados 

por um sistema de transporte de massa equivalente, no qual 

o ,luxo de massa 

concentração média, 

é proporcional 

sendo o ,luxo 

ao 

na 

gradiente 

direção 

da 

das 

concentrações decrescentes, 

u,C, = Dx ac 
âx. 

v'C' = - Dy ac 
ây 

w'C• = - Dz ac 
â-z. 

onde Dx. Dy e Dz são coef'icient.es de di-fus:ão 

turbulenta. Reescrevendo a equação CII.21), teremos 

ac + u ac + V ac + w ac - â CDx ac) â (Dy âC) 
ãt., âx. ây â-z. âx. âx. ây ây 

-â (Dz a"E) = Dm [ a2 c + a2 c + a2 c ] CII. 22) --
Ô"Z â-z. âx.2 ây2 a-z2 
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Os coef'icient.es Dx, Dy e Dz não são necessáriament.e os 

mesmos em t.odas as direções, e são de ordem de grandeza 

maior que o coeficient.e de difusão molecular Dm. Logo, 

podemos desprezar o t.ermo Dm, ficando com 

ac + u 
ôl 

âC + "' 
8y 

âC = â CDx âC) + 
âz 8x 8x 

â CDy 
8y 

âC) 
8y 

+ â CDz âC) 
âz âz 

C II. 23) 

A part.ir de agora, vamos omit.ir as barras dos t.ermos 

médios, por quest.ão de simplicidade. 

II.4 - DISPERSÃO EM UM ESCOAMENTO LAMINAR 

Considere um escoament.o bidimensional como most.rado na 

f'igura II. 4 O f'luxo é conduzido at.ravés de paredes 

paralelas, separadas por uma dist.ância w, sendo t.odas as 

linhas de f'luxo paralelas às paredes. A variação da 

velocidade ent.re as paredes é dada por uCy) e a velocidade 

média é u 

int.egração 

u = 

A velocidade média pode ser calculada pela 

1 

"' 

h 

I u dy 
o 

CII. 24) 

e o desvio ent.re a velocidade e a velocidade média na seção 

t.ransversal é definido como: 
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u' e y) = u e y) - u CII. 25) 

y y 

w 
u(y) u'Cy) 

X 

Ca) Cb) 

Fig. II. 4 - a)Perf'il de velocidade b) O mesmo perf'il de 

velocidade de Ca) Lransf'ormado para um sisLema de 

coordenadas movendo-se com velocidade média, u 

Se o f'luxo LransporLa um soluLo com concenLração 

CCx, y) e coef'icienLe de dif'usão molecular Dm a 

concenLração média em uma seção Lransversal qualquer do 

escoamenLo é def'inida como: 

e = 1 
w 

AnálogamenLe, 

CII.26) 

o desvio da média é def'inido por 
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C'Cx,y) = CCx,y)-CCx) 

A equação de diíusão para um escoamento na direção x é 

ac 
ôl 

+ u ac 
8x 

CII. 27) 

Substituindo-se C eu na equação CII.27) 

a CC+C') + CÜ+u') a CC+C') 

ôl ax 

onde considerou-se que e= C(x) 

+ e · ) + a2 e e· ) ] 
{Jy2 

CII. 28) 

No momento, estamos apenas tratando com escoamento 

laminar, isto é, não estamos preocupados com as ílutuações 

turbulentas ou com o eíeito da turbulência no transporte de 

massa. 

A equação CII.28) pode ser simpliíicada por uma 

transíormação para um sistema de coordenadas cuja origem 

move-se com a velocidade média do .escoamento. Deíinindo: 

e= x - Üt ,T = t CII.29) 

e utilizando a regra da cadeia 

a =aea +OTa 
ax ax ae ax ôT 

= ô 
ae 

u ô 
ae 

+ ô 
8T 

CII. 30) 
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Substituindo na equação CII.28) , obtem-se 

a CC+C') 

ÔT 

+ u' + C') + 

CII. 31) 

A transformação para o sistema e,T permite visualizar 

o escoamento como um observador que se desloca com a 

velocidade média. Neste sistema em movimento a única 

velocidade observada é u', como mostra a figura II.4-b. 

Considerando-se que a dispersão ao longo da direção 

do fluxo devida ao perfil de velocidades é muito maior que 

a difusão molecular , podemos desprezar o termo de difusão 

longitudinal na equação CII.31) , obtendo: 

OC + iJC' + u' OC + u' iJC' = Dm ô 2 C' CII. 32) 

ÔT iJT 

A equação C II . 32) , ainda continua complicada sob o 

ponto de vista matemático, uma vez que u' varia com y. Não 

existe uma solução geral par a C II . 32) . Taylor obteve uma 

solução analítica desprezando três termos da equação, 

inclusive o termo iJC/âT que expressa o que estamos tentando 

encontrar que é a taxa de decaimento de 
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concentraçâ'.o, resultando assim uma equaçâ'.o de fácil soluçâ'.o 

para C'Cy) : 

CII. 33) 

com llC.' = O nos pontos y = O,w. 
ity 

A justificativa para essa simplificaçâ'.o é discutida em 

detalhe por Fischer et all. (21 e baseia-se numa análise da 

ordem de grandeza de cada termo da equaçâ'.o CII.32). 

A soluçâ'.o da equaçâ'.o CII.33) é 

C'CyJ = r::n ~ s: L u' dy dy + C'CO) CII. 34) 

Considere agora, a taxa de transporte de massa na 

direçâ'.o do fluxo. A massa transportada relativa ao eixo 

coordenado móvel, é dada por 

w 

M = J
0 

u'C' dy 

w 

M = 1 IJC 
Dm éJx J u' 

o 
u' dy dy dy . CII. 35J 
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w w 
O termo J

0 
u' {C'Có)} dy =O, pois f

0 
u' dy =O. 

A massa total transportada na direção do fluxo é 

proporcional ao gradiente de concentração nesta direção 

Este resultado é igual ao encontrado para a difusão 

molecular, mas agora enunciado de uma forma mais ampla para 

a difusão na direção do fluxo através de todo o seu campo 

de velocidades. 

Transporte 
Advectivo 

u'Cdy 

y 

T 

T 

➔ i dx 

ôC' ô ôC' 
-D ôy dx + ôy C- D ôy ) dy dx 

_,i,_ 

dy 

ô 
uC dy + ôx Cu'C) dx dy 

,e-­

Transporte 
Difusivo 

ôC' 
-D ôy dx 

X 

Fig.II.5-Balanço entre o fluxo advectivo 

e o fluxo difusivo expresso pela equação CII.33). 

Análogamente ao coeficiente de difusão molecular, 

podemos definir um coeficiente de dispersão D, tal que: 

M = - h D ac 
ôx 

CII. 36) 
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oryde h, a profundidade, é a área por unidade de largura. O 

coeficienLe de dispersão D expressa a propriedade difusiva 

do campo de velocidades e é geralmenLe conhecido como 

coeficienLe de dispersão longiLudinal 

com CII.36) , vemos que: 

D= 1 
hDm 

h 

I u' 
o 

dy dy dy. 

Comparando CII.36) 

CII. 37) 

O coeficienLe D Lema mesma função que Dm, coeficienLe de 

difusão molecular, para Loda a seção Lransversal. DesLa 

maneira. podemos escrever a equação de difusão 

unidimensional para valores médios na seção Lransversal, no 

sisLema móvel de coordenadas , da seguinLe forma: 

CII.38) 

ReLornando ao sist.ema fixo de coordenadas e 

reinLroduzindo o Lermo conLendo a velocidade advecLiva 

média, Lem-se 

CII.39) 

equação é conhecida como a "equação de 

dif'usão-advecção unidimensional". 
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CAPITULO III 

RELAÇesES ENTRE OS CONSTI TUI NTES 

III.1 - INTRODUÇÃO 

Um dos problemas mais dif'iceis no desenvolviment..o de 

modelos de qualidade de água é a det..erminação adequada do 

grau de complexidade do modelo. !:: necessário mas não 

suf'icient..e, a condição de que o modelo de qualidade de água 

seja capaz de simular "a priori" as condiç/:íes observadas 

durant..e um cert..o int..ervalo de t..empo. 

O grande número de problemas ambient..ais causados pelo 

aument..o de cargas poluidoras lançadas em cursos d'água 

nat..urais t..em exigido, por part..e da comunidade cient..if'ica, 

est..udos que permit..am relacionar a descarga de poluent..es num 

corpo liquido com mudanças provocadas na qualidade da água. 

Est..a relação é normal ment..e expressa na f'orma de equaç/:íes 

mat..emát..icas que descrevem f'enômenos como 

dispersão, f'ont..es, decaiment..o e mudanças 

advecção, 

nos vários 

const..it..uint..es, por reações quimicas, f'isicas e biológicas, 

incluindo int..er-relaç/:íes ent..re est..es. 

Os parâmet..ros necessários para análises mat..emát..icas 

de qualidade de água em rios incluem caract..erist..icas 

hidrológicas do rio e t..axas de reação para variáveis 

part..iculares em est..udo. Por exemplo, quando se est..uda a 

poluição em rio devida a um despejo acident..al de um cert..o 
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poluente, procurar-se-á simular a variação da concentração 

dessa substância à jusante do lançamento, assim coma 

determinar o tempo de passagem da nuvem poluente nas várias 

seçaes a jusante. 

Considerando-se os constituintes de interesse a serem 

simulados pelo modelo QUICKEST, e em função dos dados 

geral mente di sponi veis nas análises de qualidade de água, 

decidiu-se simplificar a descrição matemática das reações 

quimicas e biológicas que se passam entre as substâncias, 

através de termos de 1~ ordem. 

III.2- PARAMETROS DE QUALIDADE DE ÃGUA 

III.2.1- Condições aeróbicas e anaeróbicas 

As condições aeróbicas ocorrem quando a decomposição 

da matéria orgânica é feita na presença de oxigênio. 

As condições anaeróbicas ocorrem quando não existe 

presença de oxigênio na decomposição da matéria orgânica. 

III.2.2- Classificação dos Parâmetros 

A qualidade da água apresenta características físicas, 

químicas e biológicas. Os parâmetros físicos da água são, 

em geral aqueles que afetam os sentidos humanos. Dentro 
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des:ta clas:s:ificação es:tão par-âmetros: como temper-atura da 

água, densidade, tur-bidez, odor- e cor-. Alguns: par-âmetr-os: 

s:ão r-es:ul tados de componentes: quimices da ãgua, mas: s:ão 

clas:s:ificados: aqui como par-âmetr-os: fis:icos por-que podem ser 

detectados pelos sentidos humanos. 

Os par-âmetr-os quimices e biológicos descr-evem as 

modificaç~es: quimicas e biológicas na água, função da 

inter-ação destes componentes Esses par-âmetr-os var-iam 

devido a combinação de componentes físicos, quimices e 

biológicos e não por- efeitos separ-ados. Por-tanto, alguns: 

par-âmetr-os são ordenados a seguir segundo suas 

car-acter-isticas principais:. 

- Par-âmetros Físicos 

Temper-atur-a da ãgua A temper-atur-a da água afeta os 

pr-ocessos biológicos que se desenvolvem na ãgua. Para cada 

or-ganismo existe uma faixa de temper- a t ur- a par-a o 

cr-escimento e mor-te ideal. 

Densidade A difer-ença de densidade num r-io é função da 

difer-ença de temper-atur-a ao longo da ver-tical ou devido a 

var-iação da quantidade de mater-ial em suspensão ao longo da 

pr-ofundidade. 

Tur-bidez e uma car-acter-istica decorrente da pr-esença de 

subs:tânci as em suspensão, ou seja, de sólidos suspensos, 

finamente divididos em estado coloidal, e de or-ganismos 

mi cr oscópi cos:. 



26 

- Parâmetros Quimices 

Oxi gênio Dissolvi do C 0D) Este é um parâmetro importante 

na análise da poluição de um rio. O oxigênio é necessário 

na água para manter as condições de vida de alguns 

organismos e para a decomposição aeróbica do despejo 

poluidor. 

O oxigênio usado na diluição da matéria orgânica é 

reposto pelo processo de reaeração. A reaeração é produzida 

pela atmosfera, turbulência do rio, fotossíntese de plantas 

aquáticas. 

Demanda Bioquímica de Oxigênio CDBO) Este parâmetro mede 

a quantidade de oxigênio usado pela água na degradação de 

material orgânico. 

-Parâmetros Biológicos 

Esses parâmetros podem ser classificados em organismos 

patogênicos, que são organismos provenientes de dejetos de 

animais. 

Indicadores bacteriológicos 

avaliação biológica, que testa o 

é outro 

número de 

tipo de 

bactérias 

presentes na água. Os indicadores normalmente usados são: 

coliformes fecais e totais, etc. 
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Indicadores aquálicos são ulilizados habilanles 

aquálicos como peixe e planklon para veriíicar o grau de 

poluição alravés de sua resislência às condições anormais. 

III.3 - CICLO DO NITROG~NIO 

Uma parle imporlanle do nilrogênio da biosíera provém 

da íixação do nilrogênio molecular almosíérico O ciclo do 

nilrogênio conslilui um processo bioquimico no qual se 

produz nilrogênio molecular por íixação, assimilação e 

desnilriíicação. como moslra a íigura III.1 

AQUOSO CN) 
2 

~c=R=E~S~c=I~ME=N-T-o~o=E~~11/ 
PLANTAS . 

Nz 

~ 
1 NOz Desnilriíicação 

MA RIA 
ORGANICA 

Mineralização 

Nilrossomas 

N02 

Nilrobacler 

NOs 

Fig.III.1 - Ciclo do Nilrogênio 
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As equações diferenciais governant.es dessas 

t.ransformações de nit.rogênio de uma forma para out.ra, são 

normalment.e modeladas como equações diferenciais de 1~ 

ordem que serão descrit.as a seguir. 

III.3.1 - NITROG~NIO ORGANICO 

onde 

dN1 = - /s!I N1 - T2 N1 
dt. 

N1 = concent.ração de nit.rogênio orgânico, mg/1. 

CIII.1) 

/sB = t.axa de hidrólise do nit.rogênio orgânico em 

amónia. 

TZ = coeficient.e de deposição de nit.rogênio orgânico, 

-1 
s 

III. 3. 2 - AMONIA 

onde 

/si = t.axa de oxidação, NH!I - NOz 

Nz = concent.ração de amónia, mg/1 

CIII. 2) 
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d = proíundidade média, m. 

rt = taxa de demanda bentica de amónia, mg/m2.seg. 

III.3.3 - NITRITO 

onde 

dN!! = /1tN2 - f12N!1 
dt 

N!! = concentração de nitrito, mg/1 

~ = taxa de oxidação , N02 -+ NO!I 

III.3.4 - NITRATO 

onde 

-1 
s 

N4 = concentração de nitrato, mg/1 . 

III.4- DEMANDA BIOQUIMICA DE OXIGeNIO 

CIII. 3) 

CIII.4) 

A demanda bioquímica de oxigênio é utilizada como uma 

medida da quantidade de oxigênio requerida para a oxidação 

de matéria orgânica biodegradável presente na água por ação 

bioquímica aeróbica. A demanda de oxigênio em águas 
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residuais é exercida por três classes distintas (1) 

matéria orgânica carbonada utilizável como Conte de 

alimento para organismos aeróbicos (2) nitrogênio 

oxidável derivado do nitrito, amónia e compostos de 

nitrogênio orgânico os quais servem de alimento para 

bactérias especiCicas Cpor exemplo Ni trossomas ) e (3) 

• i . d . d . • é ion "'e~~oso C F~2
•), compos~os qu micos re uzi os, is~o , • •• _ 

ion sulCito CS02
- ) e CS

2
-) que são oxidados pelo oxigênio 

a 

dissolvido. 

A utilização de oxigênio pelas bactérias para a 

estabilização orgânica pode ser aproximada por uma equação 

diCerencial de primeira ordem. Ou seja, a taxa de oxigênio 

usado é uma Cunçlfo da quantidade de material oxidável 

remanescente no sistema num tempo qualquer: 

onde 

dL = - Kt L 
dt 

L = concentração de DBO, mg/1 

Kt = taxa de desoxigenação, s --.._ 

III.5 - OXIG~NIO DISSOLVIDO 

CIII. 5) 

Em geral, o parâmetro mais importante numa análise de 

qualidade de água é a concentração de oxigênio dissolvido. 

O oxigênio é necessário na água para manter as condições de 
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vida dos vários organismos aquáticos e para a decomposição 

aeróbica de despejos poluidores. 

A previsão do consumo e da concentração de oxigênio 

em meios hidricos é função de vários fatores 

significativos, tais como oxidação da matéria orgânica 

Ccarbonácea e nitrogenada), demanda bêntica, respiração das 

plantas e animais, fotossintese, reaeração atmosférica, e 

interações com o ciclo de nitrogênio (transformação amónia 

➔ nitrito e nitrito ➔ nitrato). A equação diferencial 

utilizada para descrever a taxa de variação de oxigênio 

dissolvido é mostrada a seguir. Cada termo representa uma 

fonte ou sumidouro de oxigênio. 

onde 

dO 
dt 

CIII. 6) 

O = concentração de oxigênio dissolvido, mg/l . 

o* concentração de saturação de oxigênio 

dissolvido, mg/1. 

ct1 = taxa de oxigênio gasto para oxidação da amónia em 

nitrito, mg/mg. 

c,:, = taxa de oxigênio gasto par a oxidação de nitrito 

em nitrato, mg/mg 

K• = taxa de desoxigenação de DBO, 

L = concentração de DBO, mg/1 

~•=taxa de oxidação da amônia, 

-· s 

~z = taxa de oxidação do nitrito, s -•. 
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N2 = concenl.ração de amônia, mg/1 . 

N3 = concentração de nitrito, mg/1 . 

III. 5 .. 1 - CONCENTRAÇÃO DE SATURAÇÃO DE OXIGeNIO DISSOLVIDO 

A solubilidade do oxigênio dissolvido na água decresce 

com o aumento da temperatura, aumento da concentração de 

sólidos dissolvidos e com a pressão Neste trabalho, é 

utilizada uma equação não linear para calcular a 

concentração de saturação de oxigênio dissolvido, proposta 

pela American Public Health Association (1965) . 

o*= 14.652 - 0.41022T + o.007gg10T2 - o.ooo77774t' 

o onde T é a temperatura da água em C 

CIII. 7) 

Esta equação f'oi 

desenvolvida para a pressão atmosf'érica padrão. 

III.5.2- COEFICIENTE DE REAERAÇÃO 

O coef'iciente de reaeração é normalmente escrito em 

f'unção da prof'undidade e da velocidade do rio . Muitos 

pesquisadores tem desenvolvido relações empíricas para este 

coef'iciente com base na seguinte relação apresentada por 
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Streeter e Phelps. 

Kz = CIII. 8) 

onde c e n são parâmetros, u é a velocidade e d a 

profundidade. A relação entre K2 e temperatura é geralmente 

expressa por : 

Z0 <T-2O 

K2CD = K2 e CIII. 9) 

onde e= 1.0238, um coeficiente definido experimentalmente 
20 

e Kz é o coeficiente de reaeração quando T = 20°c O 

modelo utiliza a equação proposta por O'Connor e Dobbins 

[16], baseada nas caracteristicas turbulentas do rio. Para 

rios que apresentam velocidades baixas e condiçi:Ses 

isotrópicas, tem-se: 

CIII.10) 

Para rios com velocidades altas e condiçi:Ses anisotrópicas, 

a relação é : 

CIII.11) 

onde 

So =declividade, nvm. 
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d = profundidade média, m. 

u =velocidade, m/s. 

K2= coeficiente de reaeração 

III.6 - FENOL 

s. 

Para descrever a taxa de variação de fenol utilizamos 

a equação diferencial de primeira ordem, dada a seguir: 

onde 

dF=-KfF 
dt 

F = concentração de fenol , mg/l 

-1 
Kf = taxa de decaimento de fenol , s 

III.7 - CIANETO 

CIII .12) 

A equação diferencial que descreve a variação de 

cianeto é: 

onde 

dCN = - Kcn CN 
dt 

CN - concentração de cianeto, mg/1 

CIII.13) 
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_,_ 
Kcn= taxa de decaimento do cianeto , s 

III. 8 - TAXAS DE REAÇOES E CONSTANTES FISICAS 

As reações quimicas e biológicas que são simuladas 

pelo modelo QUICKEST são representadas por equaçeíes que 

contém vários parâmetros. A tabela 1 apresenta uma lista 

desses parâmetros com valores usuais e suas dimensões, 

obtidos do manual do modelo QUAL2E [4J. 



VARIÃVEL 

... 

"l"2 
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TABELA III.1 

VALORES TIPICOS PARA COEFICIENTES DE REAÇÃO 

DESCRIÇÃO 

taxa de consumo de Oz 

por unidade de oxidação 
de amónia 

taxa de consumo de Oz 

por unidade de oxidação 
de nitrito 

taxa de oxidação bio­

lógica de amónia 

taxa de oxidação de 

nitrito 

taxa de hidrólise de 

nitrogênio orgânico 

para a amónia 

taxa de demanda ben-

tica de amónia 

coe~iciente de depo­

sição de nitrogênio 

orgânico 

UNIDADE 

mg-0 
mg-N 

mg-0 
mg-N 

mg/m2
. dia 

dia-• 

VALORES 

3.0-4.0 

1.0-1.14 

o. 10-1. 00 

0.20-2.00 

0.20-0.40 

0.001-0.10 
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CAPtTULO IV 

SOLUÇÃO Nl.lME:RICA 

IV.1 - INTRODUÇÃO 

Um tipice modelo de qualidade de água é composto por 

um conjunto de equações diferenciais parciais no tempo e no 

espaço. Para resolver estas equações diferenciais aplicadas 

a problemas práticos de engenharia é necessário recorrer a 

técnicas de solução numérica. 

No modelo proposto a equação básica é a equação de 

transporte de massa unidimensional, 

ô CAC) 
ât 

= ô CAD âC) 
iJx iJx 

ô CAuC) 
iJx 

+ dC + S 
dt 

CIV.1) 

em cuja solução deve-se tomar determinados cuidados com a 

escolha do método numérico a ser empregado, devido a 

existência na equação de fenômenos de natureza matemática 

distinta: o termo dispersivo representado por uma derivada 

de segunda ordem e o advectivo, representado por uma 

derivada de primeira ordem. 

O parâmetro que demonstra a importância desses dois 

fenômenos é conhecido como número de Péclet, Pe = uh/D 

Cadimensional), sendo h um comprimento característico. 

Quando Pe assume o valor zero, dizemos que o problema é 

puramente difusivo e a equação se torna parabólica. Quando 

Pe tende a infinito, o problema é dito puramente advectivo 
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e a equação do problema se torna hiperbólica. No primeiro 

caso a utilização de métodos discretos conduz a boas 

aproximações ; no segundo tem-se um problema de propagação, 

e a solução via direrenças rinitas leva a problemas 

numéricos de oscilação e amortecimento da rrente da onda. 

Neste capitulo apresentaremos os rundamentos do 

esquema numérico adotado, bem como algumas técnicas de 

aplicação imediata à equação de dirusão - advecção. 

IV.2- APROXIMAÇÃO DE DERIVADAS VIA DIFERENÇAS FINITAS 

Considere-se uma runção U rinita e continua, derinida 

dentro de um dominio uni-dimensional. Utilizando o teorema 

de Taylor, podemos escrever : 

UCx+h) = UCx) + h U'Cx) + 1 
~ 

e 

UCx-h) =UCx) -hU'Cx) +1 
~ 

h 3 U' "Cx)+ ... 

CIV. 2) 

h 2 U' 'Cx) - 1 h 9 U'' 'Cx)+ ... 
73 

CIV. 3) 

onde h representa um pequeno incremento ao longo do eixo x. 

Somando-se as expressé':íes CIV. 2) e CIV. 3) e desprezando os 

termos de ordem superior a dois, obtem-se 

UCx+h) + UCx-h) = 2UCx) + h 2 U' 'Cx) + 0Ch4
) CIV. 4) 
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Reorganizando os termos, tem-se 

{ UCx+h) - 2UCx) + UCx-h) } - OCh2
) 

C IV. 5) 

com erro de aproximação da ordem de h 2
. 

Por outro lado, subtraindo a equação CIV.3) da equação 

CIV.2), teremos: 

U'Cx) 1 
2h {ucx+h) - UCx-h)} 

2 com erro de aproximação da ordem de h . 

CIV. 6) 

A equação CIV.6) aproxima a declividade da tangente no 

ponto P pela declividade da corda AB (figura IV.1). Esta 

relação é conhecida como aproximação por Diferença Central. 

Podemos também aproximar a declividade da tangente no ponto 

P pela declividade da corda PB, que é conhecida como 

aproximação por diferença progressiva, resultando: 

U'Cx) ,,: ~ { UCx+h) - UCx) } + OCh) CIV. 7) 

ou ainda, pela declividade da corda AP, resultando na 

aproximação por diferença regressiva: 

U'Cx) ,,: +{ucx) - UCx-h) }+ OCh) CIV. 8) 

Os esquemas se diferenciam pelos pontos utilizados e 
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pela ordem de aproximação, que é de segunda ordem no 

esquema centrado e de primeira ordem nos outros dois. 

u(x) 

B 

x-m X X + h 

Fig.IV.1- Interpretação geométrica para 

aproximação via direrenças rinitas. 

X 

Considere-se agora uma runção U dependente de x e t. 

Subdivide-se o plano x-t em um conjunto de retângulos 

iguais de lados l1x e L.t,, igualmente espaçados por linhas 

paralelas a Ox e a Ot, derinidas como mostra a Figura IV.2. 

t 

i.,.k+t 

lk 
i.-1 .. k i.,.k i..Tt,.k 

i.,.k-1.. 

L.x 1 
X 

Fig.IV.2- Malha de discretização 
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Denotamos o valor de U represenlalivo na malha pelo 

ponto PC xi., lk) , como 

k 

UCP) = U. 
' 

onde o subindice i. eslá relacionado com a variável espaço e 

o superindice k com a variável tempo. 

A discrelização no t,empo pode ser feita utilizando 

esquemas i mpl 1 ci los ou expl 1 ci los. Os esquemas i mpl i ci los 

relacionam o valor da função U no ponto xi.,no inslanle lk+1 

com valores de U em outros pontos, no mesmo nivel de tempo, 

UCxi., lk). Islo dá origem a um sistema de equações que deve 

ser resolvido simullâneamenle para várias incógnitas. Os 

esquemas explicilos utilizam somente informações da 

variável no inslanle anterior, em diferentes pontos, para o 

cálculo da variável no inslanle posterior. Assim, a solução 

é dada por uma equação explicita que relaciona UCxi.,lk+1) 

com valores conhecidos no inslanle anterior . 

l • 

/ 
1i.-1 
i 

Fig. IV. 3 -

l 

1 

i 
k+ • 

~ "'-i. 

Ca) 

k ,+1 i.-t 

X 

Ca)- Esquema explicito. 

Cb)- Esquema implicilo. 

k+i 

/ 
i. i.+1 

k 

X 

Cb) 
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Retornando à equação CIV.1), desprezando os termos de 

reações e f'ontes e considerando A, D e u constantes no 

tempo e no espaço, aplicaremos os esquemas apresentados da 

seguinte f'orma: 

1 - Dif'erença Regressiva CDR) para o termo advectivo 

âC = 
ax 

k k 
Ci - Ci-1 

t,,,x 
CIV. 9) 

2 - Dif'erença Central CDC) para o termo advectivo 

âC = 
ax 

k k 
Ci.+t - Ci.-::t. 

2hx. 

3 - Dif'erença Progressiva CDF) no tempo 

âC = 
ât. 

k+t 
C, 

l.t 

k 
Ci 

4 Segunda derivada 

dif'usivo 

k k 

a2 c = Ci.+::t. 2Ci + 
ax.2 t,,,x.2 

Substituindo CIV.9) 

obtem-se : 

Jc+ ::t. k 

Ci = Ci 

centrada 

k 

Ci-1 

k 

C,-1 

CIV.11) 

Dl.t 

t,,,xz 

no espaço 

e CIV.12) 

CIV. 10) 

CIV.11) 

para o termo 

CIV. 12) 

em CII.39), 

k 

+ Ci-1] 

CIV.13) 
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Substituindo CIV.10) CIV. 11) e CIV.12) em CII. 39) 

obtem-se: 

k+ 1 
Ci = 

k 

Ci uAt 
ZAx 

DAt 

Ax
2 

IV.2.1 - Condiç5es Iniciais e de Contorno 

k k 

2Ci + C,-1] 

CIV.14) 

A condição inicial mais comum para as equaç5esCIV.13) 

e CIV.14) é da forma: 

CCx,0) = fCx) CIV.15) 

onde f(x) pode assumir uma distribuição qualquer. 

Para a condição de contorno à montante, temos 

CCO,t) = gCt) CIV. 16) 

onde g(t) também pode assumir vários tipos de distribuição. 

Para a condição de contorno à jusante, usamos a 

expressão a seguir: 

ôCCoo, t) = O 
âx 

CIV. 1 7) 

Na prática, é comum truncar-se o comprimento do trecho em 

estudo a uma certa distância finita x = L, e impor que: 

ôCCL,t) = O 
âx 

CIV. 18) 
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Esta aproximação foi adotada no presente trabalho. 

IV.3 - SOLUÇÃO ANALlTICA 

Com a finalidade de testar às aproxi maçêSes de 

diferenças finitas apresentadas, analisou-se um problema 

com solução analítica conhecida 

diferencial abaixo, 

éJC = D â
2 C - u âC. -µC 

ât, âx 

com condiçêSes iniciais e de contorno 

CCx,0) = Ci 

eco, t) 

éJCCL, t) = O 
âx 

O<t<= to 

t> to 

tem-se a seguinte solução analítica 

CCx,t) = 

{ CiACx,t) + CaBCx,t) 

CiACx,l) + CaBCx,t) - CaBCx,t-to) 

onde Coe CL são cons~antes. e 

00 

ACx,t) = E EC(,m,x) 
m=i. 

( 12] A 

O < l <= lo 

t > to 

equação 

CIV.19) 

CIV. 20) 

CIV. 21) 

CIV. 22) 

CIV. 23) 

CIV. 24) 



81(x) = 

BzCx, t,) = 

EC(?m, x) 
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E 
vL

2 

{ ux } C(?m,x) 0 exp 
2D (X) 

1 - I: 
m=1. 

~mz+{~~}z +u~z1 

oo EC {?m, x) ~m 
2 

+ ( ~~ ) 

2

] exp [ ~~ - µt., 

I: 
m=1 

= 

2{?m 

[ {?mz + 

4µ0 
z 

u 

)z + µLz 
[ {?mz + ( uL ] 2D D 

sin ( (?~x ) 

( ~; )z + 
uL ] 2D 

CIV. 26) 

uzt, {?mzDt. ] 4D Lz 

CIV. 27) 

CIV. 28) 

CIV. 29) 

Os valores caract.erist.icos {?m são raízes posit.ivas de 

vL 
{?m cot.C(?m) + 

20 
= O CIV. 30) 

O t.ermo B1Cx) pode ser expresso por uma :forma alt.ernat.iva 

que é mais :facilment.e det.erminada: 



exp 

B1Cx) = 

46 

+ ( ~ ) e [ Cu+v)x _ 
v+u xp 2D 

Cv-u) 
Cu+v) exp e - vL/D ) ] 

vL] o 

CIV. 31) 

Alternativamente, pode-se empregar a seguinte solução 

aproximada : 

ACx, t) = exp C-µt) { 1-
1 
~ 

exp Cux/D) erf'c 
~

x-ut ] 
CDt)vz 

exp e ux/D) erf'c 
~

x-ut ] 
CDt)t/2 

[ 2 + uC2L-x) +u
2
t] expCuL/D) erf'c [C2L-x) + ut] 

D D 2 CDt) 1/2 

1 
4 Dt C2L-x + ut) 2 ] } 

CIV. 32) 

BC x, t) =BaC x, t)/8,Cx) CIV. 33) 

ande 

B,Cx) 
Cv-u) 

= 1 + Cv+u) exp C- vL/0) CIV. 34) 
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83Cx,t,) 1 
::; ~ exp [ 

Cu-v)x 
2D ] erfc [ x-vt. ] 

2(0t,) 1/2 

1 
+ ~ exp [ 

Cu+v)x 
2D ] erfc [ 

x-vt, ] 
2:( Dt,) 1/Z 

+ 

+ 

Cv-u) 
2Cv+u) 

Cv+u) 
2Cv-u) 

V 
+ 2µD 

F'unção EXF' e A, 8) 

[
Cu-v)x - 2vL ] f' [ C2L-x) - vt,] exp ------,=--- er c 

2D 2:CDt.)t✓z 

ru-v)x -
exp 2D 

uL 
o - µt,] erf'c [ 

erfc fC2L-x) + vt,] 
l 2(0t,)1/Z 

e 2L-x) + vt, ] 
2CDt.) 1/2 

CIV. 35) 

Est.a função f'oi definida para exprimir o produt.o de 

uma função exponencial Cexp) e uma f'unção erro complement.ar 

Cerf'c) como a seguir : 

EXF' CA,8) = exp CA) erf'c CB) 

onde: 

erf'c C 8) = 2 

'Yn 

CIV. 36) 

CIV. 37) 

Duas aproximações dif'erent.es são usadas para EXF'CA,8). 
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Para O<= B <= 3 

EXFCA,B) 
2 2 3 4' 5 

:::: exp CA-B )Cat-r + az-r + aa-r + a,-r + a5T ) 

• 

onde 

1 
T = 1 + 0.3275911B 

at = O. 2548296 

az = -0.2844967 

as = 1. 421414 

ª' = 1. 453152 

a5 = 1.061405 

Para B > 3 

CIV. 38) 

CIV. 39) 

EXFCA,B) "" 
1 

-/ri 
exp CA-B

2
) / CB+O. 5 /C B+l. /C B+1. 5/ 

CB+2. /CB + 2. 5 / CB+1. )))))) . CIV. 40) 

Para valores negativos de B, a seguinte relação 

adicional é usada: 

EXFCA,B) = 2 exp CA) - EXF CA,-B) . CIV. 41) 

A !'unção EXFCA,B) não pode ser usada para valores 

mui to pequenos ou mui tos grandes dos argumentos A, B . A 

!'unção retorna zero para duas condiç~es: 
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IAI > 170 B <= O 

ou 

B >O 

IV.4 - COMPARAÇÃO ENTRE OS ESQUEMAS DE DIFERENÇA CENTRAL E 

REGRESSIVA 

Este exemplo compara as soluções numéricas obtidas com 

as aproximações de di f'erenças f'i ni tas apresentadas e a 

solução analitica [12] do problema descrito anteriormente, 

com dados obtidos das campanhas de campo realizadas no rio 

Paraiba do Sul [15] . 

Dados : 

1 - Concentração inicial= O.O mg/1 em todo o trecho. 

2 - Injeção continua a montante com concentração igual a 

7.0mg/1. 

3 - D= 40 

4 - U = 0.80 [m/sl 

5 - '1x = 500 Cml 

6 - At = 240 Csl 
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7 - Duração da injeção= 60àt 

8 - Numero de Peclet = 10.00 

9 - Condição inicial 

CCx,0) = O 0 ( X ( 80àx 

10 - Condição de contorno de montante 

CCO,t) -- [ 70 
O< t <= 60àt 

t > 60àt 

11 - Condição de contorno de jusante 

ac 
ôx C80àx, t) = O t > o 

Os resultados são mostradas nas figuras 

CIV.9) a seguir. 

CIV. 4) a 
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9.00 - ANALITICA STEP 20 ' = - DIF. CElmW. 

/ l 
T.REA!. • *D.O(e] 

7.50 • 90.00 [llln] 
•••• _I PBliT• 'º·ºº ,, 

l ...... Courant • 0.3MO 
6.00 

'- F. 
PD1tus1vo • 0.0384 

Ol DELTAX • soo.o [li] 
E E DB.TAT • 240 .O (1) 
~ 4.50 U • 0.90 (o/9] 

u E O • 40.00 [112/1] 

z E 
K • 0.00000000 

o 3.00 

u 
1: 

1.!IO \: 
(. 

O.DO ' 

Fig. IV.4 - Direrença Central para Pe = 10 

, ... - ANALITICA STEP 20 7.00 = 
1 ' 

- OIF. IEGIESSIVA 

\: T.REA!. • *0.0(1] 

6.00 • 80.00 [llln] 

1: PBliT - 10.00 

5.00 f: Courant • 0.3840 ...... 1 PDifuaivo • 0.0384 
'- OEI.TAX • 500.0 [Ili 
Ol 4.00 \ OEI.TAT • 240.0 (1] .§ 

1 u • o.ao 11/•I 
3.00 j D • 40,00 la2/aJ 

u K • O. 00000000 z :\ o 2.00 :\ u 

1.00 
:1 
:\ 

O.DO 
:_ \ 

Fig. IV.5 - Direrença Regressiva para Pe = 10 
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- ANALITICA STEP 40 10.!iO = 
1 - DIF. CENTRAL 

T.REAI. • 9600.0(sl 
r • 160. oo lainl 9.00 
l \ PECLET • 10.00 

• Courant • 0.31MO 7.50 J+.1...1 ...... PDifuaivo • 0.0384 
........ \ I .Í. DEL.TAX • 500.0 la] 
Cl 6.00 DELTAT • 2-40.0 Is] 
E " u • o.ao lal•l - ( 

4.50 D • •o.oo la2/•l 
u 1: K • 0.00000000 
z 
o 3.00 \: u 

1.50 I": 
1: 

0.00 

Fig. IV.6 - Di~erença Central para Pe = 10 

- ANALmCA STEP = 40 7.00 ' \ ·, - DIF. REl!RESSIVA 
1 : T.AEA!. • 9600.0(s] 

S.00 1: • 160.00(minJ 

\: PECLET • 10.00 

~ S.00 caurant • 0.3840 
...... 1: POifUliYO • 0.03M 
........ 

\ 
DELTAX • 500.0 la] 

Cl ,.oo DEl.TAT • 2-40.0 Is] 
.§ u • o.ao la/sl 

3.00 1 D • -40.00 (a2/s] 
u 

) 
K • O. 00000000 

z 
o 2.00 u :1 

1.00 

0.00 

Fig. IV.7 - Di~erença Regressiva para Pe - 10 
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12.00 - ANALITICA STEP 60 = - DIF. CENTRAL 

li 
T.REAL • 14-400.0[8) 

10.00 • 240. 00 !Jlln) 

1 1 PECLET • 10.00 
1 Courant • o .3840 ...... 8.00 1 1 1 1 '-- PDlfU■ iVO • 0.0384 

Cl ,/\l .. jT··~ IIELTAX • 500.0 [JI) 

.§ 
6.00 ,,' ·. DELTAT • 240.0 (a) 

\/ t, U • 0.80 [a/a) 

u D• 40.00 !Jl2/I) 

z 1: K • 0. 00000000 
o 4.00 

u 1: 
2.00 

1 \ 

\ '· 
0.00 

Fig. IV.8 - Diferença Central para Pe = 10 

7.00 -~~---. - ANALITICA STEP 60 = • - DIF. IEGIESSIVA \ 
1 : T,REAL • 14400,0[1) 

8,00 1 ': • 240.00[Jlln) 

1: PEa.ET• 10.00 

5.00 \; Ccurant • 0.3840 ...... PD1fuaivo • 0,0384 -...... t DELTAX • 500.0 [JI) Cl 4.00 
E 1 DELTAT • 240.0 [o) - U • 0.80 [Jl/1) 

u 3.00 ~ D • 40.00 !Jl2/1J 

z :1 K • O ,00000000 

o 2.00 :\ u 
1.00 

:_ 1 
·. 1 . \ •. \ 

0.00 · .... 
1 90 

Fig. IV.g - Diferença Regressiva para Pe; 10 
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IV.5 - ANÃLISE DOS RESULTADOS 

Podemos observar, com relação a solução por diferença 

central, a formação de oscilaç5es à montante da frente de 

onda que aumentam ao longo do tempo. Esse comport,amento 

oscilatório é devido a aproximação de diferença central do 

termo advectivo. Para evitar-se o problema de oscilaç5es, é 

comum utilizar-se a solução por diferença regressiva para 

este termo. Porém, a aproximação de diferença regressiva 

apresenta problemas numéricos de amortecimento da frente de 

onda As imprecis5es desse esquema são devidas à 

introdução de um coeficiente de difusão artificial ao 

problema, o chamado 11 upwind'' . Uma !arma de se amenizar 

esses problemas é se fazer o refinamento da malha. 

Entretanto, para problemas práticos de engenharia, 

especialmente se tratando de modelos para escoamentos 

turbulentos em regime não permanente, essa solução se torna 

impraticável. 

IV.6 - ~TODO QUICK 

A formulação do algoritmo QUICK utiliza um esquema de 

interpolação quadrática com três nós, sendo dois simétricos 

e um assimétrico a montante, para o cálculo do valor de~ 

no ponto r, como mostra a figura CIV.10). 
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/ 
/ 

/ <Pr 
1 

1 

1 

1 
1 
1 

Fig.CIV.10) - Interpolação regressiva quadrática para <j,r 

A ~órmula resultante para espaçamentos de malha 

constantes é dada por: 

1 1 
ipr = ~ e ,pc + ,PR) - 13 e ,PL + ,PR - 2.,j,c ) CIV. 42.) 

Esta expressão é obtida considerando a curva acima como 

sendo uma parábola que passa pelos trés nós. Dessa maneira, 

podemos escrever que: 

,t,(. x) = a x 2 + bx + c 

onde a e b e c são constantes à determinar . 

Pontos e t=. • ,J,c) 

e 2.1=.. ,pa) 

e o. tPL) 

CIV. 43) 
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X 

Fig.CIV.11) -Eixos coordenados para interpolação de </)r 

Aplicando a expressão CIV.43) aos pontos L, C e R de 

acordo com o sistema local def'inido na f'igura CIV.11), 

tem-se 

1/)L = c, 

<f,c = all.x.
2 + bll.x + 1/)L, 

,t,R 
z 

= 4a.li.x + 2bll.x + </)L. 

Resolvendo o sistema, encontramos 

a = C ,t,R - 2<f,c + 1/)L) / 2Li.x
2 

b = C 4<f,c - ,PR 3</)L) / 2/l.x 

CIV. 44) 

CIV. 45) 

CIV. 46) 

Substituindo os coef'icientes a e b na equação CIV.43) • 

<PC x) = 
z 

X + 
4</)c - ,PR - 3</)L 

2/l.x 
X + ,PL 

CIV. 47) 
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Aplicando a expressão acima no ponto r, com coordenada 

local x = 3fil</2, obtem-se: 

CIV. 48) 

Rearranjando a expressão acima 

1 1 ,pr = z- e q,c + q,R) - Er- e <fn. + q,R - 2q,c) CIV. 49) 

O esquema pode ser interpretado como sendo uma 

interpolação linear corrigida por um termo proporcional à 

curvatura de uma parábola. Para a modelação do gradiente 

CiJq,/étxJr, a tangente ao nó no centro do intervalo é 

mostrada na figura IV.10 e: uma propriedade da par ábol a 

que a inclinação da tangente na mediatriz entre dois pontos 

é igual a inclinação da corda que liga estes pontos, isto 

é, 

qJR - q,c 
llx. 

q,c 

CIV. 50) 

q,L 

Fig.CIV.12) - Interpolação regressiva quadrática para q,L 
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Análogamente, a Figura CIV.12) mostra a construção para <f,L 

e CO<f,/ihôl. As fórmulas correspondentes são: 

</Jl = ~ ( ,j,L + q,c) - ~ (,j,F + q,c - 2</JL) 

q,c - ,j,L 
ÀX 

CIV. 51) 

CIV. 52) 

As fórmulas CIV. 49) a CIV. 52) são apropriadas para 

regime permanente em que o número de Péclet é grande As 

f'6rmulas correspondentes para regime não-permanent.e serão 

descritas na próxima seção. 

IV.6.1- Análise de estabilidade de Von Neumann 

E: i nstr uti vo se fazer uma análise par a investigar a 

estabilidade do modelo unidimensional CQUICK), usando 

diferença progressiva no tempo (explicito) e valores 

constantes de A, u, D e ÀX 

k+1. k k k k k k 
q,c q,c u Ctj,r q,L) + D (,j,L + ,j:,R 2q,c) 

= 
L>.t Ax b.xz 

CIV. 53) 

onde 

q,c = ,:pi. </JL - ,:pi-1. ,j,R = q,i+1 • CIV. 54) 
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,t,r 
1 e ,pi q,i.+ú 

1 
( ,j,L-i + q,i.H - 2,pi.) CIV. 55) = z- + - 73 

,Pl 
1 e ,pi-• ,pi) 1 e q,i.-2 ,pi- 2,pi.-i) CIV. 56) = z- + - 73 + 

Multiplicando CIV.53) por Ale passando lodos os lermos em 

k para o lado direito, resulta: 

k+i k k 7 k 
Cr ( 1 

,pi-2-
3 

,PL = ,PL + 73 ~L-i 
+ 73 

k k k 

+ a e ,p + q,LH 2,P ) 
L-i L 

onde Cr é o número de Couranl, dado por 

uAl Cr = tix 

e a o parâmelro difusivo 

DAl 
l:.x.2 

k k 

,pi 
3 

1',H) + 73 

CIV. 57) 

CIV. 58) 

CIV. 59) 

As condiçaes de eslabilidade do mélodo QUICK [ll são 

OI + Cr <= 1 
T z-

CIV. 60) 
2 

Cr <= 2a 
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IV.7 - ME:TODO QUICKEST 

Em escoamenlos não permanenles onde a advecção é 

predominanle Cislo é, difusão pequena ) os solulos 

dissolvidos no meio são lransporlados com a velocidade 

local do fluido A figura CIV.13) moslra esla idéia para 

uma direção coordenada onde. por simplicidade a 

componenle da velocidade é suposla conslanle. A equação de 

diferenças finilas para advecção pura pode ser escrila na 

forma: 

CIV. 61) 

onde ~ represenla os valores médios no cenlro do inlervalo 

para um incremenlo de lempo .õ.t, Usando-se i nler pol ação 

linear enlre os valores nodais, os valores médios no cenlro 

do inlervalo podem ser eslimados assumindo que o perfil~ é 

lransladado para jusanle sem sofrer modificaçêíes 

Tomando-se como referência as figuras CIV.14) e CIV.14a), 

pode-se escrever 

t,g /J = 
k 

,pi.-• 
t,.x 

y 
u ,õ.t,/2 ==> y 

CIV. 62) 

CIV. 63) 



Logo 

k k 

,f,i.-1 + q,i. + 
2 

u.t..t 
2.t..x 

61 

k 

e ,f,i.-1 
k 

q,i.) CIV. 64) 

Como~ 

chega-se a 

k k k 

[ C ,f,i.-1 + q,i.) - Cr C ,f,i. 

uÍJT 

------
-------

i-1 

:r/~I . \ --------

--------

1 

/j, X 

-------- ' 

k 

,f,i.-Ú ] 

i + 1 

--------------

CIV. 66) 

---
X 

Fig.IV.13- Estimativa dos valores médios assumindo 

advecção pura Cpara velocidade constante 

a curva dada por q,Ct) é simplesmente. 

transladada para a direita de uma 

distância u.t..t.) 
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--~' ' .... 
'·-.... 

..... ~r 
..... ..... 

--- --- ---
r 

i-1 

) ,1 
i t 1 X 

t-.x 

Fig.IV.14- Estimativa da convecção dos valores médios 

~ ~ ~l e 1,, assumindo interpolação linear entre os 

valores nodais para <f,(.t) . 

f ut.T/2 
1 

o( 
y 

J j, 

• 
Figura IV.14-a- Estimativa de ~l 
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Análogamente, pode-se escrever 

k k 

+ ,P. ) - Cr C ,P. 
t.+i 1.+t 

CIV. 66) 

Substituindo as expressões CIV.65) e CIV.66) em 

CIV.61) e rearrumando, obtem-se: 

k 

= <J,i. 
Cr 

-2 C,P 
k 

L+i 

2 

Cr 
-y 

CIV. 67) 

que é equivalente a aproximação progressiva no tempo, 

centrada no espaço para o caso de advecção mais dif'usão, 

com coef'iciente de dif'usão u 2 ât/2. 

Assumindo-se que a mesma estimativa de ;,;l e ;,; r possa 

ser f'eita quando a dif'usão natural se f'az presente, a 

equação da dif'usão 

k 
= ,P.-

L 

advecção completa f'ica sendo: 

k k k 
+ (Olfi..9i.co e ,p +,p. --2,p. ) 

1.-:t t.+t t. 

CIV. 68) 

Um procedimento similar pode ser f'eito em conjunto com 

interpolação regressiva qciadrática . Neste caso os termos 

de curvatura são incluidos na f'órmula de interpolação para 



64 

os valores no cent-ro do int-ervalo é consist,ent-e, ent-ão 

incluir t-ermos de curvat-ura similares na modelação do t-ermo 

t,emporal . 

A aproximação de di:ferenças :finit-as para advecção pura, 

vist-a ant-eriorment-e na equação CIV.61) 

k+f. k 

~"'-'--"'~' = 
ll.t, 

u 

k 

q,l 

!ix 

pode ser reescrit,a da :forma 

k+f. 

e ,t,, 
k 

= u C q,l 
k 

4>r ) àt, CIV. 69) 

k+f. k Ist,o é uma aproximação que supí:íe que Cq, - q,) seja 

const,ant,e ao longo de um !ix (igual ao valor no pont,o ,), e 

que Cq,t-q,r) seja const-ant,e ao longo de um 6.t, (igual ao 

valor no t-empo k). Para se obt,er uma relação exat,a, devemos 

int-egrar os dois lados, da :forma 

l>x/2 l>x/2 6.t, L,.t, 

J_l>x/2 

kH 

J_l>x/2 

k 

Iº Iº u 
4> dl; 4> dl; = u q,L d-r - 4>r d-r 

à/; à/; 

-
Iº 

4>/ 1;) dl; Io4>,CI;) dl; 

CIV.70) 

onde 
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Ll.t 

- J U dT = U Ll.t = Cr ô.X 
- o 

CI V. 71) 

Podemos interpretar, de acordo com a rigura CIV.15) , que a 

runção ,t, é projetada para o instante posterior Ck+1) a 

partir de valores do instante anterior Ck). 

t, 

k 

Fig.IV.15 -Interpretação geométrica 

para a grandeza ,t,tC (;) 

Através da expansão por série de Taylor podemos aproximar 

,t,t da seguinte rorma 

k 

,t,t 

Integrando 

Gradt 
1 

+ -y 
2 

< Curvl CIV. 72) 
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t.J:. f q,LCI;) d/; = 
k 1 

q,L 6J:. - ~ Gr adl 6.'f, 
2 

1 
+ ~ Cur Vl 6J:. 

9 

o 

CIV. 73) 

Como, por derinição, Lem-se 6.1; = Cr 6.x 

t.J:. f q,LC /;) d/; = 
k 

Cr6.x q,L 
1 2 2 1 9 9 

~ Cr6.x Gradl + ~ Cr6.x CurvL 
o 

C IV. 74) 

Colocando Cr6.x em evidência, 

6.1; 
f q,LCI;) d/; = 

o 

k 

Cr6.x ( ,j,L 
1 1 2 2 ) 
~ Cr6.x Gradl + 6 Cr6.x Curvl 

onde • 

k k 
Gradl = e Q'>i Q',i-i) ,/ 6.x • 

k k k 

CurvL = e Q'>i-2 + ,Pi 2,j,i-ú ,/ 6.x 2 

k 

q>l = 
l k k 
~ e Q'>L-• + Q'>i) 

6.x2 
73 Curvl 

AnálogamenLe para ,j,r, Leremos 

k 

,Pr - /; Gradr 

CIV. 76) 

• 

CIV. 76) 

2 

/; Curvr CIV. 77) 
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Integrando 

k 

= </>r Ili;, 
1 
~ Gradr t.{ 

2 
1 

+ 75' Curvr Ili;, 
3 

CIV. 78) 

Como, por de~inição, tem-se Ae = Cr Ax 

Ili;, 
J <1>rce) de 

k 

= CrAx </>r 
2 2 3 3 

~ CrAx Gradr + ~ CrÀX Curvr 
o 

CIV. 79) 

Colocando CrAx em evidência , 

Ili;, 
f </>rCe) de= CrAx 

o 

onde • 

k k 

Gradr = e </Ji+< q,i) 

k k 
Curvr = e </Ji.-1. + q,i.+1. 

k k k 

</>r = ~ e </Ji. + </Ji.+<) 

r k 
l </>r 

/ ÀX • 

k 

2(/,i.) 

1 1 2 2 ) 
~ CrÀX Gradr + 75' CrÀX Curvr 

CIV.80) 

/ ÀX 2 
• 

ÀXZ 
73" Curvr . CIV. 81) 

Portanto a aproximação do lado direito da equação CIV. 70) 

vem a ser : 
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LD = Cràx { [ ~ Cràx Gradl + 
2 2 ] ~ CrAx Curvl 

- [ 
k 

,pr ~ Cràx Gradr + 
2 2 

~ Cràx Curvr ] } 
CIV. 82) 

Para calcular o lado esquerdo da equação CIV. 70), 

deve-se notar que a integral f ~ d~ pode ser interpretada 

como sendo a área hachurada da figura CIV.16) 

j, Ax/z j, Ax/z J, 
j, Ax } 

Fig. IV.16 

i.-i 

X 

Pela aproximação do QUICKEST, considerando um sistema local 

com origem no ponto it tem-se 

~ = ax2 
+ bx + c CIV. 83) 

Portanto 
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d{ = 
2 Cax + bx + c) d{ 

2 = a 
3°" 

3 
X + x + ex 

= a t,x3 + c l:,x 
12 

Cálculo dos coericientes a e c 

X = o => 4> = c = </>i 

X = l:,x => 4> = al:,xz + bt.x + </>L = q,L+i 

X = -1:,x => 4> = at,x2 bt,x + </>i = </>l-t 

Resolvendo o sistema de equações acima, obtem-se 

a = 
1 e </>L+1 + </>L-t - 2</>t ) 

21:,xz 

Por derinição 

k k 

Curvr = e </>i-t + </>i+1 

logo, 

1 
a = ~ Curvr 

CIV. 84) 

CIV. 85) 

CIV. 86) 

CIV. 87) 

CIV. 88) 

CIV. 89) 



O resultado rinal é 

6x/2 k+i 

f q, dl; 
-Àx/Z 

k+i 

= ÍlX ( !pl 

70 

!ix.2 k+i 
+ 

24 
Curvr ) CIV. 90) 

Procedendo de maneira análoga para a integral de <J,k , 

chaga-se finalmente à seguinte expressão correspondente ao 

lado esquerdo da equação CIV.70) : 

LE 
k+t 

!pl 

k+i 

C !pl 

!ixz k+t 
+ 

24 
Curvr ) - ( 

k+i 

!pl 

k 

!pl ) + 
!ix.2 k+ 1 

24 C Curvr 

!ix.2 k+i 
+ 24 Curvr ) ] 

k ) ] Curvr 

CIV. 91) 

Agora, a diferença temporal entre curvaturas pode ser 

interpretada aproximadamente da seguinte rorma: 

equação do problema 

Portanto ô 

ÔL 

ô 

ÔL 

Ô'X2 

- u 

- u 

ô 

Ô'X 

Ô!p 
Ô'X 

ô 

Ô'X 

CIV. 92) 

CIV. 93) 
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k+i k 

~ ( ª2 4>) Curvr Curvr (aproximação de D. F. no t.empo) = 
at. itx.2 

~( ª24>) 
âx âx

2 

Temos que 

k+i 
Curvr 

k 

Curvr 
= 

k 

Curvr 

L.t. 

k 

Curvl 
(aproximação de D. F. 

L.x 

= 
uL.t. 

L..x 

k 

C Curvr 

k 
= - Cr C Cur-vr 

k 
Curvl ) 

k 

Cur-vl ) 

Subst,i t.uindo as expressões CIV. 76) e 

CIV. 82) : 

[ 1 
k k 

1 
k k 

LD = L.x Cr 
~ C.pi.-• + 4>U 73 e 4>i.-2 + .pi. 

z 
Cr 

k k 
Cr 

k k k 

2°"" C.pi. 4'i.-t) + 
6 

C4>i.-2 + .pi. 24>i.-Ú 

1 
k k 

1 
k k k 

~ 
C.pi. <pi.+<) + 73 e q,i.-• + .pi.+i 24,i.) 

k 
2 

k k k 
Cr 

k 
Cr 

2°"" e 4'i.+< ,:pi.) + 75 Cq,i.-t + 4'i.+1 24,i.) 

CIV. 94) 

no espaço) 

CIV. 95) 

CIV. 96) 

CIV. 97) 

CIV. 81) em 

k 
2.pi.-t) 

CIV. 98) 
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Agrupando os termos semelhantes 

[ - 1 k k Cr k k k 
LD = ÀX Cr 

~ C,Pi.+< + ,Pi.-<) + 2 e 4>i.+< + ,Pi.-• 2,Pi.) 

2 

( Cr 1 ) 
k k k k 

] + e5 73 e ,Pi.-2 3,j,i.-• + 3,j,i. ,Pi.+< ) 

CIV. 99) 

Substituindo a expressão CIV.97) em CIV.91) 

[ e 
k+ • k 2 k k 

] LE = ÀX ,Pi. ,Pi. ) - CrAx C Curvr Curvl ) 
24 

[ e 
k+ < k 

Cr C 
k k k k 

] = À.X ,Pi. ,Pi. ) - ,j,i.-2 3,Pi.-• + 3,Pi. ,Pi.+< ) 
24 

CIV. 100) 

Igualando CIV. 99) e CIV. 100) 

k k 
2 

k+ • Cr k Cr k k k 

,Pi. = ,Pi. 2 e ,Pi.+< + ,Pi.-• ) + 
~ 

e ,Pi.+< + ,Pi.-• 2,Pi. ) 

2 
k 

( Cr 1 1 ) 
k k k 

+ Cr e5 73 24 
e ,j,i.-2 3,Pi.-• + 3,Pi. ,Pi.+< ) 

k+l k k 
2 

k k k 
Cr k Cr 

<pi. = <pi. 2 e <pi.+< + <pi.-• ) + 
~ 

e <pi.+< + <pi.-• 2,:pi. ) 

Cr 2 k k k k 
+ e5 e Cr - 1 ) e <pi.-2 3,:pi.-i + 3,:pi. <pi.-t-i ) 

CIV.101) 
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Comparando as equaç~es CIV.67) e CIV.101), noLa-se que 

a única diferença é o úlLimo Lermo em CIV.101), que não 

exisLe em CIV. 67). Mas a equação acima foi deduzida 

considerando apenas advecção, e pode ser esLendida para o 

caso do problema apresenLar uma difusão naLural a. ObLemos 

k .. t k k k 
2 

k k k 
Cr 

[a + 
Cr 

,Pi. = ,pi. ""a Cq,i.H + ,f,i.-1) + 
~ 

e ,p;. .. i + ,f,i.-t 2,Pi.) 

[ 
2 k k k k 

+ Cr 
1 e Cr - 1 ) + a ]c,t,i.-2 - 3,f,i.-t + 3,f,i. ,f,i.H) "l3 

CIV. 102) 

equação difere da equação CIV. 68) pelo 

aparecimenLo de uma quanLidade: 

1 2 
€3 C Cr 

k 

- 1 ) + a ]e ,f,i.-2 -

k k 

k 

3,f,i.-t 

k 

k 

+ 3,f,i. 

k 

=-Cr [-{-cc:-1) +a] [c,t,~-• + ,f,i.H 2,Pi.) -C. ,Pi.-2 + ,f,i. 

= - Cr 

2 

= t,.x 

[+ 
2 

CCr-1) + 

2 

CCr-1) 

a] Ô.X 

2 k 
e Curvr 

k 

Curvr 

k 
Curvl 

k 

CurvL ) 

) 

k 

,f,i.H) = 

k 

- 2,f,i.-t)] 

CIV.103) 

que é devido à consideração dos Lermos de curvaLura no caso 

de inLerpolação regressiva quadráLica. 



k+ ._ 

,Pi 
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A equação CIV.102) Lambém pode ser escriLa da ~orma 

{[ 

1 1:: k 
- Cr 7 ,Pi +,j:,iH) -

- [+ l!.x 
2 

l!.x 
~rGradr l!.x2 ] - ~ 1-Cr-3ru Cur Vr 

CrGradL - ~
2 

C1-Cr-3ruCurvt]} 

+ a [( l!.xGradr - l,.;2 

CrCurvr) - ( l!.xGradL - ~
2 

CrCurvl) 

CIV.104) 

como aparece em [11 . 

Uma condição necessária para esLabilidade é dada 

abaixo: 

2 

(3 - 2Cr) (1 - Cr) 
Ol < = 6 C 1 - 2Cr) 

(3 -
Ol <= 

2 

2Cr) CCr 
6 C2Cr -

- 1) 
1) 

se 

se 

Temos ainda a condição ~isica irresLriLa 

Ol )= 0 

1 
Cr < ~ 

1 
Cr > ~ 

CIV.105) 

CIV.106) 
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As condiçeíes CIV.105) e CIV.106) são necessárias mas 

não su:ficient,es para a est,abilidade At,ravés dos 

parâmet,ros examinados para uma série de valores a e Cr 

pode-se encont,rar a região de est,abilidade para o mét,odo 

QUICKEST, como most,ra a :figura CIV.17) . 



Cr 

2D 

1.9 

1.8 

1.7 

1.6 

1.5 

1.4 

1.3 

1.2 

1.1 

1.0 

.9 

.8 

.7 

.6 

.5 

.4 

.3 

.2 

• 1 

76 

10 

O .1 .2 .3 .4 .5 .6 .7 .8 .9 1.0 ,1.1 1.2 

~ig.IV.17 - Região de estabilidade no plano Ca,Cr) 

para o método QUICKEST. 
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CAP!TULO V 

APLICAÇõES E ANÃLISE DE RESULTADOS 

Com o objetivo de mostrar a potencialidade do Modelo, 

serão apresentados neste capitulo testes numéricos 

realizados com dados obtidos em estudos anteriores no rio 

Paraiba do Sul (16], no trecho situado entre Volta Redonda 

e Barra do Pirai . 

1~ EXEMPLO 

- Este exemplo compara os esquemas de di:fer·ença cerrlr·al, 

diferença regressiva e QUICKEST com uma solução analitica 

conhecida (12J, simulando um efluente conservativo, para Pe 

igual a 10, 20, 60 e 100. 

1~ CASO -

2~ CASO -

Pe = 10 

U = 0.60 

D = 26.00 

f1x = 600 

ti.t = 240 

Pe = 20 

U = 0.40 

D = 10.00 

Cm/sl 

2 
( m /sl 

( ml 

(sl 

(m/sl 

( m
2 
/sl 



o 
3- CASO -

4':! CASO -

78 

t.x = 600 C ml 

t,.t = 240 C s l 

Pe = 60 

U = 1. 00 

D = 10. 00 

t.x = 500 

t,.t = 240 

Pe = 100 

U = 2.00 

D = 10.00 

t.x = 600 

t,.t = 240 

(m/sl 

2 Cm /sl 

E ml 

[sl 

[m/sl 

2 
Em /sl 

E ml 

E s l 

Os resultados são apresentados nas :figuras CV.1) a 

CV. 24) para intervalos de tempo 60 li.t e 100 l.t Podemos 

notar que existe um aumento de oscilaçaes para o esquema de 

di:ferença central a medida que Pe aumenta. Para o esquema 

de di:ferença regressiva ocorre um amortecimento da :frente 

de onda. O esquema QUICKEST apresenta um excelente ajuste 

com a solução analitica para todos os valores de Pe 

considerados. 
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9.00 - AHALITICA 

- DIF. CENTRAL 

/\ 
7.50 ~,~, .. , .. _\ ,, \ r-t 6.00 

'- r Ol 
E 

E ~ 4.50 

u r: z 3.00 D \: 
u I' 

1.50 1: 
t. 

O.DO 

' 

Fig. V.1 - Dif. Central para Pe = 10 

9.00 

" 
- ANALITICA 
- DIF. c:amw. 

• I \ 7.IIO ,., .. , .... 
~ 1.00 i ,, '· 
r-t : l 
'- E 1·: Ol 4.IIO 
.5 E 1: 

3.00 f 
1: 

u \~ z 
t. o l.llO \:. CJ 

J 1: 
• D.00 ', 

-1.IIO 

Fig. V.2 - Oi~. Central para Pe = 10 

STEP = 60 
T.AEAL • 14400.0(■J 

• 2-CO . 00 laln) 

PECLET • 10.00 

Courant • 0.2400 
PDifusiYG • 0.0240 
DELTAX • 500 .O [a) 
DELTAT • 240.0 (■) 

U • 0.50 la/■) 

D • 25.00 1■2/ ■J 
K • 0.00000000 

STEP = 80 
T .IEAI. • !9200.0 !ai 

• 320. 00 la1nl 
PBllT • 10.00 

0all"ant • O.MOO 
PDiftmiYO • 0,0240 
DELTAX • IIOO.D !ai 
IELTAT • 2-co.D !ai 
U • D.!IO la/11 
D • 29.00 [a2/1J 
K • 0.00000000 
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-:.~·- ~ 
-AHAUTICA STEP 60 7.00 = 

\ •• - DIF. RESRESSIVA 
\ : T.IEAI. • U4CHJ.O[IJ 

8.00 1: • 240 • 00 [81n) 

1: PEl1ET • 10.00 

5.00 ~ 
caurant • 0.2.coo 

...... PDifuliYO • 0.02«) 
'- \ CEl.TAX • 500.0 l'lll 
01 4.00 DELTAT • 240.0 Ili .s ! U • 0.50 lll/11 

3.00 D • 25.00 (112/1) 
CJ :1 K • O .00000000 z 
o 2.00 :1 CJ 

i.00 
: 1 
: 1 

\ 

' 0.00 

Fig. V.3 - Dir. Regressiva para Pe = 10 

:·;;;~··· .. - AHAUTICA STEP 80 7.00 = . ' - DIF. RESRESSIVA 
: I ' ·. T.IEAI. • l.8200.0(11 

8.00 :/ \ : • 320. 00 [81n) 

1: PEIUT • 10.00 
:1 1: COW-11'11: • O. MOO - 5.00 ) ...... 

~ PDtfUliYD • 0,0240 
'- ! IELTAX • soo.o l'lll 
Cl 4.00 \ DELTAT • 240.0 Ili .s 1 \ 

U • 0.90 Ili/li 
3.00 D• 25.00 1112/11 

CJ I :1 K • 0.00000000 z 
i o 2.00 : 1 CJ t : 1 

i.00 /: : 1 
1 ,: ' ' 0.00 .. .. 

Fig. V.4 - Dir. Regressiva para Pe = 10 
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7,IIO - AllolUTICA STEP 60 = 
\ - GIJIQ(EST 

\ 
T.IEAL • 14«>0.0(o] 

8,00 • 2.CO, 00 !Jlln) 

i PEa.ET • 10.00 

..... 4,IIO \ cauront • o . 2.co0 

........ i 
POtfuolvo • 0.02.co 

e, IB.TAX • IIOO,O (1) 
E \ IIELTAT • 2.CO.O {o) 
~ 3,00 

1 U • O.IIO (li/o) 

u 1 
D • 211,00 (12/o] 

z t.llO 
K • O .00000000 

o \ u i 
o.oo \ -

-t.llO 

F'ig. V. 5 - QUICKEST para Pe = 10 

7 .IIO - AN.IUTICA STEP ,-, - IIUICKEBT 
= 80 

. \ T. IEAI. • t92GO • O fJIJ 
8,00 I i • 320.00 latnJ 

PEa.ET • 10.00 - i 1 CDUront • o. 2,COO ..... 4.IIO 1 ........ i 
PD1fu■iYO • 0.0240 

e, 1 CELTAX • IIOO,O (1) 
E 1 

IIELTAT • 2,C0,0 lo) 
~ 3.00 1 \ 

U • O.IIO 111/t) 

u 1 
D • 211,00 (12/o) 

z t.llO ' 
K • 0.00000000 

o t u i 1 
0.00 \ 

-1.IIO 

F'ig. V.6 - QUICKEST para Pe = 10 
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- A.NALITICA 

r, - DIF. CENTRAL 

1 \ 
,\ .. t .. l 

\) 

l 
E 
l 
\ 
1: 

\: 
1 
\. 

o 15 75 90 

Fig. V.7 - Dif. Central para Pe = 20 

- ANALITICA 

- DIF. CENTRAL 

' 1 \ 

/...1, ,, 
(. jd 

f F. 
\: / 1: 

1 \ 
\C 1 \ 

' 
15 75 90 

Fig. V.8 - Dif. Central para Pe = 20 

STEP = 60 
T.REAL = 14400.0[s1 

• 240. ao [minl 

PECLET • 20. 00 

Caurant .. 0.1920 
PDifusivo .. 0.0096 
oaTAx - soo.o [m] 
□aTAT .. 240.0 [s) 

U • 0.40 lm/sl 
D • 10. ao [m2/s] 
K • 0.00000000 

STEP = 80 
T. REAL • 19200. O [sl 

.. 320. 00 [minl 

PECLET .. 20. 00 

Courant .. 0.1920 
PDifUSiVO ª 0.0096 
DELTAX .. 500.0 [m] 
□ELTAT., 240.0 [s] 
U • 0.40 [m/s] 
O .. 10. 00 [m2/s] 

K • O. 00000000 
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--.,.···· - ANALITICA STEP 60 ' = 1 ·. - DIF. REGRESSIVA 
1 : T. REAL • 14400. O [s) 

1: 
.. 240. 00 [minJ 

PECLET • 20.00 

\ Courant = 0.1920 
P□ ifusivo = 0.0096 

\ OELTAX • 500.0 [ml 
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Fig. V.9 - Dií. Regressiva para Pe - 20 
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Fig. V.16 - Dir. Regressiva para Pe = 50 
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Fig. V.17 - QUICKEST para Pe = 50 
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Fig. V.18 - QUICKEST para Pe = 50 
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Fig. V.19 - Dif. CenLral para Pe = 100 
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Fig. V.20 - Dif. CenLral para Pe = 100 
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Fig. V.21 - DiC. Regressiva para Pe = 100 
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Fig. V.22 - DiC. Regressiva para Pe = 100 
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Fig. V.23 - QUICKEST para Pe = 100 
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Fig. V.24 - QUICKEST para Pe = 100 
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a'!. EXEMPLO 

- Este exemplo apresenta uma comparação do QUICKEST com uma 

solução analítica (12] para um caso simplificado com 

parâmetros constantes, para um problema de injeção de curta 

duração de 080. 

DADOS : 

o - 1- CASO PECLET = 7.5 

U = 0.45 

D = 30.0 

[ rn/s l 

2 
[m /sl 

t;x. = 500 [ml 

At = 2.40 [ sl 

K = O. 0000101 [ /sl 

o 
- 2.-CASO PECLET= 15.0 

U = 0.90 

D = 30.0 

[m/sl 

[ m
2 /sl 

t;x. = 500 [ ml 

At = 240 Csl 

K = 0.0000101 [/sl 

As saidas com os resultados são mostrados nas figuras 

CV.2.5) a CV.32) .Podemos notar que o modelo não apresenta 

problemas de oscilações e amortecimento da frente de onda 

de poluente para valores do número de Peclel de interesse 

prático . 
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Fig.V.26- Comparação com Solução AnaliLica para Pe = 7.6 
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Fig.V.26- Comparação com Solução AnaliLica para Pe = 7.6 
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Fig.V.27- Comparação com Solução Analitica para Pe = 7.5 
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Fig.V.28- Comparação com Solução Analitica para Pe = 7.5 
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Fig.V.29- Comparação com Solução Analitica para Pe = 16.0 
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Fig.V.30- Comparação com Solução Analitica para Pe = 16.0 
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Fig.V.31- Comparação com Solução AnaliLica para Pe = 15.0 

DBO 
7.50 

6.00 r ""------------... 
f ' 

e-< 4.50 1 
-----01 
E 

3.00 

u t 
z f o 1.50 

u 1 
t 0.00 . 

-1.50 
o 30 

' \. 
\_ 

\ 
\ 
1. 
\ 
\_ 

\ .. 

-- ANALITICA 

-- QUICKEST 

60 7 90 

STEP =100 
T.REAL • 24000.0[s] 

.. 400.00 [riin] 

PECLET., 15.00 

Courant .. 0.4320 
POifusivo • 0.0288 
0ELTAX • 500.0 [m] 
DELTAT .. 240.0 (s] 
U .. 0.90 [m/s) 
o "' 30.00 [m2/al 
K • 0.00001010 

Fig.V.32- Comparação com Solução AnaliLica para Pe = 15.0 
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3~ EXEMPLO 

- Este exemplo visa comparar os modelos QUICKEST e QUAL2E 

com uma solução analitica (12], para um caso simplificado 

de injeção continua de Fenol com parâmetros fisicos médios 

relativos ao rio Paraiba do Sul [15J. O modelo QUAL2E [4J 

desenvolvido pelo United States Environmental Protection 

Agency é amplamente utilizado no mundo inteiro e emprega um 

esquema de diferença regressiva para o termo advectivo, o 

que provoca um amortecimento da frente de onda, conforme 

pode ser visto a seguir. 

DAOOS : 

1- Concentração inicial da substância - O.O mg/1 

2- D= 29,02 [m2 /sl 

3- U = 0.66 

4- A= 320.30 

5- t.x = 500 [ml 

6- li.t = 240 (sl 

7- Duração da injeção :300li.t 

8- Concentração de injeção 

9- N~ Peclet = 11.39 

10 mg/1 

As Figuras CV. 33) a CV. 38) apresentam os resultados 

para os níveis de tempo 30li.t, 60li.t, 90li.t, 120li.t, 150li.t e 

180li.t . Pode-se observar a concordância do QUICKEST com a 

solução analitica e a difusão artificial introduzida pelo 

QUAL2E. 
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Fig.V.34- Comparação QUICKEST, QUAL2E e solução 

analitica para Fenol. 
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Fig. V.35 - Comparação QUICKEST, QUAL2E e solução 

analitica para Fenol. 
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Fig. V.36 - Comparação QUICKEST, QUAL2E e solução 

analitica para Fenol. 
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Fig. V.37 - Comparação QUICKEST, QUAL2E e solução 

analítica para Fenol. 
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Fig. V.38 - Comparação QUICKEST, QUAL2E e solução 

analítica para Fenol. 
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4~ EXEMPLO 

- Com a finalidade de verificar a potencialidade do modelo 

QUICKEST na simulação simultânea de vários efluentes, neste 

exemplo vamos compará-lo com o QUAL2E (41 para um 

acidente simulado no rio Paraiba do Sul, com injeção 

continua de vários efluentes. Analisa-se também, a variação 

de concentração de oxigênio dissolvi do no ri o. Os 

parâmetros U, D. A variam a cada trecho. 

DADOS 

1- Concentração inicial das substâncias 

DBO = o.o mg/1 

Fenol ~ o.o mg/1 

Nitrog. Org. - O.O mg/1 

Amónia = o.o mg/1 

Nitrito = O.O mg/1 

Nitrato = o.o mg/1 

0D = o.o mg/1 

a- Concentração de injeção das substâncias 

DBO = 7.0 mg/1 

Fenol = 10.0 mg/1 

Nitrog. Org. = 1. O mg/l 

Amónia = 5.0 mg/1 



Ni t.ri t,o 

Ni t.rat.o 

0D 

3- D [x:x) 
2 = [m /sl 

4- u = UCx) [m/sl 

5- A = A(x) ( m2 l 

6- !ix = 500 ( ml 

7- /it, = 240 ( s l 

8- Duração da injeção 

2.0 

2.0 

6.0 

101 

300/it, 

mg/1 

mg/1 

mg/1 

o <= 

o <= 

o <= 

9- Int,ervalos de apresent,ação de result,ados 

30/it,, 90/it,, 160/it,, 210/it,, 240/it,e 300/it, 

10- N~Peclet, = 11.66 (médio) 

X <= 40 Km 

x<= 40 Km 

x<= 40 Km 

As :figuras CV.39) a CV.81) apresent.am os result,ados 

dos modelos QUAL2E e QUICKEST para os seguint,es e:fluent,es: 

D80, Fenol, Nit.rogênio Orgânico, Amónia, Nit,rit,o, Nit.rat,o e 

0D. 

Pode-se observar, t.omando-se por base dados do rio 

Paraiba do Sul, um amort.eciment,o da :frent,e de onda para 

t,odos os pol uent.es no modelo QUAL2E . Not,a-se, t.ambém, que 

os esquemas t,endem para a mesma solução em regime 

permanent.e, quando a :frent,e de onda já :foi complet,ament,e 

dispersada. 
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080 - llUAl..2E STEP = 30 
- QUICKEST 

1 T.REAI. • 7200,0{IJ ..... , I • 0.06(dlaJ 

· .. 1 PEClET • 11.39 

·:1 
courant • 0,3172 
PDifu1tvo • 0.0279 

' 
I IELTAX • 500.0 (JIJ 

IELTAT • 2.CO .o Ili 

r. 1 u - 0,66 (1111) 

1\ 
D • 29.02 112/ol 
K • 0,00001010 

\ · .• _ 

•,, 

Fig.V.39- Comparação com QUAL2E para 080. 

080 - OUAl.2E 

- GUICKEST 
STEP = 90 

T,REAL - 21600.0l•I 
• 0.25(d1e} 

PECLET • U.39 

Courent • 0,3172 
P01fustva • 0.0279 
OELTAX • 500.0 Ili 
DELTAT • 2,0.0 (11) 

U • 0,66 111•1 
D • 29.02 1121•1 
K • 0.00001010 

Fig.V.40- Comparação com QUAL2E para 080. 
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- QUAl..2E 

-- OUIO<EST 

4 

STEP =150 
T.fEAL • 36000.0[sl 

• 0.42[dia] 

PEa..ET • U.39 

Courant • 0.3172 
POifuslvo • 0.0279 
llEL TAX • 500 . O (o] 
oaTAT • 240.0 (si 
u • o.66 lm/sl 
D• 29.02 1112/sl 
K • 0.00001010 

Fig.V.41- Comparação com QUAL2E para DBO. 

080 - QUAl..2E 

- QUICKEST 

1 .. 
\ ... 

\ 

'• 

STEP =210 
T.fEAL • 50400.0[s) 

• 0.5B(dla! 

PEa.ET • 11. 39 

courant • 0,3172 
P01fua1vo • 0.0279 
IELTAX • 500.0 (oi 
OELTAT • 240 ,O (si 
u • o.86 !Jl/sl 
D • 29.02 1112/sl 
K • 0.00001010 

Fig.V.42- Comparação com QUAL2E para DBO. 
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- QUAl.2E 

- IIJla<EST STEP =240 
T. FEAl. • 57800. 0 (a] 

• 0.67[dlal 
PEa.ET • U .39 

courent • o.:nn 
PDtfuatva • 0.0279 
DEI.TAX • 500.0 t,,J 
DEI.TAT • 240.0 [li) 
U • 0.66 la/a] 
D • 211,02 lo2/a) 
K • 0,00001010 

Fig.V.43- Comparação com QUAL2E para D80. 

DBO - GUAl..2E 

-- ll\JICKEST 
STEP =300 

T.REAL • 72000.0[s] 
• 0.83(dill) 

PECLET • H. 39 

Courant • 0.3172 
POtfusivo • 0.0279 
DaTAX • 500.0 [11] 
DaTAT • 240.O l•l 
U • 0.66 {m/s) 
O • 29.02 {Jn2/s) 

K • 0.00001010 

Fig.V.44- Comparação com QUAL2E para D80. 
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FENOL -- GUAL2E 10.00 STEP = 30 \ -- GUICKEST \ T.REAL = 7200.0[sJ 
\ 

8.00 \ - 0.08 [dia) ., ., 
PECLET • 11.39 ·.' · .. \ Courant = 0.3172 

r-< 6.00 
1 

P□ ifusivo = 0.0279 
"-- DELTAX • 500.0 (mi 
01 .\ DELTAT • 240.0 {si E 

4.00 \. 
U,. 0.66 [111/s] 
O= 29.02 (m2/s] 

u i. K .. 0.00006940 z 2.00 \ o 
u 

\ 
0.00 l_... •• :.:.~ 

-2.00 
o a 15 2 38 45 

Fig.V.45- Comparação com QUAL2E para Fenol. 

FENOL - GUAL2E 10.00 STEP 90 ·, = 
\ - QUICKEST 

T.REAL • 21600.0[e] \ 

8.00 
\ - 0.25 [dia} 
\ 
\ PECLET "' U.39 \ 

' Courant • 0,3172 \ 
r-< 6.00 ' ' POifusivo ª 0.0279 
"-- ' ' DELTAX • 500.0 (mi 01 ' ' E ' ' ORTAT • 240.0 (si 

4.00 ' u • 0.66 Cm/si \.~ .. 
u ·> .. O • 29.02 [m2/sl 

. ' K • 0.00006940 z . ' 
2.00 • .. \ 

o ·\ 
u '· , .. 

' <>·· 0.00 

-2.00 

Fig.V.46- Comparação com QUAL2E para Fenol. 
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FENOL - llUAl.2E 

- GUICKEST 
\ 

STEP =150 
T. REAi. • 36000 . o [s 1 

\ • 0.42[d!al 

PECLET • 11. 39 

Courant • 0,3172 
PDifUSiVD • 0.0279 
DaTAX • 500.0 lo! 
DB.TAT • 240.0 [s] 
U • o.66 [o/si 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ . . . . •, . .. .. .. . , ... .,~ 

•:,,.. 

·-:-:-~~:., ...... :·•· 

O • 29. 02 [112/sl 
K • 0.000069-10 

Fig.V.47- Comparação com QUAL2E para Fenol. 

FENOL - OI/AL2E 

-- OI/ICKEST 
STEP =210 

T. REAL • 50400. O [si 
• O ,58 [dia) 

PECl.ET • 11.39 

Courant • 0.3172 
PDifusivo • 0.0279 
DaTAX • 500,0 [IIJ 
aanr - 2,0.0 C•l 
U • O ,66 [o/o) 
D • 29.02 [12/s) 

K • O. 00006940 

Fig.V.48- Comparação com QUAL2E para Fenol. 
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FENOL 
- llUAl.2E 

- QIJICKEST 

DO SU 

STEP =240 
T.AEAL • 57BOD.D [o] 

• D.67 [dial 

PECLET • U .39 

courant • o.3172 
POifusivo • 0.0279 
DaTAX • SOO.D [a} 
DaTAT • 240.Q [o] 
U • O.BB [lt/1] 
D • 29.02 la2/1l 
K • O .00006940 

Fig.V.49- Comparaç~o com QUAL2E para Fenol. 

FENOL - Q1JA1.2E 

- BUICKEST 
STEP =300 

T.IEAL • 72000.0[aJ 
• D.83[d1a] 

PEC1.ET • 11 . 39 

caur11nt • 0.3172 
PDifusivo • 0.0279 
DaTAX • 500.0 !oi 
DaTAT • 240.0 [si 
u • o.BB [lt/ol 
D • 29.02 la2/a] 
K • O. 00006940 

Fig.V.50- Comparaç~o com QUAL2E para Fenol. 
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- QUAL2E 

-- IJUICKEST STEP = 30 
T.REAL = 7200.0[sJ 

,. 0.0B[dia] 

PE.CLET -.. it .39 

Courant .. 0.3172 
PDifusivo .. 0.0279 
OELTAX • 500.0 [m) 
OELTAT -= 240.0 {s] 
U = 0.66 [11/sJ 
O • 29.02 [m2/s) 

Fig.V.51- Comparação com QUAL2E para NiLrogênio Org. 

1.00 

0.80 

0.60 

0.40 

0.20 

0.00 

-0.20 
o 

NITR0GENI0 0RG. 

·.. 1 

. \ 
··.\ 

·., 
\_ 

\ . 
\ · .. 

- GUAL2E 

- QUICKEST STEP = 90 
T, REAL • 21600. O [s) 

• 0.25(diaJ 

PECLET • 11.39 

Courant • 0.3172 
PDifusivo • 0.0279 
DaTAX • 500,0 [a] 
OELTAT • 240.0 [s] 
u • 0.66 [11/sJ 
o • 29.02 fm2/sl 

Fig.V.52- Comparação com QUAL2E para NiLrogêmio Org. 
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- GUAL2E 

- OUICKEST 

·. 

STEP =150 
T.REAL • 36000.0[a] 

• 0.42[dia) 

PECLET • 11. 39 

Courant • 0.3172 
PllifUBiVD • 0.0279 
IELTAX • 500.0 [o] 
IELTAT • 240.0 [a] 
U • 0.66 [a/ai 
D • 29.02 lo2/a] 

Fig.V.53- Comparação com QUAL2E para Nitrogênio Org. 

NITR0GENIO 0RG. 
1.05 

0.90 

- ......... --....... -. --··~:---.. . ' 
\ 

1 
0.75 

0.60 

o.e 

0.30 

0.15 

1 

1 

·. 1 
·1 

-OUAL2E 

- OUICKEST 

\"-. 
1\ 
1 · ... 

STEP =210 
T.IEAL • 50400.0[a] 

• 0.58[dia] 

PECI..ET • U .39 

Courant • o.3172 
POifUSiVO • 0.0279 
IELTAX • 500.0 lo] 
IELTAT • 240.0 [a] 
U • 0.66 [o/a] 
D • 29.02 lo2/a) 

Fig.V.54- Comparação com QUAL2E para Nitrogênio Org. 
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- OUAL.2E 

- QUICKEBT 

~·-.. ~ . ' ... \ 
.... 1 
\ 1 

··.. 1 

\\ 
···.\ 

t-. 
1 

STEP =240 
T .REAL • 57800.0 [a] 

• 0.87[d1o] 

PECI.ET • U .39 
COurant • 0.3172 
PD1fua1vo • 0.0279 
CJEI.TAX • 500.0 [a] 
DELTAT • 2-40.0 [a] 
U • 0.66 [1/s] 
D • 29.02 [a2/o! 

Fig.V.66- Comparação com QUAL2E para NiLrogênio Org. 
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- OUAU!E 

- QUICl(EST 
STEP =300 

T .REAL • 72000.0 l•l 
• 0.83(d11} 

PECLET • U .39 

Courant • 0.3172 
PD1fua1YO • 0.0279 
CJEl. T AX • 500. O [ai 
CJEI.TAT • 2-40.0 (e] 
U • 0.66 [1/oJ 
D • 29.02 [a2/1] 

Fig.V.66- Comparação com QUAL2E para NiLrogênio Org. 
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-- GUAL2E 

- GUICKEST 

45 

STEP = 30 
T.AEAL - 7200.0 [si 

e 0.08 (dia] 

PECLET - 11.39 

Courant e 0.3172 
POifusivo e 0.0279 
DELTAX • 500.0 l•I 
DELTAT • 240.0 [si 
U • 0.66 [m/sl 
D • 29.02 [m2/s] 

Fig.V.57- Comparação com QUAL2E para Amónia 

AMDNIA 
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.... 1 
. \ 
··.\ 

j 
1, 

\'. 

1 • 
··. 

..... - QUAL2E 
-- QUICKEST STEP = 90 

T. REAL • 21600. O [sl 
• 0.25[dla] 

PEC..ET • ii.39 

Courant • 0.3172 
PD1fU81VO • 0,0279 
DELTAX • 500.0 [li] 
DELTAT • 240.0 !sl 
u • 0.66 Ol/sl 
D • 29. 02 ["2/el 

Fig.V.58- Comparação com QUAL2E para Amónia 



5.00 

4.00 

...... 3.00 

' Cl 
E 
~ 2.00 

u 
z 1.00 o 
u 

0.00 

-1.00 

5.25 

4.SO 

3.75 ...... 

' Cl 3.00 
E 
~ 

u 2.25 

z 
o I.SO u 

0.75 

o.oo 

AMONIA 
\ 

·-. 1 
\_ 1 

·._ 1 

112 

- Q\JAl..2E 

- llUICICEST 

\1 
\._ 

1\ 
1 ....... 
1 
\ __ ··~··=·-· 

STEP =150 
T.IEAL • 36000.0(I) 

• 0.42(dlal 

PECLET • li. 39 

Courant • 0.3172 
P01fua1vo • 0.0279 
DELTAX • SOO.O Cal 
OELTAT • 240.0 (sl 
U • 0.66 (Joia) 
D • 2!1.02 la2/al 

Pig.V.59- Comparação com QUAL2E para Amônia 

AMONIA 
-----------------~---.. , 

. ' 
' 1 

..... 1 
·.. 1 

·-.. 1 
·.\ 

-GUAL2E 

- llUICICEST 

1\. 
1 ·-. 

STEP =210 
T.AEAL • S0400.0(ol 

• 0.58(dlll 

PEa.ET • li .39 

courant • 0.3172 
P01fu11vo • 0.0279 
OaTAl( • SOO.O (IJ 
DELTAT • 240.0 (oi 
U • 0.66 (Joio) 
D • 29 .02 [112/ol 

Pig.V.60- Comparação com QUAL2E para Amônia 
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- WAL2E 

- WICKEST -~-··· .. ~--.., 
' 1 

. 1 
.... 1 
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L. 

STEP =240 
T.AEAI. • 57600.0[8] 

• 0.67[d1al 

PECI..ET • H .39 

Courant • 0.3172 
PD1fua1vo • 0.0279 
DELTAX • 500.0 [IIJ 
DELTAT • 240.0 [8] 
U • 0.66 [11/s] 
D • 29.02 {a2/s] 

Fig.V.61- Comparação com QUAL2E para Amônia 

AMONIA - Q!JAL.2E STEP =300 
T.REAL • 72000.0[e] 

• 0.83[d1o] 

PEa..ET • 11. 39 

Courant • 0.3172 
PDifuaivo • 0.0279 
DELTAX • 500.0 [IIJ 
DELTAT • 240.0 [oi 
U • 0.66 [8/ol 
o • 29.02 {a2Js) 

Fig.V.62- Comparação com QUAL2E para Amônia 
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-- UUAL2E 

- QUICKEST 

45 

STEP = 30 
T .REAL .,. 7200. O [s) 

- O.OB(dia] 

PECLET • 11.39 

Courant .. 0.3172 
PDifusivo • 0.0279 
0ELTAX - 500.0 (m] 
ORTAT • 240.0 {s] 
U .. 0.66 [11/s) 
o .. 29.02 [m2/s] 

Fig.V.63- Comparação com QUAL2E para Nitrito 
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O • 29.02 {ffl2/sJ 

Fig.V.64- Comparação com QUAL2E para Nitrito 



2.00 

l.!50 

...... 
'- 1.00 C) 

.§ 

u 0.50 
z 
o 
u 

0.00 

-0.50 

2.10 

I.BO 

...... 1.50 

'-
C) 1.20 
E 

u 0.BO 

z 
o 0.60 u 

0.30 

0.00 

NITRITO -------­.. ~, 
1 

\ 1 

\1 

115 

- IIUAl..2E 

- IIUICKEST 

·. __ \ 

\ .. 
1\ 
1 · ... 
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' -----"---

STEP =150 
T.REAI. • 36000.0lo] 

• 0 . .c![dla] 

PECI.ET • 11 .39 

Courant • 0.3172 
PD1fu11vo • 0.0279 
IJELTAX • 500.0 [a] 
IJELTAT • 240.0 [a] 
U • 0.66 [1/sJ 
D • 29.02 [12/1] 

Fig.V.65- Comparação com QUAL2E para Nilrilo 
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PDifusivc • 0.0279 
DaTAX • 500.0 [li) 
DaTAT • 240.0 [1] 
u • 0.66 [li/si 
D • 29. 02 [12/s] 

Fig.V.66- Comparação com QUAL2E para Nilrilo 
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2.oor~ __ = :~ 
1. 75 .......... ~, 
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Fig.V.67- Comparação com QUAL2E para Nitrito 

NITRITO 
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- IIUICl<EST STEP =300 
T.IEAL • 72000,0lel 
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Fig.V.68- Comparação com QUAL2E para Nitrito 
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- QUA.L2E 

-- QUICKEST STEP = 30 
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Fig.V.69- Comparação com QUAL2E para Nitrato 
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Fig.V.70- Comparação com QUAL2E para Nitrato 
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Fig.V.71- Comparação com QUAL2E para Nitrato 

NITRATO - QUAl..2E 

- OUla<EST 

i'--. 
1 \ __ 
1 \ 

0 

STEP =210 
T.AEAI. • 50400.0[al 

• 0.66[d!al 
PEQ.ET • 11.39 

Courant • 0.3172 
POifusivo • 0.0279 
DEL.TAX • 500.0 [ai 
DEL.TAT • 240.0 [ai 
U • 0.66 [11/11 
D • 29.02 [112/1] 

Fig.V.72- Comparação com QUAL2E para Nitrato 
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Fig.V.73- Comparação com QUAL2E para Nitrato 
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Fig.V.74- Comparação com QUAL2E para Nitrato 
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Pig.V.75- Comparação com QUAL2E para 0D 
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Pig.V.76- Comparação com QUAL2E para 0D 
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00 -QUAL2E STEP =150 
T.REAL • 36000.0[sl 
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Fig.V.77- Comparação com QUAL2E para 0D 
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Fig.V.78- Comparação com QUAL2E para 0D 
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Fig.V.79- Comparação com QUAL2E para 0D 

00 - WAl..2E 

- WICl<EST STEP =300 
T.IEM. • 72000.0(IJ 

• 0.83[dlaJ 

PEa.ET • 11 .39 

r.ourant • o. 3172 
PD1fustvo • 0.0279 
DELTAX • 500.0 00 
DELTAT • 240.0 [IJ 
U • 0.66 c.tsJ 
D • 29.02 [12/9] 
K2 • 0.00OOO.Ct7Vsl 

Fig.V.80- Comparação com QUAL2E para 0D 
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Os dados utilizados na calibração do modelo de 

qualidade de água foram obtidos fundamentalmente de ensaios 

"in situ" com traçadores (151, realizados no rio Paraiba do 

Sul. Foram realizadas 4 (quatro) campanhas com traçadores 

fluorescentes para diferentes condições de escoamento, com 

vazões variando de 272 a 639 m9 /s. A partir desses ensaios 

foi possivel determinar os parâmetros de transporte e 

dispersão nas várias seções do rio e suas caracteristicas 

hi drodi nâmi cas. 

Ensaio de Campo 

Um ensaio de traçadores consiste, basicamente, na 

injeção instantânea da substância traçadora em uma das 

seções do rio e na medição das respectivas concentrações do 

traçador nas seções a jusante, figuraCV.81) . 

TRANSPORTE 

r 
---' 

1 

• 

/ ! 
INJECAO MEDIÇAO MEDIÇAO 

DO TRAÇADOR 

Fig. V.81- Esquema de ensaio de traçador. 
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Após a injeção e sob o efeilo da advecção, as 

par-liculas de lr-açador- mislur-adas com a água deslocam-se 

par-a jusanle. Simullaneamenle, sob o efeilo conjunlo da 

difusão molecular- e da difusão lur-bulenla, inicia-se o 

processo de dispersão do lr-açador- nas lr-es direções do 

espaço. 

A di sper-são na ver-li cal completa-se r-apidamenle 

passando o processo a par-lir- dai a ler- car-acler-islicas 

bidimensionais. A dislância necessária par-a que a dispersão 

laler-al se complele depende das car-acler-islicas do r-io e do 

escoamenlo. A dispersão longiludinal, quando se lr-ala de 

subslância conser-valiva, conlinua indefinidamenle. 

Os dois li pos de lr-açador-es comumenle uli li zados em 

estudos ambienlais são os r-adioalivos e os fluor-escenles. 

Devido a facilidade de ulilização e a maior- economia, 

oplou-se pela ulilização de lr-açador- fluor-escenle. 

A medição das concenlr-ações de lr-açador- é feila 

lir-ando par-lido das suas car-acler-islicas de fluorescência 

utilizando um aparelho especifico, o fluor-imelr-o. 

O fluor-imelr-o é um equipamenlo que mede a inlensidade 

da luz emilida por- uma amoslr-a de água contendo uma 

substância fluor-escenle, sendo a inlensidade da 

fluorescência emilida dir-elamenle pr-opor-cional à quanlidade 

de subslância pr-esenle na amoslr-a. Medianle calibração 

adequada, os valores de fl uor-escência dados pelo 

fluor-imelr-o são lr-ansfor-mados em valores de concenlr-ação de 

lr-açador-. 
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+---------------------------------------------------------+ 
SEÇÃO LOCALI ZAÇ'J!.O DISTÃNCIA A SEÇÃO 

INICIAL CKm) 

+---------------------------------------------------------+ 
o Emissária da CSN O.O 

+---------------------------------------------------------+ 
1 Pte. V. Redanda CRJ) 2.6 

+---------------------------------------------------------+ 
2 Pte.São Luis CBR-116) 9.8 

+---------------------------------------------------------+ 
3 Captação de Pinheral 19.3 

+---------------------------------------------------------+ 
4 Pte. Vargem Alegre 28.3 

+---------------------------------------------------------+ 
6 Captação Vargem Alegre 28.6 

+---------------------------------------------------------+ 
6 Elevatória de St~ Cecilia 39.6 

+---------------------------------------------------------+ 

Tabela V.1- Dados das seções de medição estabelecidas 

no rio Paraiba do Sul 
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• 
RI O PAR A 1 8 A DO SUL 

( TRECHO VOLTA REDONDA • BARRA DO PIRAI • RJ ) 

So 

1 
1 
1 
\ 

SAARA DO PIRAI 

\ . 
OERIVAÇAO PARA 
O RIO DE JANEIRO 

Fig. V.82- Localizaç~o das seções de mediç~o 

no rio Paraiba do Sul. 
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+---------------------------------------------------------+ 
CAMPANHA 

N~ VAZ.ÃO 
9 

Cm /s) 
SECÃO D 

z 
Cm /s) 

u 
Cm/s) 

+---------------------------------------------------------+ 
t to.ao o.72 -------------------------------------2 24.70 0.69 -------------------------------------

1 272 ª 28.50 0.69 

4 97.20 0.66 -------------------------------------
5 38.00 0.64 

+------------ 6 ªª·ºº 0.69 --------------------------------------------+ 
1 11.60 0.77 

z 28.20 0.84 

2 342 
3 31.00 0.82 -------------------------------------

------~----------28,?0 _______ ~~!~----
5 21.00 0.70 -------------------------------------
6 91.00 0.85 +---------------------------------------------------------+ 
1 6.30 0.72 -------------------------------------2 27.90 0.98 -------------------------------------

3 639 
______ 3 _____________________________ _ .. 30. 70 1. 04 

5 28.00 0.06 -------------------------------------
6 32.00 t.05 +---------------------------------------------------------+ 

4 294 

1 13.80 0.74 -------------------------------------
2 31.00 0.79 -------------------------------------
3 28.00 0.75 .. 
5 

91. 7 O 

33.00 

0.?8 

0.73 

+--------------------------6 __________ 36.00 _______ 0.75 ____ + 

Tabela V.2 ResulLados obLidos nas várias 

campanhas de medição. 
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59 EXEMPLO 

- Este exemplo visa comparar o modelo QUICKEST com os dados 

obtidos da Campanha N9 4 realizada em 15/12/87 no rio 

Paraiba do Sul [ 15] para uma vazão de referência igual a 

9 294 m /s A figura CV. 82) most,ra a localização das seis 

seções si t,uadas num t,recho de 40 Km compreendido ent.re o 

pont,o de confluência do emissário geral da CSN C Companhia 

Siderúrgica Nacional) com o rio Paraíba do Sul CSeção-0) e 

a elevat,6ria de Sant,a Cecília em Barra do Pirai (Seção- 6). 

Os parâmet,ros U, D e A variam a cada t.recho. 

As figuras CV. 83) a CV. 86) mostram uma comparação 

entre as curvas de passagem medidas nas seções 3, 4, 5 e 6 

e a calculada pelo modelo QUICKEST. O t.raçador ut,ilizado é 

Sulforodamina B, simulado como conservat,ivo. Os result,ados 

simulados pelo modelo bast,ante sat.isfat.6rios 

proporcionando um ajust,e excelent,e aos dados obt.idos no 

campo. 
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SULFORODAMINA B 

o -~­
- QIJICKEST 

11 

STEP = 135 
TReol • 32400.0fll 

• !140.0flln] 

PECI.ET • 12.93 

Courant • 0.3600 
P01fUS1Y0 • 0,0278 
DeltoX • 500.0 Ili 
DeltoT • 240.0 [I] 
u • 0.75 r.J•l 
D • 29.00 {112/aJ 
K • O. 00000000 

ISECA0-3 

Fig.V.83- Curva de passagem medida e simulada na seção 3 

SULFORODAMINA B 
6.00 STEP = 200 o -~- TReal • 46000.or,J 

- IIJICKEST • 800.0[aln] 5.00 
Pm.ET. i2.06 

4.00 eourant • o. 36.ta ..... PD1fUB1VO • 0,0302 ...___ 
DoltoX • 500.0 [IJ 

Cl 3.00 DoltoT • 240.0 [I] ..5 u • 0.1& r.Jal 

2.00 O • 31.50 {112/1] 
u K • O .00000000 z 
o 1.00 SE!:A0-4 u 

0.00 

-1.00 
i 

Fig.V.84- Curva de passagem medida e simulada na seção 4 
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SULFORODAMINA B 
6.00 STEP = 250 o - CAll'A!ffl 

TAeal • ~o.o Cal 
- IIUia<EST • IOOO.O{ainJ 5.00 

PECLET • 8.30 

COUrant • 0,3504 ,..., 4.00 PDifusiva • 0.0-422 
'- DeltaX • 500.0 (aJ Ol 
E DeltaT • 240.0 [IJ 
~ 3.00 U • 0.73 (a/sJ 

D • «.00 1112/sJ u K • 0.00000000 z 2.00 o 
u SECA0-5 

1.00 o 

0.00 

[.EMp_Q 
CAD BIO eA 

Fig.V.85- Curva de passagem medida e simulada na seção 5 

SULFORODAMINA B 1 

6.00 t lj STEP = 270 o - CAll'A!ffl 1 TAesl • 64600.0 [IJ 
- IIUia<EST • 1080. o (alnl 5.00 

PECLET • 10.42 

Courant • O .3800 ,..., 4.00 PDifUl1VD • 0.0346 
'- DeltaX • 500.0 [IJ 
Ol 

1 OeltaT • 240.0 [a] E 
~ 3.00 u • 0.76 (ais} 

1 D • 38.00 [a2Jsl 
u K • O. 00000000 z 2.00 o 
u SS:A0-6 

1.00 '! 
1 

0.00 

Me._Q_j)J 
ILA.C.AQ_filQ PABAlBA_J]Q SUL lD.S 

Fig.V.86- Curva de passagem medida e simulada na seção 6 
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CAPITULO VI 

CONCLUSõES E RECOMENDAÇOES 

Um dos principais objelivos desle lrabalho foi moslrar 

a polencialidade do esquema numérico QUICKEST de diferenças 

finilas aplicado à simulação do lransporle e dispersão de 

poluenles biodegradáveis em rios. 

Decidiu-se modelar oilo efluenles de maior inleresse 

Cfenol,cianelo, demanda bioquimica de oxigênio, nilrogênio 

orgânico, amônia, ni lri lo, ni lralo e oxigênio áissol vido) 

com base na equação de lransporle de massa unidimensional , 

com lermos de reação especificas para cada subslância 

simulada. O modelo pode ser f aci 1 menle eslendi do par a o 

esludo de oulros efluenles, desde que se disponha de lermos 

de reação adequados. 

Os parâmelros de lransporle e diluição ulilizados 

foram oblidos anleriormenle pelo Laboralório áe 

Traçadoresda COPPE/UFRJ alravés de medições realizadas no 

rio Paraiba do Sul (151. 

O modelo é de fácil compreensão e versalilidade. O 

~empo de execuç~o es~á relacionado com a número de 

consli lui nles do si slema e o número de passos de lempo 

simulados, mas o programa é suficienlemenle pequeno para 

poder ser usado em microcomput.adores do t.ipo XT ou AT. 

Tipicamente, a solução do exemplo I demorou 1,5 minulos 

para 80 nós e 100 passos de lempo, em um micro-comput.ador 

EBC/XT com co-processador arilmélico. 
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Para se poder aplicar o modelo a um problema real 

faz-se necessária a obtenção de maior quantidade de dados 

geométricos e informações significativas de campo com 

relação aos dados de qualidade de água no trecho simulado, 

de forma a se obter uma calibração perfeita do modelo. 

Baseado nos resultados obtidos com este trabalho, 

recomenda-se a utilização do modelo QUICKEST para controle 

e planejamento de poluição em rios, podendo ainda ser 

empregado para avaliar sua capacidade de recuperação para 

diferentes niveis de descarga de poluentes. 
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