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Luiz Eloy Vaz 

Engenharia Civil 

Este trabalho apresenta uma metodologia para a 

determinação da carga de colapso em problemas de estado 

plano, baseada nos Teoremas Limites da Plasticidade. 

Para trans:formar o problema de análise limite num 

problema de programação linear,, necessária uma 

discretização das variáveis em elementos :f i ni los 

isoparamélricos e a linearização seccional das super:ficies 

de escoamento, que são baseadas nos critérios de resistência 

de Tresca e von Mises. 

Para resolver o problema de programação linear :foi 

utilizado um algoritmo Simplex revisado no programa 

computacional desenvolvido para testar a :formulação. 
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This work presents a methodology for lhe 

determination of lhe collapse load in plane strain and plane 

stress problems, based on lhe Plasticity Limit Theorems. 

For transforming lhe limit analysis problem into a 

linear programming problem, lhe discretization of lhe 

lhe variables into isoparametric fi ni te elements and 

sectional linearization of lhe yield surfaces was required. 

The yield surfaces were based on lhe Tresca and von Mises 

resistence crileria. 

For solving lhe linear programming problem a 

revi sed Simplex al gor i thm was used i n lhe computer pr ogr am 

developed for checking lhe formulation. 
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CAPITULO I 

INTRODUÇÃO 

O dimensionamento de uma eslrulura lem por objelivo 

garanlir sua segurança ao colapso, alravés de um fator de 

segurança, sem sacrificio de sua funcionalidade para as 

cargas em serviço. 

Os primeiros mélodos a serem ulilizados para esle fim 

foram os baseados na " análise eláslica " que só levam em 

conla o comportamenlo eláslico dos materiais eslruturais. 

Est.es mélodos, no entanlo, não fornecem uma indicação 

precisa do falor de segurança à ruplura, uma vez que nesla 

condição, os male,-iais podem comportar-se plaslicamenle, 

violando a hipólese de comporlamento elástico. 

Esta fal la de precisão no coeficienle de segurança à 

ruptura, bem como a necessidade de se const.r ui r 

econômicamenle est.ruturas cada vez mais complexas, 

conduziram à busca de novos métodos. 

Uma al ternaU. va, quando os efei los de não-linearidade 

g.eomélrica são despreziveis, é a" análise elasto-pláslica" 

que leva em conla lanlo a fase elástica quanlo pláslica do 

material. Contudo, a descrição das propriedades do material 

nâo-linear em termos matemáticos acarreta um enorme esforço 

computacional. 

Uma segunda allernaliva, surgida na década de 40, é a 

análise pláslica que desenvolve os mélodos de 

dimensionamento das estruturas baseados no comportament.o 

pláslico dos maleriais. Estes mélodos consislem em definir 

uma carga de trabalho CP) e majorá-la por um coeficiente 

(Àm0,j) para se obter a carga de ruptura CPrut). 
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Neste trabalho estudaremos o caso de estruturas 

submetidas à um estado plano de tens15es ou de deformações 

verificadas através da análise plástica ou análise limite. 

Ele faz parte da linha de pesquisa em análise limile de 

estruturas com programação linear elaborada pela COPPE/1.JFRJ 

e PUC/RJ. Pertencem a esta mesma linha de pesquisa os 

seguintes trabalhos: 

" Análise Limite de Lajes via Programação Lineai- através 

do Método dos el ementas Finitos " de Lui s Fernando Nunes 

Mello, onde são utilizados elemenlos triangulares rigidos 

conectados por charneiras plásticas na discretização das 

lajes, e o algoritmo de Livesley na resolução do problema de 

programação linear.CCOPPE/UFRJ-1987) 

" Análise Limile de Lajes de Concreto Armado " de Ivan 

Fábio Mota de Menezes, onde as lajes são discretizadas 

através de elementos de placa espessa Cisoparamélricos 

quadrilaterais) e elementos de placa delgada CDKT e DKQ); e 

na resolução do problema de programação linear, ulilizou-se 

o algoritmo Simplex e a super f 1 ci e de J ohansen par a as 

restriç6es.CPUC/RJ-1990) 

Análise Li mi le de Cascas de Revolução de Silvia 

Almeida, onde utiliza-se também elementos finitos 

isoparamélricos, enlretanto, o problema de PL é resolvido 

através do algoritmo Simplex com as superficies de Tresca 

Caço) e Massonet (concreto) como restriç15es.CPUC/RJ- em 

desenvolvimento). 
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Este trabalho foi dividi do em oi to capi tul os e dois 

apêndices da seguinte forma: 

CAPÍTULO II Descreve os fundamentos da análise 

limite especificando as superficies utilizadas no estudo do 

estado plano. 

CAP1TULO III Trata os conceitos básicos e 

teoremas fundamentais da programação linear. Ao final, é 

feita uma descrição sucinta do Método Simplex. 

CAP1TULO IV Apresenta a formulação matemática do 

problema expressando-o, a partir dos teoremas limites da 

plasticidade, na forma de programação linear. 

CAPÍTULO V Apresenta a especificação da 

formulação proposta para o problema de estado plano, 

descrevendo os tipos de elementos finitos implementados e a 

superfície de escoamento utilizada. 

- CAPÍTULO VI Faz uma descrição sucinta sobre a 

implementação computacional construida a partir dos 

conceitos estudados neste trabalho. 

- CAPí TULO VII Mostra alguns exemplos de aplicações, 

para o estado plano de tensões e de deformações. 

CAP1 TULO VIII Tece algumas conclusões e 

criticas sobre os resultados encontrados e sugere alguns 

caminhos para novas pesquisas. 
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CAPITULO II 

FUNDAMENTOS DA ANÁLISE LIMITE 

II.1 - INTRODUÇÃO 

O cri t-ér i o de di mensionamenlo das est-rut-uras pode ser 

governado por alguns t,ipos de colapso, t-ais como, a fadiga, 

a flambagem, el-c; em alguns casos, a magnilude da deflexão 

(mesmo anles de haver grandes defle>&ies plást,icas) é em si 

mesma um cril-ério. O colapso pláslico é, ent-ret-ant-o, a 

condição governant-e em t,ant-as est-rut-uras que o 

desenvolvi ment,o de mét-odos efi ci ent-es para a est-imat-i va da 

carga de colapso plást-i.co, ou para o dimensionament-o direlo 

de uma estrut-ura baseado nesla forma de colapso, lem sido 

nos úl t,i mos anos de intenso int.eresse prát-ico para 

engenheiros. 

Os mél-odos da análise limit,e fornecem est-imat-ivas de uma 

carga crit-ica chamada carea de cotapso ptástico. Est-a carga 

é aquela na qual o aument,o da. deflexão se torna mui to al t,o 

devi do à pl ast-i f i cação. Na idealização ut-i 1 i zada par a a 

análise limit-e, a carga se t,orna const-ant-e. enquant,o as 

defle>&ies assumem magnit-udes crescent-es. Est-e comport-amenl-o 

é causado pelo desenvolviment-o de fluxos plásticos na 

est,rutura em lal extensão que o mat-erial elást-ico restant,e 

não é suficiente para a sust-enl-ação da carga. Quando isto 

ocorre, dá-se lugar a um colapso real, ou seja, es~a 

est-rut,ura não pode mais at-ender a sua função. 

A carga de colapso plástico pode ser usada como uma base 

mais real i st,a no dimensionament,o de est-rut,uras; um 

dimensionamento est-rutural eficiente será proporcionado de 
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tal forma que a carga de trabalho terá que ser acrescida de 

um fator especifico (coeficiente de segurança) para 

ocorrer o colapso, enquanto na análise elástica, um 

coeficiente de segurança de minoraçâ'.o é aplicado na tensâ'.o 

de escoamento O'e para se obter uma tensâ'.o admi ssi vel O'adm. 

Esta tensâ'.o admissi vel nâ'.o deverá ser ultrapassada pelas 

tensBes calculadas para as cargas atuantes. 

ANÃLISE PLÁSTICA 

ANÃLISE ELÁSTICA { 

Prut = Àmaj . P 

Prut -+ resistência do material 
e/ou dimensBes da peça 
(análise plástica) 

O'a.dm = O'e / Àmi...n 

o (análise elástica) O'adm 

Mencionaremos alguns conceitos importantes da análise 

limite de vigas para uma boa compreensâ'.o da análise limite 

como um todo. 

- MOMENTO LI MI TE C Mtim) 

Seja uma distribuiçâ'.o de tensBes numa seçâ'.o transversal 

de material elasto-plástico submetida a açâ'.o de momento 

fletor crescente, como mostrado na figura CII.1) 

Quando o atinge O'e C FIG. II . 1 -b) , diz-se que o momento 

fletor atuante é Me. Quando toda a altura da seçâ'.o esta 

submetida à tensâ'.o de escoamento oeCFIG.II.1-e), diz-se que 

o momento atuante é o momento limite Mtim. 
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Logo, podemos dizer que, Mtim é o maior momento que a 

seção pode resisLir. 

( a ) ( b) ( e ) ( d ) ( e ) 

• 

FIGURA II.1 - Tensões de flexão numa seção siméLrica sob 

a ação de momenLo fleLor crescenle. 

Para uma seção relangular, por exemplo, leremos: 

Me = b O'e Mti.m = b O'e CII.1) 
6 4 

onde: b é a largura eh é a allura da seção lransversal. 

- RõTULA PLÃSTICA 

Seja uma viga bi-apoiada, sujeiLa à ação de uma carga P 

no meio do vão, como mosLrado na figura CII.2) . 

o diagrama de moment.os fleLores Lem a forma 

Lriangular, onde Mmax = P L/4 Se o moment.o rnáxi mo 

alinge ML,m, os diagramas de momenlo e curvat.ura são os 

represenlados na figura CI I. 2) e a curva Lura é 

indelerminada no meio do vão, onde ocorre um fluxo pláslico 

ilimilado. 

NesLe insLanle não poderá haver nenhum aumenLo no 
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• 
momento máximo e a carga na viga estará em seu valor máximo. 

A viga falha por rotações excessivas que ocorrem na seção 

transversal média, enquanto que as duas partes que a compõem 

permanecem relativamente rigidas, ligadas por uma 

articulação ou rótula à momento limite Crót-uLa plástica) 

que permite as duas barras girarem, uma em relação à outra, 

sob a ação de um momento CMt,m) constante. 

• 

L 

1 

MOMENTOS 

- ~ i-
"'-----<-----1----"-wlim 

----,f--r-

CURVATURAS 
•

[-lindeterminado 

~-----+----= -· t~ .~ 

FIGURA II.2 - Viga bi-apoiada na ruptura. 

- MECANISMO 

Quando certas partes de uma estrutura alcançam o momento 

limite CFIG. II .1-e), os moment.os se redistribuem, e 

outras seções começam a ter uma maior participação relativa 

no equilibrio das cargas. O mecanismo configura-se quando a 

estrutura se torna hipostática. 

Uma análise de acordo com os métodos plásticos deve 
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satisfazer três condições: 

CONDIÇÃO DE MECANISMO - A carga última é alcançada quando o 

mecanismo se rorma. 

CONDIÇÃO DE EQUIL!BRIO Os esforços internos estão em 

equilibrio com as cargas externas. 

CONDIÇÃO DE RESIST~NCIA - Os momentos não poderão atingir 

valores maiores que Ml,m. 

A comparação entre as condições a serem satisfeitas nas 

análises é demonstrada na tabela CII.1). 

ANÁLISE PLÁSTICA ANÁLISE 

( J,J,J,J,J, \ 
~ 1 IJ. 
i i 

menor que M lim 

Mecanismo Continuidade 

Equilíbrio 

Momento 
Plástico 

Momento 
Elástico 

ELÁSTICA 

/ !,k,l,!,k \ 
!ii 1 1 .L 

i i 

lh- A1 
'll1llllIIIII1. 

menor que Me 

TABELA II.1 - Comparação entre as condições necessárias 

para uma análise plástica ou elástica. 

BEEDLE [03) 

Teoricamente, as rótulas plásticas interrompem a 

continuidade de rotação, que é uma condição necessária numa 

análise elástica, enquanto que na análise plástica, o 
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objetivo é que elas se formem em número suficiente para 

permitir que a estrutura C ou parte dela) se deforme como um 

mecanismo. É importante ressaltar que na análise limite, se 

a estrutura se tornar um mecanismo, a análise começará deste 

ponto, o que simplifica consideravelmente já que não é 

importante saber como os momentos se redistribuem, mas 

somente reconhecer que isto ocorreu. 

II.2 - TEOREMAS FUNDAMENTAIS DA ANALISE LIMITE 

Usualmente, nas soluções oferecidas pela análise limite, 

não é possivel satisfazer as três condições necessárias 

(mecanismo, equilíbrio e resistência) simultâneamente. A 

solução pode ser baseada no estabelecimento de um mecanismo 

ou no estabelecimento de um campo de tensões. 

6e 

FIGURA II.3 - Material rígido-plástico perfeito. 

Para a análise limite, consideramos as estruturas 

sujeitas a um sistema de que aumentem 

quasi-estaticamente Co processo 

cargas 

de carregamento é 

suficientemente lento de tal forma que os efeitos dinâmicos 
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sejam desprezados). Consideramos ainda, que o material seja 

rígido-plástico perfeito CFIG. II. 3), ou seja, não há 

deformações quando as tensões estão abaixo do li mi te de 

escoamento C ae) . 

Partindo-se de um determinado nivel de carga, ele será 

aumentado proporcionalmente. Denominaremos À. a intensidade 

de carga no estado limite ou fator de car8ª· 

O estado limite para um fluxo plástico será então 

caracterizado por dois fatos: 

a) As tensões estão em equilíbrio interno, em 

equi l ibr i o com as cargas aplicadas, e todas as 

regiões obedecem a condição de resistência. Um campo de 

tensões deste tipo é chamado estaticamente adnüssivei. 

b) O mecanismo de escoamento satisfaz as condições 

ci nemá ti cas de contorno do corpo e as condições de 

compatibilidade cinemática. Um mecanismo deste tipo é 

chamado cinematicamente admissivei. 

Para um dado carregamento, existe uma infinidade de 

campos de tensões estaticamente admissíveis. Cada um desses 

campos corresponde a uma certa intensidade do carregamento, 

que será chamada Ã.s C fator de magnitude estático). 

Similarmente, para um dado mecanismo admissível, uma 

intensidade de carregamento Ã.k e fator de magnitude 

cinemático) pode ser definida de tal forma que o potencial 

das cargas nesta intensidade se igual a ao potencial de 

dissipação no mecanismo de escoamento. 

Estabelecem-se os t.eoremas fundamentais da 

análise limite, introduzidos por GVOZDEV (05], HILL (06] e 

PRAGER [07], também conhecidos como "Principias Extremos 

para Corpos Rígido-Plásticos". 
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II.2.1 - TEOREMA DO LIMITE SUPERIOR 

"Considere-se um campo de deslocament.os geomet.ricament.e 

compat.ivel. Uma carga at.uant.e, definida como proporcional a 

uma carga inicial dada, que realize t.rabalho ext.erno igual 

ao t.rabalho plást.ico int.erno de deformação, para o campo de 

deslocament.os em quest.ão, será maior ou igual à carga de 

colapso ... 

Nest.e caso, t.odos os fat.ores de carga Àk correspondent.es 

a um mecanismo cinema t,i cament.e admi ssi vel serão sempre 

maiores, ou no minimo iguais ao fat,or de colapso À. 
e 

Pelo fat,o das cargas encont.radas serem maiores que a 

carga limit.e, est.e t.eorema é t.ambém conhecido como "Unsafe 

Theorem". 

II.2.2 - TEOREMA DO LIMITE INFERIOR 

"Se um campo de t,enseies pode ser encont.rado a part.ir de 

uma carga at.uant.e, definida como proporcional a uma carga 

inicial dada, sat.isfazendo as condições de equilibrio e as 

condições est.át.icas do cont.orno, e em qualquer pont.o do 

corpo est.as t,enseies est.ejam sat.isfazendo um cri t.ér io de 

resist.ência do mat.erial, ent.ão a carga at.uant.e é menor ou no 

máximo igual a carga de colapso da est.rulura. 

Ou seja, o fat.or C À ) das cargas correspondent.es a um 
5 

campo de lenseies est.a li cament.e admi ssi veis, ser ão sempre 

menores ou no máximo iguais ao fat.or de carga limit.e À 
e 

Est.e t.eorema é também conhecido como t.eorema est.át.ico ou 

"Safe Theorem" e é mais utilizado para o dimensionamento do 

que para análises, por fornecer um valor de carga menor do 
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que a de colapso real. 

II.2.3 - TEOREMA DA UNICIDADE 

Quando for possi vel assoei ar um campo de tensões 

estaticamente admi ssi vel e um mecanismo cinematicamenle 

admi ssi vel , o fator de carga correspondente 

simultâneamente aos dois campos será o fator de colapso À". 
e 

Ou seja, supondo que tenhamos encontrado um campo de 

tensões estaticamente admissivel C À ~ À. ) e um mecanismo 
" e 

cinematicamente admissivel C Àk ~ À ) que corresponda a um 
e 

mesmo f'at.or, ent.ão: 

À. = = À. CII. 2) 
s e 

e assim, teremos obtido a carga limite real. 

II.2.4 - COROLÁRIOS DOS TEOREMAS LIMITES 

A) A carga limite encontrada é única. 

B) Se as dimensões de uma estrutura perfeitamente 

plástica forem aumentadas sem mudança na natureza do 

material, e se o peso próprio do material adicionado for 

desprezl vel, o campo de tensões referente às tensões do 

material adicionado mais o campo de tensões no estado limite 

da estrutura original é estaticamente admissível para a 

estrutura modificada. De acordo com o Teorema do Limite 

Inferior poderemos então estabelecer que o aumento das 

dimensões de uma estrutura perfeitamente plástica não 

resulla numa carga limite menor. 
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Similarmente, o decréscimo das dimensões de uma 

estrutura perfeitamente plástica não resulta numa carga 

l imite mai or . 

C) A passive! presença de tensões residuais, nem a 

existência de uma pequena deformação inicial, interfere com 

a veracidade dos teoremas, com tanto que estas deformações 

não mudem significativamente a geometria da estrutura de tal 

for ma que a condição de equi 1 i brio permaneça sem 1 evar em 

conta estas pequenas deformações. Logo, podemos estabelecer 

que tensões e deformações iniciais desconhecidas não afetam 

a carga limite contanto que elas não alterem 

significativamente a geometria da estrutura. 

D) Se todas as mudanças de geometria de um corpo 

perfeitamente plástico são desprezi veis, todas as tensões 

permanecerão constantes durante o fluxo plástico. 

E) Um aumento na tensão de escoamento em partes do corpo 

não pode reduzir a carga limite. 

As demonstrações dos teoremas fundamentais se encontram 

no AP~NDI CE A . 

II.3 - SUPERFlCIES DE ESCOAMENTO 

e importante conhecer o comportamento de um material sob 

tensões combinadas. Em particular, é necessário se ter uma 

idéia das condições que caracterizam a transição do material 

do estado elástico para o estado de escoamento. Na tração 

simples, por exemplo, esta transição ocorre quando a tensão 

de tração C 01) for igual a tensão de escoamento Coe), ou 

seja: 
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01 = Oe = ct.e C II. 3) 

e no cisalhamento puro a tensão cisalhante C T) for igual a 

tensão cisalhante de escoamento C Te). 

T = Te = Cte CII. 4) 

A questão então será qual a possivel forma da condição 

que caracterize a transição além do li mi te elástico sob 

tensões combinadas. Esta condição que é satisfeita no estado 

de escoamento, é chamada condição de escoamento. Para um 

corpo isotrópico e num caso tridimensional, esta função deve 

ser uma função simétrica das tensões principais. 

f( 0'1, 0'2, 0'3 ) = K CII. 5) 

onde K é uma constante do material, que está relacionada com 

a tensão de escoamento. 

A representação geométrica da função CII. 5) será uma 

superfície chamada superfície de escoamento. 

A interseção desta superfície com o plano desviatórico 

CAP~NDICE B) traduz uma curva simétrica em relação aos eixos 

das tensões principais 1, 

escoamento. 

2, 3 e é chamada curva de 

A curva de escoamento tem as seguintes propríedades: 

a) Não passa pela origem O desde que o estado de 

escoament.o seja alcançado sob tensões cisalhanles 

consideráveis. 

b) ~ assumido que as propriedades do material na tração 

e na compressão sejam as mesmas. Logo, a curvatura de 
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escoamento deve ser simétrica. 

c) A curvat.ura de escoament.o é convexa. Est.a condição 

segue a condição de não-negat.ividade do increment.o de 

t.rabalho plást.ico CPost.ulado de Drucker). 

II.3.1 - CONDIÇÃO DE TENSÃO CISALHANTE MÁXIMA CONSTANTE 

(CONDIÇÃO DE TRESCA-SAINT VENANT) 

Foi observado que as deformaç~es plásticas consistem 

basicament.e no deslizament.o de cristais, que sempre 

acont.ecem num cert.o valor fixo de t.ensão máxima cisalhant.e. 

O engenheiro frances Tresca sugeriu ent,ão em 1864, que 

no escoament.o, a t.ensão máxima cisalhant.e em t.odos os pont.os 

do meio t.eriam o mesmo valor para um dado mat.erial. 

O valor da t,ensão máxima cisalhant,e pode ser obt.ido, por 

exemplo de um t.est.e de t.ração, onde: 

Tm6.x = º" CII. 6) 
-2-

Mais t.arde. a formulação mat.emát.ica dest.a condição no 

caso de deformações planas, foi dada por Saint, Venant.. 

Para o caso t.ridimensional, t.eremos: 

onde: 

2 

2 

2 

Ti 

T2 

Ta 

01 )) 02 )) ºª· 

= 02 oa 

= 0'3 - 0'1 :S O'e 

= 01 02 :S O'e 

CI I. 7) 
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No escoamento será necessário a existência de um sinal 

de igualdade em uma ou duas dessas condiçêies. Uma vez que 

o-e > O, as três tensêies cisalhantes principais não poderão 

ser simultâneamente iguais à constante o-e. 

A seguinte relação pode ser obtida entre a tensão de 

escoamento o-e na tração e a tensão de escoamento Te no 

cisalhamento puro. 

O'e = 2 Te CII. 8) 

As condiçêies mostradas em CII.7) derinem um prisma 

hexaédrico regular Cno espaço das tensêies principais). O 

traçado do prisma no plano desviatórico é um hexágono 

regular CFIG.II.4). Fica então geometricamente claro que as 

três igualdades não podem ser simultâneamente satisreitas. 

FIGURA II.4 - Interseção do prisma de escoamento com o 

plano desviatórico. 

Hexaédro ➔ Condição de Tresca-Saint Venant 

Circulo circunscrito .. Condição de von 

Mi ses 
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Outro ponto importante é que a tensão máxima cisalhante 

é igual a metade da dif'erença entre as tensões principais 

máxima e minima; logo, a tensão principal intermediária não 

inf'luencia no estado de escoamento. 

II. 3. 2 CONDIÇÃO DE INTENSIDADE DE TENSÃO CISALHANTE 

CONSTANTE CCONDIÇÃO DE VON MISES) 

O uso das condições de escoamento de Tresca-Saint Venant 

expressa por desigualdades envolve certas dif'iculdades 

matemáticas em problemas tridimensionais. As circunstâncias 

sugeriram a von Mises em 1913, que o prisma hexaédr i co 

poderia ser circusncrito por um cilindro circular. 

A equação desta superf'icie é def'inida como: 

= 2 ae
2 CII. 9) 

O lado esquerdo da equação CII.9) corresponde à energia 

elástica de distorção a menos de um f'ator constante. Logo, o 

estado de escoamento é alcançado numa certa energia elástica 

de distorção constante. 

Logo, a seção transversal deste cilindro no plano 

desviatórico é um circulo circunscrito ao hexágonoCFIG.II.4) 

A condiçao de von Mises pode ser escrita como: 

T = ae / CII. 10) 

onde T é chamada intensidade de tensão cisalhante e é igual 

a: 
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T = ✓ 1/6 {e O'x - O'y 
)z + e O'y - O'z 

)z + e O'z - O'x )z ~ + 

✓ e z 2 z 
) CII.11) + Txy + Tyz + Txz 

e no caso dos eixos coordenados x, y e z coincidirem com os 

eixos principais, vem: 

T = / 1
/6 C 01 - oz ) 2 

+ C oz - °" ) 2 
+ C 0'3 - 01 )

2 
CII.12!) 

No caso de cisalhamento puro T = T C razão do nome 

intensidade de tensão cisalhante) e de CII.10) obtemos: 

= O'e/ ~ = O. 577 O'e C II. 13) 

As superficies de escoamento de Tresca e von Mises foram 

analisadas tridimensionalmente e tendo como material o 

metal. 

o problema que será tratado neste trabalho, é 

bidimensional e incluirá também o solo como material, No 

CAPÍTULO V estudaremos a particularização da superficie para 

os casos abordados. 
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CAP!TULO III 

PROGRAMAÇÃO LINEAR 

de programação linear ref'erem-se à 

dislribuição eficienle de recursos limi lados enlre 

alividades compet.it.ivas, com a finalidade de at.ender a um 

deler mi nado obj et.i vo, por exemplo, maximização de 1 ucr os ou 

minimização de cust.os. Em se lrat.ando de programação linear, 

est.e objet.ivo será expresso por uma função linear, à qual 

dá-se o nome de função objetivo. 

~ claro que é necessário dizer quais as alividades que 

consomem cada recurso, e em que proporção é fei t.o est.e 

consumo. Essas informações serão fornecidas por equações ou 

inequações lineares, uma para cada recurso. Ao conjunt.o 

dessas equações ou inequaçí:'les lineares dá-se o nome de 

restrições do modelo. 

Geralment.e exislem inúmeras maneiras de dist.ribuir os 

escassos recursos entre as diversas at.i vi dades, baslando 

para isso que essas di st.r i bui ções sejam coerent.es com as 

equações de consumo de cada recurso, ou seja, que elas 

sat.isfaçam as rest.rições do problema. Ent.relant.o, deseja-se 

achar aquela dislribuição que sat.isfaça as rest.riçí:'les do 

problema, e que alcance o objet.ivo desejado, ist.o é, que 

maximize o lucro ou minimize o cuslo. A est.a solução dá-se o 

nome de solução 6tima.PUCCINI [091 
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III.2 - FORMULAÇÃO 00 PROBLEMA DE PROGRAMAÇÃO LINEAR 

O problema geral de programação linear consiste em 

encont.r ar um vetor C x , 
1 

a função objetivo abaixo. 

X, z 
. . . , X_, 

J 
. ' x ) que minimize 

n 

Z = e x + e x + . . . + e .x. + . . . + e x CIII.1) 
11 22 JJ nn 

sujeita às restrições lineares: 

X. ~ 0 CIII. 2) 
J 

e 

a X + a X + + a _X_ + + a X ~ b 
11 1 12 2 1J J 1n n 1 

a X + a X + + a _X_ + + a X ~ b 
21 1 zz 2 ZJ J 2n n 2 

. . . . . . ...... 

a_ X + ª- X + + a .. X. + + ª· X ~ b 
,1 1 ,z 2 •J J ,n n ' 

a x + a x + + a .X. + 
mJ J 

+ a x ~ b 
mi 1 mZ 2 mn n m 

C III. 3) 

onde x _ são as variáveis desconheci das, a __ , b e c _ são as 
J '1,J \, J 

constantes dadas e m ~ n. A função linear Z que queremos 

minimizar é chamada função objetivo, e as desigualdades 

CIII.2) e CIII.3) são chamadas restrições. 

Escrevendo o problema na forma padrão, teremos: 

Min. 

z = 

n 

c_ 
J 

X. 
J 

CIII.4) 
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sujei t.o à: 

a .. x. 2: b e i = 1 , . . . ' m) CIII. 5) 
•J J ' 

e 

X. 2: o e .j = 1 , ... , n) CIII. 6) 
J 

Algumas formulações são equivalent.es a CIII.4), CIII.5) 

e C III . 6) e poder ão ser ut.i li zadas mais conveni ent.ement.e 

conforme o problema a ser t.ransformado para a forma padrão: 

a) Minimizar uma função é equi val ent.e a maxi mi xar o 

negat.i vo dest.a função. Ent.ão poderemos reescrever CIII. 4) 

como: 

max Z' = e. X. 
J J 

b) Em C III. 5) podemos i nt.roduzi r uma nova variável 

s Cs 2: O ) chamada variável 
' ' 

de folga "slack variable", e 

convert.er est.a desigualdade numa igualdade. 

a .. X. 
•J J 

s = b 
i. ' 

para uma desigualdade a .. x. S b podemos t.ambém int.roduzir 
\.J J \. 

s, 2: O e t.rocar a desigualdade por: 

ª·. X, + S, = b 
\.J J \. \. 

c) Se houver uma igualdade a .. x 
•J J 

= b. nas rest.riçBes, 
' 

poderemos sempre subst.it.ui-la por duas desigualdades: 

ª·. X, 2: b. 
1,J J l. 

e a .. x. S b. 
\.J J l, 
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d) Se uma variável for negativa, poderemos 

+ 
substitui-la por duas variáveis x. e x. 

J J 
CFIG. III. 1), que 

devem ser não-negativas 

+ 
onde X. 

J 

Xj + = Ü 

Xj-=-xj 

2: 

X. 
J 

o e X 2: 
í 

+ 
= X. + 

J 

o 

= X .+ X. 
J - J 

X. 
J 

X j + = Xj 

Xj - = Ü 

NOVAS 
VARIÁVEIS 

FIGURA III.1 - Algoritmo para transformação de variáveis 

sem restrição de sinal em não-negativa 

Definimos então a programação linear, segundo DANTZIG 

[10], como um problema de minimização ou maximização de uma 

função linear sujeita à restrições lineares que podem 

incluir tanto desigualdades como igualdades e as variáveis 

desconheci das podem incluir tanto variáveis não-negativas 

como variáveis sem restrição de sinal. 



2!3 

III.3 - PROPRIEDADES DE UMA SOLUÇÃO PARA UM PROBLEMA DE 

PROGRAMAÇÃO LINEAR 

Neste item daremos algumas definições padrão que 

descrevem as caracteristicas mais importantes de uma solução 

para um problema geral de programação linear. 

DEFINIÇÃO 1 Uma solução viável para um problema de 

programação linear é o vetor X = C X, 
1 

X, 
2 

. . . , x) que 
n 

satisfaça as condições CIII.5) e CIII.6). 

DEFINIÇÃO 2! Uma solução básica para CIII. 5) é a 

solução obtida tornando Cm - n) variáveis iguais a zero e 

solucionando para as m variáveis restantes, evitando que o 

determinante dos coeficientes dessas m variáveis seja 

não-nulo. As m variáveis são chamadas variáveis básicas. 

DEFINIÇÃO 3 Uma solução viável básica é uma solução 

básica que também sa ti sf aça C III . 6) , ou seja, todas as 

variáveis básicas são não-negativas. 

DEFINIÇÃO 4 Uma solução viável básica não-degene-

rada é uma solução viável básica com exatamente m x. 
' 

positivos; ou seja, todas as variáveis básicas são 

positivas. 

DEFINIÇÃO 5 Uma solução viável minima é uma solução 

viável que também minimiza. 
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A seguir, enunciaremos alguns teoremas cujas 

demonstrações podem ser encontradas em GASS [11]. 

TEOREMA 1 O conjunto de soluções para um problema 

de programação linear é um conjunto convexo. 

TEOREMA 2 A função objetivo assume seu minimo num 

ponto extremo do conjunto convexo de soluções gerado pelo 

conjunto de soluções viáveis para um problema de programação 

linear. Se ela assumir seu minimo em mais de um pont.o 

ext.remo, então ela terá o mesmo valor para toda combinação 

linear desses dois pont.os extremos. 

Podemos ent.ão concluir que precisamos investigar somente 

soluções que são pontos extremos. 

Par a valores de n e m mui to altos, fica i mpossi vel 

avaliar todas as soluções passiveis e selecionar uma que 

minimize a função objetivo. o uso de um esquema 

computacional torna-se, então, obrigatório. Utiliza-se, 

então, o al8or{tm.o Simplex que encontra um ponto extremo e 

det.erm.ina se ele é um mínimo. Se não f'or , o al gor i t.mo 

encontrará um ponto exl.remo vizinho cujo valor 

correspondente da função objetivo será menor ou igual ao 

valor precedente. 

III.4 - INTERPRETAÇÃO GEOMtTRICA 

A interpretação geométrica para os problemas de 

programação linear é muito importante para examinarmos o que 

pode ocorrer em casos simples envolvendo somente duas 
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variáveis. Tais casos nos darão elementos para imaginarmos 

as sol uçôes de casos mais gerais com qual quer número de 

variáveis. 

Seja achar a solução do problema: 

Max. z = 5x + 3x 
1 2 

Sujeito a: 3x + 5x s 15, 
1 2 

5x + 2x s 10, 
1 2 

X X e'. o 
1 2 

Definindo um plano x , x , qualquer ponto que for uma 
1 2 

solução viável deve se encontrar no primeiro quadrante 

(FIG. III. 2-a) pois, x x 2'. o. 
1 2 

/ 

{ a ) { b ) { e ) 

FIGURA III.2 - Representação geométrica das restriçôes. 

O conjunto de pontos que satisfaz a inequação 

5x S 15 consiste em todos os pontos no plano 
2 

X 
1 

3x + 
1 

que 

se encontrem abaixo da linha a CFIG.III.2-b). Utilizando o 

mesmo raciocinio para 5x + 2x S 10 CFIG.III.2-c), todos os 
1 , 2 

pontos que estiverem abaixo da linha r satisfazem a 

inequação. 
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Encontramos então, uma região de interseção das soluções 

que aparece em negrito na figura CIII.3), chamada região de 

soluções viáveis. 

Para resolver o problema de programação linear, devemos 

achar o ponto, ou pontos, na região de soluções viáveis que 

dêem o maior valor da função objetivo. As linhas paralelas 

na FIG.III.3 representam a função objetivo para três valores 

diferentes de Z. 

Vemos assim, que Z é o valor máximo de Z, 
z 

e a solução 

viável que nos leva a este valor de Zé o ponto A da região 

de soluções viáveis. 

FIGURA III.3 - Representação geométrica das soluções 

Para mais exemplos de interpretações geométricas não tão 

bem comportada como a anterior, podemos citar HADLEY (12]. 

III.5 - 'IEORIA DA DUALIDADE 

Para cada problema de programação linear existe um outro 

associado de maneira que os dois problemas tem muitas 
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relações interessantes. 

Forma padrão da dualidade: 

PROBLEMA PRIMAL 

Min. Z = e x 

A x ~ b 

X ~ 0 

• 

PROBLEMA DUAL 

Max. W = y b 

At y ~ e 

y ~ o 

Analisando a simetria entre os dois problemas, podemos 

concluir que: 

a) A f'unção objetiva do primal é de minimização, ao 

passo que a do dual é de maY~mização. 

b) Os termos constantes das restrições do primal b são 

os coef'icientes da f'unção objetiva do dual. 

c) Os coef'icientes da f'unção objetiva do primal e são os 

termos constantes das restrições do dual. 

d) As restriçoes do primal são do tipo~, ao passo que 

as do dual são do tipo~. 

e) O número de incógnitas do primal é igual ao número de 

restrições do problema dual. 

f') O número de restrições do primal é igual ao número de 

incógnitas do dual. 

g) A matriz dos coef'iciente~ do primal é a transposta da 

matriz dos coef'icientes do dual. 

- TEOREMAS DA DUALIDADE 

TEOREMA 1 - O dual é o dual do primal. 

TEOREMA 2 - Se x e y são soluções viáveis para um par de 

problemas primal e dual, então ex ~ y b. 
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TEOREMA 3 - Se a restriçâo k do prima! é de igualdade, 

então a variável yk do dual é sem restrição de sinal. 

TEOREMA 4 - Se a variável x do prima! é sem restrição 
p 

de sinal, então a restrição p do dual é uma igualdade. 

TEOREMA 5 - Dado um par de problemas prima! e dual, um e 

somente um dos seguintes casos será verdadeiro: 

a) Os dois problemas tem soluçeles ótimas e seus valores 

são os mesmos; isto é, Min. c x = Máx. y b. 

b) Um problema não tem uma solução viável, e o outro tem 

somente uma solução viável, mas uma solução não finita. 

c) Nenhum dos dois problemas tem soluçeles viáveis. 

III.6 - O M~TOOO SIMPLEX 

o algoritmo Simplex é utilizado para solucionar 

problemas de programação linear na forma padrão: 

Min. z = c X (j = 1 ' • n) 
j j 

sujei to à: 

a .. x. = b. C, = 1 • , m) e m 5 n ) 
'J J ' 

e 

X. ?: o 
J 

Para obtermos a solução ótima, podemos escolher m 

cal unas da matriz A e resolver m equaçeles simultâneas para 

as m variáveis. Isto requer que resolvamos um número de 

equaçeles que pode se tornar impraticável dependo do valor de 

n. O método mais prático é chamado método Simplex que 
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envolve um pequeno número de passos par a a r esol uçâo do 

problema. 

Int.roduziremos o mét.odo Simplex at.ravés de um exemplo 

numérico. 

Seja o problema: 

Min z = X + X + X CIII. 7) 
1 2 a 

sujei t.o à: 

X X + 2x = 2 CIII. 8) 
1 2 a 

- X + 2x X = 1 CIII. 9) 
1 2 a 

X. ~ o e j = 1 , 2, 3) 
J 

Reescreveremos CIII.7), CIII.8) e CIII.9) como: 

z X X X = o 
1 z a 

X X + 2x = 2 
1 2 a 

X + 2x X = 1 
1 2 a 

o que nos t.r ará qua t.r o i ncógni t.as, 

CIII. 10) 

CIII.11) 

C III. 12) 

Z, x , x e x e t.rês 
1 2 a 

equaçeles. Se ut.ilizarmos o mét.odo de eliminação de Gauss 

para Z, x, e x , t.eremos o seguint.e sist.ema de equaçeles: 
1 2 

z + 3x = 8 
a 

X + 3x = !3 
1 a 

X + X = 3 
z a 

Est.e sist.ema est.á na rorma diagonal 

CIII. 13) 

CIII .14) 

CIII .1!3) 

para Z, x e x . 
1 2 

Uma 

solução imediat.a aparece nest.a rorma; Z = 8, x = !3, x = 3. 
1 2 

As outras variáveis, neste caso x , são consideradas iguais 
3 

a zero e x e x serão as variáveis básicas do sist.ema, logo 
1 Z 
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x será a variável nã:o-básica. 
a 

Como x e x s~o ambas 
i 2 

não-negativas, diz-se que Z = 8 é uma solução viável. 

De CIII.13) podemos ver que se x fosse qualquer 
a 

positivo, e não zero, o valor de Z seria menor. 

número 

Como 

queremos minimizar Z, devemos fazer x o maior possivel. Mas 
a 

em CIII.14) e CIII.15) vemos que se o valor de X 
3 

for tomado 

arbitrariamente alto, podemos tornar x ex negativas. 
i 2 

No nosso exemplo, x= 5 - 3x 
1 a 

e X =3-x. 
2 3 

valor máximo que X 
a 

pode sem lazer com que 

seja negativo, é determinado por: 

X 
3 

= minC 5/3, 3/1) = 5/3 

Se x = 5/3, então x = 5 - 3C 5/3) = O. 
a 1 

Coloquemos o sistema na forma diagonal para Z, 

z X 
i 

1/3x + X 
i a 

l/3x + X 
i z 

e a solução imediata será Z = 3, 

= 3 

= 5/3 

= 4/3 

X = 
2 

4/3, X 
a 

Logo, 

X 
1 

ou 

X e X: 
z a 

o 

X 
2 

= 5/3 e 

X = 0. 
i 

Agora, se aumentarmos o valor de x 
i 

o valor de Z 

também aumentará, então podemos dizer que Z = 3 é o valor 

minimo de Z. 

Neste ponto, é importante enunciarmos algumas definições 

que validam o método Simplex: 

Dado um sistema de equações, existe um espaço de 

soluções a ele associado. A solução é um conjunto de pontos 

que satisfazem o sistema de equações. 
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Quando o número de variáveis é igual ao número de 

equações o determinante da matriz dos coeficientes será não 

singular. 

- Quando o número de variáveis for maior que o número de 

equações, o espaço das soluções será geralmente uma linha, 

um plano ou um espaço de dimensão maior. 

- Dois sistemas de equações são ditos equivalentes se 

tiverem o mesmo espaço de soluções. 

TEOREMA - A eliminação de Gauss não altera o espaço das 

soluções de um sistema de equações. 

O método Simplex dá um tratamento ao problema de 

programação linear semelhante ao exemplo anterior , mas de 

uma forma mais sistemática. 

seguintes passos: 

Compreenderá, portanto, 

1 Achar uma solução compativel básica inicial. 

os 

2 Verificar se a solução atual é ótima. Se for, para. 

Caso contrário, segue para o passo 3 

3 - Determinar a variável não básica que deve entrar na 

base. 

4 Determinar a variável básica que deve sair da base. 

5 - Achar a nova solução compativel básica, e voltar ao 

passo 2. 
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CAPITULO IV 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

IV.1 - MODELO MATEMÁTICO 

As f'ormulações matemáticas dos problemas de cálculo 

estrutural tomam como relações f'undamentais: 

- CONDIÇÕES DE EQUILÍBRIO - ligadas à um campo de tensões 

caracterizado por variáveis ditas estáticas que 

relacionam-se entre si e com as cargas aplicadas (expressões 

de equi 11 brio) . 

CONDIÇÕES DE COMPATIBILIDADE 1 i gadas à um campo de 

def'ormações caracterizado por variáveis ditas cinemáticas 

que relacionam-se entre si C expressões de compatibilidade). 

- RELAÇesES CONSTITUTIVAS DO MATERIAL - relacionam os campos 

de t.ensões e def'ormações. 

O modelo matemático utilizado neste trabalho, baseia-se 

na discretização da est.r ut. ur a através do método dos 

elementos f'init.os. Este método numérico é necessário na 

resolução das equações dif'erenciaís que expressam as 

relações de equilibrio e compatibilidade. 

I V. 2 - RELAÇÕES FUNDAMENTAIS 

IV.2.1 - RELAÇÕES DE EQUILÍBRIO E COMPATIBILIDADE 

Em plasticidade perf'eita não existe uma relação 

biunivoca entre as grandezas estát.icas e as grandezas 

ci nemát.i cas. 
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Por este molivo, ao se utilizar a metodologia dos 

elementos rinilos, para se obter a descrição nodal da 

estrutura discretizada, o campo de tensBes e o campo de 

deslocamentos devem ser variáveis independentes do problema, 

tendo-se que admitir para cada uma delas, uma lei de 

distribuição dentro de cada elemento finito, em funçao dos 

respectivos valores nodais. FONSECA (14) 

Para o campo de deslocamentos u C x ) , em cada 

elemento finito, temos: 

U ( X ) = N C x ) u C IV. 1) 
A 

onde: N e X ) são as funçBes de interpolaçao dos 
u ~ ~ 

deslocamentos. 

u são os deslocamentos em "A" 
A ~ 

Para o campo de tensBes a C x ) , temos: 

a ( X ) = N e x ) a a 
e 

pontos nodais. 

CIV. 2) 

onde: N C x) são as funçBes de interpolação das tensBes. 
a ~ ~ 

a 
c 

são as tensBes em "C" pontos nodais. 

As relaçBes de deformaçBes X deslocamentos, que exprimem 

as expressBes de compatibilidade, são: 

e e x ) U ( X ) CIV. 3) 
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onde: e C x) é o estado de deformaçoes num ponto genérico 
~ ~ 

( X ) . 

é uma matriz composta por operadores 
~ 

diferenciais . 

• No equilíbrio, teremos: 

O" ( X ) + b C x ) = o CIV. 4) 

~ ~ ~ ~ 

onde: b C x) são as forças de massa por unidade de volume 
~ ~ 

do elemento. 

• ou ainda: 

b ( X ) = '7 t O" ( X ) CIV. !3) 

~ ~ 

Na expressão CIV.3) a matriz '7 relaciona deformações com 

deslocamentos e sua transposta '7 
l 

relaciona forças com 

tensões em CIV. !3). Logo, essas relaçeíes representam uma 

dualidade chamada estàtico-cinemàtica C Static-Kinematic 

Duali t:y - SKD). 

Substituído-se CIV.1) em CIV.3) e CIV.2) em CIV.5), 

temos: 

6 ( X ) = 'l N C x ) u CIV. 6) 
u A ~ ~ ~ ~ 

- b C x ) = O" C IV. 7) 
e ~ 
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Para se recuperar a dualidade estático-cinemática, a 

qual surge como critério de consi sténci a da f'ormulação do 

método dos elementos f'initos, temos que: 

t 
a) pré-multiplicar a expressão CIV.6) por N C x) e 

a ~ ~ 
integrar a relação resultante no volume do elemento f'inito 

) . S ( X ) dV ) . 'í1 . N C x ) dV . u 
u A 

CIV. 8) 

denominando s de vetor das def'ormaçeies generalizadas; 
e 

) . s C x ) dV C IV. 9) 

e, representando ainda: 

e = ) . 'í1 N C x ) dV CIV.10) 
u 

sendo, C um operador não-dif'erencial que relaciona os 

deslocamentos nos pontos nodais "A .. com as def'ormaçeies 

generalizadas nos pontos nodais --e--. 

s = e u CIV.11) 
e A 

b) transf'ormar a equação CIV.4), que representa uma 

equação dif'erencial, numa equação integral via método dos 

residuos ponderados com pesou C x ): MENEZES [15] 

~ t e V CY X ) + b C X ) o CIV. 12) 

~ ~ 
~ t 
V CY ( X ) + b C 
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Ulilizando-se a notação indicial, tem-se: 

a . .. + b, ] 
,. J , J ... 

u. dV 
' 

= o CIV. 13) 

Inlegrando-se por parles a expressão CIV. 13), chega-se 

a: 

a .. u.),. dV 
1.J ,. J J ª·· u .. 

V t.J ,_, J 
dV + = o 

CIV. 14) 

Aplicando-se a idenlidade de Green na expressão CIV.14), 

oblém-se: 

dS + dV = 

CIV.15) 

onde ry_ represenla as direções normais à superficie do corpo 
J 

Sabe-se que: 

= ~ são as fórmulas de Cauchy, que 

represenlam as forças de superficie. 

u. ,,3 = e .. 
'l 

~ são as deformações num ponlo genérico. 

Enlão, a expressão CIV.15) lransforma-se em: 

dS + dV = ª·. 
' J 

e .. 
' J 

dV CIV. 16) 

Vollando-se à nolação matricial, a expressão CIV.16) 

pode ser escrita como: 

\x) pCx) \x) b(x) dV \x) aCx) dV 

CIV.17) 
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Substituindo-se as expressões CIV.1), CIV.2) e CIV.6) em 

CIV.17), chega-se à: 

Cu )\ 

JS N 
1 Cx) p(x) dS Cu )t 

Iv 
N 

\ bCx) dV + Cx) = 
A. u A. u ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

Cu ) \ 

Iv 
N tCy.) 

" 
t 

N Cx) dV CIV.18) = O' 
A. u O' e ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

Como a expressão CIV.18) é válida para qualquer vetor de 

deslocamentos nodais u 
A 

então os mesmos podem ser 

~ 
eliminados, resultando-se na seguinte expressão: 

JS N 
t c ) e X ) dS J N ~C ) b c ) dV X p + X X = u ~ ~ ~ ~- V ~ ~ ~ ~ 

J N : e ) " 
t N e ) dV CIV.19) X X O' 

O' c 
V~ ~ ~ ~ ~ ~ 

Substituindo-se a expressão CIV.10) em CIV.19), chega-se 

a: 

f = CIV. 20) 
A. e ~ 

onde: 

f = 
A. 

N t C x ) p C X ) dS + ) b C x ) dV 

~ ~ ~ ~ ~ 
CIV. 21) 

representa o vetor das forças nodais equivalentes. 

Reescrevendo-se as equações CIV.11) e CIV.20), tem-se: 

& = e: u 
e A ~ ~ ~ 

CIV. 22) 

r e t = O' 
A. e ~ ~ ~ 
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Portanto, fica restabelecida a dualidade 

estático-cinematica CSKD), a nivel de deslocamentos e 

tensões em pontos nodais. 

Se recorrermos à integração numérica da Gauss para 

calcularmos as integrais mostradas ant.er i or ment.e, resultará: 

NO 

f = E N l( 
X ) p e X ) w + 

A u ' ' ' ~ i = 1 ~ ~ ~ ~ 

NO 

+ E N te X ) b e X ) w 
u ' ' ' i, = i ~ ~ ~ ~ 

NO 
te e = E N X ) e e X ) w 

e CI ' ' ' ~ i. = 1 ~ ~ ~ ~ 

NO 

e = E N l( X ) B e X ) w. 
CI ' ' ' ~ i. = i ~ ~ ~ ~ 

onde: NO é o número de pontos de. Gauss. 

x são as coordenadas dos pontos de Gauss. 

w. são os fatores de peso. 
' 

CIV. 23) 

CIV. 24) 

CIV. 25) 

B C X ) 
l 

N C 
u 

x, ) é a matriz deformação X 

~ 
deslocamento 

As relações cinemática e estática CIV. 22) de elementos 

individuais que compõem a estrutura geram as relações, à 

ni vel global , de compa ti bi 1 idade e de equi li brio par a o 

sistema estrutural por simples espalhamento após 

referidas a um sistema global único de coordenadas. 
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IV.2.2 - RELAÇ<'.SES DE PLASTICIDADE 

O comportamento plástico perreito do material estrutural 

é geometricamennte caracterizado pela sv.perfíci.e de 

escoamento, que é o lugar geométrico das combinações 

independentes das componentes do tensor das tensões num 

ponto que provocam a plastiricação do material, e pelo vetor 

normal àquela superricie. 

A superricie de escoamento é continua e 

convexa.CFIG.IV.1-a) 

Utilizando-se um" conjunto de linearizações", ela pode 

ser transrormada num poliedro chamado poU.edro de 

escoamento. CFIG.IV.1-b) 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

a-; 

1 
1 
J----

U2 

(a) ( b) 

~ ói 

(); : COMPONENTES DO VETOR DAS TENSÕES 

FIGURA IV.1 - Representação tridimensional da superricie 

de escoamento: Ca) real,Cb) seccionalmente 

linearizada 
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O poliedro de escoamento resul lante é consti tuido por 

hiperplanos CFIG.IV.2) deíinidos por dois parâmetros: 

o- *i-+ distância do hiperplano " i " à origem do sistema 

de eixos. 

n -+ vel-or 
i 

normal unitário que orienta a direção do 

~ 
hiperplano " i 

Ú3 HIPERPLANO" i" 

n; 
~ 

JL--------~Ô2 

Ót 

FIGURA IV. 2 - Representação tridimensional dos hiper­

planos que constituem a superíicie de 

escoamento seccionalmente linearizada. 

Portanto, matricialmente, a superíicie de escoamento 

seccionalmente linearizada é representada por: 

l 
{ } CIV. 26) O' = O' O' O' .. ... z• *NH ~ 

e 

n n n 
1x Zx NHx 

Q = n n n CIV. 27) 

~ 1y Zy NHy 

n n n 
1Z Zz NHz 
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onde: NH é o número de hiperplanos que definem a superficie 

de escoamento. 

º• é o vetor que contém as distâncias de cada 

hiperplano à origem. 

Q é a matriz que contém os componentes dos vetores 

unitários normais à cada hiperplano. 

Matematicamente, um material que apresente uma fase 

final de comportamento plástico perfeito é caracterizado 

pelo critério de resistência, lei de 1luência e condição de 

complementaridade, respectivamente: 

n 
* 

= d o e X ) o 
* 

'., o CIV. 28) 

~ ~ ~ ~ ~ • 

e e X ) = Q e • , com e 
* 

~ o CIV. 29) 

~ ~ ~ ~ ~ 
n t o CIV. 30) e = 

* • ~ ~ 

onde: n 
* 

são os potenciais plásticos. 

~ 
e e X ) é o lensor das deformaçBes plásticas. 

~ ~ 
e 

* 
são parâmetros plásticos que definem a 

~ 
grandeza da de1ormação plástica ocorrida. 

~ interessante observar que, de acordo com CIV.29), as 

deformaçBes plásticas e C x) ocorrem em direçBes normais 

à superfície de escoamento CFIG.IV.3), 

condição de normalidade. 

representando a 
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SUPERFt'CIE 
DE 
ESCOAMENTO 

FIGURA IV.3 - Direção das derormações plásticas. 

C Condição de Normalidade) 

Se considerarmos as relações erlendidas à nivel global, 

para toda a estrutura discretizada, considerando-as em todos 

os pontos nodais "c ", as relações de plasticidade tomam a 

rorma: 

O' O' :S o CIV. 31) 
e ~ 

e = Q e , com o CIV. 32) 
e e 

t 
e = O 

*e 
CIV. 33) 
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IV.3 - ANÁLISE LIMITE DE PROBLEMAS DE ESTADO PLANO COMO UM 

PROBLEMA DE PL. 

Como ja foi visto, a análise plástica limite é 

fundamentalmente a procura de um fator de colapso C À) e, 

como esta análise é aplicada somente a cargas proporcionais, 

a variação das cargas é dada por um parâmetro de carga que 

será o fator de colapso. 

Se f í'or em as cargas nodais permanentes, ~ Ap 
e se f 

Av 

forem as cargas nodais variáveis, cujos valores relativos no 

instante de colapso são f as cargas totais aplicadas f 
A ~ 

serão dadas por: 

f = f + f = f + À . f CIV. 34) 
A ~ Ap Av ~ Ap AO 

Atingindo-se o colapso, desenvolvem-se deformaç!.':íes 

plásticas de pós-colapso, crescendo proporcionalmente nas 

zonas plastificadas. Uma vez no "estado de mecanismo o 

estado de tens!.':íes mantém-se constante, mas a indeterminação 

existente nas deformaç!.':íes plásticas é eliminado pela 

identidade: 
o 

f l u = 1 CIV. 35) 
AO A 

Juntando as igualdades CIV.34) e CIV.35) às relações de 

equilíbrio CIV.20), plasticidade CIV.31),CIV.32) e CIV.33), 

constitui-se o sistema governativo do problema da análise 

plástica limite. 
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f 
t 

u = 1 CIV. 36) 
AO A 

- equação que elimina a indeterminação 

f + À • f = e t o = f CIV. 37) ~ Ap AO e A 

- equação que será a função objetivo 

Q 
e 

u = & 
A e 

CIV. 38) 

equação que estabelece as condiçBes de 

compatibilidade. 

com: o 

f1 •e :S o 
~ 
f1 "'e e = "'e 

o 
~ ~ 

IV.3.1 - FORMULAÇÃO UTILIZADA NO TRABALHO 

Utilizaremos neste trabalho de análise limite o Teorema 

do Limite Superior para mat.eriais rigido-plásticos 

enunciado no CAP1TULO II. 

Logo, o problema a ser solucionado será: 

- Minimizar o fator de carga Àk. 

- Satisfazer as condições de compatibilidadeCIV.38). 

- Satisfazer a equação CIV.36) 

Formulando o problema matricialmenle, leremos: 

Min. z = < 

Sujeito à: 

ÇY 

~ *C 

Q t 
e 

-f' 

~ 
> 

{ 
e 

l Ap *e ~ 
u 

A ~ 

-e 
= 

e f ) ' 
AO 

CIV. 39) 
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Como foi dito no CAPlTULO III, é necessário garantir a 

condição de não-negatividade das variáveis que pode ser 

feita através da seguinte substituição: 

u 
A 

= u + 
A 

u 

necessário 

A 

também, 

com: u 
+ 
A 

u 
A 

transformar 

CIV. 40) 

as restrições em 

desigualdades, o que resultará num problema de PL na forma 

padrão para resolução do algoritmo SIMPLEX: 

Min. z = < o -f -f > s 
*e Ap Ap *e ~ ~ ~ ~ 

+ u 
A ~ 

u 
A 

CIV. 41) 

Sujei lo à: 

Q e e s 2: o 
e *e ~ ~ ~ ~ ~ 

Q e e + 
2: u o c A ~ ~ ~ ~ ~ 

Ql e f ) l - e f ) l u 2: 1 
AO AO A ~ ~ ~ ~ 

+ com u u o 
A A 

O tipo de substituição acima apresentado, acarreta uma 

grande desvantagem, que consiste num aumento considerável na 

" dimensão '' do problema. Por esse motivo, optou-se por uma 

forma al ler na li va de cont.ornar o problema da 

não-negatividade das variáveis através de uma" translação" 

no conjunto das variáveis de um valor constante e igual ao 
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máximo limite inferior das mesmas, mantendo-se assim, o 

número de variáveis do problema. 
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CAPITULO V 

APLICAÇÃO AO PROBLEMA DE ESTADO PLANO 

DE DEFORMAÇõES E DE TENSõES 

V.1 - ESTAOO PLANO DE DEFORMAÇÃO 

No estado plano de deformação os deslocamentos das 

particulas de um corpo são paralelos ao plano xy e 

independentes dez. 

u =uCx,y), 
X X 

U = U (X, y ), 
y y 

u = o 
z 

CV. 1) 

~ suposto que o corpo seja isotrópico e homogêneo. Para 

qualquer região do corpo onde~ for uma constante, o estado 

de tensão e de deformação é o mesmo; logo, as componentes de 

tensão dependem somente de x e y, sendo 

zero. 

T e 
xz 

T iguais a 
yz 

Para encontrarmos as cargas limites no problema de 

estado plano de deformação, utilizaremos o conceito de corpo 

rigido-plástico (definido no CAPÍTULO II), o que introduzirá 

um erro que é dificil de ser estimado. Uma análise mais 

consistente do problema de estado plano consideraria a 

região elástica adotando o corpo como elástico-plástico; 

pois, quando o esta.do limite é alcançado, alguma.s regi6es do 

corpo estão ainda no estado el ást.i co. Entretanto, as 

soluç6es obtidas com uso da hipótese de corpo 

elást.ico-plást.ico envolve maiores dificuldades. 

Para encontrarmos a carga limite utilizaremos então, o 

modelo rigido-plástico que tem provado ser uma aproximação 

adequada. KACHANOV [01l 
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~ necessário ressaltar, entret.anto, que para corpos 

rigido-pláslicos deveríamos nos referir somente à velocidade 

de deformação, uma vez que atingida a carga limite, 

avaliar a def'ormação propriamente dita torna-se inviável. 

Todavia, para efeito de simplificação, as equações lerão 

como base as deformações. 

- EQUAÇõES BÁSICAS 

De CV.1) tiramos que = o. 
z 

Usando esla condição, 

podemos deduzir das equações da teoria de def'omação, e das 

equações da teoria do fluxo que devido à omissão das 

deformações elásticas: 

Ct - Ct = o 
z 

onde: a é chamada tensão hidroslálica, ou seja; 

ou: 

a = 1/3 e o + o + o ) 
X y Z 

Subsliluindo CV.3) em CV.2), leremos, 

o 
z 

1/3 e o + o + o ) 
X y Z 

o = 1/2 e o + o ) 
Z X Y 

= o 

CV. 2) 

CV. 3) 

CV. 4) 

Sendo a uma das tensões pr i nci pais C T = T = O ) , 
z xz yz 

as outras tensões principais o. devem satisf"azer a equação: 
' 

Ct 
X 

o 
xy 

o 
y 

o 
xy 

= o CV. 5) 

o 



ou: 

Ct 
máx 

Ct , 
m,n 

} . 1/2 Co 
X 

+ a) 
y 
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:!: l/2 /c o -a 
X y 

Sendo a a tensão principal intermediária, 
z 

T 
máx 

= 1/2 c Ct 
máx 

a, 
m,n 

) = 1/2 -k.a 
X 

Z 2 
O) + 4T 

y xy 

Logo, as tensões principais serão: 

O' = O' + T, 
1 

o = O'~ 
z 

O' =o-T 
2 

CV. 6) 

= T 

CV. 7) 

CV. 8) 

isto é, o estado de tensão em cada ponto será determinado 

pela superposição de uma pressão hidrostática a e uma tensão 

de cisalhamento puro T, CFIG.V.1) 

ó 

FIGURA V,1 - Estado de tensões em cada ponto 
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V.2 - ESTADO PLANO DE TENSÃO 

Nest..e caso, as componentes de tensão a, 
z T ' 

xz 
T 

yz 
e no 

sistema de coordenadas x, y e z) são iguais a zero e as 

componentes a, a e T são independentes dez. 
x y xy 

Um estado plano de tensões seria, por exemplo, uma chapa 

fina carregada com forças aplicadas no contorno, paralelas 

ao plano da chapa e distribuídas uniformemente ao longo da 

espessura CFIG.V.2), as componentes de tensão a , 
z 

T e T 
xz yz 

são nulas em ambas as faces da chapa, e pode-se admitir, em 

principio, que são nulas também no interior da chapa. Pode 

ser admitido também por uma aproximação que estas três 

componentes são independentes dez, isto é, elas não variam 

ao longo da espessura. 

z 

y Jy 

FIGURA V.2 - Estado plano de tensão 

Nestas condições, as equações diferenciais de equilíbrio 

de um elemento da chapa h dx dy CFIG.V.2), se a espessura h 

for constante, são: 

iJ a 
X 

iJ X 

+ 
iJ T 

xy 

iJ y 
= o . 

iJ T 
xy 

+ 
iJ X 

iJ a 
y 

iJ y 
= o CV. 9) 
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A seguir especif'icaremos os tipos de elementos f'initos 

implementados e, em segui da, a super f' i ci e de escoamento 

utilizada na def'inição do critério de resistência do 

material. 

V.3 - ELEMENTOS FINITOS IMPLEMENTADOS 

Foram implementados, neste trabalho, dois tipos de 

elementos f'initos: elemento quadrilateral isoparamétrico de 

4 e de B nós. 

De acordo com a f'ormulação apresentada no CAPÍTULO IV, 

para cada tipo de elemento determinaremos a matriz C que 

relaciona os deslocamentos nodais e u 
A 

def'ormaçêles generalizadas C e ) , ou seja: 
e 

E = e u 
e A 

onde: 

e = J N l 
o B dV 

) com as 

CV.10) 

CV.11) 

Portanto, para cada tipo de elemento f'inito, mostraremos 

como obter a matriz B que relaciona as def'ormaçães num 

ponto genérico com os deslocamentos nodais, e a matriz N 
o' 

que contém as f'unçêles de interpolação das tensêles. 
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V.3.1 - ELEMENTO QUADRILATERAL ISOPARAMÊTRICO DE 4 NóS 

O procedimento básico na formulação de um elemento 

finito isoparamétrico é expressar as coordenadas e os 

deslocamentos de um elemento com as mesmas fórmulas de 

interpolação. 

Um elemento quadrilateral plano, de lados retos e com 

quatro pontos nodais A para interpolação dos 

deslocamentos, apresenta dois graus de liberdade por nó 

(para o caso de estado plano); um deslocamento paralelo ao 

eixo '" x ·• C u )e um deslocamento paralelo ao eixo " y '" 
X 

Cu ).CFIG.V.3) 
y 

y 0 
4 

Q) 

i: Ux 

0 ® 

z 

3 

2 

D E S LOCA MEN TOS NODAIS, 

{Ux}. Uy 1=1, ... ,4 

1,2,3,4 ==} Pontos Nodais "A" 

X CD,0G\0==} Pontos Nodais '"e.._ 

FIGURA V.3 - Elemento quadrilateral isoparamétrico de 4 

nós. Cbi-dimensional) 

A TAB. V. 1 apresenta as variáveis correspondentes aos 

estados planos de deformação e tensão. 



PROBLEMA 

Estado Plano 

de Tense5es 

Estado Plano 

de Defor maçeles 

COMPONENTES DE 

DESLOCAMENTO 

u , u 
X y 

u ,u 
X y 
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VETOR DE 

DEFORMAÇõES 
eCx) 

e ,e ,r 
X Y xy 

e ,. o 
z 

e , e ,y 
X Y XY 

e = O 
z 

VETOR DE 

TENSõES 
of.x) 

O' • O' , T 
X y xy 

O= T =T = o 
z xz yz 

O' ,O ,T 
X y xy 

O' ,. o 
z 

TABELA V.1 - Variáveis estáticas e cinemáticas corres-

pondentes ao estado plano. 

O campo de deslocamentos é especificado por variaçe5es 

independentes dos deslocamentos u e u mas 
X y 

a 

continuidade é requerida para cada um desses campos de 

deslocamentos independentes, o que garante a compatibilidade 

de deslocamentos nas interfaces dos elementos, ou seja, não 

deve haver nenhuma descontinuidade de deslocamentos na 

interface dos elementos quando eles forem carregados. 

A seguir, definiremos as matrizes e vetores equivalentes 

às expresse5es apresentadas no CAPÍTULO IV: 

U ( X ) -{ :: l b C x ) -{ :: l 
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e a 
X X 

e e X ) = e a e X ) = O' 

~ ~ y ~ ~ y 

y T 
xy xy 

a/ ax o 

'7 = o a /ôy 

~ 
a/ ay ª/ax 

- DEFINIÇÃO DA MATRIZ N ( X ) 

Conforme a formulação estabelecida no CAP!TULO IV, N Cx) 
u 

é a matriz de funções de interpolação que relaciona os 

deslocamentos num ponto genérico C x) com os deslocamentos 

nos pontos nodais" A" 

U ( X ) = N ( X) . U CV.12) 
u A 

Para o elemento em questão, teremos: 

u 
Xi 

u 
yi 

u = e N e X ) = i N N N N ~ A u ui u2 ua u .. ~ ~ ~ 
e 2 X 8 ) u 

x4 

u 
y .. 

CV. 13) 

onde 

N = N I com I = 

[ : o ] u, u' 2 2 ~ ~ ~ 
1 
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Definiremos um sistema de coordenadas naturais C I; Y/) 

para definição das funções de interpolação C N ).CFIG.V.4) u, 

por: 

As funções de interpolação dos deslocamentos serão dadas 

N e I; Y/ ) = 0,25 e 1 - I; )( 1 - Y/ ) 
u< 

N e I; Y/ ) = 0,25 e 1 + I; )( 1 - Y/ ) 
uz 

N e I; Y/ ) = 0,25 e 1 + I; )( 1 + Y/ ) 
ua 

N e I; 
u4 Y/ ) = 0,25 e 1 - I; )( 1 + Y/ ) 

CV.14) 

Vl., ,, 

4 
1.0 

3 

- 1.0 1.0 
' , 
tr 

1 -1.0 2 

FIGURA Y.4 - Sistema natural de coordenadas para o ele­

mento isoparamétrico de 4 nós Cbi-dimensional). 

- DEFINIÇÃO DA MATRIZ B 

Partindo-se da relação deformação x deslocamentos já 

mencionada, 'temos: 

e(x) = 'v U ( X ) CV. 15) 
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e substituindo-se CV.12) em CV.15), vem: 

& e X ) = 'l N e 
u ~ ~ ~ ~ 

se: 

B e X ) = 'l N e 
u ~ ~ ~ ~ 

logo; 

& e X ) = B e X ) 

~ ~ ~ ~ 
Então, a matriz B e X ) é 

~ ~ 
deformaçí:Ses num ponto genérico com 

ou ainda: 

ôN o ôN 
ui/ôx uz/ôx 

B (x) o ôN o ôN = Ui/ôy 
~ ~ 
C3x8) ôN ôN ôN ôN 

ui/ôx ui/ôy uz/ôx 

X ) u CV. 16) 
A ~ ~ 

X ) CV. 17) 

~ 

u CV.18) 
A ~ 

aquela que relaciona as 

os deslocamentos nodais, 

o 

uz /ôy 

u2/ôy 

o 

o 

ôN 
u4/ôy 

ôN ôN 
u4 /ôx u4 /ôy 

CV.19) 

Considerando um elemento i sopar amétrico com 4 nós, as 

interpolaçí:Ses das coordenadas serão: 

onde: x 

X. e 
' 

e y 

4 

X = E N X. 
u, ' \, = j_ CV. 20) 

4 

y = E N yi. ui. 
i.. = 1 

são as coordenadas em qualquer ponto do 

elemento. 

são as coordenadas dos 4 pontos nodais no 

elemento. 
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Pelo fato do elemento ser isoparamétrico, utilizaremos 

as mesmas funçBes de interpolação para os deslocamentos: 

4 

u = E N u 
X ui xi 

i.::;: 1 CV. 21) 
4 

u = E N u 
y uc yi 

i, = 1 

onde: u 
X 

e u 
y 

são os deslocamentos em qualquer ponto do 

elemento. 

u . e u . são os deslocamentos correspondentes a cada 
X\.. yi 

nó do elemento. 

As deformaçBes são obtidas através da derivação dos 

deslocamentos. 

e 
y = auy/ôy CV. 22) 

Como os deslocamentos foram definidos em função das 

coordenadas naturais ç e n, precisaremos relacionar as 

derivadas em x e y com as derivadas em ç e n­

Estando X e y relacionados com e e n, ou seja; 

e inversamente: 

f Cx,y) 
" 

e 

e 

y = f e e 
2 

n = f 
4 

( X , y ) 

CV. 23) 

CV.24) 

utilizaremos a regra da cadeia para encontrarmos as 

derivadas de ôNui/ôx , ôNui/ôy , da seguinte forma: 
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aN aN a1; aN éh) u, ui ui = + 
ux a1; ux éh) ux 

CV. 25) 

aN aN a1; aN i1Y) 
ui u, u, = + 

ay a1; ay i1Y) ay 

As derivadas e sâ'.o f'aci l mente 

encontradas à partir das expressões CV.24), ou seja: 

aN / a1; = - 0,25 c 1 - Y/ ) 
ui 

aN / a1; = 0,25 c 1 - Y/ ) 
u2 

aN / a1; = 0,25 c 1 + Y/ ) 
u3 

aN / 
U4 

a1; = - 0,25 c 1 + Y/ ) CV. 26) 

i1N / éh) = - 0,25 e 1 - I;' ) 
ui 

aN / éh) = - 0,25 e 1 + I; ) 
u2 

aN / 
u3 

éh) = 0,25 c 1 + I; ) 

aN / éh) = 0,25 c 1 - I; ) 
u4 

Precisaremos agora, obter os termos i11;'/i1x, i11;/ijy, éh)/i1x 

e i1Y)/ijy, o que signif'ica, avaliarmos a relaçâ'.o inversa 

CV.24). Utilizando ainda a regra da cadeia, temos: 

a ux ay a 

a1; a1; a1; ux 
= CV. 27) 

a ax ay a 

i1Y) i1Y) i1Y) ay 
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ou: 

à à 

àt; àx 

= J CV. 28) 
à à 

ar, ày 

onde J é o operador Jacobiano que relaciona as derivadas das 

coordenadas naturais com as derivadas das coordenadas 

X e y. 

Logo, utilizando as equaçBes CV.26), teremos: 

àx = - 0,25C1-ry)x
1 

àt; 

iJx = - 0,25C1-t;)x
1 

ar, 
- 0,25(1-ry)y 

1 

+ Ü, 25( 1 -ry) X 
2 

+ Ü, 25( 1 +ry) X 
a 

+ O, 25( 1 +ry) y 
a 

- Ü , 25( 1 +ry) X 
4 

- 0,25Cl+ry)y 
4 

- 0,25(1-t;)y - 0,25(1+/;)y + 0,25Cl+f;)y + 0,25(1-t;)y 
1. 2 3 4 

CV. 29) 

Uti 1 i zando a matriz Jacobiana inversa, num ponto 

qualquer t; = t;i e ry = ryi , temos: 

à à 

àx àt; 

J. 
-1 

CV. 30) = 
à 

• j 
à 

ày ar, 
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e avaliando os element.os de deformação: 

au 
-x 

au 
-x 
ary 

= - O, 25C1 -ry)u,
1 

- 0,25C1-")u = .,. xi 

+ O, 25C 1 -ry) u 
x2 

+ O, 25C 1 +ry) u 
xa 

- 0,25Cl+l;)u + 0,25C1+1;)u 
xz x3 

au - o. 25c 1 -ry) u + o. 25c 1 -ry) u + o. 25c 1 +ry) u 
-Y = y1 yZ y3 

a1; 

uu - 0,25C1-")u - 0,25Cl+")u + 0,25Cl+")u ... 
-y = ...,, yi '-> yZ <,. y3 

ary 

leremos, ent.ão: 

CV. 31) 

[~. [ c,-n) 
o c 1 -ry ) o c 1 +ry _) o -Cl +r)) o ]: . ax J J J J 

= O, 25J - 1 

au 
'j -Cl -1; ) o -(1 +I;.) o c 1 +1;.) o c 1 +1; _) o -ay l;=I;. ' ' ' ' <>m 

' ry=ry. 
J CV. 32) 

[:, l . º 25J -· [ 

o -Cl-ry.) o (1-ry_) o Cl+ry_) o -Cl +ry.) 
J J J J u 

UtJ , i. j ~ y 

-Y o -Cl -1; ) o -Cl +I; _) o (1 +I; ) o Cl +I;.) 
ay <>m l;=I;. ' ' ' ' 

' ry=ry. 
J CV. 33) 

Assim, podemos montar a malriz B ~ i.j 

[-" ~•;' 
o e 1-ry_) o (1 +ry_) 

J J 
B = -c 1-1; ) o -c 1 +1;. ) o 

i.j ' ' ~ -e 1-1;.) -(1-ry _) -(1 +I;.) (1 -ry .) c 1 +1; _) 
' J ' J ' l 

CV. 34) 

Avaliando B em função de N chegaremos a matriz 

CV.19). 
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- DEFINIÇÃO DA MATRIZ N 
o 

Para interpolação das tensões, f'oram utilizados os 4 

ponlos nodais" C ", coincidentes com os ponlos nodais" A" 

CFIG.V.3) logo, as f'unções de interpolação das lensões serão 

as mesmas f'unções utilizadas para os deslocamentos, ou seja: 

N e ç 
01 

T/ ) = 0,25 e 1 ç )( 1 - T/ ) 

N e ç T/ ) = 0,25 e 1 + ç )( 1 - T/ ) 
0'2 

N e ç T/ 
O'll 

) = 0,25 e 1 + ç )( 1 + T/ ) CV. 35) 

N e ç 
04 T/ ) = 0,25 e 1 - ç )( 1 + T/ ) 

A malriz N e ç o T/ ) , que conlém as f'unções de 

inlerpolação das tensões será: 

N Cç,Y)) 
O' 

= N 
0'2 

CV. 36) 

onde 

N = N . o, I com 
" 

o 
1 

o 

V.3.2 - ELEMENTO QUADRILATERAL ISOPARAMÊTRICO DE 8 NõS 

Ê um elemento quadrilateral plano Cbi-dimensional), com 

oilo ponlos nodais A para interpolação dos 

deslocamentos, que podem ler lados curvos CFIG.V.5). 

Considerando a geometria do elemento isoparamélrico 

bi -di mensi anal de 8 nós em relação ao de 4 nós, podemos 
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notar que em termos de interpolação das coordenadas Ce 

consequentemente dos deslocamentos), o de 8 nós é mais 

versátil na representação de contornos curvos. 

z 

y 0 G) 
DESLOCAMENTOS NODAIS, 

4 7 3 

+: { Ux} . ' 8 8 6 uy 1 = 1, ... 
Ux 

0 5 ® 2 1, 2,3,4,5,6 ,7,8 =? Pontos Nodais "A" 

X 0,®,©0~ Pontos Nodais "e" 

FIGURA V.6 - Elemento quadrilateral isoparamétrico de 8 

nós. 

O elemento quadrilateral isoparamétrico de 8 nós também 

apresenta total compatibilidade de deslocamentos, ou seja, 

os deslocamentos nas interraces devem ser continues. 

As caracteristicas do elemento quadrilateral de 8 nós 

são semelhantes ao de 4 nós exceto no que diz respeito ao 

campo de deslocamentos. 

- DEFINIÇÃO DA MATRIZ N C x ) 
u ~ ~ 

Da mesma forma anterior, partiremos de: 

U ( X ) = N ( X ) . U 
u A 
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sendo que para o elemento em questão, teremos: 

u 
~ 

onde 

u 
xi 

u 
yi 

= 
o. 

u 
xe 

u 
ye 

N 
ui. 

= 
~ 

FIGURA V. 6 

e N e X ) = { N N N N } u ui u2 ua u4 
~ ~ 
C2x16) 

CV. 37) 

N I com I = [ 1 o ] u, 2 z ~ ~ o 1 

/I'-

4 7 1.0 3 

-1.0 1.0 
' 

8 

1 

6 / 

5 -1.0 2 

Sistema natural de coordenadas para o 

elemento isoparamétrico de 8 nós. 

Def'inindo as f'unçeles de interpolação CN _) em relação a u, 

um sistema natunal de coordenadas(< , T) )CFIG.V.6),teremos: 

N C < 
ui 

N C < u2 

T) ) 

T) ) 

= - o, 25 e 1 - e )e 1 - TI )C 1 + e + TI ) 

= 0,25 C 1 + < )C 1 T) 1 ) 
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N c l; T) ) = 0,25 c 1 + l; )C 1 + T) )C l; + T) - 1 ) 
u3 

N e l; T) ) = 0,25 e 1 - l; )C 1 + T) )C-t; + T) - 1 ) 
U4 

N c l; T) ) = 
u'5 

0,50 c 1 - t;zJ c 1 - T) ) 

c l; ) 0,50 c 1 + l; )C 1 
z N T) = - T) ) 

u<> 

N c l; T) ) = 0,50 c 1 - l;z)C 1 + T) ) 
U7 

N c l; 
uB 

T) ) = 0,50 c 1 - l; )C 1 - T)z) 

CV. 38) 

- DEFINIÇÃO DA MATRIZ B 

As et.apas para det.erminação da mat.riz B são as mesmas 

ut.ilizadas no ít.em ant.erior na obt.enção da mat.riz B do 

element.o quadrilat.eral de 4 nós. 

Seguindo estas et.apas, t.eremos: 

ôN o ôN 
ui/ôx uz /ôx 

B Cx) o ôN o ôN = u1 /ôy 
~ ~ 
C3x16) 

ôN ôN ôN ôN 
ui/ôx u1 /ôy uz /ôx 

- DEFINIÇÃO DA MATRIZ N 
o 

o 

uz/ôy 

uz /ôy 

ôN 
ue/ôx 

o ôN 

ôN ôN 

o 

ue /ôy 

ue /ôx ue /ôy 

CV. 39) 

Para a int.erpolação das t.ensões, f'oram adot.adas nest.e 

element.o, as mesmas !'unções de int.erpolação das t.ensões 

ut.ilizadas para o element.o de 4 nós, uma vez que, 

ut.i 1 i zaremos os pont.os nodais " C " i ndi cactos na f' i gur a 

CV. 5). 
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V.4 - SUPERFICIES DE ESCOAMENTO ADOTADAS 

Utilizaremos para definiçâ'.o do critério de resistência 

as superficies de escoamento citadas no CAPITULO II, a 

saber: 

- Superficie de Tresca ou Superficie baseada na Condiçâ'.o 

de Tensâ'.o Cisalhante Máxima. 

Superficie de von Mises ou Superficie baseada na 

Condiçâ'.o de Intensidade de Tensâ'.o Cisalhante Constante. 

V.4.1 - SUPERFICIE DE ESCOAMENTO DE TRESCA 

Considerando um corpo submetido a um estado plano de 

deformações, que se encontra no estado de plasticidade 

ideal, a seguinte condi çâ'.o de escoament..o deve ser 

satisfeita: 

T = Tmdx = Te CV. 40) 

ou 

om(n = 2Te CV.41) 

Se definirmos Te como um parâmetro K C constante do 

material), obteremos da equaçâ'.o CV.7): 

c º X 
C1 

y 
+ 4 T 

2 

xy 
= CV. 42) 
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Óy 

Ux 

FIGURA Y.7 - Superficie de Escoamento de Tresca. 

A representação geométrica da superficie definida pela 

equação CV. 42), segundo os eixos u 
X 

O' e T é ilustrada 
y xy 

na figura CY.7). Para esta representação utilizou-se K = 1. 

O efeito da pressão hidrostática não é considerado na 

superficie de escoamento, o que é fácil de ser visto através 

da figura CY.7), onde o eixo gerador da superficíe é 

Úxy 
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paralelo ao eixo hidrostático CAP~NDICE B). 

Par a utilizar mos a formulação apresentada no CAP1 TIJLO 

IV, é necessário linearizarmos seccionalmente a superficie 

de escoamento, para que ela seja o critério de resistência 

que origina as inequações lineares de restrições do problema 

de PL. 

Óy 

Ôx 

FIGURA V.8 Superficie de Escoamento de Tresca 

seccionalmente linearizada. 

Õxy 
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Como a formulação proposta é baseada num modelo de 

deslocamentos cinematicamente admissiveis, e por conseguinte 

a sol uçâo é do tipo "li mi te superior", deve-se por questões 

de coerência, adotar uma superfície seccionalmenLe 

linearizada circunscrita à superficie de escoamento real, de 

forma a manter a solução encontrada como um limite superior 

para a verdadeira carga de colapso da estrutura. 

Adotou-se uma linearização seccional da superficie de 

Tresca através de 8 hiperlanos limi lados por duas 

superI1cies, perpendiculares ao eixo o = o para as quais 
X y 

ry = 2K.CFIG.V.8) 
y 

O cálculo dos vetores normais à cada hiperplano C Q) e 

das distâncias de cada hiperplano à origem C ) é feito 

automaticamente, a partir das coordenada.s de 16 pontos de 

controle CP1, Pz, Pa, ... ,P16) que ocupam os vértices de um 

poligono circunscrito à superfície real.CFIG.V.9) 

P4 

A 

P5 

P3 D P2 BC BG = -2-

Pi AF = AB 
2 

B 
e 

Pe 
A,C,D,E 1 H,l 1 J,L = Pontos da Elipse 

~ 
E" p7 Pi 1 . . , P8 = Vértices do Poh'gono 

Circunscrito 

FIGURA V.9 - Polígono circunscrito à elipse obtida pela 

equação da superficie de Tresca. 
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Como a rormulação proposta é baseada num modelo de 

deslocamentos cinematicamente admissiveis, e por conseguinte 

a solução é do tipo "limite superior", deve-se por questões 

de coerência, adotar uma superrlcie seccional mente 

linearizada circunscrita à superrlcie de escoamento real, de 

rorma a manter a solução encontrada como um limite superior 

para a verdadeira carga de colapso da estrutura. 

Adotou-se uma linearização seccional da superrlcie de 

Tresca através de 8 hiperlanos limitados por duas 

superrlcies, perpendiculares ao eixo cr = cr , para as quais 
X y 

cr = 2K.CFIG.V.8) 
y 

O cálculo dos vetores normais à cada hiperplano C Q) e 

das distâncias de cada hiperplano à origem C ª• ) é reito 
~ 

automaticamente pelo programa computacional, a partir das 

coordenadas de 16 pontos de controle CP1, Pz, Pa, ... ,P1.:ú 

que ocupam os vértices de um pollgono circunscrito à 

superricie real.CFIG.V.9) 

FIGURA V.9 - Poligono circunscrito à elipse obtida pela 

equação da superrlcie de Tresca. 
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A partir dos pontos "F e G" CFIG.V.9), situados nos 

pon1-os médios dos segmen1-os AB e BC, respec1-ivamente, 

del,erminam-se os pon1-os A. C, D, E, H, I, J e L a1-ravés da 

equação da elipse deinida pela equação CV.42), fazendo o =O. 
y 

para o = o e 
y 

( o 
X 

K = 

z 
o 

X 

~ 

- o 
y 

1 , vem: 

+ 
T 

xy = 

T 
xy 

1 CV. 43) 

Pelos pontos A, C, D, E, H, I, J e L traçam-se re1.,as 

1.,angen1-es à elipse. As interseções dessas rel,as determinam 

os vér1-ices do poligono circunscrito. 

V.4.2 - SUPERFíCIE DE ESCOAMENTO DE VON MISES 

A superficie de von Mises para o estado plano é definida 

pela equação CII.13), ou seja: 

Te = 0. 577 Oe 

ou 

Oe = 1.732 Te CV. 44) 

qc,e difere do critério de Tresca Cae = 2,.,). Logo, a 

diferença máxima entre os dois critérios não poderá exceder 

15 ¾ . 

Deduzindo a equação da superficie de von Mises para o 

estado plano de tensões C o= O ) a partir de CII.10) e 
z 
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CII .11), t.emos: 

ou: 

1 
~ 

2 2 Z Z 
-o)+o +o +T 

y y X xy 

+ cr 
X 

cr 
y 

) + T z }1/2 
xy 

= cre / ~ CV. 46) 

= 
cre CV. 46) 

✓ 3 

A função CV. 46) deli mi t.a um elipsóide no espaço de 

t.ensBes.CFIG.V.10) 

• 

Úxy 

<Sy 

úx 

FIGURA V.10 - Superficie de Escoament.o de von Mises 

A linearização seccional para est.a superflcie foi feit.a 

at.ravés de 14 hiperplanos CFIG.V.11), de t.al forma que 

A A A A A A A e e e e } 
CV. 47) 



71 

e 

[ 
A A -A -A o o o o e e -e -e o -~ l Q = o o o o A A -A -A -e -e e e o 

~ -B D -D D -D 1 B -B B -B B -B B 

CV. 48) 

onde: A ~ 0.435692 

B ~ 0.390630 

e ~ 0.597204 e 

D ~ 0.535439 

c:5xy 

<íx 

FIGURA V.11 - Superricie de von Mises Seccionalmen~e 

Linearizada em 14 hiperplanos. 
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CAPITULO VI 

IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL 

VI . 1 - PROGRAMA DESENVOLVI DO 

Com o objetivo de comprovar a validade da f'ormulação 

proposta, f'oi adaptado um programa computacional para 

micro-computadores compati veis com o IBM-PC XT/AT, com o 

sistema operacional DOS versões 3. O e 4. O. O programa f'oi 

originalmente elaborado para o trabalho de mestrado de Ivan 

Fábio Mota de Menezes, " Análise Limite de Lajes de Concreto 

Armado "[15J. ê: utilizado no programa a linguagem C e o 

compilador TURBO C da Borland International ,Inc. 

2.0. 

versão 

O objetivo atual do programa consiste principalmente no 

cálculo do f'ator de colapso de estruturas com geometria e 

condições de contorno quaisquer, submetidas ao Estado Plano 

de Def'ormações ou de Tensões, proveniente de um carregamento 

proporcional aleatório, obedecendo-se um dado critério de 

resistência do material. 

A entrada de dados para o programa poderá ser: 

"ON LINE" ou interativa, que contém mensagens 

auto-explicativas e opções de alteração de dados antes e/ou 

depois de processada a análise da estrutura. 

- "BATCH" ou entrada de um arquivo, ou seja, o usuário 

deve preparar um arquivo em separado, com a extensão ".DAT", 

contendo todas as inf'ormações, em f'ormato livre, necessárias 

à execução do programa. 
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VI . 2 - ENTRADA DE DADOS 

A organização da entrada de dados para o programa 

obedece a seguinte seqüência: 

nTULO Cmáx. 80 caracteres) 

* Dimensões do problema 

NNOA NNOC NEL NRES NROT NCC NCD 

* Variáveis de controle 

NTIPO NCRIT NPROB NGAUSS 

* Coordenadas dos nós 

NO X [ J y [ J CNO = 1, ... ,NNOA) 

* Conectividade dos elementos 

EL INC [l)[ELJ ... INC [NNELHELJ ICEL = 1, ... ,NEL) 

* Deslocabilidade dos nós 

NO DUX DUY 1 CNO = 1, ... NRESJ 

* Nós com carga concentrada 

NO FCUX FCUY 1 CNO = 1, ... ,NCCJ 

* Elementos com carga distribuída 

EL FDUX FDUY 1 CEL = 1, ... , NCDJ 

* Constante do material 

FIGURA VI.1 - Modelo de arquivo de dados. 
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Explicaremos a seguir o significado de cada variável 

utilizada para a montagem do arquivo de dados. 

VARIÁVEL 

NNOA 

NNOC 

NEL 

NRES 

NROT 

NCC 

NCD 

NTIPO 

NCRIT 

NPROB 

TIPO 

INT 

INT 

INT 

INT 

INT 

INT 

INT 

INT 

INT 

INT 

DESCRIÇÃO 

Número total de pontos nodais "A". 

Número total de pontos nodais "C". 

Número total de elementos. 

Número total de nós com 

restriçé3es. 

Número total de nós com o sistema 

local não coincidente com o 

sistema global. 

de nós com carga Número total 

concentrada. 

Número total de elementos com 

carga distribuida. 

Tipo de elemento finito: 

f 
1 

2 

Isoparamétrico de 4 nós. 

Isoparamêtrico de 8 nós. 

Critério de resistência: 

{ 
1 

2 

3 

Crit. de Tresca.Cdeform.). 

Crit. de TrescaCtensâo). 

Crit. de von MisesCtensâo). 

Tipo de problema de PL: 

f 
1 - Primal. 

2 Dual. 



NGAUSS INT 

NNEL INT 

X[J, Y[J REAL 

INC [J [J INT 

DUX, DUY INT 

FCUX, FCUY REAL 

FDUX, FDUY REAL 

K REAL 
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Ordem de integração numérica de 

Gauss: 

{ 
1 - C1x1) pontos de Gauss 

2 - C2x2) pontos de Gauss 

3 C3x3) pontos de Gauss 

Número de nós por elemento 

(obtido a partir de NTIPO). 

Coordenadas cartesianas dos pontos 

nodais "A"'. 

Matriz de conectividade dos ele-

mentos. 

Deslocabilidades Cu, u) dos nós 
X y 

que apresentam deslocamentos 

prescritos: 

1 
1 - Fixo. 

2 - Livre. 

Valores das cargas concentra-

das nas direções u 
X 

e u 
y 

Valores das cargas distri-

buidas nas direções u e u 
X y 

Constante do material. 

VI.3 - ORGANIZAÇÃO GERAL DO PROGRAMA 

A organização geral do programa é f'eita em módulos e 

obedece a seguinte seqüência lógica: 

1 - INPUT1 - corresponde à entrada dos dados que f'ornece-

rãa as dimensões do problema. 



2 - ALOC1 

3 - INPUT2 

4 

5 

CONSIST 

GRLIB 

6 - ALOC2 

7 - MCGLOB 

8 - CARNOD 

9 - SUPER 

10 - SIMPLX 
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- módulo de alocação dinámica de memória. 

Caso a memória disponivel seja inferior à 

memória requerida, o programa fornecerá uma 

mensagem explicat.iva. 

- corresponde à segunda e últ.ima parle de 

ent.rada de dados do programa. 

módulo de análise de consist.éncia dos dados. 

- módulo para numeração dos graus de 

liberdade globais da estrut.ura. 

corresponde ao segundo e últ.imo módulo de 

alocação de memória de dados obt.idos em 

GRLIB. 

- corresponde à montagem da mat.riz C global. 
~ 

corresponde à mont.agem do vet.or de cargas 

nodais equivalent.es f 
a ~ 

est.e módulo consiste no lratamento da 

superficie de escoament.o, oblida em função do 

crilério de resisléncia escolhido. 

corresponde ao algorit.mo para resolução do 

pr obl ema de PL. 

11 - OUTPUT - nesse módulo são apresent.ados os 

result.ados do programa num arquivo de saida 

com exlensão ".OUT" 
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CAP1 TIJLO VII 

APLICAÇõES 

Neste capitulo analisamos alguns exemplos exlraidos de 

referências bibliográficas citadas no trabalho. Todos 

exemplos apresentam soluções analiticas que permitem uma 

comparação direta com os resultados numéricos, comprovando 

assim, a validade da formulação proposta. 

Para cada exemplo são fornecidas as caracteristicas 

geométricas, as condições de contorno, o carregamento e o 

tipo de elemento finito utilizado na discretização da 

estrutura. 

Os dois primeiros exemplos referem-se ao estado plano de 

tensão e os dois últimos ao estado plano de deformação. Em 

cada um deles, sâo apresentadas algumas formas de 

discretização, e para cada uma delas, o fator de colapso da 

estrut..ura, o erro relativo percentual entre o valor 

analitico e o valor numérico obtido e o tempo de CPU 

consumido. 

Para maior facilidade de comparação, será representado 

um sistema adimensional de grandezas. 
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VII.1 - EXEMPLO 1 " VIGA TRACIONADA " 

Este exemplo tem como objetivo calcular o rator de 

colapso C>..c) de uma viga engastada-livre submetida a uma 

carga de tração P = 1 .CFIG.VII.1) 

A carga de ruptura será dada por: 

Prut = Àc , P = A . O'e = A , 2K CVII.1) 

onde: A= b. h = 1 - área da seção transversal. 

K = 10 - rator relativo à t.ensão de escoamento do 

material. 

p = 1 carga aplicada. 

Logo: 

Prut :::: 1 . C 2 . 10 ) = 20 C VII. 2) 

De CVII.2), podemos concluir que o resultado analítico a 

ser comparado com o resultado numérico será: 

Àc = 20 CVII. 3) 

P __ ..,,x 

FIGURA VII.1 - Representação da viga t.racionada. 
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Par a analisar a viga tracionada CFIG. VII.1), foi 

utilizado o elemento isoparamétrico quadrilateral de 4 nós, 

com as seguintes malhas de elementos finitos: 

- MALHA A 

LO t ~-_____.._________. 
~ 5.0 5.0 

~ O. 5 

~ 0.5 

FIGURA VII.2 - Representação da MALHA A. 

Valor numérico - Àk = 20.055 

Erro - e = 0.28¼ 

Tempo de CPU - t = 7.41s 

- MALHA B 

t-~ ~0.5 

I.O +- ~1-----'-----------'-----' ~ 0.5 

1, 3 333 1, 3. 333 + 3. 333 ,r 

FIGURA VII.3 - Representação da MALHA B. 

Valor numérico - Àk = 20.047 

Erro - e = 0.24% 

Tempo de CPU - t = 16. 42s 
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- MALHA C 

~ O .5 

___ _,_ ___ _._ __ ____. ___ _. ~ 0.5 

2.5 2.5 2.5 2.5 

FIGURA VII.4 - Represenlação da MALHA C. 

Valor numérico - Àk = 20.044 

Erro - e = 0.22¾ 

Tempo de CPU - l = 36.04s 

- MALHA D 

FIGURA VII.5 - Representação da MALHA D. 

Valor numérico - Àk = 20.027 

Erro - e = 0.14¾ 

Tempo de CPU - l = 6.92s 
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- MALHA E 

0.5 ::ti 0.5 -t- ~-_____ __.__ _____ _. 
50 

+---------,!<------------,!'--
5.0 

~025 
~ 0.50 
~0.25 

FIGURA VII.ô - Representação da MALHA E. 

Valor numérico - Àk = 20.000 

Erro - e = 0.00¼ 

Tempo de CPU t = 2!3. 49s 

Na MALHA E, é apresentada uma discretização composta por 

4 elementos isaparamétricos, assim como na MALHA C. Diante 

dos resultados obtidos, podemos observai· que a disposição 

dos elementos influencia os resultados. 

Neste esxemplo foi utilizado a superficie baseada no 

critério de Tresca. 
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VII.2 - EXEMPLO 2 "VIGA COM MOMENTO APLICADO" 

Nest..e exemplo foi aplicado um moment..o flet..or M = Ml,m na 

ext..remidade de uma viga engaslada-livre.CFIG.VII.7) 

FIGURA VII.7 - Represent..ação da viga com momento 

aplicado na ext..remidade. 

Como sabemos de CII.1): 

Mhm Oe 2:K K CVII.4) 

Transformando o moment..o aplicado CM) em duas forças CP) 

iguais e de sent..idos opost..os CFIG.VII.8): 

Mhm = Àc . P . h Prut = Mt,m = b. h K CVII. 5) 
-h- ~ 

Fazendo: A= b. h = 1 K = 10 e P = 1, t..eremos como 

result..ado analit..ico: 

Àc = 5 CVII. 6) 

1 1 i:pp ~-+ 
FIGURA VII.8 - Represent..ação do modelo ut..ilizado. 
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Foi ut-ilizado nesle exemplo o element-o isoparamélrico 

quadrilat-eral de 4 nós e as seguinles malhas: 

- MALHA A 

/1,....-----------+-----------... --------> 1.0 
0.3 

0.2 

0.2 

0.3 

2.0 2.0 

FIGURA VII.9 - Represenlaçâo da MALHA A. 

Valor numérico À.k = 7. 031 

Erro - e = 40.62% 

Tempo de CF'U - t., = 121. 62s 

- MALHA B 

0.333 

0.333 

0.333 

k 
1.0 1.0 1.0 1.0 

1 

FIGURA VII.10 - Represenlação da MALHA B. 

{--- 1 .O 

~ 1.0 

t 
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Valor numérico - Àk = 5.557 

Erro - e = 11.14% 

Tempo de CPU - t = 635.43s 

- MALHA C 

__ 1.0 

0.5 

0.5 
~- LO 

LO 1.0 LO 1.0 

FIGURA VII.11 - Representação da MALHA C. 

Valor numérico - Àk = 5.717 

Erro - e = 14.34% 

Tempo de CPU - t = 218.82s 

- MALHA D 

~ 1.0 

0.5 

0.5 

_ 0.667 _ 0.667 0.667 0.667 t 0667 r 0.667 r 
1 1 'í 'Í · , , 

FIGURA VII.12 - Representação da MALHA D. 
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Valor numérico - Àk = 5.112 

Erro - e = 2.24¾ 

Tempo de CPU - t = 776. 27s 

Já neste exemplo, a malha que contém os elementos mais 

próximos da f'orma quadrangular, apresenta melhores 

resultados, o que ref'orça a conclusão do exemplo anterior; a 

disposição dos elementos na discretização é de grande 

imporU!.ncia. 

Pelos resultados encont-rados, conclui-se que a 

disposição dos elementos é mais importante que o número de 

elementos para a discretização da malha que mais se aproxime 

da carga de colapso. Isto pode ser verif'icado se compararmos 

o resultado da MALHA B com o resultado da MALHA C, ambas com 

12 elementos, mas a disposição mostrada em D f'ornece um 

resultado mais correto. 

Utilizou-se a superf'icie de colapso baseada no critério 

de resistência de Tresca. 



VII.3 - EXEMPLO 3 
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"ESTREITAMENTO DE UMA SEÇÃO 

SUBMETIDA Ã TRAÇÃO" 

Ref'eróància: KACHANOV [08), pág.320, ilem 66.3 

Será analisado nesle exemplo o problema de uma seção 

lransversal com um eslreilamenlo circular simélrico 

submelida a um esfoço de lração conforme iluslrado na figura 

CVII. 13). O comprimenlo do corpo ao qual esla seção 

lransversal se refere é de lal ordem que a análise se lorne 

um eslado plano de deformações. 

4a 

3a 

FIGURA VII.13 - Represenlação do eslreitamenlo de seção 

transversal. 

O resultado analitico a ser encontrado será: 

Prut = ~e . P = 5. 33 . a . K CVII. 7) 
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Fazendo-se a= K = 1, teremos o seguinte valor analitico 

para compararmos com os resultados numéricos: 

Àc = 5.33 CVII. 8) 

Como é mostrado na figura CVII.13), utilizaremos, para 

simplificação, o fato da seção transversal ser simétrica. 

- MALHA A 

--O. 25 

1.0 

1.0 

_ __, O 25 

1.0 2.0 

FIGURA VII.14 - Representação da MALHA A. 

Valor numérico 

Erro 

Tempo de CPU 

- MALHA B 

Valor numérico 

Erro 

Tempo de CPU 

Àk = 7.234 

- & = 35.72¾ 

t, = 8. 13s 

Àk = 7.000 

& = 31.33¾ 

t = 20. 93s 
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-----> 0.25 

1.0 

1.0 

,r 1.0 1.0 1.0 
\, ., 

FIGURA VII.15 - Representação da MALHA B. 

- MALHA C 

_ __.0.25 

1.0 

1.0 

-----> 0.25 

1.0 

FIGURA VII.16 - Representação da MALHA C. 

Valor numérico - Àk = 6.940 

Erro - e = 30.21% 

Tempo de CPU - t = 85.63s 
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- MALHA D 

-- 0.165 

1.0 

----; 017 

__ 0.165 

1.0 1.0 1.0 

FIGURA VII.17 - Representação da MALHA D. 

Valor numérico - Àk = 6.641 

Erro - e = 24.60% 

Tempo de CPU - t = 61.73s 

- MALHA E 

0.5 0366 0.134 

'( 1" 1' 1' 
~0165 

1.0 

__ 017 

1.0 

----; O 165 

},' 05 j' O. 75 ,f 0.75 ~' 1.0 

FIGURA VII.18 - Representação da MALHA E. 
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Valor numérico - Àk = 5.253 

Erro - & = -1.44¼ 

Tempo de CPU - l = 97.21s 

Nesle exemplo f'oi ulilizada a superf'lcie de escoamenlo 

de Tresca. 

Na MALHA E o f'alor de colapso enconlrado f'oi menor que o 

esperado em 1.44% Esla dif'erença negaliva poderia dever-se 

ao f'alo de que a geomelria ulilizada na discrelização não 

reproduz perf'eilamenle a geomelria do modelo. Todavia, os 

corolários dos leoremas limiles invalidam esla hipólese. Uma 

explicação mais válida seria que segundo o ef'eilo de 

Sail-Venanl, para a carga ser aplicada ponlualmenle, 

reproduzindo uma carga dislribulda, o comprimenlo lolal 

do modelo deveria ser maior. 
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VII.4 - EXEMPLO 4 "PUNÇÃO DE UM SEMI-ESPAÇO" 

Referência: KACHANOV [08l, pág.208, item 45. 

Definiremos o semi-espaço como uma fatia de espessura 

unitária na direção Oz CFIG.VII.19), tal que: 

-ro < x < +oo, y :$ o e -1 :$ z :$ O CVII. 9) 

A fatia é mantida sem atrito entre dois parâmetros 

indeformáveis paralelos a Oxy Cz = -1 e z = 0). E está 

submetida à ação de punção de largura B e comprimento 

unitário paralelamente à Oz, com movimentos paralelos ao 

plano Oxy. A superficie Cy = 0), não submetida à ação de 

punção é livre e as velocidades no infinito são nulas. 

í y 

X 

o 
B12, 

z 

FIGURA VII.20 - Representação do semi-espaço 
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O resultado analítico a ser encontrado será: 

Prut = À.e . P = 5. 14 . B . K CVII. 10) 

Fazendo-se B = K = P = 1, teremos o seguinte valor 

analitico como base de comparação com os valores numéricos: 

À.e = 5.14 CVII.11) 

- MALHA A 

1025 0.25 

0.5 

0.5 

0.5 
1, 

0.5 0.5 

t 
0.5 

1 

FIGURA VII.21 - Representação da MALHA A. 

Valor numérico - Àk = 5.417 

Erro - e = 5. 39¼ 

Tempo de CPU - t = 140.55s 
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- MALHA B 

r 1025 1025 
~--;-------t--~ 1 

0.5 

0.5 

0.5 

f 
0.5 0.5 05 

FIGURA VII.22 - Representação da MALHA B. 

Valor numérico - Àk = 5.417 

Erro - & = 5.39¾ 

Tempo de CPU - t = 134.57s 

- MALHA C 

Valor numérico - Xk = 5.417 

Erro - e = 5.39¾ 

Tempo de CPU - t = 744.51s 
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r l 0.25 lº25 

:»-----,-----.----,-----<I 

0.5 

0.5 

0.5 

0.5 O .5 05 0.5 

FIGURA VII.23 - Representação da MALHA C. 

Neste exemplo a solução exata do problema poderia ser 

obtida com o campo de velocidades indicado na figura 

C VII. 24). 

y 

I 
I 

/ 
/ 

L~ 

FIGURA VII.24 - Campo de velocidades para solução exata. 
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Com uma malha de element..os quadrilaterais, esta 

configuração somente seria alcançada se dispuséssemos os 

elementos de forma a delinearmos as linhas de ruptura, o que 

aumentaria o número de elementos, e consequentemente o tempo 

de CPU aumentaria de forma exponencial. Todavia, neste 

exemplo não houve uma preocupação com o refinamento da 

malha, mas sim o demonstrar que num problema 

semi-infinito, a região representada nos modelos é 

suf'icient.e, ou seja, se a aument.armos ainda mais,, os 

result..ados não se alterarão. 

A precisão dos resultados pode ter sido afetada pelo 

efeito de Saint-Venant, uma vez que também foi utilizada a 

substituição de carga distribuida por cargas pontuais. 

Neste exemplo foi ut..ilizada a superfic.ie de escoamento 

de Tresca 
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CAPITULO VIII 

CONCLUSõES E SUGESTõES 

A formulação proposta. ou seja, determinação da carga de 

colapso de estruturas planas como um problema de programação 

linear~ foi testada (através dos exemplos mostrados no 

CAP!TULO VII) para ambos os casos; tanto para o estado plano 

de tensões quanto de deformações, mostrando-se válida quando 

comparada com os resultados analiticos. 

As superficies poliédricas de escoamento adotadas no 

trabalho forneceram resultados aceitáveis, mas o algoritimo 

de PL implementado, apesar de t.er conduzido a resultados 

sat.isfat.órios, apresenta a desvant.agem do t.empo de execução. 

Ele aumenta exponencialmente com o "'dimensão" do problema. 

Para uma melhor aplicação desta formulação em solos 

poderiamas sugerir a incorporação da superficie de 

Drucher-Prager que se trat.a de uma extensão da superficie de 

von Mises para mat.eriais nos quais não se pode desprezar a 

influência da pressão hidrostática no colapso; t.ais como o 

solo e o concreto. 

Esta mesma formulação poderia se extender ao problema do 

concret.o submetido à um estado plano, seja para o concret.o 

massa (barragens), seja para o concreto armado 

(viga-parede). 

Uma outra sugestão, seria estudar uma formulação baseada 

na pl ast.i cidade não-assoei ada, proposta por TAMURA [19), 

para materiais com ângulo de atrito interno relativamente 

alto. 

Uma quarta sugestão, seria um trabalho com uma formulação 
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para uma análise limite em corpos rigído-plásticos que 

possuíssem decontinuidades. Segundo TAMURA [ 20), seria 

adotado o critério de Drucker-Prager para descrever o 

escoamento do material, e a lei de Mohr-Coulomb para a 

modelação das i nterf'aces dos campos de velocidades 

desconti nuos. 
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APÊNDICE A 

DEMONSTRAÇÃO DOS TEOREMAS FUNDAMENTAIS 

A.1 - INTRODUÇÃO 

Os Teoremas Fundamentais ou Principies Extremos são 

essenciais para uma rigorosa justificativa da consistência 

das equacêles básicas da análise limite. Eles podem nos 

conduzir à eficientes caminhos para o cálculo direto da 

carga limite através de sucessivas estimativas inferiores ou 

superiores. 

Nas relaçêles da Teoria da Plasticidade de Saint-

Venant/von Mises, as componentes de deformação elástica são 

desprezadas e o incremento de deformação plástica é dado em 

função das tensêles desviatóricas CAPÊNDIBE B), ou seja: 

s .. 
= SJ CA. 1) 

2Te 

onde: çlj - são as componentes de velocidade de deformação. 

s .. são as 
SJ 

componentes do tensor desviatórico. 

í 'j são os indices da notação matricial que corres-

pendem a x, y ou z. 

H - intensidade de velocidade de deformação 

cisalhanle, ou ainda: 

CA. 2) 

Te - lensão de escoamenlo ao cisalhamenlo. 

Logo, somente pequenas deformaçêles de um corpo 

rigido-plástico são estudadas quando as mudanças na 
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configuração do corpo puderem ser desprezadas. 

A.8 - EQUAÇÃO BÁSICA DE ENERGIA 

Consideremos um corpo de volume V limitado por uma 

superfície S = s + 
F 

S. CFIG.A.1) 
V 

Sobre a parte s 
F 

da superficie são prescritas forças 

F cujas componentes ao longo dos- eixos x. C \ = 1 , 8, 3) são 
n ' 

denominadas X 
m 

Sobre a parte 

componentes v .. 
°' 

s é 
V 

prescrita a velocidade v com 
o 

Para efeito de simplificação, supomos que não há forças 

de volume. 

1 
1 
1 
\ 

n 

FIGURA A.1 - Corpo rígido-plástico de volume V 

Seja a. . um campo de 
•J 

tensões que satisfaça 

diferencial de equilibrio no interior do corpo: 

a ª·· 'l = o 
a X 

\ 

a equação 

CA. 3) 
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e que está em equilibrio com as forças prescritas X na 
m 

superficie S de acordo com as fórmulas de Cauchy. 
F 

onde: 

o .. n. = X 
I..J J ni.. 

em S 
F 

n. são os cossenos diretores da normal n 
J 

Por outro lado, introduzimos um certo 

CA. 4) 

campo de 

velocidade continuo v. que satisfaz as condi çi:5es prescritas 
' 

sobre S 
V 

em S CA. 5) 
V 

Ao campo de velocidade corresponde as componentes de 

velocidade de deformação, ou seja: 

e,, i = 
1 

2 { Ô V. __ , 
Ô X. 

J 

+ ~ } 
Ô X. 

' 
CA. 6) 

O campo de tensões o. . e o campo de velocidades v. são 
'l e 

arbitrários e não estão relacionados. 

Para qualquer 

fundamental é válida: 

O' . . 
tJ 

dV 

meio continuo 

= X 
r,i, 

a 

dS 

onde: V representa o volume do corpo. 

S - representa a supericie do corpo. 

seguinte equação 

CA. 7) 

A equação CA.7) nada mais é do que uma generalização do 
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"Principio dos Deslocamentos Virtuais". 

Esta equação deve ser generalizada primeiramente para o 

caso de um corpo tendo re8iÕes r(8idas e, em segundo lugar, 

para o caso de campos de tensões e desiocamentos 

desconti nuos. 

A primeira generalização é óbvia. Realmente, se um corpo 

contém uma região deformável C Vd) e uma região rigida CVr) 

separadas por uma superficie E, sobre a qual as velocidades 

e tensões são continuas, então para cada região nós temos de 

acordo com CA.7): 

J a e. dVd = J X V dSd + J X V dE CA. 8) \, j 
' J nc ' nc ' 

o = f X V dS f X V dE CA. 9) 
nc ' r n, ' 

Somando as duas regiões nós recuperamos a equação CA.7) 

Sendo assim, a equação básica pode ser escrita para o 

corpo todo, incluindo regiões r1gidas. 

A. 2.1 - GENERALIZAÇÃO DAS EQUAÇe'.SES BÃSICAS DE ENERGIA PARA 

CAMPOS DESCONTINUOS 

Os resultados precedentes são baseados na hipótese de 

continuidade do campo de tensão e velocidade. Entretanto, 

exemplos simples most.ram que no estado limite são 

encontradas freqüentemente descontinuidades de tensão. 

O modelo de corpo rígido-plástico envolve também, 

necessariamente, descontinuidade de velocidades. 
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- DESCONTINUIDADES DE TENSÃO 

Consideremos inicialmente o caso de descontinuidade de 

tensão em determinadas superficies Sk C k = 1,2,3, ... ). As 

superficies Sk dividem o corpo em um número finito de 

part.es, em cada uma das quais as tensões variam 

continuamente e para as quais as equações acima são válidas; 

as integrais de superficies correspondentes se extendem 

sobre as superficies de cada uma das partes separadas. 

+ Suponhamos que a força de superficie X age sobre um n, 

lado de S e X sobre o outro lado de S . 
k ni k 

A condição de equilibrio de um elemento de qualquer das 

superficies é de tal forma que: 

X + + X = o e , = 1, 2, 3 ) CA. 10) 

Consequentemente, quando as equações escritas para cada 

part.e do corpo são somadas, todas as integrais sobre as 

superficies de descontinuidade Sk se cancelam, ou seja, a 

forma da equação básica de eneraia não é afetada peia 

presença de descontinuidade de tensão. 

- DESCONTINUIDADE DE VELOCIDADE 

Vejamos agora, a descontinuidade no campo de velocidade. 

Em primeiro lugar , deve-se observar que só é possi vel 

ter descontinuidade na componente de velocidade que se situa 

no plano tangente à superficie Sl C l = 1 ,2,3, .. ) , ou 

seja, na componente tangencial de velocidade, pois caso 

contrário o corpo desenvolve fissuras. 
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Suporemos enlão, que a componenle normal de velocidade é 

conlí nua sobre St. 

Vamos colocar um sislema de coordenadas local Cx, y e z) 

num delerminado ponlo da superfície de desconlinuidade St de 

modo que o eixo z esleja dirigido ao longo da normal à 

superfície CFIG.A.2). 

+ velocidade são v e v 
l l 

As componenles langenciais de 

respeclivamenle nos lados posilivo 

e negalivo da superfície St. O velor da velocidade relaliva 

será V ( V 
r r 

desse velor. 

= V 
l 

+ 
V 

l 
) ex será o eixo dirigido ao longo 

z 

FIGURA A.2 - Componenles de Velocidade. 

A superfície de desconlinuidade deve ser considerada 

como a posição limile de uma camada delgada com uma mudança 

conlínua, mas brusca, da velocidade ao longo da espessura da 

camada. CFIG.A.3-a) 

A mudança brusca ocorre somenle na correspondenle V , 
X 

enquanlo que v e v são pralicamenle conslanles ao longo da 
y z 

espessura. ~ claro que a componenle de velocidade de 

deformação cisalhanle l;xz é consideravelmenle maior do que 

as oulras componenles de velocidade de deformação. Quando a 

espessura da camada tende a zero, ex
2 

➔ oo, enquanto que as 
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outras componentes permanecem limitadas. 

Denominaremos T a componente tangencial de tensão na 

superficie St na direção x. 

z 

(a) ( b) 

FIGURA A.3 - Superficie de descontinuidade de velocidade. 

As superficies de descontinuidade St dividem o corpo em 

regiões V , V , 
1 Z 

em cada uma das quais as tensões e 

velocidades possuem as propriedades de continuidade. Sendo 

assim, a equação básica vale para cada uma dessas regiões. 

Esta equação inclui o potencial das forças de superfície. 

Quando as equações escritas para cada parte do corpo são 

agrupadas, sempre haverá duas integrais sobre cada 

superfície de descontinuidade, sobre o lado positivo e 

negativo da superfície. CFIG.A.3-b) 

Consideremos um elemento de superficie dSL Suponhamos 

que a região Vk se situa no lado negativo de dSL e a região 

V no lado positivo. O potencial das tensões para a região 
k+i 

e o v + T v + T v ) dSL 
n n y y 

CA. 11) 



Para a região V será: 
k+:l 
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- e o v + r v + r v+ ) dS, 
n n y y l-

Consequentemente, a soma dos potenciais vale: 

- T [ v l dSl 

onde:[ v l representa o salto na velocidade v+ 

CA. 12) 

CA.13) 

V = 1 V 1· r 

A equação básica de energia deve então, incluir o 

potencial das rorças nas superricies de descontinuidade, ou 

seja: 

J X v. dS 
n' ' 

= /;, i dV + dS 
p 

C A. 14) 

onde a integração se ext.ende por todas as superricies de 

descontinuidades S C S = S + S + ... ). 
p p 1 2 

O lado esquerdo da equação CA.14) é denominado potencial 

das forças de superfície e o lado direio é chamado 

dissipação. 

A.3 - PROPRIEDADES DE MfNIMO DO CAMPO DE VELOCIDADE REAL 

Vamos aplicar a equação CA. 14) 

rigido-plástico. Suponhamos que o .. 
'l 

para 

e V. 
e 

um corpo 

sejam a 

solução real do problema. As tensBes e velocidades de 

derormação estão relacionadas pela equação de 

Saint-Venant./von Mises CA. 1) e satirazem as condiçBes de 
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equilibrio e continuidade. A equação CA.14) é obviamente 

válida para este estado. 

Paralelamente ao estado real, vamos considerar um outro, 

nomeadamente, um campo de veiocidades e inemat ícamente 

admissível V , 
i, 

que satisfaz a condição de 

incompressibilidade e as condições de contorno prescritas 

sobre S 
V 

À V' 
i, 

vai 

* 

corresponder /;'. '. ao qual 
'J 

corresponderá * s .. 
tJ 

o 

tensor s. . não deverá satisfazer necessar i ament.e a equação 
tJ 

de equi libr io. Ao tensor 

* 

* s .. 
t J 

vai corresponder ainda, as 

forças de superficie X que podem ser obtidas com o uso da 
n, 

expressão de Cauchy, e independem da pressão hidrostática. 

Finalmente, vamos supor que o campo cinematicamente possivel 

v' é descontinuo sobre as superfícies Si' C l = 1,2, ... ). 
i, 

Vamos agora, comparar o campo real de velocidade v. com 
' 

o campo de velocidade cinematicamente possi vel v.' 
' 

Para este último, a equação CA.14) é mantida e pode ser 

escrita como: 

/;';, j dV J X n, v' 
i, 

dS + v' 

onde [ v' J representa o salto V , 
+ 

v' 

/V SJPERFICIE DE 

J dS ' 
p 

em S 
p 

FWÊNCIA 

FIGURA A. 4 - Representação dos vetores '\; e /;' ,f 

= O CA.15) 



Os vet.ores º·· •J 
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e são paralelos 

Saint- Venant/von Mises CA.1). CFIG.A.4) 

devido à relação 

A expressão º·. e .. que é um produto escalar de 
\.J l,J 

vetores paralelos, é igual ao produto dos seus módulos. 

º· . e .. \. J 1, J 
= T. H = Te. H CA. 16) 

A expressão oij ( i j é o produto escalar de vetores 

geralmente não paralelos, logo: 

º·. 
' J 

= 

A igualdae 

escalar. Neste 

* 

s .. 
' J 

só vale para 

* caso, s. = 
'j 

T. H' C A. 1 7) 

e ' = c e onde c é um 
' j •J 

s .. ou seja, o estado de 
tJ 

tensões o .. correspondente ao campo cinematicamente possivel 
'J 

di f'ere do estado de 

hidrostática. 

tensões real º·· tJ 
da pressão 

Com o uso da equação CA.17) e a condição de f'luência de 

von Mises, chega-se à: 

Te J H' dV I X V., dS + Te J [ v' J dS 2': o CA.18) 
ni ' F p 

To J H' dV J X v' dS + Te J [ v' J dS 2': 
ni i F p 

2': I X voi. dS CA. 19) 
m V 

Nesta equação T é desconhecido, mas como T 1 .:S Te, a 

substituição de T por Te em CA.19) só ref'orça a 

desigualdade. Para o campo de velocidade real vale uma 

expressão similar à C A. 15), que é igual a zero, 
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consequentemente; 

X V dS + '" J [ vl dS ' :s 
ni ' F p 

:S '" J H' dV J X v' dS + ,e J [ v' J dS 
m ' F p 

CA. 20) 

A igualdade só se dá quando o campo virtual v' se 
i 

iguala ao campo real V_ 

' 
A expressão do lado direi to da 

inequação é chamada comumente de potenciai totai. 

Sendo assim, o potenciai totai é wn mínimo absoivto para 

o campo de veiocidades reai. 

A.4 - PROPRIEDADES DE MÁXIMO DO CAMPO DE TENSõES REAIS 

Seja o_ 
éJ 

e v_ 

' 
a solução real de um problema. Como 

anteriormente, as tensBes e velocidades de deformação estão 

relacionadas pela equação de Saint-Venant/von Mises e 

satisfazem as condiçBes de equilibrio e continuidade. 

Nós agora introduzimos um conceito de campo de tensões 

limites estat i.camen.te adm.issivei o.,_ 
'J 

Tal campo de tensBes 

será qualquer campo C1 ' 
;_ j 

que satisfaça as equaçBes 

diferenciais de equilibrio no interior do corpo: 

ô º-
, 

,j 
= o CA. 21) 

iJ X 
i 

e as condi çBes de contorno prescritas sobre a part.e S da 
F 

superf'icie. 



a' n_ = X 
i. j J ni. 
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sobre S 
F 

CA. 22) 

e que também não exceda a tensão de escoamento: 

T' = ( 1 
2 

s , s , 
i. j i.. j Te 

O campo de tensões o.'. pode ser descontinuo. 
SJ 

CA. 23) 

Para o campo real de tensões vale a equaçõo CA.14), onde 

v. é o campo real de velocidade. 
' 

Por outro lado, como o , 
i. j 

é um estado de tensões em 

equilíbrio, vale: 

dS = J o , 
,j 1; ,j dV + J T' [ v] dS 

p 
CA. 24) 

onde: X , 
TH 

= X sobre S e as forças sobre s são 
m F V 

determinadas pela fórmula de Cauchy. 

T' é a componente tangencial do estado de .tensões 

admissivel o.' na direção x da superfície de descon­
'J 

tinuidade S 
p 

Subtraindo a equação CA.14) da equação CA.24) nós 

chegamos a: 

Jc º· '. º· . ) 1; . dV = Jc X 
, - X ) 

VOi, dS + 
'J 

,, ,, n, m V 

+ JcTe - T') [ vJ dS CA. 25) 
p 

O vetor 1; .. é normal à superficie de fluência E e o ,, 
vetor o .. é paralelo ao vetor 1; .. e alcança a superfície de 

,, 'J 

fluência como representado na CFIG.A.5). 
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O vetor que representa 

interior de E e o vetor C 

se situa geralmente no 

o __ ) está representado 
'l 

pela linha tracejada na figura CA.5). Devido à convexidade 

da superfi cie de escoamento E , os vetores l; ·i· e C o_'. - o __ ) 
... \. J l.J 

fazem um angulo obtuso, logo, o produto escalar deles é 

negativo. 

FIGURA A. 5 - Relaçâ'.o entre os vetores o __ 
'l 

Co'-o )t;__ S O 
i. j i.j 1,J 

CA. 26) 

A igualdade na equaçâ'.o C A. 26) só acontece quando os 

vet.ores CI ' 
i.. j 

e CI_ ,, diferem apenas de uma pressâ'.o 

hidrostática, já que a última nâ'.o afeta a condiçâ'.o de 

escoamento, e lembrando que o,j t:,j = sq t:,j 

Considerando a equaçâ'.o CA.26), o lado direito da equaçâ'.o 

CA.25) é negativo, assim: 

JX_v_dS 
n\. Ot. V I X'. v dS 

n\. O\. V 
+ J ( Te - T') [ V) dS CA. 27) 

p 

A "'quantidade" de descontinuidade [vl é desconhecida mas 

como Te ~ T' e Te [vl > O, o segundo lermo do lado direito 

de inequaçâ'.o CA.27) é nâ'.o-negativo. Reforçando a inequaçâ'.o, 



podemos escrever: 

J X v . 
n1, Ot. 
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dS 2'.: fx•v. V n~ o~ 
' 

dS 
V 

sendo os termos X' obtidos de 
n, 

o' 
i.. j 

por Cauchy. 

A equação CA.28) nos permite enunciar que: 

CA. 28) 

" O potencial das f'orças de superf'icie reais sobre as 

velocidades é maior que o potencial desenvolvido por 

quaisquer outras f'orças de superf'icie correspondente a um 

campo de tensi:5es estaticamente admissi vel ". 

Das inequaçi:5es CA.19) e CA.28) segue uma estimativa dos 

limites superior e inf'erior para o potencial das forças de 

superfície reais nas velocidades prescritas 

Te J H' dV J X V., dS + Te J [ v' J dS 2'.: 
m 1, F p 

2'.: J X V dS 2'.: J X • V dS CA. 29) 
ni. o, V ni. o, V 

Para calcular o lado esquerdo de CA. 29) é necessário 

tomar um campo de velocidades cinematicamente admissível e 

para o lado direito, um campo estaticamente admissivel. 

A.5 - TEOREMAS DOS FATORES DE CARGA LIMITE 

Consideremos que as forças de superfície aumentem 

proporcionalmente a um parâmetro À> O 

obter os limites da carga de colapso. 

Neste caso, é f'ácil 

X 
m 

sobre S 
F 

CA. 30) 
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o 
onde X é uma cerla distribuição fixa de forças sobre S. 

F TH 

Além disso, nós supomos que as velocidades sobre a parle 

S da superficie são nulas. 
V 

V 
oi 

= O (suportes fixos) CA. 31) 

O colapso do corpo é atingido para um cerlo valor do 

parâmetro À= À (fator de carga de colapso). 
e 

A.5.1 - O LIMITE SUPERIOR DA CARGA LIMITE 

Escrevendo a equação CA. 18) para as condições acima 

defini das, vem: 

v' 
i 

dS 
F Te J H' dV + TeJ [v'l dS P CA. 32) 

logo, 

I H' dV + J [ v' J dS • 
p 

Àc = Te - Àk CA. 33) 

I X 
o . dS V. n, e F 

A igualdade em CA.33) só é possivel quando V' _ V. 
i ' 

e 

sendo Àk denominado fator cinemático, logo: 

À CA. 34) 
e 

Da equação C A. 33) conclui-se que é oblido 

igualando-se o pot,encial das cargas nas velocidades 



113 

cinematicamente adnússiveis ao potencial de derormação. 

A.5.2 - O LIMITE INFERIOR DA CARGA LIMITE 

Consideremos um estado limit..e de t..enscles estat..icamente 

adnússivel a.'. que satisraça de alguma rorma as condiçcles de 
'1 

cont..orno em S 
F 

X '. = À n, s 

o 
X 

ni, 
sobre S 

F 

Aplicando a equação CA.25) chega-se a: 

Jc O', •. ) I; i,j dV (À -À ) J X 
o 

dS - Ct .. = V 
'J 'l s e 1,i, i, F 

+ fere - r') ( vJ dS 
p 

CA. 35) 

+ 

CA. 36) 

De acordo com CA. 26) o lado esquerdo de CA. 36) é em 

geral negat..ivo, logo: 

fere - r') 
À À ~ 

J 
e s 

X 
o 

V. 
ni, ' 

A igualdade só vale se º·· e 
'J 

pressão uniforme Chi drostáti ca). 

[ vl dS 
p 

CA. 37) 
dS 

F 

o ' diferirem de uma 
i. j 

Como o numerador é 

não-negat..ivo e o denonúnador é positivo, 

À :5 À CA. 38) 
s e 



Para que haja 
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AP€NDICE B 

PLANO DESVIATóRICO 

rna.i or clareza na visão do plano 

desviatórico, o deriniremos utilizando sua interpretação 

geométrica. 

Esta.bel eceremos um espaço das tensc5es pr i nci pais O' ' l 
O' 

2 

e o . Neste espaço, o estado de tensc5es num ponto qualquer 
a 

pode ser representado por um vetor OP, 

componentes O' , 
l 

o e o . CFIG. B. 1) 
Z 3 

FIGURA B.1 - Representação do 

principais 

espaço 

Seja um plano D CFIG.B.1) derinido por: 

o +o +a =O 
l Z 3 

que tem como 

das tensc5es 

CB. 1) 

Este plano passará pela origem e terá inclinaçc5es iguais 

em relação aos três eixos. 
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O vetor unitário normal a este plano, será: 

n i + i 
1 2 ~ ~ 

+ i ) 
a ~ 

CB. 2) 

onde: i 
1 

i e i são os vetores unitários ao longo dos 
2 a ~ ~ ~ 

eixos a a e o . 
1 z a 

A linha definida por: 

a 
1 

= O' = O' 
2 a 

CB. 3) 

passará pela origem e será perpendicular a este plano. Os 

pontos desta linha, chamada eixo hidrostático, correspondem 

aos estados de tensão hidrostáticos. 

Seja um vetor OP dado por: 

OP = a i 
1 1 ~ ~ 

+ C1 i 
Z 2 ~ 

+ O' i 
" a ~ 

CB. 4) 

A projeção de OP na normal n será proporcional ao tensor 

hidrostático. 

e OP, n J = 

Introduzindo agora, um vetor 00 representado por: 

00 = s i 
1 1 ~ ~ 

+ s i 
2 Z ~ 

+ s i 
" " ~ 

CB. 5) 

CB. 6) 
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Este vetor é chamado tensor desviatórico, de tal rorma 

que: 

OP = 0Q + n CB. 7) 

e 

cos COP n ) = o CB. B) 

Logo, o vetor OQ está sobre o plano representado em 
~ 

CFIG.B.1), que é chamado plano desviatórico. 

O comprimento do vetor OQ será proporcional à 

~ 
intensidade de tensão cisalhante C T ). 

OQ = T CB. 9) 
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