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Este trabalho apresenta uma metodeologia para a
determinagdo da carga de colapso em problemas de estado
planoc, baseada nos Teoremas Limites da Flasticidade.

Para transformar © problema de analise limite num
problema de programagio linear, foi necessaria uma
discretizagdo das variaveis em elementos finitos
isoparaméiricos e a linearizagio seccional das superficies
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computacional desenvolvido para testar a formul agio.
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This wor k presents a methodol ogy for the
determination of the collapse load in plane strain and plane
stress problems, based on the Plasticity Limit Theorems.

For transforming the limit analysis problem into a
linear programming preblem, the discretization of tLhe
variables into isoparametric finite elements and the
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CAPITULG I

INTRODUCAD

O dimensionamento de uma estrutura tem por objetivo
garantir sua seguranga ao celapso, atravées de um fator de
seguranga, sem sacrificio de sua funciconalidade para as
cargas em servigo.

Oz primeiros métodos a serem utilizados para este fim

foram os basesados na " analise elastica que sd levam em
conta o comportamento elistico dos materiais estruturais.
Estez m&todos, no entante, n3o fornecem wuma indicagfo
precisa do fator de seguranga i ruptura, uma vez gque nesta
condigdo, o©s materials podem comportar-se plasticamente,
violando a hipdlese de comportamentc elastico.

Esta falta de precis3o no ceeficiente de seguranga A
ruptura, bem COmo 2 necessidade de se construir
econdmicamente estruturas cada Ve mais complexas,

conduziram A busca de novos métodos.

Uma alternativa., guando os efeitos de n3do-linearidade

geométrica s3o despreziveis, € a analise elasto-plastica
que leva em conta tanto a fase elastica quanto plastica dao
material. Contudo, a descrig3oc das propriedades do material
nao-linear em termos matemadticos acarreta um enorme esforgo

computacional.

Uma segunda alternativa, surgida na década de 40, & a

andlise plastica gque desenvelve os métodos de
dimensionamento das estruturas baseados no comportamento
plastico dos materiais. Estes métodos consistem em definir
uma carga de trabalhe (P) e majora-la por um coeficisnte

Chmaj? para se cobter a carga de ruptura (Prut).
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Neste trabkalho estudaremos o case de estruturas
submet idas & um estado planc de tensBes ou de deformagles
verificadas através da analise plastica ou analise limite.
Ele faz parte da linha de pesquisa em anilise limite de
estruturas com programag3o linear elaborada pela COPPEAUFRJ]
e PUC/RJ., Pertencem a esta mesma linha de pesquisa o©08%
seguintes trabalhos:

Andlise Limite de Lajes wvia Programag3c Linear atraveés

do Método dos elementos Finitos de Luis Fernandoc Nunes
Mello, onde s8o0 utilizados elementos triangulares rigidos
conectados por charneiras plasticas na discretizag¢3o das
lajes, @ o algoritmo de Livesley na resclugfo do problema de
programagio linear.C(COPPE-/UFRI-19872

" Anilise Limite de Lajes de Concreto Armade Y de Ivan
Fabio Mota de Menezes, onde as lajes sHo discretizadas
através de elementos de placa espessa (iscoparamétricos
quadrilaterais) e elementos de placa delgada (DKT e DKOQ»; e
na resolugio do preoblema de programag3o linear, utilizou—se
¢ algoritmo Simplex e a superficie de Johansen para as
restri¢f@es. CPUCA/RI-19902

* Anaélise Limite de Cascas de RevolugZo " de S5Silvia
Almeida, ande utiliza-se tambeém el ementos finitos
isoparamétricos, entretanto, o problema de PL € resolvido
atraveées do algoritmo Simplex com as superficies de Tresca
Cagod) = Massonet Cconcretod como restrig@es. (PUCARI- em

desenval vi mentol.
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Este trabalho foli dividido em oite capitulos e dois

apéndices da seguinte forma:

- CAPITULO II - Descreve os fundamentos da anilise
limite especificande as superficies utilizadas no estudo do

estado plano.

- CAPITULO III ~ Trata oS concelitos basicos e
tecoremas fundamentais da programegdo linear. Ao final, €

feita uma descrigio sucinta do Método Simplex.

- CAPITULO IV - Apresenta a formulag3c matemitica do
problema expressando—-o, a partir dos tecoremas limites da

plasticidade, na forma de programagdo linear.

- CAPITULO Vv - Apresenta a especificagio da
formulagloe proposta para o preoblema de estado plano,
descrevendo os tipos de elementos finitos implementados e a

superficie de escoamento utilizada.

- CAPITULO VI - Faz uma descri¢do sucinta scbre a
implementagio computacional construida a partir dos

conceltos estudados neste trabalho.

- CAPITULGC VII - Mostra alguns exemplos de aplicagBes,

para o estado planco de tensSies e de deformagdes.

- CAPITULO VIII - Tece algumas concl us@es e
criticas sobre os resultados encontrados e sugere alguns

caminhos para novas pesgquisas.



CAPITULO IX

FUNDAMENTOS DA AMNALISE LIMITE

II.1 - INTRODUGZAO

O critério de dimensionamento das estruturas pode ser
governade por alguns tipos de ceolapso, tais como, a fadiga,
a flambagem, etc; em alguns casaes, a magnitude da deflexdo
Cmesmo antes de haver grandes deflex@es plésticasi é em si
mesma wm critério. O colapseo plastico &, entretante, a
condi gao governante em tantas estruturas gue o
desenvol vimento de métodos eficientes para a estimativa da
carga de colapso plastico, ou para o dimensicnamento direto
de uma estrutura baseado nesta forma de colapso, tem sido
nos Ultimos anos de intense interesse pratico para
engenheiros.

Os métodos da analise limite fornecem estimativas de uma
carga critica chamada carga de colapso pldstice. Esta carga
& agquela na gqual o aumento da deflex8o se torna muite alto
devido & plastificagBo. Na idealizagdo utilizada para a
analise limite, a carga se torna constante. enquanto as
deflex@es assumem magnitudes crescentes. Este comportamento
& causado pelo desenvolvimento de fluxos plasticos na
estrutura em tal extensio gque o material elastico restante
n¥o & suficiente para a sustentagdo da carga. Quando isto
ccorre, di-se lugar a um colapsoe real, ou seja, esta
estrutura n3o pode mais atender a sua fungio.

A carga de colapso plastice pode ser usada como uma base
mais realista no dimensionamento de estruturas; um

dimensicnamento estrutural eficiente sera proporcionade de



tal forma gue a carga de trabalho teri gque ser acrescida de
um fator especifico Cecoeficiente de segurancal para
ocorrer o colapso, engquantc na anédlise elé&stica, um
coeficiente de seguranga de minoragdo &€ aplicadoc na tensdo
de escoamento oe para se obter uma tens3o admissivel oadm.
Esta tens3do admissivel nic deverd ser ultrapassada pelas

tensfes calculadas para as cargas atuantes.

Prat = Xmaj . P
ANALISE PLASTICA
Prut -+ resisténcia do material

esocu dimensdes da pega
Canidlise plastical

codm = ©e ~ Amin
ANALISE ELASTICA

¢ (Candlise elastical) = oaodm

Mencionaremos alguns conceitos importantes da anilise
limite de vigas para uma boa compreens3oc da analise limite

como um todo.

- MOMENTO LIMITE € Mtimd

Seja uma distribuigio de tens@es numa secfo transversal
de material elasto-plaéstico submetida a agio de momento
fletor crescente, como mostrado na figura (II.12

Quande ¢ atinge ce (FIG.II.1-hD), diz-se que © momento
fletor atuante € Me. Quando toda a altura da seg¢3co esta
submetida a tensfoc de escoamento oe(FIG.11.1-2), diz-se gue

o momento atuante € o momento limite Miim.



Logo, podemos dizer gque, Mim € o maior momento que a

segio pode resistir,

6§ <Ge 6§ = Ge 6 = Ge 6 =Ge 0 =(e

(a) (b} (¢} {d) (e)

- -

FIGUREA II.1 - Tens®es de flex3o numa segio simétrica sob

a agdo de momento fletor crescente.

Para uma segdo retangular, por exemplo, teremos:

Me = b . h e Miim = b . h ce CII.1D

cnde: b & a largura @ h ¢ a altura da segfo transversal.

- ROTULA PLASTICA

Seja uma viga bi-apeciada, sujeita a agdo de uma carga P
no meioc do v3o, come mostrado na figura (II1.20

Q diagrama de momentos fletores tem a farma
triangular, onde Mmax = P L4 . Se a momento maximo
atinge Miim, os diagramas de momento e curvatura s3a oS
representados na figura CII.2a3 & a curvatura =]
indeterminada no meio de v3c, onde ccorre um fluxo plastico
ilimitado.

Neste instante n3o poderid haver nenhum aumento no



momento maximoe e a carga na viga estaria em seu valor maximo.
A viga falha por rotagfies excessivas gque ocorrem na segio
transversal mé&dia, enquanto que as duas partes que a comp@iem
permanecem relativamente rigidas, ligadas por uma
articulacgio ou rétula & momento limite (rotula pldsticad
que permite as duas barras girarem, uma em relagdoc a outra,

sob a agdio de um momento CMlim2 constante.

P

MOMENTOS

"{,indeferminado

CURVATURAS

FIGURA IT1.2 - Viga bi-apoiada na ruptura.

- MECANISMO

Quando certas partes de uma estrutura alcancam o momento
limite CFIG.I1.1—-eD, os momentos se redistribuem, =
outras segles come¢am a Lter uma maior participagio relativa
no equilibrio das cargas. QO mecanismo configura-se quando a
estrutura se torna hipostatica.

Una analise de acordo com os métodos plasticos deve



satisfazer Lrés condiglfes:

CONDIGAO DE MECANISMO - A carga Ultima ¢ alcangada dquando o

CONDIGAO DE EQUILIBRIO

mecanismoe se forma.

Os

esforgos

internos estio

em

equilibrio com as cargas externas.

CONDIGAQO DE RESISTENCIA - Os momentos n3o

poder 3o

valores malores gue Miim.

atingir

A comparagfo entre as condi¢les a serem satisfeitas nas

andlises & demonstirada na

tabela CII.1D,

ANALISE PLASTICA ANALISE ELASTICA
4 )/ Mecanismo Continuidade 1 2
(pbidi) E auilibri ()
Momento Momento
Pla'stico Elastico I[ﬂ]]l EBI
menor que Mlim menor que Me

TABELA 1I.1 -

Teoricamente,

continuidade de rotagio,

analise

el astica,

Comparagfc entre as condig¢gdies necessarias

para uma analise plastica ou elastica.

BEEDLE [03]

as rétul as

enguanto

que

plasticas

interrompem

na analise plastica,

I

a

gque & uma condigio necessaria numa

=]



objetive & que elas se formem em nUmerc suficiente para
permitir gque a estrutura ( ou parte dela) se deforme como um
mgcanismo. E importante ressaltar que na andlise limite, se
a estrutura se tornar um mecanismo, a anilise comegara deste
ponto, © que simplifica consideravelmente , ja gue n3o &
importante saber como os momentos se redistribuem, mas

somente reconhecer que isto ocorreu.

IT.2 - TEOREMAS FUNDAMENTAIS DA ANALISE LIMITE

Usualmente, nas solugdes oferecidas pela andlise limite,
nIc € possivel satisfazer as trés condi¢Bes necessarias
(mecanismo, equilibrioco e resisténcia) simultineamente. A
solugdo pode ser baseada no estabelecimento de um mecanismo

ou no estabelecimento de um campo de tensdes.

Ge

A

FIGURA I1.3 - Material rigido-plastico perfeito.

Para a analise limite, consideramos as estruturas
sujeitas a um sistema de cargas que aumentem
guasi-estaticamente Co processo de carregamento &

suficientemente lento de tal forma que os efeitos dinimicos
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sejam desprezadosl. Consideramos ainda, gque o material seja
rigido-plastico perfeito CFIG.II.32, ou seja, nFo ha
deformagSes quando as tensSes estdo abaixo do limite de
escoamento Coed.

Partindo—se de um determinado nivel de carga, ele sera
aumentado proporcionalmente. Denominaremeos A a intensidade
de carga no estado limite ou fator de carga.

O estade limite para um fluxo plastico sera entZo
caracterizado por dois fatos:

a2 As tensfes est3o em equilibrioc interno, em
equilibrio com as cargas aplicadas, e todas as
regidies obedecem a condi¢3c de resisténcia. Um campo de
tensfies deste Lipo € chamado estaiicamente admissivel.

b> © mecanismo de escoamento satisfaz as condigles
cinematicas de contorno do corpo e as condigBes de
compatibilidade cinematica. Un mecanismo deste tipo &
chamado cinematicamente admissivel.

Para um dado carregamento, existe uma infinidade de
campos de tenstes estaticamente admissiveis. Cada um desses
campos corresponde a uma certa intensidade do carregamento,
gue seri chamada As { fator de magnitude estaticod.

Similarmente, para um dade mecanismo admissivel, uma
intensidade de carregamento Ak ( fator de magnitude
cinematico) pode ser definida de tal forma gue o potencial
das cargas nesta intensidade se iguala aoc potencial de
dissipa¢do no mecanismo de escoamento.

Estabelecem—-se ent3o, o iteoremas fundamentais da
anilise limite, introduzidos por GVOZDEV (0Z]1, HILL [067 e
PRAGER [0O7]1, também conhecidos como "Principios Extremos

para Corpos Rigide-FPlasticos™.
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i1.2.1 - TEOREMA BO LIMITE SUPERIOR

" Considere-se um campo de deslocamentos geometricamente
compativel. Uma carga atuante, definida como propoercional a
uma carga inicial dada, que realize trabalho externo igual
ac trabalho plastico interno de deformagfo, para o© campoe de
deslocamentos em questio, serd maior ou igual a carga de
colapse . "

Neste caso, todos os fatores de carga hk correspondentes
a. um mecanisme cinematicamente admissivel serZSo sempre
maiores, ou no minimo iguais ao fator de colapso hc.

Pelo fate das cargas encontradas serem malores gue a

carga limite, este teorema ¢ também conhecido como *Unsafe

Theorem™.

II.2.2 - TECGREMA DO LIMITE INFERIOR

* Se um campo de tens3es pode ser encontrado a partir de
uma carga atuante, definida como preporcional a uma carga
inicial dada, satisfazendo as condigSes de squilibric e as
condigB®es estaticas do contorne, €& em qualguer ponto do
corpo estas tensBes estejam satisfazendo um critgrio de
resisténcia do material, ent3o a carga atuante & menor ou no
maxims igual a2 carga de colapso da estrutura.

Ou seja, o fator C As ) das cargas correspondentes a um
campo de tensGes estaticamente admissiveis, serZo sempre
menores ou no maximo iguais ao fator de carga limite kc

Este tecorema & também conhecido come tecrema estitico ou

*Safe Theorem” e & mals utilizado para o dimensionamento do

gue para andlises, por fornecer um valor de carga menor do
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gque a de colapso real.

IT.2.2 — TEOREMA DA UNICIDADE

* Quando for possivel associar um campo de tltenstes
estaticamente admissivel e um mecanismo cinematicamente
admissivel, o] fator de carga. . correspondente
simultineamente acs dois campos seréd o fator de colapso hc"

Ou seja, supondo gquse tenhamos encontradeo um campo de
tens@es estaticamente admissivel AB = kc J e um mecanismo

cinematicamente admissivel ( lk = Kc } gue corresponda a um

mesmo fator, ent3do:

A = A = X C11.22

e assim, teremos obtido a carga limite real.

IT.2.4 — CORCLARIOS DOS TEOREMAS LIMITES

A) A carga limite encontrada & tUnica.

B Se as dimensSes de uma estrutura perfeitamente
pléstica forem aumentadas sem mudanga na natureza do
material, & se o peso préprio do material adicionado for
desprezivel, o© campo de tLensdes refsrente as tensdes do
material adicionade mais o campo de LtensSes no estado limite
da estrutura original & estaticamente admissiwvel para a
estrutura modificada. De acorde com o Teorema do Limite
Inferior poderemos ent3Ic estabelecer qQue o aumento das
dimensfes de wuma estrutura perfeitamente plastica n3o

resulta numa carga limite menor.
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Similarmente, o decréscime das dimensdes de uma
estrutura perfeitamente plastica n3c resulta numa <carga
limite maior.

C) A possivel presenga de tensBes residuais, nem a
existéncia de uma pequena deformagfo inicial, interfere com
a veracidade dos teoremas, com tanto que estas deformagtes
n¥o mudem significativamente a geometria da estrutura de tal
forma gque a condigio de equilibric permanega sem levar em
conta estas pequenas deformagfes. Logo, podemos estabelecer
que tens@es e deformag@es iniciais desconhecidas n3c afetam
a carga limite contanto que elas nao alterem
significativamente a geometria da estrutura.

D) Se todas as mudangas de geometria de um corpo
perfeitamente plastico s%Ho despreziveis, todas as tensdes
permanecerfo constantes durante o fluxo plastico.

E> Um aumento na tensio de escoameéento em partes do corpe
n3o pode reduzir a carga limite.

As demonstrag®es dos teoremas fundamentais se encontram

no APENDICE A .

I1.3 - SUPERFICIES DE ESCOAMENTO

£ importante conhecer o comportamento de um material sob
tens®@es combinadas. Em particular, ¢ necessarioc se ter uma
idéia das condi¢®es que caracterizam a transi¢io do material
do estado slastico para o estado de escoamento. Na tragdo
simples, por exemplo, esta transi¢3o ocorre quando a tLensio
de trag3o ¢ o1 2 for igual a tens3o de escoamento € ce I3, ou

seja:



14

o1 = pe = Cle CIXI. 30

e no cisalhamento puro a tens3c cisalhante ¢ v 2 for igual a

tenzdo cisalhante de escoamento ( Te 2.

T = Te = Cle CII. 4D

A gquest3o ent3o serd qual a possivel forma da condigdo
que caracterize a transigdo além do limite elastico sob
tensdes combinadas. Esta condig3o que & satisfeita no estado
de escoamento, € chamada condiglo de escoamento. Para um
corpo isotrdpico & num caso tridimensional, esta fungio deve

ser uma funcgfo simétrica das tensfies principais.

fC o1, o2, o3 ) = K CII.52

onde K ¢ uma constante do material, gque estid relacionada com
a tensfo de escoamento.

A representagioc geométrica da fungio (I1.53 sesria uma
superficie chamada superficie de escoamento.

A intersegioc desta superficie com o plano desviatdrico
CAPENDICE B} traduz uma curva simétrica em relagio aos eixos
das tensS@es principais 1, 2, 23 e & chamada curva de
escoamento.

A curva de escoamentoe tem as seguintes propriedades:

a2 Nio passa pela origem O desde que o estadeo de
escoamento seja  alcangado sab tensiies cisalhantes
consideraveis.

b} E assumido gue as propriedades do material na trag3o

e na compressico sejam as mesmas. Logoe, a curvatura de
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escoamento deve ser simétrica.
c) A curvatura de escoamento ¢ convexa. Esta condig3o
segue a condigi3o de n3o-negatividade do incremento de

trabalho plastico (Postulade de Drucker).

I1.3.1 - CONDIGAC DE TENSAO CISALHANTE MAXIMA CONSTANTE

CCONDIGAC DE TRESCA-SAINT VENANTD

Foi observado gue as deformagles plésticas consistem
basicamente no deslizamento de cristais, que sempre
acontecem num certo valor fixo de tens3o maxima cisalhante.

O engenheiro frances Tresca sugeriu entd3o em 1864, que
no escoamento, a tens3o midxima cisalhante em todos os pontos
do meic teriam o mesmo valor para um dado material.

O valor da tensio maxima cisalhante pode ser obtido, por

exemplo de um teste de tragZo, onde:

Tméx = CII.s>

Mais tarde. a formulag3o matematica desta condig¢giEo no
caso de deformagBes planas, fol dada por Saint Venant.

Para o caso tridimensional, teremos:

g2 ]|l rt ]l = | oz - 03 | = oe
2| t2 )] = | ea — o1 | £ vce CII. 7?2
2l Tl = |} o1 -2 | = vce

onde: oL P oz > o3,
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No escoamentc serd necessario a existéncia de um sinal
de igualdade em uma ou duas dessas condigfes. Uma vez dgue
e > 0O, as trés tensSes cisalhantes principais n8o poderao
ser simultineamente iguais a constante oe.

A seguinte relag3c pode ser obtida entre a tens3o de

escoamento ¢e na tragioc e a tensdo de escoamento Te no

cisal hamento puro.

H

e 2 Te CII.&gs

As condig¢g®es mostradas em (II.72 definem wum prisma
hexaédrico regular (no espago das tensBes principais). O
tragado do prisma no planc desviatdérico ¢ um hexagono
regular (FIG.II.4>. Fica ent3o geometricamente clarc que as

trés igualdades n&Eo podem ser simultineamente satisfeitas.

FIGURA I1.4 - Interse¢3o do prisma de escoamento com o
planc desviatdrico.
Hexaédro -+ Condig3o de Tresca—-Saint Venant
Circulo circunscrito -+ Condig¢do de wvon

Mises
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Outro ponto importante € que a tensdo maxima cisalhante
¢ igual a metade da diferenga entre as tensfes principais
maxima e minima; logo, a tensZo principal intermediaria ndo

influencia no estadso de escoamento.

II.3.2 - CONDIGAO DE INTENSIDADE DE TENSAO CISALHANTE

CONSTANTE CCONDICAD DE VON MISESD

0O uso das condigBes de escoamento de Tresca—Saint Venant
expressa por desigualdades envolve certas dificuldades
matematicas em problemas tridimensionais. As circunstéancias
sugeriram a von Mises , em 1213, gue o prisma hexaddrico
poderia ser circusncrito por um cilindre circular,

A equagdo desta superficie & definida como:

C o1 — o2 32 + 0 oz — o3 32 + C o3 - o1 Dz = 2 O@z CIT.S2D

© lado esquerdo da equagdo (II.82) corresponde a energia
elastica de distorg8o a mencs de um fator constante. Logo, o©
estado de escoamento € alcangado numa certa energia elistica
de distorg8o constante.

logo, a segdoc transversal deste cilindre no plano
desviatdrico ¢ um circulo circunscrito ao hexdgonolFIG. I1. 42

A condigdo de von Mises pode ser escrita como:

T = P CIT.10D

onde T & chamada intensidade de tens@ic cisaglhonte ¢ & igual

as
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T = 1/1/5 {C ox - oy 32 4 C oy - 0z 2% + C oz - ox Dz} +

+ v Txy 2+ Tyz 2+ Txz ° D CII.11)

2 no caso dos eixos coordenados X, ¥y @ Z coincidirem com os

eixos principais, vem:

T =7 *BC ot —0z232 +C 02 — on 3% +C 03 — ox 2% CIL.12D

No caso de cisalhamento puro T = 1 { raz3o do nome

intensidade de tensio cisalhantse) e de (I1.1023 obtemos:

te = %% 23 = 0.877 oe CII.13)

As superficies de escoamento de Tresca e von Mises foram
analisadas tridimensionalmente e tendo come material o
metal.

O problema que sera tratado neste trabalho, &
bidimensional e incluira também o scolo como material, No
CAPITULO V estudaremos a particularizagfo da superficie para

os casos abordados.
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CAPITULO III

PROGRAMACZO LINEAR

III.1 - INTRODUGCXO

Os problemas de programagdc linear referem-se A
distribuig¢Zo eficiente de recursos limitados entre
atividades competitivas, com a finalidade de atender a um
determinade objetiva, por exemplo, maximizagfo de lucros ou
minimizagdo de custos. Em se tratando de programagiio linear,
este objetivo serd expresso por uma fungdo linear, a qual
did-se o nome de fungdo objelivo.

£ claro que € necessario dizer quais as atividades gque
consomem cada recurso, € em que proporgio ¢ feito este
consumo. Essas informag@ies ser3io fornecidas por egquagles ou
inequag¢@es lineares, wuma para cada recurso. Ao conjunto
dessas equagles ou inequag@es lineares da-se o nome de
restri¢8es do modelo.

Geralmente existem inumeras maneiras de distribuir os
esSCass0s recursos entre as diversas atividades, bastando
para isso que essas distribuiglies sejam coerentes com as
equagfes de consumo de cada recurso, ou seja, que elas
satisfagam as restrig@es do problema. Entretanto, deseja-se
achar aquela distribuigfo gque satisfa¢a as restrigSes do
problema, e que alcance o objetive desejado, isto &, gque
maximize © lucro ou minimize o custo. A esta solugfo da-se o

nome de solugBo stima. PUCCINI [0Q]



20

III1.2 - FORMULAGAO DO PROBLEMA DE PROGRAMAGAQ LINEAR

O problema geral de programagSo linear consiste em

encontrar um vetor ¢ x .,

x . x v x 2 Uue minimize
2! * js ? n Cl
a fungdio objetivo abaixo.
2 T cx + <o x + + cx + ... + c x CIII.1D
i1 2 2 11 n n
sujeita as restrigfes lineares:
x = 0 J =1, 2, ., N CITI.22
b
=
a x + a + +  a + + a9 x 2 b
11 1 12 2 11 ) in n 1
a + a + + a_x + + a x Z b
21 1 £Z 2 2] ) Zrn n 2
a + a x + + a x + + a. x > b
vi £ 2 2 L] ] N 1
a + a X + + a x + + a x = b
mi 1 mz 2 my ] mn N m
CITIT, 35
onde ¥ s%0 as variaveis desconhecidas, a ., b e c s8o as
J 1] 1 3

constantes dadas e m =< n

A fung3o linear Z dque JguUeremos

minimizar ¢é chamada fungdo objetive, e as desigualdades

CIII.2> e CIII.3> s3o chamadas restriges.

Escrevendo o problema na forma padr3c, teremos:

Min.

zZ = Z <, X, CIII. 4D
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sujeito a:

LMD CIII.SH

§ " .v.» N2 CII1.82
Algumas formulag@es sZ¥o equivalentes a (III.4), C(III.3D

e (CIII.B) e poder3do ser utilizadas mais convenientemente

conforme o problema a ser transformado para a forma padr3o:
a) Minimizar uma func3o ¢ egquivalente a maximixar o©

negativo desta fung3o. Ent3o poderemos reescrever C(III. 40

COmo!
max 2’ = - c, X,
b
b> Em CII1.5> podemos introduzir wuma nova variavel
s, (s 2 O > chamada variavel de folga "slack variable”, e

L9 12

converter esta desigualdade numa igualdade.

para uma desigualdade aﬁ xj = bt podemos também introduzir

s, > 0 @ trocar a desigualdade por:

c) Se houver uma igualdade a | xJ

b nas restrigdes,
1} [

poderemos sempre substitui-la por duas desigual dades:
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d> Se uma variavel :sc‘:i for negativa, podsremos

substitui-la por duas wvariaveis x{k e x{_ C(FIG.IIT.1D, que

devemn ser nIc—hnegabtivas

st =0 i .
) X X] NOVAS
Xj~ =-xj Xj = =0 VARIAVE(S

FIGURA III.1 - Algoritmo para transformagZo de variiveis

sem restrigio de sinal em n3o—negativa

Definimos ent3o a programagio linear, segundo DANTZIG
[10], como um problema de minimizagfo ou maximizagfo de uma
fungdo linear sujeita a restrigfes lineares que podem
incluir tanto desigualdades como igualdades e as varidveis
desconhecidas podem incluir tante wvariaveis nfo-negativas

como variavels sem restrigio de sinal.
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11I.3 - PROPRIEDADES DE UMA SOLUGCAO PARA UM PROBLEMA DE

PROGRAMAGCAC LINEAR

Neste item daremos algumas definigdes padr3oc que
descrevem as caracteristicas mais importantes de uma solugZo

para um problema geral de programagdc linear.

DEFINICAO 1 - Uma solug8o viavel para um problema de
programag3oc linear & o vetor X = ( X Xys e xn) que

satisfaga as condig@es C(III.5) e CIII.6BD.

DEFINICAO 2 - Uma solugdo basica para (II1.B5) & a
solugio obtida tornando ¢ m — n ) vari&veis iguais a zero e
solucicnando para as m variaveis restantes, evitando gque o©
determinante dos coeficientes dessas m variaveis seja

nIdo-—nulo. As m variaveis s¥o chamadas variiaveis biasicas.

DEFINICAO 2 - Uma solugio viidvel bisica € uma solugio
basica qug também satisfaga (III.83, ou seja, todas as

variaveis basicas s3o hdo-negatiwvas.

DEFINIGAO 4 - Uma soclugdo viadvel basica nEo-degene-—
rada €& uma solugio viavel bidsica com exatamente m x,
1

positivos; ou  seja, todas as variaveis Dbasicas s3do

positivas.

DEFINIGAO 5 - Uma solugdo viiavel minima & uma solug3o

vidvel gue também minimiza.
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A seguir, enunci aremos al guns teocremas cujas

demonstrac@es podem ser encontradas em GASS [11].

TEOREMA 1 - Q2 conjunto de solug@es para um problema

de programagdo linsar € um conjunto convexo.

TEOREMA 2 - A fungfo objetivo assume seu minimo num
pontoe extreme do conjunto convexo de solugfes gerade pelo
conjunte de solugdes viavels para um problema de programacio
linear. Se ela assumir seu minimo em mais de wum ponto
extremo, ent3o ela terd o mesmo valor para toda combinagZo

linear desses dois pontos extremos.

Podemos entio conclulr que precisamos investigar somente
solug@es que sdFce pontos extremos.

Para valores de n e m muito altos, fica impossivel
avaliar todas as solugfes possiveis e selecionar uma gue
minimize a fungio objetivo. O uso de um gsquema
computacional torna-se, entio, obrigatdrio. Utiliza-se,
entia, o algoritme Simplex gue encontra um ponto extremo e
determina se ele € um minimo. Se naEo for, o algoritmo
encontrara um ponto extremo vizinho cujo valor
correspondente da fungdo objetive serid menor ou igual ao

valor precedente.
I11.4 - INTERPRETAGAO GECMETRICA
A  interpretagic geométrica para os problemas de

programagio linear ¢ muito importante para examinarmos o gue

pode ocorrer em casos simples envolvendo somente duas
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variaveis. Tais casos nos dar3c elementos para imaginarmos
as solucdes de casos mais gerais com gqualgquer nUmero de
variidveis.

Seja achar a solug3o do problema:

Max. Z = Bx + 3x
1 2
Sujeito a: 3:-(1 -+ sz = 15,
Sx + B < 10,
x ., X = 0
1 2

Definindo um plano X X qualquer ponto que for wuma
solug8c viavel deve se encontrar no primeiro guadrante

CFIG. III.2~a2 pois, x> X, = 0.

X2 Xg M Xo /N

4 |

/l/ 7 77X ‘ ‘ . ’ %XI : \/</ : _\,XI
{a) {b} (c)

FIGURA III.Z2 - Representagioc geoméirica das restrigdes.

O conjunto de peontos gue satisfaz a ineguagio 3x1 +

5xz = 13 consiste em todos os pontos no plano X Xy gque

+

se encontrem abaixo da linha o (FIG.III.Z2-b2. Utilizando o
mesmo raciocinic para 5x1 + Exz £ 10 C(FIG.III.2~c), todos os
pontos gque estiverem abaixo da linha 2 satisfazem a

inequagdo.



o]

Encontramos entfo, uma regiio de interseqgfo das solugles
que aparece em negrito na figura (III. 32>, chamada regi3oc de
solugfes viavels.

Para resolver o problema de programagfo linear, devemos
achar © ponto, ou pontos, na regifio de solugfes viaveis gue
déem o maior valor da fung8o objetivo. As linhas paralelas
na FIG.III.2 representam a fungio objetivo para trés wvalores
diferentes de Z.

Vemos assim, due 2% £ o valor maximo de Z, e a sclugdo
vidvel gque nos leva a sste valor de 2 & o ponto A da regifo

de solugles viaveis.

x2 /N
3

FIGURA III1.3 — Representacio geoméirica das solugdes

Para mais exemplos de interpretagfies geométricas nio t3o

bem comportada como a anterior, podemos citar HADLEY {121]1.

ITI. S - TEORIA DA DUALIDADE

Para cada preoblema de programacZo linear existe um oubtro

associado de maneira guse ©s dols problemas tem muitas
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relagfes interessantes.

Forma padrZo da dualidade:

PROBLEMA PRIMAL PROBLEMA DUAL
Min. 2 = ¢ X Max. W = vy b
Ax 2 b AF Yy = c
x =z 0 y = 0

Analisando a simetria entre os dois problemas, podemos
concluir que:

a) A fungio cbjetiva do primal ¢ de minimizagldo, aco
passc que a do dual € de maximizag3o.

b2 Os termos constantes das restrigfes do primal b s3o
os cosficientes da fung¥o objetiva do dual. )

c) Os coeficientes da fungfo cobjetiva do primal c¢ s3oc os
termos constantes das restrig¢des do dual.

d} As restrigdes do primal s3o do Lipo 2 , ao passo que
as do dual s3o do tipo =

el O numero de incdgnitas do primal € igual ao numero de
restrig@ies do problema dual.

2 O ndmero de restrigd@es do primal €& igual ao nuimero de
incégnitas do dual.

g> A matriz dos coeficiente® do primal & a transposta da

matriz dos coeficientes do dual.

- TEOREMAS DA DUALIDADE

TEOREMA 1 - O dual & o dual do primal.

TEOREMA 2 - Se x e y sdo solugd@es viAvels para um par de

problemas primal & dual, ent3o ¢ x = ¥y b,
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TEOREMA 3 - Se a restrigdc k do primal & de igualdade,

ent3c a variavel Y do dual ¢ sem restrigdo de sinal.

TEOREMA 4 - Se a wvarijvel xp do primal & sem restrigio

de sinal, entic a restrigdo p do dual ¢ uma igualdade.’

TEOREMA © -~ Dado um par de problemas primal e dual, um e
somente um dos seguintes casos serad verdadeiro:

2) Os dois problemas tem solugBes Stimas & seus valores
sdo os mesmos; isto €, Min., ¢ x = MAx. y b.

b) Um problema n3o tem uma scluglio viadvel, e o outro fem
somente uma solug8o viavel, mas uma sclugio n3o finita.

¢2) Nenhum dos dois problemas tem solugBes viaveis.

IIT.6 - O METODO SIMPLEX

O algoritmo Simplex ¢ wutilizade para solucionar

problemas de programa¢3o linsar na forma padr3o:

Min., 2 = cj xj j =1, ..., n2

sujeito a:

Para obtermos a solug8o Otima, podemos escolher m
colunas da matriz A é resoclver m equagfes simultineas para
as m varliveis. Isto requer que resolvamos um ndmero de
equagfies que pode se tornar impraticavel dependo do valor de

n. © método mais pritico & chamado método Simplex que
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enveolve um pequenc numere de passos para a resolugfo do

problema.

Introduziremos o método Simplex através de um exemplo

numerico,

Seja o problema:

Min Z2 = x + x + x CIII. 7D
1 2 3
sujeito a:
x - x + Exa = 2 CIIT.8D
- % + sz - b = 1 CIII.9D

i, 2, 3

X
v
O
~
1]

Reescreveremos (III1.72, CIII.8) e (II1.92 como:

zZ - x - X - X = 0 CIII.10D
1 ] -]

x - X + 2% = 2 CITI.11D
1 -4 3

- X + 2% - x = 1 CIIiI.1ex
1 2 3

o que nos trarid guatre incédgnitas, 2, X, X, e X e trés

equagBes. Se utilizarmos o método de eliminagioc de Gauss

para 2, X ® X, teremos o seguinte sistema de equagles:

z + 3Ix = B C(I11.13>
>-:1 + 3% = 5 CI11.14>
x o+ ™ = 3B CIITI.15>

2 |

Este sistema estd na forma diagonal para Z, x1 e X, . Uma
solugl3o imediata aparece nesta forma;, Z = 8, x = g, x, = 3.
As outras wvariaveis, neste caso xa » S3o consideradas iguais

a zero e x e x, serdo as varlaveis basicas do sistema., logo
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X sera a variivel n3o-basica. Como x, e X, s3a ambas
nIo—negativas, diz-se que Z2 = 8 & uma sclugdc vidvel.

De CI11.132 podemos ver que se Xy fosse qualquer ndmeroc
positive, e ndpo zero, © valor de Z seria menor. Como
queremos minimizar 2, devemos fazer x, © maior possivel. Mas
em CII11.14) e (II1.15) vemos gue se o valor de X, for tomado
arbitrariamente alto, podemos tornar x e X, negatiwvas.

No nossoc exemplo, x = 5 - 3x3 e X, = 3 - Xy Logo, o

valor maximo que X, pode ter. sem fazer com que >, ou'xz

seja negativo, ¢ determinadoc por:
x = minl B3, 3712 = B2

Se xa = B2, entIo xi =5 - 3C 52 = 0,

Cologquemos o sistema na forma diagonal para Z, X, & X

zZ - X = 3
1
1.3 + X = B3
1 3
- 173x% + X = 4.3
1 2
e a solugl8o imediata sera Z2 = 3, x, = 4,32, X, = 53 e
x1 = 0. Agora, se aumentarmos o valor de xi , O valor de Z
também aumentara, ent3o podemos dizer gque Z = 3 & o valor

ninimo de 2.

Neste ponto, € importante enunciarmos algumas definigSes
gue validam o métode Simplex:

— Dado um sistema de equag¢gBes, existe um espago de
soluges a ele associado. A solugdo € um conjunto de pontos

que satisfazem o sistema de equagdes.
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- Quandoc o nimsro de variidveis & igual ao numero de
equagBes o determinante da matriz dos ceoeficientes sera nIo
singular.

— Quando o numero de variiveis for maior que o ndmero de
equagdes, o© espago das soluglBies serid geralmente uma linha,
um plano ou um espa¢o de dimensdo maior.

- Dois sistemas de equagles sdo ditos equivalentes se

Ltiverem o mesmo espago de soluglss.

TEOREMA — A eliminagBo de Gauss n3o altera o espago das

solugBes de um sistema de equagles.

0 método Simplex da um tratamento ao problema de
programagio linear semelhante ac exemplo anterior, mas de
unma forma mais sistematica. Compreendera, portanto, os
segulintes passos:

1 - Achar uma solug3o compativel basica inicial.

2 - Verificar se a soclugdo atual & Stima. S= for, para.

Caso contririo, segue para o passo 3

2 — Determinar a variavel n3o basica que deve entrar na
base.

4 - Determinar a varidvel bisica gue deve sair da base.

5 - Achar a nova sclugd3o compativel basica, e voltar ac

passo 2.
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CAFPITULO 1V

FORMULAGCAO DO PROBLEMA

IV.1 - MODELO MATEMATICO

As formulagdes matematicas dos preoblemas de cilculo
estrutural tomam como relagdBes fundamentais:

- CONDICOES DE EQUILIBRIO -~ ligadas A um campo de tensBes
caracterizado por variaveis ditas estaticas que
relacionam—se entre =i ¢ com as cargas aplicadas (expressiles
de equilibrio).

~ CONDIGDES DE COMPATIBILIDADE - ligadas & um campo de
deformages caracterizado por variaveis ditas cinemiticas
que relacionam-se entre si ( expressfes de compatibilidaded.
- RELAGDES CONSTITUTIVAS DO MATERIAL - relaciconam oz campos
de tenstes ¢ deformagSes.

0 madelo matlemitico utilizado neste trabalhe, baseia-se
na discretlizag8o da estrutura através do método dos
elementos finitos. Este método numérico ¢ necessario na
resolugZo das equagles diferenciais gque expressam  as

rela¢giies de equilibrio & compatibilidade.

IV.Z2 - RELAGOES FUNDAMENTAIS

IV.2.1 - RELAQDES DE EQUILIBRIO E COMPATIBILIDADE

Em plasticidade perfeita nZo existe uma relagioc

biunivoca entre as dgrandezas estaticaz e as grandezas

cinemiaticas.
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Por este motivo, a0 se utilizar a metodologia dos
elementos finitos, para se obter a descrig3c nodal da
estrutura discretizada, o campo de tensies e o campo de
deslocamentos devem ser varidveis independentes do problema,
tendo-se que admitir para cada uma delas, uma lei de
distribuigfo dentro de cada elemento finito, em fungao dos
respectivos valores nodais. FONSECA [14)]

Para o campo de deslocamentos u C x 2, em cada

elemento finito, temos:
udl x3 = N Cx2J . u CIV.12
o A
~ By o “~ ~
onde: N uC x 2 s3Ho as fungfes de interpolagio dos
desl ocamentos.
t s3o os deslocamentos em A"  pontos nodais.

Para o campo de tens@es o ( x 2, temos:

o L x D = N  x23 . o CIv.22

onde: N oﬁ X ) s3o as fung@es de interpolagio das tenses.

b

?

s30 as tensfes em “C" pontos nodais.

2 Q

As relagdes de deformacgSies X deslocamentos, gque exprimsm

as expressSes de compatibilidade, s3o:

e C x2 = V. udl x3J CIV.3D
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onde: £ ¢ x 3 & o estado de deformagédes num ponto genérico

o

2

C = 2.

v =3 uma matriz composta por oper adores

¢

diferenciais.
. o
No equilibrio, teremos:

ol x2 + bCx2 = 0 CIV. 4D

onde: b { x ) s3c as forgas de massa por unidade de volume

A bl

do elemento.
ou ainda:

~b{x2 = ¥V |, ol x?3 CIV.5D

Na express3o (IV.3) a matriz ¥V relaciona deforma¢@es com

A

t .
deslocamentos e sua transposta ¥ » relacicna forgas com
A

tenstes em (IV.8). Logo, essas relagBes representam uma
dualidade chamada estatico-cinematica ¢ Static-Kinematic
Duality ~ SKDD.,

Substituido-se (IV.12) em (IV.3) e CIV.2Y em (IV.5D,

temos:

e C » 2 = ¥ N C x> u CIV.BD
W A
L La'd ¥ ELvS e e
- bCx) = ¥'"N ¢ x2 o CIV. 7D

2
¢
¢
4
4
H
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Para se recuperar a dualidade estitico-cinematica, a
qual surge como critério de consisténcia da formulag3do do
métode dos elementos finitos, temos que:

a2 pré-multiplicar a expressio (IV.8) por N ; C =% 3 2

e b

integrar a relag3o resultante noe volume do elemento finito

JNLCxD.sCx)dV=INLCx).V.N Cx2dv. u
CIvV. 8
denominando = de vetor das deformagSec generalizadas;
[=]

£ =JN‘Cx).ng3dv CIV. O
2, representando ainda:

C = J Nt ox N N ¢ x 2 av CIV.102
sendo, C um operador n3o-diferencial gue relaciona os
deslocamentos nos pontos nodais AT com as deformagdes
generalizadas nos pontos nodais TCY.

£ = € . u CIV.11>
mc ~ -»A

R) transformar a equagdo (IV.4), gue representa uma

equagfo diferencial, numa equagio integral via m&todo dos
residucs ponderados com peso u ¢ x 2: MENEZES [13]

7'0CxDd + BCx2 = 0O - CIV.12D

o N o~

1
= I[Vto(:x)-%beD]qu}dV-fo
h¥s ~y .
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Utilizando-se a notag®o indicial, tem—se:

I [ o, . . + b ] u, dv = 0O CIV.132
v L1, 1 i

Integrando-se por partes a express3o (IV.132, chega-se

IC o, uld, dv - Io,.u. . dvV o+ Ib_ Uy dvV = 0
1% R A ii i, J P
v v v

CIV.145
Aplicando-se a identidade de Green na expressdo (IV.142,

obtém-se:

CIV.1%D

cnde n. representa as direg@ies normais a superficie do corpo
H

Sabe-se que:

AR = P, =2 s3o as ffdédrmulas de Cauchy, que
representam as forgas de superficie.

U = =2 sd3o as deformag@es num ponto gendrico.

Ent3c, a expressio (IV.15) transfarma-se em:

I p. u, dsS + J bou, av = J o, g . d¥ CIV.16D
i i 1 1 1] [}
s v v

Voltando-se & notagfo matricial, a express3c (IV.18D

pode ser escrita como:

J u 'O plxd ds + J u 'O BCxO av = J £ 'Cx0 o> dv
= ' A2

ba's A R TR ¥ L L) A A o S A Ny

CIV.172
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Substituindo-se as expressdes (IV.12, (IV.2) e C(IV.B) em

CIV.17), chega-se a:

Cu Aat J N 'Cx0 pcx® ds + Cu Ant J N '€ bl v =
vl
= W

" 'l o bl Rad batd L'l A

= Cu O J N ' 7' N GO av e CIV.18)
A v o o

u
~ ~ ~ ~ ~ o

Como a expressio (IV.18) & valida para qualgquer velor de

deslocamentos nodais u A ent3o os mesmos podem ser

~

eliminados, resultando-se na seguinte expressdo:

[ N E C 22 pd =2 ds + [ N EC x 2 b C x2 dV =

Voo ™ L' e

N'Cx>9'N C x> ave CIV.19D
«,"‘ o i

b Eh'd e e

¢

Substituindo-se a expressio (IV.10) em (IV.182, chega-se

a:
£ = c' o CIV. 20
onde:
t t
f = J N C %2 pC x2ds + J N Cx2 b C x> dv
A 4] u
CIv.2a12

representa o vetor das forgas nodais equivalentes.

Reescrevendo-se as squagBes (IV.113 e CIV.Z202, tem—se:

£ = C i
‘\!c b "'vA
CIV.22D
r = c' . 0
A [od
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Portanto, fica restabelecida a dualidade
estitico-cinematica C(SKD>, a nivel de deslocamentos e
tens@es em pontos nodais.

Se recorrermos a integragio numérica da Gauss para

calcularmos as integrais mostradas anteriormente, resultara:

NG L
£ A " L N uC x t) pCx 2w, *
hd vr=1 v ~ -~ ~
NG L
+ T N Cx 2 b{Ox 2w CIV. 22D
. u v L 1
T1=1 "~ “ ~ o
NG t
£ = £ N Cx 2. eCx _ 2 w CIV.240
c . o 1 % 1
~e L=1 ™~ A ~e e
NG N
C = T N Cx_ 2. BCx 2 w CIV.252
- =14 ™~ & ~ v e “~ v h

onde: NG £ o numerco de pontos de Gauss.

x . s3c as coordenadas dos pontos de Gauss.

12
o

ws3o os fatores de peso.

BC x  2=¥. N x , 2 & a matriz deformagZo X

t u A1
~ A “~ N Y

deslocamento

As relagBes cinemidtica e estatica (IV.22> des elementos
individuais que comp@iem a estrutura geram as relagfes, a

nivel global, de compatibilidade e de equilibrio para o

sistema estrutural por simples espal hamento . apés

referidas a um sistema gleobal UGnico de coordenadas.
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IV.2.2 — RELAGJES DE PLASTICIDADE

O comportamento plastico perfeito do material estrutural
é geomstlricamennte caracterizado pela superficie de
escoamento, gque € o lugar geométricoe das combinagdes
independentes das componentes do tensor das tensdes num
ponto gue provocam a plastificagdo do material, & pelo vetor
normal aguela superficie.

A superficie de escoamento & continua e

convexa.(FIG. IV.1-ad

(1] “

Utilizando—se um conjunto de linearizagfes ', ela pode
ser transformada num poliedro chamado poliedrao de

escoamentoe, C(FIG. IV.1-bl

G2

{a}

(i = COMPONENTES DO VETOR DAS TENSOES

FIGURA IV.1 - Representag¢ic tridimensional da superficie
de escoamento: (al) real.,(b) seccionalmente

linearizada
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O poliedro de escoamento resultante & constituido por

hiperplanos (FIG.IV.2) definidos por dolis parametros:

A disténcia do hiperplano " i " a origem do sistema

L
~

de eixos.

n -+ vetor normal unitdrio que orienta a direg3o do
v

hiperplanc " i

/\U; HIPERPLANO" i "

G

FIGURA 1IV.2 -~ Representagio tridimensiocnal dos hiper-—

planos gue constituem a superficie de

escoamento seccionalmente linearizada.

Portanto, matricialmente, a superficie de escoamento

seccionalmente linearizada ¢ representada por:

L
= < o;* » oﬁ* . , o*NH > CIV. 2682
LV
=]
n n . n
1x Zx NHx
Q = n n n CIV.27D
iv 2y NHy
o
n n [ n
1z 2z NHz
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onde: NH ¢ o nUmerco de hiperplanos que definem a superficie
de escoamento.
o & o vetor que contém as disténcias de cada
hiperplanc & origem.
Q & a matriz que contém os componentes dos velores

unitarios normais a cada hiperplaneo.

Matematicamente, um material gque apresente uma fase
final de comportamento plastico perfeito ¢ caracterizado
pele critério de resisténcia, lei de fluéncia e condigfo de

complementaridade, respectivamente:

n, = 8 f C f D f « = 0O CIV. 282
.
e C x2 = Q £ 4 » com e 2 O CIV. 28
n M sy = O CIV. 300
onde: [l - s¥0o os potenciais plasticos,
£ C x 2 & o tensor das deformag@es plasticas.
£ s3o parametros plasticos que definem a

2

grandeza da deformacfo plastica ocorrida.

E interessante observar gque, de acordoe com (IV.29), as

deformag@es plasticas & ¢ X ) ccorrem em diregdes neormais

Ea'd P

a4 superficie de escoamento (FIG.IV.3), representando a

condigio de normalidade.
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It

PO

SUPERFICIE
DE
ESCO AMENTO

N

FIGURA IV.2 - Diregfc das deformagdies plasticas.

¢ Condig3o de Normalidaded

Se considerarmos as relagBes extendidas a nivel global,

para toda a estrutura discretizada, considerando-as em todos

os pontos nodais " ¢ Y, as relag@es de plasticidade tomam a
forma:
n = Q'. o - o < 0 CIV.31)
*o c c *c
L' “y e L)
£ = Q . & , TcOom & = 0 CIV, 322
w © n < . *c ~ o
t —
fi e £ e - G CIV.33>

¢
2
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IV.3 - ANALISE LIMITEVDE PROBLEMAS DE ESTADO PLANO COMO UM

PROELEMA DE PL.

Comoc ja foi visto, a analise plastica limite ¢&
fundamentalmente a procura de um fator de colapso ¢ A 2 e,
come esta andlise € aplicada somente a cargas proporcionais,
a variag3o das cargas ¢ dada por um parmetro de carga que
serid o fator de colapso.

Se T A forem as cargas nodais permanentes, e se f

~ P ~Av

forem as cargas nodais variaveis, cujos valores relativos no

instante de colapso s3o Ao’ 23S cargas totais aplicadas

serio dadas por:
f = f + f = f + A . f CIV. 345
A Ap Av AR AQ
“~ LY ar ~ ~
Atingindo-se o colapso, desenvol vem—se deformagties

plasticas de pés-colapso, crescende proporcionalmente nas

zonas plastificadas. Uma vez no estado de mecanismao ", o©
estade de tensfes mantém-se constante, mas a indeterminagido

existente nas deformagdes plasticas € eliminado pela

identidade:
(-]
£t u = 1 CIV. 35D
~ AD ~ A

Juntando as igualdades (IV.342 e (IV.35) As relagles de
equilibric CIV.200, plasticidade (IV.312,(IV.323 e (IV.33D,
constitui-se o© sistema governativo do problema da analise

plastica limite.
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13
AD A

- eduagdo que =elimina a indeterminagio
L

Ap A0

~ e

c A

"3 ~r

~ equagio que seri a fungio objetivo

c W A <

s b

- ggquagio que estabelece as condi ¢Bes

compatibilidade.

>
£ e = Q
~
II < 0
o
Catl
I1 . & = 0O
el = *c
Bt Lo

IV.3. 1 - FORMULAGAO UTILIZADA NO TRABALHO

do

 f . u = 1 CIV. 382

< f + A . T = C .o = f CIV. 272

L Q . & = O . u = & CIV. 328>

de

Utilizaremos neste trabalho de andlise limite o Tearema

Limite Superior para materiais rigido-plasticos

enunciado no CAPITULO II.

Lego, © problema a ser solucionado seré:

~ Minimizar o fator de carga AK

- Satisfazer as condigfes de compatibilidade(IV.38).

- Satisfazer a equaglo (IV. 362

Formulando o problema matricialmente, teremos:

CIV. 32D

Min, 2 = < o -f > &
~ * . Ap ~ *c
I
~ A
Sujeito a: | Q * ~C s o
© *
LAty e o = .
ot ¢ ¢ ot u 1
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Come foi dito no CAPITULO III, &€ necessario garantir a
condig3o de nIFo-—negatividade das wvaridveis gque pode ser

feita através da seguinte substituigio:

u = u - i com: u , U Zz 0O CIV. 402

E necessario também, transformar as restrig@es em
desigualdades, © que resultarid num problema de PL na forma

padrio para resclugdo do algoritmo SIMPLEX:

Min. zZ = £ Z ¥ wi Ap —i Ap> f e
»
£ 8 -
A
oy
o
L;\,Aa
CIvV.41D
Sujeito a:
Q - C [ £ > O
+
— - >
2 N N | R B
ot cf 2" ~-cg 2F u > 1
b ~ NAO -\.AO- --\,Ad . A
. _
com & s W » W = 0
e A A

4
¢
3

O tipo de substituigXo acima apresentado, acarreta uma

grande desvantagem, que consiste num aumento consideriavel na

dimens3c do problema. Por esse motivo, optou-se por uma
forma alternativa de contornar Q problema da

ndo-negatividade das varidveis através de uma " translagdc "

no conjunto das variaveis de um valeor constante e igual ao
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maximo limite inferior das mesmas, manbtendo-se assim, o

ndmerc de variaveis do problema.
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CAPITULO V
APLICAGCAQ AO PROBLEMA DE ESTADO PLANO

DE DEFORMACOES E DE TENSOES

V.1 - ESTADO FLANO DE DEFORMACAO

No estade plano de deformagdo os deslocamentos das
particulas de wum corpoe sZEo paralelos ao planco xy e

independentes de z.

u o= UXC X o, ¥ 2, U= uy( X ., ¥ ¥, u =0 CV.12

£ suposto gque o corpo seja isotrdpice e homegéneo. Para
gualquer regifc do corpo onde z for uma constante, o estado
de tensdo e de deformagio € o mesmo;, logo, as componentes de
tensZo dependem somente de x e y, sendo T, € Tyz iguais a
zero.

Para encontrarmos as cargas limites no problema de
estado plano de deformagdo, utilizaremos o conceito de corpo
rigido=-plastico (definido no CAPITULO II>, o que introduzira
um erro que & dificil de ser estimado. Uma anidlise mais
consistente do problema de estadeo planoc consideraria a
regifo eliastica adotando o corpo como elastico-pléastico;
pois, guando o estado limite € alcangado, algumas regifies do
carpo estdo ainda no estado elastico. Entretanto, as
solugdies obtidas com uso da hipédtese de COoOrpeo
elastico—plastico envolve maicores dificuldades.

Para encontrarmos a carga limite utilizaremos entZo, o
modelo rigido-plastico gque bLem provade ser uma aproximagio

adequada. KACHANOCY [011
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E necessério ressaltar, entretanto, gque para corpos
rigido-plasticos deveriamos nos referir somente a4 velocidade
de deformagifo, wuma vez gque atingida a carga limite,
avaliar a deformagio propriamente dita torna-se inviivel.
Todavia, para efeito de simplificagfBo, as eguagdes Ler3o

como base as deformagiies.

- EQUACDES BASICAS

De C¥.1) tiramos dque £ = Q. Usando esta condigdHo,
podemos deduzir das equagBes da teoria de defomagdo, e das
equagBes da teoria do fluxo gque devido a omiss8c das

deformagfes elisticas:

o - o = 0 Cv. 22
onde: ¢ € chamada tensdo hidrostatica, ou seja:

o = 1.3 ot ay + o 3 V.30

=

Substituindo (V.32 em (V.22, teremos:

o - 1.3 C ¢ + o +o 3 = 0
z ® b z
ou:
o = 1/28C 0 + o D CV. 4
z x ¥
Zendeo ¢ uma das tensSes principais ¢ T = T = Q 2,
z ®Z vz

as outras tensSes principais ¢ devem satisfazer a equagio:
L

= 0O V.52
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ou
o
mdx =12 Co + 03 t127YC 0-0 3% 472 Cv. 8
o * ¥ XYy XYy
min
Sendo o_ 2 tensdo principal intermediaria,
T c12Co -0, > =12 o -od%+ar %=+
mdéx max mim X v ny
CV. 72
Logeo, as tens@es principais serdo:
o = o + 7T, o = o, o = o~ T CV. 8D

isto &, © estado de tens3o em cada ponto seri determinado
pela superposicio de uma press3o hidrostatica o e uma tensio

de cisalhamento puro t. (FIG. V.12

FIGURA V.1 - Estado de tens@ies em cada ponto
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V.2 - ESTADO PLANO DE TENSXKO

Neste caso, as componentes de itensdio o%. sz, Tyz C no
sistema de coordenadas x, ¥y e zJ sdo iguais a zerc e as
compeonentes o> Uy e Txy sdo independentes de =z.

Um estado plano de tensdes seria, por exemplo, uma chapa
fina carregada com forgas apl}cadas no contorno, paralelas
ao planc da chapa e distribuidas uniformemente ao longo da
espessura (FIG. V.2), as compeonentes de tensdo o T, é Tyz
s3o nulas om ambas as faces da chapa, e pode-s& admitir, em
principio, gue s8c nulas também no interior da chapa. Pode
ser admitide também por uma aproximagio que estas Lrés

componentes s8o independentes de =z, isto &€, elas ndoc variam

a0 longo da espessura,

M

L
P
y |y

FIGURA V.2 - Estado plano de tensio

Nestas condigfes, as equagd@es diferenciais de equilibrio
de um elemento da chapa h dx dy (FIG.V.2), se a espessura h

for constante, s3o:

a o a T a-T é o
— —_ =0 , — X + Y =0 CV.
g x g vy g x g v
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A seguir especificaremos os tipos de elementos finites
implementados e, em seguida, a superficie de esceoamento
utilizada na definig3o do critério de resisténcia do

material.
V.3 - ELEMENTOS FINITOS IMPLEMENTADOS

Foram implementados, neste Lrabalhe, dois tipos de
elementos finitos: elemento gquadrilateral isoparamgétriceo de
4 e de 8 nos.

De acordo com a formula¢3Ec apresentada no CAPITULO 1V,

para cada tipo de elemento determinaremos a matriz C , gue

s

relaciona oz deslocamentos nodais C u A P, com as

-~

deformagBes generalizadas ( ¢« - J, ou seja:

Ny

£ = . u CV. 10D

¢

onde:

CY. 11D

9]
f
ey
z
o
%

Portanto, para cada tipo de elemento finiteo, mostraremos

como obter a matriz B , que relaciona as deformagdes num

A

ponto genérico com os deslocamentos nodais, & a matriz N o’
“~

gue contém as fungdes de interpeolagdo das tensdes.



52

V.3.1 - ELEMENTO QUADRILATERAL ISOPARAMETRICO DE 4 N&GS

G procedimento basico na formulagdc de um elemento
finito iscoparamétrice & expressar as coordenadas e oS
deslocamentos de um elemento com as mesmas fdrmulas de
interpol agio.

Um elemento quadrilateral plano, de lados retos e com
quatro pontos nodais " A " para interpeolagdo dos
deslocamentos, apresenta dois graus de liberdade por ndé

Cpara o caso de estado plano); um deslocamento paralelo ao

eixa " x " C u x Je um deslocamento paralelo ac eixo ¥ y
C u y 2.CFIG. V.3
00 ©,
4 3 DESLOCAMENTOS NODAIS:
uy u
I “L i=1,..,4
Uy Uy
I @ @ 2 , , 3,4 =—> Pontos Nodais "A"
AN
7 X

@@@@:} Pontos Nodais “C*

FIGURA V.3 ~ Elemento quadrilateral isoparamétrico de 4

nds. Chi-dimensionall

A TAB. V.1 apresenta as variaveis correspondentes aos

estados planos de deformagio e tensio.
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PROEBLEMA COMPONENTES DE VETOR DE VETOR DE
DESLOCAMENTO DEFORMACSES TENSSES
e o >0
Estado FPlanoc
ux,uy sx,s ,yxy o;,a}, T v
de Tensies e # O o= 1 =r =0
1 z RZ '
Estado FPlano
ux,uy sx,sy,yxy O;,Gy,Txy
de Deformagies e =0 o 2 0O
z z
TABELA V.1 - Variaveis estaticas £ cinemalicas corres-

pondentes ao estado plano.

O campo de deslocamentos € especificado por variagBes
independentes dos deslocamentos u N e u y » Mmas a
continuidade ¢ requerida para cada um desses campos de
deslocament.os independentes, o gque garante a compatibilidade
de deslocamentos nas interfaces dos elementos, ou seja, nio
deve haver nenhuma descontinuidade de deslocamentos na
interface dos elementos gquande eles forem carregados.

A seguir, definiremos as matrizes e veltores equivalentes

As expressdes apresentadas no CAPITULO IV:

i
~
A
A=
H
o4
[
X
w
n



54

£ 9 o
X x
e x2 = £ 3 : o x 23 = o
v %y M XY
a/ gx ©
v = O a/a‘y
| 6/ ay a/ax )

— DEFINIGAQ DA MATRIZ N " C =3

N N

Conforme a formulagio estabelecida no CAPITULC IV, N qu)

“s

& a matriz de funglBes de interpolagic que relaciona os

deslocamentos num ponto genérico € x 2 com os deslocamentos

N

nos pontos nodais A .

¢ ox 2 = N u C x 2 . u V. 122

Para o elemento em questio, teremos:

u
x 1
U
Vi
I = i . =3 N ¢ x> = { N N N N }
~ A i [V} ~ Ui Uz ua u4
' C2x8D
u
X4
“ uyd o

V.13

onde :

=
i
=
=
19
o
g
[}
il
a
Q

2
2
2



=13]

Definiremos um sistema de c¢oordenadas naturais ¢ £ n )

para defini¢io das fungfes de interpolagdo ¢ N u_tD.CFIG’. V. 4D

bl

As fungdies de interpolacio dos deslocamentos serio dadas

por:
Nu1CE,7;D=O,25C1—5361—n)
Nu2CE,nD=O,25C1+§)E1*—n}
Nu3 C¥& . n2 = 0,253 Ct1 +¥ 3C1 +nd
Nu4Cf,n3=O,25C1—EDC1+n)
CV.14>
/‘\YL/
4 1.0 3
-1.0 1.0 “
7

! -1.0 2

FIGURA V.4 ~ Sistema natural de coordenadas para o egle-—

mento isoparamétrico de 4 nds C(hi-dimensional).

— DEFINIGAO DA MATRIZ B

k'l

Partindo-se da relag¢3oc deformag3c x deslocamentos ja

mencionada, temos:

€ x2d = ¥ . uCx2 V.13
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e substituindo-se (V.128) em (V.15D, wvem:

fC)j) = z.fquj.EA CV. 18D
se:

BCOxd = ¥V . N u( x 2 CV. 172
logo;

e x) = BCxD2 . u A cv.18d

Ent3o, a matriz B € x 2 ¢& aguela gue reglaciona as

S il

deformagfies num ponto genérico com os deslocamentos nodais,

ou ainda:

" 8N aN N i
ui/ax O uz/ax O v u4/ax O
_ aM anN N
E Cf) = O ul/ay o uz/ay e C u4/ay
N &N N aN aN aN
(3x8D ] ui/,ax ui/ay uZ/ax uz/ay ud»/ax u4/ay-
cv.18>

Considerando um elemento isoparamétrico com 4 nds, as

interpolagfies das coordenadas serdo:

4
x = ¥ N x
i=q U v V. 202
4
y = & N, ¥
=1
onde: x e ¥y sZo as coordenadas em qualquer ponto do
elementa.

x e v S3ao as coordenadas dos 4 pontos nodais no

elemento.
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Pele fato do elemento ser isoparamétrico, utilizaremos

as mesmas fungBies de interpolagio para os deslocamentos:

4
u = ¥ N u.
" p=g oo V. 212
4
uy - ‘Z NUL uyi
i=1
onde: ux & uy sdo os deslocamentos em qualgquer ponto do
elemento.

u e uy_ s8o os deslcocamentos correspondentes a cada
x1 1

nd do elemento.

As deformagtes s3o obtidas através da derivag8o dos

deslocamentos,

sx = aux/a‘x ’ sy = auy/ay ’ ny N aux/ay * auy/a‘x V. 2=

Como o©os deslocamentos foram definides em fungfo das
coordenadas naturais & & 70, precisaremos relacionar as
derivadas em x & ¥y com as derivadas em ¥ e n.

Estando %X & y relacionados com & e 7, ou sgja;

x=f CE&, 7m0 e y=f CZ&,nD CV. 23

e inversamente:

E f3 Cx, ¥ e n

£, x . ¥y CV. 242

utilizaremos a regra da cadeia para encontrarmos as

derivadas de aNuL/ax s aNuL/ay ,» da seguinte forma:
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aNut ) aNui aL . aNui an
ax & ax an ax
V. 282
"Nua ) :ﬁv‘l‘iuiw ar . 6Nui' an
oy 24 ay on ay
As derivadas awui/af e aNuL/an s3o facilmente
encontradas 3 partir das express@ies (V.24), ou seja:
aNu{/ e = -0,28C1 -9n 2
aNuz/ ar = 0,28 ¢ 1 - n >
v =
aNua ar 0,28 C 1 + 75 2
aNu4/ e = -0,2858C 1 + 72 V. 282
6Nu{/ o = -—-0,885 C1 -F )
8Nui/ 9n = - 0,88 C 1 + ¥ D
aNua/ an = 0,25 C 1 + ¥ 2
rd = -
aNu4 an .88 1 £ 2

Precisaremos agora, obter os termos @f8-8x, JF- 8y, n 0x
e dn dy, © que significa, awvaliarmos a relacg3c inversa

CV.242. Utilizando ainda a regra da cadeia, temos:

g_ ox_ &y a_
oF 3 ar ax
= V.27
e ox 9 2.
Xul | an on | | oy |



=1%)

jelN s

g1°
)
X

= 3 V. 28)

3|
[
B

onds J ¢ o coperador Jacobiano gque relaciona as derivadas das
coordenadas naturais ¢om as derivadas das coordenadas

x e y.

Logo, utilizandce as equagSes (V.28), teremos:

ox _ - O,EBCl—n)x1 + 0,85(1-n)x2 + 0,25C1+n)xa - 0,85C1+773x4
24
ax _ - O,ESCi—EDxi - 0,85C1+§)xi + 0,85C1+E)xa + 0,85C1~53x4
an
dy _ - 0,85C1~njyi + O,ESCl—n)yz + 0,85C1+n3y3 - 0,25C1+n)y4
or
3y _ - O,BBCI-E)y; - 0,85C1+63yé + 0,85C1+53yé + O,ESCI—EDy;
an
Cy. 2
Utilizando a matriz Jacobiana inversa, num ponto
qualquer & = Ei en =7 - temos:
-3 8
ax I+/4
= J ! CV. 30)
3 v 8
L oY L 91
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g avaliando os elementos de deformagia:

du _ - 0,285C1-nu  + 0,85C1-ndu _ + 0,285(1+ndu
—_— = xi x2 »d
ot
du _ - 0,88C1-fdu - 0,25C1+FJu _ + 0,25C1+Fdu
. X1 ¥4 x3
an
du _ - 0,BBC1-ndu  + 0,25C1-ndu _ + 0,25C1+ndu _ ...
—_—y = vi vz ¥3
az
du _ - 0,28C1-¥du - 0,885C1+fdu _ + 0,28C1+Fdu
—_y = y1 vZ ¥3
on
CV. 31D

teremos, ento:
3
—x -C1-2> O C1-1> 0 Ci1+npd O ~Ci+nd O
ax — 3 3 ] ] u
oy | = 0887 . X
— Y3 lC1-E23 O -C1+ED O CL+E D O C1+ED O
-ay om E=EL . 1 T 1A

=, V.32
"u
k¥ 0 -C1-p> 0 (C1=n> O Cl+n> O —C1+nD
gz' = 0,255 ° Ty
—y T O -C1-22 O -C1+8D O CI+ED O Cl+ED
-ay om §=£L T L 1 1

ey V.33

Assim, podemos montar a matriz B ot

~Ci-n2 o) C1-n2 o C1+n >
f 5 = o ~C1-¢ D o} —C1+E > o)

“(1-£2 =C1-p > —C1+F> C1-p D C1+ED

CV. 34D

Avaliando B em fung3o de N

La¥3 L

., chegaremos a matriz
uv

CV.193.
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- DEFINIGAO DA MATRIZ N o

-

Para interpolagio das tens@es, foram utilizados os 4
pontos nodais " € Y, ceincidentes com os pontos nodais " A "
(FIG.V.3) logo, as fungdes de interpolag3o das tens@es seriao

as mesmas fungfes utilizadas para os deslocamentos, ou seja:

N01 CEZ , nd = 0,288C1 -F 3C1 — 9
N‘:’_2 Ccf& ,ndy = 0,288C1 + & 31 —xn?2
Noe CE& ,nd = Q0,288 C1 + £ 3C1 + 9?2 V. 32852
Na4 CZ ,m2 = Q8 C1 -FZ 23C1 +7n2
A matriz N oﬂ E , 71 2, que contém as fungSes de

¢

interpolagio das tensSes seri:

N €& , nD = { N N N N } CV. 362
" @ o oz o2 o4
onde :
N = N . .1 , com I = i O O
~ [+ (=48 ~ a ~ a
o 1 O
o QO 1

V.3.2 - ELEMENTO QUADRILATERAL ISOPARAMETRICO DE 8 NOS

E um elemento quadrilateral plano C(bi-dimensionall), com

oito pontos nodais " A " para interpolagio dos

deslocamentos, gque podem ter lados curvos (FIG. V.3,
Considerando a geometria do elemento isoparamétrico

bi-dimensional de B nds em relagio aoc de 4 nds, podemos



gz

notar que em termos de interpolagfo das coordenadas (e
consequentemente dos deslocamentos), o de B ndés &€ mais

versitil na representagldc de contornos curvos.

y AN
@ @ DESLOCAMENTOS NODAIS:
) 7 3
. '“y . ”“} i=(, . ,8
uy 1 uy
[® 5 @ 5 1,2,3,4,5,6,7,8 = Pontos Nodais “A"
> x @,@,@,@@ Pontos Nodais "C"

FIGURA V.5 - Elemento gquadrilateral isoparamétrico de 8

nos.,

O slemento quadrilateral iscoparamétrico de 8 nas também
apresenta total compatibilidade de deslocamentos, ou seja,
os deslocamentos nas interfaces devem ser continuos.

As caracteristicas do elementce quadrilateral de B8 nds
s3o sem@glhantes ao de 4 nds exceto no que diz respeito ao

campo de deslocamentos.

— DEFINICXO DA MATRIZ N uC > 2D

o

Da mesma forma anterior., partiremos de:

ud x 2

]
2 Z
e}
b3
W
o
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sendo que para o slemento em gquest3o, tersmos:

r u 3
x1
14
v1
U = 4 i > =) N € x 2 = { M N N N }
“ a - L ~ i uz u3 ud
C2x182
u
x8
(5]
. yB o
CY. 37
ond=
N = N 1 » com I = 1 0
" M [$1% «.Z _\'2
o 1
A
4 7110 3
-1.0 1.0 N
8 6 ’5
i 5i-1.0 2
FIGURA V.8 - Sistema natural de coordenadas para o

elemento isoparametrice de 8 nds.

Definindo as fung®es de interpeolag3o CNuf) em relagdoc a

um sistema natunal de coordenadasC & , n J2C(FIG.V.8),teremos:

N C¥& ., n?2

ui

- 0,285 C1 —F DX 1 -2 i1 +F + 712D

N,<C&.»nd

i

0,28 C 1 + F£2C 1 -—nd & -n-12
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N, CZ,.mn> = 0,83C1+7Z31

N, CE,.md = 0,281 -¢02C1
_ _ 2

N.CZ,.»n2 = 0,850 cC1 FOC 1
N C¥¢¥,mD> = 0,80C1+FD21
ug
NuTCE,nD= 0,30 C 1 -
NuBCE,nD= 0,850 C 1 - & 2C 1

— DEFINIGQAQ DA MATRIZ B

bl

As eltapas para determinagic da matriz

ut.ilizadas no item anterior

elemento quadrilateral de 4 nés.

Seguindo estas etapas, Lteremos:
AN aN
ul./ax O uz/ax 0]
_ aN aN
E Cf) = 0 ‘“/ay o uz/ay
N aN dN aN
C3x1&2 i ui/ax ui/ay uz/ax uz/ay

— DEFINIGAC DA MATRIZ N o

Ea

Para a interpolag3co das tensdes,

+ 7 JC

na obtengdo

E +mnp -1 2

+ 9 IC-F + 3 -1

£53¢ 1 + >

- 7

V. 320

B s3c as mesmas

b

B do

LT

da matriz

A 8%

foram adotadas neste

elemento, as mesmas fung@ies de interpolagidco das tensdes
utilizadas para o elemento de 4 ndés, uma vez dJque,
utilizaremos os pontos nodais * € " indicados na figura

V., 52,
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V.4 - SUPEREFICIES DE ESCOAMENTO ADOTADAS

tilizaremos para definig®o do critério de resisténcia
as superficies de escoamento citadas no CAPITULO II, a
saber:

- Superficie de Tresca ou Superficie baseada na Condigdo
de Tens3io Cisalhante Maxima.

~ Suyperficie de von Mises ou Superficie baseada na

Condig¢io de Intensidade de Tens¥o Cisalhante Constante.

V.4.1 - SUPERFICIE DE ESCOAMENTO DE TRESCA

Considerando um corpo submetido a um estado plano de

deformagBes, gque se encontra no estado de plasticidade

ideal, a seguinte condigdc de escoamente deve ser

satisfeita:

T = Tmd=x = Te CV. 402

o

oméx — omin = ZTe CV. 41D

Se definirmes Te como um parametro K (¢ constante do

material), obteremos da squagdo (V.73:

Co — o 2 + 4 T = 4 K CV., 480
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[V

FIGURA V.7 - Superficie de Escoamento de Tresca.

A representagic geomébirica da superficie definida pela
equacio (V.425, segundo os eixos o - ay e rxy €& ilustrada
na figura CV.7). Para esta representagfo utilizou-se K = 1.

QO efeito da pressfo hidrostatica n3co € considerado na

superficie de escoamento, o gque & facil de ser visto através

da figura V.72, onde o eixe gerador da superficie &
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paralelo ao eixo hidrostatico CAPENDICE B2.

Para utilizarmos a formula¢3o apresentada no CAPITULO
IV, & necessirio linearizarmos seccionalmente a superficie
de escoamento, para que ela seja © critério de resisténcia
gue origina as inequagBes lineares de restrigdes do problema

de PL.

NGy
//
i
Ve
2k | __ _ _ y ///
¢ /
7
>
0x
FIGURA V.8 -~ Superficie de Escoamento de Tresca

seccionalmente linearizada.

ny _.
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Como a formulagio proposta € baseada num modeleo de
deslocamentos cinematicamente admissiveis, e por conseguinte
a solugdo € do tipo "limite superior”, deve-se por gquesides
de coeréncia, adotar uma superficie seccional mente
linearizada circunscrita a superficie de escoamento real, de
forma a2 manter a solugdce encontrada como um limite superior
para a verdadeira carga de colapso da estrutura.

Adotou-se uma linearizagfo seccional da superficie de
Tresca através de B hiperlanos limitados por duas
superficies, perpendiculares aoc sixa ox = ay , para as quais
p} = BK.(FIG. V.82

O calculo dos velores naormais A cada hiperplanc C Q 2 e

~

das distlncias de cada hiperplance a origem ( 7 2 & feito

e

automaticamente, a partir das coordenadas de 16 pontos de
controle (P11, Pz, Pa,...,P1s) que ocupam os vértices de um

poligono circunscrito a superficie real.(FIG.V.8)

Pz — BC
BG = ———
2
P b &8
| —_
4 AF = 22
| 2
|
|F
A |
|
I
Ps I
J ACD,EH,I,J,L = Pontos da Elipse
P R,...,Pg = Vértices do Poligono
6 Circunscrito

FIGURA V.Q - Poligono circunscrito a elipse obtida pela

equagdco da superficie de Tresca,
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Coro a formulag3o proposta € baseada num modelo de
deslocamentos cinematicamente admissiveis, e por conseguinte
a solugdc € do tipo "limite superior', deve-se por questSes
de coeréncia, adotar uma superficie seccionalmente
linearizada circunscrita a superficie de escoamento real, de
forma a manter a scoluglo encontrada como um limite superior
para a verdadeira carga de colapso da estrutura,

Adotou-se uma linearizag83c seccional da superficie de
Tresca através de 8 hiperianos limitados por duas
superficies, perpendiculares ao eixo o= ay » para as dquais
ay = 2K.(FIG. V.8

O célculo dos vetores normais & cada hiperplanc ¢ QD e

~

das distancias de cada hiperplanc a4 origem ( oy ) & feito

s

automaticamente pelo programa computacional, a partir das
coordenadas de 16 pontos de controle CP:, Pz, Pa,...,Pisd
que  ocupam oS vértices de um poligono circunscrito 2

superficie real.(FIG V.80

FIGURA V.8 - Peoligono circunscrito 3 elipse obtida pela

equagdo da superficie de Tresca.
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A partir dos pontos " F e G “ (FIG V.9), situados nos
pontos médios dos segmentos AB e BC, respectivamente,
determinam-se os pontos A, ¢, D, E, H, I, J e L através da

equacio da elipse deinida pela equagio (V.42), fazendo o&=0.

Ceo —o 27 + 47T = 4 K
o v xy
para oy =0 e K =1, vem
ot T
X + xy = 1 CV. 432
4

Pelos pontos A, C, D, E, H, I, J ¢ L tragam—se retas
tangentes a elipse. As interse¢fes dessas retas detarminam

os vértices do poligone circunscrito,

V.4.2 - SUPERFICIE DE ESCOAMENTO DE VON MISES

A superficie de von Mises para © estado plano € definida

pela equaglo (II1.132, ou seja:

Te = Q.3577 oe
ou

e = 1.732 7ve V. 445
gque difere do critéric de Tresca (ce = Ztel). Logo, a

diferenca maxima entre os dois critéricos nio podera exceder
15 % .
Deduzindo a egquagio da superficie de von Mises para o

estado plano de tensles ( o = 0 2 a partir de CII.102 e
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CII. 112, temos:

Y6 cCo -0 ¥ +0%+0%2+72 = 0erd 3 CV. 45D
X Y x Xy

(@28

1 z z 172 o

—_ { C a'z + & + o o I+ T } = e CV. 46D

3 * Yy ® ¥ xy

A fung8o (V.48) delimita um elipsdide no espago de

tenstes. (FIG. V. 102

ny

Ny

G x

FIGURA V.10 - Superficie de Escoamento de von Mises

A linearizag83c seccional para esta superficie foi feita

através de 14 hiperplanocs (FIG. V.112, de tal forma que :

O, = { A A A A A A A A C C C C ff [ f/ (A }
~ 3 =2

CV. 472
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A A -A -A O ©O ©O O € ¢ - ¢ o0 o
c=|l0 o o © A A -A -A -C -C € € ©O o©
v B -B B -B B -B B -B D -D D -D 1 -1

e

onde: A 0. 4380622
B = 0.3808630 ;
C = 0.597204 e

D = 0.535432Q9

FIGURA V.11 - Superficie de wvon Mises Seccionalmente

Linearizada em 14 hiperplanos.
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CAPITULO VI

IMPLEMENTACAC COMPUTACIONAL

¥1.1 -~ PROGRAMA DESENVOLVIDO

Com o objetivo de comprovar a validade da formulagdo
proposta, foi  adaptade wum  programa computacional para
micro—computadores compativeis com o IBM-PC XT AT, com o
sistema operacional DOS vers@Ses 3.0 e 4.0. O programa foi
originalmente elaboradc para o trabalho de mestrade de Ivan
Fabio Mota de Menezes, ™ Andlise Limite de Lajes de Concreto
Armade "{185]. E utilizado ne programa a linguagem & e ©
compilladeor TURBO C da Borland Internaticonal.,lnc. , wversdo
c. 0.

O objetivo atual do programa consiste principalmente no
cilcule do fator de colapso de estruturas com geometria e
condi¢Bes de contorno quaisquer, submetidas aoc Estado Plano
de Deformag@es ou de TensBes, proveniente de um carregamento
proporcional aleatdrio, obedecendo-se um dado critério de
resisténcia do material.

A entrada de dados para o programa poderid ser:

- “ON LINE" ou interativa, que cantém mensagens
auto-explicativas e opgfes de alleragio de dados antes ersou
depois de processada a andlise da estrutura.

“"BATCH" ou entrada de um argquivo, ou seja, © usuario
deve preparar um argiivo @m separado, com a extensio . DAT",
contendo todas as informagdes, em formato livre, necessarias

2 execugic do programa.
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V1.2 - ENTRADA DE DADOS

A organizag3oc da entrada de dados

obedece a seguinte sequdncia:

para

o

programa

x Di menstes do problema

T TULO (max. 80 caracteres)

NMNOA NNOC MEL NRES NROT NCC

NCD

¥ Varidveis de controle

NTIPO NCRIT NPROB NGAUSE

* Coordsnadas dos nés

NO Xt 1 Y [ 1

¥ Coneclividade dos slementos

EL INC [11[EL] INC [NNELILEL]

% Deslocabilidade dos nds

NG DUX DUY

* Nos com carga concentrada

NO FCUX FCUY

»* Elementos com carga distribuida

EL FDUX FDUY

% Constante do material

K

CNO

CEL

CNO

CHNO

CEL

. » NNOQAD

. . »NEL2

. . NRESD

. o NCCD

. » NCD2

FIGURA VI.1 - Modelc de arquive de dados.



Explicaremos a se=guir

T4

o significado de cada variavel

utilizada para a montagem do argquive de dados.

VART AYEL

NNOA

NNOC

NEL

NRES

NROT

NCC

NCD

NTIPO

NCRIT

NPRCB

TIPO

INT

INT

INT

INT

INT

INT

INT

INT

INT

INT

DESCRIGAO

Ndmero total de pontos nodais "A".
Nimero total de pontos neodais QY.
Numero total de elementos.
Namero total de nos com
restrigdes.
Nimero total de nds com o sistema
local nIo coincidente com ©
sistema global.
Ndmero total de nds com carga
concentrada.
Numero total de elementos com
carga distribuida.
Tipe de elemento finito:

1 — Iscparamétrico de 4 ndés.
[ 2 - Iscoparamétrico de 8 nds,
Critério de resisténcia:

1 - Crit. de Tresca.Cdeform. 2.
2 — Crit. de TrescalCiensiod,

3 - Crit. de von Mises(CtensZo).

Tipo de problema de PL:

1 - Primal.
2 — Dual.
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NGAUSS INT Ordem de integragfec numérica de
Gauss:
1 - (1x13 pontos de Gauss
2 - (2x2) pontos de Gauss
3 - (3x3) pontos de Gauss
NNEL INT Ndmero de nos por elemento
Cobtido a partir de NTIPOD.
Xri1, Yol REAL Coordenadas cartesianas dos pontos

nodais "A™.

INC [3 I3 INT Matriz de conectividade dos ele-
mentos,
DUX, DUY INT Pesliocabilidades Cu , uy) dos nés
x

que apresentam deslocamentos
prescritos:
1 - Fixo.

{ 2 — Livre.

FQUX, FCUY REAL Valores das cargas concentra-
das nas diregdes u e uy.

FDUX, FDUY REAIL, Valores das cargas distri-
buidas nas direcles ux e u .,

¥
K REAL Constante do material.

VI.Z2 - ORGANIZACAQ GERAL DO PROGRAMA

A organizagdo geral do programa € feita em médulos e

obedece a seguinte seqiéncia ldégica:

1 - INPUT1 ~ corresponde a4 entrada dos dados que fornece-—

rdo as dimensdes do problema.



3 - INPUIZ

4 - CONSIST

S - GRLIE
& - AlLOC2
7 — MCGLOBE
8 - CARNGD
9 - SUPER

10 - SIMPLX

11 - OUTPUT

4]

méduleo de alocagio dindmica de membria.

Caso a memdria disponivel seja inferior 2a
meméria requerida, o programa forneceri uma
mensagem explicativa.

corresponde A segunda e udltima parte de
entrada de dados do programa,

modul o de andlise de consisténcia dos dados.
médul o para numer agio dos graus de

liberdade globais da estrutura.

corresponde ao segundo e Gltimo méduleo de
alocagdo de memdria de dados obtidos em

GRLIE.

corresponde a montagem da matriz C global.

~

corresponde 2 montagem do vetor de cargas

nodais equivalentes
a

o

este médul o consiste no tratamento da
superficie de escoamento, cocbtida em fungio do
critério de resisténcia escolhido.
corresponde a0 algoritme para resolugio do
problema de PL.

nesse m&dul o sdo apresentados oS
resultados do programa num arquivo de saida

com extensio . OUT .
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CAPITULO VII

APLICAGOES

Neste capitulo analisamos alguns exemplos extraideos de
referéncias bibliograficas citadas no  trabalho. Todos
exemplos apresentam solugBess analiticas gque permitem uma
comparagfo direta com os resultados numéricos, comprovando
assim, a validade da formulagZo proposta.

Para cada exemplo s3o fornecidas as caracteristicas
geométricas, as condig¢@es de contorne, o carregamento e o
tipe de elemento finito wutilizado na discretizag8oc da
estrutura.

Os dois primeiros exemplos referem-se ao estado plano de
tensico & os dois tltimos ao estade plano de deformagdo. Em
cada um deles, s3o apresentadas al gumas formas de
discretizacio, e para cada uma delas, o fator de colapso da
estrutura, o erre relativo percentual entre o valor
analitico e o wvalor numérico obtideo e o tempo de CPU
consumido.

Para maior facilidade de comparagidoc, sera representado

um sistems adimensional de grandezas.
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VIiI.1 - EXEMPLO 1

" VIGA TRACIONADA *

Este exemple tem como objetivo calcular

o fator de
calapso CAhed de uma viga engastada-livre submstida a wuma
carga de tragdo P = 1

LCFIGOVIL. 1D

A carga de ruptura sera dada por:

= XA . P = A . 0o = A 2K CVITI.1D
cnde: A = b h =1 -~ area da se¢3o transversal.
K = 10 — fator relativo & tensioc de escoamento do
material.
FP =1 - carga aplicada.
Logo:
Prut = 1

CviIi.2ed
De CVII.2),

podemos conclulr gue o resultado analitico a
ser comparado com o resultado numérico sera:

Ao =

CVII.3D

ANNNANNY

FIGURA VII.1

— Representagio da wviga tracionada.
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Para analisar a vwviga tracionada C(FIG.VII.1D, foi
utilizado o elemento isoparamétrico guadrilateral de 4 nos,

com as seguintes malhas de elementos finitos:

- MALHA A

._oj‘:

05

5.0 5.0

J’r\\\\\\\

FIGURA VII.2 - Representagio da MALHA A,

VYalor numérico - Ak = 20. 055

Erro - e = 0.28%
Tempo de CPU -t = V.4ls
- MALHA B
;f > 05
0| 7
// 3 0.5

3333 |, 3333 3.333

e
—N
—
-

FIGURA VII.2 - Representagio da MALHA BE.

Valor numérico - Ak = 20.047
Erro - g = 0.24%
Tempo de CPU -t = 16.4&8s
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- MALHA C
A
10Lé
Z
jﬁ 25 2.5 25 25
I l | L |
1 i 1 1 1

FIGURA VII.4 - Representagdo da MALHA C.

Valor numérico — Ak = 20. 044

Erro - & = 0. 2285
Tempo de CPU -t = 36.04s
- MALHA D
™
05 1~ 7 4
051~ 7 >
Z
/a, 10.0 L

FIGURA VII.S5 - Representagio da MALHA D.

Valor numérico — Ak = 20.027
Erro - & = 0.14%

Tempo de CPU -t = &, @Es

00O
m
&> S&
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- MALHA E

051" 7 295
05_*_ ;& S 025
% v
/”L 5.0 ,]1/ 50 L

FIGURA VII.8 - Representagio da MALHA E.

Valor numérico — Ak = 20. 000
Erro - & = 0,00k
Tempo de CPU -t = Z25.4%9s

Na MALHA E, & apresentada uma discretiza¢3o composta por

4 elementos isoparamétricos,

assim como na MALHA €. Diante
dos resultados cbhtidos,

peodemos observar que a disposigio

dos elementos influencia os resultados.
Neste esxemplo foi

utilizado a superficie baseada no
critério de Tresca.
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VIiI.2 - EXEMPLO 2 - " VIGA COM MOMENTO APLICADO *

Neste exemplo foi aplicado um momento fletor M = Miim na

extremidade de uma viga engastada-livre.(FIG. VII. 7D

2 n

FIGURA VII.7 - Representagio da viga com momento

aplicado na extremidade.

Como sabemos de CII.1D:

Mim = b.h® e = b.h®. 2K = b.h® . K CVII. 4
1 Z 5

Transformando o momento aplicade (M) em duas forgas (P)

iguais e de sentidos opostos (FIG, VII.8):

Miim = Ac . P . h o Prut = Miim = b.h . K CVITI. SO
ol 2
Fazendo: A =Db . h =1 , K =10 e P = 1, teremos como
resultado analitico:
e = B CVII. B>
y :
% h
7
vy <_,L_P
/

FIGURA VII.8 - Representagio do modelo utilizado.
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Foi utilizado neste exempleo ¢ elemento isoparamétrico

quadrilateral de 4 nds e as seguintes malhas:

- MALHA A

0.3

0.2
0.2

0.3

0333

0.333

0.333

5 1.0

)

&« 10

2.0 2.0

AT

K
N
o

pa—
—
I

FIGURA VII.8 - Representagio da MALHA A.

Valor numérico — Ak = 7.031
Erro - £ = 40, 62%

Tempo de CPU -t = 121.62s

)

)

)

ANNNNNNNNNNY

AN
o

FIGURA VII.10Q - Representacfo da MALHA B.
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Valor numérico - xk = 85,5857

Erro - & = 11.14%

Tempo de CPU - t = 835, 43s
- MaAlLHA C

e— 5 1.0
T7
05 | 7
7
05 ;?
b éé é____LO
A 10 10 10 o,
7t f 1
FIGURA VII.11 - Representagio da MALHA C
VYalor numgrice — Ak = B.717
Erro - & = 14.34%
Tempe de CPU -t = 218.82=s
~ MALHA D
ﬂL_;; 5 1O
os | 7
7
1T
0s | 7
ﬁL_ég é_““,LO
/l, 0.667 L 0.667 L 0.667 L 0.667 0.667 0.667
1 1 1 1

FIGURA VII.12 - Representagio da MALHA D.
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Valor numérico - Ak = H. 112
Erro - & = g£2.24%
Temps de CFU -t = 778.87s

J4 neste exemplo, a malha que contém os elementos mais
préxd mos da forma quadrangular, apresenta mel hores
resultados, o que reforga a conclusfo do exemplo anterior; a
disposigio dos elementos na discretizagio ¢ de grande
importéancia.

Pelos resul tados encontrados, conclui —se que a
disposigdo dos elementos & mais importante que o nimerco de
elementos para a discretizag8o da malha que mais se aproxime
da carga de colapso. Isto pode ser verificado se compararmos
o resultado da MALHA B com o resultado da MALHA C, ambas com
12 elementos, mas a disposigio mostrada em D fornece um
resul tado mais correto.

Utilizou-se a superficie de colapso baseada no critério

de resisténcia de Tresca.
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VII.2 — EXEMPLO 3 - * ESTREITAMENTO DE UMA SEGXO

SUBMETIDA A TRAGAO *

Referéncia: KACHANGV [OB}, pig.320, item 686.3

Sera analisadeo neste exemplo o problema de uma segfo
transversal com um estreitamento circular simétrico
submetida a um esfogo de tragio conforme ilustrado na figura
CVII.13D, O comprimento do corpo ac gqual esta seg3o
transversal se refere € de tal ordem que a anilise se torne

um estado plano de deformacSes.

, P

FIGURA VII.13 - Representag¢fo do estreitamento de seg3o

transversal.

O resultado analitico a ser encontrado serés:

Prut = Ac¢ . P = 8.33 . a . K CVII. 7D
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Fazendo—-se a = K = 1, teremos o seguinte valor analitico

para compararmeos com os resultados numéricos:

he = B.33 CvII. &

Como ¢ mostradeo na figura (VII.132,

yt.ilizaremos,

para
simplificagio,

o fato da segdc transversal ser simétrica.

- MALHA A

N 0.25

l\

S 0.25

FIGURA VII.14 - Representagfio da MALHA A.

Valor numerico — Ak

= 7.2834
Erro - &£ = 38, 7%
Tempo de CPU -t = 8.13s

- MALHA B

Valor numéricao - Ak = 7.000
Erro - £ = 31.33%

Tempo de CPU -t = 20. 93s



BE

- -5 0725
1.0
-
1.0
%74 - 5 0.25
* 1.0 _;ﬂ 1.0 J 1.O _I_

FIGURA VII.1B - Representagic da MALHA B.

- MALHA C
s 5 0.25
1.0
—t=
1.0
%_,L Z 5 025
1.0 05 05 05 05
L L | L
7 7 7 % ] 7

FIGURA VII1.16 - Representagdo da MALHA C.

Valor numérico — Ak

&. 940

Erro - £

n

30. 21

&

Tempo de CPU -t = 8B8.63s
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- MALHA D
e FJE%Si_MM‘ sy 0,165
1.0 1 AN
| ~
l
A ___sol7
1.O
§e+ , b 5 0.165
1.0 10 1.0
2 L L L
7 7 A

FIGURA VII.17 - Representacioc da MALHA D.

Valor numé&rico ~ Ak

Erro - £

Tempo de CPU -t =

- MALHA E

0.5 03es6 034
L b Ll
| T

5. 641
24. 60%

B1.73s

K%~
Peon

,'30"

5 0.165

O.17

AN
0.75

" L
I'I

"'\E‘
—

075

1.O

b
7

5 0.165

FIGURA VII.18 - Representag3o da MALHA E.



20

Valor numérico — Xk = 5,283
Erro - &5 = =1.44%
Tempo de CPU -t = g7.21s

Neste exemplo foi utilizada a superficie de escoamento
de Tresca.

Na MALHA E o fator de ceolapso encontrado foli menor gue o
esperado em 1.44% . Esta diferencga negativa poderia dever-se
aco fato de gque a geometria utilizada na discretizag¢f8o n3o
reproduz perfeitamente a geomelria do modelo. Todavia, os
corolarios dos teoremas limites invalidam esta hipdtese. Uma
explicagdoc mais valida seria gue segundo o efeito de
Sait—-Venant., para a carga ser aplicada pontualmente,
reproduzindoe wuma carga distribuida, o comprimento total

do modelo deveria ser maior.
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VII.4 - EXEMPLO 4 - " PUNGAO DE UM SEMI-ESPAGO

Refer&nciat KACHANQY [08]1, pag.208, item 495.

Definiremos o semi-espago como uma fatia de espessura

unitiria na diregdo Oz (FIG.VII.19), tal que:

—03<X<+CO, )f

1A
Q
®
!
[y
1A
N
1A

0 CVII. 2l

A fatia ¢ mantida sem atrito entre dois par&mstros
indeformiveis paralelos a Oxy (z = -1 e z = Q). E esta
submetida 3 ag3o de pungio de largura B e comprimento
unitario paralelamente a 0z, com movimentos paralelos ao
plano Oxy. A superficie (y = 0), n3o submetida a a¢3oc de

pungdo € livre @ as velocidades no infinito sXo nulas.

/\y

<(

N

FIGURA VII.Z20 - Representagfo do semi-espago



Qz

O resultado analitico a ser encontrado seré:

Prut = A¢c . P = 5,14 . B .

Fazendo-se B = K = P = 1,

CVII. 10D

teremos o© seguinte valor

analitico como base de comparag3c com os valores numéricos:

Ae =

5.14
- MALHA A
X
0.25 0.2
e ™ \/l
05
05
e
I 05 L 05 L 05 L 05 L
i 1 i [

FIGURA VII.21 - Representagio da MALHA A.

Valor numérico - Ak = B5.417
Erro - & = 5 328X

Tempo de CPU -t = 140.58s

CViTI.11>
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- MALHA B
025 Q25
L N N/ I
05
L |
05
o |
05
—+—
05 05 05
| | [ [
7 1 1 K

FIGURA VII.22 - Representacio da MALHA B.

Valor numérico — Ak = 5,417
Erro - g = DB 39%
Tempo de CPU - t = 134,57
- MALHA C
Valor numérico — Ak = 5. 417
Erro - £ = B 39%
Tempo de CPU -t =
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0.25 025
§t>_ N N ’
05
05
—— ‘
05
0.5
e
Tz
05 05 05 05
L | L L 4
i 7 1 1 i

FIGURA VII.22 - Representagico da MALHA C.

Neste exemplo a solugio exata do problema poderia ser
obtida com o campo de velocidades indicade na figura

CVII.24D.

T

FIGURA VII.24 - Campo de velocidades para solugfo exata.
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Com uma mal ha de elementos guadrilaterais, esta
configuragio somente seria alcangada se dispuséssemos oS
elementos de forma a delinearmos as linhas de ruptura, o que
aumentaria o nimero de elementos, e consequentemente o tempo
de CPU aumentaria de forma exponencial. Todavia, neste

exemplo nEo houve uma preccupagdo com o refinamento da

malha, mas sim o demonstrar que ) num problema
semi-infinito, a regi o representada nos model os =)
suficiente, ou seja, se a aumentarmos ainda mais, oS

resultados nfo se alterario.

A precisd3c dos resultados pode ter sido afetada pelo
efeito de Saint—-Venant, uma vez gque também foi utilizada a
substituigdo de carga distribuida por cargas pontuals.

Neste exemplo foi utilizada a superficie de escoamento

de JTresca
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CAPITULO VIII

CONCLUSOES E SUGESTJES

A formulagio proposta. ou seja, determinag3c da carga de
colapso de estruturas planas como um problema de programacgia
linear, foi testada C(atravées dos exsmplos mosirados no
CAPITULO VIID> para ambos os casos; tanto para o estadoe plano
de tensfies quanto de deformagBes,. mostrando-gse valida gquando
comparada com os resultados analiticos.

As superficies peoliédricas de escoamento adotadas no
trabalho forneceram resultades aceitidveis. mas o algoritimo
de PL implementado, apesar de ter conduzido a resultados
satisfatdrios, apresenta a desvantagem do tempo de execugio.
Ele aumenta exponencialmente com o “dimensio" do problema.

FPara wuma melhor aplicagdoc desta formulag3o em solos
poderiamos sugerir a incorporagfo da superficie de
Drucher—-Prager que se trata de uma extens3oc da superficie de
von Mises para materiais nos quais n3o se pode desprezar a
influéncia da press3c hidrostatica no colapso; Lais como ©
splao & o concreto.

Esta mesma formulagdo poderia se extender ao problema do
concrete submetido a4 um estado plano, seja para o concrelo
massa Cbarragens), se2ja para o concreto armado
Cviga—-parede).

Uma owutra sugestdo, seria estudar uma formulagdo bassada
na plasticidade ndo-associada, proposta peor TAMURA [1891,
para materiais com angulo de atrito interno relativamente
alto.

Uma gquarta sugestZo, seria um trabalho com uma formulag3o
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para uma anialise limite em corpos rigido—plésticosl que
possuissem decontinuidades. Ssgundo TAMURA [20), seria
adotado o critérico de Drucker-Prager para descrever o
escoamento do material, e a lei de Mohr-—Coulomb para a
model ag3o das interfaces dos campos de velocidades

descontinuos.
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APENDICE A

DEMONSTRACAO DOS TEOREMAS FUNDAMENTAIS

A, 1 - INTRODUCAO

Os Tecremas Fundamentais ou Principios Extremos s3o
essenciais para uma rigorosa justificativa da consisténcia
das eguacfes Dbasicas da andlise limite. Eles podem nos
conduzir 4 eficientes caminhos para o célcule direto da
carga limite através de sucessivas estimativas inferiores ou
superiores.

Nas relag@ies da Teoria da Plasticidade de Saint-
VYenant-von Mises, as componentes de deformacio elistica s3o
desprezadas & o incremento de deformagfo plastica ¢ dado em

fungio das tensfes desviatdricas CAPENDIBE B), ou seja:

L., s .
“ = Y CA. 1D
H 2Te
onde: EU - =Hoc as componentes de velocidade de deformagio.
Sﬁ - sHo as componentes do tensor desviatdérico,
i,] ~ s83o os indices da notagfo matricial que corres-
pondem a X, ¥y ou z.
H — intensidade de vel ocidade de deformag3o

cisalhante, ou ainda:

H = ¥ 2 ¢ ¥ CA. 2D

i}

Te - tens3o de escoamento ao cisalhamento.

Logo, somente pegquenas deformagSes de um COrpo

rigido—-plastico s3o estudadas quandao as mudangas na



29

configuragfco do corpoe puderem ser desprezadas.

A. .2 — EQUAGAD BRASICA DE ENERGIA

Consideremos wum corpo de wvolume V limitado por uma
superficie 5 = SF + Sv' CFIG A. 1D
Sobre a parte SF da superficie s3o prescritas forgas

F n cujas componentes ao longo dos eixos xLC i =1,2,22 s3o

~y

denominadas X ;
n

Sobre a parte SV & prescrita a wvelocidade Vo com
componentes Vo

Para efeito de simplificacio, supomos Jque ndo ha forgas

de volume,

FIGURA A.1 - Corpo rigido~-pléistico de volume V

Seja O’tj um campo de bLensdies gque satisfaga a equaglo

diferencial de equilibrio no interior do carpo:

HUoo= o CA. 2D
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e que estid em equilibrio com as forgas prescritas Xnt na

superficie SF de acordo com as férmulas de Cauchy.

. n, = X em 5 CA. 4D

onde: n, s8o os cossenos diretores da normal n
b

o~

Por outro lado, introduzimos wum certo campo de

velocidade continuo v que satisfaz as condigBes prescritas
L

sobre S
v

v = v em = CA. B

Ao campe de velocidade corresponde as componentes de

velocidade de deformagdo, ou seja:

£ 1 a vt . a v,
v} = = 3 x ‘51: CA.BD

Q campo de tensSes ¢ e o campo de velocidades v s3o
1] 1
arbitréarios ¢ nZo estfo relacionados.
Para qual quer meio cont{nuo a seguinte egquagio

fundamental ¢ valida:

J e £ dv = J X v ds CA.72
1] 1] ™. t
v s
ande: V - representa o volume do corpo,
S - representa a supericie do corpo.

A equagiao (A7) nada mais €& do gue uma generalizagio do
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"Principio dos Deslocamentos Virtuais™.

Esta equag3o deve ser generalizada primeiramente para o
caso de um corpo tendo regides rigidas e, em segunde lugar,
para o casc de campos de tensfes e deslocamentos
descontinuos.

A primeira generalizagfZo ¢ ¢ébvia. Realmente, se um corpo
contém uma regilio deformavel ( Vd J = uma regifo rigida CV;)
separadas por uma superficie ¥ , sobre a gual as velocidades
e tensBes sfHo continuas, entfo para cada regific nés temos de

acordo com CA. 7D:

J atj Etj dVd = ] Xnt v, de + J Xni v, dy; CA. 83

~

0 = X v ds - J X . v 4y CA. 9D
ni L r ni 1

Somanda as duas regiffes nds recuperamos a equacio CA. 7D
Ja gue 5 = Sr + Sd'
Sendo assim, a equago basica pode ser escrita para o

corpo todo, incluindo regifes rigidas.

A.2.1 - GENERALIZACAC DAS EQUAGTES BASICAS DE ENERGIA PARA

CAMPOS DESCONTINUOS

Os resultados precedentes sHo baseados na hipdtese de
continuidade do campo de tensic e velocidade. Entretanto,
exempl os simples mostram qu no estado limite s3o
encontradas fregientemente descontinuidades de tensio.

O modelc de corpe rigido-plastico envolve também,

necessariamente, descontinuidade de velocidades.
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- DESCONTINUIDADES DE TENSACQ

Consideremos inicialmente © caso de descontinuidade de
tensgo em determinadas superficies S’c Ckxk=1,8,3,... 2. As
superficies Si dividem o corpe em um nimerc finito de
partes, em cada uma das gquais as tensdes variam
continuamente e para as quals as equagfBes acima sHo validas;
as integrais de supsrficies correspondentes se extendem
sobre as superficies de cada uma das partes separadas.

Suponhamos que a forga de superficie Xn: age Ssobre um
lado de S| e X . sobre o outro lado de S, -

A condigio de eguilibrio de um elemento de qualquer das

superficies & de tal forma que:
X . + X = O Ci=1,2,32 CA. 102

Consequentemente, quando as equagBes escritas para cada
parte do corpo sfo somadas, todas as integrais sobre as
superficies de descontinuidade Si se cancelam, ou seja, <«
forma da equagdo bdsica de energia ndo & afetada pela

presenca de descontinuildade de tensdo.
- DESCONTINUIDADE DE VELOCIDADE

Vejamos ageora, a descontinuidade no campo de velocidade.
Em primeiro lugar, deve-se observar gque sé& & possivel
ter descontinuidade na componente de velocidade que se situa
no plano- tangente A superficie SL ¢ v = 1,2,‘3,... J, ou
seja, na componente tangencial de velocidade, pois caso

contrarioc o corpo desenvelve fissuras.
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Supcremos entio, gue a componente normal de velocidade ¢
continua scbre SV

Vamos colocar um sistema de coordenadas local Cx, ¥y e zZD
num determinado ponto da superficie de descontinuidade Si de
mode gue o eixo z esteja dirigide aco longo da normal A
superficie CFIG. A.2). As componentes tangenciais de

. + . D4
velocidade s3o v, @ v, respectivamente nos lados positivo

e negativo da superficie S%. O vetor da velocidade relativa

+ —

seri v, C v = Y. T VY 3} & x serd o eixo dirigide ao longo
T

desse vetor.

FIGUEA A.2 - Componentes de Velocidade.

A superficie de descontinuidade deve ser considerada
como a posigio limite de uma camada delgada com uma mudanca
continua, mas brusca, da velocidade ao longe da espessura da
camada. C(FIG. A.3-ad

A mudanga brusca ocorre somente na correspondente v,
enguanto gque vy e v, sd3o praticamente constantes aoc longo da
espessura, E clarc gue 2a componente de velocidade de
deformag3o cisalhante fxz ¢ consideravelmente maior do que
as outras componentes de velocidade de deformagfo. Quando a

espessura da camada tende a zero, & + o , engquanto gues as
xZ
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outras componentes permanecem limitadas.
Denominaremos T a componente tangencial de {ensic na

superficie SL na direg3o x.

+ 7 V¢

FIGURA A.3 — Superficie de descontinuidade de velocidade.

As superficies de descontinuidade S!. dividem o corpo sm
regides Vi, Vz, ... », em cada uma das quais as tensSes e
velocidades possuem as propriedades de continuidade. Sendo
assim, a esquacic basica vale para cada uma dessas regides.
Esta equagdo inclui o potencial das forgas de superficie.
Quando as equagdies escritas para cada parte do corpo s3o
agr" upadas, sempre havera duas integrais sobre cada
superficie de descontinuidade, scbre o ladeo positive e
negativo da superficie. (FIG. A 3-b2

Consideremos um elemento de superficie clSL . Suponhamos
que a regifo Vk se situa no lade negative de ':lSL e a regifo
v no ladeo positivo., O pot,encialb das tens8es para a regiifio

k+1

Vk &

{ o v + T v + T v DdSL CA.11D>
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Para a regi3s Vk+1 Sera:

- C o v + T v + T v, ) ds CA. 122

Conseguentemente, a soma dos potenciais vale:

-7t [ v 1 dSL CA. 13D
onde: [ v ] representa o salte na velocidade v - v_ = | V}I.

A equagdoc bésica de energia deve ent3c, incluir o
potencial das forgas nas superficies de descontinuidade, ou

seja:
J X v ds = J o, & dv + J T L v 1 ds CA, 14D
ni (8 LA L] P

onde a integragZo se extende por todas as superficies de

descontinuidades & ¢ S =5 + 5 + ,,, 2,
P P 1 -4

0O lade esquerdo da esguagio (A 140 € denominado patencial
das forgas de superficie e o lado direie & chamado

dissipagdo.
A.3 - PROPRIEDADES DE MINIMO DO CAMPO DE VELOCIDADE REAL

Vamos aplicar a equacic CA, 140 para um COr po
rigido-plastico. Suponhamos que aﬁ > Eﬁ e v, sejam a
solugdco real do preoblema. As tensBes e velocidades de

deformagio est3o relacionadas pela equagio de

Saint—-Venant-svon Mises CA. 1D e satifazem as condigBes de
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equilibrio e continuidade. A equagdo (A.14) ¢ obviamente
vadlida para este estado.

Paralelamente ao estade real, vamos considerar um outro,
nomeadamente, um campo de ue locidades cinematicanente

admissivel v

. ue satisfaz a condig3io de

incompressibilidade e as condig¢8es de contorno prescritas
scbre S
v
" . »*
A v’ wval correspondsr £’ a0 dqual correspondera s, . Q
i i3 tj

3 . ;
tensor s, ndc devera satisfazer necessariamente a equagio
1]
de equilibric. Ao tensor s, . vai corresponder ainda, as
1]
. ® .
forcas de superficie Kn_ gue podem ser obtidas com © uso da
1
expressio de Cauchy, £ independem da pressioco hidrostatica.
Finalmente, vamos supor que o campo cilinematicamente possivel
V{, & descontinuo sobre as superficies 5 ; Civ=1,2,... 2.
Vamos agora, comparar © campo real de velocidade v, com
1
o campo de velocidade cinematicamente possivel v’
1

Para este dltimeo, a equagio (A.14) & mantida & pode ser

escrita como:
J o ¥ 2 dv - J X v’ ds + J Tl v 1 dS * =0 CA 15D
13 1] Nt v B

onde [ v’ ] representa o salto v+’ - v ' em S’
- P

1%&

SUPERFICIE DE FLUENCIA

%

FIGURA A.4 - Representagic dos vetores o = & .
1] 1]
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Os wvetcres ¢ e £ sd3o paralelos devido a relagdo
1] L)
Saint- Venant-von Mises (A.13. (FIG.A. 432
A expressioco o &, que @& um produto escalar de
1] 1]

vetores paralelos, € igual ac produto dos seus médulos.

e & . = T . H = T8 . H CA. 182

A expressio o . f‘t’j 2 o produto escalar de vetores
i

geralmente n3o paralelos, logo:

.. ' = s FE = T. H = 71e . W CA. 17D
i) b L] L
A lgualdae sé& wvale para E' = c E'uj » ©onde c & um
]
2
escalar. Neste caso, s = 5 , ou seja, o estado de

ij L]
2
tensBes ¢ A correspondente ao campo cinematicamente possivel
1]
difere do estado de tensSes real o, da press3o
1]
hidrostatica.

Com © uso da equagdo CA.17) = a condicio de fluéncia de

von Mises, chega—-se Aa:

Te J H™ dv - J X v’ dS_  + Te J Ev'] ds 2 0 CA,. 180
nt 1 F P
Te JH’ dy - [X v, dS 4+ Te [ {v’] ds 2
ny 1 . P
> I X v  ds CA. 19D
ny Lo % v
Nesta equag®o 7 ¢ desconhecido, mas como | 7 | £ Te, a

substituigdeo de T por Te em CA 19D sé reforga a
desigualdade. Para o campo de velocidade real wvale uma

expressio similar a CA. 153, que =] igual a zZero,
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consequentemente;

Te J H dv - j X v d=s + Te J vl ds * =
ny 1 F P
£ Te J H” av - j X v’ d5 + Te J fv?1 das -’
ni i ¥ P

CA. 200

A igualdade s se di& quando o campo virtual vt’ se
iguala ao campo real V.- A expressdo do lado direito da
inequagdo & chamada comumente de potitencial total,

Sendo assim. o potencial total & un minimo abscoluto para

o campo de velocidades real.
A. 4 — PROPRIEDADES DE MAXIMO DO CAMPO DE TENSSES REAIS

S=ja o*_”, » &

o e V. a solugiEo real de um preoblema. Como

anteriormente, as tensBes e velocidades de deformagioc est3o
relacionadas pela equagio de Saint-Venantrsvon Mises e
satisfazem as condigfes de equilibrio e continuidade.

Nés agora introduzimos um conceito de campo de tensdes

limites estaticamente admissivel ¢’ . Tal campo de tensSes
b

»

. que satisfaga as equagdes

seri qual quer campo o

diferenciais de equilibrio no interior do corpo:

L S o) CA. 212

e as condig@es de contorno prescritas sobre a parte Sr da

superficie.
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o’ n = X sobre SF Ca. 2820

ij h] ni

e que também nFo exceda a tensio de escoamento:

IA

Te CA. 230

=~

I
Fanmumn?
n=

-

[

-

QO campo de tensfies aﬁ,pode ser descontinuo.
Para o campo real de tensBes vale a egquaglo (A.14), onde

v, & 0 campo real de velocidade.
1

Por outro lado, como ¢’ ¢ um estado de tens8es em
b}

eguilibrieo, vale:

ij

J'X > v ds5 = I o’ E_dV o+ J T’ i{vl dS CA. 242
n 1] P

onde: X' = X  scbre S e as forgas X ' scobre S s3o
nL m F v v

determinadas pela férmula de Cauchy.
T’ ¢ a componente tangencial do estade de  tensdes

admissivel ol} na dire¢fo x da superficie de descon-

tinuidade Sp

Subtraindo a equagBoc C(A. 142 da eqguagdo (A 243 nds

chegamos a;

L ] 1]

JCof.’.—o'..DE.‘dV = [CX?~X,)v_dS +
ntu nL on ~

+ J&Te - 1) [v] d5 CA. 282
P

O wvetor E,j & normal a superficie de fluéncia 3} e ©
13
vetor ¢ . €& paralelo ac vetor EU e alcanga a superficie de
3

fluédncia como representado na (FIG. A.SD.
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0O vetor que representa o' se situa geralmente no
vl

interior de ¥ e o vetor ( o’ - o'tj 2> esta representado
b

pela linha tracejada na figura C(A.D). Devido a convexidade
da superficie de escocamento § , os velores Eij e C a‘_'}— oi,j)

fazem um angulo obtuso, loge, o produto escalar deles &

negati vo.

Ty - 0ij

FIGURA A.S - Relagdo enire os vetores o, , ¢’ e £ .
1} 1} )

Co’ —o 28 = 0 CA. 262

A igualdade na equag3o (CA.26) s¢ acontece gquando os

vetores fod 3 e -2 diferem apenas de uma pressio
1 t]

hidrostatica, ja que a dlitima n8o afeta a condigio de
escoamento, © lembrandoe que o & = s F
1] 1) 1} 1)

Considerando a equagdo (A.2682, o lade direito da egquagdo

CA, . 28) & negativo, assim:

T

J)(_v_dS E IX_’V_dS + jCTe—T’)[V] dsS CA.272
Ny DL v n oL Y% P

A "quantidade"” de descontinuidade [v] & desconhecida mas

coma Te 2 T' © Te [v]l 2 O, © segundo termo do lado direito

de inequagio (A 272 ¢ n3o-negativo. Reforgando a inequagio,
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podemnos escrever!
J X v . d5 = [ X! v ds CA. 28
ni a1 v n A

sendo os termas Xn; obtidos de ¢ ° por Cauchy.
1]

A equagio (A Z28) nos permite snunciar gue:
" O potencial das forgas de superficie reais sobre as
velocidades ¢ maior que o© potencial desenveolvido por
quaisquer outras forgas de superficie correspondente a um
campe de tensBes estaticamente admissivel ™.

Das inequagdes (A 192 e (A 2B) segue uma estimativa dos

limites superior e inferior para o potencial das forgas de

superficie reais nas velocidades prescritas

Z J X v . ds Z J X7 v d= CA. 22D
™ [ 2% v nt QL v

Para calcular o lado esguerdo de (A .29) & necessario
tomar um campo de velocidades cinematicamente admissivel e

para o lado direito, um campo estaticamente admissivel.
A. 85 — TEOREMAS DOS FATORES DE CARGA LIMITE

Consideremos gque as forgas de superficie aumentem
proporcicnalmente a um parametro A > O . Neste caso, € facil

obter os limites da carga de colapso.

X . = X X sobre SF CA. 20D
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onde X . & uma certa distribui¢3o fixa de forgas scbre SF.
ni

Além disso, néds supomos que as velocidades sobre a parte

Sv da superficie s3c nulas.

v = O (syportes fixosd

CA. 321D

QO colapso do corpo € atingido para um certo valor deo

parametro x = hc (fator de carga de colapsod.

A.S.1 - O LIMITE SUPERIOR DA CARGA LIMITE

Escrevendo a eguagdo (A.18) para as condigBes

definidas, vem:

J?& X 7 v' ds < TGJH’ dav  + TeJ[v’]dS’
L F P

L= nt

logo,

A igualdade em (A. 330 s € possivel guando

sendo hk denominado fator cinemiticeo, logo:

Da equagio CA,. 33D conclui —se gque A

igual ando-se o potencial das cargas nas

k

&

acima

CA. 320

CA. 32

M
4
0]

Ca. 340

obtido

vel ocidades
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cinematicamente admissivels ao potencial de deformagHo.

A.5.2 — O LIMITE INFERIOR DA CARGA LIMITE

Consideremos um estade limite de tens@es estaticamente

>

admissivel o'i'j que satisfaga de alguma forma as condigles de

contorno em Sr-"

X = N X sobre S CA. 35
™y s nu F
Aplicando a equag3c (A. 250 chega-se a:
jc o’ — o 2 E . dv =c>\~x3J X ° v dS_ +
1} 1) ] s [+ ni v F
CA 362

+ JCT@ - 1) [wv} dSp

De acordo tom CA. 2620 o lado esquerde de (A .368) & em

geral negative, logo:

ICTe - T') [vl dSp

Xo— A = . CA,. 372
© = J X 7 v ds
nL t F
A lgualdade s&& vale se ai,j =3 o, ; diferirem de uma
pressd3o  uniforme C(hidrostatical. Como o numerador =3

nIo-negalivo e o denominadeor € positivo,

CA.38)
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APENDICE B

PLANG DESYIATGRICO

Para que haja meior clareza na visdio do plano
desviatdrico, o definiremeos utilizando sua interpretac3o
geométrica.

Estabeleceremos um espago das tensBes principais 01, o,
e og. Neste espago, o estado de tensdies num ponto qual quer
pode ser representado por um vetor OP, que tem como

componentes o-. @, = aa.CFIG.B.i)

A0z

FIGURA B.1 - Representagioc do espago das tenstes

principais

Seja um plano D CFIG.B.1) definido por:

o + o + o = 0 CB.12

Este plano passard pela corigem e tLers inclinag@es iguais

em relagio aos trés eixos,
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O vetor unitario normal a este plano, seréa:

—_ 1 . . .
= Va .
2 / 3 C 11 + 12 + la P CR. 2D

cnde: ii, i e ia s80 os vetores unitarios ac longe dos

“~ ~ ~

eixos o, o e o .
1 2 3
A linha definida por:
o = o = ¢ CB. 32
passara pela origem e serid perpendicular a este plano. Os
pontos desta linha, chamada eixoc hidrostdtice, correspondem

aos estados de tensdo hidrostdticos,

Seja um vetor OP dado por:
OF = o 1 + o i + o 1 CB. 45

A projeg3o de OF na normal n serd proporcional ac tensor

N bl

hidrostatico.

COP,nY = ¥ 3 o C(B. 5

Introduzindo agora, um vetor OQ representado por:

oQ = s i 0+ s i o+ s i CB. B
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Este wvetor ¢ chamado {ensor desviaidrico, de tal forma

gue:

OF = 0@ + Y 2 o n CB.7)

cos COP , n2 = 0O CB. &

N

Logo, o vetor OQ esta sobre © plano representado em

~

(FIG.B.12, gque ¢ chamado planc desviatdrico.

O comprimento do vetor OQ sera proporcional 2

-~

intensidade de tens3o cisalhante ¢ T D.

Q| = ¥ 2 T CB.9

A
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