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CAPITULO |

INTRODUCAO

0 surgimento de novos materiais e a evolugdo das
tecnologias construtivas, tem possibilitado nos 1dltimos
anos a construgao de estruturas com peg¢as de menores
dimensdes, resultando numa economia significativa no custo
das estruturas. Para se acompanhar estes avangos da
engenharia estrutural e com ¢ aparecimento de computadores
de grande capacidade, tem sido necessario desenvolv;r
novas teorias e métodos numéricos para o calculeo de
estruturas. Em particular o Métode dos Elementos
Finitos [1], para a solugdaoc de problemas ndo lineares tem
sido objeto de intmeras pesquisas. Entre os elementos gque
mais tém sido usados com grande é&xito na solugdo de
problemas nao lineares, destacam-se os elementos
curvos [2], oS elementos isoparamétriceos [3] e os
elementos degenerados de elementos tridimensionais [4].
Entretantc estes elementos geralmente precisam de um

esforgo computacional consideravel.

A confiabilidade dos deslocamentos, esforgos e/ou
tensGes calculados para uma determinada estrutura,

dependem em grande parte da escolha de um modelo



estrutural adequadc que represente da melhor maneira
possivel o comportamento da mesma sob as agdes que a
solicitam. Certos tipos de estruturas como as das pontes
estaiadas, torres estaiadas, reservatérios, paineis
enrijecidos, etc. ndoc podem ser modeladas utilizandé-se um
s6 tipo de elemento estrutural. Dai o interesse em
desenvolver programas e técnicas de andlise que permitam o
uso simultidneo de diversos tipos de elementos que possanm
trabalhar em conjunto e que representem de forma confiavel

o comportamento das estruturas sob diversas agdes.

Neste trabalho é implementado um programa para a
anadlise nao linear de estruturas, usando-se um elemento de
portico espacial e um elemente triangular de casca
facetada, ambos com ndo linearidade fisica e levando-se em
conta o efeito dos esforgos internos na rigidez dos
mesmos. Procura-se obter a carga limite através destes
modelos simplificados com um custo computacional

relativamente baixo.

No capitule II apresenta-se o elemento de pértico
espacial. O elemento implementado foi desenvolvido com
base na teoria plastica de vigas e utiliza um critério de
escoamento nodal dependente dos esforgos internos. ©
efeito dos esforgos internos é considerado utilizando-se a
matriz de rigidez com tensdes iniciais. Estuda-se também o

efeito das excentricidades dos extremos do elemento.



0 elemento triangular de casca facetada é apresentado
no capitulo III. Primeiramente faz-se uma revisdao do
elemento triangular linear elastico. Este elemento é
obtido pela superposigao do elemento de estadc plano de
tensoes TRIM3 e o© elemento de flexao de placas néo
conforme T9. Foi utilizado o critério de escoamento de Von
Mises. A superficie de escoamento adotada foi desenvolvida
originalmente por Ilyushin e posteriormente revisada por
CRISFIELD [5]. Analogamente ao elemento de pdrtico
espacial, o efeito dos esforgos internos & considerado por

meio da matriz de rigldez com tensdes iniciais.

No capitulo IV apresentam-se os algoritmos de analise
nao linear. Descreve-se o© acelerador de convergéncia
através do controle de deslocamentos. Apresentam-se também
os critérios de convergéncia para estabelecer a preciséo
dos resultados. Descrevem-se por ultimo os aspectos

computacionais de maior interesse.

No capitulo V sao analisados diversos exemplos que
permitem avaliar o desempenho e a eficiéncia dos modelos
implementados. Sao apresentadas tabelas e curvas gque

representam o comportamento das estruturas analisadas.

Finalmente no capitulo VI, sdo feitos alguns
comentérios e conclusdes e apresentadas algumas sugestdes

que podem contribuir para trabalhos futuros.
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CAPITULO I

ELEMENTCO DE PORTICO ESPACIAL

Neste capitulo apresenta-se a descrigéo da
implementacdo do elemento finito de pértico espacial com
ndo linearidade fisica sob tensdes iniciais, levando-se em
consideragdo a excentricidade dos extremos do elemento,
sendo que as suas caracteristicas permitem que o mesmo
possa trabalhar em conjunto com o elemento triangular de
casca facetada que também foi implementado e o qual sera
descrito no préximo capitulo, ou com outros elementos que

possam ser implementados no futuro.
II.1 ELEMENTO DE PthICO ELASTO-PLKSTICO
A formulagdo do elemento de portico elasto-plastico
[6] foi desenveolvida com base na teoria plastica de vigas
e um critério de escoamento nodal dependente dos esforgos
internos.

As hipdteses adotadas sdo as sequintes:

a) Nido ha cargas aplicadas entre os nés do elemento;



b)

c)

d)

Pode ocorrer plastificacdo apenas nas extremidades do
elemento;

As relag¢des incrementais entre os esforgos internos e
os deslocamentos nodais do elemento podem ser obtidas
tratando-se as rotulas plasticas como rétulas
elasticas;

O critério de escoamento da segdo é fungdo apenas dos

momentos fletores e do esfor¢o axial atuantes na secgdo.

/!
II.1.1 CRITERIO DE ESCOAMENTO

Adota-se uma fung¢ao de escoamento inicial dos nés £

dependente dos esfor¢os internos (esforgo axial e momentos

fletores) segundo a tabela II.1 mostrada a seguir,

Esforgos néo nu}os £
atuantes na secgao o
N 0,99
My g—;
Mz g—:
N e My %
N e Mz g_i
My e Mz %(g—i+§—:)
N, My e Mz %(%+%)

Tabela II.1 Valores da Fungdo de Escoamento Inicial f
o



sendo,

N - Esforc¢o axial no elemento

My - Momento fletor em relagado ao eixo y

Mz - Momento fletor em relagdo ao eixo z

Sy - Médulo elastico da secdo em relagdo ao eixo y
Sz - Médulo elastico da secdo em relagdo ao eixo z
2y — Médulo plastico da secdo em relagdo ao eixo y

Zz = Modulo plastico da secdo em relagdo ao eixo z

Para a determinagdo da fungdo de escoamento fe
adota-se uma inequagdo analoga as conhecidas férmulas de

interagdao wutilizadas no dimensionamento de estruturas

metalicas:
|N| |My |, | Mz}

= —_ —_ =

fci Np + Mpy t Mpz
(II.1)

LI
fe = _Np + Moy Von = 1
onde,
f% - Fungéo de escoamento do ndé inicial

f% - Fung¢do de escoamento do ndé final
Np - Forga axial de plastificacgéao
Mpy - Momento fletor de plastificagdo em relagdo ao eixo y

Mpz - Momento fletor de plastificag¢do em relacdo ao eixo z

os sub-indices i e 3 indicam os nés inicial e final do



elemento respectivamente.

Os valores de Np, Mpy e Mpz sdo calculados por meio de:

Mpy = 2y © (I1.2)

Mpz = 2z o

onde,
Ax - Area da segdo transversal do elemento

¢ - Tensdao de escoamento do material
0

A fungdo de escoamentoc fe ¢é um esforgo adimensional
a partir do qual se estabelece o grau de plastificagao da
seci&o, conforme é mostrado na tabela (II.2), a segdo
comega a sofrer plastificagdo a partir do instante em que
a fungao de escoamento fe torna-se maior que a fungido de

escoamento inicial fo.

Valores de fe Grau de Plastificacgéao
fe < fo segdo totalmente elastica
fo = fe < 1 se¢do parcialmente plastificada
fe = 1 secdo totalmente plastificada

Tabela II.2 Grau de Plastificacgdo da Secao
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II.1.2 MATRIZ DE RIGIDEZ ELASTO-PLASTICA DO

8

/
ELEMENTO DE PORTICO ESPACIAL

A matriz de rigidez elasto-plastica do elemento de

pértico espacial é& dada por:

K
1,1
k
2,2
k
3,3
k
1,4
Kp =
sim
sendo,
kl 1 S
! L
k2 | = 12E::Ez c1
’ L
k2 8=__12E2:Ezc1
’ L
k, - 2Ebg,
? L
k, ,=- 22 g
’ L
Kk - GIx
4, 4

-

~e

LT}

2,8
k
3,9
k
4,10
k k
5,9
6,8
8,8
k k
9,9
10,10
1
- Ev Ax
1, 7 L
2, 6 6E£z Ca
! L
6EI1z
= Ca
2,12 L2
_ 6EIy
3 5 12 c
6EIy
= Cs
3,11 12
- - GIx
4,10 L




k, .= 2ELy ¢, ; ko = GE? C2
! L i L

Kk - — 2EIy Co . k . . - 4EI1z Cs
! L ? L

k68=_63§202 . Kk, = 2EIz
' L ’ L

k= Ev Ax . K, = 12E]3:zc
? L * L

Kop--o  ; ox, - Eb
! L ’ L

6EIy GIx

k = C3 H k =
9,11 L2 10,10 I

ku 1m AELY Cs i k12 12 B Cs
’ L ! L

onde:

Ax - Area da segdo transversal

Ix -= Constante de torgao ( Iy + Iz )

Momento de inércia da segdo transversal em relag¢ido ao

Iy -
eixo y

Iz - Momento de inércia da seg¢do transversal em relacgdc ao
eixo z

L - Comprimento do elemento

E - Modulo de elasticidade longitudinal

Ev - Médulo de elasticidade longitudinal wvariavel

G - Mo6dulo de elasticidade transversal ({ 57%157 )

v - Coeficiente de Poisson

A ndo lineraidade fisica é representada por meio do
modulo de elasticidade varidavel Ev e o©os parametros

Ci(1=1,..,6) definidos a seguir:
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172 1/2
Ev=(1l-a-g+af ) E+ (a+ 8 - afg ) ET {I1.4)

C1=E H Cz:E H C3=E
f7 £7 f7 (II.5)
C4—-§f- H Cs=E ; Cts=E )
s ' fe d £7
sendo,
fi= 2 (8 - 7a - 78 + 608 )
fa2= 2 (8 - 8xa - 68 + 6af )
fa= 2 (8 - 6a - 88 + 6afR )
fa= 2 (8 - 8a - 58 + 5af ) (1X.6)

fs = 2 (8 - 5a - 88 + SaB )
fs =16 (1 - a- B+ af )

f7 = 16 - 8a - 88 + 3ap

Médulo de endurecimento

=
I

Os parémetros o e B indicam o estado de plastificacédo
da secdo nas extremidades do elemento. Eles variam de
acordo com as fun¢gdes de escoamento fo e fe , que por
sua vez sao fungdo dos esfor¢os internos como mostrado
anteriormente, podendo assumir valores entre 0 (secdo
elastica) e 1 (segdo totalmente plastificada), estes

parametros sdo calculados a partir de:
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0 fei < fo
{ fei - fcni )
o = A ' f% s fei = 1 (II.7.a)
( 1 - fo
1 fei > 1
\
0 fe < fo,
b ]
( fe. = fo_ )
g = | J J , fo. = fe = 1 (II.7.b)
( 1 - fo ] .
3
1 fe > 1
L J
Os valores a = 0 e B =0 sac mantidos até o

instante em que a fungdo de escoamento fe do nd torna-se
maior que a fungdo de escoamento inicial £ . indicando
assim o inicio do escoamento das fibras da se¢do. Os
valores o« = 1 e B = 1 sdoc alcangados quando a fungdo de
escoamento do né fe atinge o valor unitario indicando

plastificagdo total da secdo.

A obtencdo da matriz de rigidez elasto-plastica do
elemento de portico espacial pode ser resumida da sequinte

maneira:

a) Determinagdo dos esforg¢os internos atuantes nas

extremidades do elemento (esforgo axial e momentos
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fletores);

b) Determinacdo da fungdo de escoamento inicial fo
segundo a tabela (II.1l);

c) Determinacdo da fungdc de escoamento das extremidades
do elemento, expressdes (II.1);

d) Determinacdo dos pardmetros o e B, expressdes (IIL.7):

e) Determinagido dos parametros fi(i=1,..,7) em funcdo de
o e B , expressdes (II.6);

f) Determinag¢do dos parametros Ci(i=1,..,6), expressdes
II.5);

g) Determinagdc do médulc de elasticidade wvariavel,
expressaoc (II.4);

h) Obtencdo da matriz de rigidez elasto-plastica expressa

por (II.3).

I1.1.3 FOR{AS INTERNAS

Quandc a funcao de escoamento do né fe (expressoes
(II1.1)) atingir o valor de plastificagcdo, o vetor de
forcas internas passa a ser controlado para que o critério
de escoamento néo seja violado. Isto quer dizer que o
valor de fe pode ser no maximo igual a unidade. Quando o
valor de fe ultrapassa a unidade o critério de escoamento
é, portanto viclado. Uma vez gque os valores de Np, Mpy e
Mpz sdo constantes, é preciso entdc corrigir os valores

dos esforgos internos de tal forma que o valor de fe se
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mantenha igual & unidade, divide-se entdo as expressdes
(II.1) pelo valor de fe , com isto obtém-se os valores

dos esfor¢os internos na superficie de escoamento;

N
NC:E ’
M
Myc = ff , (I1.8)
Mz¢:=E ’
[

feito isto passa-se a compatibilizar os esforgos
cortantes, desta forma obtém-se o vetor de forgas internas

resistentes na superficie de escoamento.

II.2 MATRIZ DE RIGIDEZ COM TENSOES INICIAIS

DO ELEMENTO DE PORTICO ESPACIAL

Quando ndc existe linearidade entre as cargas
aplicadas e os deslocamentos resultantes desta agdo, as
equagbes de equilibrio devem entdo ser formuladas em
relagdc a configuragdo deformada da estrutura [7].
Precisa-se de uma formulagdo que possibilite a correcdo da
geometria. Os efeitos destas mudangas geométricas podem
ser simplificadamente avaliados através da Matriz de
Rigidez Geométrica, a qual é fungdo do esforgo axial

atuante no elemento, que por sua vez ¢é funcgdo dos



14

deslocamentos.

Existem varias denomina¢des para a matriz de rigidez
que leva em consideragdc as mudangas na geometria de um
elemento; Matriz de Rigidez Geométrica, Matriz de Rigidez
Incremental, ou Matriz de Rigidez com Tensdes Iniciais.
Estas denominagdes resultam das préprias caracteristicas
da matriz [8]. Assim, o nome de Matriz de Rigidez
Geométrica vem da possibilidade de corregdo da geometria
que esta fornece dentro do processo ndo linear. A
designagdo de Matriz de Rigidez Incremental resulta do
fato de esta matriz ser somada & matriz de rigidez
eldstica ou elasto-pldstica para a obtengdc de novos
deslocamentos incrementais. Matriz de Rigidez com Tensdes
Iniciais é devido a4 mesma ser dependente do estado de
tensdes (esforgos) no elemento quando se inicia um novo

incremento de carga.

No presente trabalho utiliza-se a matriz de rigidez
com tensdes iniciais para pequenos deslocamentos,
formulando as equagdes de equilibrio em relagdo a
configuragdo indeformada da estrutura. A matriz de rigidez
com tensdes iniciais do elemento de pértico espacial
resulta de uma extensdo direta do caso do pértico plano

[9], sendo expressa por:



[ 0O 0 O 0 0 0 0 0 0
a b 0-a 0 0 0 b
a -b 0 0 O0-a 0-b 0
0O 0 0 0 0 0 0 o
c 0 0 0 b 0 4 0
Kg = ¢c 0~ 0 0 0 d (IT.9)
O 0 o0 0 o 0
a 0 0 0 -b
sinm a 0 b o0
¢ 0 0
c 0
c
onde,
a= g ¢ b= I i e= I i da=3

sendo P o esforgo axial atuante no elemento.

Como visto, esta matriz é explicita, resultando por

tanto um esforgo computacional pouco oneroso.

A matriz de rigidez ndc linear tangente aproximada
Kt do elemento de pdrtico espacial resulta da soma da
matriz de rigidez elasto-plastica Kp «com a matriz de

rigidez geométrica Kg

Kt = Kp + Kg (II.10)
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II.3 EXCENTRICIDADE NO ELEMENTO DE

PORTICO ESPACIAL [10]

E muito comum encontrar estruturas nas quais os eixos
que definem um elemento de pdértico sejam excéntricos em
relagdo aos eixos de um elemento planc ou até mesmo em
relagdo aos eixos de outro elemento de pértico. O erro que
se comete quando tal excentricidade ndo é considerada,
resulta frequentemente em um dimensionamento inadequado

das estruturas.

Na figura (II.1), considere-se a linha que une os
dois extremos do elemento de pdértico espacial e defina-se
a excentricidade do centro de gravidade da segdo

transversal do elemento deslocado em relagdc a essa linha.

Az

eixo passando pelo ¢.g.
do elemento deslocado

7

linha que une 0%
pontos especificados

Figura 1II.1 Elemento deslocado em relagdo a

linha que define a sua geometria
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Oserva-se da figqura (II.1l) que :

u = Uug + Ovg ez - BHwy ey
Vit = Vg — Bug ez + Bwg ex
Wt = Wg + 8Bug ey - Bvg ex (II.11)
But = Oug
Ovt = Bvg
Owt = Bug
ou de outra forma ;
) . _ 1 7 3
ut 1 0 0 0 ez -—ey Ug
vt 0 1 0 =-ez O ex Vg
Jowe [ 0 0 1 ey =—ex 0 ] Wa | (II.12)
But 0 0 0 0 Bug
Bvt 0 0 0 0 Ovg
Bwt 0 0 0 0 0 1 Bwg
i 1\ J
\ J
ou seja,
u, =T U (II.13)

onde T € a matriz de transformagdo que relaciona os
deslocamentos do sistema glocbal de coordenadas com os
deslocamentos do sistema intermedidrio, e ex, ey e ez
s&o as excentricidades do elemento segundo os eixos X, Yy
e z. O sistema de referéncia das excentricidades é global

e devem ser iguais nos dois extremos.
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Para a analise dos elementos de pértico com
excentricidade é necessario multiplicar a matriz de
rotagdo do elemento dos eixos locais para os eixos globais

pela matriz de transformacgao.

A matriz de rotagdo do elemento de pdértico espacial é

dada por ;
R = [1x] [ly] [lz] (II.14)

sendo, 1lx , ly e lz os co-senos diretores do elemento.

A matriz de rigidez K no sistema de referéncia global

€ dada através de :

K = T"RKtRT (II.15)

A relagdo entre os deslocamentos no sistema de

referéncia 1local e os deslocamentos no sistema de

referéncia global e expressa por :

= RTU (II.16)

Os esforgos no referencial global s&o relacionados

com os esforgos no referencial local através de :

(II.17)
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CAPITULO III

ELEMENTO TRIANGULAR DE CASCA FACETADA

Neste capitulo descreve-se a implementacdo do
elemento de casca triangular facetado com ndao linearidade
fisica sob tensées iniciais, formado pela associagdo do
elemento para estado plano de tensdes (TRIM3) e o elemento

naoc conforme para flexac de placas (T9).

III.1 REVISAO DO ELEMENTO TRIANGULAR DE CASCA

ELASTICO LINEAR

ITI.1.1 SISTEMA DE REFERENCIA [1]

0 sistema de referéncia global de coordenadas é
definido pelos eixos X , Y e 2Z como mostrade na figura
(III.1). O sistema local de referéncia é formado pelos
eixos x , ¥y e z , com a origem no né 1 do elemento,
sendo o eixo x ©paralelo ao lado 2-3 do elemento com

sentido de 2 para 3 , o eixo 2 ¢é normal ao plano
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contido no elemento e tem o mesmo sentido do vetor rotacéo
segundo a sequéncia

1-2-3 , o triedro formado por x , ¥y
e z

é direto.

N
N

X
Figqura (III.1) Sistemas de referéncia global e local
A matriz de transformagdo L é expressa por:
11 112 113
L = 21 22 123 (III.1)
31 32 133
Introduzindo-se a notagdo XiJ = X - XJ e
th = Yi - Yj e Zi'J = Zi - ZJ s, cOMm i1 = 1,2,3, e
i=1,2,3 , tem-se gque;
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X
111 = a_
23
Yo
1 = 22
21
23
2
1 = =2
31
23
2 2
1 = ( Y32 XIZ + Z32 X12 x32 le Y32 x32 le 32 )
12 2 A,d23
(x> vy _ +22 Y -X_X_ Y _-Y_2Z_%_ )
1 = 32 T12 32 T12 12 32 Ta 32 “12 “32
22 2 Ad
23
2 2
1 = ( X, 2, ¥ X, 2, X, X, 2, - Y¥,¥,%2,)
32 2 A d23
1 = ( 32 ZIZ - Z32 le)
13 2 A
( 2 X - X Z )
1 = 32 12 32 12
23 2 A
(X_ Y _ =-1Y_ X))
1 = 32 12 32 12
33 2 A

(III.2)

sendo , d, o comprimento do lado 2-3 do elemento e A

a area do elemento.

/
ITI.1.2 MATRIZ DE RIGIDEZ ELASTICA [11]

A matriz de rigidez elastica do elemento de casca
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triangular facetado, como ja foi mencicnado anteriormente
é formada pela associagdo do elemento de estado plano de
tensdes (TRIM3) e o elemento de flexaoc de placas (T9) , os
quais sdo desacoplados entre si, e onde as leis

constitutivas dos materiais permanecem constantes.
MATRIZ DE RIGIDEZ PARA ESTADO PLANO DE TENSOES

A matriz de rigidez para o estado plano de tensdes

K' ¢é dada através de:
K = J B, DM B dA (III.3)

sendo;

y23 0 Y31 0 le 0
_ 1
§1 = ﬂ 0 X32 0 X13 0 le (III.4)
x32 y23 X13 Y31 21 y12
[ 1 v 0
Et
DM = _ v 1 0 (III.5)
1-v 1-p
0 0 =




onde x , y e

local de referéncia e t

23

Zz sdo as ccoordenadas dos nés no sistema

é a espessura do elemento.

MATRIZ DE RIGIDEZ PARA FLEXA0 DE PLACAS [11]

A matriz de rigidez para flexdo de

através de:

K = J Y DB
- —2 =}
A
sendo;
2
_ t
DB = 7 DM

e a matriz B

B, = T F U
onde;
2 2 5
Yo, y31 Y3, Y5,
1
= — x> x° 2% X
-b 4A2 32 13 13 32
2 xaayza 2 Xi3¥a 2(X13y23 + x32y31)

e dada por;

placas gf € dada

(III.6)

(III1.7)

(III.8)

(ITI.9)
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O 0 0 0 0 2 2g, -2¢, 6(£,-€,)

=|o 0o o 0o 2 o -2¢, -6(£,-€,, 2€

0 0 0-1 1 1 2(£-€) -2(2§,-€,) 2(2§ -€,)

b L

(III.10)

2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 2 ) 0 o 0 o)

0 0 0 0 0 0 2 0 o

0 ¥, X, 0 v, %, 0 0 0

= 1 - -

b 2 0 0 0 0 ¥,y X,, O ¥,3 ™%,

O ¥, X, O 0 0 0 ¥ X,

T2 Yy, Xy 20 Y, X, 0 0 0

0 0 0 =2 ¥, "X, 2 Y, ¥,

| 2 Yy, %X, O 0 0 -2 ¥, ¥13 |

(ITI.11)
sendo que na expressdoc (III.10) E1J Ez e E3 sdo as

coordenadas naturais para qualquer ponto P definido

pelas Aareas A ,A e A3 como mostra a figura (III.2),

Figura (III.2) Coordenadas naturais do ponto P
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e cujos valores saoc dados por;

A1 Rz g =M
A A 3 A

g = (III.12)

~s
~e

£, =

Com as expressdes (III.3) e (IIT1.6), obtém-se a
matriz de rigidez elastica para o© elemento de casca

triangular facetado dada por:

o
=]
=
=
tw
<

B
K = da  (III.13)
B

1
o
o

1c

Considerando o termo da rigidez relativa a rotagido @z

igual a =zero dentro da matriz de rigidez do elemento,

tem-se:
=11 Q -12 Q =13 9
£ f £
2 =11 0 =12 2 1513
0 0 0
0 0 0
=21 22 = -23 -
K = o kf 0 f 0 r
= = =21 - -2z - =23
0 ] 0
}-(21 0 =32 9 -33 0
f £ f
9 =31 0 =32 0 =33
0 0 0

(III.14)
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III.1.3 ROTAGiO DA MATRIZ DE RIGIDEZ

A relagao entre os deslocamentos de um né, no sistema
global, com os mesmos deslocamentos no sistema local é

dada através da matriz de rotagdo R por meioc de;

U = RU , (III.15)
onde ﬁl e u sdo os vetores deslocamentos nos
respectivos sistemas de referéncia para o né 1 (i=1,2,3)
e sendo,
L o
R = , (III.16)
0 L

na qual, L ¢é a matriz de transformagao dada por (III.1),

segue-se entdoc que para os trés nés do elemento;

G = MRU , e (III.17)
R 0 0

MR = 0 R 0 (ITII.18)
0o 0o R

Sendo MR uma matriz de rotagdo e portanto

ortogonal, tem-se que lilR'1=l_-_lRt
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A matriz de rigidez do elemento no sistema global é
relacionada com a matriz de rigidez no sistema local

através de:

Kc = MR K MR (III.19)

Observa-se em (III.14) gque a matriz de rigidez do
elemento no sistema local € singular, ja4 gque os termos
correspondentes & rotagdo 8z sdo nulos, na matriz de
rigidez no sistema global obtida através de (III.19), essa
singularidade é eliminada, a ndo ser que na discretizacdo
da estrutura exista algum né planar, nesse caso,
atribui-se valor unitdrio ao termo da diagonal da matriz
dada por (III.1l4) equivalente a rotagidoc 6z do né planar

respectivo.

ITI.2 CRITéRIO E SUPERFfCIE DE ESCOAMENTO

II1.2.1 CRITéﬁIO DE ESCOAMENTO DE VON MISES

0 critério de escoamento [12] determina o nivel de
tensbdes para o qual comegcam as deformag¢des pldasticas.
Fisicamente o critério de escoamento deve ser independente

da orientagdo do sistema de coordenadas utilizado, e por
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tanto deve ser fungdo dos trés invariantes de tensodes

( J1 , I, J3 ) somente.

2

Varios critérios de escoamento tém sido estudados,
entre os quais destacam-se os de Tresca e Von Mises por
sua simplicidade e boa concordancia com resultados

experimentais.

Neste trabalho, utiliza-se o critério de escoamento
de Von Mises, que sugere que as deformagdes plasticas
comecam quando o segundo invariante das tensdes
desviatorias J, alcanga um valor critico, define-se entéo

a tensdo efetiva em fungio de J, por meio de;
¢ = 43 J;’Z , (III.20)

que guando atinge a tensdo de escoamento do material o
[e]

indica o inicio do escoamento.

0 segundo invariante das tensdes desviatdrias, pode

ser explicitamente escrito como:

= 1 - 2 _ 2 _ 2
J, = s L (e-0)" + (6,-0)" + (0,-0)" ] , (III.21)
ou,

= l 12 r2 :2 2 2 2
J2 > [ ot ay +o! ] + t&y + tyz + T (ITT.22)
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sendo;
! = o -0
X m
o' = g -0 , (III.23)
¥ b4 m
! = ¢ -0
z m
onde;
c + o0 + 0
c = = Y = (III.24)

Existem duas interpretagdes fisicas do critério de
escoamento de Von Mises. Nadai em 1937 introduziu o
conceito da tensdo cisalhante octaédrica T .. ¢ & qual é
a tensdo cisalhante no plano de um octaedro regular, cuja

diregdo normal é igualmente inclinada em relacio aos eixos

principais das tensdes. O valor de =T em fungdo de J

oct 2

¢ dado por:
r =423 , (III.25)

assim, o escoamento comega quando L alcanga um valor

critico.

Hencky em 1924, concluiu que ¢ critério de Von Mises
indica que o escoamento comega quando a energia elastica

de distorgdo alcan¢a um valor critico.
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Considere-se a curva do ensaio uni-axial de um
material elasto-pldstico mostrada na figura (III.3). O
comportamento inicialmente eldastico é caracterizado pelo
médulo de elasticidade E até alcangar a tensdo de
escoamentc uni-axial o, depois disso a resposta do
material tem um comportamento elasto-plastico, com a
tangente & curva variando continuamente, e chamada de
mddulo tangente elasto-plastico ou modulo de endurecimento

E_ .
T

A

dall LA

do """""""""

Figura (III.3) Curva de ensaio uni-axial de um

material elasto-plastico

A lel de endurecimento do material pode ser expresa

em termos da tensido efetiva o e da deformagdo plastica
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equivalente, por meio de:

o = H (Ep) (III.26)
Para o caso uni-axial , tem-se que o = o,
o,=0,=0, lego a tensao efetiva é igual a o, e a

deformagdo plastica equivalente igual a respectiva

deforma¢do plastica e -

Diferenciando a expressdo (III.26), tem-se:

9 - w@E) = & (III.27)
de P p
P
A deformacgdo plastica é dada por:
dcp = de - dg_ (ITI.28)
sendo dct e dee as deformagdes total e elastica
respectivamente.
Levando (III.20) em (III.27), resulta
~ do 1
L4 = —— = ———————
H (ep) dt - dee de dee (ITI.29)
doc  doc

Sendo que o© médulo elastico E e o médule de
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endurecimento ET , sao dados por;

E = de e
[
(III.30)
_ do
E =
levando (III.30) em (III.29), resulta:
1 E ET
N = 0 = -
H de de (ITI.31)
__ e E-ET
do do

assim, a fungado H’ pode ser determinada a partir do
ensaio uni-axial do material, posteriormente sera visto
que se necessita de H’ e ndo de H na formulac¢ao

matricial.

/
I11I.2.2 SUPERFICIE DE ESCOAMENTO DE ILYUSHIN

Para cascas de pequena espessura, quando se adotam as
hipdéteses de Kirchhoff-Love , sdo introduzidas algumas
simplificagdes. As tensdes de cisalhamento transversais
L e Tyz bem como a tensao normal o séo

desprezadas, nesse caso 0 critério de escoamento de Von

Mises (ITI.20) & dado por:
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1
— = (ai+0':—a‘xoy+3t:y) = 1 (III.32)
a

o N

Quando se utilizam elementos planos, ¢ conveniente
escrever o critério de escoamento em fungdo dos esforgos
resultantes da integragdo das tensées ao 1longo da

espessura, dados por:

/2 ts2 tr2

N = c dz ; N = o dz ; N; = T dz
o)t T o Jew2 Y A R

[ ts2 [ tr2 [ w2
Mx = O‘xzdz i M = o zdz ; Mx = tx zdz

J-tr2 Y Jewe 7 Y ez XY

(III.33)
Usando a teoria das deformagdes, Ilyushin

desenvolveu uma superficie de escoamento com base no
critério de Von Mises, em fungdo das " Intensidades

Quadraticas das Tensbes " [5,13] , dadas por:

N=N°+N-NN +3 N
x ¥ X ¥y Xy

H=M+M-M M +3 M (III.34)
x y x Yy xy
MN =M N +M N - M N -M N +3M N
x x v y 2 x b4 2 y x Xy Xy
Para 1isso utilizou as trés " Intensidades

Quadraticas das Tensdes Nio Dimensionais " ;
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N
Qt = 2
N
o
Q = _EE (III.35)
" M
[+
th= M N
o ©
onde;
N = ¢ t e
Q O
(III.36)
00 t2
M, = Z

Para situag¢des de predomindncia da flexdo, e partindo
de que toda a segao atingiu o escoamento Ilyushin obteve

a superficie aproximada

1
F = Q +Q +— | @ = 1 , (III.37)
I t m 43— tm I

levando (IIT.35) e (ITII.36) em (IXX.37), resulta

ol

s MN

4
{3 oi t3

=t
[
[8))

+ = 1 (IITI.38)

M
I 2 2 2 4
t

o

sendo;
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%l

§ = o (IIT.39)

El

I11.2.3 SUPERFfCIE DE ESCOAMENTO DE CRISFIELD

A superficie de escoamento de Ilyushin representa uma
boa aproximagdo quando o efeitoc de flexdo é predominante,
ja4 que em tais condi¢bGes a curvatura plastica equivalente

X, é grande, e é definida por:

X = J dy (III.40)
ps

Isto indica que a superficie de Ilyushin apresenta um
bom comportamento em segdes totalmente plastificadas, onde
o momento tende para Mo enquanto a curvatura plastica

equivalente tende para valores infinitos.

Por outro lado quando uma das fibras extremas alcanga
o escoamento, a deformagac plastica equivalente é nula
(x%s = Q0), pode-se definir entdo uma superficie inicial de
escoamento. Sendc assim, as tensdes ao longo da espessura

da segdo permanecem ainda no regime elastico, e séo

calculadas por;
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N; GM;
ox = * 2
t t
N 6M
o = 2= 2" (III.41)
y t t
ny 6Mxy
'ny = i 3 2 ’
t t
sendo assim, o valor do momento & dado por:
00 t2
M1 = 3 (IT1I.42)

F = Q+;0Q +3]¢0 | =1 ' (II1.43)

CRISFIELD [5] , sugeriu uma modificag¢do na superficie
de escoamento de Ilyushin, para obter uma melhor
aproximagdoc da superficie de escoamento para valores
pequenos de x r © desenvolveu a superficie de

ps
escecamento dada por:

FOQ .9 .,Q »2.) =1 (I1I.44)
na qual X, é um parédmetro de pseudo-endurecimento tal
que a superficie inicial F_ seja igual a superficie

inicial F para X = 0 , e igual & superficie F
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para xps tendendo a infinito.

Para atender as condicbdes anteriores, Crisfield
propds a substituigcdo do momento M pelo momento M,
sendo que o valor de Mc varia de M1 dado por (III.42)
correspondente ao escoamento da primeira fibra (zps = 0),

até o wvalor de M quandeo toda a se¢do atinge o
escoamento (xps—) ®) .

0 momento MC é relacionado a Mo atraves de:
Mc = ac(xis) Mo (III.45)
onde a fungéo o dependente da curvatura plastica

equivalente X é obtida a partir da curva uni-axial

"momento-curvatura", o valor de o & dado por:

« = 1 - % el 3 0 %) (III.46)

Substituindo-se M por M nas expressées (III.35)
e (III.37), obtém-se a superficie de escoamento de

Crisfield dada por;

= 1 , (III.47)

ou seja,
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F = + > + = 1 (I1I.48)

Observa-se, que para valores de 2%3 tendendo para
infinito, o valor de & é igual & unidade, e a
superficie dada por (III.48) coincide com a superficie
inicial F dada por (III.38), porém gquando X, = 0 ,

2 P
tem-se que a =5 ea superficie F assume o valor
c

= 1 , (III.49)

esta expressdo é semelhante & superficie F , com um

coeficiente menor para o termo | Q | , resultando em um

tm
retardamento no inicio do escoamento das fibras extremas,
porém consegue-se uma melhor aproximagdo da superficie de

escoamento para valores intermediarios de st'

Neste trabalho, adota-se a superficie de escoamento
de Crisfield para materiais que apresentam a curva
"tensdo-deformagao"” da figura (IIT.4). Sendo que o mdédulo
tangente elasto-plastico & constante, a fungdo H’ dada
por (III.31) tambem é constante, nesse caso, apés ser
atingida a tensdao de escoamento o, a tensdo efetiva

sera dada por;

9

= ¢ + H' ¢ (III.50)
o P
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' P T Er

ml'

Figura (III.4) Curva tensdo-deformagio

sendo que para materiais elasto-plasticos perfeitos a

fungdo H’ sera nula.

Reescrevendo a expressdo (III.48) como:

N 16 M 4 s MN
+ + = ¢ (III.51)
£? ai tt « 43 3 °

¢ possivel introduzir o conceito de tensido efetiva
definido pelo 1lado esquerdo da expressio (III.51),

resultando em:



40

9t
Il
+

+ (III.52)

III1.3 RELAQ&ES ELASTO-PLiSTICAS

A superficie de escoamento é€ expressa em fungdo de o
e H que no caso sera dependente das deformacgobes

plasticas, esta superficie de escoamento é dada por:

F = o(n,m, X ) = H ( g, r &, ) (TTIT.53)

sendo que n e m , sd@c os vetores que contém os esforgos

por unidade de comprimento

N M

X X
n = N H m = M (III.54)

y = y

N M

Xy Xy

A partir de (III.53), pode-se escrever gue dFy = 0,

ou seja

do = dH (III.55)



tem-se entao, que;
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t _ 8H dH
En dn + gm dm + VA VC dxps = 5§; dgp + EZ; dgp (III.56)
cnde;
P o= (&) . : c (&)
=n t2 én o {3 t3 om
(IIT.57)
P L{eﬁ} R i (&)
" « 43¢ Lo o« gt Lo
sendo;
- 1 . 2 s - le
a=— H b = 3 H ¢ = — (III.58)
t ad3 t a“ t
com a substituig¢do de (III.58) e (III.34) dentro de
(III.57), obtém-se:
a (2N - N) + b (2M - M)
F = 4{a (2Ny- Nx) + b (2My— M)
| 2 (6N ) + b o(eM )
[ (III.59)
b (ZNx - Ny) + ¢ (2Mx - My)
F, = {b (N -N) + ¢ (2M - M)
L b (6N ) + c (6M )
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VA e VC sao dados por:

4 s MN 32 M
VA = - ——— - —— (III.60)
a“d3 t a” t
1 Et
= 4 Et (557 x.)
vC 9 o e' 3 0‘0 ps (III.61)

A curvatura plastica equivalente pode ser calculada

pela somatdéria dos incremento de curvatura

X, = ) dxps (II1.62)
onde;
2
4 2 2 xpxy
Ax = = (Ax + Ax + Ax Ay + —— ) (III.63)
ps 3 px by px Py 4

Partindo da condigdo de normalidade [12], pode-se

escrever:
de = 4\ F
2 I
(III.64)
dy = dA F

onde dA é um parametro a ser determinado, logo com a

utilizagdo de (III.59) e (III.63), resulta gque:
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dx = VB dx (III.65)
sendo;

J 2 I .
VB = 24 b N + ¢ M + 2bc MN (III.66)

logo, a expressao (III1.56), pode ser escrita como:

F dn + F dm + VA VBVC dX == dX F_ + 7l dix F

-n - -

(III1.67)

Os incrementos dn e dm , s&c dados por:

dn = DM { de - dcp }
(III.68)
am = oo { @, - a, |
utilizando (III.64), tem-se
dn = DM { de. - dA F
- =t -n
(II1.69)
dm = DB { dy, - dA F }
- t -m

Substituindo-se (III.69) dentro de (III1.67), chega-se

a expressao:
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E; DM dg, + F DB dy, - [J+k - VA VB vC ] dX = [H+H,] di

(III.70)
onde:
I = F*'DM F
-n - -n
(III.71)
k = F. DB F
m m
=~ OH . = SH
H = % F H, = o F (I1I.72)

Para a determinag¢ao de H1 e H2 , utiliza-se o

conceito de trabalho plastico, dado por:
dW = tode = n de +m dy (II1.73)

desta forma, o incremento de deformagcdc plastica

equivalente, dEp , é dado por:

1
de = — { n' dg + n dy, } (I11.74)

ou,tendoc em vista (III.64), por:



E possivel escrever as derivadas da fungéo
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} (ITI.75)

relagao as deformagdes plasticas:

8H 8H 8¢ oW

—_— = —_— _p _p = Hf
ag e W oc

=P P P =P

3H 8H 8¢ OW
R —_— - ___E _B - HI
a ac oW 8

a:1:' P P Zp

sendo gue H’ é dada pela

Substituindo-se as

obtém-se:

[ J=]
|

0 parametro dai

1

H em
1
t
——= n
t o
(ITII.76)
1
t
—
t o

expressdo (III.3l).

expressdes (III.76) em (III.72)},

Hf

18
1"

(ITII.77)

ot
Qi
=]

é obtido a partir de (III.70);

i

+ kK - VA VB VC + H + H,

t t
{ € mwag, + £ oy, |

(ITII.78)
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III.4 FORGAS INTERNAS

As forgas internas [12] sdo calculadas a partir de:
F = J B" ¢ dv (III.79)

Note-se que, as tensfes podem estar no regime
plastico, e portanto as forg¢as internas saoc calculadas a

partir das relagdes elasto-plasticas.

0 procedimento para a obten¢do das tensdes com base
nas relagdes elasto-plasticas ¢ resumido da seguinte

maneira:

a) Calculo do incremento de tensdes, assumindo-se um
comportamento elastico (Aor):
e

b) Atualizagdo das tensdes acumuladas para cada ponto de

integracgéo
¢ = ¢+ adl (III.80)
onde g¢g'' sdc as tensdes da iteragdo r-1 ;

c) Se a tensdo efetiva o < Eo (expressao(III.50)), ou,

—~p-

~r 1 . ~ :
se o0 <0 , 0 lncremento de tensdes é realmente

elastico, e va para o item 1);
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d) Calculo do fator de redugdo de tensodes Rf para

retornar as tensdes & superficie de escoamento

~p ~
g = a o - -
_— ' o <
a‘_r - ar-l o
Rf = < ; (ITI.81)
1 , c =z o
L o

e) Calculo das tensdes na superficie de escoamento

o = o+ (1-R) &g ; (III.82)
f) A parcela restante de tensdes R A’ deve ser
efetivamente eliminada, para isto divide-se esta

parcela em m_ intervalos, sendo m_ © menor inteiro

mais préximo de

m = S 8 + 1 (III.83)

r Rf‘Age
RAg = — i (III.84)
Lo
g) Para I = 1 , m ;

o

h) Calculo do pardmetro diA através de (I1I.78);
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i) Atualizagdo das tensdes, por meio de

¢ = g¢g" + RAgT - aX ; (III.85)

j) Fim do loop em I ;

K} Corregdc das tensdes por meio de

19
]
Bl
=l
19

(III.86)

at

e va para o item m);
1) As tensdes estdo ainda no regime elastico e sdo
calculadas através da expressdo (III.80);

m) Fim do cdlculo das tensdes.

Uma vez gque as tensdoes tém sido calculadas,
procede-se ao calculo das forgas internas resistentes

usando a expressaoc (III.79).

/
IITI.S MATRIZES ELASTO~PLASTICAS [14]

Recorrendo-se & condig¢do de normalidade e ao
pardmetro dX dado por (III.78), as expressoes (III.64)

pedem ser escritas como:
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1
dg, = T {E‘ 9Md§t+l-:“93dzt}b:n
P J+k - VA VB VC +H +H, ? “
1 t t
dy_ = —= {1_" QNdEt’fEmQdet}Em
®  J+k - VA VB VC +H +H, .
(II1.87)
usando a notacao
L = F F
n -n *n
L = F F (III.88)
L = F F'
=nm -n -mn
ocbtém-se
1
dg = — {r, omag +1 ooy, |
P J+k - va VB ve +H +H, " o
1 t
dy = —— {I; DM dg, + L l_JBda:}
P J+k - VA VB VC +H +H, o t " ¢
(IIT.89)

Levando (II1I.89) dentro de (III.68), obtém-se as
relagdes entre os incrementos dos esforgos e os

incrementos das deforma¢des, por meio de:
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ou, d

d]I|=

onde,

relacg
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1
pu {ag,—— {L,omae, + 1 00 oz }}
j+k- VA VB VC +H +H, \7° "
. t
DB {dzt — {I.: DM dg, + L DB dzt}}
J+k- VA VB VC +H +H, V™ "
(III1.90)
e outra forma;
DE dg, + DEF dy
= =t - t
. (ITI.91)
DEF de + DF dy
= =t = t
DE , DF e DEF sdo as matrizes que definem as

des elasto-plasticas entre os esforgos e as

deformagdes, e sdo dadas por:

DEF =

sendo

1
DM [ I - — L DM
J+k- VA VB VC +H +H,

1
DB | I - — L DB (III.92)
J+k- VA VB VC +H +H,

J+k- VA VB VC +H +H,

I , a matriz identidade 3x3.
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Usando as expressbes (III.92) no lugar de DM e DB
em (IIT.13), resulta a matriz de rigidez elasto-plastica

para o elemento de casca triangular facetado, dada por:

1<
=
=
=
]
]
1w
Q

Kp = ! - - T | aa (111.93)
B

A obtengdoc da matriz de rigidez elasto-pléastica do
elemento de casca triangular facetado, pode ser resumida

da segquinte maneira:

a) Calculoc das matrizes DM e DB , expressdes (III.5) e
(III.7);

b) Calculo dos esfor¢os por unidade de comprimento dados
por (III.33), e das intensidades quadraticas das
tensées através de (III.34);

c) Calculo do valor de «  por meio de (III.46);

d) Calculo dos coeficientes a , b e ¢ , expressdes
(III.58);

e) Céalculo dos vetores F e E por meio de (III.59) e
com a utilizagdo de (III.58);

f) Calculo dos valores de 5 e k , expressdes (III.71);

g) Calculo dos valores de VA , VB e Ve dados por
(III.60) , (I1I.66) e (1III.61l) respectivamente;

h) Calculo de H1 e H2 com a utilizagdo de (III.72);

i) Obtengdo das matrizes L , L e Lm‘ usando as

n -m
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expressées (III.88);

j) Obtencdo das matrizes que estabelecem as relagdes
elasto-plasticas entre os esforg¢os e as deformagdes por
meio das expressdes (III.92);

k) Obtencdo da matriz de rigidez elasto-plasticas através

da exXpressdo (III.93).

III.6 MATRIZ DE RIGIDEZ COM TENSOES INICIAIS [9,14]

No método dos elementos finitos os deslocamentos U
de um ponto no interior do elemento, podem ser obtidos a
partir dos deslocamentos nodais U , pelas fungdes de

interpolagdo representadas na matriz N , ou seja:

1<
1

}4
o

(III.94)

Os deslocamentos u e v variam linearmente no
interior do elemento, produzindo, conseqientemente,

deformagoes e esforgos de membrana constantes.

As deformagdes do elemento podem ser descritas enm
termos dos deslocamentos da superficie média do elemento.
Assim, fazendo o plano Xy coincidir com esta superficie

média, € possivel escrever:
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du aw 1 aw
€ = —-z—+=-| —
* ax ax 2 | ax |
av a*w 1 [ aw )?
e = — -z —+-| — (ITI.95)
Y ay ay 2 | sy |
au  av 8°w  ow aw
= — 4+ — - 2z + — —
i 8y 8% 8x 8y  8x a8y
sendo que, E. =¥ _= ',ryz =0
ou,
'4 3 { ' 3
du a%w [ aw )°
e = — — —_—
* 8x ax | ax |
av 82w 1 [ ow )°
£ = —_ > - 2 A - > + — 3 —_— >
y
ay ay 2 | 3y |
du av 8w aw aw
= |—+ — 2 2 — —
i ay 8x ax 3y ax a8y
\ 7 N / \ F,
(ITII.96)
ou de outra forma
E = g -zyx+t g, (IXI.97)
sendo que, €, contém as parcelas infinitesimais das
deformagdes provenientes do estado plano de tensdes, 4

contem as deformagdes devidas a flexdo expressas pelas
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curvaturas da superficie média, e g, contém as parcelas
ndo lineares das deformagdes provenientes do estado plano

de tensdes.

E possivel escrever g, scb a forma:

e = 1A @ (III.98)
—g 2 =g *g
onde

ow

bkl 0

E3% au
A = o X e o = {9 (III.99)
g Y g Qﬂ

dw 8w ay

3y ox

As derivadas dos deslocamentos que aparecem no vetor

gg . podem ser relacionadas aos deslocamentos nodais U ,

derivando convenientemente (III.94), ou seja;

8 = GU (III.100)

onde G contém as derivadas de N em relacdo a x e VY.

Derivando (III1.98), resulta

[y

de >dr @ + : A dg (III.101)
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De (III.99), pode-se facilmente mostrar que

da_8 = A_dg (I1I.102)

logo, levando (ITI.100) e (III.102) en (III.101),

obtém-se:

dg, = A dg = A GdU = B AU (III.103)
onde

B = A G (III.104)

0 variag¢do do vetor de forgas internas pode ser

escrito como:
dF = J dB g dv = I G' dA* ¢ dv (III.105)

E possivel verificar por simples substituicio a

relacgao:
da* ¢ = H G dU (II1.106)
sendo;

c T

X Xy
H = (IITI.107)
g T o
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levando (III.106) em {(III.1l05), resulta:

aF = J c* H G dU dv (III.108)
v

ou,

F = J G H_ G Uadv (III.109)
v

sendo que

Kg = [ ¢t H G dv (III.110)
v

€ a matriz de rigidez com tensées iniciais do elemento de

casca triangular facetado.

Levando em consideragdo (III.33), vem que:
Kg = [ G H_ G da (III.111)
A

sendo
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H = (ITI.112)

A matriz Kg foi explicitada por HOLLAND e BELL [15]

sob a forma:

Kg = l_(gx + I_'(gy + l_(gx:ﬁr (III.113)
onde;

_ 1 2 a b 2 =
X9, = zaN [V, K Yos ¥3, B v ¥, K]
Kg = =1 N [ x> K" +x_x._ K+ x2 K°] (III.114)
—gy 2 Ay ( 32 = 32 13 = 13 = )
Kg = =2- N [2y._x K +(y. x_+y._x_ ) K +
=“xy 2 A Txy 23 " 32 31 "3z 23 137 =

C
2 Yy, ¥ ¥ ]
A matriz tangente aproximada Kt do elemto

triangular de casca facetada, ¢ dada pela soma da matriz
de rigidez elasto-plastica Kp e a matriz de rigidez com

tensdes iniciais Kg

Kt = Kp + Kg (III.115)

sendo que, os termos da matriz de rigidez com tensédes

iniciais, relativos as translagdes e a rotagdo no plano
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sdo nulos.

As matrizes K, K e K° da expressdo (III.114)
sdao dadas por;
0 0 0 0 0 0 0 0 0
e 0 22 o o o o
2 (4] 6
0 0 0 0 0 0 0
1L 9 L 1 g
12 12 60 60
= 1 L b
K = 12 0 60 60 0
sim T L L 0
12 60 60
Lo,
as 90
1
s 0
1
(III.116)
0 0 0 0 0] 0 0 0 0
0 L2 o X o o o
2 6 6
1 1
0 " v 0 0 0 0]
1 1 1
E -_13 -E 0 0 0
Kb = - 1_ _.l.. _..:!'.... 0
= 12 12 30 30
sim i 4 L
12 30 30
r o 1
90 o} 90
1 1
30 90
1

(ITI.117)
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0 0] 0 0 0 0 0 0
4] 0 0 0 (0] 0 0 0
1 1 1
> r 4] ry 0 0 0
1 o - L o -1
12 12 60 60
1 45 L 0 1
12 60 o
sim LI 0 1
12 60 60
1 0 E
45 90
i 9
30
N
as

(III.118)
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CAPITULO IV

s
ALGORITMOS DE ANALISE E

IMPLEMENTAQKO COMPUTACIONAL

IV.1 ALGORITMOS DE ANALISE NAO-LINEAR

0 estudo de um problema elasto-plastico sob tensdes

iniciais implica na solugdo de um sistema de equagdes do

tipo:
K(U) U = R (IV.1)
onde K(U) é¢ a matriz de rigidez elasto-pléastica com

tensdes iniciais, a qual por sua vez ¢ fungdo direta ou
indireta dos deslocamentos U , e R é o vetor de forgas

externas.

E possivel solucionar este tipo de problemas de forma
simples, obtendo solugdes lineares por meio de processos
incrementais-iterativos, de tal forma que no final sejam
satisfeitas as leis do comportamento do problema em

questado.
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s
IV.1.1 METODO INCREMENTAL-~ITERATIVC DE

NEWTON-RAPHSON

A equagdo (IV.1l) escrita em forma incremental é dada

por:

IS(U)t+At AguAt = Agt+At (IV.2)

onde;

K(U)Hﬂt - Matriz de rigidez tangente (fungdoc dos
deslocamentos) da etapa de carga t+At

AU Ac - Incremento dos deslocamentos da etapa de carga
t+At

ABuAt - Vetor das forgas de desequilibrio (ou seja a

diferenga entre as forgas externas aplicadas e
as forgas internas resistentes) da etapa de

carga t+At

Resolvendo a equag¢ao (IV.2) obtém-se um incremento de

deslocamentos, no equilibrio A deve ser zero, se

13t+At
isto nao acontecer, havera entédo uma forca de
desequilibrio e precisara-se resolver novamente a equagido
(IV.2) com esta nova forga de desequilibrio, o gque
provocara um novo Iincremento de deslocamentos. Os

deslocamentos totais seram iguais ao somatdério do

incremento de deslocamentos anterior e o novo. Para se
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fazer 1isto, precisa-se de um algoritmo incremental-

iterativo da forma:

1 1+1 _ 1

Keae oae = RBae — Eoa (IV.3)
sendo;

KLAt - Matriz de rigidez tangente da etapa de carga t+At
e da iteragao i (fungdo dos deslocamentos da
iteragédo 1 da mesma etapa de carga)

Aggzt - Incremento de deslocamentos da iteragdo i1+t na
etapa de carga t+At

BuAt Forga externa total aplicada na etapa de carga
t+At

ELAt - Forga interna resistente na iteragdo 1 da etapa
de carga t+ht {fung¢do dos deslocamentos da

iteragdo i da mesma etapa de carga)

O processo que envolve a resclugdo da equagdo (IV.3)
€ esquenmatizado na figura (IV.1l) e é conhecido como Método
Incremental-Iterativo de Newton-Raphson. Onde o
equilibrio sera alcangado para cada etapa de carga, e em
caso da estrutura apresentar uma resposta ndo 1linear,
serdo feitas iteragdes dentro de cada etapa de carga até

alcangar o equilibrio.
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1
-

FOU S —

P Et+At

-
gI

Figura (IV.1) Método Incremental-Iterative de

Newton-Raphson

Iv.1.2 Mé&ODO INCREMENTAL-ITERATIVO DE

NEWTON-RAPHSON MODIFICADO

Pode-se observar que a solugdoc da equagdo (IV.3)

implica na atualizagdo da matriz de rigidez tangente

1
(l-cthﬁt)

computacional muite grande, principalmente na mcontagem das

a cada iteragdo, isto pode resultar num esforgo

matrizes de rigidez dos elementos de casca, as quais séo

obtidas via integrag¢ido numerica.

Esta situagdo pose ser melhorada se a matriz
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(ELAt), é reavaliada s6 a cada certo nimero de
iteragdées, ou no inicio de cada etapa de carga, ou
alternativamente usando-se a matriz de rigidez tangente Qda
primeira iteragdo que freqientemente é a matriz de rigidez
elastica da estrutura (este Ultimo processo é conhecido

como método das tensdes iniciais).

Esta variagdo do métode incremental-iterativo de
Newton-Raphson € esquematizada na figura (IV.2) e é
conhecido como Método Incremental-Iterativo de

Newton-Raphson Modificado.

R\

BH&, """"""""""""""" AR
i
y Ec+bb
A N
:
AUe, e gttt
K Bdeine

1C

Figura IV.2 Método Incremental-Iterativo de

Newton-Raphson Modificado

O uso deste método resulta numa convergéncia mais
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lenta na resolugdo da equagdo (IV.3), porém o gasto
computacional requerido quando se utiliza este processo é
geralmente inferior ao requeride quando se utiliza o

processo convencional.

IV.2 ALGORITMO PARA CONTROLE DE DESLOCAMENTOS [16]

Na andlise de problemas ndo lineares, com freqiiéncia
encontram-se dificuldades de convergéncia nos processos
iterativos quando ocorre perda subita de rigidez durante

um incremento de carga.

Tém sido sugeridos diversos algoritmos para acelerar
a convergéncia dos processos iterativos. Entretanto,
préximo & carga critica, os algoritmos de controle de
deslocamentos sdc mais recomenddveis. Devido 4&s suas
caracteristicas de implementagdo e pela sua generalidade,
optou-se pelo algoritmo de controle de deslocamentos
sugerido por HAISLER e STRICKLIN [17]. Este algoritmo &

resumido a sequir.

Considere o sistema de equagdes incrementais dado em

(IV.3) na forma;

(P
>

v =R - F (IV.4)
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se a relagdo entre as cargas ¢é fixada, e apenas seus

valores desconhecidos, tem-se:

R = aR (IV.5)

onde;
ﬁ - Vetor com a relagac entre as cargas

A - Pardmetro de carga a ser aplicado

de (IV.4) e (IV.5) segue-se que:

K AU = AR - F (IV.6)

Quando a matriz K se torna quase singular, a equagdo
(IV.6) nao pode mais ser resolvida. Esta dificuldade pode
ser superada incrementando~se uma das componentes de
deslocamentos, com o qual se calcula entdo o pardametro a

a ser aplicado para gque se produga este deslocamento.

Supcondo que o deslocamento Au1 seja especificado,tem-se:

K AU

= A - (IV.7)
K Au R F

sendo;

K, - Matriz K com a linha e a coluna i removidas
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K _ - Coluna : da matriz K sem a linha !
- Linha 1 da matriz K sem a coluna i
- Elemnto k = da matriz K

AU1 - Vetor de deslocamentos naoc especificados

§ - Vetor com a relagdo das cargas na estrutura sem a
linha 1

R, - Elemento R do vetor R

F - Vetor das forgas internas resistentes sem a linha i

1

F, - Elemento F, do vetor F

Da equacgdo (IV.7} vem que:

K F K
=11 =1 =1 -1 =12

A expressdo (IV.8) €& um sistema de n equagdes com n
incognitas, incluindo A . Para resolver este, expande-se

(IV.8) e obtém-se:

=
L=
]
>
l
'
|
=g
o]
A=
N

(IV.9)

(IV.10)

~
=3
cl
1
>
o]
i
|
i
l
(=
o
=
n
[N

Na equagdo (IV.9) Ag1 pode ser expresso por;

AU

]
>
+

w
o

(IV.11)
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onde A e B sdo as solugdes das equagdes

=11 A = _El - Aui I-<12 {(IV.12)
K, B = R (IV.13)
Substituindo-se (IV.1l) em (IV.10), obtém-se;

F + K. A+ K_ Au

2 =21 = 22 1
A = - (IV.14)

B -R
- 2

conhecido o valor de A , e levando-o dentro de (IV.11), é

determinado o vetor AU, .

Considere-se agora a equagdo de recorréncia (IV.3)
para o processo de itercdo de Newton-Raphson como;
i 1+1 _ = _ i
Keene 8¥%ae = 2 B LA (IV.15)

Os valores dos deslocamentos e o parametro de carga
A no inicio do processo iterativo em cada etapa de carga
sdao calculados usandc um incremento de deslocamento fixado
(Aui”). Este valor permanece nulo durante as iteracgdes
posteriores de cada etapa de carga, o que significa que a

cada uma destas iteragdes dentro do mesmo incremento de

carga o sistema de equagdes a ser resolvido sera do tipo:
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K. -R AU
-11 =1 =1 -1
. = - (IV.16)
-R A F
=21 2 2
O valor de A em cada iteracgdo é calculado por:
A: = Attt oot (IV.17)

Observa-se em (IV.16) que quando o equilibrio é

alcancado o valor de A ¢é igual a 1.

IV.3 CRITERIOS DE CONVERGENCIA

Quando se utilizam métodos incrementais-iterativos
para a solugio de problemas nao lineares, ¢ de muita
importadncia o uso de critérios de convergéncia para

indicar o términc das iteracdes.

No final de cada iteragdoc a solug¢do obtida deve ser
avaliada a fim de estabelecer a convergéncia da mesma. Se
a tolerancia para esta é muito pobre, a solug¢do sera
inadequada, por outro lade, se a tolerdncia for muito

rigida, precisara-se de um esfor¢o computacional muito
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grande para obter uma precisdo desnecessaria da solugéao.

Entre os diversos critérios de convergéncia mais

utilizados, podem ser citados os seguintes:
- Critério dos Deslocamentos
- Critério das Forc¢as de Desequilibrio
- Critério de Energia Incremental Interna
No presente trabalho foram empregados os

primeiros, os quais sdo descritos a sequir.

/
IV.3.1 CRITERIO DE CONVERGENCIA DOS DESLOCAMENTOS

dois

[18]

Ue

Figura (IV.3) Critérios de Convergéncia

Q—C-{-Lt

-
Y
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Observa-se na figura (IV.3) a configuragdo de
deslocamentos para o tempo (t+At). No final desta etapa de
carga os deslocamentos obtidos devem ser iguais aos
deslocamentos da solugdo real. Numericamente isto é
impossivel, e portanto € preciso avaliar a solugédo ao
final de cada iteracdo para estabelecer a precisido da
mesma. Pode considerarse que a Solugdo €& satisfatdria
gquando os deslocamentos obtidos permanecem dentro de uma
tolerdncia pre-estabelecida em relagao aos deslocamentos

reais.

Um critério realistico é dado pela Norma Euclidiana

dos Deslocamentos, expressa por:

gt+At 2
= € (IV.18)
U D
=t+At 2
onde;
Agugt - Norma euclidiana do incremento de deslocamentos

na iteragdo 1 da etapa de carga t+At
U..pe ~ Norma euclidiana dos deslocamentos acumulados
da etapa de carga t+At

€ - Tolerancia dos deslocamentos

0 termo U

U, Ac ndo ¢ conhecido a priori, e deve ser

aproximado.
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Uma maneira de aproximar U.,a + € usar o fator
de convergéncia [19]
i
M-J-uAt, 2
q = o (IV.19)
Agt+At 2
sendo;
Ag:Lt - Norma euclidiana do incremento de deslocamentos
da iteracdo i-1 e da etapa de carga t:At

se a iteragdo estiver convergindo o fator de convergéncia
devera ser mencr que a unidade (g = 1), e © mesmo nao
devera exceder o fator corrente nas iterag¢des posteriores

nesta etapa de carga, tem-se entdo que;

i-1

o]
< K i
I-IuAt—t—JuAt. 2 gq AI—JuAt 5 (IV.20)

onde U

U.r € o vetor de equilibric dos deslocamentos, se

q for menor que a unidade, tem-se que;

Yeore ~ Yeoar 2 = T Ay

=t+At 2
q t

) q
-2 (IV.21)
1_.

Se o fator de convergéncia € usado como uma projecgio

anterior a solugdo correta, o citério de convergéncia dos

deslocamentos aparece como:
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q
i
— AU = e U (IV.22)
1-q
onde Ur > € a norma de deslocamentos previamente

calculada, usualmente a Norma euclidiana dos deslocamentos

da etapa de carga anterior LA

Iv.3.2 CRITERIO DE CONVERGENCIA DAS

£/
FORCAS DE DESEQUILIBRIO [18]

+

Um critério de convergéncia mais rigoroso é& baseado
nas forgas de desequilibrio. Este critério requer que a
norma do vetor de cargas de desequilibrio esteja dentro de
uma certa toleréncia em relagdo ao incremento de carga

original, ou seja:

Bt-i-At EuAt 2 = F Btﬂﬁt - Et 2 (IV.23)

A fim de que o critério de convergéncia das forgas
ndc seja muito rigoroso para pequenos incrementos de

carga, € preferivel usar ¢ maximo incremento de carga

inicial Roa ~ E ;max; na equagédo (IV.23) no lugar

de R ~E ,  onde o simbolo {max indica o

maximo valor calculado durante a solucgdo.
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0 uso dos critérios de convergéncia deve ser feito
com muito cuidado devido as inconsisténcias das unidades

nos vetores de deslocamentos e forgas.

IV. 4 INTEGRA(;EO NUMERICA

Para a obtencdo da matriz de rigidez do elemento
triangular de <casca facetada, é precisso avaliar
expressdes que envolvem integrais do tipo (III.13) e
(IIX.93). A precisdo da avaliagdo destas integrais depende

do método escolhido para se obter as mesmas.

Neste trabalho estas integrais sdo avaliadas de forma
numerica, utilizando o método desenvolvido por HAMMER para
elementos triangulares em coordenadas naturais [20}, o
processo pode ser realizado com um, trés ou quatro pontos
de integragac como € mostrado na figura (IV.4), cujas

coordenadas e pessos sao mostrados na tabela (IV.1l).

Figura (IV.4) Pontos de Integragdo do elemento triangular
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*
NPI Ponto Coordenadas Peso
1 1 1
- . Z . 2 1
1 a 3 ' 37 3
2 1 1 1
b e -
3" 6 7 & 3
1 2 1 1
3 c 3 g 3
1 1 2 1
d - = . - -
6 ' 6 ' 3 3
1 1 1 27
a O S S~ - —
3 3 3 48
3 1 1 25
b - i oz oz —
4 5 5 5 48
c 13 1 25
5 ' 5§ ' § a8
1 1 3 25
d 5 ' 5 * 5 a8

# NUmero de Pontes de Integragdo
Tabela (IV.1l) Pontos de integracido do

elemento triangular

iv.5 IMPLEMENTAgiO COMPUTACIONAL

O programa COPAE (Colapso de Paineis Enrijecidos)
implementado neste trabalho, foi desenvolvido tomando
como base oprograma STAP [21] ,tendo sido aproveitada a
sua estrutura de armazenamento e resolucdo do sistema de
equagdes algebricas. Foram introduzidas algumas
modificagdes e acrescentadas rotinas para efetuar a
analise 1limite de estruturas enrijecidas sob tensdes

iniciais.
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Entre as principais caracteristicas do programa podem

ser citadas as seguintes:

- O programa utiliza armazenamento em disco para reduzir o
uso de memdria central;

- 0 armazenamento da matriz de rigidez pode ser feito en
blocos dependendo do espago disponivel em memdria
central;

- O programa permite a solugdo de estruturas com diversos
tipos de carregamento;

- O programa utiliza uma formulagdo incremental-iterativa.

- A solugdao do problema nao linear pode ser feita
utilizando-se o algoritmo de controle de carga ou o
algoritmo de <controle de deslocamentos descritos
anteriormente;

- A solugdo do problema nao linear pode ser feita usando o
Método Incremental-Iterativo de Newton-Raphson
(atualizagdo da matriz de rigidez a cada iteragido), ou
alternativamente utilizando o Método
Incremental-Iterativo de Newton Raphson-Modificado. Caso
seja escolhido este ultimo, séao péssiveis as seguintes
opgoes;

* Atualizagdo da matriz de rigidez, s6é no inicioc de
cada etapa de carga;

* Atualizagdao da matriz de rigidez, a cada certo
nimero de iteracgdes, especificadas pelo usuario;

* Ndo atualizagdo da matriz de rigidez, ou seja, a
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solugdo €& feita usando-se a matriz de rigidez

elastica;

A seguir sdo descritos alguns dos aspectos antes
mencionados e  feitos alguns comentarios sobre a

implementacdoc computacional dos mesmos.

IV.5.1 ARMAZENAMENTO DA MATRIZ DE RIGIDEZ

0 programa utiliza um esquema de armazenamento em
perfil, por meio das alturas efetivas de colunas. Este
esquema € muito eficiente, pois armazena num sé vetor de
trabalho VAT os elementos de cada coluna, desde o
elemento da diagonal principal até o utltimo elemento ndo

nulo da coluna como é esguematizado na figura (IV.5)

ou seja, o vetor VAT & dado por:

VAT = | k11 Kpo Kip Kyp Ky k44 k34 k24 Kie ®ss k45

ct kss kss k4s kas k?? ks? kea 0 0 kss }
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Figura (IV.5) Matriz de Rigidez da Estrutura

Para a localizagao dos termos da diagonal principal
dentro do vetor VAT , & montado o vetor auxiliar MAXA ,

de modo que para a matriz K , tem-se:

MAXA' = ( 1 2 4 6 10 12 16 18 )

0 calculo deste vetor depende da determinagdo prévia
das alturas efetivas das colunas, para o qual & calculado
0o numero da equagldc correspondente a cada grau de

liberdade para todos os elementos da estrutura.

Devido a limitagdo de memdéria central, as vezes &
necessdrio particionar a matriz global da estrutura em
grupos de colunas, tais grupos sio denominados blocos.
Para armazenar a matriz de rigidez desta maneira, é

precisc definir os seguintes parédmetros:
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- Tamanho de cada bloco, ou seja o numero de elementos
contidos dentro de cada bloco;

- A numeracdo do primeiro elemento de <cada bloco,
relacionado com a numeragdoc de um armazenamento nao
particionado;

- Numeroc de colunas contidas dentro de cada bloco.

O armazenamento da matriz global particionada em

blocos é esquematizado na figura (IV.6).

[ . ] o | o o | ® o ]
= o | = o | = o
= [ o ] [ = =]
K = | = = | = ]
| n [ o =
|’ | = o
i | | - )
| 1° bloco , 2° bloco , 3° bloco

1 | i }

Figura (IV.6) Esquema de armazenamento em blocos

Iv.5.2 SOLUgiO DO SISTEMA DE EQUAgﬁES

UTILIZANDO MEMORIA AUXILIAR

A solugao do sistema de equagdes utilizando memdria

auxiliar, pode-se resumir da sequinte maneira:
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TRIANGULARIZAGCAO

a) para I = 1 , N° de blocos;

b) Leitura em arquivo de memdria auxiliar do bloco I ;

c) Triangularizag¢do do sub-bloco principal SI!I ;

d) Se I = N° de blocos ,va para o item 1);

e) Para I1 = (I+1) , N° de blocos;

f) Se ndoc existe acoplamento entre os blocos I e Il ,
va para o item 3j):

g) Leitura em arquivo de memdria auxiliar do bloco Il se
o N° de blocos for maior que dois;

h) Triangularizac¢do do sub-bloco secundario Sx,n ;

i) Gravagdo em arquivo de meméria auxiliar do bloco Il
se existir mais do gue um sub-bloco secundario acoplado
a I e se o N° de blocos for maior gque dois;

j) Fim do loop 1I1 ;

k) Gravagao em arquivo de memoria auxiliar do bloco I ;

1) Modificagao do vetor de desequilibrio;

m) Fim do loop I

RETRO-SUBSTITUIGAO

a) para I = N° de blocos , 1 (decrementos de 1);

b} Leitura em arquivo de memdria auxiliar.do bloco I , se
I for diferente do N° de blocos;

¢) Calculo da retro-substituicdo, relativamente as colunas

do bloco I ;
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Fim do loop I

IV.5.3 ANKLISE INCREMENTAL-ITERATIVA

A solugao do problema nd&c linear com base na

formulagdao incremental-iterativa descrita anteriormente,

pose ser resumida da seguinte maneira:

b)

c)

d)

f)

g)

h)

i)

J)

Para IT = 1 , NT (N0 de etapas de carga):

Calculo das matrizes de rigidez dos elementos e do
vetor de forcas internas resistentes;
Montagem da matriz de rigidez global da estrutura.
Triangularizagdoc da matriz de rigidez global da
estrutura;
Calculoc do vetor de forgas de desequilibrio:

Analise da convergéncia, usando o critério das forcas
de desequilibrio;

Retro-substitui¢ao da matriz de rigidez global da
estrutura e redugdo do vetor de cargas para a obtencgio
do incremento de deslocamentos;
Atualizago dos deslocamentos acumulados;

Analise da convergéncia, utilizando o critério dos
deslocamentos;

Se a convergéncia em f) e i) ndo foi alcangada

volta para o item b):;
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k) Convergéncia alcangada, impressdc dos deslocamentos,
esforgos e/ou tensoes nos elementos;

1) Fim do loop IT

Iv.5.4 IMPLEMENTAgiO DO ALGORITMO PARA

CONTROLE DE DESLOCAMENTOS

Quando o problema nao linear & solucionado utilizando
o algoritmo para controle de deslocamentos, a matriz de
rigidez global da estrutura ¢ montada primeiramente da
mesma maneira gque gquando se utiliza o algoritmo para

controle de carga (matriz K da equagadoc (IV.7) ).

Para a solugdo do problema é necessdrio resolver os
sistemas de equagoes das expressdes (IV.12) e (IV.13), &
preciso entdc efetuar certas modificagbes na matriz de
rigidez global da estrutura, ja que a ordem da matriz K,
destas equagdes é igual & ordem da matriz K da equagéo

(IV.7) menos um.
Estas modificagdes sdo feitas pela rotina de montagem
da matriz de rigidez global da estrutura MONGLO e con

auxilio da rotina SERROT da seguinte maneira:

a) Para I = 1 , N° de blocos;



b)

d)

e)

b)

c)

d)
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Espalha as matrizes dos elementos dentro da matriz de
rigidez global da estrutura;

Se o bloco I € menor que o bloco que contém a
diagonal da equag¢ao controlada, v4 para o item e);
Chamada da rotina SERROT para efetuar as modificacgdes
no bloco I ;

Fim do loop I

A rotina SERROT ¢ resumida assim:

Se o0 bloco em questdo for maior que o bloco que contém
a diagonal da equagdo controlada, s¢ seradao feitas
modificagdes na linha desta equagioc, ja que os termos
da coluna encontram-se dentro do bloco com a diagonal
desta equag¢dao como é mostrado na figura (IV.7), va para
o item e);

Copia os termos da coluna da equagdo controlada dentro
do vetor COLD e logo depois zera estes termos dentro da
matriz global:

Salva o termo da diagonal da equacgdo controlada dentro
da variavel AK e faz este termo dentro da matriz
global igual a unidade;

Copia os termos da 1linha da equacio controlada
contidos no bloco em questdo dentro do vetor COLD , e
zera os mesmos dentro da matriz global, va para o item

f);
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[ =) a o | @ = o | o o ]
o o { o " o] ( o o
o | o n o { o o
K = | o = a { o ]
| ] ] { ] ]
| o | o o
| e
| | o
] 1° bloco 2° bloco 3° bloco -

Figura (IV.7) Eqguagdo controlada dentro da

matriz global da estrutura

e) 0 bloco em questdo so contém termos da linha da equacgéao
controlada, copia estes dentro do vetor COLD e zera
os mesmos dentro da matriz global;

f) Volta & rotina MONGLO e continua o loop dentro dos

blocos.

Apds estas modificagdes os termos da coluna e linha
da equagé&o contreolada tém sido desacoplados da matriz
global da estrutura, chama-se entdo a rotina CNTDSL para
obter a solugdo das equag¢gdes (IV.12) e (IV.13) e calcular

o pardmetro A da expressao (IV.14).
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/
CAPITULO V¥

I
ANALISE DE RESULTADOS

Neste capitulo, sdo analisados alguns exemplos, os
quais tém sido amplamente estudados por diversos autores
[22-26] , etc., e refletem situagdes praticas do
comportamento ndoc linear das estruturas. Pretende-se com
isto mostrar a eficiéncia dos modelos simplificados
implementados neste trabalho para a determinagdo da carga
limite. Os resultados tedricos extraidos das referéncias
acima citadas, serviram de base para uma avaliag¢doc do
desempenho e a confiabilidade do programa implementado no

presente trabalho.

7
V.1l PLATAFORMA MARITIMA FIXA

Este estudo tem como objetivo, mostrar a
aplicabilidade do elemento de portico espacial
elasto-plastico sob tensdes iniciais. A  estrutura

analisada é& uma plataforma fixa, hipotética de quatro
pPernas, a altura da estrutura é de 75 metros, com uma

ladmina d’agua de 65 metros. As dimensdes da segdo
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transversal variam de uma se¢do quadrada de 50 metros no
topo a uma secg¢do dquadrada de 58 metros na base da
estrutura. As figuras (V.1), (V.2) e (V.3) nmostram a

planta, elevag¢do e perspectiva, respectivamente.

As propriedades geométricas da estrutura, bem como as
dimensdes das segdes transversais das barras e o sistema
de disposigdo das mesmas, foram ajustadas a modo de se

obter as seguintes condigées:

- Uma alta rigidez global com o objetivo de obter um
comportamento essencialmente estatico;

- As dimensdes globais sdo semelhantes as de uma
plataforma real:

- Suficiente ductibilidade para se ter uma grande reserva
de capacidade de resisténcia apds acontecer o primeiro
escoamento,

Ductibilidade € a capacidade gque a estrutura possui
de continuar absorvendo incrementos de carga apés a tensdo
de escoamento ter sido alcangada em uma ou mais secgdes
transversais. Em uma estrutura ductil, as deformag¢des
ineladsticas e a redistribuigdo de carga, ocorre antes de

se alcangar o cclapso total.
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Figura (V.1l) Planta

|
N

|
|
}/
L

Figura (V.2) Elevagao
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Figura (V.3) Perspectiva
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A versdao final do modelo estrutural, resultou numa
malha composta por 111 nés e 406 elementos de barra.
Devido a que as estacas de fundacgdoc ndoc foram incluidas no
modelo estrutural, as condigdes de suporte da plataforma
foram simuladas usando-se modelos de molas lineares. 0O
sistema global de coordenadas tem o eixo Z normal ao
plano definido pelo fundo do mar, e os eixos X e ¥

paralelos a este e aos lados da plataforma.

0 valor total das cargas verticais atuando no convés
é de 112.000 KN. As cargas de tormenta sdoc devidas a uma
onda de 10 metros de altura com um periodo de 11 segundos
e uma correnteza que varia linearmente desde 1,5 m/s na
superficie do mar até 0.09 m/s no fundo, a velocidade do
vento é de 37,3 m/s na altura de referéncia. Na analise,
as cargas ambientais atuam na direcdo do eixo X do sistema

global de coordenadas.

Esta estrutura fol analisada anteriormente por
BENJAMIN e EBECKEN ([22], através de uma formulagao
lagrangeana. Neste trabalho pretende-se avaliar a
aproximagdo gque se obtém para a carga limite desta
estrutura utilizando-se procedimentos mais simples. A
estrutura foi analisada primeiramente levando em
consideragdo so a ndo linearidade fisica e posteriormente
a nao linearidade fisica junto com os efeitos dos esforgos

internos utilizando a matriz de tensfées iniciais.
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Investiga-se a viabilidade deste modelo simplificado para

a obtencdo da carga limite.

As cargas atuantes sobre a plataforma foram divididas
em trés grupos, compostos das cargas de peso préprio, as
cargas do convés e as cargas ambientais, e a cada um
destes grupos foram associadas fungdes de aplicagdao de
carga diferentes, Al ; 12 e 13 respectivamente. As
cargas dos dols primeiros grupos foram aplicadas
incrementalmente até alcangar os valores de Al =1 e
Az = 1 , logo apdés mantiveram-se constantes durante o
resto da analise. As cargas ambientais foram gradualmente
incrementadas depois de serem aplicadas as cargas dos dois

primeiros grupos até se alcangar a carga limite da

estrutura.

Neste exemplo em particular ndo é possivel realizar a
andlise utilizando o algoritmoe para controle de
deslocamentos, devido ao numero de fungdes de carga
superior a um, e as guais por sua vez seguem direc¢des de
aplicagdo diferentes para as respectivas cargas. Embora o
algoritmo de Newton-Raphson Modificado dispense a montagem
e triangularizagdo da matriz de rigidez global da
estrutura, optou-se pelo algoritmo convencional, ja que as
matrizes de rigidez dos elementos de pértico sadc obtidas
de forma explicita e os esfor¢os internos s&o obtidos a

partir da relagdo destas matrizes com os deslocamentos,
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sendo necessdrio portanto o calculo das mesmas a cada
iteracdo. A curva de resposta do deslocamento horizontal
do convés é mostrada na figura (V.4), os dados utilizados
para tragar esta curva encontram-se nas tabelas (V.1l) e
(V.2) para as analises elasto-pldstica e elasto-plastica
sob tensdes iniciais respectivamente. A curvas de resposta
do esforgo axial nos elementos 113 e 116 sdo mostradas nas
figuras (V.5) e (V.6) respectivamente, e o0s valores
utilizados encontram-se nas tabelas (V.3) e (V.4) para a
anidlise elasto-plastica , e nas tabelas (V.5) e (V.6) para

a andlise elasto-plastica sob-tensdes iniciais.

A carga limite corresponde ac parametro de carga A, =
4,11 para a analise elasto-plastica sob tensédes iniciais,
o critério adotado para a determinagdo desta carga limite
foi a singularidade na matriz de rigidez global da
estrutura. Esta singularidade ¢ devida ao fato de que os
esforcos internos tornam a matriz de rigidez n&o positiva
definida. Isto pode interpretar-se como a formagdo de
rétulas gque transformam a estrutura num mecanismo,
utilizando-se o método de Gauss para a solugdo do sistema
de equagdes, foli possivel continuar a analise apdés a
primeira singularidade. J4 na analise elasto-pléastica
encontrou-se que a carga limite corresponde ao parametro
de carga A, = 4,24 , sendo que o critério adotado nesta
andlise para a determinagdo da carga de colapso foi a

obtengdo de um deslocamentoc horizontal do convés
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. A carga limite encontrada por BENJAMIN e

EBECKEN corresponde ao parédmetro de c¢arga

, Sendo

que

o

critério

adotado

por

estes

A
3

= 4,04

para

a

determinagdo da carga de colapso foi a ndo convergéncia

apdés 15 iteracgdes dentro de uma etapa de carga.

Deslocamento (m) A3 Deslocamento (m) 13
0,019352 0,25 0,404247 4,22
0,038703 0,50 0,410955 4,24
0,058055 0,75 0,418569 4,26
0,077406 1,00 0,427441 4,28
0,096757 1,25 0,438083 4,30
0,116111 1,50 0,451035 4,32
0,135751 1,75 0,466616 4,34
0,155637 2,00 0,484883 4,36
0,175734 2,25 0,505406 4,38
0,196077 2,50 0,527977 4,40
0,217147 2,75 0,553106 4,42
0,239040 3,00 0,581769 4,44
0,257378 3,20 0,615459 4,46
0,277330 3,40 0,654002 4,48
0,299625 3,60 0,698084 4,50
0,325551 3,80 0,721029 4,51
0,332238 3,85 0,744492 4,52
0,339338 3,90 0,768293 4,53
0,346954 3,95 0,792364 4,54
0,355211 4,00 0,816670 4,55
0,362168 4,04 0,841180 4,56
0,369750 4,08 0,865882 4,57
0,378121 4,12 0,890779 4,58
0,387490 4,16 0,915886 4,59
0,398203 4,20 0,941233 4,60

Tabela (V.1)

anidlise elasto-plastica

Deslocamento horizontal do convés
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Deslocamento (m) A3 Deslccamento (m) 13
0,019431 0,25 0,380688 4,10
0,038861 0,50 0,383135 4,11
0,058292 0,75 0,385668 4,12
0,077725 1,00 0,388297 4,13
0,097158 1,25 0,391037 4,14
0,116600 1,50 0,393902 4,15
0,136340 1,75 0,396911 4,16
0,156330 2,00 0,400126 4,17
0,176535 2,25 0,403334 4,18
0,197020 2,50 0,406828 4,19
0,218259 2,75 0,410600 4,20
0,240352 3,00 0,414¢98 4,21
0,258956 3,20 0,419203 4,22
0,279293 3,40 0,424226 4,23
0,302186 3,60 0,429927 4,24
0,32919s6 3,80 0,436522 4,25
0,333250 3,83 0,444284 4,26
0,337487 3,86 0,453493 4,27
0,341838 3,89 0,464286 4,28
0,346412 3,92 0,476547 4,29
0,351220 3,95 0,490071 4,30
0,356304 3,98 0,504714 4,31
0,361715 4,01 0,520439 4,32
0,367523 4,04 0,537366 4,33
0,373810 4,07 0,555935 4,34

Tabela (V.2)

Deslocamento horizontal do convés

analise elasto-plastica sob tensdes iniciais




94

Aa Forga (KN) Aa Forga (KN)
0,25 -121,64 4,22 590,27
0,50 -75,10 4,24 591,10
0,75 -28,56 4,26 591,81
1,00 17,99 4,28 592,36
1,25 64,53 4,30 592,76
1,50 111,08 4,32 593,09
1,75 158,94 4,34 593,34
2,00 207,91 4,36 593,53
2,25 257,83 4,38 593,71
2,50 308,59 4,40 593,90
2,75 361,76 4,42 594,12
3,00 417,72 4,44 594,38
3,20 460,28 4,46 594,67
3,40 495,40 4,48 595,01
3,60 525,64 4,50 595,38
3,80 550,59 4,51 595,56
3,85 556,89 4,52 595,75
3,90 562,82 4,53 595,93
3,95 568,34 4,54 596,11
4,00 573,44 4,55 596,29
4,04 577,34 4,56 596,46
4,08 580,93 4,57 596,63
4,12 584,16 4,58 596,79
4,16 586,96 4,59 596,94
4,20 589,30 4,60 597,07

Tabela (V.3) Forga axial no elemento 113
analise elasto-plastica
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A3 Forg¢a (KN) Aa Forga (KN)
0,25 -121,40 4,10 585,76
0,50 -74,61 4,11 586,50
0,75 -27,82 4,12 587,20
1,00 18,96 4,13 587,86
1,25 65,75 4,14 588,49
1,50 112,56 4,15 589,09
1,75 160,73 4,16 589,66
2,00 210,02 4,17 590,27
2,25 260,29 4,18 590,56
2,50 311,50 4,19 590,92
2,75 365,22 4,20 591,25
3,00 421,87 4,21 591,52
3,20 463,94 4,22 591,72
3,40 498,97 4,23 591,86
3,60 529,03 4,24 591,92
3,80 553,74 4,25 591,89
3,83 557,67 4,26 591,82
3,86 561,49 4,27 591,64
3,89 565,08 4,28 591,36
3,92 568,55 4,29 591,07
3,95 571,86 4,30 590,71
3,98 575,01 4,31 590,32
4,01 578,00 4,32 589,90
4,04 580,81 4,33 589,47
4,07 583,41 4,34 588,13

Tabela (V.4) Forga axial no elementoc 113
andlise elasto-pldstica sob tensdes iniciais
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13 Forga (KN) A3 Forga (KN)
0,25 -214,64 4,22 -597,49
0,50 -261,10 4,24 -597,49
0,75 -307,55 4,26 -597,49
1,00 -354,01 4,28 -597,50
1,25 -400,46 4,30 -597,50
1,50 -446,85 4,32 -597,50
1,75 -484,04 4,34 -597,50
2,00 -513,36 4,36 -597,50
2,25 -535,91 4,38 -597,50
2,50 -553,08 4,40 -597,50
2,75 -567,21 4,42 -597,50
3,00 -577,62 4,44 -597,50
3,20 -584,41 4,46 -597,50
3,40 -589,44 4,48 -597,50
3,60 -592,93 4,50 -597,50
3,80 -596,14 4,51 -597,50
3,85 -596,52 4,52 -597,50
3,90 -596,81 4,53 -597,50
3,95 -597,02 4,54 -597,50
4,00 -597,17 4,55 -597,50
4,04 -597,29 4,56 -597,50
4,08 -597,38 4,57 -597,50
4,12 -597,43 4,58 -597,50
4,16 -597,46 4,59 -597,50
4,20 -597,48 4,60 -597,50

Tabela (V.5) Forg¢a axial no elemento 116
analise elasto-plastica
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AS Forca (KN) AS Forga (KN)
0,25 -214,89 4,10 -597,48
0,50 -261,60 4,11 -597,48
0,75 -308,31 4,12 -597,49
1,00 -355,03 4,13 -597,49
1,25 -401,75 4,14 -597,49
1,50 -448,25 4,15 -597,49
1,75 ~485,32 4,16 -597,49
2,00 -514,49 4,17 -597,49
2,25 -536,87 4,18 -597,49
2,50 -553,97 4,19 -597,49
2,75 -567,96 4,20 -597,49
3,00 -578,22 4,21 -597,50
3,20 -584,93 4,22 -597,50
3,40 -589,87 4,23 =-597,50
3,60 -593,33 4,24 -597,50
3,80 -596,72 4,25 -597,50
3,83 -596,90 4,26 -597,50
3,86 -597,05 4,27 -597,50
3,89 -597,17 4,28 -597,50
3,92 ~597,26 4,29 -597,50
3,95 -597,33 4,30 -597,50
3,98 ~597,39 4,31 =-597,50
4,01 =-597,42 4,32 -597,50
4,04 -597,45 4,33 -597,50
4,07 -597,47 4,34 -597,50

Tabela (V.6) Forga axial no elemento 116
analise elasto-plastica sob tensdes iniciais
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ESFORGO (KN)

=  BENJAMIN e EBECKEN +  AEP o AEPTI

Figura (V.6) Curva Esforgo - A, para o elemento 116

Deve-se ter muito cuidado com o critério adotado para
a determinagdo da carga limite. No caso, ndo se pode
afirmar que a ndo convergéncia da solugdo indique que a
carga limite foi alcangada, pois a mesma depende da
tolerdncia admitida, assim como do numerce maximo de
iteragdes permitido. Se estes Ultimos sdo muito rigorosos,
¢ muito possivel que ndo se consiga a convergéncia, e que
a carga obtida ao final do processo ndc seja a carga

limite.
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V.2 JUNTA TUBULAR X

O objetivo desta andlise é mostrar a aplicabilidade e
desempenho do elemento triangular de casca elasto-plastico
sob tensdes iniciais. A estrutura analisada € uma junta
tubular X . Este tipo de Jjuntas sdo encontradas
frequentemente nas estruturas offshore como as de tipo
jaqueta e as plataformas semi-submersiveis. 0 estudo da
integridade destas estruturas tem ganho muita importéancia
nos uUltimos anos, ja que estas sdo construidas em
profundidades marinhas e nos mais variados ambientes

héstis.

As Jjuntas tubulares sdo estruturas de casca com
configuragdo geométrica complexa, formada pela intersecgido
de membros tubulares. Na andlise de juntas tubulares com o
método dos elementos finitos, tém sido usados uma grande
variedade de elementos, sendo gque para 1isto séo
necessarios computadores de grande capacidade de
processamento e geralmente o custo computacional é
elevado. Portanto é importante, sempre que for possivel
aproveitar as condigdées de simetria da configuracgéo
geométrica da estrutura bem como a simetria das condigdes
do carregamento a fim de produzir malhas de elementos
finitos simples, visando com isto reduzir o custo

computacional.
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Figura (V.7) Junta Tubular x
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A figura (V.7) mostra a malha utilizada para um
oitavo da estrutura e suas dimensdes. Corresponde a um
tubo principal com raio de 175 mm, comprimento de 480 mm e
espessura de 10mm; o tubo secunddric tem comprimento de
475 mm, raio de 920 mm e espessura de 8 mm. Esta estrutura
foi analisada anteriormente por EBECKEN, LIMA, etc. [23]
através de uma formulagiao de elementos isoparamétricos de
oito ndés, sendo que estes levaram em conta apenas a néao
linearidade fisica dos materiais. Pretende-se com este
exemplo determinar a resisténcia estdtica da junta tubular
X usando um modelo simples. Primeiramente a estrutura foi
analisada considerando-se apenas a nao linearidade fisica.
Foram feitas trés analises com um,trés e quatro pontos de
integragdo para a obtengdo das matrizes de rigidez dos
elementos, usando-se o algoritmo para controle de
deslocamentos e o algoritmo de Newton-Raphson Modificado.
As cargas limite obtidas foram 128,10 Kgf/mnm ;
130,65 Kgf/mm e 130,68 Kgf/mm para as trés analises
respectivamente. As curvas correspondentes & evolugdo do
deslocamento no topo do tubo secundiario sido mostradas na
figura (V.8). Os valores usados para o tracgado destas
curvas aparecem na tabela (V.7). As curvas da evolugdo dos
esforgos unitarios N; dos elementos 239 e 248 da
intersegdo da junta sdo mostradas na figura (V.9) e (V.10)
respectivamente. Os valores usados para o tracado destas

curvas encontram-se nas tabelas (V.8) , (V.9) e (V.10).
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Carga (Kgf/mm)
Deslocamento (mm)

1 P.I. 3 P.I. 4 P.I.

0,50 22,29 22,64 22,64
1,00 43,99 45,03 45,03
1,50 64,71 66,41 66,42
2,00 83,99 86,24 86,24
2,50 100,94 103,40 103,40
3,00 113,10 115,62 115,62
3,50 120,42 122,89 122,89
4,00 124,59 126,99 127,00
4,50 126,85 129,29 129,29
5,00 128,10 130,65 130,68
5,50 128,79 131,49 131,47
6,00 129,24 132,01 132,03
6,50 129,55 132,42 132,44
7,00 129,77 132,72 132,71
7,50 129,94 132,93 132,97
8,00 130,11 133,13 133,15
8,50 130,20 133,29 133,34
9,00 130,29 133,43 133,44
9,50 130,39 133,57 133,57
10,00 130,46 133,67 133,66

Tabela (V.7) Deslocamente no topo do tubo secundario
anadlise elasto-plastica



104

Esforgos nos Elementos (Kgf/mm)
Carga (Kgf/mm)
Elemento 239 Elemento 248
22,29 44,23 40,91
43,99 76,77 78,65
64,71 82,88 102,79
83,99 75,49 119,63
100,94 73,48 131,74
113,10 75,09 141,27
120,42 76,70 147,90
124,59 77,81 152,38
126,85 78,38 155,11
128,10 78,92 156,41
128,79 79,31 157,22
129,24 79,59 157,72
129,55 79,84 158,31
129,77 80,26 158,23
129,94 80,21 158,51
130,11 80,73 158,48
130,20 80,72 158,80
120,29 81,07 158,78
130,39 80,95 158,97
130,46 81,16 158,94

Tabela (V.8) Esforcos unitdrios N 1 P.I.
andlise elasto-plastica
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Carga (Kgf/mm)

Esfor¢os nos Elementos (Kgf/mm)

Elemento 239

Elemento 248

22,64

45,03

66,41

86,24
103,40
115,62
122,89
126,99
129,29
130,65
131,49
132,01
132,42
132,72
132,93
133,13
133,29
133,43
133,57
133,67

44,23
77,32
85,93
81,12
80,62
83,42
85,77
87,13
87,84
88,30
88,51
88,87
89,09
89,11
89,35
89,32
89,55
89,62
89,71
89,91

40,91
80,67
108, 24
126,47
140,90
151,83
157,78
160,32
161,31
161,36
161,08
160,76
160,41
160,04
159,67
159,41
159,27
159,03
158,89
158,77

Tabela (V.9)

anidlise elasto-pléstica

Esforcos unitarios N 3 P.I.
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Esforcos nos Elementos (Kgf/mm)
Carga (Kgf/mm)
Elemento 239 Elemento 248

22,64 44,23 40,91
45,03 77,41 81,22

66,42 85,85 109,31
86,24 80,28 128,31
103,40 79,15 143,31
115,62 81,30 154,34
122,89 83,07 161,06
127,00 84,33 164,93
129,29 85,03 167,19
130,68 85,26 168,02
131,47 85,59 168,65
132,03 85,66 168,92
132,44 85,84 169,05
132,71 85,84 169,04
132,97 85,88 169,03
133,15 86,18 169,16
133,34 86,21 169,21
133,44 86,29 169,15
133,57 86,42 169,08
133,66 86,51 169,15

Tabela (V.10) Esforcos unitarios N 4 P.I.
andlise elasto-plastica
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Figura (V.8) Curva Deslocamento - Carga
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Figura (V.9) Curva Carga - Esforgo para o Elemento 239
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Esforgo Nx (Kgf/mm)

Figura (V.10) cCurva Carga - Esforg¢oc para o Elemento 248

Para a andlise elasto-pléstica sob tensdes iniciais,
utilizou-se também o algoritmo ©para controle de
deslocamentos e o algoritmo de Newton-Raphson convencional
para se evitar problemas de convergéncia na vizinhanca da
carga limite. As cargas limite encontradas foram
106,35 Kgf/mm , 118,17 Kgf/mm e 117,82 Kgf/mm para as
andlises com um, trés e quatro pontos de integracao
respectivamente. As curvas de evolucdo do deslocamento no
topo do tubo secundario sdo mostradas na figura (V.11l) e o

seus valores correspondentes aparecem na tabela (V.11). As
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curvas da evolugdoc dos esforgos unitdrios Nx dos
elementos 239 e 248 estdo indicadas nas figuras (V.12)
e (V.13) respectivamente e os seus valores correspondentes

encontram-se nas tabelas (V.12) e (V.13) e (V.1l4).

Carga (Kgf/mm)
Deslocamento (mm)

i1P.I. 3 P.I. 4 P.TI.
0,50 19,88 22,52 22,40
1,00 39,34 44,63 44,41
1,50 56,08 64,03 63,74
2,00 71,53 80,87 80,49
2,50 83,76 94,92 94,60
3,00 92,63 104,97 104,75
3,50 98,78 110,93 110,83
4,00 102,54 114,42 114,44
4,50 105,49 116,55 116,57
5,00 106,35 118,17 117,82
5,50 103,67 114,97 115,42

Tabela (V.11l) Deslocamento no topo do tubo secundario
analise elasto-plastica sob tensdes iniciais
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Carga {Kgf/mm)

Esforgos nos Elementos (Kgf/mm)

Elemento 239

Elemento 248

19,88
39,34
56,08
71,53
83,76
92,63
98,78
102,54
105,49
106,35
103,67

40,56
69,08
18,32
14,21
20,16
25,61
24,04
24,22
19,72
20,11
17,01

31,34

62,68

81,10
100,48
111,38
115,65
114,086
127,08
122,86
123,79
122,66

Tabela (V.12)

Esforcos unitarios N 1 P.I.
P + . » - xi * » »
analise elasto-plastica sob tensdes 1lniciais

Carga (Kgf/mm)

Esforg¢os nos Elementos (Kgf/mm)

Elemento 239

Elemento 248

22,52
44,63
64,03
80,87
94,92

104,97

110,93

114,42

116,55

118,17

114,97

42,30
75,40
73,53
75,59
91,72
99,66

104,33

107,85

108,53

104,46
93,52

40,47

79,64
102,76
120,00
135,96
144,55
149,08
152,10
155,20
155,41
144,22

Tabela (V.13)

Esforcos unitarios N 3 P.I.
andlise elasto-plastica sob tensdes 1lniciais
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Esforgcos nos Elementos (Kgf/mm)

Carga (Kgf/mm)

Elemento 239

Elemento 248

22,40
44,41
63,74
80,49
94,60
104,75
110,83
114,44
116,57
117,82
115,42

41,85
76,25
73,61
69,94
84,04
90,06
97,13
100,75
100,67
97,89
81,94

40,48

79,97
103,82
120,80
137,20
145,35
150,27
152,92
154,42
155,89
136,12

Tabela (V.14)

Esforcos unitéarios N 4 P.I.
anilise elasto-plastica sob tensdes 1lniciais
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Observa-se a diferenga obtida da andlise com um ponto
de integracdo em relagdo as outras duas analises. Esta
diferenga resulta mais acentuada na analise que considera
o efeito dos esforgos internos, onde as matrizes de
tensdes iniciais sdc calculadas de forma explicita e
portanto iguais para as trés andlises, resultando maior a
influéncia destas nas matrizes tangentes ja que as
matrizes elasto-plasticas com um ponto de integracdo sdo

menos exatas que as obtidas com trés e quatro pontos.

A carga limite obtida na referéncia [23] foli de
129,79 RKgf/mm. Isto mostra que os resultados obtidos
usando-se os modelos simplificados implementados neste
trabalho conduzem a resultados satisfatérios. Justifica-se
assim o uso de modelos simples para a obtencdo da carga

linite.

V.3 JUNTA TUBULAR T

Pretende-se com este exemplo estabelecer uma
comparagdo da resisténcia estdtica de uma junta tubular T
com a resisténcia estatica de uma junta tubular X. Para
isto escolhou-se uma junta tubular T com as propriedades
geométricas e dos materiais dos tubos principal e

secundario iguais as da junta tubular x analisada no
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A malha utilizada e as dimensdes da estrutura

exemplo V.2.

tradas na figura (V.14).

Sa0 mos

\'4\.\.

g
A
A
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Junta Tubular T

Figura (V.14)
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Realizou-se inicialmente uma andlise 1levando emnm
consideracdo apenas a ndo linearidade fisica da estrutura,
usando-se o algoritmo para controle de deslocamentos e o
algoritmo de Newton-Raphson Modificado com um trés e
quatro pontos de integrag¢do. As cargas limite encontradas
foram 139,34 Kgf/mm , 147,49 Kgf/mm e 147,47 Kgf/mm para
as trés andlises respectivamente. Na figura (V.15)
aparecem as curvas de evolugdo do deslocamento do topo do
tubo secunddrio e os seus valores correspondentes
encontram-se na tabela (V.15). As curvas de evolugao dos
esforgcos unitéarios N para os elementos 36 e 809 da
interseg¢do da Jjunta sdo mostradas nas figuras (V.16) e
(V.17), os valores usados para o tragado destas curvas
aparecem nas tabelas (V.16), (V.17) e (V.18) para as trés

analises respectivamente.



1ie

Carga (Kgf/mm)
Deslocamento (mm)

1l P.I. 3 P.I. 4 P.I.

0,50 25,86 26,86 26,86
1,00 50,16 53,13 53,14
1,50 72,77 77,80 77,82
2,00 92,73 99,39 99,42
2,50 109,20 116,88 116,88
3,00 121,22 129,40 129,43
3,50 129,14 137,25 137,26
4,00 134,32 142,20 142,21
4,50 137,47 145,40 145,41
5,00 139,34 147,49 147,47
5,50 140,70 148,90 148,88
6,00 141, 64 149,86 149,90
6,50 142,27 150,66 150,66
7,00 142,80 151,29 151,31
7,50 143,19 151,85 151,87
8,00 143,58 152,34 152,33
8,50 143,87 152,80 152,77
9,00 144,20 153,16 153,14
9,50 144,48 153,51 153,53
10,00 144,74 153,85 153,86

Tabela (V.15) Deslocamento no topo do tubo secundario
anidlise elasto-plastica
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Carga (Kgf/mm)

Esforcos nos Elementos (Kgf/mm)

Elemento 36 Elemento 809
25,86 57,37 43,91
50,16 96,84 79,86
72,77 111,39 101,50
92,73 121,45 113,38
109,20 135,23 118,55
121,22 145,92 120,68
129,14 153,33 121, 34
134,32 157,52 121,41
137,47 159,94 121,18
139,34 161,32 121,24
140,70 162,21 121,37
141,64 162,95 121,40
142,27 163,67 121,33
142,80 164,10 121,14
143,19 164,63 120,98
143,58 165,21 120,97
143,87 165,52 120,62
144,20 166,08 120,97
144,48 166,42 120,95
144,74 166,78 121,01

Tabela (V.16) Esforcos unitéarios N 1 P.I.

andlise elasto-plastica
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Carga (Kgf/mm)

Esforgos nos Elementos (Kgf/mm)

Elemento 36 Elemento 809
26,86 57,13 43,91
53,13 96,83 81,33
77,80 114,62 102,43
99,39 132,15 115,27
116,88 148,57 122,89
129,40 159,66 126,54
137,25 165,81 127,63
142,20 168,98 127,04
145,40 170,74 126,09
147,49 171,82 125,84
148,90 172,72 125,84
149,86 173,28 125,47
150,66 174,04 125,72
151,29 174,62 125,45
151,85 175,23 125,77
152,34 175,67 125,79
152,80 176,17 125,57
153,16 177,17 125,81
153,51 177,49 125,77
153,85 177,55 125,78

Tabela (V.17) Esforcos unitarios N 3 P.I.

analise elasto-plastica
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Carga (Kgf/mm)

Esforgos nos Elementos (Kgf/mm)

Elemento 36 Elemento 809
26,86 57,37 43,91
53,14 99,37 82,07
77,82 117,89 103,90
99,42 131,06 115,66
116,88 144,67 121,82
129,43 155,68 124,51
137,26 162,39 125,08
142,21 166,05 124,18
145,41 168,64 123,28
147,47 169,95 122,52
148,88 171,57 122,96
149,90 172,37 122,55
150,66 173,16 122,50
151,31 173,95 122,48
151,87 175,08 122,91
152,33 175,56 122,66
152,77 176,26 122,59
153,14 177,00 122,60
153,53 177,33 122,94
153,86 178,11 122,84

Tabela (V.18) Esforcos unitarios N 4 P.I.

analise elasto-plastica
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Esforgo Nx (Kgffmm)
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Figura (V.17) Curva Carga - Esforgo para o Elemento 809

Para a andlise elasto-plastica sob tensdes iniciais
utilizou-se também o algoritmo para controle de
deslocamentos e o algoritmo de Newton-Raphson convencional
para se evitar problemas de convergéncia na vizinhanca da
carga limite com um trés e quatro pontos de integracdo. As
cargas limite obtidas foram 96,22 Kgf/mm , 123,52 Kgf/mm
e 124,09 Kgf/mm respectivamente. As curvas de evolugdo do
deslocamentc do topo do tubo secunddrio sio mostradas na
figqura (V.18), os valores utilizados para a contrugdo
desta curva estao na tabela (V.19). As curvas de evolugao

dos esforcos unitarios Nx para os elementos 36 e 809 da
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intersegdo da Jjunta sdo mostradas nas figuras (V.19)

e

(V.20) e os seus valores correspondentes encontram-se nas

tabelas (V.20), (V.21) e (V.22).

Carga (Kgf/mm)
Deslocamento (mm)

1 P.I. 3 P.T. 4 P.1I.
0,50 19,97 26,70 26,53
1,00 39,09 52,42 52,14
1,50 56,26 74,84 74,44
2,00 69,61 92,74 52,38
2,50 79,33 105,44 105,27
3,00 86,44 112,97 112,95
3,50 61,16 117,94 117,99
4,00 93,57 120,22 119,82
4,50 96,22 123,52 124,09

Tabela (V.19) Deslocamento no topo do tubo secundario

andlise elasto-pldstica sob tensdes iniciais
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Carga (Kgf/mm)

Esforg¢os nos Elementos (Kgf/mm)

Elemento 36 Elemento 809
19,97 32,38 27,99
39,09 38,11 58,58
56,26 35,09 70,54
69,61 24,61 93,37
79,33 30,91 135,66
86,44 39,71 118,86
91,16 33,91 134,73
93,57 20,01 134,75
96,22 49,74 136,17

Tabela (V.20)

Esforcos unitarios N 1 P.I.
P ] - ] - x » ' .
andlise elasto-plastica sob tensdes 1nicilais

Esforg¢os nos Elementos (Kgf/mm)
Carga (Kgf/mm)

Elemento 36 Elemento 809
26,70 51,32 43,44
52,42 90,42 80,65
74,84 115,12 97,34
92,74 131,15 115,49
105,44 143,44 121,86
112,97 144,77 112,98
117,94 147,23 125,05
120,22 161,39 123,12
123,52 160,56 107,77

Tabela (V.21)

Esforcos unitérios N 3 P.I.
anadlise elasto-plastica sob tensdes 1lniciais
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Esforgos nos Elementos (Kgf/mm)
Carga (Kgf/mm)

Elemento 36 Elemento 809
26,53 49,77 43,41
52,14 96,88 80,81
74,44 118,42 99,97
92,48 128,48 114,26
105,27 144,53 120,09
112,95 146,69 120,58
117,99 150,47 127,07
119,82 153,79 124,31
124,09 177,65 102,23

Carga (Kgffmm)

Tabela (V.22) Esforcos unitdarios N 4 P.I.
analise elasto-plastica sob tensdes Iniciais
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Figura (V.18) Curva Deslocamento - Carga
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Esfargo Nx (Kgf/mm)
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Na figura (V.21) sdo mostradas as curvas de evolugao
do deslocamento do topo do tubo secunddario da junta
tubular X do exemplo (V.2) e da junta tubular T deste
exemplc correspondentes a analise com gquatro pontos de
integragaéo, levando em <consideragdo apenas a néo
linearidade fisica da estrutura. As curvas correspondentes
& andlise elasto-plastica sob tensdes iniciais com quatro
pontos de integragdo da evolugdo do deslocamento do topo
do tubo secunddrio das respectivas juntas sdo

esquematizadas na figura (V.22).

Observa-se gque a resisténcia da Jjunta T resulta

superior gque a resisténcia da junta X.
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Figura (V.21) Curva Deslocamento - Carga Juntas X e T

andlise elasto-plastica
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Figura (V.22) Curva Deslocamento - Carga Juntas X e T

andlise elasto-plastica sob tensdes iniciais

V.4 PAINEL ENRIJECIDO

Muitas estruturas sdo impossiveis de serem modeladas
utilizando-se um sé tipo de elemento estrutural.
Pretende-se através deste exemplo mostrar a viabilidade da
anadlise n&o linear de estruturas usando-se diversos tipos
de elementos de formulagdo simples. No casoc analisa-se um

painel enrijecido de aco sob compressdo longitudinal. Este
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tipo de estruturas sdo freqientemente encontradas

tabuleiros das superestruturas de pontes.
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Figura (V.23) Painel Enrijecido
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Figura (V.24) Malha do Painel Enrijecido
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As dimensdes e os detalhes da estrutura sao mostrados
na figura (V.23), a malha utilizada aparece na figura
(V.24). o} painel foi modelado usando elementos
triangulares de casca e o0s enrijecedores longitudinais
foram modelados por meio de elementos de pértico espacial.
Os enrijecedores soldados introduzem altas imperfeicgdes
geométricas e dos materiais. Neste exemplo foram
consideradas duas imperfeigdes geométricas: a primeira
chamada imperfeigdo cilindrica nominal é representada por
uma semi-onda senoidal simples de 1,4 mm de amplitude; a
segunda € superposta sobre a primeira e consiste de ondas
senoidails longitudinais (uma semi-onda sobre um quarto do
vao) e ondas sencidais transversais (uma semi-onda sobre
um terg¢o do vdo entre os enrijecedores externos) de 5,4 mm
de amplitude. O material é elasto-pldastico perfeito. A
simetria longitudinal da estrutura possibilita a

discretizagio da metade do painel.

Na analise nao linear fisica foi usado o algoritmo
para controle de deslocamentos e o algoritmo de
Newton-Raphson Modificado com um trés e quatro pontos de
integragao para a obtengdo das matrizes de rigidez dos
elementos que discretizam o painel. As cargas 1limite
encontradas foram 3310,07 KN , 3503,89 KN e 3505,40 KN
para as trés andlises respectivamente. As curvas de
evolugdo do deslocamento vertical do centro do painel sdo

mostradas na figura (V.25), os valores utilizados para
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tragar estas curvas encontram-se na tabela (V.23). A

evolugdo do esforgo unitédrio N do elemento 155 do painel

é esquematizada na curva da figura (V.26) e do esforgo

axial no elemento 360 do enrijecedor interno é mostrada na

curva da figura (V.27). ©Os valores correspondentes

encontram-se nas tabelas (V.24) , (V.25) e (V.26).

Carga (KN)
Deslocamento (mm)

1 P.I. 3 P.I. 4 P.I.

1,00 377,38 383,67 383,67
2,00 747,90 767,36 767,36
3,00 1114,99 | 1151,04 | 1151,04
4,00 1480,19 1534,73 1534,73
5,00 1844,28 | 1918,42 | 1918,42
6,00 2207,68 2302,09 2302,09
7,00 2566,06 2685,69 2685,78
8,00 2891,92 3059,25 3059,77
9,00 3149,00 3351,00 3351,06
10,00 3310,07 3503,89 3505,40
11,00 3409,34 3592,21 3592,91
12,00 3476,81 3649,44 3652,93
13,00 3523,92 3689,45 3687,46
14,00 3554,62 3715,39 3716,44
15,00 3576,74 3733,25 3730,18
16,00 3581,84 3746,95 3742,57
17,00 3601,27 3757,68 3755,09
18,00 3607,71 | 3762,40 | 3762,72
19,00 3610, 65 3768,74 3767,75
20,00 3615,62 | 3767,92 | 3767,72

Tabela (V.23)

Deslocameto vertical do centro do painel

analise

elasto-plastica
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Esforgcos nos Elementos

Carga (KN) Elemento 155 Elemento 360
(N/mm) (N)

377,38 211,70 5409,96
747,90 407,91 10670,95
1114,99 596,67 15848,16
1480,19 781,34 20976,19
1844,28 963,60 26072,92
2207,68 1144,39 31148,45
2566,06 1324,04 36191, 18
2891,92 1493,47 40657,44
3149,00 1641,90 44912,81
3310,07 1752,74 48040,27
3409,34 1825,25 50602,05
3476,81 1903,26 52853,04
3523,92 1954,81 h4966,65
3554, 62 1988,52 56855,12
3576,74 2018, 14 58427,12
3591,84 2041,36 59733,35
3601,27 2063,62 60831,30
3607,71 2081, 88 61531,47
3610,65 2098,96 6187%,13
3615,62 2114,34 62068,15

Tabela (V.24) Esforcos nos Elementos 1 P.I.

analise elasto-plastica
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Esforgos nos Elementos

Carga (KN) Elemento 155 Elemento 360
(N/mm) (N)
383,67 217,49 5456,55
767,36 434,99 10913,10
1151,04 652,48 16369,65
1534,73 869,98 21826,20
1918,42 1087,47 27282,75
2302,0¢9 1304,96 32739,30
2685,69 1522,47 38195, 85
3059,25 1738,86 43577,50
3351,00 1933, 09 48202,01
3503,89 2063,41 51533, 60
3592,21 2161,51 54008, 95
3649,44 2248,37 56294 ,31
3689,45 2314,92 58432,43
3715, 39 2351,69 60270,61
3733,25 2377,84 61823,80
3746,95 2399,03 62983,93
3757,68 2413,75 63819,93
3762,40 2415,52 64219,68
3768,74 2424 ,29 64470,93
3767,92 2432,09 64755,07

Tabela (V.25) Esforces nos Elementos 3 P.I.

andlise elasto-plastieca
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Esforgos nos Elementos

Carga (KN) Elemento 155 Elemento 360
(N/mm) (N)

383,67 217,49 5456, 55
767,36 434,99 10913,10
1151, 04 652,48 16369, 65
1534,73 869,98 21826,20
1918, 42 1087, 47 27282,75
2302,09 1304,96 32739,30
2685,78 1522,46 38195, 85
3059,77 1738,93 43575,76
3351,06 1933,73 48211,10
3505,40 2063,76 51523,99
3592,91 2161,92 54000, 92
3652,93 2248,91 56270, 40
3687,46 2325, 54 58430, 06
3716,44 2360,36 60316,38
3730,18 2387,08 61821,72
3742,57 2408,94 63024,36
3755, 09 2426,09 63809,90
3762,72 2432,04 64206,13
3767,75 2439,83 64440,21
3767,72 2441,92 64704 ,35

Tabela (V.26) Esforcos nos Elementos 4 P.I.

andalise elasto-plastica
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Carga (KN x 1000)
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Figura (V.25) Curva Deslocamento ~ Carga
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Figura (V.26) Curva Carga - Esforgo para o Elemento 155
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Esforgo (N x 1000)
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Figura (V.27) Curva Carga - Esforgo para o Elemento 360

Para a andlise elasto-plastica sob tensdes iniciais
utilizou-se também (o] algortimo de controle de
deslocamentos e o algoritmo de Newton-Raphson
convencional. As cargas limite encontradas foram
3086,36 KN , 3284,40 KN e 3275,91 KN para as trés
analises respectivamente. As curvas de evolugdec do
deslocamento vertical do centro do painel aparecem na
figura (V.28) e o seus valores correspondentes econtram-se
na tabela (V.27). As curvas de evolugdo do esforgo
unitéario N do elemento 155 do painel sio mostradas na

figura (v.29) e as do esforgo axial no elemento 360 do
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enrijecidor interno estdo na figura (V.30). Os valores
usados para o tragado destas curvas encontram-se nas
tabelas (V.28) , (V.29) e (V.30).
Carga (KN)
Deslocamento {mm)
1 P.T. 3 P.TI. 4 P.I.
1,00 375,11 380,63 379,09
2,00 741,38 759,12 756,11
3,00 1102,32 1137,54 1133,22
4,00 1459,46 1513,686 1508,01
5,00 1813,65 1888,38 1881 ,44
6,00 2165,33 2261,76 2253,57
7,00 2511,52 2633,95 2624,46
8,00 2828,18 2990,50 2980,21
9,00 3086,36 3284,40 3275,91

Tabela (V.27)

Deslocamento vertical do centro do painel

analise elasto-plastica sob tensdes iniciais
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Esforgos nos Elementos

Carga (KN) Elemento 155 Elemento 360
(N/mm) (N)
375,11 210,48 5376,97
741,38 404,78 10485, 46
11062,32 590,84 15396,56
1459, 46 772,03 20146,81
1813, 65 950, 06 24755, 85
2165,33 1125,87 29235,49
2511,52 1299,96 33585,11
2828,18 1465,00 37310,77
3086, 36 1611,63 40732,07

Tabela (V.28) Esforcos nos Elementos 1 P.I.
analise elasto-plastica sob tensdes iniciais

Esforgos nos Elementos

Carga (KN) Elemento 155 Elemento 360
(N/mm) (N)
380,63 209,33 4747,99
769,12 412,43 8739,78
1137,54 642,96 15687,27
1513,66 854,90 20659, 69
1888, 38 1065, 49 25492,89
2261,76 1274,61 30179,63
2633,95 1482, 14 34711, 44
2990,50 1700, 77 40241,80
3284,40 1869, 12 43628,69

Tabela (V.29) Esforcos nos Elementos 3 P.I.
andlise elasto-plastica sob tensdes iniciais
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Esforgos nos Elementos
Carga (KN) Elemento 155 Elemento 360

(N/mm) (N)
379,09 209,14 4732,35
756,11 412,42 8694,78
1133,22 643,55 15632,71
1508,01 855,39 20853,17
1881,44 1065,73 25391,49
2253,57 1274,46 30049,80
2624 ,46 1481,44 34548,76
2980,21 1700,83 40109,10
3275,921 1870,54 43533,39

Tabela (V.30) Esforcos nos Elementos 4 P.I.
andlise elasto-pladstica scb tensées iniciais

T T ¥ T ¥

0 2 4 6 8
Deslocamento (mm)
+ 3PL

4Pl

Figura (V.28) Curva Deslocamento - Carga
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Esforgo Nx (N/mm x 1000)
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Figura (V.29) Curva Carga - Esforgo para o Elemento 155
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Figura (V.30) Curva Carga - Esforgo para o Elemento 360
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Esta estrutura feoi analisada por JAAMEI, FREY e
JETTEUR [24] usando elementos gquadrilaterais curvos com
base na teoria de Marguerre , tanto para os elementos do
painel como para os elementos dos enrijecedores
longitudinais, e encontraram a carga limite de 2681 KN,
préximo do valor 2686 KN encontrado experimentalmente por
HORNE e NARAYAMAN [25}. PUTHLI [26] obteve uma carga
limite de 2802 KN. A diferenga nas cargas de colapso
encontradas neste trabalho e as encontradas nas
referéncias acima citadas, provém do uso dos elementos de
pértico para a discretizacgao dos enrijecedores
longitudinais e a consideragdo da excentricidade dos
mesmos, assim como da contribuigdo da rigidez a flexdo na
direcdo y local que substitui a rigidez nula & flexdo na
direcao 2z do elemento de casca, o0 gque resulta numa

estrutura mais rigida.

Observa-se a diferenca entre os valores do esforgo
axial no elemento 360 para as analises com diferentes
pontos de integracdo. Esta é devida a influéncia das
matrizes de rigidez dos elementos do painel o que provoca
que os deslocamentos das respectivas andlises sejam

diferentes, e portanto resultando diferentes os esforc¢os.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

Neste trabalho procurou-se determinar a carga limite
de estruturas enrijecidas usandoc modelos de elementos
finitos simplificados com um custo computacional

relativamente baixo.

Estudou-se problemas de naoc linearidade fisica
considerando o efeito dos enfor¢os interno na rigidez dos
elementos, utilizando-se conjuntamente elementos de
portico espacial e elementos triangulares de casca. O
desempenho do elemento de pdértico espacial mostrou-se
altamente satistatdrio, esta eficiéneia resulta do fato
das matrizes elasto-plastica e de tensdes iniciais serem
explicitas, mesmo sendo  aproximadas, © gue reduz
significativamente os problemas de convergéncia, isto
cbservou-se no exemplo V.1 da plataforma maritima fixa,
onde foi obtida uma convergéncia rdapida para as duas
analises feitas, a ndo linear fisica e a ndoc linear fisica

sob tensdes iniciais.

No caso do elemento triangular de casca, estudou-se o

desempenho do modelc usando-se diferentes numeros de
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pontos de integracdo. Os resultados com trés e quatro
pontos dos exemplos V.2 V.3 e V.4 das juntas
tubulares X e T e do painel enrijecido, mostraram a boa
performance do elemento implementado. CHUEIRI [14],
encontrou que a analise com trés pontos em alguns casos
converge para uma solugdo incorreta. Nas andlises feitas
nos exemplos acima citados utilizaram-se malhas bastante
regulares, o gque ocasionou gque as analises feitas com trés
pontos resultassem muito préximas das andlises feitas com
quatro pontos, sendo que nestes casos a primeira parece a
escolha mais adequada. Jda nas andlise feitas com um ponto
de integracgdo, obteve-se uma precisdo menos exata dos
resultados em relagdoc as outras duas analises. Esta
diferenga foi mais significativa ainda nas andlises feitas
considerando a influéncia dos esforgos internos na rigidez
dos elementos, onde as matrizes de tensdes iniciais séo
obtidas de forma explicita e portanto iguais para as trés
andlises, resultando dai maior a influéncia destas nas
matrizes tangentes dos elementos, ja que as matrizes
elasto-plasticas com um ponto sdo menos exatas que as
cbtidas através das outras duas andlises. E possivel a
anidlise com um ponto de integragdo, desde que as malhas

utilizadas sejam bastante regulares e muito refinadas.

Na analise da plataforma maritima do exemplo V.1
optou-se por usar o método de Newton-Raphson convencional,

ja4 que as matrizes de rigidez sio obtidas de forma
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explicita e os esforgos internos sdo calculados usando a
relagao destas matrizes com os deslocamentos, e portanto,
é necessidrio calcular as mesmas a cada iterag¢do, embora
nao se faga a montagem da matriz global da estrutura, nem
a triangularizacgdo da mesma guando se utiliza o método de
Newton-Raphson Modificado. Nos ultimos trés exemplos, para
as andlises de ndo linearidade fisica utilizou-se o método
de Newton-Raphson Modificado; observou-se o bom desempenho
deste algoritmo em problemas regidos pela ndo linearidade
fisica. Ja em problemas regidos pela influéncia das
tensées 1iniciais, como a analise elasto-plastica scb
tensdées iniciais destes exemplos, o algoritmo apresenta
dificuldades de convergéncia na vizinhanga da carga

limite; nestes casos optou-se pelo método convencional.

0 uso do acelerador de convergéncia de controle de
deslocamentos, revelou-se uma poderosa ferramenta para a
obtengcdo da carga limite, em geral c¢onsegue-se a
convergéncia de uma etapa de carga com um numero menor de
iteracdes que quando se usam algoritmos para controle de
carga. A grande desvantagem do algoritmo para controle de
deslocamentos € a impossibilidade de se efetuar analises
com mais de uma fungdo de carga como foli apontado na
plataforma fixa do exemplo V.1l. O uso deste acelerador de
convergéncia Jjunto <com o método de Newton-Raphson
Modificado sempre gue este Ultimo possa ser usado para a

cbtengdo da carga limite parece a escolha ideal para a
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solucdo de problemas ndoc lineares.

O uso do critério de convergéncia com base nas forgas
de desequilibrio reduz significativamente as diferengas
entre as forgas internas resistentes e as forgas externas
aplicadas, porém em alguns casos, COmMO hos pedquenos
incrementos de carga este critério resulta muito rigoroso
o que pode ocasicnar a hao convergéncia da solugéo,
principalmente quando os esforgos internos s&o obtidos a

partir da integracdao das tensdes de forma numérica.

Na scolug&o de problemas envolvendo um grande numero
de equagdes como a junta T do exemplo V.3, o esquema de
armazenamento em perfil resulta muito eficiente, ja que a
area de memdéria central ndo é suficiente para alocar todos
os elementos da matriz de rigidez global da estrutura,
faz-se necessario entdo o armazenamento desta em blocos,
tendo a desvantagem de aumentar as operagdes de
transferéncia de dados e elevando portanto o custo

computacional.

O uso destes modelos simplificados para a avaliagio
da carga ultima mostra-se eficiente quando comparado com
outras formulagdes completas, as gquais precisam de um
esforgo computacional muito superior ao efetuado pelos

modelos implementados neste trabalho.
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