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Resumo da tese apresentada & COPEE/UFRJ como parte dos
requisitos necessarios para obtencaoc do grau de Mestre em

Ciéncias (M. Sc.).

IMPLEMENTACA0 DE ELEMENTO DE COLOCAGAO NAO NODAL PARA
ANALISE TRIDIMENSIONAL

PELO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

WalnOrio Graga Ferreira

Fevereiro de 1990

Orientador: Webe Jodo Mansur

Programa: Engenharia Civil/Estruturas

0 presente trabalho tem como objetivo a
implementagéao de um procedimento para tratar
descontinuidades de forgas de superficie, em dominio
tridimensional, através do Método dos Elemntos de Contorno,

utilizando a solugdo fundamental de Kelvin.

Dentre os procedimentos existentes optou-se pela
técnica do Elemento de Colocagdoc Nac Nodal, no gqual os nés
funcionais permanecem nos cantos, porém, os pontos de

colocagdo deslocam-se para dentro do elemento.
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0 programa elaborade trabalha com elemento
triangular isoparamétrico linear. As integrais singulares
sao convertidas para coordenadas cilindricas e calculadas
analiticamente em r , e numericamente em e,

utilizando-se integracdo de Gauss. As integrais regulares

e quasi-singulares sao calculadas numericamente
utilizando-se 1integracdo de Gauss, porém, antes hs
conversao de mapeamento triangular em mapeamento

gquadrangular e, em seguida, usa-se transformagao polinomial

de terceira ordem acompanhada de integracdo seletiva.

Finalmente o desempenho do programa € avaliado
através de tres exemplos, a saber: cubo tracionado, tubo de

parede grossa sob pressdo interna e bloco tracionado.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial
fullfillment of the requirements for the degrees of Master

of Science (M. Sc.)

IMPLEMENTATION OF NON-NCDAL COLLOCATION ELEMENT FOR
THREE-DIMENSIONAL ANALYSIS

BBY THE BOUNDARY ELEMENT METHOD

Walndrio Graca Ferreira

February, 1990

Thesis Supervisor: Webe Jodo Mansur

Department: Civil Engineering

The present work aim is to study a non-nodal
collocation procedure to consider traction discontinuities
for Boundary Element Method analysis of three-dimensional

elastic bodies.

In the procedure developed, functional nodes
remain on the corners, but <collocation points are

dislocated towards the interior of boundary elements.
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Triangular linear isoparametric boundary
elements have been implemented in the computer code
developed. Polar coordinates were employed to perform
singular integrals; integration with respect to r were
carried out analitically, and with respect to 8
numerically by one-dimensional Gaussian quadrature. Regular
integrations (including those which contained
guasi-singular kernels) were computed numerically by
employing selective two-dimensional Gaussian quadrature. In
the scheme enployed, two successive coordenate
transformations were carried out, the first maps the
triangular domain into a rectangular one, and the second
makes use of a third degree polynomial transformation, in

order to improve accuracy.

Finally the performance of the computer program
developed 1s checked through the numerical analysis of

three problems.
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CAPITULO |

INTRODUQKO

Grande parte dos problemas de engenharia tem seu
comportamento modelado por um sistema de equacgbes
diferenciais, em conjunto com as correspondentes condigdes
de contorno. A Teoria da Elasticidade encontrou as solucgdes
analiticas — ou exatas — para alguns desses problemas,
porém, sdo casos muito particulares. Nos demais encentrar
uma solugac analitica ¢é uma tarefa dificil, senao
impossivel. Para issoc o© engenheiro deve lancar mdo de
solugdes aproximadas, substituindo o modelo continuc, com
infinitos graus de liberdade, por um discreto, com finitos
graus de liberdade. Dentro desta o6tica desenvolveram-se
varios processos, dentre os gquals destacam o Método das
Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos

(MEF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC).

0 Método das Diferengas Finitas tem pouca
utilizagac em engenharia porque seu campo aplicagao fica
restrito a problemas com geometria regular, em condigdes
especiais. Para ©problemas com geometria complexa e
condigdées de contorno arbitrarias é inadequado. Hoje ainda
€ usado com certa frequéncia em problemas de escoamento de

fluidos. O MDF efetua a discretizacdo de todo o dominio do
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corpo a analisar. 0 Método dos Elementos Finitos &
intensamente utilizado em engenharia, em todos seus campos
de conhecimentos, originou-se em meados da década 50 e foi
rapidamente desenvolvido na década 60. O MEF também efetua
a discretizacac em todo dominio do corpc em estudo.
Finalmente o Método dos Elementos de Contorno & o mais
recente, em termos computacionais, e encontra-se em um
estadgio de desenvolvimento agquém do MEF. O MEC gquandoc ndo
trabalha com forgas de volume ou plasticidade, por exemplo,
pode efetuar a discretizacao s¢ do contorno do corpoc em
estudo. O presente trabalho optou por adotar o Método dos
Elementos de Contorno para analise de problemas de

elasticidade linear.

O MEC ja era utilizado na década 50 por MIKHLIN
[1] e MUSKHELISHVILLI [2]. RIZZO [3] em 1967 apresentou uma
formulacéao em elasticidade bidimensional utilizando
discretizagdo linear para a geometria e considerando as
incégnitas (deslocamentos e forcas de superficie)
constantes em cada elemento. RICARDELIA ([4], também
trabalhando em dominio bidimensional, foi o primeiro a usar
elementos isoparamétricos lineares, para resolver problemas
de elasticidade e plasticidade. CRUSE [5] apresentou a
primeira formulacdo em dominio tridimensional utilizando
discretizagao linear para a geometria e adotando incégnitas
(deslocamentos e forgas de superficie) constantes nos
elementos. LACHAT ([6] avangou mais e, em dominios bi e

tridimensional, utilizou interpolacidc de ordem superior,



apresentando discretizagdo de geometria com elementos
curvos de segunda ordem, nos gquais as incégnitas
(deslocamentos e forcas de superficie) poderiam ter
variacdo linear, gquadratica ou cubica. Hoje o MEC tem se
difundido amplamente em todos campos de conhecimentos da
engenharia e vem experimentando um ritmo de desenvolvimento

muito rapido.

E interessante ressaltar duas contribuicgoes
importantes para o estudo e entendimento do MEC que foram,
em um primeiro momentc, o livro de BREBBIA (7], de 1978,
intitulado The Boundary Element Method for Engineers , e
posteriormente, em uma versdo mais aprimorada, o livro de
BREBBIA, TELLES e WROBEL {8], de 1984, intitulado Boundary

Element Techniques: Theory and Applications in Engineering.

E oportuno discorrer, neste momento, sobre as
duas maneiras que hé& para se formular o Método dos
Elementos de Contorno: o Método Indireto e o Métedo Direto.
0 primeirc método expressa as equagdes integrais em termos
de densidades de fontes, gque ndo possuem significado
fisico. Apos o calculo daquelas densidades determinam-se os
deslocamentos e forgas de superficie. No Método Direto as
integrais sao expressas em termos de deslocamentos e forgas
de superficie, formando um sistema cuja solucdao forneceréa

diretamente os seus valores (SANTIAGO [9]).

No presente trabalho procurou-se implementar um
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elemento gque permitisse modelar as descontinuidades de
forgas de superficie, em dominio tridimensional. Existem
diversas maneira de fazé-lo. Um procedimento rudimentar
seria adotar somente um né funcional por elementoc (Elemento
Constante), neste caso as incégnitas sao consideradas
constantes em cada elemento. Isto é inadequado pois em
geral exige que se utilize um grande numeroc de elementos
para efetuar uma boa modelagem. Outros processos seriam o
Né Maltiple (N6 Duplo, em elasticidade bidimensional) e a

técnica do Elemento Nao-Conforme.

0 Né Multiplo consiste em ter-se varios nds do
contorno — em um canto — com exatamente as mesmas
coordenadas, porém, cada ponto do N6 Multiplo sé pertence a
um determinado elemento. Também ndo & adequado porgue,
dependendo das condigdes de contorno, pode gerar a matriz ,
do sistema, singular. O Elemento Ndo-Conforme considera os
pontos de colocagdo e funcional coincidentes e localizados
internamente no elementc, a uma distdncia conveniente dos
extremos. Ele foi implementado por SILVA [10] com sucesso,

em elasticidade tridimensional.

Neste trabalho implementou-se a técnica do
Elemento de Colocagdo Naoc Nodal (cu Elemento Interpolado),
em dominio tridimensional, no qual os nos funcionais
permanecem nos cantos, como tradicionalmente ocorre no MEC,
porém os pontos de colocagdo sao localizados internamente

no elemento a uma distiAnclia conveniente dos extremos.
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Depois exprimem-se os valores nodais em fungdao dagueles
valores internos. Esta técnica fol implementada e testada
por MARQUES [1l1] e utilizada por NEVES (12], em dominio
2-D, ambos com sucesso. Quando o problema é tridimensional
as dificuldades sao maiores, porquanto, o5 elementos de
contorno agora sao bidimensionais. O Elemento Interpolado
apresenta a vantagem de melhor se adequar gquando deseja-se

acoplar o MEC com o MEF.

0 programa elaborado trabalha com elemento
triangular isoparamétrico linear. As integrais singulares

sdo convertidas para coordenadas cilindricas e calculadas

analiticamente em r , e numericamente em 2]
utilizando-se integracéio de Gauss. As integrais
quasi-singulares, também calculadas numericamente,

utilizam-se de integragdc de Gauss acompanhadas de
transformacaoc polinomial de terceira ordem (TELLES [13]) e
de integracdo seletiva. Como este programa originou-~se do
programa de SA [14] que trabalha com integragdo de Hammer,
em mapeamento triangular, langou-se mao do trabalho de
TELLES [15] para converter o mapeamento triangular enm
mapeamento gquadrangqular para permitir o uso de integracéo
de Gauss. Isto € muito vantajoso, visto que, enguanto por
Hammer chega-se ao maximo de 13 pontos de integracgdo, por

Gauss pode-se chegar a até 9216 pontos !.

A seguir & apresentado — de maneira sucinta —

o corpo da tese, que foi dividida em cinco capitulos. O



Capitulo I, comc de praxe, é o introdutdrio. Ao Capitulo II
foi reservada a tarefa de apresentar, no inicio, os tépicos
badsicos da Teoria da Elasticidade, e, em seguida, as
expressdes, devidamente deduzidas, pertinentes ao MEC.
Apresenta-se a deducgdo da Identidade de Somigliana de duas
maneiras distintas, a primeira pelo Método dos Residuos
Ponderados, e a segunda pelas relagdes de reciprocidade,
que €& um método exato para o tratamento matematico da
questdo. A seguir apresentam-se as solug¢des fundamentais
(Kelvin) para o dominio tridimensional. O prdéximo topico
deduz a equagao integral de contorno, onde usa-se ©
procedimento padrdo de subtrair-se uma calota esférica em
torno do ponto fonte no contornc. Em seguida sao
apresentadas as condigdées de regularidade, tensOes nos
pontes internos e tensdées no contorno — o cdlculo destas
ultimas ndo foli implementado no programa. Finalmente é
apresentada a consideragao de carga concentrada. Esta,
também, nao foi implementada no programa, por falta de
tempo, embora, para fazé-lo necessita-se, apenas de

peguenas modificagdes nas rotinas elaboradas.

0 Capitulo III discorre sobre a implementacgédo
numérica, apresentando em seu inicio as funcgdes de
interpolagao para a geometria, onde sdo apresentados
elementos triangulares lineares e gradraticos. A segquir
apresentam-se as fungdes de interpolacgao para os
deslocamentos e forgas de superficie, com as opg¢des de

interpolacao constante, linear e quadratica. Em seguida



‘7

aborda-se a discretizacac da equagdoc integral de contorno
onde enfoca-se o tratamento ao erro quando utiliza-se
valores aproximados de deslocamentos e forcas de
superficie. Neste toépico trata-se o erro através do Método
dos Residuos Ponderados. O outro assunto abordado discorre
sobre a formacéao do sistema de equagdes, e
subsequentemente, ¢é apresentado, em detalhe, o Elemento
Interpolado. Finalmente mostra-se também o© processo de

integracdao do Elemento Continuo.

0 trabalho finaliza apresentando os Capitulos IV
e V., No primeiro estdo os resultados do programa, onde
constam trés exemplos, dos dquais dois sdo classicos, que
840 o cubo tracionado e o tubo de parede espessa. Nestes ha
comparagdo com a solugdo exata. 0 outro exemplo trata-se de
um bloco submetido a uma carga concentrada, cuijos
resultados sao comparados com agqueles apresentados por
SILVA [10]. No Capitule V estac as conclusdes e algumas
sugestdes para futuras implementacgdes do trabalho

apresentado.
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CAPITULC I

FORMULA('ZZ\O DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

II.1. TOPICOS DA TEORIA DA ELASTICIDADE

IT.1.1. NOTACAO INDICIAL

Neste trabalho é utilizada uma notagéo
denominada nota¢ao indicial. Isto se Jjustifica porque ela
simplifica consideravelmente as expressdes algébricas, e
per causa disso, torna-se uma ferramenta muito util nas
derivacgbes e manuseios dagquelas expressoes. Tal notacdo faz
usc de subindices para representar as componentes das
grandezas, na Teoria da Elasticidade. Por exemplo, um vetor

v € representado por suas componentes v, . Neste caso fica

implicito que o indice i varia de 1 a 3 (no espago 3-D),

isto é:
v_) (IT.1.1)

onde os 1indices (x,y,2z) sdo representados por (1,2,3)
respectivamente. O indice i em na Eq.(II.1.1) tem escolha
livre. Ou seja, €& indiferente adotar v, ou v, - Por este

motivo ele & chamado de indice livre.



I¥.1.2. CONVENGCAC DE SOMA

A convengdo de soma € complementar & notagao
indicial e substitui com grande vantagem o simbolo
tradicional da soma ( £ ). Tal convengdo estabelece que
deve-se efetuar a soma dos termos gue possuem duas

ocorréncias do mesmo subindice, isto é

a = a + a + a (IT.1.2)
kk 11 22 33
ficando subentendido que k =1, 2, 3. E, se a analise é
3-D
aa =a- +a +a° (II.1.3)
3o 1 2 3

0 indice repetido da Eq.(I1.1.3) é chamadc de Indice mudo.

Outro exemplo:

Xx =05b (II.1.4a)
ij j i
significa
a X +a % +a x_ =Db (IT.1.4b)
1171 1272 1373 1
a X +a__x +a x_ =05b (II.1.4c)
21 1 22 2 23 3 2
a X + a__x +a_._x =0Dh (II.1.44)
3171 3272 3373 3

Por este dltimo exemplo pode-se perceber a forte
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caracteristica de compacidade dagquela convencaoc.

IT.1.3. NOTAGCAO DE DIFERENCIAGCAO

A notacgdo indicial é muito util também para a
diferenciag&o, neste caso usa-se a virqula para indica-la.

Por exemplo:

%=, (IT.1.5)
e
%9, _ (II.1.6)
ay gi,a

onde o subindice depois da virgula indica a derivada
parcial com respeito @& coordenada correspondente ao
respectivo indice.

0 gradiente de ¢ sera escrito na forma ¢,

’

isto é;:

(II.1.7)

0 divergente do vetor v , V-v , & dado por

~ -—

dvx avy 8vz avi avz avsa
. = + = —_— — —_— =
v Y ax dy * az ax1 * 6x2 axa Vl,i

(IT.1.8)
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Finalmente o Laplaciano de ¢ sera denotado por

¢,11 , ou seja:
Vi = V-V = ¢, (II.1.9)

IT.1.4. DELTA DE KRONECKER

0 delta de Kronecker é uma matriz especial

denotada, indicialmente, como aij , isto é:
[ 5, } = 0 1 0 (II.1.10a)
o 0 1

Portanto as componentes de 4&ij; sao:

§ =1, se i=7] (II.1.10b)

8 =0 |, se i =2 j (IT.1.10¢)
II.1.5. TENSOR DE PERMUTACAO

Em adicac apresenta-se o tensor de permutacgio
que & representado por eijk e tem 3? (tensor de 22

ordem) elementos e cujas componentes sao:

= 0 guando quaisquer deois indices sao iguais

= +1 quando i,j,k sado 1,2,3, ou uma permutacao
par de 1,2,3
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= -1 gquando 1i,j,k sao uma permutagido impar

de 1,2,3
Por exemplo, e .= 1 porgue o© numero de
permutagaoc para chegar a 1,2,3 € zero, par. Ja e = -1,

porgue o indice 1,3,2 pode ser permutado uma vez, trocando
3 com 2, para obter 1,2,3, portanto, ,permutacaoc impar. E
claramente percebe-se que e, _ = e = e = ...= 0.

112 331 122

II.1.6. EQUAGOES DE EQUILIBRIO

Considerando-se © corpo dgenérico mostrado na
Fig. II.1.1, gque ocupa um dominio € e cujo contorno é T,
onde atuam as forgas de wvolume bj e forgas de superficie

pj, respectivamente

Y
&
to

=
lo

v
>
(Y]

Xy

Fig. 11.1.1i. Derivagio das equagfes 2o aguilibrio
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A condicac de equilibrio das forgas atuantes

estabelece que:

J p dr + [ b dQ = 0 (II.1.11)
rJ Q

Porém, as forgcas de superficie p  podem ser
1

calculadas pela Formula de Cauchy para tensoes, apresentada

abaixo.
P, = o,,n (II1.1.12)
Assim
o, nidF + badaQ = 0 (II.1.13)
r ' Q
E usando-se o Teorema da Divergéncia

(CHEN e SALEENB [16]), obtem-se:

J (¢ +b)de = o0 (IT.1.14)
Q 13,14 1

Para um volume arbitrario, obtem-se

Uij'i + bj = 0 (I1.1.15)

A aplicagéo do equilibrio dos momentos no corpo
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da Fig. II.1.1 leva (CHEN e SALEEB [16]):

a = ¢ (II.1.16)
II.1.7. RELACOES DEFORMACOES - DESLOCAMENTOS

Apdés a aplicagdo do carregamento em um corpo,
este se deforma, assumindo uma nova configuragao (em
relacao aquela antes do carregamento). Portanto todos os
seus pontos que possuem liberdade de deslocamento,
deslocam-se ui(componentes de deslocamento). Assim,
pode-se calcular ¢ , tensor de deformagaoc de GREEN

1]

(expresso em func¢do das coordenadas Lagrangeanas), por

_ 1
E = = (ui’j + uj’1 + uk,iuk’j) (IT.1.17)
Como adota-se neste trabalho a hipdtese de
pequenas deformagdes, entao as derivadas dos deslocamentos
sdo muito pequenas, consequentemente, os termos nao
lineares da Eg.(II.1.17) serdo negligenciaveis, assim:

1

e, == (u , +u (IT.1.18)

Esta equagao e conhecida como Equa¢5o de Cauchy.

Para deslocamentos conhecidos u, as componentes
de deformacgéo, €. podem ser determinadas diretamente da
]

Eg.(IX.1.18). Por outro 1lado, dadas as componentes de
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deformacgac 81} , & aplicacaoc da Eqg.(II.1.18) resultara num
sistema de seis equacgdes diferenciais parciais para trés
funcdes incdégnitas dos deslocamentos u, . Nio pode-se
esperar, em geral, que havera solugdo guando as componentes
de deformagac possuem valores arbitrdarios. Elas devem
obedecer a algumas condigdes adicionais. Estas condigdes
sdo conhecidas como equagoes de compatibilidade e sdo dadas

por

ik + €11y " sik’Jl + sjl,ik =0 (II.1.19)

A aplicacac da Eq.(II.1.19) resulta em seis

equacgdes independentes (conhecidas como equacdes de Saint-
Venant) e =sdo necessdrias e suficientes para assegurar ao
campo de deslocamento solugdoc univoca e continua para
campos simplesmente conectados. Para corpos com CoOnexao
multipla, contudo, ela €& necessaria mas geralmente néo

suficiente.
II.1.8. EQUAQGES TENSAO—DEFORMACAO

De um modo geral, para um material elastico as

relacdes tensdo-deformacao sao dadas por:

- o
Glj = Cijklekl + aij (IT.1.20)

onde GL sdao as componentes do tensor de tensdo inicial e
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C_Jkl é o tensor das constantes elasticas do material.
1
Se é assumido que ¢ corpc estd livre de tensdes

iniciais, a Eq.(II.2.20) se reduz a

Uij = Cijklekl (IT.1.21)
A Eg.(II.1.21) é& conhecida como Lei de Hooke generalizada,
por ser uma generalizacac da dependéncia linear entre
tensao e deformagio observado por Hooke em seu experimento
de tracdo simples.

O tensor C . por ser de guarta ordem, possui
1]

kl

4 . \
3" ou 81 termos. Entretanto, levando-se em conta a simetria

dos tensores, o}j e sij ;, & independéncia das propriedades
elasticas com respeito &as diregdes consideradas (material
isdétropo) e considerando-se um material elastico de GREEN
(material hiperelastico) consegue-se reduzir as constantes

para somente 2 termos independentes. Estes termos sdo A e

G, conhecidos como constantes de Lamé.

Desta forma Cijkl sera explicitada da seguinte

maneira:

kS A8 8+ G(8 8+ 8 8 ) (IT.1.22)

Substituindo-se a Ed.(II.1.22) na Eqg.(II.1.21),

obtém-se
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o = A8 8 ¢ + G(8 & + & & e (IT.1.23)
1] 1] k1 ki ik 31 11 jk’ k1
Cu
o = A & + 2Ge | (IT1.1.24)
1] kk 1] ij
onde
_ 2Gy _ VE
M T oo ou A WS WS T (II.1.25)

sendo G o médulo de elasticidade transversal, E o médulo de
elasticidade longitudinal e v é o coeficiente de Poisson.
As constantes v, G e E nao sao independentes entre si, elas
estdo relacionadas por:

E

G = m (11-1-26)

II.1.9. EQUACOES DIFERENCIAIS GOVERNANTES

Diante das equagdes da Teoria da Elasticidade ja
apresentadas pode-se neste momento imaginar gue teria-se
condigdes de resolver os seus problemas classicos. Com
efeito, as equagbes (II.1.15), (I1.1.18) e (IT.1.23)
fornecem 3 equagoes de equilibrio, 6 equagoes
deformagdes-deslocamento e 6 equagdes tensio-deformacgao,

respectivamente, totalizande 15 equagdes, para encontrar os
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valores de 15 incégnitas, a saber: 6 deformagdes, 6 tensodes
e 3 deslocamentos. Certamente com este sistema
encontrar-se-ao diversas maneiras de solucionar o problema.
Porém, a literatura cldssica apresenta uma alternativa mais
direta para tratar da questéo. Ela €& encontrada
substituindo-se a Eq.(II.1.18) na Eq.(II.1.23), para obter
as tensdes em termos do gradiente dos deslocamentos, e
entéo, gsubstituindo-se o© resultado na Eqg.(II.1.15),
obtem-se uma equacgdo diferencial de 2> ordem para as trés
componentes do deslocamento. A eguagdoc final obtida com

este procedimento sera:

Guj.kk YT o uk,kj + bj =0 (II1.1.27)
Esta equacdc e conhecida como Equagao de Navier para

deslocamento,

Como a Eq.(II.1.27) esta explicitada em funcéo
dos deslocamentos, ela € mais convenientemente aplicavel
para problemas com condi¢bées de contorno em termos de
deslocamentos. Entdo convém encontrar uma expressac gue
relaciona as incégnitas deslocamentos a nivel de contorno.
Isto € conseguido levando a Eqg. (IT.1.18) na Eg.(II.l1.23),
como antes, e substituindo-se o resultado na Eq.(II.1.12),

obtendo-se:

(II.1.28)
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onde n sao os cossenos diretores da normal ac contorno,
apontada para fora do corpo, e p sao as componentes das
1

forcas de superficies prescritas.

Uma caracteristica positiva da aplicabilidade
das EqQ.(II.1.27) e Eg.(IT.1.28) é que no caso de incluir-se
somente deslocamentos come incdégnitas, entdo as condigdes
de compatibilidade (Eg.II.1.19) nao sao necessarias. Em
suma, calculam-se u com asiEgs. (II.1.27) e Egs.(II1.1.28),
cujos valores sao substituidos na Eq.(II.l1.18) para o
cadlcule das componentes do tensor de deformagao €, ¢ que
por sua vez permitem o calculo das componentes do tensor de

tensbes via Egs. (II.1.23).

II.2. EQUACAO INTEGRAL PARA PONTOS INTERNOS (IDENTIDADE DE

SOMIGLIANA)

II.2.1. DEDUGAO A PARTIR DA TECNICA DOS RESIDUOS

PONDERADOS

A técnica dos residuos ponderados pode ser
aplicada para derivar uma equacgdc integral gue permite
calcular deslocamento no interior de um corpo (com dominio
Q e contorno I') que satisfaz a definicdc de regiao regular

definida por KELLOG [17].

Este corpo deve satisfazer as equagdes de
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equilibrio, comoc também, as condigdes do problema a

resolver. As condigdes de contorno naturais ou livres sao:
em r (IT1.2.1)

0 outro tipo de condicdo de contorno é aquele
em termos das componentes dos deslocamentos prescritoes,
chamada de condigdo de contorno essencial ou forg¢ada, qual

seja:
u =u , em I (I1.2.2)

Notar gque os deslocamentos prescritos séo
definidos no contorno Fu e as forgas de superficie
prescritas s&o definidas no contorno Fp, com a condigdo de
I + Fp =T, sendo I’ o contorno externo do dominio Q,

u

ocupado pelo soélido.

A aplicagdo do método dos residuos ponderados

ao problema em questdo, traduz-se na seguinte expressao:

[Q(oﬂd+qgvkdﬂ==[nfgrpﬁvkdr-kjﬂfu{ﬁﬁwkdr

(I1.2.3)

onde v, € W sac as fungdes de ponderagadoc (ver

WILLMERSDORF [18]). No Método dos Elementos de Contorno

usam-se fungdes de ponderagido especiails, guais sejam:
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v, = u (IT.2.4a)
; com p: =no (II.2.4b)

que sdo os deslocamenteos e forcas de superficie

correspondentes a cargas concentradas em dominio infinito
* . o s

Q , com as mesmas propriedades fisicas do problema a ser

analisado. Assim, obtém-se

* — * J— *
[Q(U}h1+bk)‘uk dQ = [Fp(pk—pk)-uk dI" + Jru(uk-uk)-pk dar

(II.2.5)

Integrando-se por partes o primeiroc termo da
Eq.(II.2.5) e, subsequentemente, aplicando o© Teorema da

Divergéncia, obtem-se:

'[ pku;dl" -[cku: dQ+kau: dQ =
r Q ) Q

—_ * —_ *
JF (pk- pk)uk ar + [r (uk- uk)pk ar
P u
(II1.2.6)

ou

p
* - —_
J pu, dr - J pu. dr + J (G- u)p, dr (II.2.7a)
r r r
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Eliminando-se as integrais 1idénticas de <cada lado,

ter-se-a:

- |ou’ a0 + | bu a0 =
Q J ’J Q
j pu” ar [ pu*dr‘+[ (W- u)p dr
k k k k k k k
r r. r

(II.2.7Db)

* *
Porém, pode-se demonstrar que o u dQ} = o &t dQ
0 Jk k, § 0 jk

(ver Apéndice A de NEVES [12]), entdo ter-se-a:

* *
-J aksde+'[ bku di =
Q ! )

k
[ pu dar pu dr+J (L - u)p ar
I—.p k k Tu k k Ty k k k

(ITI.2.8a)

E devido & simetria de Cijkl (ver SILVA [10}), cbter-se-a:

* *
- J' o‘jkt:jk aa + [ bkuk dQ} =
Q Q

- * * - *
- pu dI" - pu dI' + (u - u}p 4ar
er k k JFu k k Tu k k k

(II.2.8b)

* * *
- o € aq = o u da - u p 4ar (I1.2.8c)
JQ Jk Jjk [Q jk, ] k Jr k™ k

(ver Apéndice A de NEVES [12])}. Entéao
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* * *
T Y dqQ - [ up, ar + I bkuk dQ =
- * * - *
- pkuk ar - pkuk dar + (uk - uk)pk dar
[u Tu

(IT.2.84d)

ou

* % * *
Y aq - [ up, ar - J up, dar+ { bkuk dq =
Q 1) r r Q
P

u

- u dI - { u dl” + j 11 al - J u dl
P P P B
r k k r k k r k™ k r k™ k

(II.2.8e)

E eliminando-se as integrais idénticas de «cada lado,

cbter-se-a:

J (¢) ., )u_ 4 + [ bu do =
Q ) Q

- JF p.u ar + JF up dl”

(II.2.9)

Uma vez que as fungdes de ponderacdo satisfazem

as condigdes de equilibrio, pode-se escrever:
»*
b =20 (IT.2.10)

Ou
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o = - b: (II1.2.11)
a * . I .
Admita-se bk como cargas concentadas unitarias

1] * ~
positivas aplicadas em £ € 2 em cada uma das trés

diregdes ortogonais. Isto pode ser representado por
b: = A(£,X)p, (I1.2.12)

onde P, sdo as componentes daquelas cargas e A(£,X) é a

funcao delta de Dirac, definida por:

B(E;X) = O se £+ X (II.2.13a)

j A(E;X) dQ = 1 (II1.2.13b)
Q
gue possul a seguinte propriedade:
[ E(X)A(E:X) dR(X) = £(&) (I1.2.14)
Q

Portanto a primeira integral do lado

esguerdo da eguagdo (II1.2.9) pode ser representada por

*
- J bu 42 = - u (£)p. (I1.2.15)
Q i i i i
Além do mais, considerando-se cada carga
concentrada unitaria atuando independentemente, os

*
deslocamentos e forgas de superficies do dominio Q poderao
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ser escritos na seguinte forma:

o
]

u:J(E,X)pi (II.2.16a)

o
I

p:j(E,X)pi (IT.2.16b)

onde uL(g,X) e pL(&,X) representam os deslocamentos e
forcas de superficie na diregdo j no ponto X correspondente
a uma forga unitaria atuando na direc¢do i aplicada em £. Na
literatura do Método dos Elementos de Contorno os pontos £
e X sao denominados, respectivamente, ponto fonte e ponto

campo.
Do exposto anteriormente, pode-se reescrever a

Eg.{(II.3.9) da seguinte forma:

u, (§) =J wl (£,X)p (X) dr(X) —J P, (£,X)u (X) dr(X) +
i r i J

r

[ ul (£,X)b (X) dQ(X) (II.2.17)
Q ij ]

que representa as componentes dos deslocamentos em £. A
eqguagao (I1.2.17) @ conhecida como Identidade de
Somigliana para deslocamentos e foi obtida por
reciprocidade com a sclugdo singular da equacao de Navier,

satisfazendo
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5ok 7T =25 Y,xy T OAERP =0 (I1.2.18)

As solugdes da equagao (II.2.18) sdo chamadas de solucBes

fundamentais.

Notar que na passagem da Eq.(II.2.9) para a
Eq.(II.2.17) foi eliminada a unica integral de dominio —

primeiroc termo do do lado esquerdo do lado do sinal de

igual da Eq. (II.2.9) — contendo incdgnitas
(deslocamentos), considerando-se gue sao conhecidas as
forcas de veclume bj(X). As outras duas 1integrais da

Eq.(II.2.17) possuem incégnitas porém atuam somente no
contorno I' do dominio 2. Obtem-se assim deslocamentos do
dominio em funcdo, apenas, de variaveis (deslocamentos e
forcas de superficie) do contorno.

Portanto a Eq.(II.2.17) relaciona os
deslocamentos do dominioc com deslocamentos e forgas de
superficie no contorno. Esta caracteristica é a origem do
nome Método dos Elementos de Contorno. Notar que a ultima
integral da Eq. (II.2.17) (integral de dominio) também pode
ser levada ao contorno, via vetores de Galerkin.. Fica
implicito que u(X) e p(X) assumem seus valores prescritos

guando o ponto campo estiver em I’ e ' , respectivamente.
o P

II.2.2. DEDUGCAOC A PARTIR DA RELAGCAC DE RECIPROCIDADE

Através da técnica dos residuos ponderados e

utilizando-se fungdes de ponderagdo especiais chegou-se,
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na sec¢do anterior, & expressao (II.2.17), conhecida como

Identidade de Somigliana, para fungdes u e p gque atendem

~ ~

exatamente Aas equagdes de Navier. Para corroborar esta
afirmacdo apresenta-se a seguir uma dedugao alternativa,
baseada nas relag¢des exatas de reciprocidade.

Imaginem-se dois estados distintos que
satisfazem as condigdes de equilibric e obedecem as
relacgbes deformagdo-deslocamento e as edquagodes
constitutivas. O primeiro estado €& definide por

r

pelo dominio Q e seu contorno I' e & representado por 015

€., u, p, e b. 0 outro é definido pelo dominio
ij i i i

. . . * %
infinito 0 e seu contorno I' , sende representadoc por

*
c . €,y U, P, eb..

Conforme mencionade na secdao 1II.2.1, pela

simetria de Cijkl pode-se escrever a sequinte sentenca:
* a0 = * e an
onkejk = Qajkajk (II.2.19)

Primeiramente se desenvolverda expressdes
derivadas da primeira integral da Eq.(II.2.19). O resultado
para a cutra integral sera analogo. Deste modo,

utilizando-se da Eq.(II.1.18), obtém-se:

J o e,4d2 = 3 Jnajk(u +u ) de (I1.2.20)
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ou

*
o e adag = [ c u an + | o u dQ]
0 jk Jk 2 Q Jk i,k 0 jk k, ]

(£1.2.21)
Integrando-se por partes as duas ldltimas

integrais de (II.2.21), obter-se-a:

*
J O‘kC de =
Qj ]
1 * *
5 [[ wwy )de - ckku,dQ+
Q b 3%, ij ]
* *®
(o0 u ) dQ - o u  do } (II.2.22)
0 Jk 37,3 ij,Jk

g e dQ =
0 jk  jk
1 * *
= [ o un dadrr - o u. da +
2 r ik ik q ek ]
* ar *
l_‘ajkuknj - ngk,juk dQ } (IT.2.23)

Ou, pela Eq.(I1I1.1.12), cbter-se-a:

*
[ O‘ke de =
QJ j
1|: * *
= pu, dIr - log u. da +
2 L.JJ JQJk»kj

* *
erkuk ar - JQajk’Juk dQ ] (IT.2.24)
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E, utilizando-se a Eg.{(II.1.15), obter-se-a:

j o £ de =
QJJ
1 * *
5 [ [ pu dIr - J bju. aqQ +
r’ Q
* *
j p .U, ar - J bkuk dQ ] (II1.2.25)
r Q
Ou
* * *
o £ de = [ pu dIr + J b u, dQ (I1.2.26)
9 J ] T Jo 3 0 1]
Analogamente obter-se-a:
* * *
J o ke_de = [ p.u d4drr + [ b u. 4o (IT.2.27)
q Jk rJJ o {3
Deste modo chega-se ao sequinte resultado:
* * * *
[ pu dI" + b u. dQ = p.u dr + b u. 4Q (II1.2.28)
I-‘JJ QJJ FJJ QJ]

que corresponde ao 22 Teorema dos Trabalhos Reciprocos de

Betti.

Notar que a ultima integral da Eg.(II.2.28) é
igual & primeira integral da Eq.(II.2.9) com sinal trocado,

isto é:
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J (o’:k )uda = - [ b. u_ do (I1.2.29)
o % Q

Desta maneira as Eq.(II1.2.20) e Egs.(II.2.9) serao

idénticas.

* . s
Adotando-se para bj a mesma hipdtese Jja

apresentada e discutida na se¢dac anterior, a saber:
®
bl = A(£,X)p, (II.2.30)

E usando os mesmos artificios da Eg.(I1.2.16) chega-se a

Identidade de Somigliana.

II 3 - SOLUGAO FUNDAMENTAL

Conforme mencionadc na segdc II1.2.1 as solugdes
fundamentais sao definidas como solugdes da equacdo
particular de Navier dada pela Eq.(II.2.18). Para cada
tipo de dominio Q" obtém-se uma determinada solugao
fundamental. Para dominios infinitos ou finitos ha a
solugcao de Kelvin, e para dominios semi-infinitos ha a
solucdao de Mindlin.

Como no presente trabalho opera-se somente no
dominio infinito ou finito, ser&o apresentadas apenas as

solugdes de Kelvin, gque fornecem:.

L]
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Deslocamento:

U*ij(grx) = lGT[(éIL.-V)Gr {(3 = 4v) aij + r,ir,j} (II.3.1)

Forca de superficie:

* _ 1 ar _
P (£:,X) = Bn(l—v)rz{ 35 [(1 2V)31j + BrJr,J
- (1-2v) (r 1nJ -r Jni)} (II.3.2)

Que podem ser representadas na seguinte forma

matricial:

& * *
u u u
11 12 13
* * * * *
u > u = u u u (IT.3.3)
i} . 21 22 23
* * *
u u
31 32 23
* *x *
P, Pz Py
* *_ * * * I1.3.4
Py 2 E B Py1 Pax Py (II.3.4)
* * *
Py, 3z 33
Cabe observar que nas Eq. (II.3.1) e Eq.(II.3.2):
£ : ponto fonte, ponte onde aplica-se a carga unitaria na

direcgao i.



32

X : ponto campo, ponte onde ocorre o deslocamento e forga
de superficie na direg¢daoc j, devido a aplicac¢do de carga

unitaria em £.
e e a 1/2
r : disténcia entre £ e X, r=| X - £ |, our = (rkrk)

-— —

r : componente de r na direcdo i

r, = x (X) - % (§)

r ¢ derivada de r em relacgdo a X ou
’ r
ar k
r - =
. k axk(X) r

Notar que, por tratar-se de dominio 3-D, todos

os indices: i, j, k, variam de 1 a 3.

IT.4. EQUAGCAO INTEGRAL NO CONTORNO

A Identidadede Somigliana (Egq.II.2.17) fornece
deslocamento no dominio em fungdes de valores de parametros
no contorno. Para 1isso, €& preciso que, a priori, estes
valores sejam conhecidos. Ha necessidade, entédo, de
primeiramente resolver-se ¢ problema a nivel de contorno. E

0 que se refere a seguir.

Assumindo que o corpo pode ser representado como
mostra Fig. II.4.1, isto €, o dominio é subtraido de um

setor esférico, com o centro no ponto fonte £ raio p
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Fig. II.4.1. Ponto singular £ removido por um setor

esférico

a Eq.(II.1.28) pode ser escrita:

p uar + b utdQ = prudr (II.4.1)
- i i i i = i i
r-r +T Q r-r +F

p P P p

Notar que a ultima integral de Eqg.(II.1.28) desaparece,
pois o ponto fonte € ndo pertence ac dominio Qp (A(E,X) =

0, em todoc dominio Qp).

Em vista da Eq.(II.2.16) a Eq.(II.4.1) pode ser

escrita como:
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® *
_u, (€, X)p (X)dI” + u (&,X)b dQ =
r-r +¢ '’ ] g 4 j
g p

fo)
[ pf.(E,X)u (X)yar (IT.4.2)
I-I +T, i J

Pode-se, agora, estudar separadamente o limite
gquando p -» 0 em cada integral da Eq.(II.4.2). A ultima

integral pode ser escrita

lim

J Pt (£,X)u_(X)dI'(X) =
pP—0 T—Fp+Fp H :

lim [_ P}, (£, X)u (X)dr(x)

— o I
P p
*
+ 1lim [ p. (€, X)u (X)dl (X) (II.4.3)
r-T t] J
g — O P

A primeira integral a direita da Eq.(II.4.3)

pode ser representada por

lim [_ P, ,(€,X)u (X)dr(X) =

p—)Ol"p
lim |_p’ (£,X) [u (X)-u_ (£)1dr(X)
p » oJT i} ] ]
p
+ lim  u (£) J pT (£,X)dl (X) (II.4.4)
p-—>oj r ]

P

A primeira integral & direita da Eq.(II.4.4) desaparece

devido a condig¢dc de continuidade (ou Holder continuidade)
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de u(x) e a segunda integral fornece

Il

lim uj(s)[ P, (£,X)dl (X)
P >0 Fp

¢, (E)u (&) (II.4.5)
Voltando a Eq.(II.4.3), a segunda integral a

direita deve ser interpretada no sentido de Valor Principal

de Cauchy, cuja existéncia pode ser comprovada se uj(x)

satisfizer a condicdo de Hoélder, ou seja:

o

|u, (X) - u (&)] = Br (II.4.6)
onde Bea (com 0 < a =1 ) sao constantes positivos.
Um procedimento semelhante mostra que
. * *
lim J _u. (£,X)p (X)dl = VP | u (&,X)p (X)dl
p » o Jr-r + '/ J r - !
Finalmente obtém-se:
* *
u (8, X)p (X)diN(X) + u (£,X)b (X)d0(X) =
r ] Q J J
*
c,, (E)u (€) +[ P, (£, X)u (X)dr(x)  (II.4.7)
r ’

ou reordenando, obter-se-a:
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c,,(E)u (£) + J P, (£.X)u (X)dr(X) =

uy (£,X)p (X)dT(X) + J u} [ (£,X)b (X)dQ(X)
r Q

(II.4.8a)
gue sem a consideracaoc das forcas de volume, tornar-se-a:

c,,(§)u (§) + [ Py, (£, X)u (X)dr(x) =

r
[ ur (£,X)p (X)dr(X) (II.4.8b)
F i ]

0 coeficiente cU(§)= lim [_ pfj(g,X)dF(X) &

1
p —o]ll
p
igual a 61_/2 se £ pertence a um contorne suave, caso
J
contrdrio, o seu calculo torna-se mals trabalhoso. Nestes
casos, usualmente, langca-se mao de um procedimento

alternativo que € obter seu valor via movimento de corpo
rigido. Para pontos no interior do dominio Q, c.. = 1, e
]

para pontos externos no dominio Q, ¢ . = 0.
1]

Expressdo matricial de c , para problemas 3-D, e

contornos suaves:

0.5 0 0
c = o 0.5 o (I1.4.9)
- o) 0 0.5

Com a Eq.(II.4.8) e mais a condigdes de

contorno, calculam-se as incognitas— deslocamentos e
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forcas de superficie — do contorno, permitindo a aplicagao
imediata de Identidade de Somigliana, para o conhecimento

dos deslocamentos internos.

II.5 - REGIOES INFINITAS

Equagdes integrais para pontos no interior ao
dominio Q e para pontoes no seu contorno I' foram derivados
nas secdes anteriores. A extensao para regides infinitas
contendo uma ou mails cavidades requer uma analise do
comportamento das fun¢des envolvidas sobre o contorno

infinitamente distante das cavidades.

« o

Fig. II.5.1. Regido infinita com cavidade

Seja T o contorno da esfera de raio p,
o [+]

centrado em €, gque cerca a cavidade (Fig. II.5.1). A
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Eq.(II.4.8) por ser reescrita para o dominio Qo entre T e

' , como:
[}

c, (E)u (§) + j P, ,(£,X)u (X)ar(x) = [ u} (£,X)p, (X)ar(X) -
r r J

JF pr(E,x)uj(X)dr(X) + Jrufj(g,X)pj(X)dr(X) (II.5.1)
0 o

onde foram desconsideradas as forgas de volume, por questdo

de comodidade.

Aplicando-se o© limite guando p, — =, as
integrais da Eq.(II.5.1) podem ser expressas so em funcgao
do contorno I quando ¢ atendida a seguinte condigao de

regularidade:

lin JF [pfj(s,X)uj(X) - ufj(s,X)pj(X)]dr(X) =0

- ©
pO

(IT.5.2)
Para problemas 3-D, as fungdes envolvidas
possuem as seguintes caracteristicas:
* -1
O[uiJ(E,X)] =r (IT1.5.3a)
* -2
o[p (£,X)]1 =r (IT.5.3b)

onde o[ ] representa a ordem da func¢ao dentro do
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colchete. E considerando-se coordenadas esféricas,

obter-se-a:

ar(x) = |J|dede X e T (II.5.4)
cOom
or|J|] = r° (I1.5.5)

Se a carga aplicada sobre a superficie ' ndo for
auto-equilibrada, o principio de Saint Venant mostra dgue
uJ(X) e pJ(X), em Fo, terdo © mesmo comportamento da
solugao fundamental correspondente a uma carga concentrada
na direcdo da resultante. Portanto, neste caso, O[uj(X)] =

-1 -2

r e O[pj(X)] = r°, sdco obtidos e <cada termo da

Eg. (II6.2) se anula separadamente.

Deste modo, pode-se afirmar que a condicgdo de
regularidade € sempre satisfeita se uj(X) e pj(X) se
comportam no infinito, na pior das hipdteses, como a

solugdo fundamental

Assim, visto gue, a condigdo de regularidade £
satisfeita o problema de cavidades em meios infinitos pode

ser representado por:
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e, (€)u (£) + [ P, (£, X)u (X)dI(X) = J u} | (£,X)p, (X)dT (X)
r r

(I1.5.6)
n
(a) Dominio infinito (k) Dominio finito
Fig. II.5.2. Definigcao da normal: (a) Dominioc infinito;

(b) Dominio finito

Como pode-se ver a equagao integral para dominio
finito ou infinito é a mesma, sendo ilustrativo observar
que a distincdo entre um e outro é feita pela normal

(Fig. (I1.5.2)).

II.6 — TENSOES PARA PONTOS INTERNOS

Quando os valores do contorno sac conhecidos
podem ser calculados ndc s¢é os deslocamentos nos pontos
internos, via Identidade de Somigliana (Eq.II.2.17), assim

como, as tensdes nestes pontos.
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Para um melo isotrépico estas tensdes podem ser

computadas por:

du
1

(II.6.1)

Gij=l-2V i] 6‘}{1

Substituindo-se a Eq.(II.2.17) na equacdo acima

(Eq.II.7.1), obtém-se

r 1-2v “ij Bxl ij axi
i a 2] * o] *
u u u
2Gp k ik ik
+ Q { 1-2v "ij 8% t G axj + a8 . ]} bde

(I1.6.2)

Todas estas derivadas sdo efetuadas em pontos internos.

. . * * .
Substituindo-se LHj(E,X) e ;%j(g,X) pelas suas expressdes

(Egs. (II.3.1) e (II.3.2)) e levando-se em conta que:

or  _ _ - - _°r
5% (€ r 3%, (%) (II.6.3)
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obtém-se a seguinte expressao:

ijk

o (€)= L_ u' (£,X)p (X)dl(X) - L B}, (€, X)u (X)dr (X)

+[ u’ (£,X)b (X)dQ(X) (II.6.4)
0 ijk k

onde
u* = L f1-2v){(r & + r & - r,8 ) +
ijk 8n(l—v)r2 .j ik L1k "k ij
3r r r } (I1.6.5)
li lJ Pk
e
* G ar
P = 3 (l1-2v)8 r + v r + & r )
ijk 4n(l—v)r3 { an li 17,k ik, j jko, 1
-5 r,lr’jr,k} + 31,7(n1r,jr,k + njr,ir’k)
+ (I-2v)(3nr r + nd + nd ) - (l-4v)n 6”}
k ,1 ,j i ik i jk k ij
(I1.6.6)
E oportunco abservar que as derivadas foram
aplicadas diretamente dentro das integrais. Isto nao

representa problema para as integrais do contorno porém,
para as integrais de volume, que possuem singularidade no

ponto £, isto nem sempre é possivel, e necessita de uma
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demonstracao propria (SILVA [10]).

Finalizando esta secgdo,precisa-se explicitar,
neste instante, que nas expressdes apresentadas, somente a
solugdc fundamental foi derivada. Desta forma a tensao néao
sofre perda de precisdo. Ao contrario, em Elementos Finitos
uma funcao de interpoclacgéao €& atribuida ao deslocamento, e

por derivacao obtém-se as tensodes.

II.7 - TENSOES NO CONTORNO

Embora o© programa desenvolvido neste trabalho
ndo tenha implementado © calculo nas tensdées no contorno,
este toépico é abordado aqui, por ter aplicabilidade em
diversos trabalhos ja apresentados por outros pesquisadores

e ser de relativa facilidade de implementacgdo.

Esta facilidade advém do fato de utilizar-se o
artificio de trabalhar-se com um sistema de referéncia
local (Fig. II.7.1), e calcularem-se deformacdes através de
deslocamentos interpolados, em funcdao dos deslocamentos

nodais do respectivo elemento.
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Seja o elemento mostrado na Fig. II.7.1, com seu

respectivo sistema de referéncia local:

*|
n

"m
3

Fig. II.7.1. Sistema de coordenada local tangente ao

elemento no ponto de interesse

Utilizando-se a equagdc de Cauchy (Eq. (II.2.12))

para o sistema local, obtém-se

51 = 621 (II.7.1a)
P, =0, (II.7.1b)
Py = 9,5 (II.7.1c)

C tensor de tensdes é dado por

o sim.

[ Em] [ 622] (IT1.7.2)
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Portanto, os valores cercados por retédngulo sao
conhecidos. Resta calcularem-se os outros trés valores, a

saber, G+ T, €0,

Estes valores poderdo ser fornecidos pelas
Egs.(I1.7.3) e Eq.(I1.7.4), abaixo, que foram cbtidas através
de manipulagbes algébricas sobre a Lei de  Hooke

generalizada (Eq.II.1.23):

— _ l J— p— —_
T, T T-p [ Ve, + 2G(s:11 + veaa)] (IT.7.3)

C.., = —T-p [vazz + 2G(¢c + VEII)] (I1.7.4)

e por (obtida pela aplicagédo direta de Lei de Hooke
generalizada):

o = 2Ge
3

" (I1.7.5)

1
onde os componentes do tensor de deformagdc sao calculados
em funcdo dos deslocamentos interpolados em termos dos

deslocamentos nos pontos funcionais do elemento:

— 1 —

> —— (u + u .7,

1] 2 ( 1) J;l} (I1.7.8)
Portanto, as Eq. (I1.7.3), Eq. (II1.7.4) e

Eq.(I1.7.5) fornecem as tensdes para um ponto qualguer no

elemento, segundo o©s eixos de referéncia 1local. Para
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obterem-se os valores segundo os eixos de referéncia global
é suficiente rotacionad-lo, via a transformacdo do tensor de

22 ordem, qual seja:

6 =RoR (I1.7.7)

sendo R a matriz de rotacgéo.

IT1.8. CONSIDERACAO DE CARGA CONCENTRADA

Seja considerado um corpo genérico submetido ao

carregamento indicado ilustrado pela Fig. II.8.1, abaixo:

Fig. II.8.1 Consideragdo de carga concentrada
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A Egq.(I1.4.8) pode ser aplicada da seguinte

forma (abstraindo-se das forcgas de volume):
c,,(&)u (&) + JpTJ(E,X)uj(X)dr(x> - Jr uy (€,X)p, (X)dT(X)

+ Jr u?i(g,X) b (X) dr(X) (I1.8.1)
onde

b (X) = F A X) (IT.8.2)

- sendo Fj o valor da carga concentrada, A(fo,x) €& a fungao

Delta de Dirac e EO é o ponto de aplicacgdao de F.

Chamando-se a ultima integral & direita da

Eq. (II.8.1) de Ii, obter-se-4
1 = J ufj(g,X)bj(X)dr(X) (II.8.3)
r. 1

Ou seja, pelas definigdes anteriores ela valera

I, = J ul (£, X)F A€, X)dr (X) (II.8.4)
r i j o]
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Utilizando-se a propriedade da funcao Delta de

Dirac apresentada na Eq. (IX.2.14) chega-se que
I =u” F II.8.5
y T U (6N F, (II.8.5)
Assim a Eq. (II.8.1) ficara reduzida a

c,,(£)u (£) +J Py, (£,X) 1 (X)dr (x) =
r

* *
{r u (€, X)p (X)AT(X) + u (£,€)F (I1.8.6)

Para o caso de NCC cargas a Eq.(I1.8.6)

generaliza-se para

c,,(8)u (&) + J Pfj(EfX)UH(X)dF(X) =
i r 1 ]

* X Xdrx) + F ot Xy gk I1.8.7
LU (EXD (AN T ] (€T (I1.8.7)

com k vwvariando de 1 a NCC, sendo NCC o numerc de cargas

kK =
concentradas. Cabe observar, no entanto, gque o ponto go nao

devera coincidir com o ponto £ para evitar singularidade.
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CAPITULO Il

IMPLEMENTACAD NUMERICA

III.1. FUNCOES DE INTERPOLACAO PARA A GEOMETRIA

Na andlise pelo Método de Elementos de Contorno
a geometria é aproximada, correntemente, por elementos
lineares ou quadraticos. Nos dois casos as coordenadas
cartesianas x ~de um ponto arbitrario em um elemento

unidimensional sdo dadas por:

i
~1 =

X, = x () ¥"(m) x| (IIT.1.1)

n = 1
onde x?x sdo os valores exatos das coordenadas de um
ponto gualquer do elemento, xi(n) sdo os seus valores
aproximados, ¥ (n) sdo as fungdes de interpolacaoc (ou

fun¢goes de forma, BATHE [19]), m € a coordenada natural
(BATHE [19]), com - 1 = 7 = 1, em geral, Ng € O numero

de pontos nodals geométricos do elemento, e X s40 as
1
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elemento.

Matricialmente a Eq. (III.1.1) pode ser reescrita

na forma:

e X

(III.1.2)

"
t oM

Il
[ =
LX

ITI.1.1. DISCRETIZACAO LINEAR EM ELEMENTOS TRIANGULARES

Neste caso ¢ numero de pontos nodais é igual a 3

(N = 3) e a Eq.(1III.1.1) torna-se

n n
x, = ) ¥°x] (IIT.1.3)
n = 1
onde x? é a coordenada cartesiana X, do né n. Por
exemplo:

X =y xi + Y xf + ¥ xf (III.1.4)



51 12

2
1/11
Xap dﬁi
3

b

%
Fig.III.1.1l. Coordenadas globais e locais para o
elemento linear.
onde

p' o= m (III.1.5a)

pe = n, (III.1.5b)
3 = = -— -

ywo o= n, . com n, = 1 n, n, (III.1.5c)

sendo 0 =7 = 1.

Para maior clareza as expressdes a seguir sao

apresentadas matricialmente:
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-

oS [ »

-
I
»
I
o O &=
[
Q o
<
-
o o T
[\¥]
o & O
= © ©
[38]
o O =
w
o o
=
w
X XX

>

[\N)
[
WWN W WRWNNNPE®BNWHE NP2 =R

\ 4

(IIT.1.6)

ou

I T (III.1.7)

H
X ol

"
X

onde

y "o" = o y' o0 (ITI.1.8)

com i = I, II, III e i =11, 2, 3. As

Eq. (III.1.6) e Egq.(III.1.7) estac na forma da Eg. (III.1.2)

Notar que a discretizagido linear da geometria é

usada tanto do Elemento Constante quanto do Elemento
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Linear.
ITr.1.2. DISCRETIZACEO QUADRATICA EM ELEMENTCOS TRIANGULARES

Agora o© numerc de pontos nodais é igual a 6

(N=6) e a Eq.(III.1.1) fica
)
X, = Z v x> (I1I.1.9)
n = 1

Por exemplo:

v = WIX; . WZXf . Waxf + ngf + stf + stf (III.1.10)

/'12

Fig.III.1.2. Elemento triangular quadratico

onde



¢y = 'nl(2n1 - 1) , yoo= 4n1n2 (ITIT.1.11a)
2 5 _

¥o =m,(2n, - 1) , Yo o= 4m_m, (III.1.11b)
3 _ _ 6 _

= =7, (29, - 1) , ¥ 4n_m, (III.1.11c)

comnm na =1 -1 -7

Em apresentacgao matricial a Eq.(III.1.9) toma a

seguinte forma:

x»—-

t

t o
¥

[N

&

=Y

VI}
E

1

LI T - B 1
o

[+

t X

(III.1.12)

i
com v rom

dado pela Eq.(III.1.8) , e wi fornecide pela

Eq.{(III1.1.11). A Eq.(ITI.1.12) esta na forma da

Eq. (III.1.2).

II1I1.3 VALOR DO JACOBIANO E VERSOR NORMAL

As integrais do MEC sdo definidas,
originalmente, em termos de coordenadas cartesianas. Como
sdo usadas aproximacgdes em termos de coordenadas naturais,

tanto para a geometria quanto para as variaveis
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pertinentes (deslocamentos e forcas de superficie), ha
necessidade de relacionarem-se as expressdes de X, com

aquelas em fungao de n

1=

le
]

Fig.III.1l.3. Sistemas de coordenadas
Usando-se a regra da cadeia do calculo

diferencial pode-se escrever a seguinte relagcd3o para as

diferenciagbes:
a a anl a an a 8n3
i 1 i 2 i 3 i
com 1i= 1, 2, 3 . Como, no MEC, as coordenadas cartesianas

sdo explicitadas em fungdoc das coordenadas naturais, o
cdlculo de anl/axi ' anz/ax1 ' ana/axi , para a
definicaoc de a/axi , hao pode ser feita diretamente,

adotando-se, usualmente, o procedimento exposto a segquir.
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s 3 - T7 3
8 dx ax ax g
an, an an an, 3%
a axl sz 6x3 3
— = =— -— — =— IT1T.1.14
1 o, ( an, an, an, |] ax, ( )
a ax ax2 ax 8
8n3 8n3 6n3 6n3 k 6x3
. S = - ¥,
ou
s 3 s 3
8 a
Bnl axl
8 a
4 Eﬁa. = g 4 5§2> (ITT1.1.15)
a 3
\ ans} \ aXBJ
onde J é o Jacobiano (ou operador Jacobiano (BATHE

a—~

(19]1)) gue relaciona a diferenciagdo em coordenadas
naturais com a diferenciag¢dc em coordenadas cartesianas.

Portanto para o calculo de a/ax1 ' a/8x2 ' 6/6x3 usa-se:

8 a
6x1 anl
a -1 a
152 = J 150 (ITI.1.16)
2 ~ 2
a a
BXBJ 6n3
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A seguir

diferenciais de volume dQ

apresenta-se

e de Aarea

a relacao

dar , em

entre os

coordenadas

cartesianas, com agueles em coordenadas naturais. A relagao

para o diferencial de volume sera dado por:

dnldTIZdn3 -

3| am an,an,

onde |J| é o médulo do Jacobiano J . E

or ax_  3Ix_ 3x
~ 1 2 3
—_— = S —
an1 8n1 8n1 anl
or ax 0% 6x
~ _ 1 2 3
= — = ==
8n2 6n2 6n2 6n2
ar X ax ox
~ 1 2 3
- = e
8n3 8n3 an3 8n3

Para o diferencial de area,

ar ar
ar = gﬁlx Eﬁé dnldn2 = |(E|dn1dn2
e |G| &, portanto, o médulo do vetor

obter-se-a:

nermal,

(ITI.1.17)

(III.1.18a)

(III.1.18b)

(III.1.18¢)

(ITI.1.19)

dado por



af af ax 6x2
n= ==X o— = = =
- an, = 9n, on, 'am,
onde
dx_ 8x ax_ dx
g = - T T B
1 6n1 anz aT Bnl
ax  Ix ox dx
_ T T D -
9, < an. an am_ an
1 2
8%  dx ax_ ox
_ T Tz T2 T
9; < Bnl an an 8n2
assim o valor de |G| sera:
_ 2 2 2,1/2
6] = (97 + 9, + 9

onde

O versor normal,

Para o elemento triangular linear

A ¢ a area do elemento.

n
u

—~

= (9,, 9,, 9,)

(III.1.20)

(IIT.1.21a)

(IIT.1.21b)

(ITII.1.21c)

(III.1.22)

, sera dado por

(III.1.23)

|G| = 2a ,

0 wvetor normal pode ser

calculado através do produto vetorial entre dois wvetores
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quaisquer tomados dos lados do elemente triangular. Este
produto deve ser calculado usando-se a regra da mao
direita, de forma que a normal fique sempre apontada para

fora do dominio.

I¥T. 2. FUNCOES DE INTERPOLACAC PARA DESLOCAMENTOS E

FORCAS DE SUPERFICIE

Analogamente & geometria, os deslocamentos e
forcas de superficie também sdo aproximadas em termos de
valores nodais funcionais, utilizando fungdes de
interpolacac que podem ser constantes (Elemento Constante),
lineares (Elemento Linear) e quadraticas (Elemento
Quadratico), dentre os mais utilizados. Para um elemento

unidimensional (PARREIRA [20]), obter-se-a:

N
ul* u (n) = 2 2" (n)u} (III.2.1)

onde u?x sao os valores exatos dos deslocamentos em um
ponto gqualquer, uihn sdo os seus valores aproximados,
2 (M) sao as funcgdes de interpolacao, Nf € o numerc de
pontos nodais funcionais do elemento, 7 & a coordenada
natural, com -1 = = 1, em geral, e u? sdo as
coordenadas dos deslocamentos nos pontos nodais funcionais

do elemento.
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Analogamente, para as forgas de superficie,

obter-se-a:

ex

N
P, = p(n) = ) o' (mp] (IT1.2.2)

com definig¢des para p? , p(m) e p? , equivalentes

aquelas adotadas para os deslocamentos.

Matricialmente as Eqgs.(III.2.1) e (III.2.2)

podem ser reescritas na forma:

exX I

u= @ u (III.2.3a)

e
IR

(III.2.3b)

e
[
Hi o]
I
[
g

IIT.2.1 - ELEMENTO CONSTANTE

Para o Elemento Constante somente um no
funcional é considerado no centréide do elementeo, assim, o
nimero de pontos funcionais é igual a 1 (Nf = 1) e as

equacgoes (III.2.1l) e (III.2.2) tornam-se

ui(X) = o1u11 onde ' = 1 (IIT.2.4)
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Fig.III.2.1. Elemento constante

Matricialmente obter-se-a

1 u,
u @ 01 0 )
u = u = 0 o 0 u (III.2.5)
2 1 2
~ u 0O o %]
3 1
u
3
ou
Yy I..1
u = u, = 2 u (III.2.86)
-~ u -~ —
3
onde
I 1 0 0
@ = 0O 1 0 (ITT.2.7)
~ 0 0 1

E analogamente
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p,(X) = EIP: (III.2.8)
ou

P
p={p, t=ep (III.2.9)
com 2! dado pela Eq.(IITI.2.7). &As Eqgs.(III.2.6) e

~

(ITT.2.9) estdo na forma da Eq.(III.2.3).

ITr.2.2 =  ELEMENTO ISOPARAMETRICCO TRIANGULAR LINEAR

(ELEMENTO LINEAR)

Neste caso ¢ numero de pontos nodais funcionais

é igual a 3 (Nf = 3), obtem-se agora as seguintes

expressoes

u (m) = (III.2.10)

o~ w
8
o

p,(m) = (III2.11)

o~ W
o}
o

onde u? é o deslocamento do né n na direcdo i. Por exemplo:
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u, (m) = o' (1) ui + zz(n)uf + 93(n)uf (III.2.12)

Fig.III.2.2. Elemento triangular linear

As fungdes de interpolacdo serdao dadas por

o' =1 (III.2.13a)
g° = n, (III.2.13b)
o> = n, , comn, =1-mn -7, (IIX.2.13c)

Matricialmente obter-se-a

...
»

t B
I
o =
i
=) &
8 o
o o
o ©
s =
o O
o T
] =}
o ©
= = = = =

c
[ ]
o
]
(@]
o
&
o
o
o
c

c c

™
o
WW N WWWMNMNN= NN R = =

\

~

(ITI.2.14)
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ou
1
u u
1 oar
u = u, = { L gll gtt! } u? (III.2.15)
- -7 I
u u
3 -~
onde
i : 0
e T°™ - 0 e 0 (III.2.16a)
- 0 R
e
i
u
1
u!l = u; (IIT.2.16b)
- i
u
3
com i = I, I1 , 1III e r = 1, 2, 3.
rom
As expressdes para pi(n) sao analcgas. As

Egs. (ITT.2.14) e (IIT.2.15) estdo na forma da Eq.(III.2.3).

ITT.2.3 - ELEMENTO QUADRATICO
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N ~1 o
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Para o elemento quadratico o numero de pontoes

funcionais & igual a 6 (Nf = 6), fornecendo

Fig.III.2.3. Elemento quadratico

Por exemplo:

u =
1

onde

com

1 2.2 3.3
eui+zu1+zu1+¢a

m, (2n, - 1)

n,(20, - 1)

n (2m, - 1)
n, = 1

(IIT.2.17)
(II1.2.18)
3
6 5
Ny 6
4 2

4uf + eou] + 2°u’ (III.2.19)
=4, (III.2.20a)
=y 7, (III.2.20b)
® =4 7.1, (III.2.20c)

n- n,.

Matricialmente a Eqg.(III.2.17)
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ficara:
f 3

1

u

T2

u

i I II 111 IV Vv VI u’
u = u = { o @ % 8 o } P ¢ (III.2.21)

u, _

5

u

~6

u

L /
i *

com g " e u’ dado pela Eq.(III.2.16). A

Eq. (III.2.21) esta na forma da Eq.(III.2.3).
As integrais presentes no MEC-3D agora

ficarao:
*
J pudl = J p e dr| u" (III.2.22)
r- - T 7 47
* * n
J upd = J u e dl'y p (I1II.2.23)
r- - LrT 7 -

Notar gque adotou-se para a interpolacido da
geometria um numerc de pontos nodais igual a Ng
(Eq.II1.1.2) e para a interpolacdoc de deslocamentos e

forgas de superficie um numerc de pontos nodais igual a Nf

(Eq. III.2.3).

podem ser eventualmente diferentes.

Isto justifica-se tendo em vista gque eles

E o caso do elemento

constante que possul a geometria interpolada linearmente e
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os deslocamentos e as forgas de superficie s&o consideradas
constantes no elemento. Outro exemplo seria usar
interpolacdo geométrica quadratica e interpolag¢do de

deslocamentos e forgas de superficie linear e vice-versa.

Finalmente com o gue se viu em III.1 e III.2,
pode-se  apresentar as integrais do  MEC-3D, quando
implementa-se simultaneamente a interpolacdo de geometria e

dos deslocamentos e das forgas de superficie, gquais sejam

(e
8

~

* Gldn dn_| u” (III.2.24a)
1 2

&

* n
[ u |G| dnldnz] p (III.2.24b)

-~

Para o elemento triangular linear as expressodes

acima tomarao a seguinte forma:

1.1-7
F 2 * n
J pudlr = 2A[J J [ p @ } dnldnz] u (IITI.2.25a)
r- - °Jo -7 n1,n2 -
1.1-7
* 2 * n
J updr = 2A[J [ [ u e } dnldnzl p (ITI.2.25b)
r- - oo T, N

haja visto que |G| = 2A (ver secdo III.1.3). As integrais
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acima estdo definidas em coordenadas triangulares (ver

Fig. III.1.1).

Desde que, correntemente, estas integrais
apresentam dificuldades de serem integradas analiticamente,
principalmente quando consideradas fungdes de maior ordem,
recorre-se ao auxilio de integragdao numérica. A seguir
apresenta-se o© processo proposto por HAMMER, MARLOVE

e STROUD [21]:

L
* * o
pudl = 2A E: [ p @ ] w [ (ITI.2.26a)
~ ~

L
* * n
updl- = 2A E: [ u o ] w | p (III.2.26b)
~ ~ 41

onde 1 sdo os pontos pontos de integracgdo e w 0s pesos
associados. Este processo integra exatamente fungdes
polinomiais do sexto grau com 12 pontos de integragédo

(SA [141).

No caso de adotar-se a transformagac para
mapeamentc em dominio gquadrangular (ver Apéndice B) a

Egq.(III.2.25) tomard a forma abaixo:

(ITI.2.27a)
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* * _ n
J upd = 2a J J [ u e ] |Glg g 96,d6,| P
r- - -1 J-1b ~ ~ g @ - ~
2
(III.2.27b)

definidas em coordenadas retangulares.

Aplicando-se agora a Transformac¢io de Coordenada

de Terceira Ordem (TELLES [13]), ver Apéndice A), obtém-se:

+1 +1
* * - 0
J p udl = ZA[J J [ p o ] |G|? yJ,J,d 74 72] u
~ ~ -1 J-1b o~ ~ dy 1’ %2 ~
r 17 %2
(III.2.28a)
+1 + 1
*o dr = * G da v.d n
| T T B R R
r h h ¥, 7,
(III.2.28b)

Usando-se a quadratura de Gauss resulta:

L L

* * - n

[pudl"= ZAIZZ[pz} |G| Jwa]u
Y .7 1 m 1l m

I—-~~ - ¥ Y 1" "'m ~

(III.2.29a)

(III.2.29b)

onde CAVI sdoc as abcissas de Gauss e W,
m m

pesos associados.
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III.3 - DISCRETIZAQAO DA EQUACAO INTEGRAL NO CONTORNOC

A equagdo integral de contorno representada pela
Eq. (II.5.8b), pode ser colocada na seguinte forma

matricial:

c(E)u(g) + [ p (€,X)u(x)dr(x) =
AR - -

~ ~

J u® (€,X)p(X)dr(x) (II1.3.1)
T

ou

c(glu(g) + J P (£, X)u(X)dl(X) -
- - - ~

(III.3.2)

I
t o

—~

[ u® (€,X)p(X)dr(X)
- ?

Obviamente que ¢guando utiliza-se u(X) e p(X) exatos a

Eq. (I1I.3.2) sera identicamente satisfeita em gqualquer
pento X. Porém, o método dos elementos de contorno
discretiza o© corpo a ser analisado e aproxima os
deslocamentos e forgas de superficie pelas expressdes
apresentadas nas Egs.(III.2.3). Substituindo estes valores
aproximados na Eq.(III.3.2), esta ndo sera mais nula, e

sim, apresentara um residuo, isto é:
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~

N
c(g)u(g) + ) [ p*(s,xm(xmrm}u“ -
~ - j=1 Fj~ -

N
> U u*(€,%) a(XJdr(X)] p* = r(£)
j r- - -

]
(III.3.3)

onde agora u e p sdo valores aproximados de

~ -—

deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente, e
r(€) é ¢ residuo. N é o numerc de elementos do contorno
e

dicretizado.

As solugdes aproximadas da Eq.(III.3.3) podenm
ser obtidas através do Método dos Residuos Ponderados.
Neste métcodo um conjunto de fungdes wi é utilizado para
anular de forma ponderada a inteqral dos residuos em T,

conforme a sequinte sentenca:
[F r(g)widr(g) =0 (I1I1.3.4)

sendo wl funcgdées linearmente independentes, denominadas
de fungaes de pondera¢§o. Para cada tipo de wi tem-se um
tipo de método de residuo ponderado diferente. Este
trabalho optou pela utilizag¢do do Método da Coloca¢50 que
consiste em adotar as fungdes Delta de Dirac para as

fun¢oes de ponderacdo wi , isto é:

W

.= A(gl X) = Ai (III.3.5)
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gue como foi visto na Eq.(II.3.14) possui a seguinte

propriedade

£+e
J £(X)A(E, X)dX = [ £(x)A(E, X)X = £(£,) (III.3.6)

£-¢

co

Assim, de acordo com o Método de Colocagio,

ter-se-a:

J r(£)A(£,£)Ar(£) = 0 (III.3.7)
- N

Ou melhor (PAULA [22]):

(E)U(E) A(E;E)GT(E) +

N
E: [J [[ P (SIX)Q(X)dF(X)]A(E:E)dT(E)]un

j:

N
- E: [[ {[ u*(E,X)z(X)dr(X)]A(sZE)dr(s)]p“ = 0 (III.3.8)
L UT UT, ~ ~ ~

Portanto da propriedade apresentada pela

Eg. (IT11.3.6) obter-se-a:
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N
c(gyue’) + Z U p*(ng)z(X)dF(X)]u“ -
~— — — r;-. ~ ~
=1 ]
Ne
E: [J u*(g:X)z(X)dr(X)]p“ =0 (III.3.9)
=1 UTye - B -
ou
Ne
c(g yu(e) + Z “ p*(«sfxm(X)dr(X)]u“ -
~ ~ = r - - ~
Ne
§: [J u*(g:X)e(X)dr(X)]p" (III.3.10)
r ~ - -
j=1 j

!
ou, como € indiferente usar-se ¢ ou £, obter-se-a:

N

e

c(E)u(g) + Z ”r p*(s,xwxmr(m]u“ =

~

=1 J

—

N
E: [J u*(g,X)z(X)dr(X)]p“ (ITI.3.11)
r ~ -~

J

i=1

Esta & a expressao final da equagdo integral
contorno, na qual o residuco foli zerado, num sentido médio,
nos pontos de colocagao €. Correntemente, tomam-se oS
pontos de colocagdo coincidentes com os nés funcionais,
porém, ha excessoes, Como é o caso do Elemento

Interpolado (Ver segao III.5).



74

A seguir a Eq.(I1II.3.11) é& apresentada com a
inclusdo da interpolagdo da geometria, e 1integragao
mumérica, com elemento triangular linear e integracgao de

Hammer (ver Egs.(III.26), ou seja:

Ne L
c(E)u(g) + Z [Z [p’“m]1 wllGII]u“ =
- - j=1 1=1~ - -
N
e L
- Z [z [u*z]l wllG[l:Ipn (III.3.12)
§=1 =1 N
onde |G| = 2A

III.4 - FORMAGCAO DO SISTEMA DE EQUAGOES

A Eq.(IITI.3.12) fornece uma equagao com seguinte

forma:
rul p
~2
i i Fal ~ ~ ~ ‘:
cu + |h h ...h < . =
- ~11 ~l2 R R ~lN
i
u
"N
u
LS s
.
i
P
~2
[gil ?12"‘?1N ] 1T \ (ITI.4.1)
“n
p
o~ P
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onde i é o nd onde estd o ponto fonte (&), ﬁij e gij sdo os
coeficientes de interag¢do relacionando o ponto fonte £ em i
com os noés funcionais na superficie do corpo discretizado.
No caso em estudo (3-D) as submatrizes tém ordem 3 x 3.
Obviamente que, com exce¢do dos elementos constante, mais
de um elemento pode contribuir para a formacdo daqueles
coeficientes. As incégnitas estardo presentes dentro do

i i i .
campo de vetores u e p . Para contornos suaves ¢’ ¢é dada

- ~

pela Eq.(I15.9). Desta forma

*
[p a] w |G|, (III.4.2)
1

(I1I1.4.3)

t o
Il
1"
—_—
o]
*
[]
| S——
£
o

que siao formados pela contribuicgées de todos os elementos

que contém o nd ; (ponto nodal funcional).

Quando promove-se a varredura em todos pontos
fontes definidos no corpo descretizado encontra-se o
seguinte sistema de equag¢des (isto equivale a usar-se o

Método de Colocagéo em todos os nés funcionais).
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" A A ~ T [ 1)

h h . h . h u
~11 ~12 ~11 ~1N _
h h . h . . h u?
~21 ~22 ~2i ~2N -

. . A R S S
h h -« « « h . . . h u
~il _'12 JRE! ~1N o
/.\ A ~ n
h h . -« h . . . h u
! N2 _Ni NN -

- A s

1

?11 ?12 ?11 gm ?

2

g21 gzz I ?21 gzn E

4 | >

?11 ?12 - gil ol ?m E

N

gn1 ?NZ : ?Ni gma E

({I11.4.4)
onde as submetrizes na diagonal sdo dadas por
h =h +c (III.4.5)

A Eq.(III.4.4) pode ser colocada na forma:

HU =G P (II1.4.6)

Com a aplicacgdo das condigdes de contorno dadas
pelas Eqg.(II.3.1) e Eq.(II.3.2) o sistema dado pela

Eq.(III1.4.6) pode ser reordenado, armazenando-se as
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incognitas no vetor U que doravante sera designado por Y e

— ~—

os valores prescritos no vetor P, que apds multiplicagdo

~

com G, se tornara o vetor designado por F. Lembrar gue as

~ —

trocas de vetores sdo acompanhadas de trocas apropriadas de

colunas entre as matrizes H e G. A nova matriz H sera

~ ~ ~

designada de A. Desta forma obter-se-a:

~

o

Y =F (III.4.7)

Resolvido este sistema tornam-se conhecidos os
deslocamentos e forgas de superficie em todo o contorno do
corpo. Pode-se agora computar os deslocamentos e tensoes

nos pontos internos. Notar que A €& uma matriz cheia e nao

~

simétrica de ordem 3N x 3N.

Para resolver a Eqg.(IIT1.4.7) usualmente &
empregado o Processo de Eliminagao de Gauss, porém, para
grandes Ssistemas é interessante usar-se Processos
Iterativos, como o© Processo do Gradiente Bi-Conjugado
Acelerado, dentre outros, cuja eficiéncia ja foi
devidamente comprovada por ARAUJO [23]. Em um teste ARAUJO
conseguiu resclver a Eq.(III4.7), usande a técnica
iterativa, em um tempo sete vezes menor comparado com ©

Processo Classico de Gauss.
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Neste instante é oportuno tecer consideracgodes

sobre os termos de diagonal principal de H. Estes

coeficientes sado dados pela Eqgq.(III.4.5), onde c, para

~

contornos suaves, ¢ dado pela Eg.(II.5.9). Quando isto néao
ocorre, ou mesmo, guando ha dificuldades para a

Pl
determinagdo completa de h“, corretamente, o© valor dos

coeficientes de lhi & obtido indiretamente wvia movimento

de corpo rigido.

Isto ¢é possivel tendo-se em vista gue no
movimento de corpo rigido as forgcas de superficies sao
nulas. Além do mais adotam-se deslocamentos unitarios de
corpo rigido em cada diregdo, separadamente. Com isto

obtém-se o seguinte sistema dado pela Eq.(III.4.6).

FaS ~
h h h 1 0
11 12 2N
% ~ = ~ ~
E21 ?22 Ezn ) f [T 9 ' (T1L-4.8)
h h ...h I 0
BLE! N NN~ ~ )

onde I é a matriz identidade de 3 x 3.

o~
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0O sistema (III.4.8) permite o© ca&lculo das

diagonais principais h dadas por

' para i # j (IIT.4.9)

=

Expressdo valida para regides finitas. Para regides
infinitas o deslocamento de corpo rigido viola as condigdes
de regqularidade, tendo em vista que pj(X)=0 e due

O[uj(X)]=l. Neste caso a Eq.(II1.5.1), apdés a aplicagao do

limite quando p, — ® ,fica com a seguinte forma:
* ) *
ci_(g) + u [ P, (€,X)dl’ + lim u J p. (£, X)df = 0
J bl r J P — j I 1]
0 o
(IIT.4.10)

Como na integral com o limite,.na Eq.(III.4.10),

*
piJ(E,X) representam forcgas de superficie na diregac j, em
X, para cargas unitarias positivas na direcdo i, em ¢,

ent&o a condigao de equilibrio impde que

. *
lim uj [ pij(g,X)dF = - 6” (ITT.4.11)
Py 2 @ FO
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L
Deste modo, substituindo-se a Eq.(IIT.4.11) na

Eg. (IT11.4.10) e efetuando-se a discretizacao, obtém-se:

N
A
T I - E: hij ' para i # | (ITIT.4.12)
~ ~ ot
III.5 - ELEMENTC DE COLOCACAO NAO NODAL (ELEMENTO
INTERPOLADO)

Quando se usou o Método da Ceoleocagac para a
obtencdo do sistema de equacgbes Eg.(III.4.4) escolheu-se
como pontc de colocagido os nés funcionais. Este
procedimento €& usual para os elementos de uso corrente no
MEC. Porém ha gque se destacar uma diferenga entre o
Elementc Constante e elementos de ordem superior. Nestes a
escolha natural dos nés extremos dos elementos como pontos
de colocagaoc obriga a imposigcac da continuidade dos
deslocamentos e forgas de superficie, nas solugdes
aproximadas do sistema (III.4.7). Por causa disso eles

recebem o home de Elementos Continuos.

No Elemento Constante as solugdes aproximadas
dos deslocamentos e forcga de superficie apresentam

descontinuidades nas interfaces dos elementos. Elementos
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que possuem esta caracteristica sdo designados como

Elementos Descontinucs (PARREIRA [20))

Em Elasticidade, a continuidade dos
deslocamentos €& uma condigdo natural, © mesmo nao ocorre
com as forc¢as de superficie gue, com frequéncia, apresentam
descontinuidades. Embora o Elemento Constante interprete
bem estas descontinuidades ele apresenta a desvantagem de
exigir um grande numero de elementos quando deseja-se uma

boa modelagem do campo de forgas de superficies.

Para vencer estas dificuldades foram
desenvolvidas diversas técnicas para modelar as
descontinuidades, em elementos de ordem superior, como o No
Maltiplo (N& Duplo para o caso 2-D}, Elemento Nao-Conforme
(Elemento Descontinuo) e o Elemento de Colocacao Nao Nodal

(Elemento Interpolado).

0 N6 Multiplo (SA [14]) consiste em ter-se
varios nés do contorno com exatamente as mesmas coordenadas
(Fig. III.5.la), porem cada ponte do Né Miltiplo sé
pertence a um determinado elemente (Fig. III5.1b). Esta
técnica apresenta um inconveniente de ndc permitir que no
né miltiplo seja prescrito deslocamento numa mesma direcao,

caso contrario a matriz A do sistema (Eq.(III.4.7)) fica

—~

singular.
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Xy

{(a) Canto de um sdlido (b) Conetividade

Fig. III.5.1 Conceito de Né multiple para elementos

lineares

O Elemento Nao Conforme (Fig. III.5.2) considera
o ponto de colocagac e ndé funcional coincidentes, porém,
localizadas no interior do dominio, em uma distédncia
conveniente de sua extremidade (ver MARQUES e MANSUR
f24]). Notar que no Elemento Continuo, linear e de ordem
superior, as fung¢des de interpolagaoc sdo 0 e 1, nos nods dos
extremos do elemento. No Elemento Nao Conforme isto nao
ocorre mais, aquelas fungdes, agora, sao modificadas,
assumindo valores 0 e 1, dentro do elemento, nos nos

deslocados. Para maiores detalhes ver SILVA [10].
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(a) Canto de um soélido (b) Canto do sdélido ao lado

(sé um ponto entra no elemento)

(c) Caso geral (os tres pontos entram noc elemento)

Fig. III.5.2 Elemento Nao Conforme e Elemento

Interpclado, lineares.
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O Elemento de Colocagac Nao Nodal consiste de um
elemento em gque os nos funcionais sdao mantidos nos
extremos, e desloca-se apenas o ponto de colocacgédo para o
seu interior. Apés o processo de inteqracao os deslocamntos
no ponto de colocagdo sdo interpolados em fungdo dos
valores nodais funcicnais, nos extremos, através das
funcées de interpclag¢do. Por este motivo o elemento gque
sofre este procedimento ¢é frequentemente <chamado de

Elemento Interpolado (MARQUES e MANSUR [23] e ANDRE {12]).

Uma facilidade adicional do Elemento Interpolado
{e também Elemento Ndo Conforme) ressalta-se quando seu uso
é feito em elementos de canto — de ocorréncia mais
frequente — pois em virtude do pontc fonte deslizar para a
superficie interna do elemento, ficara em um contorno

suave, consequentemente, os coeficientes naoc nulos de c

—~

valerdao 0,5. Caso contrdrio as submatrizes dilagonais

A
principais de H (hii + ¢) deverac ser calculadas por

~ ~— —~

movimento de corpo rigido.

A Fig. III.5.3a mostra a posig¢do do ponto fonte
para efeito de executar-se a integracdo regular. A Fig.
IIT5.3b mostra o detalhe de integragao singular, em gue se
estd integrando o elemento que contem o ponto fonte. Neste
caso usam-se coordenadas cilindricas para o cdalculo dos

coeficientes de G e H.

- —
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(a) Elemento regular (b) Elemento singular

Fig.III.5.3 Detalhe da Integracgao

Notar que o ponto de colocagdo desliza na
mediana, situando-se a uma distdncia conveniente entre o né
funcional e o centréide. Encontrou-se uma faixa otima de
posicionamento daguele ponto, gue situou-se entre 0,5 a

0,75 desta distédncia, medida a partir do né funcional.

As expressoes das solug¢des fundamentals para a
integrag¢do singular agora sao (comparar com as Eq. (II4.1) e

Eq. (1II14.2):

x 1
Y13 T Ten(1-v)Gr {(3 vys  + r,lr,j} (III.5.1)
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P = {1-2v) (r RUME ,ni) (III.5.2)

*
A expressdo de p1j fica simplificada em
virtude de ter-se —gg = 0, visto que, o elementec utilizado

para mapear a geometria € plano (Elemento Linear).

De acordc com as Eq. (IIT.2.22) e Eq.(III.z2.23)

as integrais serao:

[ % * *
11 p12 p13
* * * I 11 ITI
ﬁ > Jr P,, P,, P,, {? ? ? ] ar (IIT.5.3)
* * *
i Pyi Py Pa, }
e
B % x|
u u
11 12 13
* * *
G » u u u [zl o'l S'TY| ar (III.5.4)
- r 21 22 213 ~ ~ -
* * *
u u u
L 31 32 33_

que possuirao os seguintes termos

r.
y1i

'dl de H (III.5.5)
r -~

intl(i,1) = [
r
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int2(1) = J —%— o' ar (III.5.6)
r

+ de G

int3(i,j,1) = J —1 3 5l gr (III.5.7)
r

Notar que os termos constantes ndo estéo
incluidos nas integrais — incluindoc as normais n., gque
também sdo constantes,em virtude de ter-se implementadec no
programa o© elemento linear. Eles serao incluidos na

montagem de G e H.

-~ —~

Fig. III.5.4 Detalhe de integragdac singular do

Elemento Interpclado
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Como pode-se visualizar na Fig. III.5.4 sao
adotados os seguintes procedimentos para a realizagao de

integracao singular:

(a) O ponto do qual o ponto de colocagao se
deslocou recebe semnpre, por convengdo o© numero 3, em
seguida, vém 1 e 2, no sentido anti-horario (para um
observador olhando para o elemento, conforme esta indicado

na Fig. III.5.4).

(b) Adota-se um sistema de eixos, local, XX ,
com origem no ponto 4, coincidente com o ponto de colocagdo
deslocado. 0O eixo XX, serd definido pela reta 41. O plano
xxl/xx2 contém o elemento e o eixo XX esta na direcgdo da

normal. As integrais serdo efetuadas no plano XX, = O.

Agora as coordenadas cilindricas, no plano XX _=0

serdo definidas por:

XX =Tr cos 8 (III.5.8)

XX_ = r sen 6 {ITI.5.9)
Cada lado do tridngule (12, 23 e 31) serd

definido pela equacgéo

v,

misene - B cos8
1

Ri(e) = (ITT.5.10)
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onde

x = XX (j) = xx_(K) (III.5.11)
Bi = XXZ(j) - XXZ(k) (III.5.12)
e

¥oo= xx (1) xx, (k) = xx (k)%X,(5) (II1.5.13)

com i, j e k, assumindo valores de acordo com a tabela

abaixo (ver SA [14]):

i 3 k
1 2 3
2 3 1
3 1 2

Tabela III.5.1. Férmula de recorréncia para <

B, e 7
1

Para um dado pontc pertencente a um lado do tridngulo,
Ri(e) é o comprimento do raio entre este ponto até a origem

4.

As integrais mostradas nas Eq. (I11.5.5),

Eq. (I1I1.5.6) e Eg.(IITI.5.7) agora ficarido:



r r
intl(i,1) = — o'rdrds = [ ; z'drde
6 Jr r 8lr

de H (III.5.14)

int2(1) = J J —%— o'rdrde = J J o'drde
elr 6lr

de G (IIT.5.15a)

r r
int3(i,j,1) = J J ’lr” z'rdrde = J J r r o'drde
ejr gjr °t !

de G (ITI.5.15b)

obviamente que

r =1 cos6 + 1 _send (ITT.5.16)
o1 i1 12

onde l” é o cossenc diretor de xxj em relacéo a X,

Notar qgque a passagem para coordenadas
cilindricas traz um beneficio imediato que é a eliminagéo
de singularidades nas integrais que calculam 0s

coeficientes da matriz G e a redugdo da ordem da

singularidade nas integrais que calculam os coeficientes da

. . - . . 2 .
matriz H, isto €, neste caso a singularidade 1/r° é&

—

reduzida para 1/r.

Conforme apresentado na segaoc II.2.2 as fungdes

de interpolacdo para o Elemento Linear valem:
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1 (II1.5.17)

v

Fig. III.5.5 Procedimento para calculo de n

Para o calculo de m . POr facilidade, langa-se

méo de um sistema de eixos locails temporario, YY mostrado

na Fig. III.5.5. O plano yyl/yy2 contém o elemento, e Yy, e

normal ac elemento. Dal obtem-se que

_ _ (1 % _ )
¥ [d ]YY1 B a_ Y. Ayy, - Byy, (ILII.5.18)
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Ar2 1
N, = &7 = 5 Yy, = C YY, (ITI.5.19)
T 2
e
Ar a
_ 3 _ 1 _ 1 _
ﬂ3 Ar 1 d YY, M [ b b ]yyz
T 13 2713 2
=1 - Ayy1 + Dyy2 (ITI1.5.20)
com
a a
A=_—_2 B=_2_  ¢=_1 e D = B-C (III.5.21)
b d f b_d d b T
2 13 2 13 2
onede a, . b2 . e d13 sao definidas na Fig.
ITI.5.5, ArT & a area total do elemento e e Ari sao as

areas mostradas na Fig. III.5.5.

Com os valores de mn definidos acima passa-se
facilmente para o sistema Xx e xx, atravées de uma

translagcao e rotagao, gual seja

nl = A1 + Azxx1 + A3xx2 (IIT.5.22a)
n, = A4 + Asxx1 + Asxx2 (ITII.5.22b)
n, = A7 + Asxx1 + Agxx2 (III.5.22cC)

onde Ai sdo fungdes de A, B, C, D, do &ngulo entre Xx, e

Yy, e da translagado definida por (yy? , yyz).
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As integrais de G sdo facilmente integrados

analiticamente em r. Feito isto, todos os termos estarao
expressos em fungcdo de 8 e a integral resultante, em &,
serda calculada mumericamente utilizando o processo de

Gauss.

ek Gj — Sk 1
int2(1) = ) L g (e)d6 = - )y — - [ g, (B)dB =
, ]

e _s, -
= - z — E: g, (B )W (II1.5.23)

k e _ &
int3(i,3,1) =) L g,, (8148 = - 2{4—2—“ ngcsp)wp

(ITII.5.24)

onde g, e gijl sdo resultantes da integracao analitica de
Eq. (I1I.5.15%5) e Egq.{(III.5.16), em r, e p e o©O humero de
pontos de integragdo. As abcissas e pesos de Gauss sao
respectivamente Bp e wp. 0 somatdrio malils externo refere-se
a soma das integrais nos subtridngulos T, (6 entre o° e

8.), T. (@ entre 6_ e 6.) e T_ (8 entre 6_ e 2m).
2 1 2 3 2 3

Quanto &as integrais de H — que sao feitas no

sentido de valor principal de Cauchy —— apresentam um
limite gque deve receber atencac especial, conforme ver-se-a
a seguuir. Substituindo-se (III.5.22) e (III.5.17) em

{I1T.5.14) e observando-se (III1.5.17), obter-se-a:
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int1(i,1) =

[ 1l cos6 + 1 send
il i2
e)r r

E com a aplicacgdo de (I11.5.8) e (III.5.9):

(Ak + Ak+1xx1 + Ak+2xx2)drd9

(III.5.25)

R _(8)
intl(i,1l) = AUX01 [—55 + A  cos6 + A , sené|drde
alo r k+1 k+2

(III.5.26)

onde Rh(e) esta dada na Eq.(III.5.10) e AUX01 = l“cose +

lwsene, para facilitar a redagao.

Entéao:
int1(i,1) =
R (6)
{ AUXOl[A lim[ 2L ar + [A cos® + A sene]R.(G)]de
k r k+1 k+2 m
a E-20]18
(III.5.27)
ou
intl(i,l) =

J AUX01 Ak[ln(R {8)) - lim 1ne
e " E-0
+[Ak+1cose + Ak+zsen8]Rm(9)]d8

(II1.5.28)

Isolando-se o termo com o limite e aplicando-se
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a integral aos trés subtridnqulos (T1, T2 e T3) obter-se-a:

intl(i,1) =

)
k
Z[ AUXOl{Akln[Rm(e)] + (A, cOS® + Ak+25en8)Rm(8)}d6

8

J 271
- Ak lim AUX01 do|1lns
£-30 0

(III.5.29)

A segunda integral (entre parénteses) do 1lado
direito da Egq.(III1.5.29) e nula, consegquentemente todo o
segundo termo do lado direito da Eq. (III.5.29) também o

sera. Deste modo a integral intl(i,l) serad dada agora por

intl(i,1l) =

2
k
Zje AUXOl{Akln[Rm(e)] + A, COSO + Al+zsen9} Rm(e)}de
3
(ITII.5.30)

que com © processo de Gauss assumird a seguinte forma:

e _8 -
int1(i,1l) = - Z —= E: 9,, (B )W (III.5.31)
p=1
obviamente que g“(Bp) ¢ o integrandc da Eqg.(III.5.30)
(adotado como g“(a)) em funcdao das obcissas de Gauss, e o

que foi dito da para a Eq.(III.5.24) também & valido para

Eq. (ITI1.5.31).
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Finalmente resta explicar a interpolagdc do

deslocamento u' = ui(E) da Eq.(III.4.1) guando § &

deslocado para a posicao mostrada na Fig. III5.3b. Para

este ponto ui(E) = udo(g) = udo e ci(g) =
dl(g) = ci (assim a Eq. (III.4.1) ficara:
'S ul
:12
S fad ~
cdud+[h h_ ... ] ¢ ~ =
L e _o° ~d1 '__d2 mdN -
N
u
- ’ f 1
p
~2
[gdl ?dz ?dN] i - s (III.5.32)
n
P

Agora adota-se a idéia do Elemento Interpolado

. = d . . .
que € a extrapolagdo de u para os nos funcionals dos
o

—

extremos do elementeo, usando-se as proéprias fungdes
definidas em (III.2.1). Assim para o elemento linear (segio

ITT.2.2) obter-se-a:

u
ut = {z‘ R a“l} u® (III.5.33)
u
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d f ~ - . '
onde u , u® e U sdo os deslocamentos dos nés funcionais do

—~ —~ —

elemento que contém o ponto de colocagdoc deslocado. Notar

d . - . . .
que u estd em um nod funcional (em 3, na extremidade,Fig.

ITII.5.4) e uj estd dentro do elemento {(em 4, Fig. III.5.4).

~

Assim, explicitando-se ud, u® e u' enm (I1I1.5.32)

— ~ ~

obter-se-a

u
T2
u
"4
u
d A A Fal ~ A A T
¢ u_ + [h h ...h ...h ...h ...h ] < : =
e O di1 dz ~ad _de af _aw .
ue
" r
u
"N
u
N~ J
1
[P
T2
P
= [gdl 94 ?dN] Tt (III5.34)
"N
P
\ ~ J

Substituindo-se a Eg.(III.5.33) na Eq.(III.5.34)

sera obtido:
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=->

d1
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d

u
d II d IIl e
0 ] u
o e o -
f

u

~ "~ ~
... h ... h .-
dz dd de

[gdl gdz e ng]

E o sistema (III.4.4)

c

i

[\8]

o

-y

=

=
-
4 >
[
=
R |

] O osee } O ooas O ool Oavse ]l =
o

-

[

W

! T «s» } Ol ™
=

tomara a forma

(III.5.35)



99

1
u
~2
u
B A~ A A~ b E
h h .o h . .- h d
11 12 11 1N u
s - - - -
h h e .
21 22 -
~ ~ ~ ) . e

h h ...h ...n ...h ...h ...h {u =GP
~d1 _d2 ‘__d d _de ~d1 N df _-dN - .
h h h h :
! N2 . _Ni .o NN | .
u
-e
u
.n
u
\ — 4

(II1.5.36)

Onde hii continua sendo dade por (III.4.5), para

todas as linhas, menos uma, a linha d. Nesta aparecera

h , e mais h, e h  que agora valerdao
dd '__cle ~df

Fal

h =h + ¢ o' (III.5.37a)
~dd ~dd .o _o

h =h +c% e’ (III.5.37b)
~de ~de Lo o

e

_ d 111
h,, = Edf tc o (III.5.37c)

Conforme foi explicado anteriormente a submatriz

d “
c_sera dada por

o~
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0 0
0.5 0 (III.5.38)
0 0

PR . I II ITI
Os coeficientes das submatrizes e, © e ©

-~ o~

~O

x = d d d «
(ver segao III.2.2) s&ao o, =W, o, =mn, e e =m0, que sio
as coordenadas triangulares do ponto 4, de acordo com a

Fig. III.5.4, assim

Ar_
n, = =3 (III.5.39a)
d ArTZ
n, = =% (III.5.39b)
e
d ArT3
n, = =3 (III.5.39¢c)

onde ArT & a area total do elemento e ArTi sSA0 as Aareas dos
subtridngulos mostrados na Fig. III.5.4. Estas Aareas séo

facilmente calculadas através do produto vetorial de ZT,Z?e

3.

Assim, finalmente, monta-se o sistema dado pela
Eq.(IIT4.6). O sistema tera tantas 1linhas andalogas & d
guanto forem os pontos de colocacdoc deslocados para dentro

do elemento.
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IIT.6 - ELEMENTO CONTINUO

B xxs
\

—3
X

Fig. IIT.6.1 Detalhe de integragaoc singular do elemento

continuo.

A integracgdo no elemento continuo segue o mesmo
procedimento utilizado para o Elemento Interpolado. Agora,
porém, o ponto de colocacdc fica coincidente com o nod
funcional (3=4), e por convengdoc, recebe sempre 0 numero 1,
em seguida, virdao no sentido anti-horaric 2 e 3 (para um
observador olhando para o elemento, conforme esta indicado
na figura).

0 sistema de eixos, local, estara agora com a
origem centrada em 3, conforme pode-se ver na Fig. III.6.1.

0 plano xx1/xx2 contém o© elemento e ¢ eixo XX esta na
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diregdo da normal. As integrais serdao efetuadas no plano

XxX3 = 0.

As coordenadas cilindricas sao dadas por

(ITI.5.8) e (III.5.9) e o lado 12 sera definido por:

¥

_ 3
R3(6) = masene — BSCOSB (III.6.1)
onde
= xxl(l) - xx1(2) (I11.6.2)
63 = xxa(l) - xx2(2) {({I1IT.6.3)
e
v, = xxl(l)xxz(Z) - xxl(z)xxz(l) (ITI.6.4)

Para o cdlculo das integrais (III.5.14),
(IIT.5.15) e (IITI.5.16) usam-se os valores das fungdes de
interpolagdc apresentados em (III.5.18), (IIT.5.19) e

(ITI.5.20), agora em fungac de XX, e XX, isto é&:

n, = Axx1 - Bxx2 (ITT.6.5a)
n, = Cxx2 (ITI.6.5b)
na =1 - Axx1 + Dxx2 (III.6.5cC)

com A, B, C e D dados pela Eq.(IIT.5.21).

Desta forma as integrais de G serao

-~
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2 o - 92
int2(1) = J g,(6)de = - — [ g,(8)dR =
a -1
0 n
= % Z g, (B )v_ (II1.6.6)
p=1
e
o, n
int3(i,j,1) = I g,,,(8)de = 22 q,,, (B )W (II1.6.7)
0 p=1

Notar que agora, diferentemente de (III.5.23) e
(III.5.24), ndo ha mais o somatdrio mais externo, porque a

e
integral I 2 consegue varrer todos pontos do elemento.
0

Para o cdalculo das integrais de H convém notar a

-

diferenga entre as expressdes em (III.5.22) e (III.6.5}. Em
(III.5.22), as trés expressdes de m, Ppossuen termos
independentes, quais sejam, A1, A4 e A?’ que sao a causa do
aparecimento da singularidade de 1/r (ver de (III.5.25) a
(IIL.5.27)). Porém o problema & contornado porque a
integral envolvendo o limite em (III.5.29) & efetuada de 0°

a 2n, anulando-se todo © termo que contem o limite.

Agora somente n, possui © termo independente,

assim a expressdo equivalente a (III.5.27) sera:

intl(i,3) = [ AUXOlU —— dr - (Acosé - Dsen)R_(8) |de
8 0

(III.6.8)
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. - - [}
Como a integragaoc em 8 & efetuada somente entre 0 e ey
ela ndao fica resolvida. Neste caso, para a avaliacdo dos

termos de H, envolvendo N, utilizou-se ¢ artificio de

movimento de corpo rigido.

Os termos de H envolvendo n1 e nz, analogamente

—

aos termos de G, terdo a singularidade eliminada, e serao

~

facilmente avaliadas, ou seja

6 o
2 o - 82 1
int1(i,2) = [ 9,,(8)d6 = - —5— [ 9,,(n)dn =
0 -1
n
82
> g, (n)v,  (IIL.6.8)
p=1
e
82 82 n
intl(i,1) = [0 gil(e)de = > }: gil(np)wp (ITI.6.9)
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CAPITULO IV

APLICACOES

Este capitulo apresenta trés exemplos nos guais
foram testados a técnica do Elemento de Colocagéao
Nao-Nodal. Em todos os casos utilizou-se elemento

triangular isoparamétrico linear.

Também todos os exemplos foram rodados no
sistema A9 do Burroughs (NCE/UFRJ). H& comparagdées com
solugdes exatas ou resultados de outros pesquisadores com o

intuito de dar uma idéia da eficiéncia da técnica adotada.

Aproveita-se a oportunidade para fazer testes,
em problemas tridimensionais, com o "solver" iterativo
implementado por ARAUJO [23]. No casc examina-se ©
desempenho do processo do Gradiente Bi-Conjugado, porén,

apenas para o exemplo do cubo tracionado.
IV. CUBO TRACIONADO

0 exemplo do cubo tracionado por ser classico, e
ainda, por tornar extremamente rapida a tarefa de preparar
o arguivo de dados, foi o primeiro a ser testado.

Para as condigdes de contorno adotaram-se as

seguintes restrigdes:



ﬁi =0 noplano x =0 (i=1,2,3)

P, = P, = 0 no plano X, = 0

P, =P, = 0 no plano X, = 0

P, =P, = c ; p, = 1000 no plano X, = 1

Adotou-se para o médulo de elasticidade o valor

E = 2x10° e para o coeficiente de Poisson o valor

Neste exemplo as formulas da Teoria da
Elasticidade degeneram-se em expressbes extremamente
simples. Em gqualquer ponto a unica componente de tensao nio
nula ¢ o = 52 (TIMOSHENKO e GOODIER [25]). A componente

de deslocamento X, varia linearmente de 0 até 0.5x10° (ou

seja u, = (0'22 / E)x1 ).

A Fig. IV.la mostra o sélido e seu carregamento.
Na verdade ela representa um citavoe de um cube com lado
igual a 2 e carregamento uniformemente distribuido igual a
1000, de tragao, na direcdo X, , nas faces X= 1
e x, = -1l. As cendigbes de simetria permitiram a
simplificagdo adotada. As Figs. IV.1b e 1IV.2 procuram

mostrar os detalhes da discretizacido. Como pode-se ver

foram usados 12 elementos e 36 pontos-fonte.
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Xy
1
1
X5 Xq
ra) Dimensode. e carr - rvtizagan
Fig. IV.1. Cubo tr.
\ 16
B\ @
Q@ s
13 14
m 10 |\e23 AN *35
?]2 @ ‘24 22 - 28 . 34.
® |3 36
® “1 ® 21| @ 7| (® 33
4 8. -9 20, 25 26, \|.31 32,
] -
4
s \ @
@) 3
1 2.
Fig. IV.2. Discretizagdo do cubo

Xa
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A Tabela IV.1 mostra os resultados obtidos com
o0 MEC, utilizando-se o Elemento de Colocacdo Nao-Nodal,
comparando-os com os valores exatos. Nesta tabela pode-se

perceber a eficiéncia do procedimento adotado.

. u, (x10 2y o, (x10°)

2 EXATO BEM EXATO BEM
0.125 0.0625 0.06251 1.0 0.996
0.25 0.125 0.125 1.0 0.9998
0.375 0.1875 0.1875 1.0 1.000
0.5 0.2500 0.2500 1.0 1.000
0.625 0.3125 0.3125 1.0 1.000
0.75 0.375 0.3749 1.0 0.9963
0.875 0.4375 0.4401 1.0 1.193
1.0 0.5 0.5000 1.0 —

Tabela IV.1l. Comparacgdo entre valores obtidos pelo MEC
e valores exatos para o cubo tracionado.

A seguir apresentam-se as Tabela IV.2 e Tabela
IV.3 que mostram o tempo de execugao para a resclugao do
sistema de equagdes com o uso do processo de Gauss e O
processo iterativo do Gradiente Bi-Conjugado implementado
por ARAUJO [23]. Cabe obervar que ndoc € apresentado neste
texto a figura com a discretizagao correspondente ao cubo

com 48 elementos.
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Cubo com

36 pontos-fonte (108 equacdes) e 12 elementos

Processo de resolugdo

Tempo de processamento

(seg.)
Gauss (T1) 9.50
Gradiente Bi-Conjugado (T2) 10.25 /iter. = 25

1.08

Relagao T2/T1

Takbela IV.2. Comparagao entre o processo de Gauss e o do

Gradiente Bi-Conjugado. Cubo com 36 elementos.

Cubo com 109 pontos fonte (327 equacdes) e 48 elementos

Processo de resolugéo Tempo de processamento
(min.)

Gauss (T1) 4.42

Gradiente Bi-Conjugado (T2) 1.57 /iter. = 26

Relagdo T2/T1 0.36

Tabela IV.2. processo de Gauss e © do

Comparacdo entre o

Gradiente Bi-Conjugado. Cubo com 48 elementos.

Iv.2. TUBO DE PAREDE GROSSA SOB PRESSAQ INTERNA

O tubo de parede grossa analisado, mostrade na
Fig. IV.3, tem raio interno r = 10, raio externo
r = 20, carga radial uniformemente distribuida, interna,
p. = 10. © comprimento do tubo é igual a 10. Devido as
condigbées de simetria somente um oitavo do tubo foi
analisado. Este é o mesmo exemplo testado por SA [14] e

NAKAGUMA [26].
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10 . 20 x1

Fig. IV.3. Tubo de parede grossa sob pressdo interna

Para as propriedades mecdnicas do material
adotou-se: médulo de elasticiadade E = 2x10° e
coeficiente de Poisson v = 0.3.

As condigbes de contorno aplicadas ao sdlido em
questdo, sao: restrigcdac da componente de deslocamento
Gd = 0 na face x = 0; restrigao da componente de
deslocamento ﬁa = 0 na face x = 0; restricdo da
componente de deslocamento ﬁz = 0 na face X, = 6, para

evitar movimente de corpo rigido: e carga radial interna

ﬁr = 10.



As Fig. IV.4 e

detalhes da discretizacgao.

pontos fonte e 56 elementos.
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Fig. IV.5 procuram mostrar os

Neste caso foram usados 137

Z) X2
63
® ® 62| 6
69
&
/i@ @ a
@ @
©)
©) - 2
® ©) ©
4P

Fig. IV.5.

Discretizagdo do tubo de parede grossa
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face Xp =10

- e\ =S e 1.27122 o5 e/l \i2t 120
o
155'3'. I;Jé@@‘;z" &

Haip 'q8], @ \%

FICHCANNEHONE

e ur s us\/u2 u, by 109\ 106 gl g4 10

-TE n 68 .67 66 5.5 & gl &0 5% 55 35
. . - .
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.6 15e ' Se
€)) "° 7 @ a*
(114 8 g
@ &® @)
0 13 e 3
n ® e ) i @ 2 :
- *
face X; =0 face Xs =0

Fig. IV. Discretizacdo do tubo de parede grossa
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A seqguir sao apresentadas as solug¢des analiticas
apresentadas por FEODOSIEV [27]. Ele afirma que o problema
de determinacdo das tensbes e deslocamentos de um cilindro
de parede espessa, conforme mostrado no livro, denomina-se
problema de Lamé, em homenagem ao renomado cientista do

século passado que propds a solucao deste problema.

Deslocamento radial:

2 2
u=l—V prr r o+ 1 + v rire pr V.1
r E 2 2 E r 2 (IV.1)
r -r r -r
e 1
Tensdes radial e tangencial:
2 2
prri - re
o = — - | I = (IV.2)
r -r r
t e i

As variavels sdo as mesmas definidas no inicioc da secao e r
¢ um raio genérico entre r.e r. A Fig. IV.6 apresenta a
e

variagdao de o e o, com respeito a r.
r
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Irrs-riz t Py 2
YO Kz
B = =1
5 e— h
q, “//\ '-'ls
TN
|

Fig. VI.6. Variagao das tensées circunferencial e radial

As Fig. IV.7, Fig. IV.8 e Fig. IV.9 mostram os
resultados obtidos com o MEC, com o uso do Elemento de
Colocagdo Nao Nodal, e compara-os com os valores obtidos
pelas Eqgs. (IV.1) e (IV.2). Os valores do MEC foram

retirados para raios inclinados a 45°.
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DESLOCAMENTO RADIAL

A 45 GRAUS

desloaomanto radlal (x 10E—-3)

Fig. IV.7. Deslocamento radial



tensao clreunfarencial

Fig.

116

TENSAO CIRCUNFERENCIAL

A 45 GRAUS

IV.8. Tensdo circunferencial



tensuo radlal (=)

Fig.

117

TENSAO RADIAL

A 45 GRAUS

IV.9 Tensdo radial
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Iv. BLOCO COMPRIMIDO

Uma terceira aplicacdo é o exemplo do bloco
comprimido. Este & exatamente o mesmc exempleo testado por
SILVA [10] que faz comparacdo com os resultados obtidos
pelo programa SAP80, por nao encontrar solugac exata na
literatura. Os resultados de SI1VA [10] e do SAP80 sao

usados como referéncia neste trabalho.

0 bloco prismdatico tem base quadrada com lado de
comprimento igual a 6, e altura igual a 18. A carga

compressiva vale 4 tf (ver Fig. IV.10a}.

X2 XZI

L:]

< “

Fig. IV.10. Bloco comprimido
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Neste caso adotou-se para o modulo de
elasticidade o valor E = 21x10° e para o coeficiente de

Poisson o valor v = 0.15.

Para as condigcdes de contorno foram adotadas

restricdes semelhantes aquelas impostas ao cubo tracionada,

isto é:
ﬁi =0 noplano x =0 (i=1,2,3)
P, =P, = 0 no plano x = 0
P, =P, = 0 no planoc X, = 0
carga vertical compressiva de 4 tf em x_ = 18

2

As Fig. IV.10b e Fig. IV.11 procuram mostrar os
detalhes da discretizagdo. Como pode-se ver foram usados 22

elementos e 47 pontos-fonte.
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8l\"e /Na /|3

26 | 30 44

Fig IV.11. Discretizagdo do bloco comprimido

As Fig. IV.12 e Fig. 13 mostram os resultados
obtidos neste trabaho (MEC), com o uso do Elemento de
Colocagdo Nao Nodal, e compara-os com aqueles fornecidos
por SILVA [10] (MEC3D e SAP80). Vale observar dque o

programa MEC3D usa Elemento Nao-Conforme.
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TENSAO Txx NOS PONTOS SOB A CARGA

TENSOES
b
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Fig. IV.12. Tensdao o . nos pontos sob a carga
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DESLOCAMENTOS NOS PONTOS SOB A CARGA

DIRECAD X2
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Fig. IV.13. Deslocamentos nos pontos sob a carga
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CAPITULO V

CONCLUSOES

O presente trabalho teve como cobjetivo principal
a implementacdaoc de um procedimento de colocagdo nao-nodal
(isto &, nao h& coincidéncia entre o né funcional e o ponto
de colocacao), em elasticidade linear tridimensional. Ao
elemento que sofre este procedimento deu-se o© nome de

Elemento de Colocagdo Nado-Nocdal ou Elemento Interpolado.

Os resultados conseguidos indicam o sucesso da
utilizagcao deste procedimento. Ele apresenta uma grande
vantagem sobre a técnica do Né Miltiple (NS Duplo, enm
dominio 2-D), pois ndo had mais a preocupac¢ao de se gerar a
matriz, do sistema, singular. Apresenta, também, vantagem
com respeito ao Elemento N&ao-Conforme, implementado com
sucesso por SILVA [10], guando deseja-se fazer uma analise
conjunta de MEC e MEF, pois, ao contrario do Elemento
Nao-Conforme, no Elemento de Colocacdoc Nao-Nodal o no

funcional continua no canto.

No programa desenvolvide utilizou-se elemento
isoparamétrico 1linear. Para o calcule das integrais
singulares, em primeiro 1lugar passa-se de coordenadas

cartesianas para coordenadas polares, em seguida integra-se
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analicamente, emn r, e numericamente, em 8, através do

processo de Gauss.

Para o calculo das integrais quasi-singulares
adotaram-se dois procedimentos. Primeiro converteu-se o
mapeamento triangular em gquadrangular, e, em seguida
adotou-se a transforma¢ao polinomial de terceira orden,
acompanhada de integracao seletiva. Isto foi crucial para o
andamento da pesquisa porque provocou uma enorme redugdo do
tempo de execugdo do programa, permitindo que os programas
rodassem sempre nas classes 1 (2 min.), 2 (5 min.), 3
(10 min.) ou 4 (20 min.), adotadas para o Burroughs,
sistema A9, do NCE/UFRJ. As outras classes sdo 5 e 7. A
classe 5 (60 min.) sé roda a noite e a classe 7 (acima de

60 min.) sé no final de semana.

Foram analisados trés exemplos, a saber: cubo
tracionado, tubo de parede espessa e pilar sob carga
concentrada. Os resultados apresentaram uma performance
semelhante aqueles encontrados na literatura. Vale dizer
que utilizou-se precisdo simples em todos os exemplos

rodados.

Sugere-se para a continuidade do trabalhco aqui
apresentado a implementagdo de elemento isoparamétrico
guadratico, assim como outras implementacdes importantes
como procedimentos para tratar problemas com simetria e

aceitacdo de tratamento por subregides.
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A extensao para problemas de dindmica e
plasticidade tornaria mais abragente o campo de aplicacéo
do programa, e mais ainda, a implementacdo de uma andlise
conjunta de MEC e MEF, com a adogdo do Elemento de
Colocagdao N&ao-Nodal, para dominio 3-D. Finalmente a
implementacdo de um gerador de malha seria extremamente
valioso, principalmente em se tratando de dominio

tridimensional.
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APENDICE A

TRANSFORMAQ?\O POLINOMIAL DE TERCEIRA ORDEM
(INTEGRAIS QUASI-SINGULARES)

Quando o ponto fonte esta localizado dentro do

elemento as integrais de G e H tornam-se singulares e devenm

~— o~

ser avaliadas no sentido de Valor Principal de Cauchy
(Estas integqrais sdo denominadas integrais singulares). Em
virtude disto elas recebem atengac especial no Método dos
Elementos de Contorno. As secgdes (III.5) e (III.6)
apresentam suas solugbes, utilizando coordenadas polares.
Porém quando o ponto fonte se localiza nas vizinhangas do
elementc aquelas integrais tornar-se-do quasi-singulares, e
também, devem merecer a devida atengdo. Isto porque, para a

sua correta avalizacao, eles regquererao um grande numerco de

pontos de integragdc -— pois, em geral, s&c avaliadas
numericamente.
Para a determinacgac das integrais

quasi-singulares existem basicamente dois procedimentos. 0
primeiro, de uso corrente na literatura, baseia-se em
integragao seletiva acompanhada de subdivisac deo elemento.

Isto é, quanto menor a distédncia entre o ponto fonte £ e o
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elemento, maior o nuimero de pontos de integracao e a partir
de um certo Dmin (menor distancia entre £ e o elemento)
inicia-se a subdivisao do elemento em um certec numero de

subelementos.

Este procedimento apresenta a vantagem de
aumentar a concentrag¢do dos pontos de integrag¢do nos
subelementos que estao mais proéximos do ponto fonte. Porém
apresenta uma desvantagem que € imediatamente aparente, se
o numero total de pontos de integracao € usadc no elemento
sem a subdivisio o grau deo polindmio que pode ser integrado
exatamente €& consideravelmente maior. Por exemplo, se en
uma integrac¢doc numérica unidimensional o elemento &
subdividido em 3 subelementos e sao usados 2, 3 e 4 pontos
de Gauss, a integracdo €& exata para integrandos polinomiais
de graus 3, 5 e 7, respectivamente. Se néo ha
subdivisado, integrar-se-a todo o© elemento com 9 pontos de
integragac, gque serda exata até polinbémicos de grau 17

(PELLES ([13]).

0 segundo procedimento, desenvolvido mais
recentemente por TELLES [13], veio para substituir a
subdivisdo e melhorar a integragdo em elementos gue mesmo
ndc reguerendo originalmente o particionamento, necessitam
de muitos pontos de Gauss (istc €, elementos com valores

) -

intermedidrios de D i
m n
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Trata-se de transformarem-se as coordenadas 81
(ver Egs.(II1.2.27)) em fungdes polinomiais de v, dadas

pela seguinte relacgdo:
6 =a vy + bi Wf +¢c v +d (A.1)

onde v, sdo as abcissas dos pontos de integragio. Os

valores de a, bi, c. e d1 sdc obtidos impondo-se a

(A.1) as seguintes prescrigédes:

das _ =
ay _ =r (4A.2a)
6
a’,
=0 (A.2b)
dwz =
e
(1) = 1 (A.2c)
6(-1) = -1 (A.2d)
A condicdo (A.2a) — onde foi abkolidoc o indice i
por comodidade —  estabelece que o Jacobiano da
transformacgao, no ponto 8 {ponto onde ocorre a

singularidade), deve ser igual a um pardmetro r, tomado, na

pratica, como funcdo de D . (Para integracgao Singular
m

TELLES [13] recomenda tomar-se o Jacobiano igual a zero, em

8). A condicdo (A.2b) determina que o Jacobiano deve ter um
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valor extremo em 8.

Das prescricdées (A.2) obtém-se:

a, = (1 - ?i)/Q1 (A.3a)
b = -3(1-T)7 /0 (A.3b)
c = (Ei + 3 ?j)/Qi (A.3c)
d = - b, (A.3d)

Obviamente que o Jacobiano valera

2
Ji = 3ai'ai + Zbiar1 + c, {(A.4)
onde
_2
Qi =1 + 3?1 (A.5a)

? / \/(q+p / \/(q+p)‘+

28
q.=—1j—— & (3 - 2r ) - — l_—5.
o2+ 2r,) ' q 1 +2r |1+ 2r '

2
p, = 1 S {4r, (L -r ) +3 (1 -86) (A.5d)
3(1 + 2r ) ! !
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A relacdo entre r e D, — obolindo-se o indice
i — foi encontrada por TELLES [13], através da minimizacgao
do erro de integracdo no sentido do minimo quadrado, gque

forneceu, para cada coordenada os seguintes valores:

Ei =0 para D, = 0.05 (A.6a)
?i = 0.85 + 0.241n(D,) para 0.05 = D= 1.30

(A.6b)
;1 = 0.893 + 0.08321n(D,) para 1.30 = D_ = 3.618

(A.6C)
r =1 para 3.618 = D, (A.6d)

1

onde deve-se tomar
D, =2D_ . / [x(l,ez) - x(-1,92)| (A.7a)
D, =20D_  _/ |x(& ,61) - x(8,,-1)] (A.7b)

OCs wvalores D1 e 02 sdo os valores de Dmin
corrigidos devido a mudang¢a de escala, tendo em vista que
aqui o comprimento médio de lado é qualquer e TELLES [13]

usou comprimento de lado igual a 2.

Para o calculo de Dmin a Fig. A.1 mostra o

procedimento adotado.



131

19 Tentativa

h 4

Fig. A.1l Calculo de Dm_

in

Como pode-se ver o calculec de Dmin é feito por
tentativas, e para cada tentativa descartada subdivide-se o
elemento, tomando o ponto médio entre os lados e
construindo-se um subelemento a partir do ultimo ponto mais
proximo (Pp ) de £. 0O processc é repetido até o limite

rox

definido pelo quociente abaixo:

quoc, = 1 /D = 0.1 (III7.8)

maior min

onde 1 . € o maior lado do subelemento., Isto &, o
ma or

processo para quando quoc, = 0.1. Obtém-se assim um D
m

in
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aproximado.

Analogamente ao processo da subdivisdo do
elemento, a Transformagdo Polinomial de Terceira Ordem
também faz uso de integracdo seletiva, mencionada no inicio
desta secédo. Isto é extremamente importante tendo em vista
que a eficiénecia de um programa computacional que utiliza o
Método dos Elementos de Contorno é fortemente influenciada
pelc numero de pontos de integragao empregado para
integrais gquasi-singulares. O presente trabalho adotou o

seqguinte critério:

p =25 para quoc, = 13.52 (I117.9a)
P =6 para 4.805 < quoc, = 13.52
(IIT7.9b)
p = 8 para 0.3613 < quoc, = 4,805
(ITII7.9c)
p = 11 para 0.1301 < quoc, = 0.3613
(III7.94d)
p = 14 para 0.0481 < quoc, = 0.1301
(III7.9e)
p = 16 para 0.0136 < quoc, = 0.0481
(III7.91f)
p = 20 para quoc,, = 0.0136 (III7.9q9)
com gquoc = Lmaior/Dmin, e p &€ o numero de pontos de

integrag¢dao, sendo L ..o maior lado do elemento.
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Os valores nas 1inequagodes de quoc, foram
fornecidos por J. J. Régo Filho e os valores de p foram
encentrados neste trabalho de maneira aproximada,
analisando-se a resposta do exemplo do cubo para diversos
valores de p. REGO FILHO [10] e NEVES [12] conseguiram
valores menores de p, porém, o primeirec utilizou precisdo
dupla e NEVES fez uma analise de erro mais acurada em seu

trabalho no dominio 2-D.

Encerrando convém notar que a Transformagac de
Terceira Ordem também produz uma concentracdao de pontos de
integracdo na regido do elemento mais prdéxime do ponto
fonte, conforme mostrou TELLES [13], sem a necessidade de

se subdividir o elemento.
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APENDICE B

MAPEAMENTO DO DOMINIO TRIANGULAR EM QUADRANGULAR

0 processo de integragdoc numérica proposte por
HAMMER et alli [21]}, ja foi muito testado (por exemplo, ver
SA [14]), apresentando bons resultados, porém, possui o
inconveniente de aceitar no médximo 13 pontos de integracgao.
Se para obterem-se resultados melhores depende-se de numeroc
de pontos de integracdo maior do que 13, esse processo Ja
nao pode mais ser utilizado. Para vencer esta dificuldade
alguns pesquisadores (LAGUE e BALDUR [28], TELLES [15] e
outros) sugeriram uma transformagdo de coordenadas que
consiste em mapear o dominio triangular em um gquadrangular.
Feito isto, pode-se recorrer & gquadratura de Gauss para a
integragao numérica, podendo-se utilizar, quando
necessdrio, numeros muito elevados de pontos de integracao
(por exemplo: 96 x 96 ou 9216 pontos). A segulir sao
apresentadas as Egs. (ITI.2.24) com a transformag¢dc proposta

por TELLES [15]:

[p*e] (G) ae_ae, (B.1)
~ ~481,82

‘_——:
t g
*
i
o}
|
Il
)
ol
| — |
'—-.n

[u*z] (C) as de_ (B.2)
~ ~-81,02
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com
n, = L (L - 2_)(e6. + 1) (B.3a)
1 4 2 1
_ 1
n, = 3 (62 + 1)(91 + 1) (B.3b)
_ (81 + l)
e (G) = —‘T— (B-4)
e o Jacobiano da transformacao. Obviamente que
n, = 1 - LA Inversamente obter-se-a:
91 = 2 (n1 + nz) -1 {B.5a)
m, — M
e, = __3_1__1_ (B.5b)
n, m
12
P 2
2 02
= 1 {—*
4
1 3

11

Fig. B.1. Mapeamento do dominio triangular em

dquadrangular

Uma caracteristica interessante de transformagédo
apresentada é que se o ponto mais préximo do ponto fonte no
elemento € o né 1, a integracido em 82 fica com dominio

indefinido e a Transformagcdc de Coordenadas de Terceira
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Ordem (Apéndice B) € desativada nesta diregdo. Contudo,
desde que a transformagdoc para o mapeamento guadrangular
produz um Jacobiano gque é zero neste ponto, a precisao da

integracdao nao & perturbada.
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