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Resumo

A estrutura de variedades invariantes associadas aossparitoeares do problema restrito e circu-
lar de trés corpos nos fornece um esquema geomeétrico patemdanento de fendbmenos de transporte:
no Sistema Solar, em sistemas de estrelas binarias e seos des acrecdo , em sistemas formados por
galaxia-aglomerado-estrela, etc. Essa estrutura tenesiglomente utilizada no transporte de satélites para
missdes como SOHO, WIND, etc. Em particular, as variedatsgéveis e estaveis correspondentes as 0Or-
bitas periddicas associadas a esses pontos de libracdanfioverdadeiros tubos de transporte de matéria,
tanto entre corpos do mesmo sistema como de um problemaarestircular de trés corpos a outro. O
presente trabalho tem como objetivo desenvolver prografieientes para integracdo numeérica de sis-
temas dinamicos, em particular, o sistema associado ateprabyestrito e circular de trés corpos plano e
a obtencdo de secg¢des de Poincaré para um entendimento ¢ioéeitrato de fase. Foram determinadas as
orbitas periédicas de Lyapunov em torno dos pontos de eqoilL.; e L, bem como as 6érbitas planas em
torno da Terra. Sabe-se que a Orbita Geoestacionéria é Unita direta, em torno da Terra, do problema
restrito e circular de trés corpos espacial no caso SoaTPmnetende-se obter a variedade central referente a
essas Orbitas e estudar a relacdo dessa com a teoria datdioircA globalizacdo numérica das variedades
invariantes hiperbdlicas associadas as Orbitas peri®died.yapunov permite estudar a possibilidade de
cruzamento destas com a vizinhancga da Orbita GeoestaiioB&sa etapa corresponde & uma perspectiva
futura do trabalho. Se este cruzamento ocorrer, entdo ¢sram canal de escape para o lixo em dire¢ao ao
Sol ou para fora do sistema Terra-Sol.

Palavras-chave Dinamica Orbital - Orbitas de Lyapunov - Lixo Espacial Gstaeionario



Abstract

The invariant manifold structure associated with collmeguilibrium points of Lagrange in the re-
stricted three body problem provides us a geometric layoatder to understand the transport phenomena:
in our solar system, in binary star systems and their aceratisks, in systems formed by galaxy-cluster-
star, etc. That structure has been widely used to transésrespafts in missions like SOHO, WIND, and
so on. In particular, the unstable and stable manifoldsespwnding to the periodic orbits associated with
those libration points form true transport tubes of pagscbetween both bodies of the same system as one
restricted three body problem to another. The purpose 8ftbik is to develop effective programs in order
to numericaly integrate dynamical systems, in particulae, system related to the planar restricted three
body problem and the obtainment of Poincaré surfaces oiosettt comprehend first the phase portrait.
Lyapunov periodic orbits around collinear equillibriumipis L1 and L2 and the planar orbits around the
Earth have also been determined. Everyone knows Geostati@rbit is a direct orbit - around the Earth
- from spacial restricted three body problem (Sun-Eath)caske intend to determine the center manifold
allied to those orbits and study the relation of that withulsation theory. The numeric globalization of
hyperbolic invariant manifolds associated with Lyapunevigdic orbits allows us study the possibility of
intersection of these orbits in the vicinity of the Geostasry Orbit. This will be the last job step. If
this crossing occurs, we will have a channel to escape thegartoward the Sun or out of the Sun-Earth
system.

Keywords: Dynamic - Lypunov’s orbits - geostationary orbit
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Capitulo 1

Introducao

“A Historia das Ciéncias é marcada pela descontinuidade,
por erros superados, revolucdes e refundi¢cdes epistorualsl

Alexandre Koyré

A motivacao principal para realizacdo desse trabalho stssia preocupacdo de agéncias e alguns
setores da sociedade civil referentes a quantidade déodets vizinhanca da Terra gerados pela atividade
espacial. A NASA ja informou, no comeco desse ano, que a gizal® de detritos suspensos no espaco
alcancou um ponto critico o que gera perigo, principalmpata satélites e astronautas. De acordo com
a agéncia espacial, sdo tantos os objetos que vagam no nmraemntosso redor, que € grande a chance
de colisdo. Com isso, ainda mais lixo seria gerado, aumeatas riscos de danificar outros aparelhos
espaciais. "Os detritos espaciais aumentam geometri¢aimafirma Las Casas, pesquisador da UFMG,
em entrevista aos meios de comunicacao .

Embora a ONU tenha um subcomité juridico que aponta diestgara o uso espacial, os paises difi-
cilmente as cumprem, e acidentes graves ja ocorreram enréecia do acumulo de aparatos e fragmentos
deles no espaco. Na opinido de Las Casas, a legislacao nda fgaga porque as agéncias espaciais estao
mais preocupadas com o lucro que suas atividades podem gerar

Quando os objetos espaciais param de funcionar como devépiar perder sua validade ou ser
afetado por algum problema), perdem a velocidade com a goidhim a Terra. Quando essa velocidade
diminui muito, a for¢a gravitacional terrestre puxa os tidgeem direcdo ao planeta, gerando as quedas.
Apesar da frequéncia com que detritos de lixo espacialratora Terra, a probabilidade do objeto atingir
um ser humano é rara porque nosso planeta tem mais agua aorqueetesta, por sua vez, nao e totalmente
habitada. Estatisticamente, a chance de algum objetoiakgaic na por¢do habitada € pequena. Se setores
da populacgéo civil comegaram a se preocupar com o lixo piddumo planeta ha 50 anos, a consciéncia de
que a atividade espacial também produz dejetos esta apemagando.

Ha cerca de 20 anos, cientistas ja falavam em lixo espacial apenas em regides restritas em torno
de nosso planeta. A preocupacdo com o tema é recente e é wénsiagdos artefatos que periodicamente
caem e sdo amplamente divulgados pelos meios de comunicaigide maneira sensacionalista.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 6

Clean Spacecraft Operaticns
Explosicns: 36

Business As Usual
Explosions: 130

Figura 1.1: Simulacao feita pela ESA relacionando a quadédie lixo espacial atual (esquerda) e a quantidade de
lixo espacial projetada para 2112 (direita).

Ao longo desse trabalho, utilizamos como modelo o Problepsdrfo de Trés Corpos (PRTC), que
sera descrito no capitulo 2. A partir desse modelo, que steresin trés corpos que interagem gravitacional-
mente, onde um deles ndo afeta os outros dois, estudamdsi®aldetrito, onde o detrito é o corpo que nédo
afeta o sistema Sol-Terra. Mostraremos que ha quatro egeénitidas ao movimento do detrito, sendo
que a Orbita geoestacionaria (GEO) pertence a uma dess@ss;egysaber a regido que € delimitada pelos
maiores valores da constante de Jacobi, a inica constamevit@ento do modelo. Trataremos o problema
a partir dos formalismos newtoniano e na parte final do clapisaremos a abordagem hamiltoniana.

Ja no capitulo 3, descrevemos a 6rbita GEO, uma vez que dsslgtre nos interessam pertencem as
proximidades de tal 6rbita. Dessa forma, inicialmentewdisemos sobre a historia da orbita GEO; a seguir
discutiremos um pouco as trés etapas da vida de um satafitathento, controle orbital e eliminacéo ) e a
determinacéo da orbita GEO. Finalizamos o capitulo refecido a 6rbita GEO com o PRTC, calculando
por sua vez, a posicao da orbita no sistema sinddico adiorels o valor da constante de Jacobi desta
orbita.

Os capitulos 4 e 5 sdo dedicados a Seccao de Poincaré e a pebitalicas (técnicas utilizadas larga-
mente em Sistemas Dindmicos). Inicialmente, integraremnsistema hamiltoniano associado ao PRTC
vidindo as mesmas pelas regifes de Hill, a fim de facilitardisa qualitativa das solu¢gées . Em seguida,
explicaremos como se da a implementacao computacionatuiaaéda seccao de Poincaré, sendo exibidas
vérias seccdes obtidas para o sistema Sol-Terra (novayseptgando-as pelas regides de Hill). O capitulo
5 consiste em um breve estudo acerca de algumas soluctasipesido PRTC que decorrem das simetrias
do modelo e que fornecem as condic¢des iniciais apropriaaliasgpdeterminacdo das mesmas. Logo apos,
forneceremos detalhes de como implementar numericamenétaulo de determinacao de tais oOrbitas, uti-
lizando a matriz pseudo-inversa de Moore-Penrose (Pent858). Exibiremos duas familias de érbitas
periddicas associadas a tal sistema, a saber as orbittssgtanas e as dérbitas de Lyapunov. A projecéo
da GEO no plano da ecliptica € uma orbita da primeira familia.

No capitulo 6, mostraremos, através de seccdes de Poinoaadyifurcacdo do PRTC de uma orbita
estavel para instavel e cuja variedade invariante quasctaonom aquela vinda de ou L. Esta quasi-
conexdo poderia servir para se catapultar detritos com tagiegara fora da vizinhanca da Terra (Stuchi
& Sim@, 2000). Ao término da Monografia, resumiremos as a@@Es e apontaremos as perspectivas
futuras relacionadas a esse trabalho.

Vale ressaltar que as referéncias seguem as normas da renjstAs rotinas foram implementadas
em Fortan ou C e as imagens foram ora contruidas em GIMP, ostra@as em INKSCAPE. Goftware
Maple 11 também foi utilizado no capitulo 2.



Capitulo 2

O Problema Restrito de Trés Corpos

2.1 Introducao

O Problema Restrito de Trés Corpos(PRTC) € um dos modelos mais estudados da Mecénica Ce-
leste, sendo uma excelente primeira aproximacao paraosstiaddinamica do Sistema Solar, da teoria
planetaria, do movimento de naves espaciais lancadas temaisSolar, da dinamica estelar, etc. Seu
estudo envolve a area dos Sistemas Dinamicos ndo-intégréeado necessaria a aplicacdo de métodos
numéricos para uma analise qualitativa das solu¢fes e wndintento global do espaco de fase. O PRTC
consiste no estudo do movimento de uma particula de massidesifinal sob a influéncia gravitacional de
dois corpos massivos, 0s quais se movem em Orbitas ke@srarculares, ao redor do centro de massa.
A formulacédo basica desse modelo teve sua origem na segeoritalunar de Euler, ha mais de 200 anos
(Zsebehely, 1967).

As equactes de movimento para a particula perturbada Eeaegvitacional dos outros dois corpos
sdo obtidas pela lei da gravitacdo de Newton, fornecendoamjuiicto de equagdes diferenciais ordinarias
de segunda ordem. Por outro lado, pode-se obter, para o nsstiema, equacdes diferenciais ordinarias
de primeira ordem, utilizando o formalismo hamiltoniano.

Quando o problema é analisado em dois sistemas de refedisitidos, o inercial e o ndo-inercial,
notamos que a energia ndo se conserva em ambos (Corréa, Z8&@m, no referencial ndo-inercial,
obtemosapenasuma constante de movimento - a constante de Jacobi. Apesastdma apresentar esta
constante de movimento, sua resolucao analitica contendosnviavel. Pelo teorema da integrabilidade
de Liouville, deveria existir uma segunda integral funailomente independente e em involugcdo com a
constante de Jacobi (Berry, 1978).

Neste capitulo, utilizando o sistema nao-inercial, o pwia é estudado qualitativamente através das
curvas de velocidade zero ou curvas equipotenciais, as piizem o espaco de fase (quadridimensional)
ao espaco de configuracéo (bidimensional). Com isto, pedsstadar as regides de movimento onde o
movimento é permitido, ou ndo, conforme o valor da constdat#acobi.

Lagrange verificou que, para certas condic¢des iniciaispblema apresenta duas solucdes analiticas.
Essas condicdes iniciais sdo conhecidas como as soluc@sgidiério triangulares de Lagrange. Além
dessas, hd mais trés solucdes de equilibrio, chamada$eslde equilibrio colineares, descobertas por
Euler. Essas soluc¢des sao obtidas numericamente, a padimd equacdo conhecida comintica de
Euler. As curvas de velocidade zero fornecidas por estes pontigauo estudo das possiveis regides de
movimento. O método numeérico utilizado para determinagas solucdes de equilibrio sera abordado
neste capitulo apds um estudo do modelo nos dois refergnciai

Resumidamente, podemos expor 0s seguintes topicos gueisaedios neste capitulo:
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1. descrever as equacdes de movimento do PRTC;

2. discutir a localizagéo e a estabilidade dos pontos déiledaicom énfase particular na constante de
movimento;

3. obter aconstante de Jacopi

4. encontrar umarelacéo entre as curvas definidas pelaoctasge Jacobi e a trajetoria de uma particula
em uma orbita.

2.2 Definicao do Problema

O problema delois corpos que se movem devido a atragéo gravitacionalar@igoluvel analiti-
camente e 0 movimento resultante esta sempre confinado etasdikas e fechadas, quando a energia
potencial efetiva é negativa. Quando a energia potenativafé nula ou positiva, a orbita é parabdlica
ou hiperbdlica, respectivamente. Vamos agora estenderagsdise a fim de considerar a interacdo grav-
itacional entre trés corpos, em particular, o problema eenajmassa do terceiro corpo € desprezivel em
relacdo aos outros dois. O PRTC vem sendo estudado por sécatoalmente tal problema ainda apre-
senta novas descobertas fascinantes, corfiguae-8 que foram descobertas por Chenciner e Montgomery
(Chenciner & Montgomery, 2000). O desenvolvimento da disamao-linear e a iniciativa de novas ob-
servacdes no Sistema Solar e de Exoplanetas fizeram com qiggesse nesse problema ressurgisse.

Definicdo 2.1.Se dois corpos no problema de trés corpos, que se atraemta@canalmente, movem-se
em Orbitas coplanares e circulares em relagdo ao centro desando sistema e se a massa do terceiro corpo
néo? afeta 0 movimento dos outros dois, entéo o estudo do mowrdesse sistema é chamggoblema
restrito detréscorpos (PRTC).

DefinicAo 2.2.0s corpos que se movem em Orbitas circulares e coplanarexkrio as centro de
massa do sistema na definicdo 2.1 sdo chamaongos primarios ou apenascorpos, caso ndo haja
possibilidade de duvidas. Chamaremospdeticula o terceiro corpo quaédo influencia o movimento dos
COrpos primarios.

2.3 As Equacdes de Movimento

Nesta seccéo, serdo apresentadas as equacdes que descneseimento da particula em dois sis-
temas distintos: o inercial e o n&o-inercial.

As equacdes no sistema inercial sdo facilmente obtidagéatidas forcas atuantes entre os corpos
envolvidos no problema, evidenciando-se, desta formapaagormalismo newtoniano. As equacdes do
sistema nédo-inercial sdo geradas atraves das primeirastmyse uma rotacdo dos eixos com a mesma
velocidade angular dos primarios.

A partir de agora, restringiremos nossa analise ao movineéatparticula no plano orbital dos
primarios, ou seja, o PRTC plano.

INesse caso a massa do terceiro corpo éimlitaitesimal
2Tais corpos também sdo chamadosdgoprimario ecorposecundario, uma nomenclatura comum em dinamica estelar
que ndo seguiremos.
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2.3.1 Referencial Sideral

Consideremos 0 movimento de uma particula de massa desgnexivendo-se sob a acao gravita-
cional de dois corpos de massas e m,, respectivamente. Vamos assumir que os dois corpos estdo em
orbitas circulares em relacao ao centro de massa do sistgueaedes exercem uma forga sobre a particula,
mas a particula ndo afeta o movimento dos dois corpos. Ermsp@iavras, consideremos o PRTC plano.

Considere um sistema de referéncia iner@al), ¢) cuja origem esta no centro de massa do sistema.

d

P

(EratmiGy) CM

Figura 2.1: Referencial Inerci&¢n(, isto €, fixo no espago.

Observacdo 2.1.0bserve que se trata de um referencial inercial, isto é, uereacial fixo no espaco.

Vamos fixar o eix@ na linha que ligan; e m, para algum instante de tempo, digames(. Suponha
a coordenada de; negativa e a dex, positiva, como na figura 2.1. Considere o eixperpendicular &,
mas no plano orbital dos corpos primarios. Finalmente, 0 @sera perpendicular ao plan®¢, ao longo
do vetor momento angular. Trata-se de um sistema de coatdeartesianas.

As coordenadas de; e dems S80(&1,m1, (1) € (§2,m2, (o), respectivamente. Os corpos primarios
estdo separados por uma distancia constante e possuem a nedsaidade angular em relacdo ao centro
de massa. Vamos assumir a partir de agoramgue m..

Definicdo 2.3.Definimos como aassaelativado corpo: a grandeza adimensional := Gm,;, ondeG
é a constante Gaussiana da gravitacao.

Proposicdo 2.1.SejaGG a constante Gaussiana da gravitagdo. Afirmamos que
1

my -+ Moy

Demonstracéo

Com efeito, sejd a distancia entre 0s corpos primarios e sejaml, as distancias dos corpos de
massan; € my ao centro de massa, respectivamente. A figura 2.2 ilusgraiabteses.

Entdo, da Lei da Gravitacdo de Newton, segue que o modulorda pavitacional entre os corpos
primarios é

Gm1 mo

l2
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Figura 2.2: Separacéo entre os dois corpos primarios, oadé; + Io.

Agora, como 0s corpos orbitam em torno do centro de massarkgta Gircular, o médulo da forga
gravitacional € igual ao modulo da for¢a centripeta do mewitmcircular. Logo, se € a velocidade angu-
lar de cada corpo primario, entéo

Gm1 mo

l2

:m1l1n2 :m2l2n2

Portanto
G my = lg l2 n2

E

Gmy =1, 1*n?
Dai, somando as duas ultimas equagdes, temos que
Gmi+Gmy = L1024+ 1,202
G(my+my) = Pn*(l +1o)
G(my+my) = *n?

44

Obtemos a proposigcao considerando a unidade de comprimamio sendo a distancia entre os dois
corpos primarios, isto é/ = 1 e a unidade da velocidade angular como sendo a velocidadéaags
dois corpos, isto én = 1.

O

Definicdo 2.4.A velocidade angular comum aos corpos primarios é chamadaaiémentanédiocomun.

Segue trivialmente da definicdo 2.3 e da proposicéo 2.1 que

G = ! = m
= m = — m = —
f ! f mi + Mo ! t mi + Mo
E 1
mo

2 2 H2 mi + Mo 2 H2 mi + Mo

Observe agora que
B Mo B 1 B 1
H2 = my 4+ my —ml;;m N 41

3Tal definicdo é amplamente usada em mecanica celeste.
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Masm; > ms, por hipétese. Logo

N P
mo mo |

Portanto

1
M2<§

Que é um resultado ja esperado, pois assumimos- mo. A priori tal resultado parece irrelevante, mas
seu real significado ficara claro ao longo do texto.

F

(E1am.Gy) CM

: ¢ ;-:\ ma

| >
s

: :

&2: T2 G2} é

Figura 2.3: Referencial Inercié¢n(, onde a particula de massaé atraida pelos corpos primarios.

Definicdo 2.5.Um sistema inercial de referéncia € chamadastemasideral oureferencialfixo.

Dado o referencial fixo no espa¢tn(, considerd¢, n, () como sendo as coordenadas da particula
nesse sistema de referéncia.

Aplicando a Lei da Gravitacao, obtemos as seguintes egsi@gd@ovimento para a particula:

T S

2.1
7,:1’, + H2 7,:25 (2.1)
.. m—n N2 —1n
no= 3 + 2 3 (22)
Ut T'a

onde

ri= (&G =8+ (m—n)?

ry = (&= + (r—n)’

Se 0s corpos primarios se movem em Orbitas circulares, antiggiancia entre eles é fixa e eles se
movem em torno do centro de massa comum com uma velocidad&eangnstante, o movimento meédio

n. Nessas circunstancias, € natural considerar o movimerpaicula em um referencial girante no qual
as posicdes dos primarios séo fixas.
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2.3.2 Referencial Sindédico

Considere um novo referencial, que possui a mesma origeno guerior, porém gira com uma
velocidade constantena direcdo positiva, conforme a figura 2.4.

Ty

nt
i X
I ma A3

Figura 2.4: Referencial ndo-inerci@lry z, onde as posi¢cdes dos corpos primarios sao fixas.

Definicdo 2.6.Um sistema girante de referéncia é chamadoaderencialgirante ousistemasinddico (no
contexto da Mecanica Celeste).

O eixo x é escolhido de modo que os corpos primarios estejam sobreSakes coordenadas sao:
(x1,11) = (—p2,0)e(z2,92) = (u1,0). Logo, da figura 2.4, temos que

o= (r+m)? +y (2.3)
5 = (x—m)® + ¢ (2.4)

onde(z, y) s@o as coordenadas da particula no plaflg. Podemos relacionar os dois referenciais a partir
de uma simples rotacéo, a saber

§\ [ cosnt —sinnt x
n )  \ sinnt cos nt y
Logo, derivando duas vezes a equacao acima obtemos
€\ [ cosnt —sin nt i — 2ny —n’x
ii ) \ sin nt cos nt i + 2ni —n’y
Manipulando essa expressao matricial, obtemos as segemuacoes de movimento, onde utilizamos
n = 1 (Murray & Dermott, 2001):

T — 2y = —H1 3 - M2 T3 + @ (25)

} . y y
§+ 2 = —p1—5 — pp3 +y (2.6)
ST T2

Essas aceleragOes podem ser obtidas a partir do gradiemtesdeincao escaldt, tal que
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i— 2 = o (2.7)
ox
j+ 2 = o4 (2.8)
dy
onde , ,
Q) = LY Ll (2.9)

2 1 T2

Na equacdo 2.9, o term& + y? é o potencial centrifugo e o termo e, e 1/r, € o potencial
gravitacional. Os termos 2y e + 2y, nas equagdes 2.5 e 2.6, sdo os termos de Corioli, que depeiade
velocidade no referencial sinddico.

Observacéo 2.2 Observe quél ndo € um potencial verdadeiro. E melhor dizer que se tratandie funcéo
escalar da qual podemos derivar a aceleragdo experimenpatiaparticula..2 € comumente chamada de
"pseudo-potencial*(Murray & Dermott, 2001).

2.4 A lIntegral de Jacobi

Multiplicando a equacao 2.7 pére a equacao 2.8 pgre somando as duas, obtemos

L0 00
xx+yy:%x+8—yy

Logo, integrando a ultima equacgéo, obtemos

P+ =20 -C (2.10)
ondeC é a constante de integracdo. Como= i? + 3%, temos que

P =20 - C (2.11)
ou, usando a definicdo d&
C =2+ y* +2 <&+@)—(r2+92) (2.12)
1 T2

Isso demostra que a quantidadeé uma constante de movimento. Pode-se provar{jéea Unica
constante de movimento e como o sistema possui dois graukedddde, o problema é ndo-integravel,
conforme o Teorema de Lioville (Berry, 1978).

2.5 Curvas de Velocidade Zero e Pontos de Equilibrio de Lagrage

Na seccao anterior, foi visto que quando se trabalha o PRT€st®ma sinddico, pode-se escrever
uma constante de movimento - a constante de Jacobi -, sendo:

C =20 — (&% +9%) (2.13)
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A equacao 2.13 define uma superficie em um espaco tridimaisidonsiderando um valor fixo da
constante de Jacobiie= y = 0, s&o obtidas curvas de nivel desta superficie no ptahg pois:

Clr,y) = 2Q(z,y) (2.14)

Essas curvas sdo chamadasvas de velocidade zescumprem um papel importante na determi-
nacao das fronteiras das regifes permitidas a particulmpfrtancia do estudo destas curvas esta rela-
cionada com a classificacao das regides de movimento do;cmaga regido é delimitada por uma curva
gue corresponde a valores distintoSde

As figuras 2.5, 2.6, 2.7 e 2.8 correspondem a funcao 2.14 enalguourvas de velocidade zero estédo
esbocadas na mesma. Tais figuras foram geradas utlizandple Ma

Figura 2.5: Superficie definida p6t = 2 Q(z,y) Figura 2.6: Superficie definida pot = 2 Q(x,y)
e us = 0.3. (vista de cima). e ug = 0.3. (vista de baixo).

!

!

i
a

Figura 2.7: Superficie definida pat = 2 Q(z,y) Figura 2.8: Superficie definida p6t = 2 Q(z,y)
e us = 0.3. (vista de cima). e 2 = 0.3. (vista de baixo).

Os pontos de equilibrio sdo os pontos nos quais as derivadasedido-potencial se anulam. Esses
pontos de equilibrio podem ser estaveis ou instaveis. Eulergrange mostraram a existéncia de cinco
pontos de equilibrio para o problema restrito e circularée¢orpos, denominados pontos de equilibrio de
Euler-Lagrange (Corréa, 2000).

Para a determinacdo desses pontos € necessario a resasgguohte sistema:
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o0 + —
L ST S 219
ox Ty s
15.9) Yy Y

- _ Z A — 2.16
ay H1 Tfi), 2 7’% + Yy 0 ( )

O resultado fornece trés pontos sobre o eixd.;, L, e L3, chamados d@ontos colineareg o0s
dois restantes,, e L5, que formam triangulos equilateros com os corpos primacisamados dpontos
triangulares

A figura 2.9 exibe a localizag&o de tais pontos de equilibrio.

Figura 2.9: Localizagao esquemética dos pontos de eqaitibrPRTC.

Para o célculo dos pontos colineares, temy-se 0, na equacao 2.15, enquanto que para a solugao
triangular é suficiente fazef = 1 ery = 1, nas equacoes 2.3 e 2.4, e resolver o sistema.

As coordenadas dos pontos triangulares sde 0.5 — i, € y = ++/3/2, onde o sinal positivo
corresponde &, e 0 negativo d.5.

No caso dos pontos colineares, para cada ponto, obtemosumgéof polinomial de grau 5. Para
resolvé-las, ulitlizamos o algoritmo de Newton-Raphsoplementado em C++. Para uma visdo mais
detalhada do comportamento da posi¢do dos pontos colina@anedida que alteramas, vide o livro de
Szebehely (Zsebehely, 1967).

2.6 Regides de Hill

Nesta seccao, serdo discutidas as diferentes regides dememo, também denominadesgides de
Hill .

Note que podemos discutir 0 movimento da particula a pagturda analise qualitativa da funcéo
Q(z,y). JA mostramos que& + ? = 2 Q — C (equagdo 2.10) e comd > 0, temos que 2 > C. Dessa
forma, utilizando as figuras 2.5 e 2.6, podemos ter uma idsaeides permitidas a particula. As curvas
onde2 () = (' sdo chamadas curvas de velocidade zero e funcionam comas de retornpas quais a
particula ndo pode ultrapassar, ou seja, correspondendadegras barreiras topolologicas.

A figura 2.10 mostra as curvas de velocidade zero correspteglaos valores da constante de Jacobi
dos pontos colineares. Essas linhas definem quatro regdaswyimento no plano, a saber: regido |, regiao
I, regi&o Il e regiao IV.
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Figura 2.10: Curvas de Velocidade Zero associadas ao Poatequilibrio (1o = 0.3).

Como (' é uma funcéo de,y, i ey (relagdo 2.12), temos que, para= 0, cada ponto do plano
xOy corresponde a um valor de diferente. Sejand’, C,, C3, C, e C5 as constantes que associadas aos
cinco pontos de Euler-Lagrande, L., L3, L, € Ls, respectivamente. A analise das possiveis regides de
movimento , onde a area branca corresponde a regido pearaitichrea cinza a regiao proibida, é feita do
seguinte modo:

C > C;: o movimento € permitido na regido | (&rea branca), figura.2\Ekse caso, 0 movimento ocorre
em Orbitas ao redor de cada corpo primario. Ndo ha comurdoagiie as regides que circundam
cada corpo primario e a particula pode se mover até atingina dimite, fechada eni,. E possivel
a existéncia de orbitas ao redor dos dois corpos primaiiositasneamente; bem como 6rbitas de
escape, externas a fronteira exterior. A medida que o val@odstante de Jacobi diminui, as duas
regides internas se tocam @m

Figura 2.11: Regi&o I: A regido cinza corresponde a arediplai

Cy > C > Cy: 0 movimento é permitido na regido Il (area branca), figur@.2Nesse caso, a particula
pode transitar entre 0s corpos primarios, orbitando oraosagutro. Também sdo permitidas orbitas
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ao redor de cada corpo primério (e dos dois, simultaneaiedibitas de escape, além da curva
mais externa, também s&o permitidas.

Figura 2.12: Regido Il: A regido cinza corresponde a areibiplian

Cy > C > C5: 0 movimento € permitido na regido Il (area branca), figuds82 Nesse caso, a particula
pode escapar das proximidades dos corpos primarios, paivaae velocidade zero é aberta.

Figura 2.13: Regido lll: A regido cinza corresponde a aredbjuta.

C3 > C > Cy = Cs5: 0 movimento € permitido na regido IV (area branca), figur&d.2 dlesse caso, a
particula pode percorrer todo o plan©@y, exceto as areas internas das curvas definidaé’pds
curvas de velocidade zero vao diminuindo até se reduziremaatos., e L. QuandaC = C; =
(5, a particula é permitida em todo o espacgo de configuracao .

~
€

TR AT
4 -0 -u 0 LIS R ]

Figura 2.14: Regido IV: A regido cinza corresponde a areibigian
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As figuras 2.15, 2.16, 2.17 e 2.18 mostram algumas curvasldeidade zero para cada regido de
Hill, para s = 0.3.

&

—_—

Figura 2.17: Regiao Ill. Figura 2.18: Regido IV.

Afigura 2.19 exibe todas as regides de Hill, bem como variagsude velocidade zero que permeiam
o planoxOy.
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Figura 2.19: Curvas de Velocidade Zero paga= 0.3.

2.7 Caso Sol-Terra

Nesta monografia, usaremos o valondégual a3.0359 x 10~¢ que corresponde ao caso Sol-Terra.
As posicées do Sol e da Terra sdo dadas, respectivamente, poko;, = — 2 = 3.0359 x 107% ~ 0
€ xrprra = + p1 = 0.9999969641 =~ 1. Note que o Sol se encontra praticamente na origem
(x = 0), enquanto que a Terra se encontra praticamente eml. Os pontos de equilibrio colineares e
triangulares, para o sistema Sol-Terra, sdo dados abaixo.

Li: z7, = +0.989923740693944
Lyt 770 = +1.010002991023459
Ly 775 = —1.000001264958333
L w04 = 05— pp = 0.499996964100  yr4 = ++/3/2
Ls: x5 = 05— pp = 0.499996964100 yr5 = —/3/2
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Os valores da constante de Jacobi dos pontos de equilibEalde Lagrange para o caso Sol-Terra
séo dados abaixo:

Li: C(Ly) = 3.000897096
Lyt C(Ly) = 3.000893048
Ly C(Ls) = 3.000003036
Lyt O(Ly) = 2.999996964 ~ 3.0 —
Ls: C(Ls) = 2.999996964 ~ 3.0 —

Note que basta conhecermos a regido proxima a Terra, umaueea @rbita geoestacionaria € uma
oOrbita préxima a Terra. As curvas de velocidade zero degsaorestdo mostradas na figura 2.20.

0,010 5

0,005 —

0o

1,015

-0,005

~0,010

Figura 2.20: Curvas de Velocidade Zero na regido proximamaTe



Capitulo 3

Orbita Geoestacionaria

3.1 Um Pouco de Histoéria

Isaac Newton apresentou, em seu lifAoilosophia Naturalis Principia Mathematica ideia de se
criar um satélite artificial pela primeira vez. Séculos depé. Tsiolkovski, no fim do século XIX, em seu
livro Speculations of Earth and Sky, and On Vg4805), imaginou uma torre vertical ancorada no equador

da Terra, subindo até a drbita geoestacionaria e tendo utrapeso além dela, conforme ilustra a figura
3.1.

Space Elevator

» Counterweight

Center of mass
for system

{above geostationary level)

/
S

Geostationary Orbit

Cable

Climber T T

Anchor at equator

North Pole
~

Figura 3.1: Esquema do elevador espacial idealizado potkbsiski.

21
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A seguir (figura 3.2), um desenho ilustrativo feito pelo prog siolkovski referente a suas ideias
acerca de um elevador espacial.

Figura 3.2: Orbita desenhada por Tsiolkovski em seu Bpeculations of Earth and Sky, and On Vesta

Em 1945, Arthur C. Clarke, em artigo para a revisfizeless WorldClarke, 1945), fez a extraordinaria
antecipacéo do que se tornaria realidade vinte anos ddpleislemonstrou que havia possibilidade de se
colocar um satélite em orbita circular da Terra a uma alterdxl786 km, com velocidade angular exata-
mente igual aquela que a terra tem em torno de seu proprio Elgsugeriu que esta plataforma espacial
poderia conter uma estacao transmissora de radio. Assireunasdeia dos satélites de telecomunicacdes.
A figura 3.3 exibe algumas orbitas, incluindo a geoestaciana

ight above|
| sea level|

10m2_r‘T30m,
fll-'.-!',-v['r-'r?' LRARRARARAS v .'L'.Iiu"]'-i'i'v||'.' pubglenesliggh
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Figura 3.3: Orbita geoestacionaria e outras Orbitas (CRBI3).
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As estacOes terrenas usavam antenas parabdlicas rasieded@rande diametro. Os Estados Unidos
foram os pioneiros no uso de refletores passivos espaciai$9&6, J. Mofenson detectou ecos lunares pelo
radar. Em 1957, houve o primeiro chaveamento passivo deitaiscde voz pela reflexao lunar, realizado
por J. H. Trexler.

Mas mesmo antes disso, a Marinha dos EUA, em 1954, j4 usawa@oimo refletor passivo para fazer
comunicacoes regulares entre o Havai e Washington usateltaarde 25m de diametro, direcionaveis, de
radiotelescopios. As primeiras experiéncias usando a dmcefletor passivo foram feitas entre os anos
40 e 50, com radares militares. Eles simplesmente rediracém os sinais de radio emitidos da Terra, sem
gue houvesse qualquer processamento. A estrutura refietesava operava de modo analogo a um espelho
plano da 6tica geométrica, segundo as leis da reflexao.

Em 1957, a U.R.S.S. langou o primeiro satélite ativo da TewoeSputinik ! -, capaz de receber,
amplificar e retransmitir informacao de estac6es terrdal@sfuncionou por 21 dias transmitindo sinais de
telemetrid . Em 12 de agosto de 1960, foi colocado em érbita pela NASAmeird satélite de telecomus-
nicagdes - o Echo | -, o qual € o tipo mais simples de satébfée{or passivo). Era um baldo esférico de
30m de diametro feito de plastico aluminizado.

Figura 3.4: Os engenheiros Slanley R. Peterson (esquerBay 8owerman (direita) estdo conferindo o satélite
Intelsat |, também chamado &arly Bird que foi langado pela NASA e construido pelaghes Aircraft Corporation
A superficie do satélite possuia cerca de 6000 célulasesodafim de fornecer energia ao mesmo.

Em 10 de julho de 1962, gracas a competicao entre U.R.S.SaddssUnidos, foi lancado também
pela NASA, o primeiro satélite ativo de telecomunicagfesTelstar -, mas ele estava longe de ter uma

10s objetivos principais do Sputinik | consistiam em: deieana densidade das camadas mais altas da atmosfera awavés
arraste aerodinamico e da velocidade e decadéncia orbéstisr métodos dpticos e de radio de rastreamento odételminar
os efeitos da propagacédo das ondas de radio através da etmesferificar os efeitos de pressurizacdo em o6rbita. Otsatél
alcancou seus objetivos plenamente. Os dados transmitid@sse satélite, através de sinais de radio, podiam seades por
radioamadores do mundo inteiro.

2Telemetria é uma tecnologia que permite a medicdo e congéivae informacdes de interesse do operador. A palavra é de
origem grega ondeele significa remoto enetronsignifica medida.
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orbita sincrona. Ele girava ao redor da Terra numa Orbitealmeliptica de 300 a 500 km de altura, dando
uma volta a cada duas horas. O Telstar podia ser usado coinentaté por menos de meia hora de cada
vez, somente durante o tempo em que podia ser visto simatterge pelas duas estacdes rastreadoras que
deveriam se comunicatr.

A Orbita sugerida por Clarke € hoje conhecida como geoestaga e o primeiro satélite a receber
esta qualificacdo foi o Syncorf. ILancado em 14 de fevereiro de 1963 pela NASA, silenciou ideg®
20 segundos. Seguiu-se o Syncom Il em 26 de julho de 1963, umoehou perfeitamente. O terceiro
satélite sincrono foi o Syncon C, lancado em 19 de agosto 6. 12or ele, foram transmitidas imagens
de televisdo do Japao a Costa Oeste dos EUA, durante os Jbggsd0s daquele ano. Em 06 de abril de
1965, foi lancado o satélitearly Bird (Pdssaro Madrugador) que atingiu a érbita prevista pok€Jlar que
se tornou o primeiro satélite comercial para fins de comgaiza

Em 1970, entrava em operacao o Intelsat Il com capacida@de]290 circuitos de voz e um canal
de televisdo. Em 1971, o Intelsat IV entrava em 6érbita conD2d@uitos de voz e 12 canais de televisao.
O primeiro satélite brasileiro, o Brasilsat I, foi lancado #8984 com o propoésito de cobrir todo territério
nacional.

O projeto de um sistema de satélite depende inicialmentesclalle de sua 6rbita. Os sistemas
de orbita baixa sédo assincronos, ndo-geoestacionariosatélges de baixa altitude (LEQow Earth-
Orbit) tém orbitas de cerca de 1.600 km (ou um pouco mais) de afiaréam abaixo do primeiro cinturdo
de radiacdo de Van Allen. Os satélites de média altitude (ME#&dium Earth-Orbi} sdo localizados
a cerca de 10.000 km de altura, o que os coloca entre os doisd@s de Van Allen. A altitude dos
satélites geoestacionarios (GEGeoestationary Earth-Orbji{que sera obtida na sec¢éo 3.3) corresponde
a 35786.38 km, quando entdo tém sua velocidade angular midatao igual a velocidade angular da
rotacdo da Terra.

Os dados contidos nessa monografia, acerca de satélitedbianadn torno da Terra, correspondem
aqueles fornecidos peldCS Satellite Database A seguir, hd uma tabela discriminando a quantidade de
objetos, que existe atualmente, em cada 6rbita.

Um satélite de telecomunicac¢des nada mais é do que um rexpatiieb de sinal localizado no espaco.
Ele recebe o sinal que passa por um sistema de antenas, ysorecen conversor de frequéncia, um
transmissor e depois é enviado de volta para determinadieordg superficie terrestre. O sinal recebido
pelo satélite chega extremamente fraco devido a distaneia qnesmo percorre, que € de aproximadamente
36000 km. O satélite € monitorado e controlado por sinaieenietria enviados por estacdes terrenas.
Esses sinais sdo usados para referéncia de posicionanagumstescorreto do satélite em sua posicao orbital.
A energia necessaria para o funcionamento do satélite daoatiavés de painéis solares; essa energia é
armazenada em baterias para os periodos de eclipse.

No inicio da era dos satélites de comunicacao, pensavaesa tpndéncia seria somente 0 uso de
orbitas geoestacionarias. A primeira exce¢do em operaggitar foi o sistemdlolnyia, construido pelos
soviéticos, que tinha uma Orbita inclinadat#e em relagéo ao Equador, ndo-sincrono, com uma orbita alta-
mente excéntrica, mas que permitia a cobertura do terit@s altas latitudes. Posteriormente, comecou-se
a utilizar muitos sistemas de satélites ndo-sincronossod@nte para atender a peculiaridades de cober-

3No dimensionamento de um enlace de radio, o objetivo é gararé o sinal digital original que transporta a informacg&o
possa ser regenerado na outra ponta com uma taxa de eri@welcdPara que isto ocorra, a relagéo portadora ruido (@4N)
recepcao tem que ser maior que um valor minimo especificale.valor é funcédo da modulacédo e mecanismos de codificacdo
utilizados no enlace.

40 termo Syncom vem d8yncronous Communication Satellite

50 UCS Satellite Databasé uma lista contendo mais de 900 satélites operacionaissigie @n Orbita em torno da Terra.
Com o intuito de auxiliar pesquisadores, a UCBIipn of Concerned Scienti$tdisponibiliza informacdes acerca dos satélites
operacionais na forma de uma planilha que pode ser acessadaprio site da UCS (UCS, 2013). Tal lista contém infornes;o
basicas sobre os satélites e suas 6rbitas, mas ndo contémagfio detalhada necessaria para localizar cada satélite
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Tabela 3.1: Informagfes quantitativas acerca dos satéleracionais em Orbita em torno da Terra.

| | Tipo | Quantidade |
Orbita LEO 489
MEO 68
GEO 424
Pais Proprietario Estados Unidos 443
Russia 110
China 93
Brasil 10
Finalidade Civil 8
Comercial 197
Governamenta 116
Militar 122

tura, mas também para servicos de baixa orbita, a fim de peoniso de receptores simples. Esses casos
sdo respectivamente os sistemas globais de telefoniagbess®sistemas de posicionamento global (GPS).

Para se manter um satélite em orbita € preciso consideraito dbs perturbacdes, como a presséo
de radiacao, a resisténcia da atmosfera, a atracado gramahda Lua e de outros corpos celestes (Sol e
planetas), a ndo esfericidade da Terra, etc. E interessat#eque 100% da superficie da Terra pode ser
coberta com um unico satélite em érbita polar. O satéli gin torno da Terra em uma orbita num plano
meridiano, que passa pelos pdélos. Mas a Terra gira seguneixortatitudinal do Equador. Assim sendo,
enquanto o satélite gira, a superficie da Terra muda deldaieo Como resultado, cada localidade da Terra
fica no alcance do satélite duas vezes por dia.

3.2 Lancamento, Controle Orbital e Eliminagcao

O numero de satélites na Orbita geoestacionaria esta ncesogesde o primeiro (que foi lancado,
em 1963), até cerca de cem em 1980 e duzentos em 1990. O Udtinstro sobre a quantidade de lixo
que se acumula no espac¢o mostrou que de cerca de 19 mil oimaioes que 10 centimetros que estéo
em Orbita, a maior parte gira préximo a Terra, representaisgos significativos na colocacdo de novos
satélites em Orbita, que precisam ser posicionados a cada&atn maior precisdo. Na Orbita geoesta-
cionaria, atualmente, ha cerca de 424 satélites, confotaigeta 3.1 que foi construida a partir dos dados
da UCS.

Esse tipo de Orbita, na qual o satélite esta em repouso cagéced Terra, € utilizada, principalmente,
por miss@es de telecomunica¢fes, mas também por alguns@esde observacdo da Terra (geologicas ou
meteoroldgicas) e algumas missdes cientificas. A pringgrghgem é o contato permanente entre a estagédo
terrena e o satélite em uma Orbita geoestacionaria. Atuémes satélites sdo meios de comunicacao
extremamente importantes. Por eles passam cerca de 33%ataadas telefénicas internacionais, bem
como a maior parte das transmissoes televisivas intemeisio

A Unido Internacional de Telecomunicacgdes (UIT) dividiginturdo de Clarke® em 180 posicbes
orbitais’, cada uma separada da outra de um angulg de 2

60utro termo para designar a linha ideal pré-determinadapage tal que o satélite permanece em repouso com relacéo a
Terra, isto é, Orbita geoestacionaria. Recebe esse nomeragniagem a Arthur Clarke.
0 Brasil pleiteou 19 posi¢Ges orbitais junto a UIT. Destasalmente sete se encontram designadas para uso dos apsrado
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Um satélite tipico € composto de uma parte combog(onde se encontram as baterias, painéis
solares, circuitos de telemetria e a parte de propulsaamn Algbus tem-se a carga Utipagyload composta
essencialmente poranspondersque é o equipamento receptor, processador e repetidonalascebido
no satélite.

As hip6teses mais rigorosas sobre as propriedades gdoastaas de tal 6rbita surgem com missées
de telecomunicacdes, onde as estacdes terrenas sdo eguipadantenas fixadas e orientadas para uma
Gnica direcdo; alguns satélites cientificos ndo necesslanqualquer outro beneficio da érbita geoesta-
cionaria, aléem da visibilidade continua de uma estacdertartom uma antena funcionando caatotrack
systerf. Os controles a radio, porém, impdem restricdes sobre adas longitudinais do satélite, a fim
de minimizar a interferéncia na frequéncia com a vizinhatecérbita.

EchoStar XVIl e MSG-3 (Space, 2012) Figura 3.6: Satélite de GPS (NASA, 2013).

Figura 3.5: LancadoAriane 5 da missdo ECA com

As Orbitas geoestacionarias tém algumas vantagens e taad®rantagens, apesar de seu uso ser
o mais difundido. O satélite permanece qdassiacionario em relagdo a estacio terrena. Por isso ndo é
exigido equipamento de rastreamento. Nao ha necessidantemigacdo de um satélite para outro. Con-
sequentemente, a estacédo terrena dispensa o equipamentoutacéo e o complicado sistema de coorde-
nacao da comunicacao, combinado com a comutacgdo. A graiitddeldos satélites permite a cobertura
de praticamente toda a superficie da Terra, exceto uma pagadota em cada polo. O efeito Doppler é
muito menor e praticamente desprezivel, se comparado cawbaas baixas. Como desvantagens, sua
maior altitude faz com que o tempo de propagacédo do sinahsaa. O tempo de ida e volta do sinal em
um circuito de satélite é de cerca de 500 milissegundos. rE&tedo provoca problemas mais complexos
em protocolos de verificagdo e correcao de erro de dados aotodi® instante um transmissor interrompe
a comunicacdo de dados para aguardar a resposta do recempoe tha erro do dado enviado. So6 entdo
o dado é retransmitidé. Por este motivo os protocolos de comunicacio de sisteraamtélites geoesta-
cionarios, sao diferentes dos outros sistemas de telecoagdes, tornando viavel a tecnologia. Nesse

brasileiros Gtar One Loral e Hispasaj.

8Trata-se de um sistema para controlar a orientaco da amfgarér do ruido do sinal.

%No fim dessa secc¢éo, discutiremos um pouco mais acerca dg@ordtacionaria dos satélites.

1%esta interac&o entre os dois sistemas (Tx e Rx) seria nomnédnnstantanea se eles néo tivessem que aguaidsapor
uma confirmagéo de erro.
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sentido, os satélites geoestacionarios exigem maior giatéie transmissao e receptores mais sensiveis. E
mais complicado colocar um satélite em orbita geoestagama& necessaria uma estacéo de controle para
mantér o satélite na drbita correta durante sua vida Ut#mAdlisso, sdo necessarios pequenos propulsores
a bordo do satélite que utilizam combustivel para cont@l@rbita e a altitude. O combustivel a bordo é,
basicamente, quem determina o tempo de vida Util do satélite

Usaremos a expressgeoestacionaria para caracterizar uma missao que almejamoasatélite, em
repouso, o mais distante possivel, com relagéo a Terra. leesd@eossincrona e frequentemente utilizada
no mesmo sentido, embora, na verdade, signifique que o peribital € idéntico ao periodo de rotacao
da Terra (o termo geossincrono ndo imp&e qualquer restiggica da excentricidade ou da inclinagédo da
orbita).

O proposito desse texto estapriori, limitado a descricdo da parte geoestacionaria de umaonissa
Logo, apenas uma breve discussdo do Lancamento, PrimsgalE@peracdes (LEG®)Controle Orbital
e Eliminac&o dos satélites geoestacionarios sera feii&as dados a seguir correspondem ao lancador
Ariane, mas as LEOP com outros lancadores sao realizadas de forihar si

Depois de 15 minutos queimando combustivel em um voo, odemgaloca o satélite a cerca de 200
km acima da superficie da Terra em uma 6rbita de transfer@&ng apogeu localiza-se proximo da altura
geoestacionaria, conforme a figura 3.7.

QUEIMA DO MOTOR

4

ORBITA GEOESTACIONARIA

(').BBITA DE TRANSFERENCIA

Figura 3.7: LEOP tipico, onde; é a altura que o satélite alcanca antes de entrar na Orbitardderénciar, € a
altura da oOrbita geoestacionarig,é a velocidade do satélite na érbita de transferéneiaéea velocidade do satélite
na Orbita geoestacionaria. Note que a oOrbita de transfiearéfo pertence ao mesmo plano da Orbita geoestacionaria.

Apos algumas voltas na Orbita de transferéncia, o motora@adb no apogeu a fim de colocar o
satélite na drbita geoestacionaria. O combustivel quesmmadapogeu corresponde a, aproximadamente,

Essa abreviagdo vem do termo em inglés, guaunch and Early Operantions Phase.
2Detalhes sobre esse tema podem ser encontrados no caépitulivro de Soop (Soop, 1994).
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metade do peso do satélite e € usado para aumentar a vedmatsmo de 1.6 km/s para 3 km/s. Durante
a queima no apogeu, a inclinagdo da orbita de transferéade de7® para proximo dé)° (inclinagéo da
Orbita geoestacionaria).

Os satélites geoestacionarios primitivos possuiam cativielisolido que queimava em menos de um
minuto. Nos projetos mais recentes, utiliza-se combudlitygido em um motor que pode ser ligado e
desligado varias vezes em diferentes apogeus (Soop, 1B8#E tais queimas, o satélite voa em oérbitas
intermediarias com perigeus mais altos, porém o apogeugnere proximo a posicao geoestacionaria. Os
incrementos na velocidade, devido a diferentes queimsgliaen no mesmo valar, da figura 3.7.

Apos colocar o satélite na érbita geoestacionaria, uma dérimanobras é realizada por cerca de um
més a fim de mover o satélite para a longitude desejada eragustaentricidade e a inclinacdo da Orbita.

Essa série de manobras compensa os erros da queima do mafoogeu - no que se refere a di-
recdo, magnitude e tempo -, além disso, também compensaremanescentes da injecdo do lancador.
Certamente, ha mais parametros para ajustar quando o civebésolido do que quando o combustivel &
liquido.

Quando as correcdes terminam, as operacoes de rotina pedemcgdas. Essa fase da missao
costuma durar muitos anos, na verdade, termina quando: bustivel de bordo acaba, os geradores de
energia elétrica se deterioram, uma anomalia grave a bardatdlite ocorre ou a missao se torna obsoleta.

Apos tal término da misséo, o satélite permanece num cufa@gata geoestacionaria ou proximo
da mesma. Nos ultimos anos, o problema potencial, relativauanento do numero de satélites geoesta-
ciondarios abandonados, tem atraido a atencéo das agéspaasés. Agora, € recomendado que, ao término
da missao, o satélite geoestacionario seja removido da@orggestacionaria, sendo colocado, dessa forma,
em uma Orbita circular acima do cinturdo de Clarke por meigédi®s deslocamentos tangenciis

Portanto, longe do cinturédo de Clarke, a probabilidade is&mwno espaco de um satélite ativo com
um inativo € nula. Como o numero de satélites vem crescemdgagticular, ha um risco crescente de
danificar os painéis solares extremamente grandes queikZadaos nas missdes mais recentes.

3.3 Determinacio da Orbita Geoestacionaria

As perturbacdes devido as atracdes gravitacionais do Salleia, a ndo esfericidade da Terra e a
pressao de radiacdo solar fazem com que a 6rbita geoestaaisgja uma idealizacdo matematica.

Para a situacao idealizada, considere uma Terra esféraragi com uma velocidade angular cons-
tantey, em torno do eixo norte-sul. Considere um satélite se maventduma orbita circular, de raig,
em torno da Terra.

Da Lei da Gravitacao, devido a Newton, segue que a forca dedatrentre duas particulas é dire-
tamente proporcional ao produto das particulas e invers@npeoporcional ao quadrado da distancia que
separa as duas particulas.

Entéo, a forgca com que a Terra (madgaatrai um satélite (massa) é dada por

- GMm
F — —72 (o (3'1)

,
Considere agora um referencial ndo-inercial fixado noigatébnforme ilustrado na figura 3.8.

13A recomendacéo atual é que o satélite seja removido paraulnitade aproximadamente 300 km acima da geoestacionaria.
Isso representa um acréscimo de velocidade de 11 m/s. BEgseiaw deve ser incluido no orcamento de combustivel para u
satélite (Pinheiro, 2012).
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SATELITE

Figura 3.8: Diagrama de vetores na Orbita geoestacionaria.

Nesse referencial, fixado no satélite, percebemos o sunginade uma forca ficticia, a saber a forca
centrifuga. Para o satélite ficar em repouso em relacéo a, Eenecessario que

F+ F, =0, ondeF, = m¢*ryé,

Logo,
.9 = GM’I’)’L_)
me“rye, = 2 €r
g9
) GMm
= me°r, = 2
g9
1
GM\:3
= Ty = (¢2 ) (3.2)

O valor da velocidade angular de rotacao da Terra é

¢ = 7.29211585 x 10~° rad/s (3.3)

O valor de GM, adotado em 1989 pelo Servico Internaciona p&otacao da Terra é

GM = 398600.440 km?/s?

Substituindo esses valores na equacao 3.2, obtemos

r, = 42164.2km (3.4)

Porém, quando todas as outras forcas sédo acrescentaddsuhm cdbtemos um valor médio que vale
(Soop, 1994)

ry = 42164.5km (3.5)
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Esse valor do raio varia com o tempo de forma desprezivetldeands termos perturbativos depen-
dentes do tempo.

Como o raio da Terra vale 6378.12 km (Roy, 1978), temos queueaada Orbita geoestacionaria é
35786.38 km, conforme dito na secgéo 3.1.

3.4 A Orbita Geoestacionaria e o Problema Restrito e Circulade
Trés Corpos

Todo o tratamento desenvolvido até aqui concernente ao RRJ@ldo para a o6rbita GEO, i.e., 0
satélite geoestacionario € a particula que se move em unta pdviddica em torno da Terra no sistema
Sol-Terra-satélite. Dessa forma, precisamos convertgaloses associados a orbita GEO para o sistema
adimensional adotado na formulacéo do PRTC.

A partir do valor do raio da érbita geoestacionaria (equa;&y calculado na seccao 3.3, podemos
obter o valor do raio da érbita geoestacionaria no sistenmacasional.

Note que, de acordo com a demonstracao da proposicao 2.% tpreb = 1. Mas/ € a distancia
média entre o Sol e a Terra. Utilizando o valor contido em llpiMurray & Dermott, 2001) para essa
distancia, i. e.] = 1.495978707 x 10''m e a equacéao 3.4, temos que, o raio da orbita geoestacimwaria
sistema adimensional vale:

4.21645 x 107
1.495978707 x 1011

raero =

Entao,

rero = 2.81852 x 107 (3.6)

A velocidade angular da Terra, em torno do Sol, é dad2ox 10~ "rad/s. E, da mesma forma que
[ =1, temos quen = 1. Logo, a velocidade angular de uma particula na 6rbita g@ciesaria, no sistema
adimensional, de acordo com a equacéao 3.3 é dada por:

7.29211585 x 107°
2.0 x 1077

QbGEO =

Entao,

¢apo = 2.81852 x 107" (3.7)

Logo, a velocidade da particula nessa oOrbita é

VGEO = TGEO X PGEO

Portanto,

vepo = 0.102765 (3.8)
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Agora, para calcularmos o valor da constante de Jacobiiagdsaessa oOrbita, devemos escolher uma
configuracao particular. Digamos quandoy =y, =0 e = =z, = Trgrra +7cEO, CONfOrMe a
N———

= H1
imagem abaixo:

. <

My CM

Figura 3.9: Configuracdo que facilita o calculode

Entdo, nessa configuracéo, de acordo com a definicdo 2.9 tpmeo

2
Vaoyo=0) = 2 + 22+ 2
2 1 T2
onde
L= Tt o (3.9)
re = Ty — i (3.10)
ou, substituindo o valor de,,
rn = TGEO+1 (311)
e = TGEO (312)
Logo,
(u1 + TGEO)2 J31 o
Qepo = -
Gro 2 rgeo + 1 TGEO
= Qaeo = 1.510790846 (3.13)

Portanto, com@’ = 29 — v?, temos que

Coro = 3.011020691 (3.14)
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Abaixo, segue a curva de velocidade zero associada a essel@él.

00006 —

00004 —

¥ 00000

I T I T I T I T I T I T I
09994 0,9994 0,9992 1,0000 1,0002 1,0004 1,0006

x

Figura 3.10: Curva de velocidade zero associada go .



Capitulo 4

Seccao de Poincarée

4.1 Introducao

Neste capitulo, abordaremos o estudo de técnicas de ssstbndamicos que nos permitem analisar
qualitativamente o PRTC, pois como ja dissemos, 0 mesmodradesolucdes analiticas.

Para isso, primeiramente, usamos 0 método de Runge-Keitlldfg que aproxima a solucéo até a
sétima ordem na expanséo em série de Taylor e utiliza a ataesn para corrigir o passo de integragao .
Utilizamos a implementacao do prof. Carles Sim6. Algunsltados numéricos das integracdes do PRTC
no caso Sol-Terra serdo mostrados na seccao 4.2.

Em seguida, implementamos uma rotina que calcula as seded@sincare, que sera discutida na
seccdo 4.3. Tal técnica nos permite reduzir o espaco dedasistdma a uma representacao bidimensional.

4.2 Integracdo Numérica das Equacdes de Hamilton

Como é bem conhecido, para um sistemavdgraus de liberdade, o formalismo newtoniano fornece
N equacg0es diferenciais ordinarias de segunda ordem. J@nalfemo hamiltoniano, para o0 mesmo sis-
tema, fornec N equacdes diferenciais de primeira ordem. Com estas ED(Qismeira ordem, pode-se
utilizar todos os resultados ja conhecidos da teoria dersas dinAmicos.

Para o PRTC, descrito no capitulo 2, a hamiltoniana é dadégQuaiho, 1999):

1
H =35 W@+p) = Wp —2py) — B (4.1)
A1 T2
onde
o= (T4 )’ + Y (4.2)
r3 o= (x—m)® +y° (4.3)

e z e y sdo as coordenadas da particulg,ee p, sdo 0s momentos canonicamente conjugados:
Dy =T — Yye€p, ==y + .

33
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A relacao entre o valor da hamiltoniana e a constante de iJa¢Gorréa, 2000)

H= - (4.4)

Note que a hamiltoniana ndo depende explicitamente do teompa vez que o referencial sinddico
elimina tal dependéncia.
A partir da relacdo 4.1, podemos derivar um sistema dinaasgsociado. Entao,

= Do+ y (4.5)
= p, — (4.6)
: (x4 p (= p
1 T3
. Y Y
o m Lo, 4.8
Dy P f1 3 o ;" (4.8)

O sistema acima € o sistema dinamico auténomo nao-lineacayuesponde ao PRTC em sua for-
mulacdo hamiltoniana. Ele foi integrado numericamenteréirgio método de Runge-Kutta-Fehlberg 7-8
de passo variado (Simo, 1990), implementado em Fortranatd. g resolver um sistema hamiltoniano de
quarta ordem, s@o necessarias quatro condic¢des iniciesseNtaso, foram fornecidos os valores gdey,,

Pzo € H, que € a Unica integral primeira do sistema. O valos,ge entéo calculado a fim de manter fixo o
valor deH.

As figuras abaixo correspondem a trajetdrias da particiddradetorias foram dividas nas regides de
Hill (capitulo 2), a fim de exemplificar a discusséo tedrictedar. A partir de agora, todos os resultados
estardo associados ao sistema Sol-Terra, pois 0 sata@istgeionario se encontra em uma orbita fechada
desse sistema. O valor geg vale 3.0359 x 10~ para tal sistema. Os valores @¢ H e condicdo inicial,
ou se encontram nas figuras, ou se encontram nas legendagudas. fi
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Regido I: Trata-se do movimento em torno do Sol ou da Terra, bem como®r tle ambos e trajetorias

de escape.
C =3.000898 | Xo =-0.1 | Regiao | C =3.000898 | Xo =-0.3 | Regiao |
1 T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T
Ny
05 /’//
06 | 06 | h“‘t‘o‘o““““‘ ’,ﬁ
7
2
04 04 LA
==
..'J
0.2 0.2 ZZ
> >
£ o g of
w w
0.2 | 0.2 |
-0.4 04
-06 -06
-08 | -08 |
1 L 1
1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Eixo X Eixo X
Figura 4.1: Movimento em torno do Sdl: = 3.000898
C =3.000898 | Xo = 0.99879 | Regiao | C =3.000898 | Xo = 0.998 | Regiao |
0.005 0.005
0.004 0.004
0.003 0.003
0.002 0.002
0.001 0.001 |
> >
£ 0 2 0
w w
-0.001 -0.001 [
-0.002 -0.002 |
-0.003 -0.003
-0.004 -0.004 |
o005 ‘ = ‘ ‘ ‘ o005 e
0.996 0.998 1 1.002 1.004 1.006 1.008 1.01 0.998  0.999 1 1.001 1.002 1.003 1.004 1.0056 1.006 1.007 1.008
Eixo X Eixo X

Figura 4.2: Movimento em torno da Terrd. = 3.000898

C =3.000898 | Xo = -1.2 | Regiao |
150

100

50

Eixo Y
o

50 |-

-100 -

150 ! ! ! !
-150 -100 -50 0 50 100 150

Eixo X

Figura 4.3: Trajeto6ria de escap€. = 3.000898
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Regido II: Trata-se do movimento em torno do Sol ou da Terra, bem comomm tle ambos e trajetorias
de escape. O corpo pode transitar entre 0S corpos primarios.

Eixo Y

Eixo Y

C =3.000895 | Xo = -0.15 | Regiao Il

C=3.000895 | Xo = -1.1 | Regiao Il

0.005

0.004 |-

0.003 |-

0.002

T

T

0.001

-0.001 -

-0.002

T

T

-0.003

-0.004 -

-0.005

0.995

0.996

0.997

0.998

T T T T T 10
] ol ]
) ] I ]
] al ]
] ol ]
] 2l ]
] al ]
] ol ]
] ol ]
Y 0 0z o2 os o8 1 R 10
Eixo X
Figura 4.4: Movimento em torno do Sal: = 3.000895
C =3.000895 | Xo = 1.0014 | Regiao Il C =3.000895 | Xo = 1.0021 | Regiao Il
0.004 T T T T T T T
1 0.003 |- 2 1
77
o002 | Y N\ ]
1 7 NI
< R .
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§ ° Jog I )44y ' 9 \ 4
& O A
A L i
| -0.001 |- .\\~ \t\‘\‘::\\:t:‘\:\‘::\‘ \ ’Iﬂ;}t,ﬂ:‘lr / ]
-0.002 N ’/’”/’ g
| -0.003 - 1
0.999 1 1.001 1.002 1.003 1.004  1.005 -0.008.996 0.;97 0.;98 D.;QB ; 1.(;01 1.(;02 1.603 1.004
Eixo X Eixo X
Figura 4.5: Movimento em torno da Ter@. = 3.000895
C =3.000895 | X0 = 0.990219986 | Regiao II
0.08 F TN TR 7
T
0.06 | ,\"’.j\m&»& \ |
il WA
I Y !
0.04 ‘ 4’\' /‘\!\'//'\‘ L 4
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fl ¥ I} }
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oor M‘/ /ar‘/é‘w\‘, | 1
0.06 | M/WI"‘“' / / i
“(\“ 5‘\‘/ W” ‘%M
Ny,
-0.08 |- ), ” /H‘!//’/ i
I,
on Lo MY AR K Z ]
0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
Eixo X
Figura 4.6: Trajetdria em torno do Sol e da Teta.= 3.000895
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Regido Ill: Trata-se do movimento em torno do Sol ou da Terra, bem comomm tle ambos e trajetorias

Eixo Y

Eixo Y

de escape. O movimento da particula ndo € confinado, neie@ssate.

C = 3.0000895 | Xo = -0.20 | Regiao I € =3.0008 | Xo = 0.9955 | Regiao
04 T T T T T T 0.005 T T
03 i 0.004 | ]
0.003 ““}“"‘ ‘ \ 4
02 1 ol ::tt%}é‘:%?\‘:\:\\\f‘ |
2 N !
0.1 B . L / "' '? T N ]
0.001 [1749%6%%9
0 1 s o "'?'&‘Q‘Q"‘:: 1
o1 | -0.001 - N |
-0.002 | 4
02 J
-0.003 | —
03 T 0.004 | B
04 . . . . . . 0,005 n
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 04 0.995 0.996 0.997 0.998 0.999 1 1.001 1.002 1.003 1.004 1.005
Eixo X Eixo X
Figura 4.7: Movimento em torno do Sol (esquerda) e movimentdorno da Terra (direita).
C = 3.0000895 | Xo = 0.95 | Regiao i C = 3.0008 | Xo = 1.005 | Regiao il
15 T
T T T T T M" "‘Vi"v“"‘"‘" “M‘V T
NN | |
1 oos | ’\q\{hf%‘é%f';}'\w‘l&\{\ \ |
RO |
0 ‘ ,//'“ )
0 Zg o2 ( i ( ‘ |
[} .02 | ' 4
05 1 0.04 A ‘ ’ R
-1 4 -0.06 \ “ y 4
i
g ‘ ‘ | ‘ ‘ 009 W .
-15 1 0.5 0 05 1 15 0.95 1 11 115
Eixo X Eixo X

Figura 4.8: Trajetéria em torno do Sol e da Terra. A esquerda; 3.0000985 e a direitaC’ = 3.0008
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3.0000895 | Xo = 0.95 | Regiao IlI
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Figura 4.9:Zoomna regido em torno da Terra, da figura 4@

Regido IV: A particula pode percorrer todo o plan®@y, menos uma regido em torno do pontos de equi-
librio triangulares.

3.000002 | Xo = -0.07 | Regiao IV
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Figura 4.10: Movimento em torno do Sal. = 3.000002.
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C =3.000002 | Xo = 0.998 | Regiao IV

T7 T =

0.08 T

0.06 -

0.04 -

0.02 -

Eixo Y

-0.02

-0.04

-0.06 |-

0.9 . 1.05 1.1

Figura 4.11: Movimento cadticd@.’ = 3.000002

Comentatios:

Ao analisar o movimento da particula no PRTC, utilizamogogaralores de7 a fim de visualizarmos
grosseiramente o movimento da mesma nas diferentes redpddal. Isso é feito para se ter uma
ideia do comportamento qualitativo do movimento da paldicu

As figuras 4.1, 4.2, 4.4, 4.5, 4.7, 4.8, 4.10, mostram 13ttrags da particula para diferentes
condi¢des iniciais e valores da hamiltoniana, de modo a&waodas as regides de Hill possiveis
(seccao 2.6). Note que o movimento é quasi-periddico deraneémpo em que efetuamos a inte-
gracdo. Para sabermos se este movimento é preservado quandg isto é, se esta sobre um torus
bidimensional invariante, caracterizado pelo valor destamte de Jacobi e uma segunda integral de
movimento local, necessitamos da técnica da sec¢ao dedP®iqae sera descrita na proxima seccgao.
Regular ou ndo nesta regido, as trajetorias estardo seonfirarias ao redor dos corpos primarios,
a ndo ser que a condigédo inicial seja tomada além do contoai® erterno na regido de Hill em
guestao e neste caso a trajetoria sera de escape.

Quando a trajetoria da partiula é cadtica - figuras 4.3, 496 4.11 - a particula pode ser encontrada
em qualquer regido definida pela superfifiiec IR.

No caso da figura 4.3, além da trajetéria ser cadtica, tamldredcape.

A particula também pode colidir com a Terra ou com o Sol e paidaaon lidar com esse problema
seria preciso que o sistema dinamico estivesse regulargaic evitar dificuldades durante a inte-
gracao numérica. No instante das colisdes, as coordenadzartiicula sdo nulas, ocasionando um
valor infinito nas equagdes de movimento. Como o sistemardgrdassociado ao PRTC néo esta
regularizado, a fim de evitar tal colisdo, foi definido um imédo de seguranca da ordemde? ao
redor de cada corpo primario. Quando o integrador tentapdssar essa barreira, a integracdo se
encerra.
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4.3 Seccéao de Poincaré

E impossivel visualizar todas as trajetérias da particulando fixamos o valor da hamiltoniana (ou
constante de Jacobi). Para superar essa problematicarauotgevisualizacdo global do movimento que
a particula pode possuir, Poincaré sugeriu 0 uso de umaf®iperbitraria e invariante$(q,p) = 0,
transversal ao movimento. Toda vez que a trajetdria cristarseiperficie em uma direcéo fixa arbitraria-
mente escolhida, € gravado um ponto. Esse procedimentagerseccao de PoincaréAs figura 4.12 e
4.13 ilustram essa técnica.

Seccao de Poincare e Fluxo Hamiltoniano: C = 3.000898

JE——

Eixo Px

L L L L L L
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 4.12: A esquerda aparecem o fluxo do sistema Figura 4.13: A Seccdao de Poincaré (verde) foi obtida
dindmico bem como o plang = 0. Ja a direita, a partir da técnica descrita. O fluxo que corta o plano
aparecem o plang = 0 e a projecéo da secc¢do de y = 0 (vermelho), foi integrado até cruzar tal plano
Poincaré (Celletti & Perozzi, 2007). 30 vezes.

A seccgéo de Poincaré escolhida iz, v, p.,p,) = y = 0. Para se obter os pontos dessa secgao,
fixa-se o valor valor da hamiltoniarfd e de trés condigGes iniciais necessarias; ja que sgjenguep,,
€ obitido a partir do valor fixado da hamiltoniana e dos vaagee p,, fornecidos através da expressao:

pyozxoi\/x3+2<H+ﬂ+@)—pio (4.9)
1 )

Durante toda a integracéo, coleta-se os valoregde,) toda vez quey = 0 ey > 0. O conjunto
desses pontos, para todos os valore&de, p,., p,; H), ndo estédo sobre a superfi¢ie p,., p,), pois, em
geral,p, # 0. Com efeito, esses pontos sé@o projetados na superficiadrdionalx, p,) que facilita a
representacao da seccao de Poincaré.

No caso de sistemas dinamicos hamiltonianos, tal procedigera uma aplicacado que preserva a
area, como decorréncia da conservacao da area simplétisee(M Zehnder, 2005). A preservacao dessa
area é devido a geometria dos sistemas hamiltonianos. @©nteode Liouville sobre a conservacdo do
volume do espaco de fase € também uma consequéncia dessarigeBerry, 1978).

O espaco de fase de um sistema com dois graus de liberdatigcamente integravel, é foliado por
tori bidimensionais invariantes determinados por duas cotestale movimentoK; e F,) que, de acordo
com o teorema de Liouville-Arnold, devem ser funcionalmdntiependentes e estar em involugéo, i. e.,
[F1, F5] = 0, ondeF, = H (Perko, 1991) e o colchete de Poisson € definido por:
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N

OF, OF, 0F; 8F2)
Fi, Fy| = —
[ ! 2] ; (8% Opi Op; 0g;

A figura 4.14 mostra urtorus, que é uma projecao do fluxo do sistema dinamico integravel.

Figura 4.14: Projecao dori invariante de um sistema hamiltoniano integravel de digens (Wiggins, 2003).

Quando essewri - do sistema analiticamente integravel - cruzam a supertlei seccado, geram
circulos, como é o caso de dois osciladores harménicosesnelkacoplados.

Se o sistema é nao-integravel, sua sec¢do € um pouco maisegamgpresentando além das cur-
vas invariantes, pontos espalhados em regides bidimexnsiokssas regides sdo geradas por trajetorias
caodticas.

Utilizando a técnica da seccao de Poincaré, construimasnalg seccdes nas proximidades dos cor-
pos primarios. Para isso, ora utilizamos o valor positivoaidadep,,,, ora utilizamos o negativo (equagao
4.9). Note que, a escolha do sinal em tal equacéo é determinarconstrucdo das sec¢des. Com efeito,
para duas condic¢des iniciais diferentes, quando integgamta utilizando o sinal positivo e a outra o
negativo, podemos obter a mesma seccao. Dessa forma, tematewvido cuidado de alternar o sinal, con-
venientemente, a fim de obter as sec¢des. No titulo de cafieogransta o sinal utilizado, sendagi, (>)
correspondente ao singl) e (p, <) ao sinal(—). As secgbes com, > 0 correspondem ao movimento
direto do pequeno corpo e caso contrario movimento retmgad

Nas figuras, os eixos e p, sdo representados pela abscissa e pela ordenada, rempectie. A
interseccao da trajetoria com a superficie foi determicadao método de Newton-Raphson implementado
tanto em C como em Fortran. Foram utilizados o programa enit@delo autor, no caso das seccdes de
Poincaré desta secdo. No caso da determinacéo das orbitaiqas foram utilizados ambos.

Seguem abaixo as secc¢des de Poincaré, que foram agrupaalesdie com a regido de Hill a que
pertence o valor da constante de Jacobi utilizada na irgéggra
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Regido I: Trata-se do movimento em torno do Sol ou da Terra, bem como®r tle ambos e trajetorias
de escape.

Seccao de Poincare em Torno do Sol | C = 3.000898 | Regiao de Hill -> |
3 T T T T T T T

Px
o
T

3 1 1 1 1 1 1 1
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Eixo X

Figura 4.15: Seccéo de Poincaré para trajetorias em torsmda’ = 3.000898

Seccao de Poincare em Torno da Terra | C = 3.000898 | Regiao de Hill -> |
006 T T T T T T T T T

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06 I I I I I I I I I
0.99 0.992 0.994 0.996 0.998 1 1.002 1.004 1.006 1.008 1.01

Eixo X

Figura 4.16: Seccao de Poincaré para trajetorias em torfilerda C = 3.000898
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Eixo Px

Eixo Px
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0.003

0.002

0.001

-0.001

-0.002

-0.003

-0.004

-0.005

0.002

0.001

-0.001

-0.002

Seccao de Poincare: C = 3.000898 | Xo = 0.99264 | Py < | Regiao de Hill : |

1.001 1.002 1.003 1.004 1.005 1.006 1.007 1.008
Eixo X

Figura 4.17:Zoomda regido a direita da Terra na figura 4.16.

Seccao de Poincare: C = 3.000898 | Xo = 0.99264 | Py < | Regiao de Hill : |

1.0005 1.001 1.0015 1.002 1.0025 1.003 1.0035

Eixo X

Figura 4.18:Zoomda regido esquerda da figura 4.17.

43
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Seccao de Poincare: C =3.000898 | Xo = 0.99264 | Py < | Regiao de Hill : |

0.0015 |- S o 1
0.001 |-

0.0005 |-

Eixo Px

-0.0005

-0.001 F “ e T i

-0.0015 |- il |

1.0055 1.006 1.0065 1.007 1.0075 1.008
Eixo X

Figura 4.19:Zoomda regido direita da figura 4.17.

As figuras 4.15 e 4.16, que correspondem a seccdes de Podw&®BTC para o caso Sol-Terra,
exibem caracteristicas qualitativas da regiao de Hill .dD&Sta localizado préximo da origem e a
Terra proxima dd.0. Note que o sistema apresenta regides regulares e regiiiesmsa As regides
mais regulares aparecem a esquerda dos corpos primands, sstas orbitas retrogadas, enquanto
gue a direita dos mesmos, observamos uma regido regulasrodaote com regides caodticas. As
regides cadticas sao os pontos espalhados aleatorianaesgegéio e podem ser vistas, principalmente
a direita dos corpos primarios. As oOrbitas 4.1 e 4.2 da segfayiar correspondem a uma curva
regular dessas secdes e a figura 4.3 corresponde a partacpdipode escapar.

Da figura 4.16 até a figura 4.19, temos uma ampliacdo das afies que sofrem as orbitas pe-
riodicas e ogori que as acompanham, vistos como pontos e "curvas fechadsshhdalas pelas
sucessivas iteracdes do mapa de Poincaré. Ressaltamas sguelhanca com as oOrbitas apresen-
tadas em Simé e Stuchi (Stuchi & Simd, 2000) para o problentdiltiéfigura 4.20), problema este
que € uma aproximacéo do PRTC especializada para a vizialanterra. Qualitativamente temos
0s mesmos fendmenos dindmicos.
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042 T T T T T T T T

0.15

0.1

0.05

-0.05

-0.1

-0.16

L L Il 1 i 1 1

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

-0.2

Figura 4.20: Gréfico gerado a partir de uma condi¢do ini@alegido das orbitas estaveis resultantes da bifurcacéo
pitchfork paral0° iteracdes. A area em preto corresponde a regido cadticaegides internas, em branco, sdo
protegidas por untorusinvariante que ndo permite a entrada deste caos.

Regido Il: Trata-se do movimento em torno do Sol ou da Terra, bem comorro tle ambos e trajetorias
de escape. O corpo pode transitar entre 0S corpos primarios.

Seccao de Poincare: C = 3.000985 | Xo = -0.25 | Py > | Regiao de Hill: Il
1.5 T T T T T T

05 |

Eixo Px
o

-05 |

15 1 1 1 1 1 1
-0.45 -0.4 -0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1

Eixo X

Figura 4.21: Secc¢édo de Poincaré para trajetorias a esgdersal. C = 3.000895
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Seccao de Poincare: C = 3.000895 | Xo = 0.0 | Py < | Regiao de Hill: 1l

Eixo Px
o

Eixo X

Figura 4.22: Seccéo de Poincaré para trajetorias a direigotd C = 3.000895

Seccao de Poincare em Torno da Terra: C = 3.000895 | Regiao de Hill -> 1|
0.03 T T T T T T T T

0.02 |-

0.01

Eixo Px
o
T

-0.01

-0.02

-0.03 I I I I I I I I
0.995 0.996 0.997 0.998 0.999 1 1.001 1.002 1.003 1.004

Eixo X

Figura 4.23: Seccao de Poincaré para trajetorias em toriierda. C = 3.000895
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Seccao de Poincare: C = 3.000895 | Xo = 0.99721 | Py > | Regiao de Hill: Il
0.03 T T T T T T

002 F S N ]

0.01 |

Eixo Px
o
T

-0.01

-0.02 3 S f o e P ’;’ |
-0.03 : L 1 1 1 1
0.9955 0.996 0.9965 0.997 0.9975 0.998 0.9985 0.999
Eixo X

Figura 4.24:Zoomda regido a esquerda da Terra na figura 4.23.

Seccao de Poincare: C = 3.000895 | Xo = 0.99239 | Py < | Regiao de Hill : Il
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Figura 4.25:Zoomda regido a direita da Terra na figura 4.23.
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Regido lll: Trata-se do movimento em torno do Sol ou da Terra, bem comormam tle ambos e trajetorias
de escape. O movimento da particula ndo € confinado, neie@ssate.

Seccao de Poincare: C = 3.0000895 | Xo =-0.26 | Py > | Regiao IlI
25 T T T T T T T T

15 | S i

05

Eixo Px
o
T

-05 |

25 I I I I I I I I
-0.5 -0.45 -0.4 -0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05

Eixo X

Figura 4.26: Regido a esquerda do Sol.= 3.0000895

Seccao de Poincare: C = 3.0000895 | Xo = 0.1 | Py > | Regiao de Hill: 11l

15 b o .

Eixo Px
o

15 o .

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Eixo X

Figura 4.27: Regido a direita do Sdl. = 3.0000895
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Seccao de Poincare: C = 3.0008 | Xo = 0.99698 | Py > | Regiao de Hill: Il
0.03 T T T T T T T

0.02 -

0.01

Eixo Px
o

-0.01

-0.02 |-

_003 1 1 1 1 1 1 1
0.995 0.9955 0.996 0.9965 0.997 0.9975 0.998 0.9985 0.999

Eixo X

Figura 4.28: Movimento em torno da Ter@. = 3.0008

Regido IV: A particula pode percorrer todo o platkry, menos uma regido em torno do pontos de equi-
librio triangulares.

Seccao de Poincare: C = 3.000002 | Xo =-0.25 | Py > | Regiao de Hill: IV
3 T T T T T T T T

Eixo Px
o
T

_3 Il Il Il Il Il Il Il Il
-0.5 -0.45 -0.4 -0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05

Eixo X

Figura 4.29: Regido a esquerda do $ol.= 3.000002



Capitulo 5

Orbitas Periddicas

5.1 Continuacdo Numeérica

Entre as solu¢des do PRTC, particular atencdo deve ser dexiat@ncia detrajetorias fechadas
- configuracdes orbitais que se repetem em intervalos decteegulares. Orbitas desse tipo tém sido
encontradas e recebem o nome genéricortgasperiodicas. Neste capitulo obteremos parte da variedade
central do sistema que corresponde ao conjunto das orlataxljgas. Essas foram obtidas a partir do
método da continuagcdo numérica, que também é descritocsgstalo.

As Orbitas periddicas aparecem como pontos fixos da secgdoidearé ou de poténcias do mesmo.
Um ponto fixo corresponde a uma Orbita que se fecha apaswidiias, furando a secc&ovezes. Em torno
dos pontos fixos estaveis, aparecem curvas invarianteshas™ie seu numero esta ligado ao niumero de
voltass. Por exemplo, na figura 5.1 aparecem 6 ilhas. Logo, a orbitacka apds 6 voltas em torno da
Terra.

Seccao de Poincare: C =3.000898 | Xo = 0.99264 | Py < | Regiao de Hill : |

T T T T T T
0.0015 |- mm o ]
0001 | e e S Y 1

0.0005 |

Eixo Px

-0.0005

-0.001

-0.0015 |- , e .

1 1 1 1 1 1
1.0055 1.006 1.0065 1.007 1.0075 1.008
Eixo X

Figura 5.1: A orbita periddica é o ponto fixo da secgdo de Roinoo planarOp, que esta sobre o eixg, i. e.,
p. = 0. Nesse caso, a orbita cruza o plane- 0 seis vezes, pois ha seis ilhas de estabilidade em torno perted
fixo.

50
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Iniciemos nossa discussdo com a busca de uma orbita periddiproblema, que possa ser refinada
e continuada. Essas solugdes séo diversas e, nessa mayagtaimos interessados nas oObitas periodicas
obtidas ao redor dos pontos de equilibrio e aquelas obtmlasdmr da Terra. Logo, buscamos por duas
familias de érbitas periddicas, a saber: as orbitas de In@p(ao redor dos pontos de equilibrio) e as
oOrbitas diretas (ao redor da Terra). A primeira familia édzbta partir de érbitas periddicas do sistema
linearizado ou também pode ser continuada a partir de unogat na secado de Poincaré. Um estudo
completo de todas as Orbitas peridédicas de um dado problemam®@balho meticuloso e refinado, veja por
exemplo Simo e Stuchi (Stuchi & Simo, 2000). Estas Orbitakeposer consideradas o esqueleto do espaco
de fase.

Sabemos que em sistemas dinAmicos que possuem uma intégeitg, as familias de oOrbitas peri-
Odicas séo parametrizadas pelos valores dessa integrab(B2010). No nosso caso, tal integral primeira
é a constante de Jacolir),

Poincaré mostrou que € possivel obter uma familia de sadygé@ddicas em um sistema dinamico
autdbnomo dependente de um paramaetrpartindo-se de uma solucao periddica para 0. Tal proce-
dimento é conhecido comdétodo da Continuacdo Analiticaconsiste em uma aplicagdo do teorema da
fungdo implicita, conforme descrito em Boccaletti (Boettal& Pucacco, 1996) e Szebehely (Zsebehely,
1967).

E bem conhecido que na vizinhanca dos pontos colineares 16 BRstem familias de 6rbitas pe-
ribdicas no plano orbital dos primarios, bem como Orbitastds em torno dos mesmos. Nosso objetivo
consiste em determinar essas orbitas.

Lembrando que uma solucao periddica de peribdem a seguinte propriedade:

x=uxt+T), VtelR (5.1)

ondez € o vetor que representa um ponto no espaco de fase quadrgiamnal, entdo a equacéo
z(t+T)—x =0 ¢éaequagdo de periodicidade que necessitamos resolver.

Para computar oOrbitas periddicas de periddale um sistema autbnombp = F(z), buscamos
condi¢des iniciais;, tais queG(z,) = ¢(T,z,) — x, = 0. No entanto, todos os pontgst, x,),

t € IR sdo solucdes desta equagdase €. Ou, equivalentement®G(z,) = Do(T,z,) — I ésingular,
porqueF(z,) - vetor tangente a érbita - € um autovetor da matriz de momaidrd o (7, ,) com autovalor
1. Isto impede a inversao da matriz, a fim de calcular o valdSimé, 1990).

Uma das solugBes para evitar este problema é usar o métogegiode Poincaré. Desta forma,
considerando uma seccédo convenighteransversal ao fluxo, procuramos um pongoe S de tal forma
queG(z,) = P(z,) = 0,ondeP é o mapa de Poincaré associads.a\esse caso, o periodonéo é
pré-fixado. O zero dé&' é o procurado com o método de Newton-Raphson usando a dii@rda aplicagéo
de Poincaré e, em seguida, usa-se o método da continuacaois§in é eliminada a degenerescéncia da
matriz de monodromia.

Vamos considerar uma secc¢éo de Poincaré definida pob e C fixa. Esta sec¢do serd uma superfi-
cie com3 (trés) dimensdes no espaco de fase quadridimensional entmgessa superficie é representado
por P(z,0, p,, p,; C), uma vez que a constante de Jacobi é fixada.

Consideremos uma determinada Orbita que se inicie no pantoo, p,, p,); € que apos um tempo
T'/2 (Broucke & Boogs, 1975) esteja sobre o pof@z, 0, p,., p,) r, ambos na secgéo de Poincaré definida
pory = 0.

A forma das equacdes de movimento do PRTC permite que umaafinseja feita devido a simetria
do sistema. Tal afirmacéo corresponde ao Teorema do Espelitemonstracéo desse resultado esta fora
das intengdes desse texto e podem ser encontradas no afRpydRoy & Ovenden, 1955).
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Teorema 5.1(Teorema do Espelho).Sen particulas pontuais estdo sob acéo das forcas gravitagsna
mutuas apenas, e se, num dado instante, cada vetor posigdoqggem no centro de massa do sistema,
considerado um referencial inercial) € perpendicular ade@s vetores velocidade, entdo a 6rbita de cada
particula depois desse instante € uma imagem espelhadaad#isita anterior a esse instante.

Tal configuracao dos vetores posicao e dos vetores vela#&adamada de configuracéo de espelho.
No caso particular do PRTC, temos duas configuracdes dehespassiveis. A primeira ocorre quando a
particula esta alinhada com os corpos primarios, supomaloéian que todos possuem velocidade perpen-
dicular a linha em comum. A segunda ocorre quando a partécokcorpos primarios pertencem a um
mesmo plano e todas as velocidades séo perpendiculares plaass. As orbitas de Lyapunov e as Orbitas
diretas planas sao orbitas que satisfazem ao Teorema dth&specaso que em a particula e 0s corpos
primérios estdo alinhados. As figuras 5.2 e 5.3 ilustra as dorfiguracdes de espelho possiveis.

AN AN
1y A
5 S e — e = /
/ 4
ma m A it ] ‘- -
/. I sm
v, £ P &
Figura 5.2: Configuracao que gera Orbitas de Lyapunov e
Orbitas diretas. Figura 5.3: Configuracdo que gera 6rbitas halo.

De acordo com o teorema 5.1, temos que as coordenadas dos ppet P devem ser tais que
psi = Py = 0. Portanto, basta partir de um porfp = (z;,0,0,p, > 0) e procurar por um ponto
cujas coordenadas s&p(z,0,0,p, < 0). Essas condi¢cbes nos permitem passar para um plano enclidia
tornando mais simples a obtengéo do pahta partir der’;.

Assim, podemos escrever

Pzf = w(xiapyi) =0 (52)

Note que a equacdo 5.2 € ndo-linear e possui duas incogriiaes.solucdo descreve uma curva
caracteristica no plano euclidian@p,. Assim, cada ponto dessa curva representa uma Orbita fmeriod
simples com period®. As coordenadas desse ponto, acrescidas;de- y = 0, permite-nos estabelecer
0 ponto inicial 7 (z;, 0,0, p,;) do espago de fase para o qual existe uma solugéo periodica.

Consideremos a curva caracteristicaque é solugéo da equagao 5.2, no plano definidocop,.
Como sabemos, todos os pontos dessa curva nos fornecenercadad que juntamente com a secc¢ao de
Poincaré { = 0) e p, = 0 originam orbitas periddicas para o PRTC.

SejampP;(z, p,) € P, (v + dx, p, + dp,) dois pontos proximos pertencente$ & separados por um
arco de comprimentas, tal que satisfaca a métrica euclidiana

ds* = da* + dp] (5.3)

ComoP, € ¢ e P,;; € ®, as coordenadas: e dp, satisfazem ao sistema variacional associado a
equacéao 5.2. Assim, temos que

Y(z,py) = 0
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o o
D = - 224 4
= ox . Opy Py (54)
Dessa forma, temos que
(£2)
=dr = — 81;’ dp, (5.5)
(3)

Com as equacg0es 5.3 e 5.5, podemos obter cada uma das vadas@mordenadas como funcéo do
comprimento de arcds, Como se segue:

dv = — £ (5.6)

dp, = + i (5.7)
(52 + (30
As equacgOes 5.6 e 5.7 permitem a integracéo da cbiraa longo de um parametro de aré¢o e
assim podemos percorrer todos 0s seus pontos, ainda que p&jdos de retorno, pois ndo ha direcao
privilegiada. A solucéo dessas equacdes nos da as cooededadetor que permite levar do portpao
ponto P;. Dessa forma, obtemos uma Orbita periédica sempre a partutta que lhe é vizinha e cuja
precisdo requerida sera alcangada pelo refinamento nunesqticado adiante.

Considerando a funcag, o vetoru = (x, p,), a equacd® (u) = 0 e queu esta na vizinhanca de,
podemos escrever, COmo uma primeira aproximacao que

(u) = (w) + Glui) (u—u;) =0 (5.8)
=: Au

ondeG(u;) = G = D,| € ajacobianadaequagéo 5.2, i.e.,

— (¥ X
G = ( Ox  Opy )
wi

A solucao da equacédo 5.2 € dada pelo zero da func&@ra isso, utilizaremos o método de Newton-
Raphson modificado, minimizando a nofma a partir deG.

A equacao 5.8 pode ser utilizada em um processo iterativaPemflhard, 2011)

(5.9)

Gur ) Auk~t = —(u*h) (5.10)

de tal modo que o calculo d&u*~! nos forneca/* = «*~!' + AuF~! com um erro cada vez menor.
O vetoru* representa &-ésima iteracdo para o refinamento da solucéo da equac&orbg;endo com a
precisdo escolhida as condi¢des iniciais adequadas pataracéo da Orbita periodica.

A normads é dada ponu” - Au = dz? + dp?.
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Para calcularmoAw®~!, a partir de 5.10, devemos observar gi@"~!) ndo é uma matriz quadrada.
Logo, devemos utilizar uma generalizacdo de matriz invguease aplique a esse caso. Utilizaremos a
pseudo-inversa de Moore-Penrose (Penrose, 1955), a firnlden®sA«*~! na equacéo 5.10.

Moore e Penrose mostraram que hd uma solugéo geral paramoaist

—

b=A7, onde beR™, JeR" ¢ AcR™"

daformay = Af b. AmatrizAT é a pseudo-inversa de Moore-Penrose. Trata-se de uma lgexera
¢céo da matriz inversa, onde (Wulff & Schebesch, 2000)

e sen =m, entdoAl = A~!

e sen > m, entdoAl = AT(AAT)~?

e sem > n, entdoA’ = (ATA)tAT
No nosso caso, temos que> m. Logo,

Gt = GT (G aT)™! (5.11)
Portanto, multiplicando a equacao 5.10 dos dois lados,ipetesa dada pela equacédo 5.11, obtemos

Auk—l _ GT(ukz—l) (G(uk—l)GT(uk—l))—l @b(uk_l) (512)

A equacédo 5.12 nos da as componentes variaciakais= (Ax, Ap,) do vetoru e permite-nos,
através de uma precisdo pré-determinada, refinar a orbitadma a cada passo, fornecendo a solucdo da
equacédo 5.2. O processo esta ilustrado na figura 5.4.

Figura 5.4: Escolhe-se um valor inicial e refina-o, até ettaoms condi¢cdes da Orbita periddica (Wiggins, 2003).

Para utilizarmos a equacao 5.12, precisamos obter a ndatrizssa matriz deve ser calculada com
base nas variagdes do campo definido pelo sistema dinamamdo em consideragéo as variacdes das 4
variaveis do sistema. Para isso, devemos escrever as eguagiacionais da seguinte forma (Baido , 2010)

bxr = D,F -0z (5.13)
0% ox
oy | _ 0y
5 | = D,F 5 (5.14)
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ondeF’ corresponde ao campo vetorial, definido a partir do sisten@adco (equaces 4.5, 4.6, 4.7
e 4.8).

= 1 (5.15)
F =9 (5.16)
Fy, = p, (5.17)
Fy = p, (5.18)
(5.19)
Ou, equivalentemente,
Fr = p.+y (5.20)
F, = Py — T (521)
T+ T —
F3 = Py — 1 Iul( 3 uZ) - M2 Ml( 3 ul) (522)
1 T3
Fo = —pr — % — M2 % (5.23)
ry T

O sistema 5.14 pode entédo ser resolvido para quatro corsdigiais diferentes, onde cada uma
delas representa a variacdo inicial de uma Unica varidgghidas como na tabela 5.1

Tabela 5.1: Condicdes iniciais do sistema variacional.

variagdo | vetor inicial |

|

| oz | (1,0,0,0) |
| oy | (0,1,0,0) |
| op. | (0,0,1,0) |
|_dp, | (0,0,0,1) |

Para cada uma das solucdes obtidas teremos um vetor corn goatdenad&s Dessa forma, pode-
mos definir uma matriz\ cujas colunas sdo dadas por esses vetores. Essa matrigergpréodas as
variacdes de todas as coordenadas. Ela é definida da sefguinée

Oz Oz  Ox Oz
Or Oy Ops Opy
0y 9y dy Oy

0 o Opz O
A= G ope Op o (5.24)
dr Oy  9ps  Opy
9py  Opy  Ipy  Opy
O oy Opz pr
Como o sistema que estamos tratando é hamiltoniano, coef@rfoi dito, o fluxo preserva a area
simplética e isto implica que o determinante da matriz caizal €1 (Perko, 1991). Este resultado foi
utilizado como medida da exatidao das variacionais. Logo,

°Note que para cada condic&o inicial dada na tabela 5.1, tamasacdo das quatro variaveis do sistema dinamico, iae., n
primeira linha, temos a variacéo dey, p.., p,, com rela¢éo a. Ja na segunda, com relacég. & na terceira e na quarta, com
relacéo &, e p,, respectivamente.
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det(A) = 1 (5.25)

A variacdo completa para o veter ou sejadx, quando consideramos as variacdes em todas as
coordenadas deve ainda considerar a diferenga de t&mpara se chegar a seccédo em diferentes iteragdes
quando o sistema é integrado. Isso ocorre porque quandemsis.14 é integrado, com qualquer condi¢éo
inicial, ele nos fornece uma variacédo da orbita fiducial &aj 2010), que € obtida pela integracdo das
equacles 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8, que € o sistema dinamico. Ossayaptos para que a Orbita fiducial e sua
variagao atinjam a secc¢ag € 0) sao diferentes. Sendo assim, temos que acrescentar géeerieo valor
At - F;, que representa a correcao devido a diferenca de tempo, tevgos que

or <— A-dx + At-F;

oy oy OFy
5ps — A- Sps + At- SF, (5.26)
5py (Spy (SF4Z
ondeF; representa o campo vetorial no ponto inidral
De acordo com o teorema do espelho e da seccdo de Poincang,qamy = Jop, = 0e, com
iIsso, podemos calculaxt a partir da segunda linha da equacéo 5.26, da seguinte forma:
1
At = —— (Agl 51’ -+ A24 5py)
F

O valor deAt é substituido na equacédo 5.26 e assim obtemos as corregiEs &s para as variacoes
da coordenadpa, da seguinte forma:

P Y o2
giz — g?;z _ % % (5.28)
(5.29)

Com isso, é possivel determinar a matii@:*~!) a partir da equacao 5.9.
G= (% -y o) (5.30)

Os elementos da matriZ sdo determinados a partir da matiiz do campo vetorial’ e da devida
correcao temporal. Essa matriz € entdo levada a equaca@&dze prosseguir com o refinamento da
oOrbita periddica até conseguirmos a preciséo requerida.

5.2 Resultados

Abaixo constam figuras acerca das orbitas periddicas deulyape diretas planas. Fizemos uma
inversdo da posicao dos corpos primarios, angezra = —p1 €xsor, = —+io.
A figura 5.5 é uma érbita semente, utilizada como 6rbita gerdd familia das érbitas diretas planas.



CAPITULO 5. ORBITAS PERIODICAS 57

€=-3.00096,x0=-1.00395,0,0,vy=0.0240444
0.005 T T T T T

"dadosll\lL.txt" u 1:é —_—

0.004 1
0.003 1
0.002 _
0.001 _

ok u
-0.001 - 1
-0.002 - R
-0.003 - 1

-0.004 - _

_0005 1 1 1 1 1 1 1 1
-1.005 -1.004 -1.003 -1.002 -1.001 -1 -0.999 -0.998 -0.997 -0.996

Figura 5.5: Orbita periodica obtida a partir da seccéo dadaoé.

A figura 5.6 corresponde a familia de oOrbitas periédicagaBrelanas, obtidas a partir do método
descrito anteriormente. Ja a figura 5.7 corresponde a carsateristichassociada a essa familia de 6rbitas
periodicas.

Familia de “frbitas peri“fdicas diretas em torno da Terra
0.005 T T T T T T T

0.004

0.003

0.002 -

0.001

-0.001 -

-0.002

-0.003 -

-0.004

_0005 1 1 1 1 1 1 1
-1.01 -1.008 -1.006 -1.004 -1.002 -1 -0.998 -0.996 -0.994

Figura 5.6: Familia de Orbitas Diretas Planas.

3A curva caracteristica, conforme ja foi dito, € a curva qu&ciena as condigdes iniciais que fornecem 6rbitas perado
0 parametro utilizado no método da continuagéo.
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Curva Caracteristica

. \\\\\\:\\\\ T T T T T T
-0.87 | g

T

-0.91 N

-0.92 N

-0.93 b

~0.94 1 1 1 1 1 1 1
2.98 2.982 2.984 2.986 2.988 2.99 2.992 2.994 2.996

Constante de Jacobi (C)

Figura 5.7: Curva caracteristica da Familia de Orbitast&srBlanas.

A figura 5.8 corresponde a familia de orbitas peridédicas dspuyov, obtidas a partir do método
descrito anteriormente. Ja a figura 5.9 corresponde a caraateristica associada a essa familia de érbitas
periodicas.

002

002
004
006
.008

cocoo
T T 1T 17 1T 1T 1 /gl
b

-1.013
-1.012
-1.011

-1.01
Eixo x ~1-009
-1.008
-1.007
-1.006

000 .008.0080.01
-1.005, ' 570,009 .00@.004.002 0 7,002

Eixo Y

Figura 5.8: Familia de Orbitas de Lyapunov.
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-1.01

x -1.014

~1.018 1 1 1 1 1 1 1 1
2.9999 3 3.0001 3.0002 3.0003 3.0004 3.0005 3.0006 3.0007 3.0008 3.0009

Constante de Jacobi (C)

Figura 5.9: Curva caracteristica da Familia de Orbitas @@lyov.

As Orbitas 5.8 e 5.6 foram obtidas utilizando-se o prograasenvolvido por Mauro Ferreira Baido
em sua dissertacdo de mestrado e adaptado para o caso efoBesio , 2010).

Como é conhecido, as Orbitas periodicas de Lyapunov s&veist Portanto, de cada érbita emana
dois cilindros (variedades invariantes hiperbdlicashdseum estavel e outro instavel, conforme a figura
5.10.

Xy LE]

., (1N
N

Figura 5.10: Dinamica linear em torno de ou L,. A figura acima a esquerda exibe a parte de sela, enquanto que a
direita a parte central. A figura abaixo esboca as variedadasantes de uma o6rbita periédipaem torno del;.
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A variedade estavel é constituida de orbitas que, paraco, vao , assintoticamente, para a Orbita
estavel. Analogamente, as Orbitas da variedade instguelximam-se da orbita peridédica quande-
—oo. As figuras 5.11 e 5.12, extraidas de Sim6 e Stuchi (Stuchild6SR000), exibem uma variedade
instavel nas proximidades de uma 6érbita periodica.

Figura 5.11: Variedade invariante instavel associada itagubriddica de Lyapunov em torno de.

0.8 T

05 |

04

Figura 5.12: Variedade invariante instavel associada itadpbriddica de Lyapunov em torno de.



Capitulo 6

Bifurcacao de Pitchfork

Neste capitulo, discutiremos um pouco acerca de uma bifaiocdo PRTC, a saber a bifurcagditch-
fork. Serdo mostradas algumas secc¢Oes de Poincaré destad@ifuecdiscutida uma conexao interessante
com a variedade instavel de, discutida no trabalho de Simé e Stuchi (Stuchi & Simg, 2000)

O termo bifurcacao, introduzido por Poincaré em 1885, eefera mudancas qualitativas no espaco
de fase de um sistema dinamico, conforme algum parametiistéons ultrapasse um valor critico. A ideia
de bifurcacao esta intimamente ligada ao conceito de édtadbe estrutural Essa mudanca qualitativa na
topologia do espaco de fase é chamada bifurcacao .

Analisaremos, nesse trabalho, a bifurcag#ichfork (forquilha). Essa bifurcacdo ocorre em sistemas
gue possuem algum tipo de simetria. Em tais sistemas, umepgaortos de equilibrio de mesma estabili-
dade pode aparecer ou desaparecer simultaneamente, qupad@metro de controle passa por um valor
critico?. A seguir, encontra-se o diagrama de bifurcacéo (figuratfpiido de um sistema que apresenta
esse tipo de bifurcacéao.

Figura 6.1: Diagrama de bifurcacéo do tipitcchfork

1Um sistema dinamico é estruturalmente estavel, se ele bgipamente equivalente a uma versao perturbada dessmaist
Se, no entanto, ao se variar o valor do parametro, em tornendelor critico, ocorrer uma mudanca qualitativa no seu@spa
de fase, entéo o sistema dinamico é estruturalmente ihgbéwva esse valor do parametro (Monteiro, 2006).

20 exemplo classico, que foi estudado por Euler, em 1744, éanldaa fina e elastica, presa perpendicularmente ao solo
plano, sob a acdo do peso de uma carga colocada na sua egtitertivde. Se o valor da carga € menor que um valor critico,
entao a barra permanece na vertical (equilibrio estavelso®© valor da carga supere esse valor critico, entao a bamdae
(equilibrio instavel) e o lado para o qual entorta dependmddicao inicial.
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No caso do PRTC, o parametro de controle podera.seu a constante de jacobi (hamiltoniana
H). Como estamos estudando o caso Sol-Teurafiko), utilizaremos como parametro a constante de
JacobiC. Tal bifurcagdo ocorre na regido proxima do corpo primarenas massivo, N0 N0SSO caso, a
Terra. A bifurcac@o ocorre na regido de Hill I. Nessa regi@ndo o valor d€' esta acima de um valor
critico, existe apenas uma orbita peridédica. Quafideale menos que tal valor critico, a 6rbita que era
estavel, torna-se instavel ao mesmo tempo que surgem chites@staveis, de acordo com a figura 6.1.

A seguir, exibiremos essa bifurcacdo por meio de algumagesale Poincaré cujos pontos fixos
correspondem a érbitas estaveis, como ja vimos. Para tallodbi utilizado o programa desenvolvido por
T.J. Stuchi e Annelisie Aiex Corréa em Fortran 77 (Stuchi &&;2000) e (Stuchi & Corréa, 2007).

Seccao de Poincare: C = 3.00095 | Xo = 1.0039 (decrescente) | Regiao de Hill -> |
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Figura 6.2:C = 3.00095
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Seccao de Poincare: C = 3.00094 | Xo = 1.004 (decrescente) | Regiao de Hill -> |
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Figura 6.3:C = 3.00094

Seccao de Poincare: C = 3.00093 | Xo = 1.0035 (decrescente) | Regiao de Hill -> |
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Figura 6.4:C = 3.00093
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Eixo Px

Seccao de Poincare: C = 3.000929 | Xo = 1.0034 (decrescente) | Regiao de Hill -> |
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Figura 6.5:C = 3.000929
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Seccao de Poincare: C = 3.000927 | Xo = 1.0034 (decrescente) | Regiao de Hill -> |
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Figura 6.6:C = 3.000927
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Seccao de Poincare: C = 3.000925 | Xo = 1.0031 (decrescente) | Regiao de Hill -> |
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Figura 6.7:C' = 3.000925
Seccao de Poincare: C = 3.000922 | Xo = 1.0029 (decrescente) | Regiao de Hill -> |
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Figura 6.8:C' = 3.000922

65



CAPITULO 6. BIFURCACAO DEPITCHFORK

Eixo Px

Eixo Px

0.008

0.006

0.004

0.002

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

0.006

0.004

0.002

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

Seccao de Poincare: C = 3.00092 | Xo = 1.0027 (decrescente) | Regiao de Hill -> |

Figura 6.10:C = 3.000917
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Figura 6.9:C = 3.00092
Seccao de Poincare: C = 3.000917 | Xo = 1.0026 (decrescente) | Regiao de Hill -> |
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Seccao de Poincare: C = 3.000913 | Xo = 1.0023 (decrescente) | Regiao de Hill -> |
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Figura 6.11:C' = 3.000913

Seccao de Poincare: C = 3.00091 | Xo = 1.0022 (decrescente) | Regiao de Hill -> |
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Figura 6.12:C = 3.00091
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Seccao de Poincare: C = 3.000907 | Xo = 1.0065 (decrescendo) | Regiao de Hill -> |
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Figura 6.13:C = 3.000907

Seccao de Poincare: C = 3.0009055 | Xo = 1.009055, 1.00139 (decrescendo) | Regiao de Hill -> 1
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Figura 6.14:C = 3.0009055
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Seccao de Poincare: C = 3.000904 | Xo = 1.00668, 1.00204 (decrescendo) | Regiao de Hill -> 1
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Figura 6.15:C = 3.000904

A figura 6.16 (Stuchi & Sim@, 2000) exibe as variedades irdds estavel/instavel do ponto fixo
correspondente a orbita periddica instavel da bifurcaifabfork no problema de Hill # = 1/18) que
tangencia o corte da variedade instavel de uma orbita deulngap Esta tangéncia poderia ser utilizada
num processo de transporte proveniente da regidio da GEQzdSs#io se pensar em uma trajetoria que
minimize o gasto de combustivel para levar um satélite da &E@ vizinhanca da tangéncia heteroclinica.
Aqui j& entramos nas perspectivas futuras do trabalho.

-0.0213

-0.02135

-0.0214 |

" -0.02145

-0.0215 |

-0.02155 +

-0.0216

015 0.2 025 0.3 0.35 04 0111 011105 01111 011115 01112 011125 0.1113

Figura 6.16: Grafico gerado cogn= 0, sendox a abscissa g, a ordenadaA esquerdavariedades instavel (linha
tracejada) e estavel (linha continua) associadas a Ombitadica direta do Problema de Hill, pafa = 1/18. A
direita: tangéncia heteroclinica entre a terceira iteracao do megoincaré da variedade instavel de uma orbita de
Lyapunov e da variedade estavel de uma 6rbita direta.



Conclusoes e Perspectivas Futuras

Devido a atual situacéo do lixo espacial e as técnicas pasgsta o eliminarem, podemos afirmar
gue ha necessidade de existir politicas mais afirmativasada sustentabilidade das atividades espaciais.
O presente trabalho mostra que pode existir uma alternatimaernente a eliminacao do lixo espacial,
seja ele pertencente a uma orbita LEO ou GEO, entre outratarui verificar, a partir do célculo das
variedades invariantes hiperboliéase as mesmas estéo proximas das vizinhangas de tais 6rbitas

Ha um consenso claro no que se refere ao problema de sudidatibdas atividades espaciais e
gue a comunidade mundial deve tomar iniciativas rigoroaas impedir que os bem comuns do espaco se
transformem em um depdsito intocavel de lixo e numa provacipacidade da humanidade de lidar de
forma sustentavel com as orbitas dos satélites. SegunddRiEgmson, no Comité das Nacdes Unidas
para o Uso Pacifico do Espaco (COPUO®R hecessidade de se firmar um acordo internacional para
regulamentar o esforco de todos os paises interessadoslugdsodo complexo problema dos detritos
espaciais.

Acerca do estudo feito nessa monografia, podemos condiinrejpamente, que o PRTC plano é o
modelo dinamico mais simples que aproxima o movimento dedbfetos reais no Sistema Solar, sendo
um de massa muito pequena. Além disso, tal modelo pode sdiddivem quatro regiées de movimento
distintas definidas pelos trés pontos de equilibrio cofeede Euler-Lagrange. Temos, ainda, que se trata
de um sistema quasi-integravel, ou seja, ha apenas umatmsge movimento, a saber a Constante de
Jacobi.

Acerca da orbita GEO, podemos afirmar que é uma orbita di,eRRI C espacial. A singularidade
nao permite que determinemos a 6rbita GEO, portanto praosgeneralizar o estudo para trés dimensdes,
bem como regularizar o sistema. Note que a Orbita GEO peri@megido de Hill que contém os maiores
valores de”', por isso essa Orbita esta bem proxima da Terra. Sem rezarlarsistema ndo conseguimos
detecta-la.

Sabemos que, para o PRTC, a regido cadtica € estreita entiihas que aparecem a esquerda do
corpo primario menos massivo. Com relacéo ao estudo gialido sistema Sol-Terra-detrito, podemos
concluir que a regido a esquerda (de cada corpo) é mais regguleorrespoder a Orbitas retrégadas (como
é conhecido em geral). Uma andlise das Seccdes de Poincat@amlaramente um aumento da regiao
caética a medida que o valor dediminui.

Finalmente, por meio da técnica da continuacdo calculamashitas periddicas. Na familia das
orbitas diretas planas observamos uma bifurcacao, a pabkfork que é tipica de sistemas simétricos.
Nesse caso, proximo a Terra, uma Orbita estavel, tornestev/el e duas Orbitas estaveis surgem.

3As variedades invariantes hiperbdlicas n&o foram tratagéasa monografia, mas correspondem a verdadeiros tubos de
transporte nos mais variados sistemas celestes.
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A fim de verificar se é possivel eliminar o lixo espacial gemgenario através das variedades invari-
antes hiperbdlicas do PRTC, precisamos obter, futuramesteariedades estaveis e instaveis associadas
aos pontos de equilibrio colineares. Caso haja proximidatte essas e a orbita GEO, podemos pensar em
uma estratégia econémica para eliminar o detrito.

As perspectivas futuras desse trabalho devem ser:

e estudar o Problema Restrito de Trés Corpos Espacial a fimtdemdear numericamente a orbita
geoestacionaria;

e regularizar o sistema a fim de determinar a érbita geoesi@ataicom precisao;
e obter as Variedades Invariantes Estaveis e Instaveis e tias Orbitas periddicas de Lyapunov;

e calcular a variacdo de velocidade necessaria para atingariadade instaavel a partir da 6rbita
geoestacionaria, que possivelmente € bem maior doAgque = 11 m/s, atualmente utilizando
para deslocar o satélite da érbita GEO.

e entender como o transporte de corpos naturais e artifi@aislaciona com essas variedades invari-
antes, tendo como um dos objetivos verificar se as varie@stigeis e instveis associadas as orbitas
de Lyapunov em torno de L1 e de L2 se aproximam da orbita gemiestria.

Conforme foi dito na introducéo
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