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1. Escalonamento por Reversão de Arestas. 2. Grafos.

3. Concorrência Mı́nima. 4. Ciclos Maximais. I. França,

Felipe Maia Galvão et al.. II. Universidade Federal do Rio
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Uma solução algoŕıtmica efetiva para problemas de compartilhamento de recur-

sos em sistemas de alta carga é o algoritmo denominado Escalonamento por Reversão

de Arestas, essencialmente provendo algum ńıvel de concorrência ao descrever uma

ordem de operação para os nós de um grafo. A concorrência resultante é uma métrica

dif́ıcil de ser otimizada, tendo em vista que os problemas de decisão associados com

a obtenção de seu máximo e mı́nimo são provadamente NP-completos. Este projeto

de graduação propõe uma nova técnica envolvendo ciclos maximais para a obtenção

de concorrência mı́nima, sendo desejável para problemas associados com desconta-

minação em grafos e teoria musical. Experimentalmente, é mostrado que instâncias

razoavelmente grandes do problema de concorrência mı́nima podem ser resolvidas

à otimalidade provada sob tempos aceitáveis de CPU. Este trabalho também re-

corda diversos conceitos associados com Escalonamento por Reversão de Arestas,

coletando algumas de suas aplicações propostas ao longo dos anos.
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An effective algorithmic solution for resource-sharing problems in heavily loaded

systems is Scheduling by Edge Reversal, essentially providing some level of con-

currency by describing an order of operation for nodes in a graph. The resulting

concurrency is a hard metric to optimize, given that the decision problems associated

with obtaining its extrema have been proved to be NP-complete. This undergradate

project proposes a novel approach involving maximal cycles for attaining minimum

concurrency, which is desired for problems associated with graph decontamination

and music theory. Empirically, it is also shown that reasonably large instances may

be solved to proven optimality under acceptable CPU times. This work also recalls

many concepts associated with Scheduling by Edge Reversal, collecting some of its

applications proposed throughout the years.
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4.1 Derivação Teórica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.2 Encontrando uma Orientação Inicial que leve à Concorrência Mı́nima 40
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senta uma máquina. Arestas da mesma cor definem, para uma tarefa i
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existem máquinas de produção, enquanto arestas codificam caminhos

de AGVs. Neste exemplo, o AGV1 está em R1, enquanto o AGV2
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5.1 Exemplos de orientações aćıclicas que levam o sistema do Jantar dos
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Caṕıtulo 1

Introdução

O compartilhamento de recursos é um desafio recorrente no mundo moderno. Desde

sinais elétricos dividindo o mesmo barramento de dados até pedestres e carros com-

partilhando a mesma rua, os problemas resultantes da interação entre duas ou mais

partes competindo por recursos são bastante conhecidos na literatura. Em especial,

a área de Sistemas Operacionais nutre um interesse especial pelo assunto, tendo em

vista que o escalonamento dos múltiplos processos a serem executados é chave para

o desempenho dos sistemas operacionais modernos.

1.1 Motivação

Em 1965, Edsger Dijkstra propôs e resolveu um problema de sincronização que ele

mesmo intitulou O Jantar dos Filósofos [1], que viria a se tornar um dos mais impor-

tantes modelos de experimentação para os diversos algoritmos de escalonamento que

estariam por vir. Sua formulação é bastante simples: cinco filósofos estão sentados

ao redor de uma mesa circular, cada um com um prato de macarrão tão deslizante

que cada filósofo precisa de dois garfos para comê-lo. Entre cada par de pratos,

encontra-se um único garfo, como ilustra a Figura 1.1.

Apesar da formulação clássica do problema permitir que os filósofos estejam pen-

sando (sem intenção de comer), com fome (tentando obter dois garfos) ou comendo

(possuindo os dois talheres), o presente trabalho possui um interesse diferente. Por-

tanto, devemos reformular o problema para permitir somente dois estados: “com

fome”, ou seja, apenas esperando a liberação dos recursos para que sua tarefa seja

1



Figura 1.1: O Jantar dos Filósofos. Fonte: [1].

realizada; ou “comendo”, em pleno manuseio dos recursos e, por consequência, im-

pedindo que seus vizinhos estejam também degustando o macarrão.

Esta ideia de vizinhança é justamente a inspiração para enxergar o O Jantar dos

Filósofos sob a luz de Teoria dos Grafos. Com estes artif́ıcios, poderemos propor

soluções para alguns conflitos que eventualmente surgirão durante a dinâmica do

jantar. Por exemplo, como garantir que cada filósofo tenha um tempo justo para

degustar seu macarrão? Ou como tratar o caso em que dois filósofos pegam o mesmo

garfo ao mesmo tempo, numa espécie de corrida? Ou como evitar que cada um dos

filósofos pegue um único garfo e trave, por completo, a dinâmica do sistema?

Há pelo menos dois problemas oriundos desta dinâmica cuja análise deve ser

comentada. O primeiro, conhecido como deadlock, ocorre quando todos os processos

bloqueiam-se mutuamente devido à necessidade de acesso aos recursos compartilha-

dos. O segundo problema decorrente da dinâmica chama-se starvation, em que os

programas participantes continuam sua execução perpetuamente sem realizar um

progresso. No exemplo dos filósofos, tais situações ocorrem caso cada filósofo pe-

gue, simultaneamente, o garfo à sua esquerda, chegando a um estado conjunto de

bloqueio devido à indisponibilidade do garfo direito.

No entanto, problemas de escalonamento normalmente tomam proporções con-

sideravelmente maiores. Por exemplo, vamos considerar a pergunta: como podemos

2



alternar sinais de trânsito em uma avenida movimentada, como na Figura 1.2, a fim

de garantir que a dinâmica de carros e pedestres não caia nos mesmos problemas

que discutimos ao analisar a mesa de filósofos? Ou como escalonar centenas de pro-

cessos competindo pelas mesmas regiões de memória em uma máquina, de forma

que nenhum deles seja prejudicado?

Figura 1.2: Um cruzamento de vias e seus fluxos. Fonte: [2].

No caso de sistemas com alta carga (isto é, em que nós estão constantemente

demandando acesso aos seus recursos) e restringidos pela vizinhança, uma posśıvel

resposta para tais perguntas é o algoritmo conhecido por Escalonamento por Re-

versão de Arestas (SER, do inglês Scheduling by Edge Reversal). Apesar de sua

análise detalhada ser apresentada somente no caṕıtulo 2, sabemos que é posśıvel ex-

pandir seu uso para problemas que, originalmente, não parecem possuir uma relação

imediata com dinâmicas de escalonamento. Muitas destas aplicações serão detalha-

das no caṕıtulo 3, trazendo diferentes contextos para a utilização do algoritmo.

Por exemplo, um cenário derivado do problema de descontaminação de grafos em

que as dinâmicas de Escalonamento por Reversão de Arestas podem ser aplicadas

é o combate ao incêndio utilizando robôs autônomos. Nestas circunstâncias, cada

nó é dito “contaminado” quando existe um foco de incêndio presente na região por

ele representada. Um robô autônomo, ao chegar em um nó através de uma aresta,

pode extinguir suas chamas. Caso um nó esteja “limpo” (ou seja, sem focos de

incêndio) e sem robôs autônomos presentes, seu fogo permanecerá apagado somente

3



se seus vizinhos também estiverem no estado “limpo”. Caso contrário, as chamas

retornarão. A Figura 1.3 ilustra esta situação em um apartamento, em que arestas

entre nós codificam a possibilidade de recontaminação de um nó para outro.

A

B
C

D

E

G

F

Figura 1.3: Planta de um apartamento, em que cada nó
representa um foco de incêndio e arestas codificam meios de recontaminação.

Adaptado de [3].

Devido ao alto custo dos robôs envolvidos no combate ao incêndio, surge a neces-

sidade de minimizar o número de agentes atuando no grafo. Um número reduzido

de robôs está diretamente relacionado a uma baixa concorrência da dinâmica de

Escalonamento por Reversão de Arestas [7], cuja obtenção constitui-se como tema

central do caṕıtulo 4 deste trabalho. Através das técnicas aqui propostas, espera-se

que muitos problemas relacionados com descontaminação de grafos possam usufruir

de soluções mais eficientes em tempos viáveis de processamento.

Muitos problemas de decisão acerca do assunto de escalonamento de tarefas são

intratáveis [8], dado que não conhecemos maneiras eficientes de resolvê-los à medida

que o tamanho de suas entradas cresce. Ao longo deste trabalho, alguns proble-

mas apresentados serão igualmente intratáveis e, por consequência, os algoritmos

determińısticos que objetivamos propor para resolvê-los serão enumerativos. No en-

tanto, ao combinarmos o uso de limites para a função a ser otimizada junto com a

melhor solução encontrada até um dado momento, poderemos podar subconjuntos

do espaço de busca, chegando a uma enumeração impĺıcita e, consequentemente,

obtendo soluções ótimas em um tempo aceitável para um dado subconjunto de

instâncias do problema [9].
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1.2 Objetivos

Antes de introduzir modelos de otimização e algoritmos para resolvê-los, este traba-

lho tem como objetivo reunir, de forma acesśıvel, a literatura existente acerca das

técnicas de Escalonamento por Reversão de Arestas, servindo como uma revisão bi-

bliográfica. Dentre os tópicos abordados nesta etapa, destacam-se o funcionamento

da dinâmica do SER; os algoritmos que geram orientações iniciais aćıclicas; e os

problemas práticos e teóricos aos quais a técnica é aplicável.

Subsequentemente, este trabalho possui como objetivo central apresentar um

algoritmo determińıstico para encontrar uma orientação inicial aćıclica que, sob a

dinâmica de SER, leve o sistema à sua concorrência mı́nima. Por fim, serão apresen-

tados tempos emṕıricos de execução do algoritmo proposto para diversas instâncias

relacionadas ao problema de descontaminação de grafos, assim como instâncias no-

toriamente dif́ıceis provenientes de outros problemas relacionados. Ao final deste

trabalho, espera-se que o método proposto tenha sido suficientemente elucidado,

assim como sua corretude e viabilidade.

1.3 Organização do Projeto

Inicialmente, no caṕıtulo 2, será apresentada a teoria já desenvolvida por outros

autores acerca do Escalonamento por Reversão de Arestas, abordando as suas carac-

teŕısticas, propriedades e definições julgadas mais relevantes. Tendo sido discutida a

base referente ao algoritmo, o caṕıtulo 3 apresenta uma série de aplicações práticas

e teóricas nas quais o Escalonamento por Reversão de Arestas pode ser empregado,

discutindo diferentes modificações aplicadas à técnica a fim de especializá-la para

cada cenário. Após a conclusão dos caṕıtulos de revisão bibliográfica, o caṕıtulo 4

reúne a principal contribuição teórica deste trabalho, apresentando uma nova técnica

para a obtenção de concorrências mı́nimas envolvendo a identificação de ciclos maxi-

mais, incluindo tempos de execução para a estratégia proposta. Por fim, o caṕıtulo 5

extrai conclusões dos dados anteriormente apresentados e propõe novos rumos para

a pesquisa envolvendo concorrência em dinâmicas de Escalonamento por Reversão

de Arestas.

5



Caṕıtulo 2

Escalonamento por Reversão de

Arestas (SER)

Inspirada em uma proposta de 1981 para solucionar falhas de roteadores [10] e for-

malmente introduzida por Barbosa e Gafni em 1989 [11], a técnica de Escalonamento

por Reversão de Arestas (SER, do inglês Scheduling by Edge Reversal) permite mo-

delar sistemas cujos processos estão constantemente necessitando de todos os seus

recursos associados para operar. Uma dinâmica como esta recebe o nome de “limi-

tada pela vizinhança” (do inglês neighborhood-constrained), capturando a ideia de

que quaisquer dois processos que compartilhem os mesmos recursos jamais poderão

operar simultaneamente [12]. Neste caṕıtulo, serão discutidas as modelagens ne-

cessárias anteriores à aplicação do algoritmo SER, juntamente com as propriedades

conhecidas e previamente exploradas por outros autores acerca desta técnica de esca-

lonamento. O objetivo, portanto, consiste em abordar os conceitos necessários para

o entendimento dos caṕıtulos seguintes, a fim de fornecer base para as discussões

posteriores.

2.1 Construindo um Grafo de Recursos

Antes dos conceitos referentes ao SER e suas propriedades serem expandidos, é

necessário estabelecer uma ponte entre os problemas do mundo real e as abstrações

utilizadas. Em especial, o SER opera em um grafo aćıclico direcionado (DAG, do

inglês Directed Acyclic Graph), mas são necessários passos intermediários antes de
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(a) A mesa original.

A

B

CD

E

R1

R2

R3

R4

R5

(b) Grafo de Recursos.

Figura 2.1: Modelando o Jantar dos Filósofos.

obtermos um DAG correspondente às relações do sistema. Assim, precisaremos

inicialmente construir um grafo não-direcionado, que apenas capture corretamente

as relações entre os diferentes processos e seus recursos, sejam eles pedestres e carros

compartilhando uma via ou sinais elétricos dividindo um barramento. No entanto,

neste primeiro momento, não iremos analisar nenhuma destas duas situações, mas

sim revisitar um problema discutido na seção 1.1: o Jantar dos Filósofos.

Considere novamente a mesa com cinco filósofos e cinco garfos, em que cada

filósofo apenas consegue comer seu macarrão caso obtenha os dois talheres mais

próximos (Figura 2.1a). A técnica de modelagem consiste em identificar quais ele-

mentos do sistema possuem o papel de recursos e quais outros agem como processos.

Em especial, para o Jantar dos Filósofos, é bastante razoável que os talheres repre-

sentem os recursos sendo utilizados e os filósofos correspondam aos processos, que

apenas operam (comem macarrão) ao obter seus respectivos recursos (talheres mais

próximos).

Tendo em mãos estas atribuições, podemos criar um grafo simples não-direcionado

G = (V,E) em que cada vértice v ∈ V representará um processo. Por sua vez, uma

aresta eij ∈ E entre os nós vi e vj existirá apenas caso tais vértices compartilhem

algum recurso. O resultado, para o Jantar dos Filósofos, será um grafo simples no

formato de anel com 5 nós representando os filósofos e 5 arestas correspondendo a

cada talher (Figura 2.1b).
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2.2 Gerando uma Orientação Aćıclica Inicial

Antes de ser posśıvel aplicar o processo de escalonamento por reversão de arestas,

é necessário orientar o grafo de recursos G previamente constrúıdo de modo que

não haja formação de ciclos. Como veremos a seguir, esta orientação inicialmente

proposta irá impactar diretamente na concorrência do sistema que, apesar de ainda

não ter sido formalmente definida, pode ser entendida como a média do número de

vezes que cada nó irá operar em um dado intervalo śıncrono de tempo [11]. Tendo

a orientação aćıclica inicial em mãos, será posśıvel aplicar o SER.

2.2.1 Ordenação Topológica

Uma técnica distribúıda e extremamente simples para gerar esta primeira orientação

aćıclica consiste em enumerar cada nó de G com identificadores distintos e, em

seguida, orientar G de modo que suas arestas sempre saiam do menor identificador e

cheguem no maior. Com isto, teremos uma ordenação topológica de G, que apresenta

a propriedade de não possuir ciclos [13]. O grafo resultante será um DAG e, por

consequência, uma entrada válida para o algoritmo SER.

Com n identificadores, é necessário enfatizar as n! maneiras de se ordenar os

vértices de um grafo não-direcionado (podemos atribuir um identificador único n

para o primeiro vértice; restarão n− 1 para o segundo, n− 2 para o terceiro e assim

por diante). Mesmo que algumas ordenações produzam o mesmo DAG, ainda há

A B C D E
(a) Ordenação com A=1, B=2, C=3, D=4, E=5.

A C B E D

(b) Ordenação com A=1, B=3, C=2, D=5, E=4.

Figura 2.2: Duas ordenações topológicas para o Jantar dos Filósofos.
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um número exponencial de ordenações posśıveis ao utilizarmos esta técnica. Para o

problema do Jantar dos Filósofos, podemos observar duas delas na Figura 2.2.

Tal técnica, no entanto, não leva em conta posśıveis heuŕısticas para obter uma

orientação inicial que resulte numa concorrência elevada do sistema. De fato, como

veremos adiante, ao executarmos o SER com a orientação ilustrada na Figura 2.2b,

iremos obter uma concorrência superior à da Figura 2.2a. Portanto, desde esta

etapa, o questionamento acerca das orientações iniciais capazes de resultar nas con-

corrências máximas e mı́nimas de um dado sistema começa a ser levantado. Apesar

de ambos os problemas terem sido previamente provados como sendo NP-completos

[11, 14, 15], o caṕıtulo 4 apresentará técnicas de otimização combinatória para via-

bilizar a minimização da métrica de concorrência.

2.2.2 Algoritmos Calabrese-França e Alg-Viz

Outro método distribúıdo para a geração de orientações aćıclicas iniciais é o algo-

ritmo Calabrese-França [16], cuja execução ocorre em rodadas śıncronas. A cada

rodada, os vértices que ainda precisam orientar suas arestas (denominados “nós

probabiĺısticos”) sorteiam 0 ou 1, simulando a jogada de uma moeda. Se um certo

nó sortear 1 e todos os seus vizinhos probabiĺısticos sortearem 0, este nó ganhador

orientará todas as suas arestas ainda não-direcionadas em sua direção. O algoritmo

termina, portanto, quando todas as arestas do grafo tiverem sido orientadas.

A Figura 2.3 ilustra uma das posśıveis execuções do Calabrese-França para o

Jantar dos Filósofos. Logo de imediato, percebemos que podem existir rodadas,

como na da Figura 2.3a, em que nenhum nó sairá vencedor. De fato, pode ser

necessário um longo tempo de convergência caso a probabilidade de se obter 0 ou

1 seja 1/2. Assim, sendo viz(ni) o número de vizinhos probabiĺısticos do nó ni,

convém polarizar a “moeda” da seguinte forma:

P{moedai = 1} = 1/(viz(ni) + 1)

P{moedai = 0} = 1− P{moedai = 1}

Ao viciarmos a “moeda”, é posśıvel obter uma complexidade média de con-

vergência O(n) para o caso de grafos completos [17]. Há ainda uma outra variante
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1

0

00

1

(a) 1o
¯ sorteio: nenhum ganhador.

0

11

0

1

(b) 2o
¯ sorteio: um ganhador.

-

0

0

0

1
(c) 3o

¯ sorteio: um ganhador.

-

-

-0

1

(d) 4o
¯ sorteio: um ganhador.

Figura 2.3: Execução do Algoritmo Calabrese-França para o Jantar dos Filósofos.

do Calabrese-França, denominada Alg-Viz, que se propõe a utilizar uma faixa de

números inteiros para a realização do sorteio. A convergência, no entanto, mantém-

se O(n) mesmo com a utilização de mais valores além de 0 e 1 [16].

2.2.3 Algoritmo Alg-Arestas

A fim de diminuir o número de passos necessários até a geração de uma orientação

aćıclica inicial, é posśıvel empregar outra técnica que adota uma filosofia diferente.

Denominado Alg-Arestas [16], este algoritmo propõe que cada nó realize um sorteio

individualmente contra seus vizinhos pela orientação de cada uma de suas arestas.

Assim, se um nó vi sortear um número maior que seu vizinho vj, a aresta eij será

orientada em direção a vi independente do resultado dos demais vizinhos de vi.

Uma execução do algoritmo, com um número de “faces do dado” f = 10, pode ser

observada na Figura 2.4.
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3

5

27

7

(a) 1o
¯ sorteio: 4 arestas orientadas.

-

-

-1

4

(b) 2o
¯ sorteio: aresta final orientada.

Figura 2.4: Execução do Alg-Arestas, com f = 10, para o Jantar dos Filósofos.

Além do Alg-Arestas nunca formar ciclos, o tempo necessário para convergência

é, em média, bem menor. Se considerarmos um dado de f faces e um grafo de m

arestas, em que m� f , podemos imaginar que 1/f das arestas a serem orientadas

sofrerão um empate (quando dois nós vizinho sorteiam o mesmo número). Neste

caso, a próxima iteração do algoritmo trabalhará com 1/f arestas, das quais, nova-

mente, 1/f não poderão ser orientadas devido a empates. Assim, se considerarmos

que este processo continue a se repetir, podemos imaginar que a convergência do

algoritmo varie perto de dlogfme passos. Apesar desta análise não ser precisa e do

resultado exato ser diferente, ela se aproxima bastante da realidade e é suficiente

para averiguarmos que o Alg-Arestas de fato possui um tempo de convergência mais

desejável quando comparado com o Alg-Viz ou com o Calabrese-França [16].

2.3 Execução do SER

Tendo ocorrido a modelagem do problema através de um grafo de recursos e a

geração de uma respectiva orientação aćıclica inicial, é posśıvel aplicar o algoritmo

de Escalonamento por Reversão de Arestas a fim de estabelecer uma ordem para que

cada vértice “opere”, isto é, consuma seus recursos e realize suas tarefas. Ao final

do algoritmo, será obtido um escalonamento periódico que solucione os problemas

discutidos na seção 1.1, como deadlocks e starvation [11].
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A

DC

E

B

R1, R2
R2, R3

R3

R2 R3

R4 R5

(a) Um grafo de recursos. Nós
compartilhando recursos são
conectados por uma aresta.

A

DC

E

B

(b) Uma dada orientação aćıclica
aplicada ao grafo de recursos

apresentado em (a).

A

DC

E

B

A

DC

E

B

A

DC

E

B

(c) Um escalonamento (da esquerda para a direita) tomando (b) como orientação inicial.
Sumidouros (em preto) podem operar, revertendo suas arestas subsequentemente para que novos

sumidouros sejam formados. Após o nó C operar, a orientação mais à esquerda será repetida,
levando o sistema a uma dinâmica periódica.

Figura 2.5: Execução do algoritmo de Escalonamento por Reversão de Arestas.

Devido à restrição de que a orientação inicial seja aćıclica, haverá necessariamente

pelo menos um sumidouro (nó cujo grau de sáıda é zero) no grafo, ao qual será

concedida a permissão de operar. Todos os sumidouros de uma dada orientação

operam de forma śıncrona, revertendo suas arestas ao final da utilização de seus

recursos. Este procedimento irá gerar um novo DAG com novos sumidouros que,

por sua vez, poderão realizar suas operações. Eventualmente, o sistema entrará em

um comportamento ćıclico, em que cada nó opera o mesmo número de vezes dentro

de um peŕıodo. A Figura 2.5c ilustra um posśıvel escalonamento para os vértices do

grafo apresentado na Figura 2.5a.
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2.3.1 Decomposição em Sumidouros

É posśıvel ainda realizar uma decomposição em sumidouros (do inglês, sink decom-

position), possibilitando visualizar uma ordenação parcial de operação dos nós de

G. Para tal, cada nó será atribúıdo a um conjunto S0, ..., Sλ−1, em que o conjunto Sk
irá conter todos os nós cujo caminho máximo até um sumidouro seja composto por

k arestas. Ao final, serão obtidos λ conjuntos e, a cada iteração do SER, uma nova

configuração de conjuntos será formada [11]. A Figura 2.6 ilustra este procedimento

para o peŕıodo apresentado na Figura 2.5c.

De imediato, podemos notar que, por definição, todos os sumidouros de uma

orientação serão sempre designados ao conjunto S0. Além disso, todos os nós em

um conjunto Sk possuem pelo menos um vizinho em Sk−1, para 1 ≤ k ≤ λ − 1.

Por fim, dada uma orientação qualquer pertencente a um certo peŕıodo, é posśıvel

dizer de imediato se os nós escalonados irão operar somente uma vez por peŕıodo

(como é o caso do escalonamento da Figura 2.5c). Isto ocorre se e somente se cada

B

D

A

E

C

S2 S1 S0

(a) Primeira orientação.

A

E

C

B

D

S2 S1 S0

(b) Segunda orientação.

A

E

B

D

C

S2 S1 S0

(c) Terceira orientação.

Figura 2.6: Decomposição em sumidouros do peŕıodo apresentado na Figura 2.5c.
Cada orientação que compõe o peŕıodo possui uma decomposição em sumidouros

diferente.

13



nó em S0 (o conjunto dos sumidouros) possuir pelo menos um vizinho em Sλ−1 (o

conjunto com os nós de maior distância a um sumidouro) [11]. Verifica-se que, nas

três decomposições apresentadas na Figura 2.6, isto de fato é verdade.

2.4 Definições Teóricas

Nesta seção, serão abordadas definições necessárias para o entendimento do restante

deste trabalho. Em todos os casos, supõe-se que o grafo G = (V,E) é conectado e

não-direcionado, com |V | ≥ |E| (i.e. G não é uma árvore).

2.4.1 Ciclos e Percursos

Seja κ um ciclo simples de G, isto é, um conjunto de vértices que formam a sequência

de |κ|+ 1 vértices i0, i1, ..., i|κ|−1, i0. Se κ é percorrido de i0 a i|κ|−1, dizemos que κ é

percorrido no sentido horário. Do contrário, dizemos que κ é percorrido no sentido

anti-horário. O conjunto contendo todos os ciclos simples de G é denominado K.

2.4.2 Orientações Aćıclicas

Formalmente, uma orientação aćıclica de G é uma função expressa como ω : E → V

tal que nenhum ciclo não-direcionado κ da forma i0, i1, ..., i|κ|−1, i0 existe para o qual

ω(i0, i1) = i1, ω(i1, i2) = i2, ..., ω(i|κ|−1, i0) = i0. Portanto, a função ω recebe uma

A

B

CD

E

ω(A,B) = B

ω(B,C) = C

ω(C,D) = C

ω(D,E) = D

ω(E,A) = A

Figura 2.7: Uma orientação aćıclica com seus respectivos valores para a função ω.
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aresta de E e retorna o vértice ao qual esta aresta está direcionada. A Figura 2.7

ilustra os valores de ω para uma dada orientação aćıclica.

Adicionalmente, dado um ciclo κ e uma orientação aćıclica ω, podemos definir

ncw(κ, ω) como o número de arestas orientadas no sentido horário por ω em κ. De

forma análoga, nccw(κ, ω) corresponde ao número de arestas orientadas em κ no

sentido anti-horário.

2.4.3 Concorrência

Tendo em vista que o número de orientações aćıclicas posśıveis para a inicialização

do SER é exponencial à medida que o número de arestas de G aumenta, é natural

se perguntar quais orientações levam a peŕıodos mais curtos, em que mais vértices

operam concorrentemente, e quais levam a peŕıodos mais longos. Porém, a fim de ser

posśıvel comparar duas ou mais orientações acerca de sua concorrência, é necessário

estabelecer uma métrica que traduza esta ideia. Nesta seção, serão abordadas duas

elaborações distintas que levam a fórmulas equivalentes, sempre produzindo o mesmo

valor. Ambas as definições são da forma γ : Ω → IR, recebendo uma orientação

aćıclica ω como parâmetro e retornando um número real.

2.4.3.1 Definição Dinâmica

A primeira métrica de concorrência leva em conta as diversas orientações que compõem

o peŕıodo a ser analisado. Sendo p o comprimento de um peŕıodo α0, ..., αp−1, defi-

nimos m como sendo o número de vezes que um nó opera dentro deste peŕıodo (m

é igual para todos os nós). Com isso, definimos γ, a concorrência do sistema, como:

γ(ω) = m

p
(2.1)

O tempo computacional para o cálculo da concorrência através desta definição

dinâmica é linear com o comprimento do peŕıodo p. Ao realizarmos as reversões de

arestas inerentes à operação do SER, basta contarmos o número de vezes que um

certo nó opera durante um peŕıodo, tornando esta estratégia extremamente viável.

Em breve, veremos que este não é o caso para a definição estática.
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2.4.3.2 Definição Estática

Outra fórmula para o cálculo da métrica de concorrência pode ser obtida estatica-

mente, isto é, sem a necessidade de execução do algoritmo SER. No entanto, devido

à sua natureza enumerativa, seu uso restringe-se a um ambiente teórico. Ainda

assim, esta é possivelmente a fórmula mais relevante para este trabalho, da qual

serão derivadas, no caṕıtulo 4, as conclusões acerca de como minimizar a métrica de

concorrência.

Como definido anteriormente nas subseções 2.4.1 e 2.4.2, seja K o conjunto de

todos os ciclos simples de G. Seja ω uma orientação aćıclica de G. Dado um ciclo

κ ∈ K, sejam ncw(κ, ω) e nccw(κ, ω) o número de arestas orientadas no sentido

horário por ω em κ e no sentido anti-horário, respectivamente. Temos, então, uma

definição estática para γ(ω), a métrica de concorrência:

γ(ω) = min
κ∈K

{
min {ncw(κ, ω), nccw(κ, ω)}

|κ|

}
(2.2)

Em outras palavras, dada uma orientação ω, devemos checar todos os ciclos

simples não-direcionados κ de G e calcular o número de arestas orientadas no sentido

horário, assim como as arestas orientadas no sentido anti-horário. Então, extráımos

o mı́nimo entre estes dois valores e dividimos o resultado pelo tamanho |κ| do ciclo

não-direcionado. O ciclo κ ∈ K que retornar o menor valor irá ditar a concorrência

do sistema.

A Figura 2.8 ilustra uma aplicação deste procedimento. Por questões de espaço,

apenas dois ciclos simples de G são mostrados. Se levarmos em conta os demais ciclos

simples além dos dois assinalados, será posśıvel notar que o ciclo 1 (em vermelho)

de fato produz o menor valor de fração para todo κ ∈ K. Por exemplo, o ciclo

C,D,E,B,C retornaria o valor 1/2 que, por sua vez, é maior que 1/3 e não limita

a concorrência global. Um outro ciclo que também produz o valor 1/3 é o ciclo

A,D,C,A.

De todo modo, ao minimizarmos a expressão 2.2 para todo κ ∈ K, encontraremos

uma concorrência de γ(ω) = 1/3. Este valor é coerente com a definição dinâmica

apresentada na subseção 2.4.3.1: se analisarmos a Figura 2.5c, que ilustra o peŕıodo
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Pra o ciclo 1 (vermelho), temos:

ncw = 1, nccw = 2 e |κ| = 3

min{1,2}
3 = 1

3

Pra o ciclo 2 (verde), temos:

ncw = 3, nccw = 2 e |κ| = 5

min{3,2}
5 = 2

5

Figura 2.8: Exemplo do cálculo da métrica de concorrência γ(ω) utilizando a
definição estática.

induzido pela orientação da Figura 2.8, percebemos que cada vértice opera 1 única

vez em um peŕıodo de comprimento 3. Assim, m = 1, p = 3 e γ(ω) = 1/3.

Por fim, como discutido previamente, esta definição estática possui o mesmo

domı́nio, mesma imagem e a mesma regra de correspondência da definição dinâmica

apresentada na subseção 2.4.3.1. No entanto, seu caráter enumerativo dificulta seu

uso na prática, devido à necessidade de identificar todos os ciclos simples de G. Sua

importância é, portanto, teórica.

2.4.3.3 NP-Completude

Devido ao fato de que cada orientação aćıclica ω aplicada a G leva a valores pos-

sivelmente diferentes de γ(ω), é inevitável levantarmos algumas questões: qual o

valor máximo e mı́nimo que γ(ω) pode assumir, e qual orientação ω∗ ∈ Ω leva a

estes valores? No entanto, os problemas de decisão associados com tais questiona-

mentos são provadamente NP-completos, o que, dentre outras coisas, significa que

um algoritmo polinomial para resolvê-los é desconhecido, mas podemos validar de

forma eficiente se um dado certificado de fato é a solução do modelo.

O problema de maximizar a métrica de concorrência foi provado como sendo NP-

completo através de uma redução envolvendo coloração em grafos [11]. Mais tarde,

provou-se que a NP-completude é mantida para grafos com grau máximo 4 [14]. No
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entanto, existem algoritmos polinomiais para encontrar a concorrência máxima de

algumas famı́lias de grafos. Em especial, este problema é fácil para árvores e grafos

bipartidos (que possuem γmax = 1/2), grafos completos Kn (possuindo γmax = 1/n)

e grafos circulares Cn (com γmax = bn/2c/n, não confundir com grafos circulantes

Cin).

Por outro lado, o problema de encontrar concorrências mı́nimas foi provado como

sendo NP-completo para grafos cúbicos planares através de uma redução envolvendo

ciclos hamiltonianos [14]. Apesar desta limitação, o caṕıtulo 4 deste trabalho se

dedica a apresentar técnicas de otimização combinatória para resolver instâncias

significativamente grandes de concorrência mı́nima em tempos aceitáveis de CPU.
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Caṕıtulo 3

Aplicações do Escalonamento por

Reversão de Arestas

Neste caṕıtulo, serão abordadas algumas das modelagens presentes na literatura

que utilizam o algoritmo de Escalonamento por Reversão de Arestas para reger a

dinâmica de seus sistemas. Em especial, temos interesse em dividir tais abordagens

em dois grupos distintos: no primeiro, detalhado na seção 3.1, encontraremos os

problemas cuja concorrência máxima é desejável para uma maior eficiência de suas

soluções; em contrapartida, no segundo grupo, apresentado na seção 3.2, serão en-

contrados os problemas nos quais desejamos minimizar a concorrência do sistema

para obter uma boa solução. Em ambos os casos, as dinâmicas de reversão de arestas

detalhadas no caṕıtulo 2 permanecem inalteradas.

3.1 Aplicações com Concorrência Máxima

Nesta seção, serão apresentados problemas cujas soluções desejáveis são obtidas

através de orientações aćıclicas que levam à concorrência máxima do sistema. De

modo geral, o objetivo é que o compartilhamento de recursos ocorra da forma mais

eficiente posśıvel, diminuindo o tempo que cada nó permanece em espera.

3.1.1 Controle Distribúıdo de Semáforos em um Cruzamento

A Figura 1.2, apresentada na seção 1.1 e reproduzida com alterações na Figura 3.1a,

ilustra um cruzamento entre duas vias em que a passagem de pedestres e carros
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deve ser continuamente coordenada. Neste cenário, os recursos compartilhados cor-

respondem aos espaços f́ısicos destinados à travessia dos participantes da dinâmica,

enquanto cada fluxo de carros ou pedestres pode ser representado por um nó. No

contexto da técnica de Escalonamento por Reversão de Arestas, a “operação” de um

nó corresponderá a um sinal verde, possibilitando que o fluxo por ele representado

ocorra. Isto só é posśıvel devido à garantia de que os demais nós que compartilham

os mesmos recursos do fluxo em questão estarão sem “operar”, aguardando seus

respectivos turnos [2, 18]. A Figura 3.1 ilustra esta modelagem.

R1
R2

R3
R4

R5

(a) Cruzamento com as regiões de recursos
compartilhados em destaque.

A

B

C
D

E

G F

(b) Grafo de recursos representando o
cruzamento e seus fluxos.

Figura 3.1: Modelagem do Cruzamento de Shibuya, em Tóquio, utilizando um
grafo de recursos.

Após a construção do grafo de recursos representado na Figura 3.1b, resta pro-

por uma orientação aćıclica inicial ω de modo a obter altos valores da métrica de

concorrência γ(ω), implicando em mais pedestres e carros realizando suas dinâmicas

simultaneamente. Por exemplo, a Figura 3.2 ilustra um peŕıodo a partir de uma

orientação inicial ω que leva o sistema à sua concorrência máxima, de valor γ(ω) =

1/3. No entanto, podemos notar que, durante a terceira orientação (Figura 3.2c),

há recursos ociosos. Isto ocorre devido ao fato do Escalonamento por Reversão de

Arestas garantir um tempo igual de operação para todos os nós, o que acaba levando

a uma sub-utilização dos recursos dispońıveis.
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A

B

C
D

E

G F

(a) Primeira orientação.

A

B

C
D

E

G F

(b) Segunda orientação.

A

B

C
D

E

G F

(c) Terceira orientação.

Figura 3.2: Peŕıodo originado a partir de uma orientação inicial ω que leva o
sistema do Cruzamento de Shibuya à sua concorrência máxima, de valor

γ(ω) = 1/3. Sumidouros estão representados em preto.

3.1.2 Aplicações em Job shops

Um sistema de loǵıstica é compreendido por um fluxo de recursos entre um ponto

de origem e um ponto de destino, podendo incluir itens f́ısicos ou abstratos. Em

especial, a loǵıstica de uma fábrica impacta diretamente na eficiência da produção e

no seu consumo de energia, sendo crucial otimizar o uso das diversas máquinas dis-

pońıveis e evitar posśıveis gargalos de produção. Em um job shop, diferentes pedidos

customizados de uma variedade de clientes possuem tempos de produção diferentes,
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e nem todos os pedidos utilizam as mesmas máquinas para serem manufaturados.

Portanto, neste cenário, os diversos parâmetros combinatórios do problema são um

desafio para a otimização do uso das máquinas, além de impactar na elaboração de

rotas para os véıculos automatizados que atuam entre cada estação.

3.1.2.1 Escalonamento de Tarefas em Máquinas de Produção

Nesta subseção, estamos interessados em utilizar uma variante asśıncrona do algo-

ritmo de Escalonamento por Reversão de Arestas para solucionar o problema de

escalonar n tarefas em m máquinas. Cada tarefa possui uma ordem espećıfica de

operação, que deve ser respeitada ao formularmos uma solução. A Tabela 3.1 ilus-

tra um exemplo de problema de job shop, em que cada tarefa Ji possui exatamente

3 operações. Podemos ver, por exemplo, que a tarefa J1 deverá passar 3 unida-

des de tempo na máquina MA, seguir por 1 unidade de tempo na máquina MB e,

finalmente, utilizar a máquina MC por 5 unidades de tempo.

Operação 1 Operação 2 Operação 3

Tempo
de proc.

Id. da
máquina

Tempo
de proc.

Id. da
máquina

Tempo
de proc.

Id. da
máquina

J1 3 MA 1 MB 5 MC

J2 9 MC 10 MB 3 MA

J3 10 MB 8 MC 6 MA

Tabela 3.1: Exemplo de problema de job shop. Fonte: [6].

Formalmente, um job shop é um problema combinatório em que um conjunto J

de n tarefas J1, J2, ..., Jn deve ser processado em um conjunto M de m diferentes

máquinas M1,M2, ...,Mm. Além disso, cada tarefa Ji consiste de uma sequência

de mi operações Oi,1, Oi,2, ..., Oi,mi
que deve ser necessariamente escalonada nesta

ordem. Cada máquina do job shop pode lidar com apenas uma tarefa por vez, e

cada operação Oi,j possui um tempo de processamento diferente representado por

pi,j. O objetivo do problema é minimizar a função objetivo Cfinal = max Ci, em que

Ci denota o tempo de conclusão da última operação da tarefa Ji, para i = 1, ..., n.

A Figura 3.3 ilustra um job shop genérico em operação sob estas condições [4]. O

problema de decisão associado a encontrar sua solução ótima, no entanto, é conhe-

cidamente NP-dif́ıcil até mesmo com apenas 3 tarefas e 3 máquinas [19].
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         exists whenever          , that is, nodes i 
and j share at least one atomic resource; (ii) an initial acyclic 
orientation w is defined over E; (iii) all, and only sink nodes 
in w, i.e., nodes having all of its edges oriented to 
themselves, have the right to operate upon shared resources 
and then reverse all associated edges, becoming source 
nodes in a new acyclic orientation w’. This ensures that 
neighboring nodes in the target distributed system cannot 
operate simultaneously upon atomic shared resources. SER 
is the graph dynamics defined by the endless iteration of 
(iii) over G (Figure 1). 

 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1. SER Operation 
 
Considering G finite and, consequently, a finite number 

of possible acyclic orientations over G, eventually a 
repetition, i.e., a period of length l, will occur. An 
interesting property of SER lies in the fact that, inside any 
given period, each node operates, i.e., becomes a sink, the 
same number q of times, ensuring  “fairness”, in the long 
run operation, among all processing elements of G [3]. 

Many works devised a powerful family of SER-based 
distributed algorithms in different contexts [4]: presented 
how a SER dynamic can be used for sharing resources at 
non-uniform rates, allowing different processor priorities, 
breaking the symmetry rule that every processor should 
become a sink the same number q of times in a given 
period;[4] illustrates how to perform an optimal mapping of 
processors or machines in neighborhood-constrained 
systems and [5] demonstrated a novel algorithm named 
Scheduling by Edge Reversal with Hibernation (SERH), a 
distributed algorithm for scheduling of atomic shared 
resources in the context of dynamic load reconfiguration, 
where processors or nodes are able to relinquish the right of 
execution, allowing the reconfiguration of the whole of the 
distributed system. 

Due to its simplicity, SER is being currently applied to 
different domains. Among them, we could list: (i) industrial 
plants, where process are jobs and resources are machines, 
Automated Guided Vehicles (AGV), consumption, etc.; (ii) 
computational grid scheduling, where processes are 
computing jobs, and resources are CPUs, data; disk space 
and network links are grid data movement, where 
applications geographically distribute every datum to be 
used by a distributed computation. 

III.  FLEXIBLE MANUFACTURING SYSTEM AND JOB-SHOP 

SCHEDULING 

Our interest in distributed Job-shop algorithms comes 
from the increasing interest in Flexible Manufacturing 
System (FMS) [6][7][8] . Flexibility measures the ability to 
adapt to a wide range of possible environments. The term 
FMS refers to a class of highly automated systems that 
consist of set of computer-numerically-controlled (CNC) 
machine tools and supporting workstations that are 
connected by an automated material handling system. The 
resulting system is controlled by a central computer that 
coordinates machine tools, material handling, and parts [9]. 
Especially, we consider the FMS composed by several 
Flexible Manufacturing Modules (FMM) or Flexible 
Manufacturing Cells (FMC), and, at least, one Material 
Handling System (MHS) consisting of one or more 
Automatic Guided Vehicles (AGVs). FMS scheduling is 
significantly different from traditional Job-shops where the 
human being is concerned. Deadlock situations may occur 
in FMS due to jobs in a circular waiting of resources 
(robots, buffers or paths). Consequently deadlocked 
situations have been identified as one of the most critical 
problems in the scheduling and control of FMSs. 

In multi-operation shops, jobs often have different 
routes. More specifically, in a Job-shop, each part has its 
own route. Such environment is known as a generalization 
of a flow shop (a flow shop is a Job-shop in which each and 
every job has the same route). The simplest Job-shop 
models assume that a job may be processed on a particular 
machine at most once on its route through the system. In 
others a job may visit a given machine several times on its 
route through the system. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2. Job-shop Problem 
 

These shops are said to be subject to re-circulation, 
which increases the complexity of the model considerably, 
besides the NP-completeness of the Job-shop problem [10]. 

In our formulation of the Job-shop problem, we assume 
that there are many jobs on each route. In practice, routes 
may correspond to various production processes, or to 
various types of products manufactured in a factory. In that 
case, the jobs may correspond to parts or lots, and there will 
indeed be many such jobs for each route. A generalization 
of the Job-shop is the flexible system with work centers that 
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Figura 3.3: Esquematização de um problema de job shop, em que cada nó
representa uma máquina. Arestas da mesma cor definem, para uma tarefa i que
utiliza mi máquinas, uma sequência de operações Oi,1, Oi,2, ..., Oi,mi

. Fonte: [4].

Devido às caracteŕısticas intŕınsecas do problema, a variante da técnica de Esca-

lonamento por Reversão de Arestas a ser utilizada para obter uma de suas soluções

viáveis é asśıncrona. Isto significa que sumidouros de uma mesma orientação aćıclica

podem reverter suas arestas em momentos diferentes um do outro, sem depender de

um “clock” para coordenar as reversões.

O grafo de recursos a ser gerado será constitúıdo por subgrafos completos (cli-

ques) que representam cada tarefa, sendo que cada nó dentro de um clique re-

presentará uma máquina. Ao codificarmos este compartilhamento de recursos en-

tre máquinas, impedimos que uma mesma tarefa possua múltiplas operações si-

multâneas em diferentes máquinas. Logo, se, por exemplo, um nó MA do clique J2

for um sumidouro, isto representa que a tarefa J2 está utilizando a máquina MA.

No entanto, através desta modelagem, existem diferentes nós espalhados em cada

processo representando a mesma máquina Mj. Devemos, portanto, formar cliques

entre todos os nós com o rótulo Mj a fim de impossibilitar que uma mesma máquina

lide com mais de uma tarefa por vez. Por fim, orientamos as arestas dentro de cada

processo Ji na ordem em que suas operações devem ocorrer. Por exemplo, de acordo
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com a Tabela 3.1, a tarefa J1 deve operar inicialmente em MA, depois em MB e,

por fim, em MC . Logo, de um ponto de vista de decomposição em sumidouros e

considerando apenas cada clique individualmente, orientamos o clique J1 de modo

que C fique no conjunto S0, B esteja em S1 e, C, no conjunto S2 do clique.

A Figura 3.4 ilustra as configurações do grafo de recursos discutidas nos parágrafos

is                where    are sinks, and the processing 
time       is given by               and remainder 
time      of       and      , while     is completed. 
The following edge reversal is selected operations                 The next steps are summarized in Figure 6 
and Figure 7, where the make-span is 27. For simplifying: 

                                                       .  
 
An immediate benefit of this approach is the 

decentralization of the job control, which enables the 
distributed control to deal with any modification of the due 
time (asynchronous algorithm). 
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Figure 6 Example of SER 

 

 
 
Figure 7 The Generated Schedule with make-spam of 27, with the 

endless operation of the SER 

VI. SER ON JOB-SHOP SYSTEMS FOR PATH PLANNING OF 

AGVS 

The scheduling by edge reversal can be also used in the 
creation of a mechanism for dynamic planning 
programming of paths, allowing traffic concurrent of AGVs 
by the various regions (R) that constitute the layout of a 
FMS. Each layout of FMS is presented in a schematic 
diagram in order to show the paths, roads connected and 

ways of vehicles traffic. Each AGV needs some regions to 
complete its scheduled displacement, this displacement is 
related to an operation time or displacement     . The 
region number is defined as             In the 
example presented at Figure 9, different AGVs can compete 
for one or more regions (shared resources) that constitute 
the FMS. If there is a conflict, classic rules for dispatching 
(such as EDD, SPT, Priority) can be used. 
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Figure 8. Planning Example for Path Planning Scheduling 

 
Figure 8 shows a schematic example of scheduled 

displacement of AGVs into an FMS connected to 3 
sequential regions, all of them aligned in the same direction. 
Vehicles can move around in accordance to the following: 
(i) AGV1 moves through the subsequent path,          and (ii) AGV2 moves through         . (iii) we 
also know when (t) each AGV is willing to use each shared 
resource. The description of the processes and resources 
(Figure 8) is given by: 

                               (2)                               (3) 
 
The Boolean expression that represents the dynamic is 

represented by: 
                                                                               

     (4) 

                                                                               
     (5) 
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AAAAAA

Figura 3.4: Posśıvel escalonamento das tarefas da Tabela 3.1 em cada máquina do
job shop utilizando uma variante asśıncrona do SER. Fonte: [4].
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anteriores para os parâmetros da Tabela 3.1, juntamente com um escalonamento que

leva o sistema a uma solução viável do problema. A variável pij representa o tempo

decorrido desde a orientação imediatamente anterior. Por sua vez, a variável tf ao

lado de cada operação indica a quantidade de tempo restante até que tal operação

seja conclúıda, enquanto sua ausência sinaliza uma conclusão. Uma vantagem desta

abordagem é a descentralização do controle de cada tarefa, permitindo que imprevis-

tos no tempo de conclusão de cada operação não quebrem a dinâmica do sistema [4].

3.1.2.2 Planejamento de Rotas para AGVs

Recentemente, o transporte entre cada máquina de alguns job shops vem sendo feito

por Véıculos Guiados Automatizados (AGVs, do inglês Automated Guided Vehicles),

representados na Figura 3.5 e capazes de aumentar consideravelmente a eficiência

da produção [5]. Portanto, um AGV é responsável por recolher produtos inter-

mediários de uma máquina e levá-los para a seguinte sem que ocorram deadlocks ou

colisões com outros véıculos. A fim de atingir este objetivo, é comum a utilização de

algoritmos distribúıdos para coordenar o roteamento de AGVs e seus caminhos até

cada máquina. Em especial, sob certas restrições, uma posśıvel solução para este

problema é através da técnica de Escalonamento por Reversão de Arestas.

(a) Exemplo de AGV. (b) Prateleiras de uma fábrica.

Figura 3.5: Fotos de um AGV e de um armazém de fábrica constrúıdo para a
operação de AGVs. Fonte: [5].

Nesta variante do problema, o compartilhamento de recursos entre AGVs não

se limita apenas à ordem de uso das máquinas, mas também às regiões espaciais

nas quais elas estão localizadas. Por exemplo, a Figura 3.6 ilustra a planta de uma
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R1

R2

R3

R4R5

AGV1

AGV2

Figura 3.6: Planta fict́ıcia de uma fábrica, em que nós representam estações onde
existem máquinas de produção, enquanto arestas codificam caminhos de AGVs.

Neste exemplo, o AGV1 está em R1, enquanto o AGV2 está em R4.

fábrica em que cada região R1, ..., R5 fornece acesso a uma ou duas máquinas, e cada

AGV pode ocupar apenas uma região por vez. Assim, caso o AGV1 precise utilizar

a máquina da região R4, o AGV2 deve manobrar até a região R2 e, posteriormente,

seguir para R3 ou R5, possibilitando que o AGV1 realize a rota R1 → R2 → R4.

Portanto, a fim de simplificar a modelagem do problema, podemos levar em conta

apenas o tempo que cada véıculo deve permanecer em uma dada região espacial. Por

exemplo, tendo como base a planta apresentada na Figura 3.6 e a posição inicial dos

AGVs nela retratados, e sendo t0 uma unidade de tempo arbitrária, suponhamos

que cada véıculo precise realizar as seguintes rotas:

AGV 1 = R1(4t0)→ R2(3t0)→ R3(4t0)

AGV 2 = R4(3t0)→ R2(4t0)→ R3(2t0)
(3.1)

De forma análoga à montagem do grafo de recursos discutida na subseção 3.1.2.1,

devemos montar subgrafos completos (cliques) para cada AGV (pois cliques garan-
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tem que um AGV nunca estará em duas regiões simultaneamente) e conectar todos

os demais nós que codifiquem o mesmo recurso f́ısico. A orientação aćıclica inicial

escolhida deve refletir a ordem, expressa na equação 3.1, em que cada véıculo ocupa

suas regiões espaciais. Por exemplo, sob uma análise de decomposição de sumidou-

ros (discutida na subseção 2.3.1), o clique representando o AGV1 deve ter o nó que

codifica R1 pertencendo a S0 (sumidouro), o nó R2 em S1 e, por fim, o nó R3 em

S2. Assim como discutido na subseção 3.1.2.1, usaremos uma variante asśıncrona

do SER. A Figura 3.7 ilustra um escalonamento em que o nó A representa R1, D

representa R4, B e E representam R2 e, por fim, C e F representam R3.

In the dynamics of edge reversal for the example system, 
the initial acyclic orientation adopted is determined from the 
criteria of EDD, priority AGV1 and SPT. The first 
operations being processed are the displacements of AGV1 
and AGV2 on      ,    where   are sinks and operation 
time    is given by                   and remainder 
time to finish the displacement      of R1 is 1, while     is 
completed. In the following edge reversal, operations    = 
R1, R2 and      are selected. The next steps are 
summarized in Figure 9 and Figure 10. The previous shows 
that the problem of path planning can be treated as a Job-
shop problem. 
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Figure 9. Example of SER on Path Planning 

 
Figure 10. The Generated Schedule 

CONCLUSION 

With the current growing interest in Flexible 
Manufacturing System (FMS), there is a growing need for 
distributed Job-shop algorithms. This article presents an 
implementation of a distributed scheduling algorithm for 
decentralized Job-shop systems that can be used for FMS 
control and scheduling. This novel approach allows 
decentralization of the job control and enables the distributed 

control to deal with any modification of the due time, caused 
by its asynchronous nature. The next step is the use of this 
algorithm in two real conditions: (i) AGV traffic control in 
automated container terminal and automated large scale 
freight transport systems and (ii) computational grid 
scheduling and grid data movement. 
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Figura 3.7: Posśıvel escalonamento das rotas para AGVs da Equação 3.1, em que
cada nó representa uma região espacial da Figura 3.6. Fonte: [4].
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3.2 Aplicações com Concorrência Mı́nima

Os problemas discutidos nesta seção possuem soluções mais eficientes quando esca-

lonados sob concorrência mı́nima. Em outras palavras, desejamos encontrar uma

orientação aćıclica ω∗ cujo valor de γ(ω∗) seja mı́nimo para todo ω ∈ Ω. Nesta

seção, tais problemas serão apresentados e analisados, podendo ser diretamente be-

neficiados pela técnica posteriormente descrita no caṕıtulo 4.

3.2.1 Descontaminação de WebGraphs

WebGraphs são modelos propostos para capturar a relação, em forma de links, entre

páginas da Web. Em especial, estruturas denominadas link farms surgem quando um

spammer cria links artificiais para uma certa página T , com a intenção de aumentar

sua visibilidade em ferramentas de busca (ex.: tornar a página T mais relevante ao

realizar buscas através do Google). Posteriormente, o spammer disponibiliza links

para as páginas que compõem a link farm em blogs ou outros sites públicos em que

comentários possam ser escritos [20]. A Figura 3.8 ilustra esta estrutura.

Apesar da link farm F ter sido esquematizada por uma elipse na Figura 3.8, sua

representação interna também é a de um grafo, já que seu papel continua sendo o

de relacionar páginas da Web através de links. Análises estat́ısticas experimentais

utilizando robôs (crawlers) mostram que tais grafos são densamente conexos [21].

T

Blog

Forum

F
Web

Figura 3.8: Esquematização de uma rede de spam com uma link farm F.
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3.2.1.1 Grafos Circulantes

Devido à sua caracteŕıstica de densa conectividade, uma classe popular para repre-

sentar o interior de uma link farm é a de grafos circulantes [20], em que cada vértice

i é conectado ao vértice i + j e i − j, para cada j em uma lista L. Portanto, tais

grafos são expressos pelo prefixo “Ci”, seguido do número de vértices n e, por fim,

de uma lista com os valores de j. Por exemplo, o grafo circulante Cin(1, 2, ..., bn/2c)

expressa o grafo completo Kn, enquanto Cin(1) define o grafo circular Cn. A Figura

3.9 ilustra outros exemplos desta famı́lia de grafos, que também será relevante para

futuras seções deste trabalho.

1

3

2

5

4

7

6

8

(a) Grafo Ci 8 (1, 3).

1

3

2

5

4

7

6

8

(b) Grafo Ci 8 (1, 2).

Figura 3.9: Exemplos de grafos circulantes.

3.2.1.2 Dinâmica de Descontaminação

A fim de fragilizar a rede de spam, a estratégia empregada é a descontaminação da

link farm F. Inicialmente, consideramos que todos os vértices de F estejam “conta-

minados”, ou seja, possuem um link para a página T. Um web marshall (WM) pode

ser enviado a um vértice v para descontaminá-lo, levando v ao estado de “vigiado”.

Em algum momento, este WM sairá de v, levando-o ao estado “descontaminado”.

No entanto, uma recontaminação é posśıvel dependendo do número de vizinhos de

v ainda contaminados. Em algumas variantes do problema, basta que a maioria

dos vizinhos de v estejam no estado “vigiado” ou “descontaminado” para que v per-

maneça “descontaminado”; em outras variantes, é necessário que todos os vizinhos

29



de v estejam “vigiados” ou “descontaminados”. A dinâmica acaba quando todos os

vértices de F atingem o estado de “descontaminado” [20].

Na literatura, o problema de minimizar o número de WMs (ou qualquer ou-

tro agente que atue para descontaminar um grafo G) é chamado de node sear-

ching problem, enquanto o número mı́nimo de agentes necessários para tal descon-

taminação de G é representado por ns(G) [22]. Este problema foi provado como

sendo NP-completo, tornando-se polinomial apenas para algumas classes de grafos,

como árvores e cografos [23].

Uma estratégia para a descontaminação de G é a utilização da técnica de Es-

calonamento por Reversão de Arestas. Adaptada e renomeada sob o nome Alg-

Descontaminação [7], tal algoritmo fornece soluções tão boas ou melhores do que

outras estratégias propostas em trabalhos distintos [22] para qualquer grafo co-

nexo G. Esta estratégia se baseia na decomposição em sumidouros apresentada na

subseção 2.3.1, em que o conjunto Sk contém todos os nós cujo caminho máximo

até um sumidouro possui comprimento k.

De modo geral, dada uma orientação aćıclica inicial ω, web marshalls são en-

viados para os sumidouros de ω (i.e. todo v ∈ S0) a fim de iniciar o processo

de descontaminação. Ao desestabilizarem os links dos sumidouros para a página

T cuja visibilidade o spammer objetivava aumentar, cada WM checa se há risco

de recontaminação. Dependendo da regra de recontaminação empregada (ex.: um

nó não-vigiado é recontaminado se a maioria de seus vizinhos estiver em “contami-

nado”; ou um nó não-vigiado é recontaminado se houver pelo menos um vizinho em

“contaminado”), o WM pode finalizar sua execução ou criar réplicas de si mesmo e

enviá-las para seus vizinhos “contaminados” que se tornarão sumidouros na próxima

rodada. O processo acaba quando todos os vértices de G estiverem no estado “des-

contaminado”. O Algoritmo 1 esquematiza este racioćınio.

De imediato, podemos notar que o número de WMs empregados está relacionado

com a quantidade de sumidouros existentes em ω. Em geral, ńıveis de concorrência

γ(ω) elevados implicam em vértices operando simultaneamente e, por consequência,

em um uso excessivo de WMs [7]. Portanto, ao utilizarmos a técnica de Esca-

lonamento por Reversão de Arestas para a descontaminação de um grafo conexo

G = (V,E), é comum buscarmos uma orientação aćıclica inicial que leve a uma

30



Algoritmo 1: Alg-Descontaminação, uma adaptação da técnica de Escalona-
mento por Reversão de Arestas para descontaminar grafos conexos.

Input : Um grafo não-direcionado G = (V,E) e uma orientação aćıclica ω
Output: Uma estratégia para a descontaminação de G
Posicionar WMs (web marshalls) em sumidouros, tornando-os “vigiados”
enquanto todos os vértices em V não estiverem “descontaminados” faça

para cada sumidouro v em S0 faça

WM destrói os links de v para a página T , descontaminando-o
se condição de não-recontaminação for satisfeita então

WM termina sua execução e declara v como “descontaminado”
fim

senão

Nc(v) = vizinhos “contaminados” de v
U = Nc(v) ∩ S1, ou seja, vizinhos de v que se tornarão sumidouros
WM cria |U | cópias de si mesmo
WM envia cópias para todo u ∈ U , marcando-os como “vigiados”

fim

fim

Passo śıncrono: reverter as arestas de todos os nós (sumidouros) em S0

fim

concorrência o mais perto posśıvel de 1/|V |. No entanto, até o momento, ainda

não está clara na literatura a relação exata entre a concorrência do sistema γ(ω) e

ns(G), o número mı́nimo de agentes necessários para descontaminar G.

3.2.2 Combate ao Incêndio através de Robôs Autônomos

A filosofia por trás da dinâmica de descontaminação introduzida na subseção 3.2.1

pode ser adaptada e estendida para outros cenários além da Web. Em especial,

projetos de combate ao incêndio utilizando a dinâmica de reversão de arestas para

guiar robôs autônomos foram testados e simulados em laboratório [3]. Em situações

como esta, a dinâmica de descontaminação está restringida também ao espaço f́ısico,

dado que um nó pode ser recontaminado por outro mesmo que não haja uma relação
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de caminho entre os dois (ex.: existência de uma janela; de uma parede pouco re-

sistente; etc). Portanto, cria-se a necessidade de modelar o problema utilizando

dois grafos, como mostra a Figura 3.10 ao exemplificar um t́ıpico apartamento: no

primeiro grafo, denominado grafo de locomoção e representado pela Figura 3.10a,

codificamos a relação entre caminhos f́ısicos a serem utilizados pelos robôs. No se-

gundo, mostrado na Figura 3.10b, relacionamos as possibilidades de recontaminação

de cada nó. Neste exemplo, especificamente, cômodos podem se recontaminar caso

sejam adjacentes entre si.

A

B
C

D

E

G

F

(a) Grafo de locomoção.

A

B
C

D

E

G

F

(b) Grafo de recontaminação.

Figura 3.10: Esquema de planta de um apartamento em chamas. Uma aresta no
grafo em (a) representa um caminho entre um cômodo e outro, enquanto uma

aresta no grafo em (b) codifica cômodos que podem se recontaminar.

Além disso, novas restrições surgem devido às limitações f́ısicas do problema. Por

exemplo, novos robôs não podem surgir ou desaparecer sob demanda, como era o caso

envolvendo web marshalls discutido na subseção 3.2.1. Uma boa solução especialista

deve levar em conta também outros fatores de contaminação: por exemplo, é posśıvel

que um robô possa sair um pouco mais cedo de um nó desde que as chances de

recontaminação neste curto intervalo de tempo em que tal nó ficará sem um agente

sejam suficientemente baixas.

A Figura 3.11 apresenta simulações de uma t́ıpica utilização da técnica de Escalo-

namento por Reversão de Arestas para a descontaminação da planta de apartamento

apresentada na Figura 3.10. Por fim, o emprego da técnica parte do prinćıpio de que

os robôs possuem comunicação entre si, sendo necessário o uso paralelo de algoritmos

de propagação da informação [24].
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AB

C

D

E

G

F

(a) Sequência de descontaminação completa baseada no ambiente Webots de simulação.

(b) Primeiro robô descontamina o nó B. (c) Segundo robô descontamina o nó D.

(d) Terceiro robô descontamina o nó F.

Figura 3.11: Descontaminação da planta de apartamento da Figura 3.10.
Fonte: [3].
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3.2.3 Escalonamento de Loops Musicais Máximos

Como expressado por Shan e Chiu [25], a geração efetiva de música por compu-

tador é o sonho dos pesquisadores da área. Abordagens anteriores expĺıcitas (em

que as regras de composição são especificadas por humanos) recorreram a Modelos

de Markov Escondidos para capturar os requisitos de sequência que uma melodia

possui [26], mas geralmente ficam limitadas a compor contraponto ou harmonização

para músicas já existentes [27].

Nesta subseção, será mostrado como um sistema sob concorrência mı́nima do

algoritmo SER é capaz de gerar um loop de comprimento máximo de frases musicais

pré-gravadas, respeitando conceitos essenciais de teoria musical e criando melodias

originais para blues, jazz e rock. Na subseção 3.2.3.1, serão introduzidos os termos

a serem usados durante toda a subseção 3.2.3.2, que fornece uma estratégia para

representar frases musicais como um grafo. Por fim, na subseção 3.2.3.3, serão

discutidos detalhes espećıficos da implementação de uma simulação complementar

inclúıda no Apêndice A.

3.2.3.1 Definições de Teoria Musical

Inicialmente, iremos recorrer ao livro de Schmidt-Jones [28] para definirmos a ter-

minologia necessária de teoria musical empregada ao longo desta seção. Uma frase

musical corresponde a um grupo de notas individuais que, juntas, expressam uma

ideia melódica definida. É comum que tais frases apareçam em pares: a primeira

frase costuma soar inacabada até que seja conclúıda pela segunda, quase como se

a última estivesse respondendo a uma pergunta feita pela primeira. Frases que

respeitam esta dinâmica são chamadas de antecedentes e consequentes, respec-

tivamente.

Um compasso é um grupo de batidas que ocorrem durante um segmento de

tempo. Quando mais de uma melodia independente ocorre durante o mesmo com-

passo, podemos chamar uma música de polifônica (por exemplo, “Canon” de Pa-

chelbel; último refrão de “One Day More”, do musical “Les Miserables”). Final-

mente, um lick corresponde a uma breve ideia musical que aparece em muitas

composições do mesmo gênero. Neste trabalho, um par de frases antecedentes e

consequentes, quando tocadas sequencialmente, também será chamado de lick.
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3.2.3.2 Representação em Grafos

Apesar de acreditarmos que a geração de música através do SER possa ser empre-

gada para agregar qualquer unidade musical (como acordes ou notas individuais)

em uma composição, a aplicação que propomos gira em torno do escalonamento de

frases musicais. Especificamente, gostaŕıamos de capturar os seguintes requisitos:

(i) Uma frase consequente apenas pode ser tocada após uma frase antecedente,

formando um lick;

(ii) Se duas ou mais frases estão tocando ao mesmo tempo, ou todas são antece-

dentes ou todas são consequentes;

(iii) Frases de diferentes intensidades (e.g. número de notas) podem não soar bem

juntas;

(iv) A composição final deve ser um loop, conter todas as frases dispońıveis e

possuir comprimento máximo.

Ao organizarmos frases previamente gravadas (ou geradas) em um grafo, nosso

objetivo é estruturar quais frases podem ser tocadas sequencialmente e quais po-

dem ser tocadas simultaneamente, formando uma polifonia. Ao representarmos cada

frase como um nó, seremos capazes de capturar as restrições previamente mencio-

nadas através da inserção de arestas. Em um grafo de recursos, uma aresta entre

dois nós representa a inabilidade destes nós de operarem ao mesmo tempo. Por-

tanto, uma aresta entre duas frases é capaz de prevenir suas ocorrências durante

o mesmo compasso, enquanto permite que cada uma destas frases possa ocorrer

sequencialmente.

A

(a) Uma frase antecedente.

Property Value

Type Antecedent
Genre Blues

Note Count 8
File antec02.mp3

(b) Atributos de nó.

Figura 3.12: Exemplo de um nó e seus atributos.
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A Figura 3.12 apresenta as informações contidas em cada nó. Um número de

notas, correspondendo ao total de notas contidas em uma frase, é usado para medir

sua intensidade. Para este exemplo em espećıfico, dois nós serão conectados por

uma aresta se e somente se:

(1) os nós são de diferentes tipos (antecedente e consequente);

(2) seus números de notas estão dentro de um limiar pré-determinado;

(3) os nós pertencem ao mesmo gênero musical.

Além disso, gostaŕıamos de tornar este exemplo mais interessante ao permitirmos

que uma transição entre os gêneros blues e jazz ocorra durante algum momento. Ao

introduzirmos frases de transição que incorporam elementos de ambos os gêneros,

uma passagem mais fluida pode ser obtida. Frases antecedentes de blues e jazz,

quando conectadas a nós de transição, podem agir como portas de entrada para

seus respectivos gêneros.

A Figura 3.13 ilustra todos os tópicos previamente discutidos. Nós marcados

como “A” e “C” representam frases antecedentes e consequentes, respectivamente.

Quanto mais distante um nó estiver de um nó de transição, mais intensa é a frase

que ele representa. Devido à dinâmica de antecedente / consequente, o grafo re-

sultante é bipartido, para o qual o Problema de Concorrência Mı́nima permanece

NP-completo [29].

Blues Transit.
Jazz

A

A

C

C

A

C

A

A

C

C
A

C
C

Figura 3.13: Um grafo de recursos em que nós marcados como “A” e “C”
representam frases antecedentes e consequentes, respectivamente. Arestas impedem

nós de operar ao mesmo tempo, mas permitem uma execução em sequência.
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3.2.3.3 Detalhes de Implementação

A fim de demonstrar as ideias discutidas na subseção 3.2.3.2, foi desenvolvida uma

simulação evidenciando como a dinâmica de escalonamento de frases, quando apli-

cada a um grafo tal como o da Figura 3.13, é capaz de produzir loops musicais de

comprimento máximo. Nesta subseção, os passos realizados serão documentados e

breves discussões sobre detalhes de implementação serão realizadas a fim de facilitar

trabalhos futuros. O resultado final, mostrando o grafo de recursos da Figura 3.13,

é apresentado no Apêndice A.

De um ponto de vista de compatibilidade, uma simulação na Web constrúıda

com JavaScript é leve e fácil de ser acessada na maioria das plataformas. Além

disso, duas bibliotecas convenientes, dispońıveis sob a Licença MIT, tornaram esta

escolha ainda mais atrativa: Vis.js [30], que nos permitiu representar visualmente

qualquer grafo e lidar com a dinâmica de reversão de arestas; e Howler.js [31],

fornecendo uma interface de áudio confiável ao lidar com múltiplos arquivos.

Em seguida, foram escolhidas as faixas de áudio responsáveis pelas seções de

ritmo (também conhecidas como backing tracks) e gravadas, em uma guitarra, to-

das as frases antecedentes e consequentes. Dado que esta simulação possui apenas 15

nós, o processo de sincronizar cada frase à sua backing track correspondente foi feito

manualmente. Por exemplo, uma composição de Blues de 12 Compassos costuma

alternar entre frases antecedentes e consequentes a cada 2 compassos. Diferentes

frases possuem diferentes pontos de ińıcio dentro desta janela, necessitando de um

offset para possibilitar a sincronização. No entanto, uma vez sincronizadas, frases

musicais podem ser tocadas sempre que uma nova janela de 2 compassos começar.

Portanto, ao definirmos a frequência de reversão de arestas para 2 compassos, todas

as frases irão soar naturalmente quando seus nós correspondentes forem transfor-

mados em sumidouros.
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Caṕıtulo 4

Concorrência Mı́nima via Ciclos

Maximais

Neste caṕıtulo, serão abordadas as principais contribuições teóricas e experimentais

deste trabalho para a literatura. Em especial, mostraremos que a obtenção de con-

corrência mı́nima em um grafo de recursos G sob uma dinâmica de Escalonamento

por Reversão de Arestas pode ser feita em tempo linear caso um ciclo maximal de

G seja adrede identificado. Inicialmente, na seção 4.1, a relação entre concorrência

mı́nima e ciclos maximais será demonstrada de um ponto de vista teórico. Com isso,

a seção 4.2 se dedica a elaborar e avaliar um método algoŕıtmico para a obtenção de

concorrência mı́nima, através de um algoritmo de duas etapas discutido na subseção

4.2.1. Por fim, a subseção 4.2.2 inclui resultados experimentais de instâncias relacio-

nadas ao problema de descontaminação em grafos previamente discutido no caṕıtulo

3, demonstrando a viabilidade da proposta.

4.1 Derivação Teórica

O objetivo desta seção é desenvolver uma expressão para o cálculo da concorrência

mı́nima de um grafo conexo não-direcionado G = (V,E), com |E| ≥ |V | (ou seja,

G não é uma árvore). Os conceitos teóricos aqui utilizados foram formalmente

apresentados na seção 2.4, sendo especialmente úteis as definições: de ciclo simples

(representado por κ, sendo K o conjunto de todos os ciclos simples de G); de ori-

entação aćıclica (representada por ω, sendo Ω o conjunto de todas as orientações
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aćıclicas de G); de ncw(κ, ω) e nccw(κ, ω), que são o número de arestas orientadas

em κ por ω no sentido horário e anti-horário, respectivamente; e de concorrência,

cuja definição estática encontra-se reproduzida abaixo:

γ(ω) = min
κ∈K

{
min {ncw(κ, ω), nccw(κ, ω)}

|κ|

}
(4.1)

O conjunto Ω é finito, e corresponde a todas as orientações aćıclicas posśıveis

de G. Cada orientação ω deste conjunto possui um valor γ(ω) de concorrência

associado, sendo que nosso objetivo é varrer o conjunto Ω e buscar o menor desses

valores, ao qual chamaremos de γ∗. Formalmente, podemos minimizar a equação

4.1 para todo ω ∈ Ω:

γ∗ = min
ω∈Ω

{
min
κ∈K

{
min {ncw(κ, ω), nccw(κ, ω)}

|κ|

}}
(4.2)

Alternativamente, o seguinte lema vale:

Lema 1. γ∗ = min
κ∈K

{
1
|κ|

}

Demonstração. Considere a Equação 4.1. Para um dado ω′, seja κ′ o ciclo que

produzirá o resultado escolhido pelo minimizador externo. Seja x definido como

x = min {ncw(κ′, ω′), nccw(κ′, ω′)}, levando a equação 4.1 ao valor de x/|κ′|. No

entanto, sabemos que, para todo κ ∈ K, sempre existirá uma orientação aćıclica

ω ∈ Ω tal que ncw(κ, ω) = 1 e nccw(κ, ω) = |κ| − 1, ou vice-versa (isto decorre

imediatamente do fato de que um ciclo direcionado apenas é formado se e somente

se ncw(κ, ω) = 0 ou nccw(κ, ω) = 0). Logo, deverá haver também uma orientação ω

de κ′ tal que ou ncw(κ′, ω) = 1 ou nccw(κ′, ω) = 1. Consequentemente, se a orientação

ω′, aplicada a κ′, não produziu o resultado x = 1, necessariamente existirá outra

orientação aćıclica ω que produzirá γ(ω) = 1/|κ′|. Agora, considere a Equação

4.2. Se γ∗ for menor do que 1/|κ′|, deverá necessariamente existir um ciclo simples

κ∗ que, sob uma orientação ω∗, produzirá 1/|κ∗| < 1/|κ′|. Logo, a Equação 4.2

tornou-se um problema de minimização sob todo κ ∈ K.
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O Lema 1 é essencialmente o problema de encontrar um ciclo maximal não-

direcionado de G, cuja concorrência mı́nima será igual ao inverso do tamanho de

sua circunferência. Com isso, caso seja posśıvel obtermos o tamanho do maior ciclo

simples do grafo de recursos G, saberemos imediatamente a menor concorrência

posśıvel que G poderá alcançar sob a dinâmica de Escalonamento por Reversão de

Arestas.

4.2 Encontrando uma Orientação Inicial que leve

à Concorrência Mı́nima

Apesar dos resultados da seção 4.1 permitirem o cálculo do valor da concorrência

mı́nima que o grafo de recursos G pode alcançar, ainda não está claro como obter

ω∗, uma orientação aćıclica tal que γ(ω∗) = γ∗. Esta seção de dedica a formular um

algoritmo que leve a ω∗, além de discutir sua complexidade. Em especial, o Teorema

1 é o principal resultado deste trabalho:

Teorema 1. Dado qualquer ciclo maximal κ∗ ∈ K como entrada, existe um algo-

ritmo de complexidade linear para encontrar uma orientação ω∗ ∈ Ω tal que γ(ω∗)

é mı́nimo para todo ω ∈ Ω.

Demonstração. A equação 1 indica que a concorrência mı́nima será atingida se

uma orientação aćıclica ω∗ for aplicada a G sob a condição de que ncw(κ∗, ω∗) = 1

e nccw(κ∗, ω∗) = |κ∗| − 1 ou vice versa, em que κ∗ é um ciclo maximal. Orientar κ∗

sob as condições previamente mencionadas pode ser realizado em tempo linear ao

percorrermos o ciclo κ∗ e atribuirmos um número de identificação crescente 1, ..., |κ∗|

para cada vértice visitado, resultando em uma ordenação topológica do ciclo. Ao

orientarmos as arestas correspondentes em direção aos vértices com números de

identificação maiores, apenas uma aresta (conectando os vértices de maior e me-

nor números de identificação) será orientada no sentido oposto às outras |κ∗| − 1,

cumprindo o requisito.

Torna-se necessário, então, demonstrar que é posśıvel orientar as demais arestas

de G tal que a orientação resultante ω∗ é sempre aćıclica. Seja S = V − κ∗ o

conjunto dos vértices restantes de G. Vamos atribuir um número de identificação
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crescente |κ∗| + 1, ..., |V | para cada vértice em S, e então orientar todas as arestas

de G na direção dos vértices com maior identificador. Por absurdo, se a orientação

resultante ω∗ for ćıclica, existirá um caminho i0, i1, ..., i0 (i.e. um ciclo direcionado).

No entanto, como cada aresta sempre leva a vértices com números de identificação

maiores, é imposśıvel retornar a i0 após a partida, para qualquer i0 ∈ V . Portanto,

nenhum ciclo será formado.

4.2.1 Algoritmo Proposto

Finalmente, podemos agora elaborar um procedimento algoŕıtmico em duas etapas

que encontre uma orientação aćıclica ω∗ que leve o sistema à concorrência mı́nima. A

primeira etapa consistirá em identificar um ciclo maximal κ∗ do grafo de recursos G

através de técnicas de otimização combinatória, cujas formulações serão discutidas

na subseção 4.2.1.1. Em sequência, a segunda etapa deverá utilizar o ciclo κ∗ para

obter, em tempo linear, a orientação ω∗. Para tal, os conceitos já discutidos na

demonstração do Teorema 1 serão reestruturados e transformados em um algoritmo,

cuja formalização encontra-se na subseção 4.2.1.2.

4.2.1.1 Etapa Branch-and-Cut

O primeiro passo para a técnica proposta neste trabalho é encontrar um ciclo ma-

ximal em um grafo conexo não-direcionado G. O problema de decisão associado

a identificar um ciclo cujo número de vértices é máximo em G é conhecidamente

NP-completo, pois inclui implicitamente o caso especial de encontrar um ciclo ha-

miltoniano [8]. Logo, é vantajoso recorrermos a técnicas de otimização combinatória

denominadas branch-and-cut [32], que percorrem todo o espaço de soluções posśıveis

e podam, da árvore de busca, eventuais combinações de respostas que não sejam

viáveis ou promissoras. Para tal, primeiro será necessário modelarmos o problema

de programação linear inteira, estabelecendo a função objetivo e suas restrições.

A modelagem proposta nesta etapa é baseada em uma recente pesquisa [33] que

propõe uma nova abordagem para o problema de ciclos simples (SCP, do inglês

Simple Cycle Problem). Neste paradigma, cada ciclo é decomposto em um caminho

simples e em uma aresta adicional, que conecta os vértices extremos do caminho.

A ideia é que o algoritmo separe restrições generalizadas de eliminação de subciclos
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(GSEC, do inglês Generalized Subtour Elimination Constraints) em tempo real (à

medida em que elas são violadas em uma relaxação de programação linear na árvore

de enumeração do branch-and-cut).

A formulação proposta para o SCP utiliza as variáveis binárias {yi ∈ {0, 1} :

i ∈ V } para representar os vértices de G (logo, se yi for igual a 1, o vértice i está

dentro da solução). De forma análoga, a variável {xe ∈ {0, 1} : e ∈ E} codifica as

arestas do caminho simples a ser formado, enquanto a variável {ze ∈ R : e ∈ E}

codifica a aresta adicional que transformará o caminho em um ciclo. Para este

presente trabalho, a formulação foi modificada para que a variável de custo fosse

removida (já que todas as arestas de um grafo de recursos possuem custo unitário)

e a função objetivo passasse a buscar uma região de máximo ao invés de mı́nimo,

como apresentada na equação 4.3.

max {
∑
e∈E

(xe + ze) : (x,y, z) ∈ R ∩ (B|E|,B|V |,R|E|+ )}, (4.3)

Para todo subconjunto S ⊆ V , iremos representar por δ(S) ⊆ E o conjunto

de arestas com exatamente uma extremidade em S (logo, δ({i}), ou simplesmente

δ(i), corresponde às arestas com uma extremidade no vértice i). De forma análoga,

representamos por E(S) ⊆ E as arestas com ambas as extremidades em S (ou seja,

que começam e terminam em vértices do conjunto S). Por sua vez, (x, y, z) denotam

uma solução do problema que, para ser viável, deve estar contida na região espacial

definida como uma interseção de R (o espaço de restrições) com os valores que cada

variável pode assumir (por exemplo, o śımbolo B|V |, binário, denota {0, 1}|V |). Fi-

nalmente, definimos como R a região poliédrica limitada pelo conjunto de restrições

a seguir:

∑
e∈E(S)

xe ≤
∑

i∈S\{j}
yi, ∀j ∈ S, S ⊂ V (4.4)

∑
e∈E

xe ≥ 2 (4.5)

∑
e∈E

ze = 1 (4.6)

42



xe + ze ≤ yk, ∀e = {i, j} ∈ E, k = i ∨ k = j (4.7)

∑
e∈δ(i)

(xe + ze) = 2yi, ∀i ∈ V (4.8)

xe, ze ≥ 0, ∀e ∈ E (4.9)

0 ≤ yi ≤ 1,∀i ∈ V. (4.10)

A ideia central da formulação é que um caminho simples, representado pelas

variáveis (x, y), seja unido à aresta adicional da variável z, formando o ciclo máximo.

A restrição 4.4 corresponde à eliminação de subciclos (GSEC ), impondo que o con-

junto induzido pelas variáveis x e y seja de fato um caminho simples (i.e. não seja

um ciclo). A restrição 4.5, por sua vez, define que o caminho simples das variáveis

(x, y) possua no mı́nimo 2 arestas. Isto é necessário pois um ciclo simples apenas

pode ser caracterizado com pelo menos 3 arestas (2 do caminho simples + 1 aresta da

variável z). A restrição 4.6 impõe que z corresponda a apenas uma aresta, enquanto

a restrição 4.7 não permite que z seja uma mesma aresta já presente no caminho

simples. A restrição 4.8, por fim, define que cada vértice pertencente à solução

do problema possua exatamente 2 arestas incidentes que também façam parte da

solução. As demais restrições apenas impõem valores permitidos para (x,y,z).

4.2.1.2 Etapa Linear

Tendo em mãos um ciclo maximal do grafo de recursos G, devemos utilizar os

passos descritos na demonstração do Teorema 1 para construirmos a orientação

aćıclica ω∗ que levará o sistema à sua concorrência mı́nima. Inicialmente, devemos

atribuir identificadores crescentes para cada vértice do ciclo κ∗ em ordem horária

ou anti-horária. Tendo conclúıdo este passo, os demais vértices de G devem receber

números de identificação crescentes a partir do valor |κ∗| + 1, a fim de estabelecer

uma ordenação topológica para G. Ao final deste processo, orientamos todas as

arestas de G na direção dos vértices de maiores identificadores, resultando em uma
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Algoritmo 2: Um algoritmo de tempo linear para encontrar uma orientação
aćıclica que leve à concorrência mı́nima dado um ciclo maximal como input.

Input : Grafo não-direcionado G = (V,E) e ciclo maximal κ∗ ⊆ V

Output: Orientação aćıclica ω∗ para a qual γ(ω∗) é mı́nimo
id = 1
v = κ∗.obterPrimeiroV ertice()
para i=1 até κ∗.tamanho() faça

Atribuir id a v
Incrementar id
v = κ∗.obterV izinhoHorarioDe(v)

fim

enquanto um vértice v ∈ V sem id existir faça

Atribuir id a v
Incrementar id

fim

Criar uma orientação vazia ω∗

para cada aresta não-direcionada uv ∈ E faça

se id(v) > id(u) então

Orientar uv tal que ω∗(u, v) = v

fim

senão

Orientar uv tal que ω∗(u, v) = u

fim

fim

retorna ω∗

orientação aćıclica que minimiza a expressão de concorrência. Tais passos estão

formalizados sob a forma do Algoritmo 2.

A corretude do Algoritmo 2 se baseia na demonstração do Teorema 1. Nota-

se que o tempo linear apenas é obtido caso o método obterV izinhoHorarioDe(v)

possua complexidade O(1). Isto irá depender da estrutura de dados utilizada para

guardar κ∗, que geralmente é um array contendo os vértices do ciclo na ordem em

44



que devem ser visitados. Neste caso, obterV izinhoHorarioDe(v) simplesmente irá

retornar o próximo elemento no array, cumprindo o requisito de tempo constante.

Como G é um grafo conexo em que |E| ≥ |V |, a complexidade global do Algoritmo

2 é O(m), em que m = |E|.

4.2.2 Resultados Experimentais

Nesta subseção, discutiremos a implementação do algoritmo de duas etapas para

obter orientações aćıclicas que alcancem concorrência mı́nima. Como elaborado

na subseção 4.2.1.1, devido ao fato do problema de decisão associado a encontrar

um ciclo maximal de G ser NP-completo [8], a primeira fase do algoritmo consiste

em empregar uma estratégia branch-and-cut para identificar um destes ciclos. A

segunda fase, por sua vez, corresponde aos passos discutidos na subseção 4.2.1.2 e

formalizados como parte do Algoritmo 2. Com base nos resultados experimentais

obtidos, será posśıvel mostrar que instâncias razoavelmente grandes, relacionadas

ao problema de descontaminação de grafos discutido na subseção 3.2.1, podem ser

resolvidas à otimalidade provada em tempos aceitáveis de CPU.

Toda a implementação foi realizada na linguagem C de programação. Para a pri-

meira etapa, utilizamos o pacote XPRESS Mixed Integer Programming v8.5.3 para

resolver problemas de programação linear e administrar a árvore de branch-and-cut.

Todas as outras funcionalidades do programa (como pré-processamento, heuŕısticas

primais e geração automática de corte) foram desabilitadas. Os experimentos fo-

ram conduzidos em uma máquina Intel Core i9-8950HK com 16 Gbytes de memória

RAM, utilizando o sistema operacional Linux Ubuntu 18.04.1 e apenas uma thread.

A fim de avaliar a viabilidade de nossa proposta, dois conjuntos de instâncias

foram selecionados. Para o primeiro conjunto, sendo n = |V |, foram criados grafos

circulantes (ver subseção 3.2.1.1) da forma Cin(1, ..., bn/2c), em que cada aresta foi

gerada dada uma probabilidade p (e.g. para p = 1, será gerado o grafo completo

Kn. Para p = 0, nenhuma aresta existe). Em caso de múltiplas componentes

serem formadas, a estratégia empregada foi conectá-las aleatoriamente ao final do

processo para garantir que nosso programa sempre gerasse grafos conexos. Esta

natureza probabiĺıstica de geração das instâncias nos permitiu controlar a densidade

dos grafos e capturar estruturas menos previśıveis.
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Para o segundo conjunto de instâncias, a fim de avaliar a viabilidade da estratégia

proposta para grafos que são conhecidamente mais desafiadores, foram selecionadas

instâncias presentes no website do grupo de Otimização Discreta e Combinatória da

Universidade de Heidelberg [34] referentes ao problema de encontrar ciclos hamilto-

nianos. No entanto, devido ao fato de termos limitado a execução de nosso programa

para 3600 segundos, apenas foi posśıvel resolver 2 das 9 instâncias dispońıveis.

Dado que nossa intenção é apenas demonstrar viabilidade, todas as instâncias

foram executadas uma única vez, com o tempo limite programado para 1 hora de

execução e o tempo de CPU arredondado para o inteiro mais próximo. Os resultados

para o primeiro e o segundo conjunto de instâncias são mostrados na tabela 4.1 e

na tabela 4.2, respectivamente.

Nós Arestas p |κ∗| Conc. Mı́n. Tempo CPU (s)

200 392 0.01 183 1/183 1
200 3826 0.1 200 1/200 2
1000 1912 0.002 882 1/882 169
1000 19912 0.02 1000 1/1000 552
1000 180151 0.2 - - > 3600
2000 4079 0.001 1807 1/1807 874
2000 40034 0.01 2000 1/2000 3599
2000 380147 0.1 - - > 3600
2000 1999000 1 - - > 3600

Tabela 4.1: Experimentos para encontrar a concorrência mı́nima de grafos
circulantes gerados aleatoriamente.

Instância Nós Arestas Conc. Mı́n. Tempo CPU (s)

alb1000 1000 1998 1/1000 23
alb3000e 3000 5996 1/3000 2842

Tabela 4.2: Experimentos para encontrar a concorrência mı́nima de instâncias
desafiadoras do problema de identificar ciclos hamiltonianos.
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Caṕıtulo 5

Conclusões

5.1 Considerações Finais

No contexto do compartilhamento de recursos entre processos, a dinâmica de Esca-

lonamento por Reversão de Arestas, como aprofundada no caṕıtulo 2, surge como

uma estratégia natural para atribuir uma sequência de operação ao sistema. Den-

tre as aplicações discutidas no caṕıtulo 3, as que se beneficiam de uma concorrência

mı́nima entre processos provaram-se grandes inspirações para o desenvolvimento das

técnicas descritas neste trabalho. Em especial, os resultados experimentais obtidos

no caṕıtulo 4 são de grande importância para sustentar a proposta nele desenvolvida,

sendo o principal objeto de análise desta seção.

A tabela 4.1, inclúıda no caṕıtulo 4, mostra que, apesar de grafos muito densos

ainda serem um desafio, foi viável resolver instâncias consideravelmente grandes em

menos de 1 hora. Isto apenas foi posśıvel graças às técnicas modernas de otimização

combinatória e à formulação relativamente simples do problema de encontrar ci-

clos maximais. Caso tentássemos modelar diretamente o problema de minimizar a

métrica de concorrência, haveria grandes chances de que o modelo resultante fosse

demasiadamente complexo a ponto de dificultar as podas da árvore de branch-and-

cut. Ao recorrermos a outro problema relacionado e bem estudado na literatura para

resolver um menos conhecido, podemos utilizar todo o conhecimento já produzido

para alcançar tempos de execução bastante aceitáveis.
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5.2 Trabalhos Futuros

Nesta seção, serão discutidas posśıveis direções de pesquisa para uma ampliação da

literatura acerca de concorrência sob uma dinâmica de Escalonamento por Reversão

de Arestas.

5.2.1 Concorrência Máxima

Um dos grandes desafios ainda em aberto é a elaboração de um modelo de oti-

mização combinatória para maximizar a métrica de concorrência. Neste problema,

a intuição indica que concorrências elevadas são atingidas ao orientarmos arestas in-

tercaladamente, variando entre o sentido horário e o anti-horário. Algumas ideias já

levantadas capturam a natureza do problema, mas não o solucionam: por exemplo,

ao invés de olharmos para ciclos maximais (como é o caso da concorrência mı́nima),

olhaŕıamos para ciclos mı́nimos ı́mpares.

Por exemplo, seja κ um ciclo com um número par de vértices. Caso orientemos

metade das arestas de κ no sentido horário e, a outra metade, no sentido anti-

horário, obteŕıamos uma contribuição de 1/2 referente a κ para a fração da equação

2.2. No entanto, seja κ′ um ciclo com um número ı́mpar de vértices: neste caso,

uma orientação intercalada de κ′ poderia produzir valores de ncw = (|κ′| − 1)/2 e

ncw = (|κ′|+1)/2. Por exemplo, se |κ′| = 5 com arestas orientadas intercaladamente,

podeŕıamos obter ncw = 2 e ncw = 3. A fração interna da equação 2.2 retornaria

uma contribuição de 2/5 por parte de κ′ e, se nenhum outro ciclo retornasse um

valor menor, esta seria a concorrência do sistema. A intenção de buscarmos o ciclo

mı́nimo se deve ao fato de que, neste caso em que |κ′| = 5, outros ciclos ı́mpares

com mais vértices retornariam valores da fração interna da equação 2.2 maiores que

2/5 (ex.: 3/7), não impactando no minimizador que percorre todos os ciclos simples

de G.

O desafio da proposta discutida acima encontra-se justamente na dif́ıcil garantia

de que, ao orientarmos o restante dos ciclos de G, um valor menor para a fração in-

terna da equação 2.2 seria evitado. Diferente do problema de concorrência mı́nima,

orientar um ciclo em G pode prejudicar a orientação de outros ciclos adjacentes,

impedindo que suas arestas sejam orientadas de forma intercalada. A figura 5.1
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(a) Concorrência mı́nima.

A

B

CD

E

(b) Concorrência máxima.

Figura 5.1: Exemplos de orientações aćıclicas que levam o sistema do Jantar dos
Filósofos à sua concorrência mı́nima e máxima, com sumidouros em preto.

revisita o exemplo do Jantar dos Filósofos discutido na seção 1.1, mostrando ori-

entações aćıclicas iniciais que alcançam concorrência mı́nima e máxima.

5.2.2 Otimização de Parâmetros para o Branch-and-Cut

Apesar dos resultados presentes nas tabelas 4.1 e 4.2 serem considerados satis-

fatórios, acredita-se haver uma boa chance de ser posśıvel resolver instâncias ainda

maiores através de uma melhor manipulação dos diversos parâmetros do pacote

XPRESS Mixed Integer Programming. Em especial, existem meta-algoritmos que

utilizam aprendizado de máquina para buscar uma combinação de parâmetros que

seja ideal para o problema espećıfico sendo otimizado. Um exemplo é o Para-

mILS [35], um meta-algoritmo desenvolvido por pesquisadores da área de otimização

combinatória que atingiu boas colocações em variadas competições.

5.2.3 Novas Aplicações para o SER

Apesar da lista de aplicações conhecidas para o Escalonamento por Reversão de

Arestas possuir temas bastante variados, ainda há espaço para aumentá-la. Propor

o uso do algoritmo em novos cenários (como na aviação) ou estender o conceito de

descontaminação para outros ambientes (como em florestas) são alguns dos caminhos

naturais para futuras pesquisas.
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Apêndice A

Simulação Musical

A simulação musical citada na subseção 3.2.3 está dispońıvel no seguinte website:

https://carloseduardov8.github.io/Song-Generator/

Esta simulação é um projeto de código aberto distribúıdo sob a Licença GNU

GPL v3.0. O código-fonte está dispońıvel no seguinte website: https://github.

com/carloseduardov8/Song-Generator/
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