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Resumo do Projeto de Graduagdo apresentado a POLI/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengdo do grau de Engenheiro de Controle e Automacao.

SOBRE A ESTABILIZACAO DE UM PENDULO DE FURUTA COM CONTROLE
SIDA-PBC.

Rodrigo de Jesus Macedo

Fevereiro/2017

Orientador: Fernando Cesar Lizarralde

Curso: Engenharia de Controle e Automagao

Este trabalho trata da modelagem e controle de um péndulo invertido rotacional, co-
nhecido também como péndulo de Furuta. O enfoque que se da é sobre o estudo e aplica-
cdo pratica da teoria de controle SIDA-PBC (simultaneous interconnection and damping
assignment passivity-based control). A aplicacdo desta técnica em sistemas mecanicos
sub-atuados que atendem um conjunto de condicdes assegura que € possivel se obter um
sistema cuja dindmica de um ponto de equilibrio originalmente instivel seja globalmente
assintoticamente estdvel em malha fechada.

Busca-se, portanto, satisfazer as condi¢cdes que enquadrem o sistema mecanico do
péndulo invertido rotacional na classe de sistemas compreendida pela técnica de controle
SIDA-PBC, de modo que a estabilizacao assintética global seja conferida.

Foram realizadas simula¢des de modo a validar o modelo dindmico e a técnica de con-
trole SIDA-PBC aplicada ao péndulo de Furuta e, posteriormente, os resultados obtidos

em simulacdo foram conferidos experimentalmente.
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Abstract of Undergraduate Project presented to POLI/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Control and Automation Enginner.

ABOUT THE STABILIZATION OF A FURUTA PENDULUM WITH SIDA-PBC
CONTROL.

Rodrigo de Jesus Macedo

February/2017

Advisor: Fernando Cesar Lizarralde

Course: Control and Automation Engineering

This work deals with the modeling and control of a rotational inverted pendulum,
also known as the Furuta pendulum. The focus is on the study and practical application
of the SIDA-PBC (simultaneous interconnection and damping asignment passivity-based
control) control theory. The application of this technique in sub-actuated mechanical
systems that meet a set of conditions ensures that it is possible to obtain a system whose
dynamics of an originally unstable equilibrium is globally asymptotically stable in closed
loop.

It is therefore sought to satisfy the conditions that fit the mechanical system of the
rotational inverted pendulum in the system class comprised by the SIDA-PBC control
technique, so that global asymptotic stabilization is conferred.

Simulations were performed in order to validate the dynamic model and the SIDA-
PBC control technique applied to the Furuta pendulum and, later, the results obtained in

simulation were checked experimentally.
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Capitulo 1

Introducao

O avancgo no poder computacional t¢m impulsionado amplo desenvolvimento na teoria
e aplicacao de técnicas de controle ndo-lineares. Essas técnicas sdo importantes uma vez
que o foco principal de desenvolvimento estd na propriedade de estabilidade do sistema.
As técnicas de controle ndo-lineares visam, em grande maioria, utilizar de ferramentas de
andlise de sistemas ndo-lineares que possam garantir a estabilidade do sistema em malha
fechada que antes, utilizando as conhecidas ferramentas de anédlise para sistemas lineares,
nao poderia ser verificada.

Utilizando as técnicas de andlise de sistemas lineares, um primeiro passo no estudo
de sistemas nao-lineares pode ser linearizar o sistema em torno de um ponto de operagao,
de modo que o comportamento da dindmica do sistema ndo-linear possa ser considerado
aproximadamente igual ao comportamento do sistema linearizado em uma regiao proxima
ao ponto de operacdo. Esta técnica € muito usada por projetistas de controle e d4 uma boa
ideia do comportamento do sistema ndo-linear, no entanto, uma andlise de estabilidade
do sistema em malha fechada s6 pode ser verificada na vizinhanga do ponto de operagao,
sem garantia nenhuma de estabilidade fora dessa regido. As técnicas de controle ndo-
linear, no entanto, lidam com essa problemética de forma mais cuidadosa, onde o intuito
€ conseguir assegurar uma anélise de estabilidade ndo somente ao redor de um ponto
de operacdo, como também poder garantir uma anélise de estabilidade mais afastado do
ponto de operacao, onde os efeitos de ndo-linearidades ndo sdo mais despreziveis.

Uma gama de técnicas foi criada para o desenvolvimento de leis de controle para sis-
temas nao-lineares, dentre elas incluem feedback linearization, controle por modo desli-
zante (Slotine et al.|1991)), controle adaptativo, backstepping (Khalil|1996), dentre outras.
Muitos desse métodos t€ém uma fundamentacdo em comum, sdo baseados na formula-
cdo de leis de controle utilizando a teoria de estabilidade de Lyapunov, a qual carrega
propriedades fundamentais que garantem trajetérias de estado limitadas e convergéncia
do sistema para um ponto de equilibrio. Essa convergéncia para o equilibrio pode se
dar localmente, isto €, a estabilidade do sistema em malha fechada s6 é verificada para

uma regido do espacgo de estados; ou globalmente, tal que a estabilidade € verificada para



todo o espaco de estados. Esse trabalho t€ém o principal foco no estudo de uma técnica
de controle que possa levar um ponto de equilibrio naturalmente instavel de um sistema

sub-atuado a estabilidade global.

1.1 Motivacao

Uma primeira motivagdo no desenvolvimento desse projeto de graduagdo € o traba-
lho (Carvalho|[2005), onde o objetivo era analisar o desempenho de alguns controladores
frente a estabilizacdo, ndo estritamente local e possivelmente global, de sistemas nao-
lineares para diversas condi¢des iniciais. Um desses sistemas tratados € o de um péndulo
invertido rotacional, também conhecido por péndulo de Furuta (Furuta 2003), um sistema
nao-linear de quarta ordem, onde pretende-se controlar a posi¢cdo angular do péndulo atu-
ando em um motor DC acoplado ao outro grau de liberdade do sistema. Esse € o sistema
que sera estudado ao longo do desenvolvimento desse trabalho.

Uma segunda motivacdo € o trabalho desenvolvido por|Donaire et al.| (20165). Nesse
trabalho, os autores desenvolvem uma técnica de controle nao-linear para sistemas sub-
atuados propondo que o sistema em malha fechada seja assintoticamente globalmente
estdvel em um ponto de equilibrio naturalmente instdvel desde que os sistemas satisfacam
algumas condig¢des.

Os dois trabalhos, portanto, tratam da estabilidade global de sistemas nao-lineares,
especialmente falando, de sistemas sub-atuados, onde o nimero de graus de liberdade é
maior do que o nimero de juntas atuadas.

Como citado anteriormente, o sistema tratado nesse trabalho € o do péndulo invertido
rotacional, devido a complexidade de se controlar por se tratar de um sistema de fase nao-
minima. Além disso, o trabalho desenvolvido aqui pode ser testado e implementado no

péndulo invertido rotacional, modelo fabricado pela Quanser Consulting Inc.

1.2 Objetivo

O controle de posi¢dao de um péndulo invertido € feito, em sua grande maioria, pela
aplicacao das técnicas conhecidas como swing-up e balancing, onde a primeira tém a fun-
cdo de ’instabilizar’ o péndulo, de modo que ele saia de sua posi¢cdo de equilibrio estivel
em direcdo a posicao de equilibrio instdvel (posi¢cdo vertical para cima), e a segunda tém
a funcdo de manter o péndulo equilibrado no ponto de equilibrio instdvel. A jun¢do das
duas técnicas, portanto, faz o controle completo de equilibrio do péndulo invertido, no
entanto, i1sso sO € possivel através de um chaveamento entre as leis de controle. Um pro-
blema bastante desafiador € criar uma lei de controle que estabilize o péndulo na posi¢ao

de equilibrio instdvel sem que haja necessidade de fazer um chaveamento entre leis de



controle diferentes, de modo que seja possivel garantir a estabilidade global do sistema.
O trabalho desenvolvido em (Donaire et al.[2016b)) mostra que € possivel garantir estabili-
dade assintética global para sistemas mecanicos sub-atuados com uma lei de controle ba-
seada na passividade do sistema, e € baseado nessa afirmacdo que serd desenvolvida uma
investigacdo sobre a estabilidade do péndulo invertido rotacional, um sistema sub-atuado

ndo-linear, ao longo desse trabalho, utilizando a técnica desenvolvida naquele trabalho.

1.3 Organizacao do Texto

O presente trabalho foi organizado da seguinte forma:

No Capitulo 2 ¢ feita uma revisdo bibliografica sobre a teoria de sistemas cldssi-
cos Hamiltonianos e sistemas port-Hamiltonianos. Esses sistemas carregam um conceito
chave no desenvolvimento da lei de controle apresentada em (Donaire et al.[20165). Além
disso, neste capitulo € introduzida a teoria IDA-PBC (Interconnection and Damping As-
signment Passivity-Based Control).

No Capitulo 3 ¢é feita a modelagem das equagdes dindmicas do péndulo invertido
rotacional, baseada no modelo real desenvolvido pela Quanser, utilizando o método de
Euler-Lagrange.

No Capitulo 4 é demonstrada a teoria de linearizagdo parcial por realimentacdo, de-
senvolvida em (Spong [1994), onde é apresentada uma técnica de linearizacdo de uma
por¢do da dindmica (por isso parcial) de um sistema ndo-linear sub-atuado por uma re-
alimentacdo ndo-linear. Essa técnica € subdividida em duas: Linearizagdo Colocada e
Linearizacdo Nao-Colocada, onde uma faz a linearizacao da dindmica referente a parte
atuada do sistema, e a outra faz a lineariza¢do da dinamica referente a parte ndo atuada.
Para demonstrar a eficiéncia da técnica, sdo feitas algumas simulacdes em Simulink utili-
zando a toolbox SimMechanics para desenvolvimento de um modelo dindmico visual do
péndulo invertido rotacional.

No Capitulo 5 € apresentada a teoria SIDA-PBC (Simultaneous Interconnection and
Damping Assignment Passivity-Based Control). Nesse capitulo € feita uma forte afirma-
cdo acerca da estabilidade de um sistema mecanico sub-atuado realimentado com uma lei
de controle SIDA-PBC, desde que algumas condi¢des sejam satisfeitas. Sdo feitas algu-
mas simulac¢des da aplicacao no péndulo invertido rotacional e, por fim, apresentam-se 0s
resultados obtidos em experimentos realizados em laboratdrio.

No Capitulo 6 é apresentada uma conclusio sobre o desenvolvimento e os resultados

obtidos com esse trabalho.



Capitulo 2
Sistemas Port Hamiltonianos

Sistemas fisicos compartilham de uma propriedade fundamental, base da modelagem
fisica através da formalizacao de leis generalizadas de interconexao, que € o principio da
conservacao de energia (a exemplo de uma lei generalizada de interconexdo t€m-se a lei de
Kirchhoff para circuitos elétricos). Um sistema pode ser considerado, dentro do contexto
da teoria de redes, como uma interconexao entre elementos que armazenam energia com
elementos que dissipam energia através de interconexdes fisicas. A estrutura Port Ha-
miltoniana formaliza essa interconexdo preservando a estrutura geométrica e define uma
fun¢ao Hamiltoniana como sendo igual a energia total armazenada em um sistema, de ma-
neira que sistemas Port Hamiltonianos tenham uma interpretacdo fisica direta. Modelos
baseados na abordagem sobre a energia do sistema sdo muito interessantes no contexto
de anélise e projeto de controle, uma vez que uma fung¢do que representa a energia de
um sistema em malha fechada € uma boa candidata a funcdo de Lyapunov para controle
ndo linear, particularmente adequado a métodos de controle baseados na passividade do

sistema.

Pelo fato de tratar a modelagem de sistemas baseado no contexto energético, enfati-
zando energia e poténcia como caracteristicas em comum entre diferentes dominios fi-
sicos, sistemas Port Hamiltonianos viabilizam o tratamento matematico sistematico de
sistemas multi-fisicos, entre outras palavras, sistemas compostos de interconexdes entre
subsistemas de diferentes dominios fisicos, a exemplo, mecanico, quimico, hidriulico,

eletromagnético, etc.

2.1 Sistemas classicos Hamiltonianos

A dindmica de um sistema fisico pode ser descrita, de maneira totalmente equivalente
ao formalismo baseado nas leis de Newton para o movimento, pela solucao das equacoes

de Euler-Lagrange, com a vantagem de que para qualquer sistema de coordenadas gene-



ralizadas o procedimento toma a mesma forma e, portanto, pode ser mais adequado para

generalizagdes. As equacoes de Euler-Lagrange sdo escritas comoE]

d (oL, \!' /oL, '
E(%(%Q)) —<5—q(q,q)> =T, (2.1)

onde ¢ = (q1,...,qn)" sdo coordenadas generalizadas para o sistema com k graus de li-
berdade, o Lagrangiano L € igual a diferencga entre a energia cinética K(q,q) e a energia
potencial V(g), tal que L(q,q) = K(q,q) —V(q), € T = (11,...,7:)T é o vetor de forcas
generalizadas atuando sobre o sistema. A energia cinética K de um sistema mecénico é

escrita da forma

N .
K(q.4) = 54" M(9)q, (2.2)
Como o sistema tem n graus de liberdade, a matriz M(g) é uma matriz n x n simétrica
e positiva definida para todo g. Neste caso, o vetor de momentos generalizados p =
(p1,...,pn)T é definido como
dL
p==.=M(q)q, (2.3)
dq
que denota o vetor-coluna de derivadas parciais de L(q,q) com respeito as velocidades
generalizadas ¢y, ..., qy.
Definindo uma fun¢édo H (g, p), que é fungdo das coordenadas e dos momentos gene-

ralizados, temos

1
H(g,p) = 5p"M "' (9)p+V(q), (2.4)
nota-se que
. oH o
qg= E(q,p) =M (q)p, (2.5)
. OH
p= —a—q(q,p) +, (2.6)
assim,
1
H(q,q) = 54" M(9)q+V(q), 2.7)

¢ a funcdo que representa a energia total do sistema, dada pela soma da energia ciné-
tica K(g,¢) mais a energia potencial V(q). As equacdes (2.5) e (2.6) sdo chamadas de

equacoes Hamiltonianas do movimento, e H é chamado de Hamiltoniano.

IISiciliano et al.[(2010)



Tomando a derivada no tempo da equagdo (2.4) e substituindo as equagdes (2.5)) e

(2.6), ttm-se

d oTH oTH oTH

a _o4d . o _oH _ T
dtH(q,q) 74 (g,p)q+ P (q,p)p P (¢, p)T=4", (2.8)

Este resultado demonstra a conservagdo de energia, uma vez que o aumento da energia
do sistema € igual ao trabalho fornecido. Portanto, definindo u = T como a entrada do
sistema e y := ¢ como a saida, t€tm-se um sistema passivo, tal que

CH=)"u (2.9)

O sistema definido pelas equagdes e com entradas u = 7 e saidas y := ¢

€ um exemplo de um sistema Hamiltoniano com entradas e saidas colocadas, e pode ser

reescrito como:

. oH o
qg= ﬁ(q,p) =M""(q)p,
JoH
p= —a—q(q,l?) +B(q)u, ucR"™, (2.10)
oH

y=B" (q)ﬁ(q,p) =B"(q9)q, yeR™,

onde g = (q1,....,qn)" € p=(p1,...,pn)", e B(q) é a matriz forgas de entrada, de modo
que B(q)u denota as forgas generalizadas resultantes do sinal de controle u € R™. Se a
matriz B(q) ndo tem posto completo, isto é, se m < n, entdo o sistema ¢ dito sub-atuado,
ou seja, o nimero de juntas atuadas € menor do que o nimero total de juntas do sistema.
Por outro lado, se B(g) tem posto completo, entdo m = n e B(q) é invertivel para todo g,
portanto, o sistema € dito completamente atuado.
Uma outra generalizacdo mais aprofundada da classe de sistemas Hamiltonianos que

pode ser feita € considerar sistemas que sdo descritos em coordenadas locais, tal que

X = J(x)%—fxl(x)—kg(x)u, xeX,ueR"
JoH
_ T N\NZ°7 m
y - g (X) ax (X), yER ) (211)

onde J(x) é uma matriz 2n X 2n antissimétrica

J(x)=—JT(x) (2.12)



E fécil provar que o balanco de energia se mantém, de maneira que % (x(r)) =

dt

Y (O)u(t).
On I}’l
Definindo x := (¢q,p), J:= [ Xn

, J € R™*2n onde I, é uma matriz
_In Oan

0
indentidade n x n, 0,,x, ¢ uma matriz de zeros n x n, e g(x) = g(p,q) := [ Bn(x'; ] , temos
q
que o sistema definido por (2.10) é dado por
; 0 I 0
61. _ nxn n VH(q,p) i nxm u, 2.13)
D —1I On><n B(Q)

OH
tal que VH(q,p) = [ gz (4.p) ] ¢ o vetor que representa as derivadas parciais de

5, (a:p)
H(q,p) com relacdo as coordenadas generalizadas e aos momentos generalizados.

2.2 IDA-PBC

O termo IDA-PBC ¢é uma sigla para Interconnection and Damping Assignment
Passivity-Based Control e foi primeiramente introduzida em (Ortega et al.[2002). A
teoria IDA-PBC desenvolvida nesse capitulo foi baseada no trabalho apresentado
em (Donaire et al.|[2016b). A técnica € utilizada para controlar sistemas mecanicos

sub-atuados descritos na forma port-Hamiltoniana.

Considerando um sistema descrito como na Equacdo (2.13), onde ¢,p € R” sdo os
vetores que definem as coordenadas generalizadas e os momentos generalizados, respec-
tivamente, u € R™ € o sinal de controle, a fun¢do H : R" x R” — R, como definido na
Equacgao , ¢ fungdo da energia total com M : R” — R"*", a matriz de inércia do sis-
tema positivo-definida, e V : R" — R a energia potencial, o objetivo do controle é gerar
um controle por realimentacdo de estados que leve o sistema em malha fechada atingir
o ponto de equilibrio (¢,p) = (¢*,0), ¢* € R". Este objetivo é atingido na metodologia
IDA-PBC em dois passos, definidos: energy shaping e damping injection. Em portugués,
modelagem de energia e injecdo de amortecimento. Esses dois passos serdo explicados

nas duas secdes seguintes.

2.2.1 Modelagem da Energia (Energy-shaping)

O primeiro passo, chamado energy-shaping, t€m o objetivo de modificar a fun¢do de

energia para uma funcao de energia desejada e determina um controle por realimentagcao



de estados de forma que o novo sistema em malha fechada mantenha as propriedades
de um sistema port-Hamiltoniano, tal que o novo sistema, chamado agora de sistema

desejado e designado por X, seja definido por:

q Onxn M1 q)Ma(q
Zd : . = ) 1 ( ) ( ) VHd(q7p) (214)
p —My(qg)M " (q)  Ja(q;p)
com a nova funcdo de energia total H; : R" x R” — R dada por,
1 _
Ha(q,p) = 5p" M, ' (9)p+Va(q), (2.15)
onde My : R" — R"*" ¢ positivo-definida e V,; : R” — R verifica
q" = argmin V;(q), (2.16)

e Jp : R" x R" — R™" atende a condi¢@o de anti-simetria, tal que,

D(q,p) = =73 (q,p). (2.17)

Neste caso, (¢*,0) é um ponto de equilibrio estavel do sistema (2.14]) com funcéo
de Lyapunov definida por H;. Entretando, tomando a derivada no tempo da funcdo de

Lyapunov do sistema desejado, verifica-se queﬂ

Hy=p"™M; oM 'p=0. (2.18)

Desta forma, pela teoria de estabilidade de Lyapunov, ndo se pode garantir estabili-
dade assintética do sistema em malha fechada. Assim, o segundo passo da metodologia

IDA-PBC t€m o objetivo de garantir estabilidade ao sistema em malha fechada.

2.2.2 Injecao de Amortecimento (Damping Injection)

Para atingir o objetivo de levar o sistema em malha fechada a estabilidade assintética,
o segundo passo, chamado damping injection, consiste em realimentar a saida natural-
mente passiva adicionando a modelagem da energia um termo da forma —KpBTMd’1 D,
com K, € R"*" positivo-definido.

Com esse novo termo, a derivada da fun¢do de energia do sistema em malha fechada

é reescrita como,

Hy = —K,||B"M,'p||* <o0. (2.19)

Assim, a estabilidade assintética do sistema em malha fechada € garantida se a saida
BTMd_1 p € detectdvel (van der Schaft & Jeltsema|2014).

2A demonstragio é feita no Apéndice [Al Algumas demonstracdes.



2.2.3 Determinacao da Lei de Controle IDA-PBC

Para determinar a lei de controle, deve-se igualar o lado direito da Equagéo (2.13)) com

o lado direito da Equagéo (2.14), tal que se obtém as chamadas matching equations.

VyH —Bu=MsM 'V, Hy—hLM;'p (2.20)

Desta forma, a lei de controle u, para atender a Equagdo (2.20) deve ser definida como,

u= (B'B)" BT [V, H — MyM ™"V Hy + .M p] 2.21)

Como demonstrado em (Ortega et al.|2002)), a soluc¢do das matching equations é equi-
valente a solucdo da lei de controle u, juntamente da solucdo das (p-dependente) Equagdes

Diferenciais Parciais com respeito a Energia Cinética (KE-PDE)

BV, (p"M ' p) — MMV, (p" M, p) +25M;  p} =04, (2.22)

e da solucao das (p-independente) Equagdes Diferenciais Parciais com respeito a Energia
Potencial (PE-PDE)

BH{VV - MM 'VV,} =0, (2.23)

onde B+ : R" — R**" ¢ o aniquilador & esquerda de posto completo de B, isto é, B'B =
Ogxm € 0 posto de BY, p(B+) =5, s:=n—m.

O sucesso da metodologia IDA-PBC estd na possibilidade de se resolver as Equagdes
Diferenciais Parciais e (2.23).

A adicao do termo J, referente as forgas dissipativas, no entanto, afeta apenas a re-
solucdo das KE-PDE’s . A determinacdo de J,, para ser consistente com ([2.22]),
a qual seus elementos sdo quadréticos em p, deve ser linear em p. Assim, sem perda de

generalidade, pode-se definir J, da seguinte forma,

n
Dh(q,p) =Y el M7 ' pUi(q), (2.24)
i=1

onde U; : R" — R"™ " verifica a condigdo U;(q) = —U/! (¢), € e; é 0 i-ésimo vetor da base
candnica e = {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,...,0,1)}.

Denota-se as colunas da matriz B+ como

B =:[vi(q) ... vs(q) (2.25)

onde v; : R" — R" k € §:={1,...,s} é dado por vy = col (vy,).
A definicdo da matrix B como citado em tém uma aplicacdo importante acerca



da ndo-dependéncia em p das KE-PDE'’s, o qual pode ser verificado em forma de lema
em (Donaire et al.[[2016b) e (Crasta et al.|[2012).

2.3 Conclusao

Neste capitulo foram abordadas as teorias de sistemas cldssicos Hamiltonianos, siste-
mas port Hamiltonianos e a técnica de controle IDA-PBC. Esses temas sdo fundamentais
na formulacdo da teoria de controle SIDA-PBC, a qual serd tratada no decorrer deste
trabalho.
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Capitulo 3

Modelo Dinamico de um Péndulo

Invertido Rotacional

Figura 3.1: Péndulo Invertido Rotacional.

Fonte: Quanser.comﬂ

O modelo dindmico de um sistema mecanico proporciona uma descri¢do da relacao
entre os torques aplicados nas juntas atuadas e 0 movimento resultante da estrutura. Uma
das formas mais utilizadas para se desenvolver as equacdes do movimento de um sistema

mecanico € utilizar a formulagdo de Lagrange, que dd uma descri¢ao das equagdes do mo-

IDisponivel em: <http://www.quanser.com/products/rotary_pendulum>. Acessado em nov. 2016.
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vimento do sistema, de uma forma sistematica independente do sistema de coordenadas
de referéncia, no espago das juntas.

Tendo definido o sistema de coordenadas generalizadas g = (q1,...,g,)" , 0 qual define
efetivamente a posi¢cdo dos elos de um sistema mecanico de n graus de liberdade, o La-
grangiano de um sistema mecanico pode ser definido como uma fun¢io das coordenadas

generalizadas:

As equagdes de Euler-Lagrange sdao expressadas de acordo com , que estabe-
lecem uma relacdo existente entre as forcas generalizadas aplicadas no sistema com as
posi¢des, velocidades e aceleracdes das juntas. Deste modo, o desenvolvimento do mo-
delo dinamico comecga pela descricao do sistema, seguido da determinagdo das energias
cinética e potencial.

O desenvolvimento do modelo dinAmico do péndulo invertido rotacional apresentado
nesse capitulo foi feito com base nas notas de aula utilizadas na disciplina de Robdtica
e Automacdo ministrada ao curso de engenharia de controle e automacdo da UFRJ pelo

professor Fernando Cesar Lizarralde.

3.1 Descricao do péndulo de Furuta da Quanser

O péndulo invertido rotacional desenvolvido pela Quanser € constituido, basicamente,
de uma base metdlica onde sao fixados um motor DC, um encoder, um potencidometro
e um brago rotativo, no qual, na outra ponta € acoplado o péndulo. O brago rotativo é
acoplado ao motor por meio de dois conjuntos de engrenagens que dao uma reducao total
K, do movimento do motor DC para o movimento do brago. O primeiro conjunto de
engrenagens fica na caixa de reducao acoplada ao motor que d4 uma reducao de k,; = 14.
O segundo conjunto de engrenagens fica na parte superior da base metdlica e € composto
por duas engrenagens de 120 e 24 dentes, das quais se obtém redu¢do de ko, = 5. Assim,
a reducdo total € igual a K, = 70. No braco rotativo é fixado também um encoder que
faz a medicao da posi¢ao angular do péndulo, a qual chamaremos de junta ndo-atuada. O
encoder fixado na base metdlica mede, portanto, a posi¢cao angular do braco rotativo, o
qual chamaremos de junta atuada. O modelo desenvolvido pela Quanser com a descri¢ao

de seus componentes pode ser visto na Figura[3.2]

12



péndulo

junta atuada —
. encoder
conjunto de \ ;
engrenagens . ]unta
nao-atuada

caixa de reducgdo

motor DC
potencidmetro
encoder

Figura 3.2: Péndulo Invertido Rotacional - Descricdo dos componentes.

Fonte: Quanser.comﬁ

3.2 Cilculo da energia cinética

A energia cinética total de um sistema € dada pela soma das contribui¢des relativas
ao movimento de cada elo e de cada junta atuada, tal que, para um sistema com n elos

rigidos

K=

-

N
I
_

(K, +Kpm,), (3.2)

A energia cinética referente aos elos, somando as contribui¢des translacional e rotaci-
onal com relagdo ao sistema de coordenadas base, € dada por:
K= 5% (ml )2+ & 156 3.3
I—EZ mzHViH tw-;w), (3.3)
i=1
onde m; € a massa do elo i, I € a inércia do elo i com respeito ao seu centro de massa,
V$ € a velocidade linear do elo i com respeito ao seu centro de massa e @; € a velocidade
angular do elo i.

A Equagio (3.3) € escrita em forma matricial como:

2 Adaptado de: <http://www.quanser.com/products/rotary_pendulum>. Acessado em nov. 2016.
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1y Ve m3 0 Ve
— i | Vi 3.4

1

Pode-se exprimir a Equagdo (3.4) em funcdo do sistema de coordenadas i, tal que:

1 & Vi 3 — ,'_’,'X Vi
Klzzz[?]-["ﬁ ”] 65
=1 | i Mm;tei X I; ;

1
onde 7; representa a posi¢ao do centro de massa do elo i com relagdo ao sistema de coor-
denadas i, I; € a inércia do elo i com relagdo ao sistema de coordenadas i, e € expressado

como:

Iii = I,'c —m; <?ci?ci : _H?CiHZS) (3.6)

E necessario, no entanto, expressar a energia cinética como uma funcao das coordena-
das generalizadas do sistema. As velocidades linear e angular do elo i estdo relacionadas
com as velocidades angular das juntas através do Jacobiano parcial J;(0), de tal maneira

que, para juntas de revolucdo:

‘ji _ hy fﬁli 7li714>< Di-1,i 9 0 p 3.7)
; h hi_1 h; O
onde,
?l X p it iz,; X _)l; ;0 0
sey=|™m> p1 1 X Pi-ti € 3.9)
h e hi_1 h; O

Desta forma, substituindo a Equacgdo (3.7) na Equacdo (3.5), tém-se que a energia

cinética total pela contribuicao de todas as juntas é dada por:

1, ) .
K==Y 077 (0)MJ.(6)6 3.
! 2,21 Ji(6)MJi(6) (3.9)
onde,
M = miS - —mifeix (3.10)
m,-?c,-x I;

Nota-se que, na Equagéo (3.9), a seguinte propriedade ¢ verificada:

JO-MV =0-J*MV (3.11)

Além disso, 8 podem sair do somatdrio e, portanto:

_ T >1< - T
= 9 (ZJ )9_29 M(6)6 (3.12)
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A matriz M(6) € R™" é a matriz de inércia do sistema, simétrica e positivo-definida.

Para o prosseguimento do cdlculo da energia cinética, portanto, foram definidos os

sistemas de coordenadas da base e das juntas do péndulo como pode ser visto na Figura

B3

[

x
<

Figura 3.3: Modelagem do péndulo invertido rotacional: Cinemdtica Direta.

O sistema que estamos tratando t€ém duas juntas, sendo uma atuada e outra nao atuada

e, portanto, a matriz de inércia do sistema é dada por:

M(@)I]TM]J]-I-JSM}IZ (3.13)

De acordo com a Equacao (3.8), o célculo do Jacobiano parcial de cada junta resulta

em:
[0 0
J(6) = | . (3.14)
| 21 0
_31><I312 0
5h(8) = <Pz (3.15)
4 )

onde hy = 7Z; e hy =7 sdo os eixos de rotacdo das juntas 1 e 2, respectivamente, e
P12 = 11y € o vetor que da a posicdo da junta 2 com relagdo ao sistema de coordenadas

da junta 1.

O calculo de cada um dos termos da Equagdo (3.13) é mostrado separadamente a

seguir:
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JTMIJI =

[0 7 m3  —miFax | [0 0
0 O WL17C|>< 111 Z] 0
-21-11121 0

0 0

onde 7.1 é o vetor que da a posicdo do centro de massa do elo 1, definido como

?cl = }’1)71.

De acordo com a Equacéo (3.6)), o termo Z; - 117 é calculado como segue:
quag 1 g

Z1- 117

2 [I§ —my (Faer - — |70 173)] 21
Z1- 1121 —mZy - Pea¥er - 21 +my ||7er szl 21

- c—= 2—» —_ — — 2
Z1-hzZi —mirizy - yiy1 -2 +myrl

. 2
Tzz +myry
Desta forma,
c 2
_ +mry O
JiMyJ = | 1= ! (3.16)
0 0
Yoo (Zi x P12)- - mS  —moFo X Z1xpr2 0O
SoMyJy = . B, ) . .
2 M{Fe X I5 21 2
_ M211 M212
i Mz, Moy,
onde,

M, =

M, =

M, =

M _ — . 12—)
2 = 2-H22

ma (Z1 X P12) - [(Z1 X Pr2) — (Fea X 21)] + 21 - [maFe % (71 % pra) + 571
—my (71 X P12) - (Fea X Z2) +71 - 3%,

2 [maFer x (21 % o) + 571]

e 7.p € o vetor que da a posicdo do centro de massa do elo 2, definido como 7, =

16



ry>.
Para calcular os elementos da matriz ];MZJZ, no entanto, antes sao definidos alguns

termos:

Zixprn = L(Zixy) (3.17)
= —hLxi,
FooxZ1 = r(hx71) (3.18)

Para calcular a Equacdo (3.18]), deve-se expressar o vetor ¥, no sistema de coorde-
nadas da junta 1 por uma transformacdo de coordenadas. Essa transformacio de

coordenadas é dada pela matriz de rotacdo R, definida como:

—cos(6,) sin(6,) O
Rip = 0 0 1 (3.19)
sin(6,) cos(6,) O

Desta forma,

FaaxZ1 = n(Ri(¥2), x71)

_—rzcos(eu) rsin(6,) 0 0 0

= 0 0 r 1 [ x]0
| rpsin(6,) rpcos(6,) O 0 1
[ rsin(6),) 0

= 0 X 10
| rpcos(6y) 1

= —rsin(8,)7 (3.20)

A partir da Equagao (3.20), tém-se:

Feo X (Z1 x p12) = r[Ri2(32), X (Z1 X p12)]
[ —rycos(6,) rysin(6,) O 0 —1
= 0 0 ) 1| X 0
rysin(6,) rycos(6,) O 0 0
[ rpsin(6y) -1
= 0 X 0
| rpcos(6y) 0
= —ljrycos(6,)y (3.21)
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Portanto, a partir das Equag¢oes (3.17), (3.20) e (3.21)

Mo, = my(—0L% ) (=% +r2sin(0,)¥1) +71 - (—malir2cos(0,)¥1) +71 - 571
= ml} +71- 557
= mli+71- [I5 —my (FoaFer - —|F2l|*S)] 71
= mli+71- 1§71 —my (31 -Fo2) (Fea - Z1) + mar

= mzl% +I§zz — mzr% COS(QM)2 +m2r%

= mpl} +I§,, +myr3sin®(6,) (3.22)
My, = —m(Z1xpa)-(Fax2)+71- 17

= —mary(—I¥1)-Ri2 (%) +71-BR12 (%),

= —mary (—h%) - (—cos(8,)%) +71 - By

= —m2r211 COS(QM) (3.23)
M, = Z»- [m2?c2 x (Z1 X P12) +12221} ,

= mZ - (liracos(0,)¥1) + 72 - 37

= mR2 (%), (lir2cos(0,)¥1) + Ri2 (Z2), - 37

= m¥ - (lirycos(6,)1) + 31 - K21

= —myrplycos(6,) (3.24)

My, = % -B%
= % [I5—my (FaFr - —|[72||*S)] %
= %L —my (2 Fa) (Fo %) +mars
= I +mr; (3.25)

o que resulta em:

i, = myl? + I, + myrasin?(6,) —maralicos(6,)
—myrali cos(6,) 15, +mor3

Desta forma, portanto, o cilculo da matriz de inércia, e posteriormente, da energia

cinética total pela contribui¢do de todas as juntas do sistema em questao, resulta:
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M(Q) _ Ifzz+m1r%+m2112+ ﬁzz+m2r§sin2(9u) —m%rzll COS(ZQM) (3.26)
—myraly cos(6,) 9., T mars
1. .
K = EeTM(e)e
1r. . A 2sin’(6,) —mynl 0, 0,
_ _[ 6, 6, } +morysin©(6,) —mory 1cos(2 ) : (3.27)
2 —morly COS(QM) gzz +myry 0,

onde,
A=I +mr+mli + 15,

A contribuicao das juntas no cdlculo da energia cinética total ¢ computada da mesma
maneira que a contribui¢do dos elos. Considerando as juntas como motores elétricos, no
qual pode ser dividido em estator e rotor, pode ser considerado que a contribuicdo da
parte fixa do motor (estator) € incluida no cdlculo da contribui¢do do elo no qual ele esta

localizado e, portanto, é computada apenas a contribui¢cdo do rotor. Desta forma, t€m-se:

1 4 — 2 — c —
Kn = 5 Z (mm,HVILn,H + O, 'Im,-wmi) )
i=1
n S S .
_ 1 Vi | | S M X Vi (3.28)
23| om My, e, % Ly, O,

onde my,; € a massa do motor da junta i, I, € a inércia do rotor da junta i com respeito ao
seu centro de massa, v§1i ¢ a velocidade linear do centro de massa do rotor da junta i e aTmi
¢ a velocidade angular do rotor da junta i.

No caso do péndulo invertido rotacional, existe uma Unica junta atuada e esta € fixa
com relagdo ao sistema de coordenadas da base, isto é, a velocidade linear de seu centro
de massa € nula. Além disso, seu centro de massa estd situado na direcdo do eixo de
rotacdo, desta forma, o vetor ?Cmi € nulo. Entdo, a parcela do calculo da energia cinética

proveniente da contribuicao das juntas € dada por:

1
Ky = -0

1
. T - o - 2 .
= 0 [ = o (Few Fomy  —1Femy°S) | o,
I .7 5 .
= 590 KLy, .04 (3.29)
onde K, representa a taxa de reducdo da engrenagem acoplada ao motor, a qual transmite
0 movimento ao elo.

Desta forma, a matriz de inércia da Equagdo (3.26), e a energia cinética total sdo
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reescritas como:

B 2sin%(6,) —marsl 0
M(6) = +myr; sin”(6,) mirz lcos(2 ) (3.30)
—morlj COS(@M) IZZZ +mpr;
1. .
K = K +K ZEGTM(G)G (3.31)
B 1[9. o } B+myr}sin®(6,) —myralicos(6,) 0,
2L e —myraly cos(6),) Igzz—i—mzr% 0,

onde,
B = Ifzz + mlr% +m2l% +I§zz +K21rcnlzz

3.3 Calculo da energia potencial

Da mesma forma que para a energia cinética, o célculo da energia potencial € dado

pela soma das contribuicdes relativas de cada elo e de cada junta, tal que:

U=Y (U,+Upn) (3.32)

i=1
Considerando que os elos sdo corpos rigidos, ndo hé contribuicao de forcas eldsticas
no cdlculo da energia potencial, portanto, as contribui¢cdes sao somente devido as forcas

gravitacionais e sdo expressadas por:

U,=— /Vg*oTﬁz*pdV:—ngoTﬁ- (3.33)
Zl

onde g é o vetor de aceleracdo da gravidade no sistema de coordenadas da base, tal que:

g=[00 —g|’ (3.34)

e p;, € o vetor que dd a posi¢do do centro de massa do elo i, tal que:

— 1 — X
pi=-— | #pav (335)
mll. V,i

onde p;* denota o vetor de posic¢do da particula elementar de volume dV do elo i.

Similarmente para as juntas, t€ém-se que a contribui¢ao do rotor i € dada por:

U = —Mm,80" P (3.36)
Portanto, a energia potencial € dada por:

n

- Z (mligoTﬁi +mmi§0Tp_;ni> (337)
i=1
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Para o prosseguimento dos cédlculos da energia potencial, mais uma vez, tomamos 0s
sistemas de coordenadas definidos na Figura Assim, a energia potencial do péndulo

invertido rotacional € dada por:

U = —(mgo- P, +mago- Pr, +mm &0 Pm)
= mrg (3 -y1) +mag [y - (11 4 r2Zp +r2¥)] + Mg 28 (2 - 2p)
= mrig(Zp- Y1) +mlig(Zp-¥1) +marag (Zp-Zp) + marag (Zp - ¥2) + mm, 128 (Zp - Zp)
= (my+my, ) rag +marag (Zp - Rp1R12Y2)
= My, g+ marag (1+cos(6y)) (3.38)

onde Ry; é uma matriz identidade, tal que, Ry; = I3,3.

Vale lembrar que o péndulo invertido rotacional s6 tem atuacdo na primeira das juntas.

3.4 Equacoes de Euler-Lagrange do movimento

O célculo das equacdes do movimento segue a partir das Equacdes (3.1) e (2.1)).
Uma vez calculadas as energias cinética e potencial, nota-se que a energia potencial ndao

depende da velocidade das juntas, desta forma, tém-se:

JL(6.6) _ IK(6,0)

: =M(6)60, 3.39
56 Y (6) (3.39)
Tomando a derivada no tempo:
d (9L(6,0) ' =M(0)0+M(0)0 (3.40)
dt 20 B ’ '
A derivada parcial com relacao as posi¢oes das juntas € dada por:
oL(6,0) 1[/d ,.r . oU(0)
—— == == (0°M(0)0) | — 341
90 2 (ae (07M(0)0) | = =35~ 34D

Portanto, a Equagdo (2.1) que d4 as equagdes do movimento é reescrita como:

% (%(Q’Q))T - (%(q,é/))T —7

T T
M(0)6+M(6)0 — 5 (% (GTM(6)9)> T (az;ge)) _
M(0)6+C(6,0)6 +G(0) =1 (3.42)
onde, ,
C(6,0)6 =M(0)6 —% (;—9 (éTM(9)9)> , (3.43)
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0 = (2

= | 0 —margsin(6,) }T (3.44)

A escolha da matriz C(6, 60), por sua vez, nao € tnica desde que seus elementos satis-

facam a Equacdo (7.43) em (Siciliano et al.[2010), reproduzida na Equagdo (3.45)

n n n
Y ciibi=Y Y hii66;, (3.45)
J=1 j=lk=1

onde c;; € o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz C € R"*", e o elemento
hiji é definido, de acordo com a Equagao (7.41) em (Siciliano et al.|2010), na Equac@o
(3.46), cujo sentido fisico representa o efeito induzido das forcas centrifugas e de Coriolis

de uma junta na outra.

i = =L — — 2 (3.46)
3 .

onde b;; sdo os elementos da matriz de inércia M(6). O célculo dos elementos c;; podem,

entdo, apds alguns algebrismos, ser resumido a:
n .
cij= Y, ¢ijibk (3.47)
k=1

onde,

1 (abij | by b ,-k> a8

=35\ 90, " 96, 6
tal que os coeficientes c; jx sdo denominados Simbolos de Christoffel e sua defini¢do, dessa
forma, carrega uma propriedade notdvel das equacdes do movimento do sistema, tal que
a matriz

N(6,0) =M(6)—2C(0,0) (3.49)

¢é anti-simétrica.

Portanto, de acordo com as Equagdes e (3.48), tém-se:

cii = cinbi+cind
_ 1<9b11 31?11_3511)9- +1(3b11 3b12_3b12)9-
2\ 06, " 20, 96, ) " "2\ 06, 96, 96, )"
10by; 10by; .
= 296, 2258_9”%
= myrssin(6,)cos(6,)0,, (3.50)
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crn = c12101+c1mb
1 /db db b . 1 /0b ob ob .
_ 1 12 9511 _ b O+ » 12 9b12 052 0
2\ d6; 06, 00, 2\ 06, 06, 00,
10by; obyy . 10by; obyy .
296, ' T30, 2" 290, " 0,
= mor3sin(6,)cos(6,)0, + ljmarysin(6,)6,, (3.51)
1 = 110 +cnk
1 /db ob b . 1 /db db ob )
_ 1 21 9921 9bu O+ » 21 992 9012 0
2\ d6; 00, 06, 2\ 06, 00, 06,
_ _ldbu, _ 19bu,
T 296, ' 206, ¢
= —myr3sin(6,)cos(6,)6,, (3.52)
cn = 210 +cmbh
1 /0db ob ob ) 1 /db ob ob .
_ 1 o, o5 2ou O+ » o 12 dbp 0
2\ d6; 00, 00, 2\ 06, 00, 00,
= 0
Assim, a matriz C(8, ) é reescrita como:
c6,6) = | M P (3.53)
21 €

mar3 sin(6,) cos(6,)0,

—myr3sin(6,)cos(6,)0,

0

myr3 sin(6,) cos(6,)0, + lymyrasin(6,)6, ]

Por fim, considera-se o efeito de forcas ndo conservativas provenientes do atrito vis-

coso no cdlculo das equagdes do movimento do péndulo invertido rotacional, as quais

realizam trabalho em suas juntas. Os coeficientes do atrito viscoso formam uma matriz

diagonal F, € R™*", tal que, o torque do atrito viscoso é definido por F, 6.

F— fi O
0 f

(3.54)

Assim, as equacdes do movimento definidas em (3.42) podem ser reescritas como:

M(6)6+C(0,0)0 +F,6+G(6) =
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3.5 Modelo do motor DC

A Equagdo (3.55)) fornece as equagdes dindmicas do péndulo invertido rotacional con-
siderando que a entrada externa € um torque. No entanto, esse torque € gerado por um
motor DC acoplado a junta atuada por meio de um conjunto de engrenagens, o qual tém
atuacdo por meio de tensdo. Desta forma, o modelo dindmico do motor DC deve ser
incluido ao modelo dinamico do péndulo invertido rotacional, tal que, agora, o sinal de
entrada a ser considerado serd ndo mais um torque e sim uma tensao.

O torque entregue pelo motor DC, cujo campo magnético do estator € estabilizado por
ima permanente, é proporcional a sua corrente de armadura (Dorf & Bishop|2011), tal

que

Tn = KKy iy (3.56)

onde K, € funcao da permeabilidade magnética do material e K, € a taxa de redugao das
engrenagens que acoplam o motor ao elo.

A corrente de armadura i, € relacionada a tensdo aplicada na armadura por:

d
Vg = (Ra +LC,E) ia+vp (3.57)

onde v, € a tensdo de forca contra-eletromotriz, a qual € proporcional a velocidade angular
do motor. Desta forma,

onde ®,, = 6,, é a velocidade angular do motor. A velocidade do motor é relacionada dire-
tamente com a velocidade angular da junta atuada pela taxa de reducdo das engrenagens,

tal que, 6, = K,-0,. Assim, a corrente de armadura é, no dominio da frequéncia

Vau(s) — KpK,s6,(s)

I,(s) = 3.59
a(s) Ry+ Lys ( )
e, portanto, o torque € definido por
Va(s) — KpK,s6
tn(s) = KoK, Y8 = KoKrs8a(s) (3.60)

R,+sL,

Para fins de modelagem, o efeito da indutancia de armadura € negligenciado. Desta

forma, o modelo dindmico da Equacao (3.55) € reescrito, em termos de tensdo de arma-

2 .
ci+ K—'"?’K’ c12 0, g1 Kl’é‘f -
K KaKZ . + — Va (3.61)
co1+ g e || O 82 0

dura, como:

m;a Mgy ?a i
My, My, 0,
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3.6 Parametros do péndulo invertido rotacional

Os parametros do péndulo invertido rotacional foram retirados do site de seu fabri-
cante Quanselﬂ, e estdo listados na Tabela :

’ Parametros do Sistema ‘

’ Parametro \ Valor \ Unidade ‘
[ 0.216 m
rl 0.108 m
mp 0.257 kg
I 0.337 m
r 0.169 m
nmy 0.127 kg
I 7.6x107% | Kgm?®
I5 1.4x107° | Kgm®

Tabela 3.1: Parametros do Sistema

O motor acoplado a junta 1 tém os seguintes parametros, listados na Tabela [3.2}

] Parametros do Motor DC

|

’ Parametro \ Valor \ Unidade ‘
Constante de Torque K, 0.00767 Nm/A
Constante de Forca Contra Eletromotriz K}, 0.00767 | V/(rad/s)
Resisténcia de Armadura R, 2.6 Q
Indutancia de Armadura L, 0.18 mH
Mom. de inércia do motor com relag@o ao centro de massa [, .. | 1.9 X 1073 Kgm?
Reducgdo total K, 70 -

Tabela 3.2: Parametros do Motor DC acoplado a junta 1

A matriz F, referente ao atrito viscoso é dada por:

V:

5% 1073 0
0 1x1073

] kg m?rad /s (3.62)

Estes valores foram obtidos experimentalmente de modo que a simulagdo tivesse res-
posta mais préxima possivel da resposta obtida no péndulo da Quanser largado da posi¢ao

de equilibrio instdvel com velocidades angulares aproximadamente iguais a zero.

3Disponivel em: <http://www.quanser.com/Products/rotary_pendulum>. Acessado em dez. 2016.
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3.7 Conclusao

Neste capitulo foi apresentada uma descri¢do do sistema mecanico utilizado, o pén-
dulo invertido rotacional, modelo desenvolvido pela Quanser Consulting Inc., bem como
o desenvolvimento baseado na metodologia de Euler-Lagrange, do qual se possibilitou

encontrar as equacodes que descrevem a dinamica do sistema.
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Capitulo 4
Linearizacao Parcial por Realimentacao

As equagdes do movimento do péndulo invertido rotacional mostram, dentre outras
coisas, que o sistema € ndo linear. Apesar de nao ser possivel linearizar completamente a
dindmica do sistema por realimentacdo devido o fato do sistema ser sub-atuado, é ainda
possivel que uma parte do sistema seja linearizada. Este capitulo apresenta a técnica
de Linearizacdo parcial por realimentagdo, apresentada em (Spong|[1994), a qual leva o
sistema em malha fechada a se comportar como um sistema port-Hamiltoniano.

A técnica € dividida em duas vertentes, as quais define-se: Linearizagdo Colocada
e Linearizagdo Ndo-colocada. A primeira técnica desenvolve uma lei de controle que
lineariza a dindmica da junta atuada. J4 a segunda, desenvolve uma lei de controle que

linearizada a dinAmica da junta ndo-atuada.

4.1 Linearizacao Colocada

Como mencionado anteriormente, a técnica de linearizacdo colocada lineariza a dina-
mica relacionada com o grau de liberdade ativo do sistema, isto €, a dinamica da junta
atuada, e serd apresentada nesta se¢ao.

Pode-se escrever a Equagdo (3.53), de forma equivalente, como:

m;a(eu) mau(eu) ?a n Caa Cau Q:a T 81 (Ou) _ (3 4.1
mg, ( eu) Myy ( eu) 914 Cua Cuu eu 82 (eu) (7]
Como o sistema em questdo € sub-atuado, isto €, o niimero de juntas atuadas é menor

do que o ndmero total de juntas, o torque externo aplicado na segunda junta é nulo, tal

que 7, = 0. Assim, sdo duas as equagdes que descrevem o movimento do sistema e, de

(4.1]), ttm-se:

maa(eu)9a+mau(9u)9u+Clléa+cl29u +g1 = T 4.2)

mgu(eu)ea +muu(9u)éu+6219a+0229u +g2 =0 (43)
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Levando em conta 0 modelo dinamico do motor DC, de maneira que as equacdes se
enquadrem na formulagéo apresentada em ([3.61)), as Equagdes (4.2)) e (4.3) sdo reescritas

como:

maa(eu)9a+mau(9u)9u+Caa9a+Cau9u+gl = Vi (44)
mz;u(eu)éa"‘muu(eu)éu+Cua9a+cuuéu+g2 =0 4.5)

Considerando que o termo m,,,(0) é invertivel, como consequéncia da propriedade
da matriz de inércia do sistema ser positivo-definida, pode-se reescrever a Equagio (4.5)

como:
6, = —m;ul (6y) [mgu(e,,)éa + CuaO + Cuubu + gz} (4.6)

E substituindo a Equagdo (4.6) na Equacao (4.4)), obtém-se:

Vi = _mau(eu)m;ul(eu) [mgu(eu)éa +Cua9a +CWG” +g2} +

maa(eu)ea +Caaéa +Cau9u +gl

Vi =g +C+3 (4.7)
onde,
Maa = Maa(04) — mau(eu)m;ul (Gu)mgu(eu)
c = [Caa - mau(eu)m;ul (eu)cua] éa + [Cau - mau<9u)m;ul (eu)cuu} eu
g§ = 81 _mau(eu)m;ul(eu)g2 4.8)

Uma lei de controle linearizadora pode ser, entdo, definida pela Equacdo (4.7), tal que
VI =Mggv+C+g 4.9)

onde v € R™ € uma lei controle adicional a ser definida.

Desta forma, podemos reescrever o sistema, tal que:

0, = v (4.10)
muu(eu)éu+cua9a+cuu9u +g = _mgu(eu)v (4-11)
y = 6, 4.12)

Observa-se que, com essa lei de controle, o sistema € linear da entrada v para a saida y
como um sistema de segunda ordem, e a Equagdo (4.T1) representa as dindmicas internas,

ndo lineares, as quais ndo puderam ser linearizadas.
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4.2 Linearizacao Nao-Colocada

Ao invés de linearizar a junta ativa, agora deseja-se linearizar o grau de liberdade
passivo por uma realimentacdo ndo-linear. Neste caso, existe um compromisso com a
condicio de controlabilidade do sistema. Considerando o sistema - (8.12)), uma lei
de controle que linearize a junta nio-atuada requer que a matriz m. (6, tenha posto dado

por:

p(ml (6,))=1 V6 cR" (4.13)

onde / € o numero de graus de liberdade passivos no sistema.

Uma condicao importante é que o numero de graus de liberdade ativos deve ser maior
ou igual o nimero de graus de liberdade passivos, isto é, m > [.

A condigdo do posto dada pela Equagdo (#.13)) € chamada de propriedade de Strong
Inertial Coupling (Spong 1994) e € essencialmente uma condicdo de controlabilidade,
uma vez que para calcular a inversa da matriz m,(6,) deve-se computar, na verdade,
sua pseudo-inversa, e esse cdlculo tem uma unica solu¢do quando a condi¢ao do posto é

atendida.

T

Podemos, entdo, calcular a pseudo-inversa da matriz m,,

(6,), de acordo com:

(m2,(6))" = mau(6,) (ML, (8)mau(8)) " (4.14)

e definir a lei de controle v, na Equagdo (4.10), como:
Y= —(mgu(eu))T (mm,(Gu)u + a8y + L6y +g2) (4.15)

onde u € R! é um sinal de controle adicional, a ser definido.

Desta forma, o sistema em malha fechada torna-se:

0, = u (4.16)
ML (6.)0u+ CuaOu+ cunbu+ 82 = —muu(0,)u (4.17)
w = 6, (4.18)

Agora, portanto, € observado que o grau de liberdade passivo foi linearizado e de-
sacoplado do restante do sistema, e que agora, a Equacdo (4.17) é a que representa as

dindmicas internas do sistema.

29



4.3 Simulacoes

Foram realizadas algumas simula¢des para demonstrar o funcionamento da lineari-
zacdo parcial por realimentacdo. Nas simulagdes foram inclusos, também, efeitos de
disturbio e ruidos de medi¢do para que os resultados sejam os mais proximos dos que
obteriamos caso fosse implementado no péndulo fisico.

Uma maneira de estimar as velocidades angular das juntas sem que haja necessidade
de se conhecer a dindmica do sistema € lancar mao de uma aproximacao por derivada suja

utilizando os valores dos angulos, tal que, no dominio de Laplace:

s
S ——

os+1

— 5. Desta forma, escolhendo um valor de o pequeno,

(4.19)

s
as+1

tém-se uma aproximacao da derivada, que no dominio de Laplace é uma funcao de trans-

Entdo, para o — 0,

feréncia imprépria, por uma fungdo de transferéncia propria.
Assim, faz-se a seguinte aproximacao, onde o valor de ¢ utilizado é a = 0.05, como

se pode observar na Figura 4.1}

5 =
Bu |0.05s+1 Bu

S ':‘
E_’ 0.055+1 6,

Figura 4.1: Célculo aproximado das velocidades das juntas

Essa fungdo de transferéncia é, no fundo, um filtro passa-altas. E fécil verificar que
para baixas frequéncias, isto é, s — 0, ﬁ — % = 0; e para altas frequéncias, isto &, s —
0, T 7 w5 = %. Portanto, para altas frequéncias a aproximacgao € bastante razodvel.
Em contrapartida, para baixas frequéncias a aproximacao nao € tdo satisfatoria.

Para que a simulacdo se aproxime o maximo do real, os valores das velocidades das
juntas utilizados no controle foram calculados como acima.

As simulagdes foram implementadas em Simulink utilizando a toolbox de simulacdes
mecanicas SimMechanics para criar o modelo do péndulo e facilitar a visualizacdo. A
Figura[d.2]ilustra o modelo do péndulo invertido rotacional implementado no SimMecha-
nics sob acdo de algum controle.

Este modelo esta disponivel na plataforma QuanserShareE] e pode ser encontrado

facilmente procurando por rotary inverted pendulum.

IDisponivel em: http://www.quansershare.com
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Mechanics Explorers - Mechanics Explorer-Nao_Linear_simMechanics_realimentacao_estado

| Mechanics Explorer-Mae_Linear_simMechanics_realimentacao_estados_moter |

& Nao_Linear_simMechanics realimentacac_estados_m|¥
T pendulum

k4

ol

(@ )] @ 1 —— |tmefo

Command Window

Figura 4.2: Implementacdo do péndulo invertido rotacional no SimMechanics.

Nos dois casos a lei de controle utilizada foi a de um controlador proporcional deriva-
tivo, cujos ganhos foram definidos: K, = 10 e K; = 4. Desta forma, como trata-se de um
sistema "duplo-integrador"apds a linearizacao, entdo a dindmica da junta em questao sera

descrita por:

6= —Kdé — Kpb +Kp9d

Portanto, a funcdo de transferéncia da posicao angular desejada para a posicdo angular

medida é:

0(s) 10 B 10
04(s)  s2+Kgs+K, s2+4s+10

(4.20)

Cujos pélos estdo em —2 + 1/6i, e a resposta ao degrau é mostrada na Figura

Resposta ao Degrau

o o
[=3] (=]

Amplitude

=]
i

0.2

15 2 25
Tempo (segundos)

[

Figura 4.3: Resposta ao degrau da FT entre a posi¢cao angular desejada e a medida.
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E visto que o tempo de subida estd na ordem de 0.5 segundo, o tempo de assentamento

na ordem de 3 segundos e o sobrepasso na ordem de 10%. As simulagdes estao detalhadas

nas secoes 4.3.1 e 4.3.2

4.3.1 Simulacao da Linearizacao Colocada

A Figura 4.4 ilustra a simulagdo da lineariza¢do colocada, onde o objetivo do con-
trole era manter a junta atuada em zero, isto €, a posicdo angular desejada 6,, = 0. As

condicdes inicias utilizadas nesta simulagdo estdo definidas na Equacao (4.21)):

an - % 71:
0, 0

o | — , 4.21)
Ou, 0

onde as posi¢Oes angulares estdo dadas em radianos e as velocidades angulares em radiano
por segundo.

Essas condi¢des iniciais, portanto, mostram que o péndulo estd na posi¢do vertical
para cima (6, = 0) com velocidade zero, isto €, no ponto de equilibrio instavel, e qualquer
perturbacdo minima fard com que ele saia do ponto de equilibrio instdvel em direcdo ao
ponto de equilibrio estdvel (6, = 7).

E visto que apesar da forte influéncia da dinimica da junta nfo-atuada, o controle é

capaz de levar a posi¢do da junta atuada para a posicao desejada.

Linearizagdo Colocada - ﬂad =0
0.5 - T T T T

fa (atuado) |_

=
T
S
//
\
|
|
|
|
|

angulo [rad]
=]
n

i
'y
1

—1 5 | | | |
] 5 10 15 20 25
tempo [s]
6 T T T T
i | #u (ndo atuada)
— |
& 4rlin T
= [ | | | ~
(=] W
3 |\
2 2r |V 1
(] |
0 f'll ] ] ] ]
] 5 10 15 20 25
tempo [s]

Figura 4.4: Sem disturbio
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A Figura [4.5] ilustra o mesmo caso de simulag¢do, porém, agora foi adicionado um

distirbio na junta ndo-atuada. O disturbio é dado na forma de degraus na medicdo da

posicdo da junta ndo-atuada. Mais uma vez o controle age de forma a levar a posicao da

junta-atuada para zero apesar dos distirbios que tentam tird-la da posi¢do desejada.

Linearizagdo Colocada - r’-}ad = 0 - Com disturbio

1 T T

T T
AN
. Y #a (atuado)
RPN AN N — —
.g D [ R R—— -\ / — - e —=
[=} | =
= Fod
Db .
‘% d I,r'I
_2 | | | |
0 5 10 15 20 25
tempo [s]
5] T T T T
i fu (nao atuado)
— |
_g 4 ol l ."‘l 7
= [1IY A~ — A
o R -
= [ 1
fa] 2 = I I.J —
C
o |
0 —"I I I I I
0 5 10 15 20 25
tempo [s]

Figura 4.5: Distirbio na junta ndo-atuada

Para fins de comparagido, a Figura 4.6 ilustra o caso do péndulo sujeito as mesmas
condi¢des inicias, porém, agora sem agdo de controle. Vale lembrar que, ao contrdrio do

usual, a posi¢do vertical para cima corresponde a medi¢do 8, = 0 e a posi¢ado vertical para

baixo 0, = 7.
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Linearizagao Colocada - F}ad = 0 - Sem controle

05 T T T T
. #a (atuado)
™ M M
g 1 M H-A i f -
| !
a | | LA
5 — ||| |1 LAY AT T e
(o "I | | | | | | || ||I [RTRY
25\ |0 :
L] I., |_«| |/ |
_2 | | | |
0 5 10 15 20 25
tempo [s]
0 0 T T T T
— I| . | #u (ndo atuado)
g ol | | |I / |
“ A A
.E. | I|||I|I I||II|I'|-\ A -
5 | | | | | lll |“| \ It LAY o -
g} <4 Il Ly v T
o] (R
|/
"S | | | |
0 5 10 15 20 25
tempo [s]

Figura 4.6: Sem ac¢do de controle

O que se pode notar é que, sem acdo de controle, o péndulo tende a oscilar mais,
tanto na junta atuada quanto na junta ndo atuada, tal que as oscilagdes sdo cessadas em
aproximadamente 15s. Além disso, a posi¢do angular da junta atuada oscila em torno
da posi¢do inicial e a posicdo da junta ndo-atuada, como esperado, oscila em torno de 7w
(180°), isto é, em torno da posi¢do vertical para baixo.

4.3.2 Simulacio da Linearizacao Nao-Colocada

Foram feitas quatro simulacdes para fazer a demonstracdo da linearizagdo ndo-
colocada, onde € possivel notar os efeitos de eventuais disturbios, efeitos de ruidos de
medicdo e até os efeitos conjuntos. Mais uma vez, a ideia era fazer com que a junta em
questdo (nesse caso, a junta ndo-atuada) siga a posi¢@o desejada 6,, = 0, em um problema
de regulacgdo.

As condig¢des iniciais foram definidas iguais para as quatro simulacdes e podem ser
vistas na Equagdo (.22).

0

N

0

, (4.22)

D

uo

0

uo

|
o opla o

onde as posi¢des angulares estdo dadas em radianos e as velocidades angulares em radiano

por segundo.
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Na primeira simula¢do nido foram adicionados efeitos de distirbio e de ruido de
medic@o. O resultado pode ser visto na Figura[4.7] Observa-se que o controle é capaz de

equilibrar o péndulo na posi¢ao vertical sem maiores problemas.

Linearizagao Nao-Colocada - ﬂud =0 - Sem disturbio - Kp = 10; Kd =4
1 T T T T

fa (atuado)

==
=T

ngulo [rad]
S

&
i
%]
T
i
rd

|

i
L

tempo [s]

0.4 T T T T

fu (n@o atuado)

02 L L L L
0 5 10 15 20 25

tempo [s]
Figura 4.7: Sem distdrbio e sem ruido.

Na segunda simulagdo foram adicionados alguns distirbios na junta ndo-atuada nos
instantes t = 7s e t = 13s. Mais uma vez, os distirbios foram dados em forma de degraus
na medida da posic@o angular da junta ndo-atuada. O resultado pode ser visto na Figura
4.8 Nota-se que o controle é capaz de reagir aos distirbios e levar o péndulo novamente

a posi¢ao de equilibrio instavel.
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Linearizagao Nao-Colocada - ﬂud =0 - Com distirbio

5 . . | I
g #a (atuado)
=)
@ 0pR _
=) —_— .
3
c 5 - _
] ‘\H
10 | ~
0 5 10 15 o~ -
tempo [s]
0.4 : . | |
g | fu (ndo atuado)
] J_ ‘
@ 02 : |
o | |
ER " |
oV A v | i
s YT
I} [
02 | | | |
0 5 10 15 ” -
tempo [s]

Figura 4.8: Distdrbio na junta ndo-atuada

Na terceira simulagdo foi adicionado o efeito de ruido de medi¢do. Para simular um
ruido, foi adicionado um sinal de ruido branco de média zero na medicao da posi¢do da
junta ndo-atuada. O resultado é mostrado na Figura[4.9] Pode-se observar que o péndulo
fica oscilando em torno da posi¢do zero com frequéncia alta devido os efeitos do ruido.
Essa amplitude de oscilagdo € de aproximadamente +0.05rad (43°), no entanto, ainda

assim o controle é capaz de equilibrar o péndulo.
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Linearizagao Nao-Colocada - Eud =0 - Sem distirbio; Com ruido de medigao
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Figura 4.9: Com ruido de medi¢ao dos angulos das duas juntas.

Por tltimo, foi considerado o efeito conjunto de ruido de medigdo e distirbios. O

resultado dessa simulagdo € vista na Figura Como nos outros casos, o péndulo é

equilibrado sem muitas dificuldades e o controle é capaz de rejeitar distdrbios.

Linearizagdo Nao-Colocada - Eud = 0 - Com distirbio; Com ruido de medigéo
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Figura 4.10: Disturbio na junta ndo-atuada e ruido de medicao.
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Os efeitos do ruido de medi¢do no modelo real sio minimizados pelo fato de que as
posicdes angulares sao obtidas através de encoders, no entanto, poderiam também ser uti-
lizados potencidmetros e, neste caso, o ruido de medigao teria efeitos mais significativos.

Os efeitos do ruido podem ser minimizados utilizando de um filtro passa-baixas de

primeia ordem na medi¢do das posi¢des das juntas.

4.4 Conclusao

Neste capitulo foi abordada a técnica de linearizagdo parcial por realimentagdo,
que pode ser subdividida em duas vertentes: linearizacdo colocada e lineariza¢do ndo-
colocada. Foram realizadas simulagdes no modelo do péndulo invertido rotacional de
modo a validar a teoria apresentada.
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Capitulo 5

Controle SIDA-PBC

Esse capitulo apresenta a teoria desenvolvida em (Donaire et al.[2016b]) designada por
Simultaneous Interconnection and Damping Assignment Passivity-Based Control (SIDA-
PBC). Em contraste com a metodologia IDA-PBC, onde o procedimento de projeto € feito
em duas etapas chamadas energy-shaping e damping injection, nesta nova formulagdo as

duas etapas sdo carregadas simultaneamente.

5.1 Controle SIDA-PBC com Forcas Dissipativas

Em (Donaire et al.[2016b) investiga-se a possibilidade de se estender o dominio de
aplicacdes da metodologia IDA-PBC considerando uma classe mais geral de forcas exter-
nas. Propdem-se substituir a dindmica do sistema X; em (2.14)) por

Xr: VH,(q,p) + (5.1)

Pl | —Mi @M g) O

L
C(g,p) |’

onde C : R" x R" — R" é uma funcdo mapeamento a ser definida, a qual referimos como

q ] _ [ Onxn M_I(Q)Md(CI)

forca dissipativa.
Assim, como demonstrado na se¢do[2.2.2] para garantir que a fungio energia H; ¢ uma
funcdo de Lyapunov do sistema em malha fechada, isto é, H; < 0, a funcdo mapeamento

C deve satisfazer a condigéﬂ

p'M;'c<o. (5.2)

Nota-se que, para uma escolha particular de C, tal que C = Jsz_l p, 0s sistemas X; e
Y7 coincidem. Desta forma, € possivel notar que ao considerar essas forcas mais gerais o

conjunto de comportamento dindmico desejado da malha fechada pode ser estendido.

'A demonstracio é feita no Apéndice |Al Algumas demonstracdes.
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Igualando o lado direito das Equagdes (2.13) e (5.1) obtém-se a nova forma das mat-

ching equations

1
V("M 'p)+VV | +C (53)

1
— -V, (p"M'p) —VV +Bu= MM 5

2

Assim, as Equagdes Diferenciais Parciais com respeito a Energia Cinética (2.22)) se

tornam

BH{V,y(p" M~ p) = MaM ™'V (p" My p) +2C} = 0y (5.4)

Vale notar que, como as Equacdes Diferenciais Parciais com respeito a Energia Po-
tencial sdo independentes do momento (p-independentes), a Equacdo (2.23)) permanece
inalterada.

Avaliando a Equacdo (5.4)), pode-se destacar duas observa¢des importantes com res-

peito a C.

1. C pode ser sempre expressada na forma

C(g,p) = Mg, P)M; " (@)p. (5.5)
desde que C(g,0) = 0Oy, para alguma fungdo de mapeamento A : R” x R" — R™*",

2. Em contraste com J,, que € linear em p, C deve ser quadratica em p. Desta forma,

por conveniéncia e sem perda de generalidade, define-se

(P"M; (q)0i(9)M; " (q)p)e: (5.6)

M=

2C(q,p) =

i=1

onde Q; : R" — R™*" sdo matrizes de escolha livre.

Portanto, analisando as duas observacdes citadas, t€m-se que

1 n
=5 Z, q)0i(q). (5.7)
A partir da Equacao @]), o sistema em malha fechada ¥ pode ser reescrito como
q On n M_l q Md q
ZT: . = ) 1 ( ) ( ) VHd(Q7p)? (58)
p —My(g)M ™ (q) A(g,p)

Uma outra consequéncia dessa nova formulagdo € a respeito da condicao de estabili-

dade. Assim, a condi¢do de estabilidade dada por (5.2) é reescrita como
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p'M; (q)A(q,p)M;  (¢)p < 0. (5.9)

Como a matriz de inércia desejada M;(g) é positiva-definida, entdo para garantir a
estabilidade do sistema em malha fechada langamos mao de uma condicao suficiente, no

entanto ndo necessdria, de que

A+AT <0. (5.10)

Por outro lado, com essa nova formulagdo, é facil mostrar que a Equagao (5.4) pode
ser reescrita como

[(V,{MdMi e,-)Vq,.Md — (v,{ei)MquiMf Md} = — Z e,'V]{Q,(q), (51 1)
- i=1

i=1

onde k € 5,5 :={1,...,s}

E a lei de controle u toma a forma

u= (B"B) " 'BT{V,H - M;M 'V ,H;+AM; " p. (5.12)

Para finalizar esta secdo, é feita uma proposicdo (Donaire et al.2016b) acerca da
estabilidade do sistema em malha fechada, a qual serd explorada mais afundo nas secdes

seguintes:

Proposicdao: Considerando o sistema mecdnico sub-atuado, descrito pela Equagdo
, em malha fechada com o controle dado pela Equagdo , de tal maneira que

as seguintes condicoes sdo satisfeitas:

* Hy e A sdo dados pelas Equagées (2.15) e (5.7) , respectivamente.
* My e A satisfazem a condigdo de estabilidade imposta pela Equagdo

* My, Vi e Q satisfazem as matching equations definidas pelas Equacoes (2.23)) e

G.10)

* My é positivo-definida e V; satisfaz a Equagdo (2.16)

O sistema em malha fechada assume a forma dada pela Equagdo (5.8) e tem um
ponto de equilibrio globalmente estdvel no ponto desejado (q,p) = (¢*,0), com fungéo

de Lyapunov H;. O ponto de equilibrio é globalmente assintoticamente estdvel se

1
ypi=(A+AT)2M;p
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€ uma saida detectdvel do sistema em malha fechada.

A prova dessa proposi¢ao segue a prova apresentada em (Ortega et al.[2002) acerca da
estabilidade da metodologia IDA-PBC.

Desta forma, pode-se concluir com a seguinte defini¢do (Donaire et al.[2016b):

Definicdo: Uma lei de controle u : R" x R" — R™ para um sistema mecdnico descrito
pela Equagao (2.13) é dito SIDA-PBC com for¢as dissipativas se as condi¢des apresenta-

das na proposi¢do acima sdo satisfeitas e se a seguinte identidade se mantém

—VyH(q,p)+B(q)u(g,p) = —Ma(q9)M " (q)V4Ha(q,p) + Alq,p)M; ' (q)p  (5.13)

5.2 Aplicacao no Péndulo Invertido

No trabalho apresentado por (Donaire et al.2016a))(Donaire et al.|2016a)) é proposta
uma lei de controle a qual satisfaz, em malha fechada com certa classe de sistemas me-
canicos, a fungdo de Lyapunov dada pela Equacéo (2.15)), no entanto, essa mesma lei de
controle ndo satisfaz as matching equations dadas pela Equacao (2.20), portanto, a mesma
nao pertence a classe IDA-PBC. Por outro lado, é possivel provar que essa lei de controle
satisfaz a Equagdo (5.13)), provando, assim, que pertence a classe SIDA-PBC com forgas
dissipativas.

O projeto da lei de controle segue duas etapas bem definidas (Donaire et al.[20164).
A primeira consiste na aplicacdo da técnica de linearizagdo parcial por realimentagao,
apresentada no Capitulo4] e a segunda etapa consiste na identificagdo das condig¢des sobre
a matriz de inércia e a fun¢do energia potencial que garantam que a estrutura Lagrangiana
¢ preservada, seguida do projeto de um controlador proporcional-integral, o qual atua
sobre duas novas saidas passivas.

Considerando o sistema péndulo + motor DC, as equa¢des dindmicas que descrevem
o sistema sdo dadas pelas Equacdes (4.4) e (4.5)):

maa(eu)6a+mau(6u)6u+Caa9a+cauéu+g1 = Vi
mc{u(eu)éa+muu(eu)éu+cuaéa+cuu9u+g2 =0

No Capitulo @] foi visto que, aplicada a técnica de linearizacdo parcial colocada, o

sistema pode ser reescrito na forma

0, = v

M (04) 60+ 00— myxm  Tn-m]C(0,0)0+V,V(0) = —m],(6,)v, (5.14)
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onde V,V(0) = 8(‘;—&0),n:26m: 1.

A lei de controle empregada ¢ dada pela Equacdo (4.9)

V1 = Mggv+C+g,

onde 4, ¢ € g sdo definidos por (#.11)) e v € um sinal de controle a ser definido. Esse
sinal de controle € definido na segunda etapa de desenvolvimento, como mencionado

anteriormente.

No trabalho apresentado por (Sarras et al.|2013)) (Sarras et al.[2013), € proposto que o

sistema (5.14)) pode ser escrito na forma

6, = v

M (04)00 + by +ViVi(6,) = —ml (6,)v (5.15)
onde a propriedade chave de anti-simetria
muu(eu) = Cuu(eua 914) + leu(eua 914)

é satisfeita. Aqui é usada a proposicdo de que a energia potencial do sistema V(0) pode
ser expressada como V(0) = V,(6,) +V,(6,).

Desta forma, o sistema satisfaz as equagdes de Euler-Lagrange (Donaire et al.|20164),
com o Lagrangiano definido por:
o Iy 0 6q
Lo er | !

L(6,6) = —Vi(64) (5.16)

SR

e a matriz de entrada:

A proposi¢do apresentada em (Sarras et al.2013), no entanto, requer que as seguintes

condicdes sejam satisfeitas:

1. A matriz de inércia do sistema € funcdo apenas da coordenada ndo-atuada e a sub-

matriz mg, € constante.
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2. As linhas da sub-matriz mg,(6,) satisfazem

V(ma) = [Vima)]', Vie{1,2,..,m}

Isto é, as linhas de mg,(6,) formam um campo vetorial gradiente, o qual é equiva-

lente a existéncia de uma funcao Vy : R"™™ — R™ tal que

Vn(6,) = —mau(6,)6, (5.17)
3. A funcio energia potencial € funcdo apenas da coordenada nao-atuada.

A fun¢do Hamiltoniana (ou fung@o armazenamento) que determina a energia total do

sistema é dada por

ﬁ(@,é):%[eg 9”[”" 0 ”9

Vu(6, 5.18
0 my,(6y) 0, Vu(Bu) O-18)

Pode-se tratar a funcdo armazenamento como uma soma de outras duas fungdes, uma
dependente apenas de 6, e outra dependente de 6, e 6,, como nas Equacdes (5.19) e

(5.20) abaixo:
S BRURN
H, = EHGaH (5.19)

- 1. .
a2, = EGMTmW(GM)GM—i—VM(GM) (5.20)

Derivando cada uma das equacgdes acima citadas, t€ém-se

H,=66, (5.21)

A= @) @)y

. | e
= [ 160VImu(8)6,4+ VIV, (6,6, [ . ]
- u

oy . 6
= | 18Tl + VIV, il (6,)6, | [ ]
i 0,
= 0, +VIv,0,+6,m 8, (5.22)
Observa-se que a Equagdo (5.22) ¢ equivalente, de acordo com a Equagdo (5.13), a
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Hy = —v" ma(6,)6, (5.23)

Consequentemente, a Equacao (5.21)) é equivalente a

H,=v"6, (5.24)

Portanto,
H=v"(6,—ma(6,)6,) (5.25)
Desta forma, pode-se definir duas novas saidas y, := 6, e y, := —n4,(6,)6,, e uma

fungdo mapeamento v — 6, —m? (8,)8, ciclo-passivas.

Entdo, para modificar a energia do sistema em malha aberta e atingir com maior flexi-
bilidade a fun¢do de Lyapunov objetivo, € adicionada uma soma ponderada das fungdes
armazenamento H, e H, juntamente com um controlador PI sobre uma soma ponderada
das saidas ciclo-passivas.

A funcdo armazenamento desejada, portanto, € escrita como segue

Hy(00) = ke [kaHa(0a)+ kyH,(64,0)u]

1 1
+ 5 llkaya +huyull, + > 1kaBa +kaViv(64) 1%, (5.26)
Derivando a funcdo armazenamento no tempo, tém-se

Hy = kokov! 6, — kekyv! mau(6,)6,

+ (kv Kay) " [Kk (kav-t k) + K1 [ (kv + kuyuﬂ

— (kaYa + kuyu)T [kev + Kk (kav + kuyu) + K] / (kaya + kuyu):|

= (kaYa + kuyu)T { (kelm + koK + kuKkmau(eu)mu_ul (eu)mgu(eu)) v
+ku K [_mau éu + maumu_ul (Cuu éu + Vuvu)} } +K; (ka 0, + kuVN>
- (kaYa+ku)’u>T [K(Ou)v-l—S(B,G')} (5.27)

Para demostrar o principal resultado, € necessario, entdo, que a seguinte suposicao
seja satisfeita:
Existem,
ke ka,ky € R, Ki, K e R”™™ Ki,K; >0

de modo que se pode definir uma fungdo K : R"™" — R"™*™

K(6,) = kel + koK + kyKimay (6,)m: 1 (6,)mL,(6,) (5.28)

au

tal que,
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1. det[K(6,)] #0, V8, R

2. A matriz

My (6,) = kekalm + koK —kakiKimau(6,) (5.29)
! — kD (0)KT Kok (6,) +k2m?, (6,)Kimma, (6,)

¢ positivo-definida e a fungdo
1
V() = kekuVu(8u) + 5 ||kaba + ke Viv (8u) | K? (5.30)

satisfaz 0* = argmin V;(60) e o minimo € isolado.

Assim, pode-se definir a lei de controle
v=—K(0,)""[S(8,0)+ K, (kaya+ kuyu)] (5.31)

com K, € R™*" K, > 0.
Substituindo na Equacgao (5.27)), t€ém-se que

Hy = —kaya+ kvl |, (5.32)

entdo, desta forma prova-se que a fungio energia total desejada Hy(6,0) é uma funcio
de Lyapunov.

Analise sobre a estabilidade do sistema

As equagdes dinamicas do péndulo invertido rotacional, no entanto, violam uma
das condi¢des propostas. E observado na Equacio (3.32) que a sub-matriz mg, nio é
constante, portanto, a Equacdo (5.13) ndo pode ser escrita da forma apresentada e o
desenvolvimento sobre a funcdo armazenamento desejada ndo segue a risca o que foi
apresentado nesta secdo. Entretanto, o desenvolvimento deste trabalho continua com o
intuito, agora, de identificar a (possivel) faixa de estabilidade que se pode ser conseguida

com a aplicacdo do controle acima citado.

A andlise sobre a regido de estabilidade e atratividade do péndulo para a posi¢cdo
desejada comeca com a identificacido das condi¢des para que a matriz de inércia desejada
M,(6,) seja positivo-definida.

Para garantir que a matriz M;(6,) seja positiva definida, uma condicdo suficiente é

demonstrar que seus menores principais sdo ambos positivos. Desta forma, da Equagao

(5.29), tém-se que:
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det(My,,) = kekaly + k2K > 0 (5.33)
det(My) = kekaky (ke (81) + ku Ky, (84) + kK (6,)) > 0 (5.34)

Da andlise da funcdo energia potencial desejada V;, t€m-se que para que a posicao

0, = 0 seja um minimo, as seguintes equacgdes devem ser satisfeitas:

avy(6,)
=0 5.35
96, ; (5.35)

azvd(eu)
——=>0. 5.36
262 > (5.36)

Essas condig¢des sdo satisfeitas quando,

kek, <0 (5.37)

Por fim, deve-se garantir que o determinante da fun¢ao K(6,) # 0. Como o sistema é
de ordem 2 e tém-se uma junta ndo-atuada (n =2 e m = 1), a fungio K(6,) é escalar e,

portanto, deve-se garantir que ela seja ndo-nula. Assim,

K(eu) = ke + KoKy + kuKkmau(eu)zm;ul #0 (5.38)

Desta forma, deve-se projetar os ganhos k,, k., k,, € K; de forma que as Equacdes

[5.33][5.34,[5.37| e [5.38] sejam conferidas.

O projeto dos ganhos leva em conta duas suposicdes. A primeira € de que k, > 0 e
k, < 0, satisfazendo, assim, a Equagdo (5.37). A segunda suposi¢ao é de que o ganho Kj
¢ proporcional ao ganho k, pela relacdo K; = ak,, onde o € um valor a ser determinado.
Assim, a inequacdo é reescrita como,

1+ o (kg + kumi, (8,)my, ) # 0 (5.39)

Para fins de projeto, é considerado que my, (0) = —myryl; cos(6,) é constante e igual

amg, = mprpl;. Assim, a Equacdo (5.39) € reescrita como

~1
ka+0.004k, # —

~1
= k, # (0.004)! (7 - ka>
14+ ok,
o

= ky, £ —250 ( (5.40)
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Por uma conveng¢do adotada, considerou-se que k;,, > —250 (%) .

Os valores de « e k, foram retirados do grafico da func¢do K(6,) considerando que
k, ~ —255 e Ky = ak,. Além disso, o valor de k, foi definido igual a 1, de modo a facilitar
o cdlculo dos ganhos que satisfacam as inequacdes impostas. Assim, foram encontrados
valores para k, e @, tais que o valor da fungdo K(6,) é negativo. Os valores selecionados

foram k, = 3 e o« = 3. Portanto,

14+3x3
k, > —250 (2—X) — -833.33 (5.41)

Assim, os ganhos projetados sdo:

ke = 1, (5.42)
k, = 3, (5.43)
K. = 3, (5.44)
k, = —800. (5.45)

Vale notar que esses ganhos foram projetados considerando que 6, = 0. E facil mos-
trar que ndo € possivel encontrar uma solucdo que satisfaca o conjunto de inequagdes
para todo o espago de estados (6, € [—x,7]), sendo possivel, teoricamente, apenas para
0, € (_7”, %) A préxima secdo, no entanto, t€m o intuito de mostrar os resultados do
controle com os ganhos projetados e identificar qual a faixa para 6, onde a estabilidade

no ponto de equilibrio desejado é conferida.

48



5.2.1 Simulacoes
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Figura 5.1: Sistema em malha fechada com controle SIDA-PBC implementado em
Simulink®.

Com os ganhos kg, k., k, e K definidos, basta agora projetar os ganhos K, € Kj.
Foi visto que os ganhos K), e K; deveriam satisfazer a condi¢do de serem maiores do
que zero, desta forma, iniciou-se a tentativa de estabiliza¢do definindo K, =1 e K; = 1
com condi¢des iniciais definidas por [6, 6, 6, QM}T =050 O}T. No entanto, foi
notado que os ganhos ndo foram suficientes para manter o péndulo equilibrado. Assim,
alguns ganhos foram testados chegando, finalmente, aos valores de K, = 10 e K; = 10.
Os resultados das simulacdes podem ser conferidos abaixo. Vale notar que foram

adicionados efeitos de distirbios nos instantes t = 7s, t = [3se t = 21s.

Inicialmente, foram testados os resultados de simulagdes cujas condic¢des iniciais para
velocidade eram nulas, assim como para a posicao da junta atuada, e condi¢des inicias da
junta ndo-atuada definidas por 6, = FZrad (—15°) e 6, = Zrad (30°). Os resultados sdo
vistos nas Figuras [5.2]e[5.3] Observa-se que o controle é capaz de equilibrar o péndulo

sem maiores problemas.
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Figura 5.2: Teste do controle com condi¢des iniciais [6, 6, 6, 6, ] r_ 05 00] T
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Figura 5.3: Teste do controle com condi¢des iniciais [6, 6, 04 6, ] r_ [0Z00] T
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Para identificar a faixa de valores de condi¢do inicial para a junta ndo-atuada tal que
o sistema estabiliza na posicao vertical apontado para cima, foram testados os angulos
0, = Zrad (45°), onde ja ndo foi possivel estabilizi-lo, e 6, = Zrad (36°), também sem
sucesso, como pode ser visto nas Figuras[5.4]e[5.5]

Controle SIDA-PBD - Hua = f4

800 T T T T T
g 600 - | frf__[ftf.adﬂ} L"—
g 400 -
-g 200 —
DIJ ] 5I ‘1IIJ 1|5 2ID 2|5 30
tempo [s]
3
= ftu {nao atuado)
T
5 NN RRAARNAR
& i}
DD 5 1ID '1I5 2ID 25 30
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Figura 5.4: Teste do controle com condi¢des iniciais [Oa 6. 6, 9',,} r= 0%0 0"
Controle SIDA-PBD -8 = n/5
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Figura 5.5: Teste do controle com condi¢des iniciais [Ga 6. 6, éu} r= 0Z0 0"
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Resultados posteriores demonstraram que o limiar da regido de atratividade est4 na
faixa de |%|rad. Assim, pode-se dizer que o controle SIDA-PBC aplicado a um péndulo
invertido rotacional cujos parametros sao iguais aos definidos neste trabalho garante uma
estabilidade local para 6, € (—30°,30°).

5.2.2 Implementacao

Figura 5.6: Péndulo de Furuta sob agdo do controle SIDA-PBC.

O controle projetado no decorrer desse capitulo foi implementado em laboratério no
modelo real do péndulo invertido rotacional desenvolvido pela Quanser. Os equipamentos
utilizados no experimento sao detalhados na secdo Set-Up do Experimento e os resul-
tados obtidos sdao vistos na se¢cdo Resultados Experimentais. Além disso, é feita uma

comparacdo com um controle LQR.

Set-Up do Experimento

O experimento foi realizado utilizando um computador com Matlab versdao R2014a
e com a ferramenta QUARC® Real-Time Control Software instalados. Esta ferramenta
possibilita gerar cdigo em tempo real diretamente de controladores projetados no Simu-
link e que rodam em tempo real na placa de aquisi¢do e escrita de dados. O controlador

foi, portanto, desenvolvido no Simulink® e sua implementagdo pode ser vista no Apén-
dice B, secdo[B.2]
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A planta é composta, basicamente, de duas partes, todas desenvolvidas pela Quanser
Inc. A primeira € o Rotary Servo Base Unit, um servo-sistema engrenado composto de um
motor DC, um encoder, um potenciometro e um tacometro. A segunda parte é o Rotary
Inverted Pendulum Module, que consiste em um braco plano de metal, um péndulo e um
encoder. O braco € acoplado na engrenagem na parte superior do Rotary Servo Base Unit,
onde na outra extremidade fica o péndulo, sem atuag@o em seu eixo de rotacdo. As duas

partes sdo vistas separadamente nas Figuras [5.7] e [5.8] e o sistema montado é visto na

Figura[5.9

Figura 5.7: Rotary Servo Base Unit. Figura 5.8: Rotary Inverted Pendulum Mo-
Fonte: Quanser.comE| dule.
Fonte: Quanser.comﬁ

Figura 5.9: Rotary Inverted Pendulum.

Fonte: Quanser.comﬁ

Disponivel em: <http://www.quanser.com/products/rotary_servo>. Acessado em jan. 2017.
3 Adaptado de: <http://www.quanser.com/products/rotary_pendulum>. Acessado em nov. 2016.
“Disponivel em: <http://www.quanser.com/products/rotary_pendulum>. Acessado em nov. 2016.
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A placa de aquisicdo e escrita de dados é o modelo Q8 Data Acquisition Board, tam-
bém produzida pela Quanser Inc e pode ser vista na Figura Essa placa é equipada
com 8 canais de entrada analdgicos +=10V, 8 canais de saida analdgicos 10V (bipolar)
ou 0 — 10V (unipolar), 8 entradas para encoders, 32 linhas de entrada e saida digitais e 2
saidas PWM. Essa placa recebe os dados dos encoders e envia para o Simulink; e envia
o sinal de controle vindo do Simulink por uma de suas saidas analdgicas para o drive de
poténcia.

Figura 5.10: Q8 Data Acquisition Board.
Fonte: Quanser.com El

O drive amplificador de poténcia utilizado é o Universal Power Module 15-03, modelo
produzido pela Quanser Inc. Esse equipamento conta com uma saida analdgica =15V e
corrente maxima continua de 3A, cujo ganho é linear e € definido pela escolha do cabo.
Melhor dizendo, o cabo faz uma realimentagcao no amplificador operacional que amplifica
o sinal analégico de entrada, entdo, dependendo do valor de resisténcia dos resistores do
cabo, o ganho € modificado. O cabo utilizado proporcionou ganho unitério. O Universal
Power Module 15-03 pode ser visto na Figura[5.11]

Figura 5.11: Universal Power Module 1503.
Fonte: Ece.usu.edu

Disponivel em: <http://www.quanser.com/products/q8>. Acessado em jan. 2017.
*Disponivel em: <http://www.ece.usu.edu/ece_store/equip_detail. php?id=33>. Acessado em jan. 2017.
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Resultados Experimentais

O resultado do experimento com o controle SIDA-PBC aplicado no péndulo invertido
¢ mostrado nas Figuras [5.12] [5.13] [5.14] ¢ [5.15] As duas primeiras mostram a posi¢do

angular das juntas atuada e ndo-atuada e as outras duas mostram a velocidade angular das

juntas atuada e nao-atuada, respectivamente. Por seguranca, a fim de evitar que o péndulo
pudesse instabilizar e se comportar como um "ventilador"caso algum erro ocorresse, foi
aplicado um moédulo de seguranca no controle que o desliga caso a posi¢do angular da
junta ndo atuada ultrapasse o valor absoluto de %rad. Além disso, o controle s6 € ligado
apos a junta ndo-atuada ultrapassar o valor de {grad, como pode ser visto no Apéndice B,
secao[B.2]

Observa-se, na Figura[5.13] que o controle é capaz de estabilizar o péndulo na posigao
vertical para cima mesmo sujeito a perturbagdes, e, além disso, a posicdo angular do
péndulo nao ultrapassa em médulo o valor de 5°.

Vale notar que as velocidades angular das juntas foram calculadas por meio da

derivada suja, como demonstrado na se¢do §.3]

Posigdo angular f?a

30 T T T T T T T

Amplitude [graus]
o =

L
(=)
T

—SD I I 1 I I 1 I
5 10 15 20 25 30 35 40

tempo [s]

Figura 5.12: Controle SIDA-PBC - posi¢ao angular da junta atuada.
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Figura 5.13: Controle SIDA-PBC - posi¢do angular da junta ndo-atuada.
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Figura 5.14: Controle SIDA-PBC - velocidade angular da junta atuada.
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Velocidade angular 4
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Amplitude [graus/s]

=40
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Figura 5.15: Controle SIDA-PBC - velocidade angular da junta ndo-atuada.

O sinal de controle € visto na Figura[5.16] Nota-se que o sinal de controle nio ultra-

passa +3 volts. O motor DC acoplado a junta pode receber sinal de tensdo de até 15 volts,

20

60

00 I I I | I I I

5 10 15 20 25 30 35
tempo [s]

40

portanto, esse controle ndo requer um esfor¢o prejudicial ao equipamento.

Amplitude [\V]

Sinal de controle - SIDA-PBC

3 T T T T
2k i
1+ i
AqF i
2+ 4
3 : ! ! ! ! ! :

0 5 10 15 20 25 30 35 40

tempo [s]

Figura 5.16: Sinal de controle - SIDA-PBC.
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Para fins de comparacdo, foi projetado um controlador LQR, como pode ser visto no
Apéndice[Cl Os dois sinais de controle, sujeitos a0 mesmo teste, onde o sinal utilizado é
o sinal de controle SIDA-PBC, sdao mostrados na Figuram

Apesar de ndo se poder fazer uma comparacao qualitativa por se tratarem de duas
estratégias de controle diferentes, onde a eficiéncia de cada um depende dos pardmetros

escolhidos pelo projetista, vale destacar que os dois sinais sao bastante parecidos.

Comparagido dos sinais de controle
T T T

3 T T T T
I LOR
— — — 5IDA-FBC
2 - -
-‘I - —
= |
v |
= ] iy = S
=0 - g
=3
E
T
A+ -
2 .
_3 | 1 I 1 i 1 i
] 5 10 15 20 25 30 a5 40

tempo [s]
Figura 5.17: Comparacdo dos sinais de controle SIDA-PBC e LQR.

Por seguranca e de modo a garantir a integridade dos equipamentos utilizados, ndo
foi testado o limiar para o qual a posi¢ao angular da junta atuada deixar de ser atrativa e,
portanto, o controle ndo é mais capaz de estabilizar o péndulo na posicdo vertical para
cima. No entanto, isto ndo altera em muito os resultados apresentados na simula¢do, onde

foi mostrado que a regido atrativa, na qual € garantida a estabilidade local, € definida por
6, € (—30°,30°).

Para finalizar, foi testada também a estratégia de controle LQR. Tentou-se fazer um
teste o mais parecido com o anterior possivel, inclusive na aplicacdo das perturbagdes.
Mais uma vez, esse teste ndo pode ser encarado como uma comparagdo qualitativa entre os
dois controles, por se tratarem de estratégias diferentes, simulagdes diferentes e sintonia
dos controladores dependentes da sensibilidade do projetista, no entanto, vale notar o

comportamento das juntas atuada e, principalmente, da ndo-atuada. O resultado desse

experimento pode ser visto nas Figuras[5.18][5.19] [5.20/e[5.21]
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Figura 5.18: Péndulo invertido rotacional com controle LQR - Posicao angular 6,,.
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Figura 5.19: Péndulo invertido rotacional com controle LQR - Posicao angular 6,,.
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Velocidade angular éa
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Figura 5.20: Péndulo invertido rotacional com controle LQR - Velocidade angular 6.
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Figura 5.21: Péndulo invertido rotacional com controle LQR - Velocidade angular 6.

O sinal de controle é mostrado na Figura[5.22]
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Sinal de controle - LQR
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Figura 5.22: Sinal de controle - LQR.

Como na aplica¢do do controle SIDA-PBC, o controlador LQR foi capaz de esta-
bilizar o péndulo em torno da posicao de equilibrio naturalmente instavel e de rejeitar

perturbacgdes.

5.3 Conclusao

Neste capitulo foi abordada a teoria de controle SIDA-PBC com forcas dissipativas.
Foram apresentadas todas as condi¢Oes necessdrias que enquadram um sistema meca-
nico sub-atuado na classe de sistemas compreendida pela técnica de controle SIDA-PBC.
Notou-se que a dindmica do péndulo invertido rotacional ndo atende uma das condi¢des
necessdrias para que fosse garantida a estabilidade assintotica global em torno do ponto
de equilibrio naturalmente instdvel, no entanto, foi desenvolvido, simulado e implemen-
tado um controle de modo a testar e descobrir a regido no espago de estados da junta
nao-atuada tal que a estabilidade em torno desse ponto de equilibrio fosse assegurada.

Além disso, foi projetado um controlador LQR para fins de comparacao.
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Capitulo 6
Conclusao

Este trabalho teve como principal objetivo fazer um estudo sobre a estabilidade de
um sistema mecanico sub-atuado sujeito a um controle SIDA-PBC. O sistema mecanico
utilizado foi o péndulo de Furuta, um péndulo de base rotativa de quarta ordem e de fase
nao-minima.

A maneira cldssica de se obter um sistema em malha fechada atrativo e estdvel na
posicao de equilibrio desejada (posicao vertical para cima) € a aplicagcdo de dois controles
diferentes denominados de swing-up e balancing. O primeiro tem a funcao de instabilizar
o péndulo da posicao naturalmente estavel e, quando entrado em certa faixa de angulo
préoximo da posicdo vertical para cima, tal que seja uma regido atrativa para o segundo
controle, € feita uma troca para o modo de controle balancing, o qual é responsavel pelo
equilibrio do péndulo na posi¢ao desejada.

A técnica de controle SIDA-PBC, apresentada em (Donaire et al.|2016b), afirma que
¢ possivel conseguir estabilidade assintética global em uma posi¢cdo de equilibrio dese-
jada para sistemas mecanicos sub-atuados, desde que os sistemas em questao satisfacam
algumas condic¢des supostas. Ou seja, essa afirmacao abriu caminho para o estudo dessa
técnica de controle, aplicada ao pé€ndulo invertido rotacional, tal que ndo fosse necessario
a aplicacdo de dois controles tendo que ser feita a troca entre eles, e tal que a estabilidade
seja garantida para todo espaco de estados.

As equagdes que regem a dinamica do péndulo, no entanto, mostraram que a matriz de
inércia do sistema quebra uma condi¢do crucial no desenvolvimento do controle, e assim,
portanto, foi quebrada a hipdtese de que a estabilidade assintética global fosse garantida.
Assim, restava-se apenas avaliar qual a faixa do espaco da junta do péndulo podia garantir
uma estabilidade local. As equagdes mostravam que era possivel encontrar ganhos do
controlador de modo que a estabilidade fosse garantida na faixa 6, € (%”, %) rad, no
entanto, nas simulacdes s6 foi possivel estabilizar o péndulo para a faixa 6, € (_T”, %) rad.

Esse controle foi implementado no modelo do péndulo de Furuta fabricado pela Quan-
ser onde pode ser colocado em prética a teoria apresentada, porém, nao foi testado o li-

miar da faixa de valores no qual a estabilidade é conseguida por motivos de segurancga,
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e também porque o principal objetivo, a estabilizacdo assintética global, ja ndo podia
ser conferida. Além disso, foi implementado um controle LOR para fins de comparagdo.
Os resultados dos dois controles foram satisfatérios e o sistema em malha fechada era
bastante robusto com relacdo a distirbios nas juntas para os dois casos.

A técnica de controle SIDA-PBC ndo pode garantir estabilidade assintdtica global
para o sistema mecanico utilizado, no entanto, os resultados obtidos demonstram que a
técnica € promissora e funciona para os sistemas mecanicos sub-atuados cujas condi¢des

supostas sdo satisfeitas.
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Apéndice A

Algumas Demonstracoes

A.1 Demonstracao 1 - Derivada no tempo de H;

Da Equagio[2.14] tém-se que

= M 'MyV,H,
p = —M;M'V,H;+V,H,

H, é definida, pela regra da cadeia, por

Hy = [(Vqu)T (VpHd)T} [ i ]

A derivada parcial de H; com relagdo a p € definida como
VpoH;=M;'p
Assim, a Equagéo torna-se

Hy = VIHM 'MyV,Hy—VEHMM ™'V Hy+ Y HeoV Hy
= VIHM '"MaM; - p" M MM T G Hy + p" M My p
= p'M; My p

Nota-se que na Equacao as propriedades de simetria foram utilizadas. [
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A.2 Demonstracao 2 - Condicao de estabilidade do sis-

tema

Da Equag@o tém-se que

= M 'M,V,H, (A.6)
p = —My;M'V,H;+C(q,p) (A7)

De forma similar que a Equacio tém-se que

Hy = VIHM™'M,V,H;—V H,MM 'V Hy+VIHC(q,p)
= ViHM MM - p" M MMV Hy + p" M ' C(q, p)
= p'M;'C(q,p) (A.8)

Assim, para garantir a estabilidade do sistema pelo critério de estabilidade de Lyapu-

nov, é preciso que a derivada no tempo da funcdo H,; seja negativa, portanto

H; <0 seesomente se pTMd_1C(q,p) <0. O
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Apéndice B

Sistemas implementados em Simulink®

B.1 Simulacao do sistema em malha fechada com con-
trole SIDA-PBC

O sistema em malha fechada € compreendido principalmente pelo modelo do péndulo
invertido rotacional, modelo do motor DC e o controle, como pode ser visto na Figura

[B.1] Adicionalmente foram adicionados ruidos e um bloco que simula alguns distirbios.
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Figura B.1: Sistema implementado em Simulink.

O modelo do péndulo de Furuta foi implementado utilizando a toolbox SimScape,

mais especificamente, 0 médulo SimMechanics, do Matlab®, e pode ser visto na Figura
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Figura B.2: Implementacdo do péndulo invertido rotacional utilizando a ferramenta Sim-
Mechanics.

O modelo do motor DC foi implementado como pode ser visto na Figura[B.3] Nota-
se que, dentro do modelo do motor ndo foi adicionada uma saturagdo, no entanto, o sinal
de tensdo enviado ao motor pelo controle € saturado em £12V, como pode ser visto na
Figura [B.T] acima. Esta saturac@o foi adicionada de modo a conferir com o méaximo de

tensdo que pode ser enviado ao motor real.

e P —

Armature Torgque Gain  Reduction

Kb —’

Back EMF invReduction

a

Figura B.3: Implementacdo do motor DC.

67



B.2 Implementacao do controle SIDA-PBC no Simu-
link® utilizando a plataforma QUARC® Real-Time

Control Software

A implementacdo do controle SIDA-PBC pode ser dividido, basicamente, em quatro
modulos: 0 médulo que faz a aquisicdo das posicdes angulares do motor e do péndulo
pelos encoders; o médulo que faz a escrita do sinal de controle na placa de aquisi¢ao
de dados, o qual posteriormente passa por um drive de poténcia até chegar no motor; o
modulo de seguranga, que garante que o péndulo ndo comece a girar descontroladamente;
e o médulo do controle, onde de fato é implementado o controle SIDA-PBC. A Figura

[B.4]ilustra a implementacdo do controle.

LQR_contral |

® |FalLoR_contral »

(Y Quarnc:

] H Control

= praresy Angular Positions Angular Velocities
. oy ]

& . o =

= Data Aquisition _—— =

oo

Sending Data

Saturated Control Signal
]

Cnrin peiten

Figura B.4: Controle SIDA-PBC implementado em Simulink® utilizando a plataforma
QUARC® Real-Time Control Software.
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Apéndice C
Projeto do controlador LQR

Para o projeto do controlar LQR € necessario, primeiro, linearizar o sistema em torno
e : - 1T
de um ponto de equilibrio ([Ga 6,0, 9,,] =[000 O]T), de modo a poder escrever o

sistema como,

Xx=Ax+Bu (C.1
Entdo, para um sistema continuo no tempo, a lei de controle ¥ = —Kx minimiza a
funcdo custo quadrética,
J(x,u) = / (x Qx+ u” Ru+2x" Nut) dt (C.2)
0

Essa funcdo custo estd intimamente associada a energia das varidveis de estado e dos
sinais de controle. A escolha das matrizes Q e R €, portanto, um compromisso entre as
energias de estado e de controle, onde Q e R sdo matrizes de ponderacio, tipicamente
diagonais, e Q — NR™!NT >0 e R > 0. Quanto maior o peso da matriz Q, mais preciso
seré o rastreamento. Por outro lado, quanto maior o peso da matriz R, maior € a economia

de energia de controle.
O ganho K ¢é dado por,

K=R"'(B"PN") (C.3)

onde P é encontrado pela solu¢do da Equacao Algébrica de Riccati

A"P+PA— (PB+N)R ' (B'P+N")+0=0 (C.4)

O modelo dinamico do péndulo invertido rotacional linearizado no ponto de equilibrio

mencionado acima, considerando o modelo do motor DC, € descrito pelas matrizes:
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[0 1 0 0
0 —18.92 33.92 —0.68

A = (C.5)
0 0 0 1
| 0 1573 7178 —1.43
[0
33.71

B — C6

0 (C.6)

| 28.03
(1000

c = (C.7)
(0010
[0

D = Cs8
_0] c®)

O mapa de pélos e zeros do sistema em malha aberta é visto na Figura[C.1]

Pole-Zero Map

T T T T T T
0.999.. 0.998_ 0995 0988 0.95
0.8 FD.999 : : ’

02F

Imaginary Axis (seconds'1]
L=

0999 0998 0995 0988 0.95

o

-25 -20 -15 -10 -5 0

Real Axis (5econd5'1]

Figura C.1: Mapa de podlos e zeros do sistema em malha aberta

Nota-se pelo pdlo do lado direito do plano S que, como esperado, € um sistema instdvel
ao redor desse ponto de equilibrio.
O ganho K foi calculado no matlab utilizando o comando 1qr, onde as matrizes Q e R

utilizadas foram definidas como,
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36 0 O 0

=10 0 146 o (©9)

0 0 0 025
R =5 (C.10)

resultando em,

K=[-085 —145 17.33 2.29] (C.11)

O mapa de pélos e zeros do sistema em malha fechada é visto na Figura[C.2]

Pole-Zero Map

0.999 0998 0996 099 0976 09

Imaginary Axis (secon ds”]

0.999 0.998 0.996 0.99 D.E!?;B 0ge

=

-25 -20 -15 -10 -5

Real Axis {seconds'1)

Figura C.2: Mapa de podlos e zeros do sistema em malha fechada
Observa-se que o sistema linearizado em malha fechada com o controle u = —Kx é

estavel, com dindmica dominada pelo p6lo mais préximo da origem, onde os outros trés

polos sdo colocados meia década e duas décadas mais longe, aproximadamente.
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