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Notacoes e Convencoes

Indices gregos variam de 0 a 3 e indices latinos de 1 a 3.
Indices repetidos indicam soma (convencdo de Einstein).
c: velocidade da luz.

campo magnético.

campo elétrico.

: densidade de carga elétrica.

J: densidade de corrente elétrica.
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0 = 5
métrica:(+,-,-,-).

FP: tensor de campo eletromagnético.
0#¥: tensor energia-momento eltromagnético.



Resumo

Este trabalho consiste no estudo do eletromagnetismo cldssico na formulacdo covariante, em (3+1) di-
mensdes’, e de uma variacio deste que incorpora a quebra da simetria de Lorentz por meio da introducao de
um campo de fundo de dimensao massiva na teoria. O estudo desta teoria eletromagnética tipo-Chern-
Simons baseou-se no artigo da Ref.[8], que motivou os célculos pertinentes & investigacdo aqui desenvolvida,
e com os quais compds-se esta monografia. Pode-se verificar desta teoria alguns aspectos interessantes, que
vem sendo pesquisados, como a modificacdo da polarizagdo da luz ao se propagar no espago. Contudo, o
modelo também apresenta aspectos nao fisicos, como a presenga de tdquions (particulas que viajam com
uma velocidade maior do que a da luz no vdcuo) e a violagao da causalidade na produgdo dos campos. Por
fim realizou-se um estudo de propagadores de campos, desenvolvendo-se e simplificando-se suas expressoes,
com base nas prescrigoes da referéncia [4].

1(3+1)=3 dimensées espaciais + 1 temporal



Abstract

This work presents a study of the classical electromagnetism in its covariant formulation, in (3+1) dimen-
sions?, and of an alternative proposal that incorporates the violation of Lorentz symmetry promoted by a
background massive vector field coupled to the dynamical sector of the theory. The study of this Chern-
Simons-like electromagnetic theory is based on the paper of Ref.[8]. We performed the calculation associated
to this investigation, and we were able to verify some interesting aspects of the theory, for instance, the
change of light polarization, as it propagates through space. Nevertheless, the theory presents some non-
physical aspects like the presence of tachions (particles that travel faster than light) and the violation of
causality in the production of the fields. Finally, we present a study of field propagators, developing and
simplifying their expressions, as we take the viewpoint contained in Ref.[4].

2(341)=3 espatial + 1 temporal dimensions
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Capitulo 1

Introducao

As equagtes de Maxwell constituem um conjunto de 4 equagoes que contém as leis basicas do eletromag-
netismo. Elas sao capazes de explicar fend6menos observados espontaneamente na natureza e em laboratérios
através da descrigao do comportamento dos campos elétrico e magnético bem como de suas interacoes com a
matéria. Elas sao fruto do empenho de alguns fisicos como Oersted, Ampeére e Faraday, principalmente, que
desde 1820 trabalharam no sentido de relacionar a eletricidade e o magnetismo, fenomenos até entao observa-
dos e entendidos independentemente. As equagoes atingiram sua forma final em 1864, com a corregéao da lei
de Ampere por Maxwell, que baseando-se num argumento de simetria, e tendo sua previsdo confirmada expe-
rimentalmente, fechou a teoria eletromagnética como a conhecemos hoje. As equagoes de Maxwell implicam
ondas de campos elétricos e magnéticos que se propagam com a velocidade da luz. Em 1888, foi confirmada
por Henrich Hertz, a hipétese de que a luz é uma onda eletromagnética que se propaga no espaco. Esta con-
firmagao levou a incorporagao da dtica ao eletromagnetismo. O eletromagnetismo de Maxwell é instrumento
de diversos ramos da fisica e proporcionou grandes avancos tecnolégicos para a sociedade, principalmente
na area de comunicacdo . Além disso, a teoria em sua forma final abriu caminho para a compreensao de
diversos fenomenos encontrados na natureza, bem como possibilitou a modelagem de diversos sistemas com-
plexos, como de objetos astrofisicos, cuja dindmica estd muito relacionada ao comportamento dos campos
produzidos.

Os campos eletromagnéticos tem uma atuagao muito abrangente na natureza. Eles podem ser encontrados
nas maiores escalas, como nos objetos plasmaticos e no meio interestelar e intergalatico, governando seus
fenémenos. Como exemplo entre uma vasta gama de fen6menos, citam-se as manchas solares, as tempestades
magnéticas, a dindmica dos pulsares e também a importancia dos campos eletromagnéticos na formacao e
estruturacao de planetas, da galdxia, e possivelmente de outras formagoes como aglomerados estelares e
galaticos. Eles também sao encontrados nas menores escalas de nivel atomico, atuando na formagao da
matéria ordindria e desesmpenhando um papel importante nas reagoes quimicas e na manutengao e dinamica
da vida no planeta.

A sua existéncia remonta 4 formacao de cargas elétricas no universo. Existem estudos sobre estes pri-
meiros campos, chamados primordiais, e de como eles teriam participado na evolugao e na distribuicao da
matéria até chegar aos dias atuais. Esses estudos tem como base a andlise da radiagao césmica de fundo
(RCF), uma radiacdo que permeia todo o universo e que tem evoluido junto com ele desde a fase em que ele
se tornou transparente a radiacao até os dias atuais. A distribuicao desta radiacdo caracteriza-se atualmente
por uma densidade de energia quase perfeitamente homogénea e isotrépica, em nosso universo.



Os ultimos dados sobre a distribuicao de energia da RCF foram coletados pela sonda WMAP. Ela
apontou pequenas anisotropias e polarizacao da RCF. Entre as teorias atualmente debatidas no meio ci-
entifico, algumas estabelecem a quebra da simetria de Lorentz - que expressa a covarianica do eletromag-
netismo - através da introducao de campos de fundo na teoria, e com isso geram uma anisotropia espa-
cial/temporal. Inspirada numa particular configuracao de vicuo para a teoria de cordas, a proposta estende
as interagoes presentes no Modelo Padro das particulas elementares, acoplando campos de fundo aos graus
de liberdade usuais, o que, seguindo determinadas prescrigoes, define o ”Standard Model Extension” (Modelo
Padrao Estendido)[16]. Desenvolvimentos posteriores generalizam essa abordagem de modo a incluir a in-
teragao gravitacional [17],[18],[19],][20],[21] e andlises dessas propostas em contexto quantico merecem espago
na literatura [22],[23],[24], assim como vdrias aplicagoes fenomenoldgicas. Estd sendo estudado, por exem-
plo, por Kostelecky([15],[22] e Casana et al.[25], se se as anisotropias da RCF podem estar relacionadas &
presenca de campos de fundo. Ele faz estimativas dos parametros da quebra da simetria de Lorentz baseado
nas informagoes extraidas da analise destas anisotropias. Também realizam-se estudos sobre a viabilidade
dessas propostas com a quebra da simetria de Lorentz como modelos para outros fenémenos, a saber: os-
cilagdo de neutrinos|26],[27],[28],gamma-ray bursts[29],[22], raios césmicos ultra-energéticos[30], expansao
césmica acelerada,[31],[32].

Em um contexto mais amplo, a quebra da simetria de Lorentz é proposta por teorias fisicas classificadas
como "Além do Modelo Padrao”, que tém como motivagao tedrica a unificagao da gravitagao as outras
trés interagoes fundamentais encontradas na natureza - forte, fraca e eletromagnética - que ja obtiveram
sua descri¢ao unificada com a emergéncia do Modelo Padrao na década de 70. Neste contexto a quebra da
simetria é interpretada como o resultado da transicao de fase de um estado que é simétrico em energias muito
altas, na ordem 10! GeV (massa de Planck, c=1), e que perde a simetria a energias menores, gerando como
resultado campos de fundo - campos cuja dindmica nao se conhece. Ha também motivagao observacional

para a quebra da simetria de Lorentz: observagoes astronémicas do espectro de estrelas[14] sugerem que

2 . . . . Ve
a constante de estrutura fina (o = ;) esteja variando. Qual destas ”constantes”estaria variando é uma

questao em aberto, dificil de responder[33].

Um efeito consequente da quebra de Lorentz pela introdugao de um campo de fundo, em (341) dimensdes,
é a rotacgao do plano de polarizagao de ondas planas. Uma onda plana pode ser decomposta em uma onda
circularmente polarizada para a direita e outra para a esquerda. Ao se propagar num meio magnetizado,
pode ocorrer uma diferenga na velocidade de propagagao de seus modos circulares, dando origem a uma
rotacao no plano de polarizacao da onda. Este efeito é chamado de Magneto-6tico. A presenca de um campo
de fundo banhando o universo torna o vdcuo opticamente ativo, provocando este mesmo efeito.

Por outro lado, a quebra desta simetria aparece naturalmente em outros cenérios, como por exemplo na
fisica da matéria condensada, em que, na transi¢ao de fase do ferromagnetismo no modelo de Ising, spins com
movimento térmico e descorrelacionados se alinham gerando um campo de fundo a medida que o sistema é
resfriado. Ainda na fisica da matéria condensada, a transicao de fase em supercondutores também manifesta
a quebra de Lorentz [2],[1].

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: os capitulos 2 e 3 foram destinados, respectivamente, a
uma revisao da Relatividade Restrita e da formulacao covariante do Eletromagnetismo. O capitulo 4 contém
o estudo de uma teoria eletromagnética tipo Maxwell-Chern-Simons em (3 4 1) dimensoes, uma teoria que
quebra a simetria Lorentz. Ela produz o efeito de birrefringéncia do vacuo. No capitulo 5, é desenvolvido
um estudo de propagadores de campo, envolvendo o célculo das fungoes de Green de operadores de alguns
campos distintos. Este capitulo teve como motivagdo a compreensao mais profunda dos campos fisicos.
Também foram introduzidos apéndices para a melhor compreensao do texto. Alguns contém fundamentos
importantes utilizados - estes podem interessar a um leitor pouco acostumado com os conteidos explicitados



- e outros contém informacao técnica do desenvolvimento de célculos mais complicados.



Capitulo 2

Relatividade Especial

No final do séc XIX, a comunidade cientifica debatia a idéia de um éter e procurava evidéncias deste
suposto meio que, através de sua perturbacao, geraria a propagacao das ondas eletromagnéticas a velocidade
da luz c. Esta ideia de éter estabelecia um referencial privilegiado, fixo no préprio meio material (no éter),
em relagdo ao qual as ondas eletromagnéticas, ja identificadas com a luz, se propagariam com velocidade
c. Em 1905, Einstein propos que o campo eletromagnético possui identidade prépria, e nao precisa de uma
"materializagao "através do éter. Para ele, as leis de Maxwell sao leis fundamentais que integram, portanto,
o conjunto de leis que satifazem o principio da relatividade! , ndo existindo referencial privilegiado para a
velocidade da luz c.

A idéia de uma velocidade finita e de valor fixo, ¢, rompe com o teorema da adigdo de velocidades de
Galileo e sugere entao o abandono da nossa crenga em distancias e tempos absolutos. Um outro conceito de
espago e tempo entra em evidéncia, o conceito unificado de espago-tempo, e as transformacoes apropriadas
para a descricao de fendmenos em diferentes referenciais inerciais sao as transformacoes de Lorentz.

2.1 Transformacoes de Lorentz

Einstein se baseou em dois principios para formular a Relatividade Restrita:
(i) - As leis da fisica sdo idénticas em qualquer referencial inercial.
(ii) - A velocidade da luz no vacuo é a mesma em qualquer sistema de referencial inercial.

Vamos considerar dois referenciais inerciais, S e S’, que no instante inicial ¢ = 0 coincidam de origem e
se afastem com velocidade V', ao longo do eixo x. Temos entao que a propagagao de um pulso luminoso,

1Relatividade Galileana: ”As leis da fisica sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais.”



disparado da origem coincidente em ¢t = 0, percebida nesses dois referenciais deve obedecer a

Adt? —dz® —dy? —dz®> = 0,
Adt? —da? —dy? —dz? = 0, (2.1)
e logo,
Adt* — da? — dy? — d2® = Adt 2 — da'? — dy'® — d2>. (2.2)

Uma possivel relagdo que satisfaz a igualdade acima é a seguinte

dz’

Y(V)(dx — Vi),
1%
dt’ = W(V)(dt—?de
dy' = dy,
dZ = dz. (2.3)

em que y(V) = \/%VQ Estas transformagoes sdo conhecidas como ”boosts” (empurrdes) de Lorentz.
1-=

As transformagoes inversas de (2.3) tém a mesma forma exceto pela mudanca de V por —V. Podemos
notar que y(V) = ~v(=V)

de = ~(V)(da' +Vadt'),

v
dt = v(V)(dt/—i-Cdem'),
dy = dy,
dz = d7'. (2.4)

Um outro tipo de transformacoes de Lorentz, que altera apenas as coordenadas espaciais, s@o as rotagoes .
Elas também satisfazem a relagdo (2.2). Por exemplo, uma rotac¢ao no plano xy, anti-horéria, da base de um
sistema de coordenadas, representada na fig2.1, produz

dt = dt,

dy' = —dxsin¢ + ycos ¢,

dr' = dx cos ¢ + ysin ¢,

dz = dz, (2.5)

que é coerente com a (2.2).

A combinagao de distancias e tempos, invariante sob transformacoes de Lorentz,
ds? = dt* — |di?, (2.6)

- . oA . 2
em que dt e |d] sdo o tempo transcorrido e a distancia entre dois eventos, |dF]> = dz? + dy? + dz*, ganha o
nome de intervalo. Denominamos tempo préprio, dr, o tempo transcorrido entre dois eventos no referencial

10



Figura 2.1: Rotacao Passiva.

onde os eventos acontecem na mesma posicdo . Neste caso o intervalo ds? = c?dr?, equivale ao tempo
préprio.

2.2 Espaco de Minkowski

O espago de Minkowski é caracterizado pelas transformacoes de Lorentz que preservam, como elemento
invariante o intervalo entre dois eventos, (2.6),

ds? = A (dt)? — |di?.

Para as rotagoes , no espago Euclidiano, a lei basica de transformacao é definida em termos das coorde-
nadas de um ponto. Chamamos Z um vetor, e falamos de z1, x2, x3 como componentes de um vetor. Para
todo conjunto de trés quantidades fisicas que se transformam, quando submetidas a uma rotagao , do mesmo
modo que as componentes de &, ganha o nome de vetor. Analogamente, existem numerosos conjuntos de
quantidades fisicas que se transformam, sob transformacgoes de Lorentz, do mesmo modo que as coordenadas
espaciais e temporal de um evento. Neste caso falamos em quadrivetor. O quadrivetor deslocamento tem
suas componentes dadas por

dz® = cdt,
de' = dz,
dz? = dy,
de® = dz. (2.7)

ou compactamente, dx* = (cdt, d¥), a representagao contravariante do quadrivetor deslocamento.

11



Da equagao (2.6) podemos obter a representacao covariante, dz,,, do quadrivetor deslocamento, que compoe,
em contracao com a representagao contravariante, o produto interno no espago de Minkowski:

ds?® = datdx,, = Adt* — da? — dy? — d2?,

e, logo, a representagao covariante é dada por

drg = cdt,

dry = —dx,

dre = -—dy,

drs = —dz. (2.8)

ou seja, dx,, = (cdt, —dT).
Relacionamos as representagoes covariante e contravariante de um vetor através do tensor métrico 7,
dz,, = n,dc”. (2.9)
O intervalo entre dois eventos pode ser reescrito como
ds* = n, detdz” . (2.10)
De modo geral, para um quadrivetor A* arbitrario,
A, =1, A7, (2.11)

Podemos também introduzir o inverso do tensor métrico, n*¥, definido por

AP =i A4, (2.12)
Combinando (2.11) e (2.12), obtemos
N = 0y, (2.13)
Em sua forma matricial 7,
1 0 0 0
() = (") = 8 _01 _01 8 (2.14)
0 0 0 -1

O espaco de Minkowski, M4, é um espaco real 4-dimensional, de métrica nio positiva definida - o in-
tervalo medido entre dois eventos nao é necessariamente maior ou igual a zero - e é utilizado, de modo
suficiente, na descricdo de fenomenos fisicos na auséncia de campo gravitacional®. A invariancia do intervalo
permite classificar pares de eventos de forma independente dos referenciais. Dizemos que um par de eventos

2Na, presenca de campo gravitacional, no ambito da Relatividade Geral, o espaco de Minkowski surge como expressio local
(espago-tangente) de uma geometria mais geral (Riemanniana).

12



tem distancia de universo temporal, espacial ou nula se o intervalo entre eles é positivo, negativo ou zero.
Os eventos com distédncia nula s6 podem estar conectados por um raio de luz (ds = 0 — cdt = %|dF]).
Para os que estao separados temporalmente sempre serd possivel encontrar um referencial em que os eventos
possuam as mesmas coordenadas espaciais. Neste caso os dois eventos ocorrem no mesmo ponto do espago,
mas estao separados por um intervalo de tempo. Para os que estao separados espacialmente, sempre sera
possivel encontrar um referencial em que ocorram simultaneamente. Neste caso eles ocorrem em diferentes
pontos do espago, num mesmo instante de tempo.?

Vamos definir mais trés quadrivetores:

4-velocidade u* = ddi:. (2.15)
4-aceleragdo  w = ddL:. (2.16)
4forca gM = - (2.17)

em que p* = mu* é o quadrivetor momento. Notamos que as quantidades acima sao hibridas, por exemplo
u* é a distancia medida em S sobre o tempo medido em outro referencial S/, em que 7 = 0, chamado
'referencial préprio’ da particula que estd em movimento. Nele ds? = ¢2dr?, dr chama-se ’tempo préprio’.
No entanto, pode-se checar que essas sao as grandezas cujos ’quadrados’ sao invariantes perante as trans-
formacgoes de Lorentz.

A energia relativistica de uma particula é definida como [5]

E=— (2.18)

em que V ¢ a velocidade do referencial que caminha junto com a particula. Sua energia de repouso (V =0),
Ey = mc?. (2.19)

Temos entao que a energia cinética da particula sera

T=FE— Ey =mc*(————1). (2.20)

O produto escalar entre dois quadrivetores quaisquer, definido como A*B,, = n,, A*BY, é um invariante de
Lorentz. Vejamos quais invariantes obtemos com a contracao dos vetores ut = (ve,¥V) e p#* = mut com
eles préprios,

u - - _ _
wu, = u 0= o = C
-
2 2 2
" 02 .y (me)P=(mV)* FE o
p pu = D —Db = V2 - 2 )
- c

3Vide ref[12] para mais detalhes.
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em que fizemos uso da relagdo (2.18). Usando as igualdades acima podemos obter a expressao que relaciona
a energia e o momento relativisticos de uma particula a sua massa,

2
5 prome (2.21)

A segunda lei de Newton F = % permanece valida na mecanica relativistica se usarmos o momento rela-
dt
tivistico:

. dp  d
F = —_— = — i
ar —dr "
_ ¥
dt 1_%22
v _dloy.dv
- mit+m“(f,)Lw%t
1_L; 2 ( —c—2)§
C
m mvV-a -
= a+ V. (2.22)
1-%):  e(1-%)z

que € a nova expressao para a forca que atua sobre uma particula.

Podemos notar que as transformagoes (2.3) sdo transformagoes lineares e homogéneas - ndao ha adicao de
constante isolada. Podemos representéd-las matricialmente por A¥*,,,

dz'" = A, dz, (2.23)
em que
vB) (BB 0 0
(A,) = *’ygﬂ)ﬂ 7(0/6’) (1) 8 ’ (2.24)
0 0 0 1
onde =Y.
Para um empurrio genérico
B = (Bes By, B2), (2.25)

a coordenada temporal se transformard da seguinte forma:
cdt’ = ~(cdt — (- dT). (2.26)

Para obter a transformacao das coordenadas espaciais vamos decompor dZ em uma direcao paralela a [ e
outra perpendicular a (.

dz = de +dz,, (2.27)

14



—

a7 = (B.df)ﬁz(%.df)ﬁ. (2.28)
dZ, = d7 —di. (2.29)

Apenas a componente paralela ao movimento se transforma, enquanto a perpendicular é invariante,

di, = di,. (2.31)
Temos que, usando (2.28)-(2.31),
A7 = ~ydE) —~fedt + di |
A7 = dF + (y — 1)di) — ~fedt
07 = i+ V(G am)F— fedr 2.32
Z = df+ 52(-36)—70. (2.32)
Agora podemos montar uma matriz para emprrroes mais geral A*, mais geral
g e B B
_’yﬁa: 1+ I T Lﬁzﬂ Lﬁxﬁz
(ar) =1 41 A R i) : (2.33)
’Y/By G2 ﬂyﬂz + G2 /6y 52 ﬂyﬂz

-6 %Bzﬁx %ﬁzﬂy 1+ ’YB_21 622

ol<u

. -
em que = e =
quey === f

A transformagdo de Lorentz equivalente a (2.26), (2.30) e (2.31) para um quadrivetor arbitrario é

A;) = ’Y(AO - B _’)a
A|| = ’Y(AH — BAo),
A = A (2.34)
Ou, compactamente,
A=A, A (2.35)

Sabemos que este tipo de transformacio deixa invariante o quadrado do médulo de um quadrivetor |A|> =
ArA,, ou seja
ArA, = Ar4
= A/’U"I]HVA/V
= Ay AMp, A LAY, (2.36)

e entdao, para termos a equivaléncia, é preciso que

A#AnuuAua =Mo- (237)

15



Com isso definimos o Grupo de Lorentz, que é o conjunto das transformacéGes lineares,

A Mt — M
cx— Az, (2.38)

que satisfazem a condigao (2.37), onde 1), é a métrica do epago de Minkowski. As matrizes A sdo matrizes
4 X 4 reais.

Podemos obter o determinante de A observando que

A'nA =, (2.39)
usando que detn = —1, e propriedades do determinante 4, obtemos

(detA)® =1

detA = £1. (2.40)

As que possuem detA = 1 sao denominadas de ”Transformagoes de Lorentz Préprias”e as que possuem
detA = —1 s denominadas ” Transformacoes de Lorentz Impréprias’e constituem-se de transformacgoes dis-
cretas como inversoes espaciais e temporal. Estaremos interessados nas primeiras.

As rotagbes espaciais também pertencem ao grupo de Lorentz visto que preservam a invariancia do
intervalo (2.6) e portanto possuem a propriedade (2.37). Elas sao representadas matricialmente da seguinte

forma:
1 O1x3
O3x1 Rsxsz )’

em que R3.3 sdao matrizes ortogonais, tais que

’

X X
y =R vy |,
z/ z

e R'R = I3, onde I3 é a matriz identidade 3 x 3. Podemos calcular o determinante das matrizes R,

(detR)? =1
detR = +1.

As que nos interessam sao as que possuem determinate 1, associadas a rotagoes ;as que possuem determinante
-1 realizam inversoes espaciais.

4det(A.B) = detA.detB; detA = det A?
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Capitulo 3

A Covariancia do Eletromagnetismo

Neste capitulo serda apresentada a formulagao covariante, sob transformacao de Lorentz, da teoria eletro-
magnética de Maxwell.

A teoria eletromagnética é a teoria descrita pelas quatro equagoes de Maxwell. Considerando-se que as
fontes est@o no védcuo (nao constituem meio material), estas equagoes sdo dadas por

V x B =4nJ + §,E.
As equagoes acima foram escritas no sistema Gaussiano, com ¢ = 1.
Das equagoes (3.3) e (3.4) podemos identificar o quadrivetor corrente. Elas nos fornecem
Op+V-J=0. (3.5)
que é a equagao da continuidade, correspondendo a conservagao da carga elétrica. Ela pode ser escrita da

seguinte forma:

00" =0, (3.6)

em que as quantidades representadas por J* sao (¢ = 1)

J' = p
Jl - Jow
J o=y,
J = J,.

ou seja, J* = (p,J). Este é o quadrivetor corrente e engloba a densidade de carga elétrica p e o vetor
densidade de corrente J. Se tomarmos como um fato experimental que a carga elétrica é um invariante
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de Lorentz[9], e que, consequentemente, a sua conservagio independe do referencial inercial de onde esteja
sendo observada, a equacao (3.6) sera vélida para qualquer referencial inercial. E como 0, é um quadrivetor,
JH também serd um quadrivetor.

Podemos também juntar as equagoes (3.3) e (3.4) numa unica equacdo . Observamos que os vetores Ee
B formam um conjunto de seis quantidades e nao podem, portanto, ser acomodados em quadrivetores. No
entanto um quadritensor pode acomodé-los bem. As equagoes (3.3) e (3.4) nos fornecem

0E, OE, OE.

Ox * Oy * 0z e
0B, 0B, O0E, -
- - = 4nJ,,
dy 0z ot T
0B, 0B, O0E, -
- - = 4nJ,
0z oz ot Sk
0B, 0B, OE, -
— — = Adrnd,.
ox oy ot "
Podemos escrever estas quatro equagoes como
O 4 9, F20 4 9530 = 4m )V,
80F01 +02F21 +63F31 = 4’/Tjj7
OF2 + 0 F2 + 9:F? = 4AnJ?,
OF* + 0 F + 0,F® = AnJ>, (3.7)
ou compactamente como
O F* =4nJ”. (3.8)

em que F*” é um quadritensor anti-simétrico, chamado ”tensor do campo eletromagnético”, e é definido por

0O -E, —E, —E.
E, 0 -B. B,
E, B. 0 -B,
E. —-B, B, 0

P = (3.9)

Podemos notar da equagao (3.8) que F'*¥ é de fato um quadritensor pois estd contraido, por um lado, com um
quadrivetor e o resultado, ao lado direito, é um quadrivetor. A equacao (3.8) é consistente com a equagdo da
continuidade, derivando-a com respeito a z,, obtemos

0,0, F" = 470, J",
em que o lado esquerdo é nulo, verificando a equagao (3.6).

As outras duas equacoes de Maxwell podem ser escritas através do tensor F*¥ como,’

Earu O FH = 0. (3.10)

1Podemos checar que se a = 0

1 2
saAuuaAFHU = aOAuua/\FHV = 501uua FHY 4 502;“/6 FHrY 4 603[,LV83FHU
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que também pode ser escrita, através da contracdo com um tensor Levi-Civita €27 como?
ONFH 4 QHFYA 4 9V FM = Q. (3.11)
O tensor F** definido por
~ UvAo
Frv Py, (3.12)

é chamado de "dual”do tensor F*. A equagao (3.10) é reescrita como
D FH = 0. (3.13)

Com isso podemos ver que a teoria eletromagnética é uma teoria covariante fato manifesto na formulacao das
equagoes de Maxwell através de quadrivetores e quadritensores.

Observagoes

(i) A matriz do tensor dual do campo eletromagnético, Frv pode ser obtida da matriz de F* ao tro-
carmos B — F e F — B.

0 -B, —-B, —B.

. B, 0 -E, E
ny T z Yy
= B, E. 0 -E, (3.14)
B. -E, E, 0

(ii) Notando que a contragio de um tensor simétrico com um antissimétrico sob a permutagao de dois indices
é nula, a equagao (3.10) nos permite escrever F'*¥ como o "rotacional”de um quadrivetor A*,

FrY = grAY — 0¥ AP, (3.15)

Identificando os diversos componentes de F*¥ obtemos as equagoes
B=V xA. (3.16)
E=-V¢- 24 (3.17)

2(£01230" F23 + £023102 F3! + £03120° F12)
2(—0y By — 0yBy — 0:B.) =0,

ou seja,
vV-B=o.

Se a = ¢ obtemos a i-ésima componente da equagao (3.2).

€OV n W OO FIY = — (88785 + 856765 + 005755, — 556705
B € € A v
o G SO

= 2 (9°FP 4 88F 4 97 FPe),
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Em que ¢ e A sdo as componentes temporal e espacial do quadrivetor A*, isto é,

AP = (¢, A). (3.18)
A, = (¢,—A). (3.19)

A# é chamado de quadrivetor potencial.

(iii) Combinando as equagoes (3.8) e (3.15) obtemos
04" — 0¥9,A" = 4nJ”, (3.20)
onde O = 0*0,,.
No entanto, pela equagdo (3.15) vemos que o quadrivetor A* ndo é univocamente definido. F*” perma-
nece invariante para uma transformagao de A* do tipo
AP — AP 4+ OFA, (3.21)

onde A é uma fungdo escalar arbitraria. A transformagao dada por (3.21) é chamada transformagao de
”Gauge” ,ou de calibre, e a invariancia da teoria sob este tipo de transformacao é chamada de invariancia de
”Gauge”ou invariancia de calibre. E possivel escolher uma fungdo A tal que

0, A" = 0. (3.22)
Este é o chamado calibre de Lorentz. Sob esta condicdo , a equagao (3.20) se torna
OA* = 4w J*. (3.23)
Na auséncia de cargas temos
OA* = 0. (3.24)

Supondo uma forma ondulatéria simples do potencial A*, do tipo Aol‘e_f““”“ e abrindo mao por hora da
convencao ¢ = 1, para tornar claro o resultado, obtemos, para k" = (%, k),

2

(_% +E2)AM =0, (3.25)
e portanto,
w? — k2 =0 - w = |kle. (3.26)

Obtemos, assim, a equagao da onda eletromagnética para o vetor A*, propagando-se com uma velocidade
de fase c.

(iv) No Apéndice A obtemos a equagao (3.20) a partir do formalismo Lagrangeano e do Principio da Minima
Acao . A Lagrangeana do campo eletromagnético é [6]

1
Ly = jFMF"A —4nA,J". (3.27)

e o tensor energia-momento, que descreve a densidade de energia armazenada pelos campos e os fluxos de
momento é dado por][6]

"% pno v n“y af
O = —F'F’ o+ LoF*Fop. (3.28)
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Capitulo 4

Uma Teoria Tipo
Maxwell-Chern-Simons

Aqui exploraremos uma modificagdo do eletromagnetismo, que envolve a introducdo de um parametro de
massa, po, na formulacdo covariante da teoria classica de Maxwell. Serd adicionado um termo, chamado
termo de Chern-Simons (L¢g), & Lagrangeana eletromagnética de Maxwell e, como resultado, a simetria de
Lorentz serd quebrada, porém a de calibre serd mantida. Estaremos usando ¢ = 1.

A Langrageana desta teoria é

1 1 .
Ly, = Low+Los=—7 UaFA — §paAgFa6. (4.1)
caBs

Onde FP = 5

F,s. Esta modificagao acopla o tensor eletromagnético dual FB a um quadrivetor pg,.

Sob a transformacgao de calibre A® — A% 4+ 9Py, onde x é uma fungdo escalar x(Z;t), a variagao da
Lagrangeana, 0L, , serd

1 ~
5Lpa = 5LCS = —ipaaBXFaB

1~
iFaﬁxaﬂpa

1 -
= XF*(aps — Oppa)- (4.2)

Note-se que foi feita uma integragao por partes levando em conta o principio da minima agao L e também foi
usado que OgF fa = 0. A invariancia de calibre requer que a equacio (4.2) seja nula para y arbitrario. Isto
é verdadeiro se p, for alguma constante encontrada na natureza. Com isso, d,pg = 0.2 No espago-tempo

1Vide Apéndice B

2A escolha de p, constante, invés de gradiente de uma funcéo escalar, possui uma motivacao fisica que é: em sistemas em
transigdo de fase, é natural que, ao sistema atingir um estado de minima energia, aparega campos de fundo (em geral escalares)
constantes, caracterizando um processo chamado de quebra espontanea da simetria
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plano de Minkowski, se essa condigao é valida em algum referencial inercial, ela tambem serd valida em
todos os outros. E entao 0L, =0, e a teoria é invariante sob esta transformagao de calibre.

A nocao de um quadrivetor constante é perturbante pois se p, se acopla a campos observaveis, esses
campos teriam entao diregao preferencial no espaco-tempo. Mais especificamente, a parte espacial nao nula
viola a invariancia sob rotacdes e a parte temporal ndo nula acaba com a invariancia sob boosts.?

Se p,, € tipo tempo [§]
Pap® =m? > 0.
No referencial préprio de p,,
p* = (p°,0,0,0),
e o termo de Chern-Simons nos fornece

Les = —=poAgF®

—*m(Alﬁ’Ol + A2F02 + A3F03)

-, -,

m((B)o(A)s + (B)y(A), + (B):(A)z)

B-A. (4.3)

Efeitos nao isotropicos, devido a p’ # 0, sao alcangados com um movimento de velocidade constante
relativo ao referencial préprio de p,. Neste outro referencial, o movimento do observador é detectavel em
relacdo ao fundo representado por p,?, o que torna evidente a nio-invariancia de Lorentz do termo de Chern-
Simons em 4 dimensoes.

Equagoes de Campo e suas Solugoes

O efeito do termo de Chern-Simons nas equagoes de campo 5 & de substituir o quadrivetor densidade de
corrente J¥ por J¥ + ﬁqu‘“’,
O F" = AmJ” 4 p FH. (4.4)

Em componentes, para v = 0 e v = i, respectivamente

:47Tf—p0§+ﬁ><ﬁ.

3Vide ref[3] para mais detalhes
4E importante frisar que a quebra da simetria de Lorentz acontece em transformacdes ativas. As passivas sdo puramente

geométricas e preservam a simetria de Lorentz, como pode ser observado na forma das contragoes .
5 Apéndice B
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As homogéneas, que expressam a relagao campo-potencial nao sao alteradas:

D FM = 0. (4.7)

Em componentes, para v = 0 e v = 7, respectivamente

V-B= (4.8)
B +V x E 0. 4.9)
O tensor energia-momento da teoria é [8]
ynz v
QI = —FrO RV, 4 UTF“[’Fag T %FWAQ. (4.10)
Na auséncia de fontes (J¥ = 0) ele é conservado em virtude de (4.4) e (4.7).5
0,0," = 0. (4.11)
Na presenca de fontes temos que”
0,01 = A J I, (4.12)

O termo de Chern-Simons que é o tultimo que contribui na (4.10), deixa o tensor energia-momento as-
3 A M 4 v
simétrico, OFY # O,

As densidades de energia e momento néo sdo invariantes sob transformagao de calibre,

e = @00:1E2+132+ﬁ§~[f (4.13)
p 2 2 2 ' ’
ot = @gi:(ﬁxé)w%é-ff. (4.14)

Elas mudam por uma derivada total,

— — —

B-A— B-(A-Vx)=B-A—-V-(By). (4.15)

No entanto, as integrais sobre todo o espago, que definem a energia e o momento eletromagnéticos, sao
invariantes sob transformagoes de calibre. Podemos notar, da (4.13), que a energia ndo é necessariamente
positiva,

1 S 32 = P’ 2 P02 S 72

6 Apéndice C
7 Apéndice C



o que pode indicar uma instabilidade da teoria.

=

Solucao na Auséncia de Fontes (p = J = 0)

Acharemos a relagao de dispersdo para o campo eletromagnético na auséncia de fontes. As equagoes (4.4)

e (4.7) ficam,

Da equagao (4.19),

—O?E +V x 0B = —po0:B +  x O,E.

Usando a equagio (4.22) e V x (V x E) =V(V - E) — V2E,

—

—O?E+V2E —-V(V-E)=po(V x E)+px ,E.

Assumindo uma forma ondulatéria para o campo elétrico, E = Ege

wQE—k2E+E(E-E):ipOExE—iwﬁxE.

Em componentes,

(w2 — kQ)El + (k‘jEj)ki = ipofijkkjEk — iweijkijk
((w2 — k2)(5ij +  kikj +ipogijrke — iw&ijkpk)Ej =0.
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Como i,j,k= 1,2, 3 sao indices espaciais, podemos pensar na equagao acima como o produto de uma matriz
3 x 3 com um vetor tridimensional no espago euclidiano.

Definindo a matriz M

Mij = (w2 — k‘2>(5ij + k‘ikj + ipoEijkkk — LWE;kPks (4.25)

a equagao (4.24) ganha a forma
ME; =0. (4.26)

Podemos garantir a existéncia de solugao nao trivial para o campo elétrico fazendo o determinante de
M ir a zero. Desta condicao obtemos a seguinte relagao de dispersao para o campo elétrico em termos dos
quadrivetores k% e p*,3

(F*ka)® + (k%) (07ps) = (k*Pa)®. (4.27)
que pode ser escrita como?

(w? — k?)p?sin® 0 1/2
(kpo — wpcos 0)?

w?—k* = £(kpy — wpcosh)[l + , (4.28)

em que os sinais + e - correspondem a ondas circularmente polarizadas para a direita e para a esquerda
respectivamente. Podemos observar que a introdugao de p, dividiu os fétons em dois modos. As ondas se
propagam com uma velocidade de grupo que difere de 1 por um fator de segunda ordem em p,'°:

Ow
— =1+£0(p.?). 4.29
Da equagao (4.28) notamos que o quadrivetor de onda k% pode se tornar tipo espaco, isto é, modos ex-
ponenciais instaveis podem resolver as equagoes de campo. Isto é mais claramente visualizado no referencial
préprio de p*, em que a equagio (4.28) fica

w? = k(k+m). (4.30)

Se k < m,w é imaginario. Essas solugoes dao origem a modos taquidnicos, que crescem exponencialmente
com o tempo'!. Esses modos exponencialmente instdveis ndo contradizem a conservacio da energia pois as
duas integrais em (4.16) podem se tornar arbitrariamente grande enquanto a diferenga entre elas permanece
finita, independente do tempo.

8Vide Apéndice D

9Vide Apéndice D

10vVide Apéndice D

HT4quions sdo particulas tedricas que viajam com uma velocidade maior que a da luz. O fator relativistico v se torna
imaginario e como consequéncia a energia também. Estas particulas sdo produzidas ao obtermos frequéncias imagindrias para
os campos, como na equagao (4.30) se k < m. Elas sdo desprovidas de sentido fisico, no &mbito de uma teoria de particulas
construida com o grupo de Lorentz como grupo de covariancia
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Solucao na Presenca de Fontes

As equagoes de Maxwell modificadas no referencial préprio de p® sao

V-E= 47p. (4.31)
—E+V x B =4nJ — pyB. (4.32)
e as homogéneas permanecem inalteradas
V-B=0.
8t§ + 6 X E_: =0

Fazendo V x (4.32)

OB +m¥ x B = 47V x Jip. (4.33)
Em que Jr é a componente transversa de .J. 12
E 0,(4.32) nos fornece

8,B = 470,J — md, B
x E) = 4rd,J +mV x E
E)+V2E —mV x E = 478,

E)+mV x E = —478,J. (4.34)

Considerando que

E = ET+EL.
7 -

Obteremos duas equagoes da expressao (4.34),
D(E?T + E},) + 6(6 . (ET + E})) + mvV x (ET + E}) = —47Tat(<fT + JZ)
Sao elas,

OF7r +mV x Ep = —470,Jr (4.35)
OE, + V(V - Ep) = —4nd,J1. (4.36)

12Vide Apéndice E
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Os campos gerados pela fonte sdo melhor descritos através da funcdo de Green das expressoes (4.33) e
(4.35), que contém a parte transversal dos campos. Ela pode ser vista como uma funcdo resposta a um
distirbio, localizado por uma fungdo delta na origem do tempo e do espago. A equagdo (4.36), que diz
respeito & parte longitudinal do campo, nao nos permite uma interpretacao fisica de particula nos pélos que
dé origem aos campos, como veremos adiante.

Para o cédlculo da fungao de Green, introduziremos a nogao de operadores longitudinais e transversos no
Apéndice E, e também faremos uso do Teorema dos Residuos.[10]

Observemos o setor transversal do campo expresso na equagao (4.35)
OE7r +mV x Er = —4nd;J7.

Em componentes, com auxilio do Apéndice E,

OE] + meiju0;EF = —4nd,J!
00;;E; — mSibuly = _47r8t9iij
(Deil - mSil)El = _47T6t01,3t]j

Os campos E(x); podem ser escritos em funcao das fontes J(2'); através da funcao de Green, G(x-x’), do
operador O = 6 — mS,

E(x); = /d"%r’G(m —a');;(—4Am 0, I (2');).

A funcao de Green deste operador serd tal que

O(x)G(x — ') = §*(z — 2')0.

Em termos matriciais, notando que 6;;0;, = t,
(O0ki — mSyi)Gij = Ok;- (4.37)
ou simplesmente

(06 — mS)G = . (4.38)

Vamos supor a seguinte forma para a funcdo de Green:!'3

G =af + 38S. (4.39)
De acordo com (4.38), e consultando a tabela do Apéndice E,

Oaf 4+ 0BS — maS + mpBVv260 =6
(Do +mBV)0 + (OB — ma)S = 6.

13Poderfamos expandir a funcdo de Green G como G = af + 8S + yw para usarmos todos os componentes da base de
operadores. Porém, podemos notar que, pelo fato de w ser ortogonal a 6 e a S, ele é eliminado ao abrirmos a expressg(4.38).
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Obtemos duas equagoes

08 —ma = 0. (4.40)
Oa +mpBV? = 1. (4.41)

Resolvendo este sistema para « e 3, encontramos

A funcéo de Green, (4.39), sera

O m

= 0 .
G 02 + m2V?2 +D2+m2V25

Explicitamente,

L( o 6131’) m
2+ meve o~ 2 ) Ty meve

0;0; 1
= [(5” — V2j )D + m&ijlal] |:|2

+m?2V?
0;0;
= [0 — <5

V2 )D + m5ijl@l]g(f, t) (445)
Em que g(Z,t) obedece a seguinte equagao :

Gy = €10,

(0% + m2V?)g(x) = 4n6* (). (4.46)

Podemos analisar a expressao acima em termos da transformada de Fourier de g(t, ¥),** que ¢ definida como
G(w, k) = [ dtdie’@=FT)g(t, 7). Esta equagio se 1¢

[(—w? + k)2 — m2k?)§ = 4. (4.47)

MPara toda fungéo f(z) € L' (—o0, 00) - que representa a totalidade das fungdes f(z) definidas sobre uma reta R, com valores
complexos, tais que

| i@ < o0

ou seja, que sdo absolutamente integraveis - define-se a sua transformada de Fourier, f(£), pela férmula
~ S .
fo= [ af@e.
— 00

Ser absolutamente integrdvel é uma condigao suficiente mas néo necessdria para que a fungio f(z) possua uma transformada
de Fourier. A f(x) pode ser escrita em termos de sua transformada de Fourier como

R R L
flo) = = /_ REGEE

f(z) é chamada transformada inversa de Fourier da fungao f(£). Num espago n dimensional,

for = [ dor@e, e f@) o

A funcao delta é, de acordo com estas definigdes , a transformada inversa de uma fungdo constante de valor 1.
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Para acharmos ¢(t, ) basta integrarmos g(w, E) em w e k. Quando t — o0, a contribuigao significante para
os campos, devido & rdpida oscilagao descrita pela exponencial neste limite, vem dos pélos da fungéo g(¢, &),
que sao dados por
(_(UQ 4 k2)2 _ m2k2 =0
—w? —|— k% = +mk
= k% Fmk. (4.48)
Podemos associar estas caracteristicas de onda, frequéncia e nimero de onda, w e E, a energia e momento

de uma particula, F e p. Isto nos fornece uma relacao energia-momento bem peculiar para uma particula
masssiva:

E? =52 £ mlpl. (4.49)

Podemos notar que um dos pélos em (4.48) d4 origem a um tdquion para grandes comprimentos de onda,
k<m. Pode-se checar que uma solu¢ao que nao cresce com o tempo e que se reduz as formas de Liénard-
Wiechert quando m=0, é [§]

2sin Zr > cosr m——i— 3 cosr——z2 3
g(t,r) = 72[0@)/ dz (2 4 1) sintz — f/ dz S 1) eItz (4.50)
Tmr 0 (I +22)2 (M2 —22)3

Esta nao é uma solugao causal ja que o segundo termo, presente quando m # 0, contribui mesmo para t < 0.
Uma solugao causal, que va a zero para t < 0, cresceria exponencialmente no tempo, e nao seria adequada
para a descrigao de uma particula associada ao campo.

Analisando o setor longitudinal: O setor longitudinal do campo elétrico, expresso na equacao (4.36),
OEF + 0,0,EF = —4n0,JF
(D(S’LJ + 818J)EJL = —47T(9t 5
pode ser escrito, com auxilio do Apéndice E, como
(B6;5 + WijVQ)E]L = —And,JF
(Dgz] + (D + V2)ww)E]L = —47r8twiij. (451)

A fungio de Green do operador O, = [06;; + (I + V?)w;; na expressao acima serd tal que obedecerd

’

0,G(z —2') = §*(x — 2 )w. (4.52)
Assumindo uma forma

G = af + fuw,

e substituindo na (4.52) obtemos que a =0e 3 = ﬁ = %. E entao ,
t

Sz —x')

G = 2

w. (4.53)
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Explicitamente

0;0; .,
G = v;h(x,t), (4.54)
em que h(Z,t) obedece a equagio
D?h(z) = 4md*(z). (4.55)

Em termos de sua transformada de Fourier iz(w, E),
—w?h(k) = 4. (4.56)

A expressao acima nao nos permite interpretar qualquer tipo de particula nos pélos de h(t, Z). Ela nos for-
nece uma fisica inconsistente ao associarmos energia e momento a w e k. Obterfamos w = 0, o que implicaria
em energia nula. O setor longitudinal nao acrescenta fisica significante ao problema.
Além dos modos taquidnicos'®, a teoria também exibe um comportamento nio -fisico no regime esta-
cionario e livre de fontes. Para encontrarmos esta solugao basta fazermos as derivadas temporais e as fontes
serem nulas nas equa(;oes (4.5)-(4.9). Para p'= 0 é um reultado direto que a divergéncia e o rotacional do
campo elétrico E sdo nulos e, como consequéncia, o préprio E se anula. O campo B obedece a seguinte
equagao

V x B =-mB, (4.57)

que implica
(V2 +m?)B = 0. (4.58)

Podemos notar que mesmo sem a presenga de campo elétrico e de fontes existe campo magnético. As
equagoes acima surgiram primeiro em magnetohidrodinamica, considerando fontes estaciondrias e neutras
(p=0, V. J= 0) e impondo a condigao de que J seja proporcional a B. Deste modo a equacao (4.57) equivale
a lei de Ampere. No eletromagnetismo de Maxwell-Chern-Simons, as equagdes (4.57) e (4.58) surgem como
solugao das equacoes de campo, estaciondrias e livres de fonte.

A solugao da (4.57) pode ser apresentada em termos de um vetor potencial A cujo rotacional é o campo
magnético B. Podemos verificar que A expresso como

<l

A=V xad—ma, (4.59)
em que d é um campo vetorial que satisfaz

(V2 +m*)ad =0, (4.60)

é concordante com (4.57). Este problema gera campos magnéticos estaciondrios permeando o espago-tempo.

15Referente & propagacio de taquions
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Capitulo 5

Estudo de Funcoes de Green

Nesta segao estudaremos mais a fundo as fungoes de Green, agindo como propagadores de campo, e as in-
terpretagoes fisicas que elas proporcionam.

5.1 Campo Eletromagnético no Vacuo

Estes campos estao fora de meio material, mas na presenga de fontes. Como vimos no capitulo 3, se os po-
tenciais satisfazem o calibre de Lorentz, d, A“ = 0, eles serdo solucao da equagdo de onda quadridimensional

OAH*(x) = 4dmnJ". (5.1)
A solucado da equacgdo (5.1) pode ser obtida através da fungao de Green G(z — m/) da equagao
0G(z —z') = 0*(z — ), (5.2)
tal que

AP = 47T/d433/G($—J]/)J“(.%‘I), (5.3)

lembrando que o operador de derivagio na equacdo (5.2) envolve apenas a varidvel x. A transformada de
Fourier G(k) da funcdo de Green é definida como

! 1 47, —ik-(z—r,)
— — 4
Glx—u1) G /d kG(k)e , (5.4)
emquek-(z—a)=wlt—t)—k-(T—T).
A funcao delta pode ser escrita como
’ 1 . ’
LY — 41, —ik-(z—x )
0 (x—x) @) /d ke . (5.5)
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Substituindo as equagoes (5.4) e (5.5) na equacao (5.2), obtemos

—k*G(k) =1
1
G(k) = 7z (5.6)
E de acordo com a (5.4),
, B 1 . efilv(a:f:v/)
, ) 1 L emiw(t—t))tik-(F-7)

GE—z,t—t) = — /d3kdw - . 5.7
( ) e T (5.7)

Podemos obter da integral acima solugoes com interpretacoes fisicas diferentes. Uma possibilidade sera
a solucao causal, em que o campo num ponto x do espaco sera percebido por um observador situado neste
mesmo ponto, num tempo t posterior ao tempo t’ em que o sinal é gerado na fonte. Outra possibilidade é a
solugao nao -causal, também conhecida como avancada, em que o observador percebe o campo num tempo
t anterior ao sinal gerado na fonte, em t’. H& ainda uma solugdao que mistura as duas anteriores. Estas
solugoes dependem do modo que escolhemos para resolver a integral (5.7). A escolha da solucao apropriada
depende da interpretacao fisica que queremos dar ao problema.

Resolveremos a integral (5.7) de modos diferentes. Faremos uso do Teorema dos Residuos em todos os
casos, porém deslocaremos os pélos da integral de modos distintos. Os termos adicionados serdo do tipo
+iew - que originarao , em um desses casos, os conhecidos potenciais de Liénard-Wiechert, solucoes causais
obtidas do eletromagnetismo - e também do tipo i€ que darao origem a solucao misturada, que chamei
"mista”. Ainda fizemos, na sec¢@o seguinte, o estudo das fungoes de Green de um outro tipo de equacdo de
onda, que envolve um termo massivo.

5.1.1 Funcao de Green Retardada ou Causal

Faremos primeiramente a integral (5.7) em w utilizando o Teorema dos Residuos. Para isto deslocaremos
seus poélos adicionando um termo iew ao denominador e definiremos a varidvel complexa @ = w + iwj.

w? — |k + iew = 0.

Os pdlos agora sao

—ie + 1/ —2 4 4|k|?

2
; i €2
B —ie £ 2|k| 1_4|E|
w =
2
— o 2
w o~ LR - )
2 8|k|2
W~ i|l¥\—§. (5.8)

2
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Figura 5.1: Pélos @ ~ +|k| — &

Set—t <0

Para obtermos apenas a integral no eixo real, o contorno de integracao é tomado como sendo o semi-circulo
superior de raio R, em conjunto com o intervalo do eixo real [-R,R]. Ou seja, na regido em que w = w + iw;,
w; > 0. Ao fazer o raio do contorno ir a infinito a integral no semi-circulo tende a zero e nos sobra apenas a
integral no eixo real. Como n&o h4 residuos no interior do contorno, pelo Teroema dos Residuos! , a integral
total se anula. Com isso a nossa funcio de Green é nula para t — ¢ < 0.

Set—t >0

A integral é feita no semi-circulo inferior de raio R e no intervalo do eixo real [-R,R]. Ou seja na regido
em que w = w — iw;, w; > 0. Fazendos o raio do contorno ir a infinito nos sobra apenas a integral no eixo

10O teorema dos residuos nos diz que se f(z) é analitica na regido de integragio entdo:
?{ dzf(z) = £2mi Z Res(f(a)),
a

onde o sinal varia de acordo com o sentido da integragao :’—’ no horario e '+’ no antihorario; a é o valor de z onde ocorrem os
pdélos dentro da regido de integragao e

m—1
Rea(/ (@) = ot lim {jml (- 7] }

Com m sendo a ordem do pélo. Para pdlos de primeira ordem, m = 1, temos

> Res(f(a) = lim [z - a)f(2)].
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real

00 e*iw(tft ) 77.w(t t )
/ dwv———— = lim R 7{
o w2 [RP2 — 00 @2 — |k2 +icw
e—0

= —2mlime_o Z Res.

a integral acima pode ser reescrita em termos dos pélos como

efzw(t t)
%dw 7 1€ o iy
(@ — k] + 5)(@ + k| + 5)

e entao obtemos

o0 —iw(t—t) —i|k|(t—t) ik (t—t)
/ dws— = oin(— ), (5.9)
e kP o 27
Com isso a integral (5.7) fica
/ ’ 9(t — tl) / 37 ik - . e—i‘E‘(t—t’) ei‘EI(t_t/)
G@—2,t—1t = 2 ") B E=T)(_9in _ _ _
| | et AT T
t —t b7 filﬁl(tft/) iR (t—t)
= /dgke k _ _ e _ ).
2|k| 2|k|

O elemento de volume d3k pode ser escrito como
&k = |k|*0d0ded k|, (5.10)
em que 0 é o angulo entre keZ—i.E entdo

Cli—Ft—f) = 192((152;)2) /ded(éd‘]gw%"ei\lg\\i‘—f,|cose(e—z’|l€|(t—t,) _ ei|l€|(t—t')).

A = = -
Podemos reescrever e!lFlIZ= [cos0g| k| como

o ez|k\|x |cos€

eIHIe= ’ Fletolk (ZlE— 7| 5.11
= FAN e (5.11)
e entao
z@(t — t/) RN 7i|];:‘\(t7t/) i\]a(tftl) T 0 e’i|]_€'||fff/|cose
= —gz [ dlkle —e N —
87 70 o 00 (=) -7
0t — e
= R S dk —i|Rt=t)) _ ilRIE—t )\, =ikl E-F | L
87r2\x -7 / [kl(e € )(e )
(5.12)
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Podemos resolver a integral acima,
/OO d|| (e~ FI@=+1F=D) _ g=ilfl(@—t)—1a=7D) _ gilfI(—)—17=) | IRt )+ D)y,
0

fazendo a seguinte mudanga de varidvel nos ultimos dois termos: |K| = —|k|. Com isso a expressao acima
serd

= /OO d|E|e*i\E\((t*tl)+\fff,I) _ /OO d|]_€'|67i|15|((t7t/)7|575’|)
0 0

—00 ’ / —0o0 ’ ’
n / d|]e 1R ) —la—2]) _ / d||e=iIRI =t 4177 )
0 0

/OO dffje= FIE—OHTD /Oo e IRt =175

— 00 — o0
= 2m(B((t—t)+|Z—F|)=6((t—t)— |z —Z])). (5.13)
A primeira delta s6 é diferente de zero em t = t — |2 — fl|, e logo sua contribuicao serd nula visto que a

solugiio ¢ valida para t —t > 0. Substituindo em (5.12), obtemos

G — &t 1Yoy = 201

—/

prep S((t—t)—|z—7), (5.14)

que é a funcdo de Green retardada ou causal. O sinal é gerado na fonte em um tempo t e o observador o
recebe num tempo t >t . Ela d4 origem aos bem conhecidos potenciais de Liénard-Wiechert.

5.1.2 Funcao de Green Avancada ou Nao -Causal

Se adicionarmos ao denominador da integral (5.7) um termo —icw invés de icw, os pélos se concentrardo
. ~ ~ ’

dentro do contorno superior e encontraremos solugao nao nula apenas para t —t < 0. Neste caso o contorno

é tomado no sentido hordrio e a equagéo (5.9) troca de sinal. A fungdo de Green obtida é

: / 0t —t)

G@—7,t—t)= (=06t —t )+ |Z=F ) +o((t—t)—|T=Z ). (5.15)

CAnli— T

A contribuicio da segunda delta serd sempre nula visto que ela sé contribui em ¢ = ¢ + |2 — fl|, e esta
solugao é vélida para t > t.

Obtemos entdo

GE -7t 1) = =8 St ¢) 1 |7 — 7). (5.16)
vy

Que ganha o nome de funcdo de Green avancada pois o sinal é gerado na fonte num tempo t posterior ao
do observador que o recebe em t < t . Esta funcao é nao-causal.
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5.1.3 Funcao de Green Mista

Agora faremos um outro deslocamento de pdlos da integral (5.7).

Deslocaremos os pélos de ic.

w? — [k +ie=0

Os podlos agora serao

w? = |k? —ie
w o= k| 1-i
|[?
- €
~ R - i)
K| STE
- 5
K| 7 (5.17)
; el
_‘f .
2|k|

Neste caso a integral tera solugao nao nula tanto para ¢t — t >0 quanto para t — t < 0. Teremos apenas
um residuo na resolugao de cada caso.

Quando t — t <0

Tomaremos primeiro o contorno superior w = w + iw; em que w; > 0. Analogamente, a integral no
semi-circulo superior vai a zero quando R — oo e nos sobra apenas a integral no eixo real.

o p—iw(t—t') p—im(t—t)
/ dw———=— = lim R j{
o w2 — |KJ? 0 |k\2 + i
e—0
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= 2imlime_g Z Res.

A integral complexa em termos dos pdlos fica

efiw(tft/)
%dw 7 ic
e entao ,

00 —iw(t—t) ilk|(t—t")
/ dol—— = 2in(-E——)

—oo  wW?— k]2 2|k|

CilEI(t—t")

= i (5.18)
||

Quando t — t >0

Tomaremos o contorno inferior, ou seja, w = w — iw;. Quando R — oo a integral no semi-circulo infe-
rior cai a zero e nos sobra a integral no eixo real.

o g—iw(t—t')
dw———5— = —2imlim._ Res
[ o)
—i|R|(t—t)
= —21'71'(6 =
2|k
o—ilEl(t—t)
= —ir——. (5.19)
k|

Prosseguindo, substituiremos (5.18) e (5.19) na integral (5.7), a saber,

, , —u,u(t t)
GE-—T.,t—t) = ~ @ /d%““”f”)/d
7T

— k2
Obtemos
GE-—F t—t)=G @ —F t—t)+GCGo(F—F ,t— 1), (5.20)
em que
L / a(t'—t)/ Y LG
Gi@-F t—t) = - — 2 | PkeFTT) (ig————— ). 5.21
1( ) @) ( 7 ) (5.21)
C Ot =) [z iiqesy, e MFE=)
Gy —F t—t) = —7/(131@@1 @) (—ir ). (5.22)
(2m)* k|



Comegaremos com a (5.21). Expressando d3k de acordo com (5.10),

Gi(f—ZF t—t) = ma(/|k0d0d|k|e”k”w 7] cos 6 gilkl (1=t') (5.23)

Usando (5.11),

/ : WO —1) [ = T 5 eilFllE—a| coso
¥r—T,t—t = — 7 dlEk| etk t)/ do e
Gl(x x , ) 87T2 /C; | |€ o 89( ( )|J)—.’E| )

—0(t
_ dk z|k|(t t) i|k||Z—F |cos€

e [ iR ks

_9 — — L o L ’ o
e Ul ) B (O S EE R ) S [(( S REE R )N

87r2|:?—f’|/0 [kl(e ¢ )

(5.24)

A integral (5.22) é bem parecida com a (5.21), com a diferenga de um sinal no expoente do integrando. Como
nao realizamos nenhuma integragdo ou derivagdo em t, basta redefinirmos o sinal de (¢t — ¢ ) e obteremos a
integral (5.22), que serd

it = —ilRI((t—t)+F—& |) _ —ilRI((t—t)—|3—a|)
Colf— & t—1) W'x |/ Al (e ¢ )
(5.25)
Usaremos agora que ([4], pg 608)
1<, 1 i 1
_ T I + - - 2
dale) = 5= [ eFar = S(6(0) £ Zo(2), (5.26)
onde g denota o valor principal.
Obtemos entao da (5.24)
Gia-F.t-t) = 2 adl) + Lot ) - A+ AT - Lol ]
L ’ T Snli— 7] TVAL A7 At + |AZ]
Em que At =t —t e AZ = — & . Como neste caso At é sempre negativo, nos sobra
: , 9(t' — t) 1
r—Z,t—1t = ———2[6(At AT _ .2
Da relacao (5.25), obtemos, usando a (5.26),
/ : —0(t —t") ‘ 1 i 1
T—7,t—t) = ———2[0(At+|AT ———) = §(At — |AZ]) + —p(—F+—=)].
Gali =7t =) = DDA+ AT — Sl ar) — O — 1AT) + Sl g0
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Como At é sempre positivo nesta solucao ,

’

L o 0(t—t) . i 1
E finalmente a funcao de Green (5.20) seréd
’ , ot —t) i 1
r—T,t— = ——[5(A AT —p(———
G =7 t—t) = ST+ AT) + ol i)
ot —1t) i 1
——[0(At — |AZ]) — —p(———)]- 5.29
87r|f—a?’|[ ( |AZ]) 7T@(At_mﬂ)} (5.29)
Ela apresenta uma parte causal e outra nao-causal.
5.2 Equacao de Onda com Termo Massivo
Vamos analisar um outro tipo de equagao de onda, que contenha um termo massivo.
5.2.1 Funcao de Green Retardada
Consideremos a equagao
(O4m?)D(z —2') = 6%z — ). (5.30)

~ ’ ~ . . a7 . ~
Vamos obter a fungao de Green retardada, D(z—2x ), na equagao acima. Para isto utilizaremos as definigoes de
sua transformada de Fourier

Dx—z)= ﬁ /d‘lkf)(k)e_ik‘(“'_x/), (5.31)

emque k- (z—z')=w(t—t)—k-(Z—I), e ada funcio delta, (5.5). Substituindo-as na equacio (5.30),

lembrando que k% = w? — |k|2. Inserindo este resultado na equacdo (5.31),
! 1 4 1 —ik- ."c—zl
— 1 /dwd?)];’%e—iw(t—t/)+iE<(f—i’/). (533)
2mi FENEINE



Podemos notar que o integrando da expressao acima possui polos
m? —w? + k=0

w = £/ |2 + m2. (5.34)

Resolveremos a equacao (5.33) analogamente ao primeiro caso: a integral serd feita na varidvel complexa
w = w + iw;. Deslocaremos os pélos adicionando um termo do tipo iew ao denominador, aplicaremos o
Teorema dos Residuos e tomaremos o limite € — 0.

Adicionando o termo —icw ao denominador,
m? — w? + |k|? — icw = 0.

Os polos serao

—ie & /=2 + 4(F? + m?)

2
—ie —_— on 1 g2
= —+(kF+m)2 /1 - ————
2 A(|k[? +m?)
~ —%:I:\/|E|2+m2. (5.35)
— 11{.5* + me \"T” + m?
Figura 5.3: Pélos @ ~ +1/|k|? + m? — e
A integral em w serd
/ do—— L iw—t )ik (5.36)
m? —w? + |k|?

Set—t <0
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. ~ / 7 . 7. . .
O contorno de integracdo tomado neste caso, em que ¢t —¢t < 0, é o semi-circulo superior em conjunto
com o eixo real. A integral no semi-circulo tende a zero no limite R — oo e nos sobra apenas a integral no
eixo real. E entao , como nao ha residuos no interior do contorno de integracao ,

’

D(x—2x2)=0. (5.37)
Portanto nao ha propagacao para t < t/, e a fungdo D terd cardter retardado.
Set—t >0

O contorno de integragao é tomado como o semi-circulo inferior em conjunto com o eixo real. Ao tomarmos
o limite R — oo nos sobra apenas a integral real. Podemos escrever

oo p—iw(t—t") e—im(t—t)
/ dw = = lim R j{dw =
—oo —w?4m?+ k2 - —w? —icw +m? + |k|?
e—0
= —2imlim._y Z Res. (5.38)

Podemos reescrever a integral na expressao acima em funcao dos pdlos,

p—im(t—t)

dw .
f (@ — [k +m? + ) (@ + \/[F> + m? + £))

e—iVIER+m2(t—t')  Liv/[F24m2(t—t")

De modo que

lim._o »  Res = — . (5.39)
21/ |k|? + m? 21/ k|2 + m?
Substituindo na (5.38),
e—iVIER+m2(t—t') vk +m2(t—t)
= —2in( = - = ). (5.40)
2¢/1k[? + m? 2¢/1k|? + m?
Com isso a integral (5.33) serd
, 0t —t oo eVIERmE(—t) iR m2 (et
DretE -3ty = ((2 E )/d%elk-@*z )(© ‘ ). (5.41)
™

24/ |I;:|2 +m?2

Podemos reescrevé-la na seguinte forma quadritensorial, que também deixa explicito o seu carater atrasado

_iﬂ(xo)
(2m)?

D (z) = / d*ke(k°)6(k* — m?)e~ ke, (5.42)
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. . 2 = . . -y
onde k? é o quadrivetor de onda, k% = k°° — k2 e £(k") é conhecida como fungao "sinal”e ganha os valores

1, se k>0,
-1, se k°<o. (5.43)

Estamos usando, na (5.42), o quadrivetor x no lugar de (z —z’) para néo sobrecarregar a notagado . Podemos
checar que a equacdo (5.42) é equivalente & (5.41). Faremos uso da notagdo £ = w, como temos feito ao
longo do estudo, e da seguinte propriedade da funcgao delta,

Z - Olw = wr) (5.44)

W)loy

O somatério acima se refere as raizes wy da fungao f(w). Identificando na integral (5.42) a fungdo f(w), temos

f(w):w2_k2_m27

wr = £\ k2 +m2. (5.45)

que possui raizes,

Derivando f(w) obtemos

f(w) =2w (5.46)
e entao , usando (5.44)-(5.46),
/d4]€€ kO 2) —tkz  _ /dwd3k€(w)(5(w2 _ EQ _ mQ)e—i(u)t—E-f)
k2 2
= /dwd?’kg(w)((s(w — k2t m?)
k 2 + m2
L2 2 o
5("‘) + k +m ))e—w;tezknr- (547)

k2 +m2

Ao realizarmos a integral em w, considerando os valores da fungao e(w), (5.43), obtemos

dSk\/L(e_iV R2dm?t_ giVE24m? by (5.48)
2V k2 4+ m?2

que é a integral da expressao (5.41) com o sinal trocado. Assim vemos que a (5.41) e a (5.42) se equivalem.

5.2.2 Funcao de Green Avangada

A funcao de Green avancada também é solugao da equacao de onda (5.30),

’ ’

(O4+m?)D(x—z ) =6z —z). (5.49)

Esta solugao é obtida fazendo-se um deslocamento de pélos diferente do anterior. Deslocaremos os pélos da
integral (5.33) adicionando um termo icw ao denominador. Com isso os pélos estarao concentrados dentro
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do contorno superior, dando origem a solugao nao nula apenas para t —t' < 0. Como o contorno é tomado
no sentido horério a equagdo (5.38) troca de sinal e a solugdo avancada deste problema serd

e = / et @Vt o)
(2m)?

DY (g — &t —t)
24/ k]2 +m?

(5.50)

Que podera ser reescrita como

(20 ")

Dadv(x) _ (27T)3

/d4k5(l~c0)5(k2 —m?)e ik, (5.51)

O termo 6(z° ') esta denotando 0(z° - 29), evidenciando o cardter adiantado, ou avancado, desta solucao .
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Capitulo 6

Analises Finais e Perspectivas

A simetria de Lorentz é uma simetria bem estabelecida e verficada na fisica. No entanto, o aumento na
precisao das medidas experimentais tem estimulado os fisicos a procurar pequenas violagoes da teoria da
relatividade na busca de uma teoria mais fundamental que o Modelo Padrao, uma teoria que incorpore a
Relatividade Geral numa descri¢ao unificada das forgas.

Estudamos ao longo deste trabalho uma modificagao do eletromagnetismo usual que incorpora a quebra da
simetria de Lorentz e preserva a simetria de calibre. Podemos perceber que a introdugao do termo de Chern-
Simons na Lagrangeana eletromagnética covariante de Maxwell provocou alguns efeitos peculiares, como a
diferenca de velocidade de propagagao dos modos circularmente polarizados de uma onda eletromagnética
que se propaga no vacuo. No limite k& < m existe uma instabilidade na teoria visto que surgem taquions,
particulas instaveis, consideradas nao-fisicas por violarem a causalidade; no entanto, a conservagao da energia
nao é afetada. Também notamos que a teoria, na presenga de fontes, permite a associagao de uma particula
massiva aos campos. A solucdo para os potenciais exibe uma parte nao causal se p3 = m? # 0. Também
observamos, no caso estaciondrio, que mesmo na auséncia de fontes ha solucao nao trivial para o campo
magnético, apontando um aspecto nao fisico da teoria. Uma estimativa feita por Jackiw[8] a partir de dados
astrofisicos fonece um limite superior m < 1,7 x 10%2hoGeV, onde hg é a constante de Hubble. Os efeitos
desta massa seriam manifestos a uma distancia maior que a do comprimento de Compton correspondente,
traduzindo-se numa distancia que é aproximadamente a do horizonte observavel, e portanto nao seriam
observaveis. Deste modo podemos pensar que m de fato seja nula.

Ainda podem ser feitos mais estudos ligados a este tema, como por exemplo analisar como seria modificada
a fisica para espinores na presencga do campo de fundo p®. Uma outra andlise interessante seria estudar a
teoria considerando a curvatura do espaco-tempo nao-nula.
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Apeéndice A
Vetores e Tensores

Neste apéndice faremos uma extensao de conceitos e propriedades introduzidos no espaco tridimensional
para o espago com quatro dimensoes.

Chamaremos de vetor as quantidades x; que, numa rotagao do sistema de coordenadas ou inversao de
eixos, transformam-se no espago 3D como:

’

T; = Ai5T5. (Al)

onde i,j = 1,2,3 s@o indices espaciais. Adotaremos a convencao de Einstein, onde dois indices repetidos
subentendem soma. Nestas transformacoes , o médulo do vetor permanece constante. Isto acarreta uma
condicao para os coeficientes a;;,

o

T;T; = QjjQikTjTf- (A2)
/ ’ . . ~
Para que x,x; = z;x;, deveremos ter que a;; devem satisfazer a condigao :
Ai5Q5k = 5jka (A?))
que é chamada de ”condicao de ortogonalidade”’e que corresponde a usual definicao de matriz ortogonal.

O conceito de tensor é uma generalizacdo da relagdo (1). Chamam-se tensor de segunda ordem as
quantidades 7j; que, numa transformcao ortogonal do sistema de coordenadas, transformam-se como

Ti = aikaﬂTkl. (A4)

’
J
De modo geral, para um tensor de ordem N, teremos

’

i1,i0.in — Qi1 Qiggo--Qinjy

T

Ji,j2.--JN*

(A.5)

O vetor e o escalar sao casos particulares de tensor. Vetor é um tensor de ordem 1 e o escalar de ordem zero.

Relembrando duas propriedades dos tensores:
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I)O produto de um tensor de ordem N por um tensor de ordem M é um tensor de ordem N+M

IT)O produto de um tensor de ordem N, T;
N-—2. Este processo é chamado contragao .

1yiz..iny Delo tensor d; ;, , para jk<N, é um tensor de ordem

Demostragoes

I

/

Til,ig...iNS‘;l,jg...jJu = ailklai2k2"'a’iNkNTk?l,kzmkNajlha’jzlz "'a‘leMSlhbmlM

= @ik Gigky---Qinkn Ajily "'aleMTkhkzmkN Sllql2»--lM'

Podemos notar que os termos Ty, ky..kn Sl lo...1n; 80 tensores de ordem M + N pois se transformam de
acordo com (5), com M + N coeficientes a;;;

11)

5i.ﬂkT

i’l,iz...iz\] = 51;119 Qiyly Qigly - Qijl; - Qigly, "'aiNlNTlhb---lN .

Nesta equagao 0; 4, i;1; iy, = @iyl Qigt, = 011, € €ntao
5ijz‘kT£1,i2___iN = aillla’i2l2"'aij—llj—laij+llj+1"'a’ik—llk—laik+1lk+1"'aiNlN(Sljlkj—‘lthu-lN'

Podemos notar que os termos (517. 1,17, 15...15 transformam -se como tensores de ordem N — 2 de acordo com
(5), com N — 2 coeficientes a;;.

A.1 Tensores Simétricos e Anti-Simétricos

H4 dois tipos especiais de tensores de ordem dois, que sao chamados de simétricos e anti-simétricos, definidos
como

Tensor simétrico : Ti; = Tj. (A.6)

Tensor anti-simétrico : T;; = —Tj;. (A7)

No primeiro caso temos seis elementos independentes: 111,752,733, 112,713, T23. No segundo apenas trés,
pOiS T11 = T22 = T33 =0.

Eles nos permitem escrever mais duas propriedades importantes:

(i) Qualquer tensor de ordem dois pode ser escrito como a soma de um tensor simétrico com um anti-
simétrico

1 1
Rij = i(Rij + Rji) + i(Rij — Rji). (A.8)
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O primeiro termo do lado direito é simétrico e o segundo anti-simétrico.
(ii) A contragao de um tensor simétrico com um anti-simétrico é nula.

Sejam S;; um tensor simétrico e A;; um anti-simétrico. Analisaremos a contragao dos tensores, S;;A;;.
Permutando os indices de soma e usando as relagdes (A.6) e (A.7),

SijAij = Sjidji = —SijAij,

e logo
Siinj = 0. (Ag)

A.2 Tensor Delta de Kronecker

O tensor delta de Kronecker, d;;, ¢ um tensor de segunda ordem, cujas componentes valem

0 se =7,
1 se i#j. (A.10)

A.3 Tensor Levi-Civita

O tensor Levi-Civita, &;;, é um tensor de ordem trés e é antissimétrico, ou seja, sob permutacoes de numero
impar de quaisquer indices adjacentes, ocorre troca do sinal. Sob permutacoes ciclicas o sinal é inalterado,

5123 = 5312 = 6231 = _5213 = _5132 = _5321~

Seus componentes valem

0, se i=ji=kj=k. (A.11)

Algumas Propriedades dos tensores Levi-Civita

O produto de dois tensores Levi-Civita, definidos em 3 dimensoes, é um tensor de ordem 6 e pode ser
escrito através dos produtos de 3 deltas de Kronecker, da seguinte forma

dit  Oim  Oin
EijkElmn = det [ 01 Ojm  0; ; (A.12)
Okt Okm  Okn
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De onde se obtém

€ijk€imk =  0it0jm — Oim0j. (A.13)
EijkEljk = 204 (A.14)
€ijk€ijk = O. (A.15)

De modo anélogo, em 4 dimensoes, ele é escrito em termos dos produtos de 4 deltas de Kronecker,

% 05 5y o
o 82 o8 o)
5y 81 6y & |
5 888

5“6755WM = —det (A.16)

em que «, 3,7, 9, 1, v, p, X sdo indices espago-temporais, variando de 1 a 4. E verificvel que
s oy oy op
e ps = —det [ 67 60 &0 |. (A.17)
&, 6y 0y

e s = —2(0780 — 5360). (A.18)
e,50s = —607. (A.19)
eP%e,5,5 = —24. (A.20)

A.4 Representagoes Covariantes e Contravariantes

Seja um vetor do espaco euclidiano tridimensional que, em lugar de denoté-lo por x; passaremos a fazé-lo
convenientemente por x*. A transformacao (A.1) é reescrita

’

r ' =a"al. (A.21)
Desta equacao , obtemos
N
V= A.22
= (A.22)
e podemos escrever (22) como
el (A.23)
Oxd © ’
Seja agora um outro vetor, dado pelo gradiente de um campo escalar, isto é, gﬁ. Podemos escrever
0 ox? 0
o _ 0 09 (A.24)
oxr'*  Ox'*0xI

48



Esta relacao pode ser vista como o resultado de uma mudanga no sistema de coordenadas. Notamos que x*

e gﬁ transformam-se de maneiras diferentes, mas podemos mostrar que a transformagio (A.24) tambem é

ortogonal,

ox? Oz

Ox' " Ox' 7
e portanto ambos sdo vetores. Os vetores que se transformam de acordo (A.23) s@o ditos contravariantes
e sdo representados com indice em cima; e os que se transformam por (A.24) sdo ditos covariantes e sdo
representados com indice embaixo.

= (a ) (a )M = a¥a* = ik, (A.25)

Observagoes :

(i) Podemos notar que 82,; é um vetor covariante e por isso ele é representado por 9;. O vetor % é

contravariante e é representado por 9°.

(ii) O termo covariante possui dois significados, um deles para designar a representacdo de um vetor e o
outro significa ”invariancia da forma”, que também serd usado ao longo deste estudo.

(iii) Aplicacdo a tensores

Tensor contravariante 7. (A.26)
Tensor covariante Ti;. (A.27)
Tensor misto T;. (A.28)

(iv) A Contragao de um vetor covariante com um contravariante,

[ é)x/i 833’“ ;
Yy = — 7
T Y= s i Yk (A.29)

é invariante; ela representa um produto escalar.

(iv) O relacionamento entre as representagdes covariante e contravariante, para o caso de vetores defini-
dos através de transformagoes ortogonais, é simplesmente dado por
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Apeéndice B
Principio da Minima Acao

Na mecénica nao-relativistica um sistema com n graus discretos de liberdade - como por exemplo, uma
particula se movendo em 1, 2 ou 3 dimensoes sob acao de uma forca - pode ser descrito por coordenadas
e velocidades generalizadas, ¢;(t) e ¢;(t), em que i= 1,2,...,n. O Lagrangeano L é um funcional® de ¢;(t),
gi(t), e talvez do tempo explicitamente, e a acdo S é definida como a integral de L no tempo ao longo de uma
trajetoria arbitraria do sistema. O Principio da Minima Acao afirma que o movimento real de um sistema
mecanico é tal que ao sair de uma configuracao a no instante ¢; para uma configuracao b, no instante ¢,, a
agao

5= / " L(gs(0).da(0), 1)t (B.1)

1

é um extremo. Considerando pequenas variacoes das coordenadas e momentos generalizados, e impondo que
0S5 = 0, obtém-se as equagoes de movimento de Euler-Lagrange:

d L. 0L

a'%5) " og; "

Agora examinaremos a descricao Lagrangeana do campo eletromagnético em interacdo com fontes es-
pecificas de carga e corrente. A aproximacgao Lagrangeana para campos continuos é bem parecida com
descricao usada para particulas pontuais discretas, mas sao feitas algumas mudangas. A mais significativa é
que a coordenada de posicao x nao é mais uma coordenada generalizada, ela atua como um indice continuo
para os campos, que sao as novas varigveis dindmicas. A posi¢do no espaco, assim como o tempo, sdo consi-
derados parametros para os campos ¢(z,t). Para cada ponto do espago-tempo existe um ndmero finito , k,
de valores deste indice discreto em ¢y (x,t). De modo que?

1 — x%k,

1D4-se 0 nome ”funcional”a uma fungio cujo valor é um ntimero e cuja varidvel independente é uma fungéo .[7]
2Veja [11], capitulos 12 e 13, para uma discussdo mais detalhada
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q; — ¢k(‘r)7
q; — 8a¢k($)’
L =% Li(q,4) — L= [L(¢p,0%p; x, 1)d*T, (B.2)

em que L é a densidade de Lagrangeano ou Lagrangeana num ponto definido no espaco-tempo. Para o campo
eletromagnético, as ”coordenadas”e ”velocidades”sdao A% e °A%. Em geral a acdo serd da forma,

S = //L(qbk,aaczbk;x,t)d?’fdt = /L(¢k,8a¢k;x,t)d4x. (B.3)

Voltaremos agora ao capitulo 4 do nosso estudo.

A Lagrangeana da teoria eletromagnética, aqui representada como Lgjps, na presenca de fontes é dada
por [6]:

1
Lpy = = FaF"™ —4n A, J". (B.4)
A variagdo da Lagrangeana, 6 L gy, produzida ao se variar o potencial A por uma quantidade §A” é
1
0Lgm = 3 UANOFYN — Ar 8 AY .

Notando que §F** = §¥6A* — 026 A¥, podemos reescrever a expressio acima como
SLpnr = F,\0 0 AY — 4mJ,0A". (B.5)

A variacdo da agdo , 0.5, devido a uma variacdo no potencial de A, serd
b
0SS = / §LEMd4$
ab
= / (F 20N AY — A, 0 AY)d . (B.6)
Integrando por partes a expressdao acima
b b
68 = [F, 048 — / OMNF \6AY — AT / J,6A d*x,
como nos extremos do intervalo de integracao §A” = 0,
b
68 = — / (O Fy\ 4 4nJ, )6 AV d*x. (B.7)

De acordo com o principio da minima agdo a integral acima deve ser nula. Como §JA” é arbitrario e
assumiremos sua derivada segunda continua ao longo do intervalo de integracao , podemos usar o Lemma
Fundamental do Calculo das Variacées , que afirma que, se

/ M(@)(z)dz =0,
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para quaisquer fungoes n(z) continuas até a derivada segunda, entao M(x) serd nula no intervalo (z1,22). E
com uma extensao para mais dimensoes deste lemma, obtemos

OME,\ +4nJ, = 0. (B.8)
Que corresponde a equacao (3.8). Na auséncia de fontes obtemos
OMFy, = 0. (B.9)

No capitulo 4 estamos estudando um eletromagnetismo modificado pela presenca de um termo a mais,
chamado termo de Chern-Simons, na Lagrangeana eletromagnética. Podemos checar o efeito que ele gera
nas equagoes de Maxwell, aplicando novamente o Principio da Minima Acéo & variacao da acao da nova teoria.
A Lagrangeana da teoria modificada é

1

1 ~
Pa = 77F1/AFV)\ B §paAﬂFaB' (B.lo)

L
4

O termo de Chern-Simons,
Les = —%paAﬁFO‘B,
sofrerd uma variacio , 0Lcg ao variamos o potencial A? por uma quantidade § AP,
6Log = —%pa((sAgFaﬁ + AgdFoB).
Notando que F*? pode ser escrito como F*# = 019 A, temos
§Lcs = —%pa [£2Pm 9, A, 6 Ag + Age®Pr 9,6 A,)]
= —%pagaﬁw [0,AL0As + AgdbA,). (B.11)
A variagao total da densidade de lagrangeano serd
§L,, = 0Ly — %paao‘ﬁ’“’ [0,A,0A5 + Agd,dA,).

Ao integrarmos a expressao acima, considerando que as variagdes dAg sdo nulas nos extremos do intervalo
e tomando p® constante, obtemos 4.5,

1 [t
05p, = 05— 5/ Pac®P(0,A,0A5 — 0, A6 A, )d*x
b
= 68— / Pac®P 0, A0 Agd a.
Em que §S corresponde a equagao (B.7). Explicitamente, torna-se
b
6Sp, = — / (0FF + 4mJ°)5 Agd*s — / P9, A, 0 Agd s

b
= - / (0pFP + 41T 4 pac®Pv o, A,)5 Agd . (B.12)
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e devido ao Principio da Minima Acao , analogamente ao caso anterior, obtemos

g FP 4 4w JP + pae®® 9, A, =0
—DpFP 4 4nJP 4 po FP =0, (B.13)

que é a equagao (4.4).
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Apéndice C

Conservacao do Tensor
Energia-Momento

Obteremos a divergéncia do tensor energia-momento da teoria eletromagnética modificada pelo termo de

Chern-Simons na auséncia de fontes e na presenga de fontes.

C.1 Auséncia de Fontes

O tensor energia-momento do eletromagnetismo modificado pelo termo de Chern-Simons, (4.10), é
iz Vo
O = —F'Fy + TP F + A,

A divergencia do tensor 0,05" é

at ny at Yo~
D01 = —  F¥a0,F' — FF0,F¥, + Fo‘ﬁFwi’i 4 b 2p Frog,

nuv v _ v
+ %F“’BQLFQ[; + %aﬂFWAQ + %FW@HAQ.

O primeiro pode ser reescrito, usando a equagao (4.4), 9, F" = 4xJ" + puﬁ”“’, com J” = 0, como

FY 40, F"™ = F" ,p, F"°.

(C.1)

O terceiro termo é nulo no espago de Minkowski; o quarto é nulo pois p” é uma constante e o sexto se anula

devido a identidade de Bianchi, a equacdo (4.7). Nos sobra:
~ 1 VoL
Oy = —F* apuF"™ + F10,F" o + SF00 Fos + %F“O‘Fw.
Multiplicando por F*? a identidade de Bianchi,

85Fya + 8”Fa5 + &XFg" =0,

o4
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obtemos
FPgFY o + FOPY Fop+ FOPO,Fs” = 0.
FoPO'F.s = —(FP0,Fz" + F*PosF",)
= —(FPY94F,” + F*P9sF",)

= —(FPOgF", + F*P9sF",)
—2F*PogFv,,.

Com isso vemos que o segundo e terceiro terceiro se anulam.

O primeiro termo

B ev ~ E“aﬁ
Fuaqu/La - _ OKPUpMFpa ’YFB'y
2 2
1~ o
= _ZFP Fmpuel’apge”’lgw. (C.3)
Lembrando que
€ aps"%py = € oape’py”

= —(6"0pp00y + 050,50k + 8461855 — 0565,
0000 — 555@655;)»

a relagao (C.3) fica
~ 1 ~ ~ ~
FuapMFua — Z(pVFpUFpo'+po'Fpo-F’/p+ppro-Fo'V
- pprUFVU _puﬁ\pang —panUFpu)
1 v po [P0 TV [po v
= i(pr Fpo+ponFp+pprFa)
1 v po o v
= i(p FPPFo +2p, F°PF,")

1 [ nle’
= Zp F HFQ#.

e portanto o primeiro e o quarto termo se cancelam. Obtemos entao, na auséncia de cargas:
wo_
0,0," = 0. (C.4)

O tensor energia-momento da teoria é conservado na auséncia de fontes.

C.2 Presenca de Fontes

Na presenca de fontes, basta considerarmos a equacao (4.4) integralmente. Com isso ganhamos um termo a
mais que vem do primeiro termo de (C.1),
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—FY 00, F" = —F (p, "™ + 4 J®).

Os outros termos se cancelam igualmente, e obtemos

0,01 = —AmJF¥, = dwJ, F°".
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Apéndice D
Determinante M Nulo

Aqui vamos desenvolver de modo explicito o caminho da equagao (4.26) até a (4.28). Comegaremos im-
pondo que o determinante da matriz M da equagao (4.26) seja nulo. Deste modo garantimos a existéncia de
solugao nao trivial para os campos.

Temos, segundo a equagdo (4.26)
MijEj =0.
em que

Mij = (w2 — k?Z)(SZ‘j + kzk] + ipogijkkk — iweijkpk. (Dl)

Para simplificar os calculos podemos escolher um referencial em que p® possua apenas uma componente
espacial nao nula; a terceira componente por exemplo. Neste referencial

p* = (p07 0,0, (17)3) (D2)

Os célculos serao efetuados no espacgo 3D e usaremos como notagao :
(k)i = ki,

)2 k2

@i = pi

Os termos de M séo

My = W=k +k,

Mo = kiko +ipoks — iwe123p3 = k1ka + ipoks — iwps,
M3 = kiks +ipocizaks = kiks — ipoka,

My = koki + ipoe21sks — iwe213ps

= koky — ipoks + iwps,
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A matriz M serd

M =

My = w?—k*+k3,
Mas = kaks +ipogasikr = koks + ipoki,
M3z, = ksky +ipoezinks = k3k1 + ipoka,
M3y = kzka + ipoesaik1 = kaka — ipoks,
Mss = w?—k?+k2.

w? — k% + k? kiko +ipoks —iwps  kiks — ipok2

kaky

— ipoks + iwps w? — k2 + k‘% koks + ipoky

kski + ipoke ksko — ipoky w? — k2 + k‘%

A seguir calcularemos o determinante de M e imporemos a condigao detM = 0.

* O ]..O termo: M11M22M33

M1 Moo Ms33

_|_

(w? — k2+k2)(w2 —k2+k2)(w2—k2+k§)

(w? =k + kD) [ — ) + (W = K2kS + (W° = k*)k3 + k3K3)

(w? kz) + (W = k%)%k3 + (w2 = k%)%k3 + (WP — KRSk + (v — k?)*kY
(w? — K?)k3ES + (w? k2)k2k + k3k3k3

(W? = 23 + B2 (w? — kD)2 + (0?2 — B (k22 4 K22 + k2k2) + k2R2E2.

* O 2.0 termo: MyoMsos M3y

M3 Moz M3y

(k1kg +ipoks — iwps)(ka2ks + ipok:1)(ksky + ipoks)

(krkg + ipoks — iwps) (k1 kok3 + ipokaks + ipokiks — pakiks)

E2k3k2 + ipoki k3 ks + ipokSkoks — pRk2k2 + ipokikoks — pakaks — pak2ka
ipakikaks — iwpskikak3 + wpopsksks + wpopskTks + iwpgpski ko

k2k3k3 + ipokikoks (k3 + k2 + k3) — pa (kK3 + k3k3 + k3k2) — ipdkikaks
iwpskikaks + wpops(kiks + kiks) + iwpapsk: ka.

* O 3.0 termo: M13M21M32

M13M21M32

_|_

(k1ks —ipokz)(kak1 — ipoks + iwps)(ksks — ipok:)

(kaky — ipoks + iwps) (k1 kak3 — ipokiks — ipoksks — pgkiks)

k2k2k2 — ipokikoks — ipok1kiks — pak2k2 — ipokikoks — pak2k? — p2k2k2
ipakikaks + iwpskikak3 + wpopskiks + wpopsksks — iwpgpski ks

E2k3k2 — ipokikoks(k? + k2 + k3) — pa (kK2 + k2k2 + k2k2) + ipdkikoks
iwpskikoki + wpops (kiks + k3ks) — iwpgpskiks.
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A soma parcial destes trés primeiros termos nos fornece

= (W =)W = k) + (W — KK + kK3 + kK3 + k3k3)
4+ 3KESKS — 2p3(K2KS 4 K2k2 + k2k2) + 2wpops (kiks + kiks). (D.3)

Os proximos trés termos sao
* O 4.0 termo: —M13M22M31

—MygMopa Mz = _(klkS - z'polcz)(wQ —k? + k%)(k?)kl + ipokz)
= —(w? = K+ E3)(k{k3 + ppks3)
= (W= K)kik3 — (W? — K*)pgks — kikk3 — poks.

* O 5.0 termo: —My1 MsoMos

—My M3y Moz = —(w2 -k + k%)(kde — ipoki1)(kaks + ipok1)
= —(* = kK + D) (k3K + pgk?)
= —(w* - K*)k3k3 — (W — K*)pgki — kik3k3 — poki.

* O 6.0 termo: —Msz3 Mo Mo

—M33sMo1 Mip = —( 2k’ + kg)(kllw — ipoks + iwa)(klkZ + ipoks — WPP,)

—(w® = K + k3) (kK3 + (poks — wps)?)

= —(w? = k)kik3 — (W — k) (pok3 — 2wpopsks + w?p3) — kik3k3
p%kg + 2wp0p3k:§ — wngkg.

A soma parcial destes trés termos resulta

= —(w* = K)(KTKS + KRS + k3k3) — (w® — K)p§(kT + k3 + k3) — pi(kY + ks + k3)
+  2wpopsks(w? — k% 4+ k2) — w?p3(w? — k2 + k2) — 3k2k3k3. (D.4)

O determinante de M ¢ igual a (D.3) + (D.4)

detM = (w? — k)3 + (0?2 — k?)%k® — p2(2K2K3 + 2K2K2 4 2k2K2 + K}
+ k3 + k3) + 2wpopsksw? — wipd(w? — k2 + k3) — k?(w? — k?)p}. (D.5)
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Observando que
kY= (K] + k3 4 k3)?
ki +2k3 (k3 + k3) + k5 + 2k3k3 + k3
= ki kg k54 2(K2ES 4 k2k2 + kIR,

podemos reescrever o detM como

detM = (w? —k?)® 4+ (w? — k*)2k? — p2k* + 2wpopsksw? — w?pi(w? — k? + k2) — pak? (w? — k?)

= (W = k?)% + (W? — K2k + 2wpopskaw? — w?ps(w? — k2 + k3) — pakiw?
Os dois primeiros termos da expressao acima nos fornece
(W2 — k2)® + (w2 — k2)2k? = w2(W? — k)2
Os restantes podem ser reescritos como
= Ww?(2uwpopsks — pak3) — wips + Wkpi — WP PRk?
W [—(wpo — k3p3)? + w?pg] — w'p3 + Wk (3 — p)
W[~ (wpo — kaps)? + w?(pg — p3)] +w k2 (p3 — )
= W[~ (wpo — ksps)® + (w? — k*)(p5 — p3)]-
O detM=(D.6)+(D.7) deve ser nulo, com isso
W (w? = k%)% + w?[~(wpo — ksps)® + (w* = k) (05 —p3)] = 0
(W? = k)2 + (W° = k)0 — p3) — (wpo — kp3)? = 0.
Esta relacao em termos dos quadrivetores k* e p® é escrita como
(k“ka)? + (k“ka) (#7ps) = (k*pa)®,
que é a equagdo (4.27).

Vamos encontrar a sua forma (4.28), partindop de
(W* = k%) + (w* = k%) (po® — p*) = (wpo — kpcosb)?,
em que 6 é o angulo entre os vetores ke p. O termo da direita

(wpo — kpcosH)? = w?pe? — 2wkpopcos O + k*p* cos? O

= (w? = k?)po? + E*po? + (k* — w?)p? cos? O + w?p? cos? O — 2wkpop cos O

(w? = k?)(po® — p” cos® B) + (kpo — wpcos 6)?;

com isto, a equagao (D.8) fica:

(W =k%)? = (wpo — kpcosh)® — (w? —k?)(po® — p?)
= (W = E)(po® — P’ cos?0) + (kpy — wpcos)? — (w? — k) (po® - p?)
(w? — k) (p* — p? cos? 0) + (kpo — wp cos 0)?
2 _ E?)p?sin? 6
_ _ 21 (w
(kpo — wpcos0)?[1 + (po —wpcosG)Q]
2 7.2y,2 ci2
w? —k* = =(kpy—wpcosh)[l + (W = K)p” sin 0]1/2,

(kpo — wpcos 6)?
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que é a equagdo (4.28). Podemos obter as velocidades de grupo dos dois modos polarizados, na expressao
(4.29), apartir da equagdo (D.8). Vamos diferencis-la,

2(w? — k?)(2wdw — 2kdk) + (po® — p?) (2wdw — 2kdk) — 2(wpy — kp cos 0)(podw — pcos Odk) = 0.

Desprezando os termos de O(p?),

(w? — k) (wdw — kdk) = 0
dw w
=% 1 (D.10)

Vemos que a velocidade de grupo que antes era 1 (estamos usando ¢=1), ao considerarmos o efeito do vetor
de fundo p®, sofre alteragdo por um fator da ordem de O(p?), produzindo duas velocidades de propagagao di-
ferentes.
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Apéndice E

Operadores Longitudinais e
Transversais

Segundo o Teorema de Helmoltz todo vetor pode ser decomposto na soma de dois vetores, um que tem
divergéncia nula e outro que tem o seu rotacional nulo.

A=X+Y, (E.1)
talqueﬁxfzﬁeﬁ-}_}zo.

Temos entao que X pode ser escrito como um gradiente de uma fungao escalar e Y como o rotacional
de um vetor.

<l

A=-Vo+Vx¥. (E.2)

O sinal negativo é introduzido por conveniéncia. Podemos fazer uma transformagao de calibre, Y — ¥+ Va,
de modo que o nosso vetor ¥ possua divergéncia nula com uma escolha apropriada de «.

Vamos expressar agora ¢ e X em termos dos operadores

=1

onde (V?)~! = ou seja, é a funcao de Green do operador V2,

T Ax|i—i |’

4

VGE@E-T)=8F-7F),
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e existe uma integral implicita nas expressoes acima. Explicitamente a fungao ¢ se escreve como:

e o vetor ¥ como

ou em componentes

9A; i0A; — VA

A =9 V2 V2
0;0; 0;0;
0;0; 0;0;
= %; Aj+ (055 — %;)AJ‘
= wijAj +0i4;, (E.3)
em que definimos w;; = agzj e :=10d;; — aéa; .
Notamos que 6;; = d;; — w;; de modo que
Hij +wi; = (5” (E4)
Outras propriedades importantes que podemos obter sao
WijWik = Wik (E.5)
0ij0ik = Ou. (E.6)
wijﬁjk = 0. (E?)
Hijwjk = 0. (ES)

Com estas propriedades e comparando as equagdes (E.3) e (E.2) percebemos que 6 e w sdo operadores
ortogonais de projecao . O operador w projeta um vetor em sua parte longitudinal, que possui rotacional
nulo, e 6 projeta em sua parte transversa, que possui divergéncia nula.

Demonstragoes
A equagéo (E.5)

0,0; 0,00 V0, 00
WijWjk = = = = Wik-

V2 V2 Vvav? V2
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A equagéo (E.6)

0:0;
v2

0,0
VQ

8¢8k aiak aiak
) = di — vz ve Ty = Oi.

0i3056 = (015 — <5 )95k —
A equagao (E.7)

wijljk = wij(0k — wi) = wik — wik = 0.
A equagao (E.8)

Oijwjr = (015 — wij)wjk = Wik — wik = 0.

Para achar o propagador que estamos procurando no capitulo 4, precisaremos definir um outro operador:

Sij = €ijmOm. (E.9)
Suas propriedades sao
00k
Sijwix = 5ijmam%
Om 00k
= 5ijmvig =0. (E.10)
O mesmo acontece para w'S;y.
Sijaj;g = Sij((Sjk — wjk) = Sik- (E.ll)
O mesmo acontece para 6% Sj.
SijSik =  €ijmOmeEjri0
= —€jimEjkiOmO

_(5ik5ml - 5i15mk)8mal
= —6iV> + 0;0k

0;0
= —V2(5ik - VQk

Com estas propriedades ja poderemos simplificar a obtengao da funcao de Green do nosso problema. Podemos
montar a seguinte tabela para consulta

= V30 (B.12)

> = 0
w2 = W
lw = wh=
S = SO=S.
wS = Sw=0.
S? = V2. (E.13)
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