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RESUMO

Pretende-sefazerumadacriçâodesuperíiciescompactaspamvisualim

espaços tridimensionais. Baseados nesta compreensão apraentaremos a classificação
de trivariedades compactas de Thurston. Ressaltarems a importância atual na

cosmologia de que os Universos de Friedmann podem ser compactos

independentementedageometria assumida.



ABSTRACT

We intendto describecompact smfacestovimalizethree-dimensiomlspacs.

With this understanding we exhibit the Thurston's classification of  the compact three-

manifolds. We emphasize the current significance in oosmology that the Friedmann's

Univel-ses could be compact irrespective of  the assumed geometry.
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INTRODUÇÃO

Um dos objetivos desta monografia sobre topologia é tornar evidente a

existência de espaços tridimensionais compactos.

Nos baseamos na maior parte do texto no livro *The Shape of Space” de

Jeffrey R. Weeks [1]. Contudo, utilizamos também figuras e a elaboração

desenvolvida em [2].

Gostaríamos que este trabalho pudesse evidenciar melhor que topologias são
admissíveis no Modelo Cosmológico Padrão. No artigo “The Mathematics of

Three-Dimensional Manifolds” de W. P. Thurston e J . R.Weeks [3] este problema

é colocado referindo-se aos equívocos existentes no assunto. Um deles é que se o

universo e' finito, sua geometria e obrigatoriamente a elítica, e se ele tem a

geometria hiperbólica ou euclidiana é obrigatoriamente infinito. Veremos ao

» longo desta monogralia exemplos de espaços que localmente admitem a geometria
hiperbólica (ou a euclidiana) e que são finitos, logo, violariam essa “ gra”. Além

disso, a terminologia muitas vezes utilizada de que os universos eliticos são

fechados (no sentido de compactos, ou seja finitos) e os euelidianos ou

hiperbólico's são abertas (no sentido de não compactos, ou infinitos) ajudam à não

elucidação do problema.

Alguns trabalhos foram pioneiros nesta área, como o de G. F. R. Ellis,

“Topology and Cosmology” [4], onde descreve modelos de universo hiperbólicos

e euclidianos finitos. Além deste, e mais direcionado aos astrônomos, temos o

trabalho de D. D. Sokolov e V. F. Shvansman, “An estimate of the size of the

universe from a topological point of vievcf' [5], onde inclusive são feitas

recomendações aos astrônomos observacionais no estudo da topologia do

universo.

Inicialmente de uma maneira simples, sem utilizar reclusos matemáticos

complexos, procuraremos descrever as topologias em duas dimensões. Com uma

certa intuição adquirida, tentaremos então visualizar os espaços homogêneos

compactos de três dimensões.



Capítulo ]

SUPERFÍCIES

1.1 Introduçlo

Assuperjiciesnasqualsestaremoshemssadossãosquelasquenioeidbem
descontinuidades bruscas (por exemplo, buracos, somente um ponto ligando duas

regiões, etc., ver ligura 1.1), e que são suaves (não há “pontas” ou “vales” abruptos).

Tais superlicies foram estudadas exaustivamente no século passado, sendo, portanto,

bastante conhecidas. Abordaremos a superâcie esférica Sª, 0 tom Tº, a faixa de
MóbiuaagamfadeKleinKºeoplanoprojetivoPª.

NossomaioriMeresseéaobtençãodemmintuiçioquenospermitaúslumbrsr

propriedades globais dos espaços bidimensionais e que serão estendidas, no capítulo
2, para os espaços tn'dimensionais.

m1.1-Emmplosdenmerndummszmpundeseom'folhs",nwãdesm

Imaginemos uma superâcie que seja feita de um material especial, lino, com

espessura infinitesimal, elástico, transparente, e que possa ser deformada ([l], p.28).

Tais superficies poderão ser esticadas, coladas, identificadas ou submetidas a outras

transformações que não violem celtas propriedades globais. As deformações de

interesse não envolvem rasgos, dobras ou colagem de regiões distantes da supecie,

envolvem apenas deformações suaves e oontimiss. Deformações desta natureza são

chamadasdelnmeomorjimosemamêmmaltaadasumssededeaspeaosglobaisda

superficie original. Por exemplo, observemos a superfície da parte inferior na ligura

1.2 àesquerds, é uma superâcie esférica deformada, damesma forma que afigura da

2



direita é um tipo de "rosquinha com dois finos", chamada duplo teto ou preta],
deformado.

CDC?

Pum 1.2 - As duas superficies da direita possuem a mol-a topologia (topologia T2) pois

podemos transformar uma na outra au'aves de homeomorâsmos; de maneira análoga, as duas Eguns da

esquerdapossim topologia Sª. Jáasupa'âcies osféricaeobitoronâopodem sertºansformsdospor
homeomoriismos, não sendo pea-tanto emm/dentes topologieamente.

Osaspectosglobaisdanaturezadasupeiúciequenão ªoafetadosportais

deformações se referem à topologia da superfície ([l], p.28). Na Egura 1.2, as duas

superfície:. da esquerda tem a mesma topologia, assim como as duas superlicies da

direita. A superfície esférica e o duplo toro possuem topologias diferentes, não há

como deformar uma na outra sem rasgar ou colar. Superfícies com mesma topologia

são ditas homeomórj'icas.

A geometria de uma superfície se refere às propriedades que podem muda

quando a superficie soíi'e deformações do tipo acima ([1], p.28). A curvatura é a
propriedade geométrica mais importante, outras propriedades são, áreas, distâncias e

ângulos. Por exemplo, a superficie de um ovo e a de uma bola de ping—pong tem a

mesma topologia, mas possuem diferentes características geométricas.

Superiicies que possuem uma mesma geometria em todos os seus pontos,

possuem uma geometria homogênea. A superíicie de um ovo não possui geometria

homogênea, mas uma superiicie esférica sim, topologicamente estas duas superiicies



são equivalentes. Quando daqui para &ente utilizarmos a palavra geometria estarams
nos referindo às geometrias homogêneas.

No mudo de superlicies, observa—se que existem «& tipos de geometrias

envolvidas: euclidiana, elítica e hiperbólica, ver figura 1.3.

/ ª—X
Figura 1.3 — As três gemetrias homogêneas de superHcies: elitica, hipabólica : mclidimn ([I],

p.  146, 155, 38). Observe as dífa'entcs magias de um triângulo nas difermtes guandu-ins. Suá: :
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medosângulosintcmosdouiângulo;nageometriamclidianaasomaémpredenradianoe,m

gemeu-iaeliticaémmmaiordoquenradianosemgeanariahipcbólieampremmdoquen

radianos.

Para constatamos a natureza distinta das três geometrias possíveis em duas

dimensões, vejamos como cada um delas se comporta ao tentarmos colocar em um

plano euclidiano pedaços de superiicies que têm uma geometria não euclidiana. Ao

achatarmos um hemisfério, isto é, um pedaço de uma superfície com geometria elítiea,

numa mesa plana ([I], p.l47), observamos que ele terá que se rasgar para se aoormdar

âmesaporquetemáreamenordo que aáreadeumcírculo plano. Poroutro lado se

tentarmos achatar um pedaço de uma superfície com geometria hiperbólica, ou seja,

do tipo de uma sela, observamos que sobrariam diversas dobras, pois um círculo com

geometriahipcrbólicatemáreamaiordo queumcírculo plano, vcrfrgura 1.4 aseguir.



Figura1.4-Efeiwdoaohatamanodeumhanisfa'ioeuúeompúghamwimehipebólioo

nesta página ([l], p.l46,155). Observe que o hemisfério elitioo se "rasga” ao tenta se medir à

georneuiaaxchdiaumpoispossuiáreammordoqueimdiscouiclidianoúáohanisfkiohipabólioo

soii'e"dohraa",poispossuià'eamaia'doqueumdiscoeuclidimo.

Ao descrevermos a geometria de supertlcies, naturalmente utilizamos do
pri 'égio de nossa sensibilidade tridimensional, que muito nos ajuda a entender os

espaçosdeduasdimensões.Contudoparaespmsoommaisde2dimensões

perderemos este privilégio. Esta dificuldade poderá ser atenuada se começarmos a nos

preocupar com novos recursos a serem utilizados que se valham apenas das próprias

propriedades do espaço em consideração. É importante ressaltar que uma superHcie
não necessita da terceira dimensão para existir (assim como nenhuma topologia

tridimensional necessita da quarta dimensão). Desta forum é fundamental que

possamos descrever a superfície a partir de um ponto de vista bidimensional, por

exemplo, considerando um ser bidimensional imaginário que pudesse observar as

propriedades do seu próprio mundo (a superficie) ([l], p.l). Mais adiante, quando



formos descrever os espaços tridimensionais estaremos (nós, seres hinmnos) na
mesmasituaçâo do serbidimensionalaodmreverseunnmdo.

Consideremos uma folha de papel com uma reta desenhada ([l], p.37). Quamio a

eurvamos, modificamos claramente sua geometria, pois agora possui uma certa

curvatura. Mas do ponto de vista de quem está na superfície, nada aconteceu. Não

houve uma deformação que modificasse sua geometria intrímeca, ela continua phna.

Fig-ra lJ—Enurvammtodeumafolhadepapel. Smgeometriainlrhseeapamaneceplua

([l],p.37);mnu'ilngulo euclidiano pamaneeeoomasanadosángulosmumsdenndimos.

Além disto estamos interessados em mperíicies que possuem geometrias

intrínsecas homogêneas, a mesma em todos os pontos. Quando um superHcie possui

uma determinada geometria intrínseca homogênea, diz-se que a superficie admite

esta geometria, pois se esta superHcie for suavemente deformada e passar a não ser

mais homogênea, continuará podendo retornar (através de novas deformoões ou

homeomeorâsmos) & sua forma original, quando possuirá novamente a mesma

geometria homogênea. Na realidade estas deformações suaves que modiiicam sua

geometria, não modificam sua topologia. Estes conceitos serão utilizados adiante na

classilicação de Thurston.

Quando dizemos que a topologia S2 admite a geometria elitica, significa que
um espaço bidimensional com esta topologia admite como geometria intrímeca

homogênea a geometria elitiea bidimensioml.



1.2 Superfície arena sª

A primeira superlicie a ser estudada é a superlicie esférica, ou a topologia Sº.
Para visualizar a superlicie esférica basta pensarmos em uma eskra sólida sem seu

interior. Podemos observar que esta superHcie é compacta, isto é, linita e ilimitada

(não possui &onteira, isto é, uma região onde "termina"). Admite a geometria elitica,

porexemplo, asonndosângulos internosdeumuiânguloémaiorquenradianos.

MLS MeaíkieaSÃmdrmciamfuhciummm

Agora imaginemos pequenos seres bidimensionais (por exemplo pequenos

“quadrados” ([6], p.l) ver figura 1.7) vivendo na superfície esférica, muito pequenos

em relação à totalidade da superlicie. Alertamos o leitor pm que, em nossas figm'as,

não desenharemos o quadrado ms devidas proporções em relação & superEcie, pois

ficariam pequenos demais para nossos objetivos de visualização.



i 'm
: p

EJ -> serbidimensional - quadrado
*. + objeto para orientação
e P + ponto na superâcie

Figura 1.7 Avisiolocal(umapeqnmregiãodoespaço)dombidimensioml(quaàudo)

Wmdomnmaãckeafeúea;maúsãommnsea(àesqumh)mamúskdemmdo,deum

daminâmmemmtodasasâmçõesequmws.EknâodsewamiaimsgioWsdewu

mmdo.NamvisãohidimmsimM(àâmim,fomthesmla)mmosobsemralgmm

Wmmammm:émmmomúmm)e ibnnmdo(nãoMqn

ddinúteomLTalNWºmmeépomivdadesenndesjomdaa

0 ser bidimensional provavelmente possuída uma sensibilidade espacial

bidimensional. Devido ao seu pequeno tamnho, seu universo parece infinito e plano
e os pequenos triângulos que ele desenha possuem soma dos ângulos internos

aproximadamente igual a 1: radianos. Localmente seu mundo parece possuir geometria

euclidiana. Contudo, se ele tentar construir triângulos maiores, essa som não

parecerá mais com n radianos, será maior.

Ao fazer uma longa viagem em seu próprio espaço (a superlieie esférica), parte de

um ponto qualquer P e segue sempre em Bento sem desvios. Após muito caminhar,

nota que voltou ao ponto de partida. Decide fazer a viagem numa outra direção,

também sempre em frente, novamente ocorrerá o mesmo fenômeno estranho. Após

sucessivas viagens sempre em li'ente, nas diferentes direções, descobre que sempre

retornará ao seu lugar de partida. Seu universo, embora pareça um plano infinito, e na

verdade um espaço ilimitado (pois não tan uma íi'onteira onde ele termine) e finito.



EapaçosqueposmemeMpmpnedadedeseremiHmiudoseânhossâochmdosde

compactºs.
A reta é um conceito da geometria euclidiana e é a menor distância entre dois

pontos. Um caminho que intrinsecamente é reto, isto é, vai sempre em frente como
um raio de luz, é chamado genericamente de geodésica. No caso da superticie esférica

uma geodésica é um de seus meridianos, o equador ou qualquer circunferência
máxima. O ser bidimensional retornou ao ponto de partida ao seguir sempre em

Gente, isto é, percorreu circunferências máximas ou geodésicas de sª.

saída moçada

*L e o *I-

8 b-  > - , b 8
P P

saída A mºçada

!

*L . )  8 *L  3P . )  P

?
Ilan-11.8 Mviagcmdosubidinmsiomlsegiúndo'mnúnhmm'modedas)mmãcie
esféricaSº.NapmedecnnaaviagemparaoIeste,ondeeleobservaqnevollaaopcnmdeparúúe,
mmdebnimªvmganpamoNone,ouuvandoomeumfen0mem.Ccndmwloqneom

universoqnaparanemateaainfinitomaverdadeécompacm.
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1.2 Toro 1ª

OtomTªpodeserimaginadoeomoamperEeiequeenvolveumacâmaradearde
um pneu, ou ainda a superlície de uma rosquinha. Imaginemos que aquele ser

bidimensional vive agora nesta superficie e resolve explora-la, empreeendendo para

isto 3 grandesviagens, as quais chamaremos de V;, V3 e V; (veriiguras 1.9 e 1.10).

lini-ala Oserlidimensimalmtmolª(fmadeeeeala)dommpmodeviaaedlmwdes

viagenavlpamommmorgwdesioaamotmpapmdmmapúmám).

(heavequeomm'lªnãoéglolnlmemeisouúrieo.

EmlmaawaúweWMdowmpremmamo
tempo que levou para Eazer esta viagem Retornou ao ponto P, de onde partiu, num

determinado intervalo de tempo. Ortogonalmente à direção da viagem V;, ele toma a

direção da viagem V: e segue em frente. Estranhamente nesta viagem demorou um

intervalo de tempo muitas vezes menor do que aquele que havia gasto na viagem Vl,

também retornando ao ponto P, exatamente pelo lado oposto ao que havia partido.

Resolveu agora fazer a viagem V; (ver figura 1.10), onde toma uma direção entre as

direções de V;  e de V;. Segue em Bente, apesar de demorar um intervalo de tempo

maiordoqueogastopmtambémretornaàPpelolado oposto aodepartida.

l l



Blz-ramº VudizaçlodagandeviammVnolongodeumadireclomdquudommponto

devimweonúmmdevqsmúasqueoquúadodewdupmvdmnpmde
partida.

O ser bidimensional observa que locabnente, no ponto P, todas as direções

pameemserequivalentee,istoé,MofazumquantoaomNestanrandes

viagens, notou que umas são mais longas que as outras. Na direção de V] dispendeu

maistempopararetomardoquenadireçãodevz,enadireçàodeVateveaviagem

mais longa. Esta característica global do 'I”2 é definida como não iaou'opia global, ou
anison'opia global, porém, anivel local, 0 Tº éisotrópico.

Otomapreaentaemmvimalizaçâonidimensionalumburacochamedode

genus. Este buraco não é visível diretamente e sequer pensado pelo ser bidimensional.

Contudo traz consequências na topologia do tem para o ser bidimensional.

Pode-se construir um toro & partir de uma superlicie esférica S2 com a retirada

de dois discos Dz (círculo com a circunferência que o delimita), e em seguida &
colagemdeumcilindro(tambémchamadodealça)semtampaesemâmdo,nos
oriâcios deixados na Sz com a retirada dos discos, ver figura 1.11. Em outra

linguagem, umaSªoomumaalçaéigualaumtoro. Diz-sequeogermsg)deurm

mperâcie é o número de alças que precisam ser adicionadas & S2 para obtê-la, é um

invariante topológico. Transformaçãº do tipo homeomortismos mantêm 0 gema do
espaço invariante.



Cilindro ou sº sem os discos Tºpºlºlil T2
alçcwo

[ªlgm 1.11 CmstuçiodoTªapm-úrdamucieesfúiwsqamnampencieesfaieaeom
doisdiscmràadwdemwpaâdqfwmmdoddsmcolemmubudasdemcnwom

madamdoshramfmmmdoassim umaalçanaSª.Obsuva—sequeasºmumaalçapomúa
topologiadoTª,seudoequivalmteaeleepomúndoasmesmasmísúeastopológiea. Entâodiz-
sequeotoroéumnsªcmnmnaalça.

Um duplo tem ou pretzel (ver figura 1.12) pode serobtido adicionando-se 2 alças

naSº,cosa—seescmverTBpammperHciesdeeteúpo,quemcasodopetzeLeom

g=2,seráTz.Cuidado,nãoooniimdircomotoro'Iª.

(65%
[ªlgm 1.12 Dohdoesqludootaomgmuslmoohdodi'dtooummpmsum.

UmaommneiradevísualizaratopologiadotomTzémilizamosum
representação obtida a partir de um retângulo (pode ser também um paralelogramo)

cujos lados opostos serão identificados. Podemos obtê-la facilmente & pw do toro

(“câmara de ar”), fazendo os cortes com suas identificações correspondentes

conforme a tigura 1.13.
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Fig-n 1.13 Obomçlodotmolªmmdasidmúúcaçõesdosledosdemrmgulo.Cohm-se
primeiramente as dms bordas do retângulo de mesmo tipo (idmtiíimçno de lados), formando mn
cilindro.Depoisidaúâmm—uosdoisckaúmfwmadmnasbudasdocnháqdeformaammaa
mesmaoúmmçlomoparud'u'einouesqwda).Dsufumoumxmmõdemom
Tª.

Nestarepresentaçâo os lados como mesmo tipo de setasâo identiâcados, ou seja,

são o mesmo lado, pois para reconstituir a figura original devem ser “colados”. É

análogo a alguns “video-games”, onde ao se chegar à direita na tela, aparece-se, logo

em seguida à esquerda, e quando se vai na tela para cima, aparece-se embaixo.

Podemos owervar na ligura 1.14 como nesta representação aparecem aqueles
caminhosmaiscuúosoumisbngogasviagcnsvz eV3realimdasemumtom

cujamaiorextensâoécercade lsecmenordoqmodaíigmlJO.

14
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1.4 Flix: de Mobius

Um superficie muito interessante é a fàixa de Móbius. É facilmente construida. .

Tomeumatíraeompridadepapeltranspamnte, gireumdosladose cole-os (wrigura

1.15).

«

Torça

Cole as bordas laterais

'A'.
FigmlJS CmmuçiodaàixsdeMôbiusspmúrdaidmtiâeedodoslsdosdemâh

u'anspmmme.

Imginemos que o ser bidimensioml viva neste espaço e resolva fazer grandes

viagens por seu universo. Suponhamos que ele escolha, por acidente, a direção da

menordimensâo dafaixalráobservarqueháumãm, que seu “universoººélimitado,há

umfrouteiraondeeleacaba.Casoeleescolhaadheçâopemendimúmaestmada

maior dimensão da Baixa e siga sempre em frente, observará um fenômeno realmente

muito estranho e novo, retorna também ao ponto de partida; mas na sua direção direita-

esquerda, foram trocados os sentidos da direita pelo o da esquerda e vice—versa. Tudo o

queeleantesdepmtirobservavaàsuaeequerdapassouaíioaràwadireitaevice-

versa. Por exemplo, só conseguiria ler normalmente um livro que houvesse lá deixado
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madmwowlomemmwespeIhOJsmpmdees tãom

ao contrário, uma imagem espewlar das omras letras. Para tixação de idéias, imagine

queaooornpararolocalondeestáswcomçâo,oomodeouu'os“quaàudas”quenão

fizeram a viagem com ele, notará que apesar de não haver semido nenlmma

transfonnaçâoaolongodaviagem, o mestádolado opostoaodosqueficaram.

Este estranho fato se resume em que a faixa de Mobius é um espaço não oáentável,

porque adstem caminhos globais que ao serem percorridos, fazem com que se retorne

ao ponto de partida com a inversão dos sentidos direita-esquerda (ver õgura 1.16).

Sªídª « A chegada « ,)
na fronteira

A *L 'JAA ** A

———«< «<—_—
«saída « Chªºªdª

A ªí?—:.» A _,; ." «É A

——«< «<——
lig-roms Asiagensdoaerbidimensimal(qmdndo)mfnixadeMõbius.Emcimzaose

âúgirpraoNom(âmç£ochmmorâmslodaàim),oquadmdommanãomdmdo

MsmmbsemmnâomdemosidenúúwohdodecimamohdodemoLEmMixoznose

WmmmwmçaoamamâmssoammqmdoMamdem

prémwmapudademwimmulichdeisoàmmmngompuoúmudomlenepmàem

vdhrqueopuqueievounioseeneainmaisoomaoúemnçlodopaúoemmesaiu.

Awerãcieesférioaeotom sâoorientáveisporqueparaqualquercaminhoglobal

percorrido, retornamos ao ponto de partida sem inversão da direita-esquerda A não-

orientabilidade é uma característica topológica que também é encontrada an outros

espaços não-orientâveis com nnior número de dimensões.
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1.5 GarrafadeKleinKª

AgarrafadeKleinKªéumampei-Gcienioorientávelmaiscomplexaemtermosde

visualização a partir de nosso espaço euclidiano tridimensional. Sua representação

bidimensional é a de um quadrado (ou qualquer paralelogramo), com os lados

identiâcados, sendo que um par deles é identilieado de fome oposta, isto é, com a

inversão dos sentidos ver figura 1.17.

» »

V *H- . k_ - ' >  —> V -> -  *I-

» »

mig-nm RepesenuçaochgauaiadeldeinKºmapmhdeodenMqdoeamhhm
MMMmmmdeMMuwmmmús
retângulo.

Ao tentarmos construi-la de maneira semelhante ao que foi feito na Barra 1.15

teremos uma dificuldade que pode ser vista na figura 1.18, pois teremos que cruzar a

mperticie por ela mesma. Ao colarmos inicialmente os dois lados maiores do retângulo

teremos um cilindro, mas para colar os lados invertidos teremos que cmzar a própria

superãcie para preservar o sentido da colagem. Em nosso espaço tridimensional só

podemos indicar e imaginar como será feita esta colagem pois não temos como passar a

arperticie por ela mesma sem interseção.
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+“
lª'izllrllJS Cmsmwlodavimnhnçãotridimmsimaldagmfademeinapmirdelm

retângulo. Pmtamos da Gg. 1.17. Idantifioomos as laterais com duplo simbolo, formando assim um
cilindro ooo, mostrado na Gg. 1.18. Observe que as bases do cilindro apresentam oriamwõeo omo-árias.

Emu-&ndímmsõesnâoépossívelidmliãcarmbasossantajalmainta'seçãodocilindroansi

mmo. Data forma, deformamos o cilindro e mas uma de suas extremada por dano de si
mo-o, retirando um pequeno disco e introduzindo a exu-unidade. Em seguida, deformamos esa

eim-unidade, de forma a se alargar. Paoebemos que agora as das achº—idades do cilindro possam

oriontaçõsidenúmgpodendomtãoseremidmtiâoadas.ObtanosassimagmraàdeKlemqueéuma
Meieâchadaquepassapadamodesimmaanmvimumuidimmsimal .Emsm
visuª imçâobidimmsimdnãoseohsawqualmúpodemundianoúamãdgsmdo

Mmmmmmmmmemmammmwwmm;do
pmwdevistadoserbidnnmsimsLamfadeKlehéaomisteiosaqmom
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1.6 Plano Projetivo Pª

AúltimasuperticiequeverennséoplanopmjetivoPºPodeserimaginadocomo
um hemisfério cujo equador possui os pontos antipodas identiíicados ([l] ,p.6l).  Esta

superiicie é contínua, linita, ilimitada, portanto compacta, e não orientável.

Vejamos como se dá a não orientabilidade no plano projetivo. Imaginemos que o

ser bidimensional viva nesta superõcie (figura 1.19), que localmente (& idêntica &

superãcieesféúcaPartedeumpomPeseguesempreemâ'eme,muNdode2setas
(umaapontaparaoesteeomraparao norte), deixano localdeondepartiuumacópia

das setas que leva. Ao chegar no extremo oposto do equador, como faz a identiiicaçâo

doponto B,ºªpassa”continuamenteparaoladodeondepartiu.Asuasetaqueaponta

pma o este, terá que apontar para o ponto A antes e após a identificação. Agora

chegando Enalmente ao local de onde partiu, compara o par de setas que levou com o

par que deixou, e constata a não orientabilidade do plano projetivo Pl, pois não M como
fazer seu conjunto de setas coincidir com aqmle que havia deixado.

Figura 1.19 Visualização do plano projetivo. Seja a Meio um hemisfério. No equador,

identiticamos todos os pontos antípodas um-a-um, de forma que quando sairmos de um ponto P an
direção ao ponto B no equador, continuamente passamos para o outro lado do hanisªrio. Ao

pamemostodoohnjetqtmdoumpunorte-wqueda,obsorvamosnommteqmeúeespaçoénlo-

u'ieritáveLpoisoparquelevamosnloseencaixacomopardaplrtida.



Apartírdasidemiticaçõesnohemisfériopodemosobte-lomformamosuadam

Bgmal.20.Étambémchamadode“capuz cruzado”, queseassemelhnao chapéude
bispo.

—> —>

Fig-n 1.20 Ouln visualinção do plano projetivo ([7], p.4l). Novamente temos um banida-io ooo
com os pontos antfpodas do equador idmtifieados. Fumos & idmtiâcaçlo do ponto B, deformado o

hemisfério. Em seguida idmtiíieamos os pontos C e A com nova deformação, puxando as «unidades
paracima. Dataformaobtunos umaapm'àxciatridimmsimal doplanoprojetivo.
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2.7 Foix: de Mobius novamente

A faixa de Mobius pode ser obtida a partir de um plano projetivo ([I], 13.74).

Veremos a seguir, detalhes desta obtenção.

O plano projetivo visto na seção 1.6 como um hemisfério cujos pontos antlpoda

de sua borda são identificados, equivale a um círculo (disco Dª), cujos pontos antipodas
da fronteira são identiticados, ver figura 1.21 abaixo.

Figure l.21 MWdophnop-ojaivqumdimcommtaiaemiorwjospmm

antlpodas da li'onteira estão identificados um-a-um. Obsa've & orientação do deslocamento de um parto

nali'ontuiadodiscoparaopontoF;obsavamosquepodanospercorrernomáodmoadislhcindem'

mdimossobreaimtaiadodiswaovoltarmosaomeanomenIoZMMimos.

FaçamosnoPº semodisco,umalinhahorizontal(verligurul.22a,ladodireito)
quesaidopontoFàesquerdaeatingeabordaintemaemG,eemJ,seguindoatéo

pontoFdadire i ta .AtaFGJFdiv ideaâgmaemduaspaneaqueparaserem

separadas devemos indicar com setas as identificações, ver figura 1.22b. Através de

transformações suaves (homeomorlismos) obtemos os 2 retângulos do lado direito da

figura 1.22b.

Para construirmos um outra visualimção da topologia Pª-D2 devemos colar os dois
retângulos pelo lado FF, isto é, os lados correspondentes à borda externa do círculo

original 1.223, para isto làçamos uma reflexão especular do retângulo inferior da lisura

1.22c. Após esta retlexâo e a respectiva identificação (“colagem”) dos lados FF obtemos

finalmente a figura 1.22d que conforme sabemos, é a faixa de Mobius (compare com &

ligura 1.15). Este importante resultado será utilimdo no capítulo 2 ao estudarmos a

variedade das cordas de um círculo.



É & $ $ .?



Figur- l.22 Oplanoprojetivosernum discoéigualãfaixadeMávius. Inicialmenteomsidu'ea
repesentação do plano projetivo da 53.121. Retirenos um disco oonoàmioo ao plano projetivo. Desta

fmmobtemosmnaeoroacirculm'(a).Fmseguidafaremosmnasériedeoorteseidmtiíioaçõessempre

respeitandoasa'immções, demodoquea Egmmmhmte estejadeaoordooom a Egura original, saido

equivalente a ela. Façamos um corte longitudinal passando pelo centro da coroa cirmlar, introduzindo os

sementes FG e IP com suas respectivas mimtações. Deformemos estes dois pedaços da antiga coroa

circular e os transformemos em dois retângulos (b). Façamos a invasão especular do retângulo debaixo

(lembre-se que nesta suma-ticie não existem lados distintos) (e). Identitiquemos o lado horizontal um

mesmo símbolo e orientação (observe que ele dmpweoe). Em seguida observemos que os lados verticais

estão identiicados, bastando simpliliear a notação para um único simbolo (d). Desta forma obtemos uma

faixa de Mobius.



2.8 Resumo

Escreveremos a seguir um resumo das topologias bidimensionais apresentadas e
algumas das suas propriedades principais. Todas são localmente isotrópicas.

. Toro T2: geometria euclidiana, sem &onteira, compacto, globalmente rão-isotrópica,
orientável.

. Garrafa de Klein Kª; geometria euclidilma, sem fronteira, compacta, globalmente
não-isotrópica, nâo-orientável.

. Faixa de Mobius: geometria euclidiana, compacta com li'onteira, globalmente não-

isotrópica, nâo—orientável.

. Superlicie esférica Sº: geometria elítica, sem :Íi'omeira, cometa, gbbahnente

isotrópica, orientável.

. Plano projetivo Pª: geometria elítica, sem fronteira, compoem, globehnmte
isotrópico, nâo-orientável.

' Pretzel T2: geometria hiperbólica, sem &omeira, compacto, globalmente não-

isotrópico, orientável.

Podemos representar de maneira semelhante algumas topologias de olperâcies
utilizando um quadrado com as identificações correspondentes (ver figura 1.2.3).



c « B A « A A « B

A & Á A v ).

8 < A A « A B «ª A

sem de Klein Plano projotlvo
A A A « B

v A V A

A « A B » A

Figura 1.23 - Representação de algumas topologias enganadas (baseado em ([8],p.55)). Símbolos

iguaisindieemqueosladosdevanseridentiíicados, mdoaoríamçlo. Pontosdenomesigmis
remontam um (mico ponto, sendo patanto também identiioados.



Capitulo 2

VARIEDADES TRIDIMENSIONAIS

2.1 Iatroduelo

No capítulo anterior observamos algumas propriedades topológicas de superâciee,

ou seja, de bivariedades. Muitas destas propriedades podem ser generalizadas para as

trivariedades, ajudando na compreensão destes espaços. As trivariedades em que estaremos

interessados são as compactas que possuem geometrias intrínsecas homogêneas.
A partir da intuição já adquirida tentaremos visualizar os espaços tridimensionais

compactos hornogêneos. É importante notar que aquele problema das diliculdades
encontradasporumserbidimensionalparavisualizarseu espaço, éexatamenteo mesmo

problema que um ser tridimensional (por exemplo, um de nós), terá paa visualizar seu

espaço.Nosespaçosaseremestudados, locahnentetudopodeserdescritopelageomen'ia

euclidiana em três dMensões, pois são variedades, ou seja, suaves e localmente

euclidianos.

Caso conseguíssemos realizar longas viagens por nosso universo poderiamos investigar

melhor diversas propriedades análogas àquelas que o ser bidimensioml investigou em suas

viagens. Algumas observações que poderiam ser realizadas nesta hipotética viagem nos
ajudariam a desvendar propriedades do nosso triespaço.

l .  Imginem que estejamos em uma expedição em direção a uma galáxia distante.

Seguimos sempre em frente e quando chegams a esta galáxia, procuramos por um

planeta que se apresente o mais hospitaleiro possível Descobrimos que este planeta

éaTenaDealgumafommacabamosvoltandoparaonossoplaneta.

2. Imaginem que sejamos astrônomos e que observamos um mesmo objeto celeste em

duas localizações diferentes no céu.

3. Imaginem que somos radio-astrônomos à procura de sinais eim'aterrestres e

detectamsumsinalâacovindodeumgaláxiadisMe.QuandooamHsamos,



descobrimosqueéapMesomradeumaantigauansmissâodetelevisâo,por
exemplo, do diaem que o homem pisounalua.

Taisobservaçõespoderiamindicarquenosso universo possuiumaformadiferenteda

usual, isto é, possui uma topologia diferente da topologia usual assumida de um triespaço

infinito. Ao seguir por um caminho em frente, retornamos ao nosso planeta, e também

observamos imagens repetidas de um mesmo objeto cósmico, em localizações distintas.

Segundo o Modelo Cosmológico Padrão (Big Bang), o universo em cada instante é uma

variedade tridimensional homogênea e isotrópica, logo para se estudar os diferentes

modelos de universo precisaremos saber que variedades tridimensionais são compatíveis

com estes modelos. Na Cosmologia Padrão somente são possíveis 3 modelos geométricos,

contudo segundo a classificação de trivariedades de William P. Tmn-stan existem em 3
dimensões, além destas 3 geometrias isotrópicas, 5 outras não isotrópicas.

Estudaremos inicialmente algumas trivariedades compactas localmente homogêneas

cujas geometrias correspondem às geometrias de superiicies, ou seja, as geometrias

tridimensionais localmente homogêneas e localmente isotrópicas: euclidiana, elitica e

hiperbólica.
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2.2 Variedadeeuidimensioniseompaetasloealmentehonogeneasehotrópieas

Tipol-Geoneu'hEuclidian

A primeira trivariedade que apresentaremos é o Tritoro Tª, análogo tridimensional
dotoroTº. Podeservimalizado através da seguinte representação: um cubo sólido, cujas
feces opostas são identificadas. Ao caminhamos no interior do who, quando chegarmos a

umdemfaeenpmsseguhemoseomimamemsemqudquaimwupçâomnnmdopda

face oposta.

2

2
A" A

nara 2.1 W&fmaammmuàeawmmuveme
todesospomosAmeeeaapemsmnpomomuiWJendopmmidem

ObsewenafigmaZJqueezústempontoscomoopontoAqueserepeteSvemno

who,porém,istoéapmasucprejuimdesmnpreeenmçâodouimm,poisopomoA

oomoqualqueronmopomdouitoméúnioo,mnsmrepresmnaçãoapareoe8vem.

Lembre-sequeacontecia de forma semelhante oomospontos dos vérticesdoquadradona

representação doT2 atraves deumquadrado.
0 tritoro admite geometria euclidiana tridimensional, e compacto, homogeneo,

localmente isotrópioo, globalmente anisotrópieo e orientável.
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Tipo 2 — Geometria Elíticn

Urm trivariedade correspondente a superficie esférica s2 é & triesfera sª. Pode ser
obtida a partir de duas bolas sólidas Bª (também chamadas de discos tridimensionais Dª).
Identificam-se os pontos das superfícies (Sº) que delimitam as Bª. Na iigura 2.2 vemos um
cortedestarepresentação porumaseção quepassapelos centros C e É ,  indicam-se dois

pontosdiferentesAeBdasupcrHciccsféricaSº,bemcomoosamipodw É e ? ccdc
Prespcctivamente.

A A

Figur- 2.2 Asªouidaapmirdeduasoolnsnª.Cmsidaeinnoomiongimdinnidodmsboiarnª,
ranmdoandoisdiscmDª.AgmidmúEqmmdosospmtosda&mmdeumadasDºcomaii'onteirada
mDªmmtosAeBmtigma). ObservequeCe'C'repraanmndoispmtosquesâomtipodasnaSª.
Seguindoomesmoraciodniopuatodososcuteslmgiuidinnigtemosqueasupeâcieesfkicasªque
delirnitamnadasbolasatáidatiíioadaounamãcieesfú'icasºqueéiimteimdambolo.Dem
formaobtcmosasª.

UmaoutrarepresentaçãodaSªéobtidatambémapartirdabolasólidaBª, onde todos

pontosde suaâ'onteira (Sª) são identificados. Este ponto representado portodamm S2 é na
realidadcumúnicopomoeéopontoantípodadocentrodaBª.

A triesfera S3 admite geometria elitica tridimensional, é compacta, homogêneo,
localmente isotrópica, globalmente isou'ópica e oriemável. Ela serviu de modelo para

Einstein na elaboração de seu modelo cosmológico, o Universo de Einstein.
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Umoutroespaçoque admiteageometríaeliticaéotiespaçoprojethmrealPª,
análogo ao Pº. Uma representação possível pode ser obtida a partir de uma bob sólida Bª,
onde os pares de pontos antípodas de sua fronteira (a superHcie externa S2 que a envolve),

sãoidentificados. Vernaflguraz.3, onde os pontosAe Ã,  Be  É são identificados, istoé,
A=KeB=É.

Figura 2.3 RepresenuçlodouiapaçoprojeúvoapudrdembohBª.Cmsideembdnm
mdosospuesdepunmmdpodasidmúâesdmmeamwpenáememmmMqA=X e B-
Émbtendoassimom'espaçoprojetivo.

O P3 admite geometria elitica tridimensional, é compacto, localmente isotrópica,

globalmente isotrópica e orientável.

0 triespaço denominado Dodecaedro de Poincaré também possui geometria elítica

tridimensional, é representado por um dodecaedro cujas faces opostas estejam identiíicadas

comum giro de 1/10 de volta sempre no msmo sentido.
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Fig-n 2.4 DodeaedrodePohwéqlDQrep'mndopamàeamm
de lllOdevolneidatiEeedas.

Tipo 3 — Geometria Hiperbóliee

Na conclusão deste resumo das três geometrias homogêneas e bou'ópiees

tridimensionais nos resta somente a geometria hiperbólica.

O triespaço infinito com geometria hiperbólica é o Hª, topologicamente
homeomorfo ao espaço tridimensional euclidiano infinito, Eª. Contudo, é possível a
construção de umaquantidade infinitade espaços compactos que admitem esta geometr'n.

Se “corta-rms” uma fatia bidimensional do Hª, obteremos uma superficie hiperbólica
infinita (ou Hª). Ao considerarmos triângulos planos neste espaço (ver figura 2.5),
observamsqmwnformemmnnmmsomnhodouiângubmsângubsdeseusvâúees

vâodiminuindo,atéqueoângubsejazero.EstacmaetedsticakuiMeressaMes

propriedades. Um hipotético ser tridimensional acostumado com nosso triespaço

euclidiano, se for levado para umHª (ver figura 2.6) ao observar uma distante galáxia, terá
a impressão que está muito próxima ([l], 13.217). De fato, embora o Hª seja extremmeme
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grmldc,eagdâxhestejadiMe,masdevidowseumstumewmmmvislobinomúm

(verfigun'aZJ) imaginará que elaestápróxima.

“um 2.5 Umasú'iadesueasivos triangulosnoespaçohiperbólioo ([l],p218). Oboevoquu um

deseusângulosintanosésunpremmdoqmnndimos.
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O objeto está
muito próximo

Fig-"2.7 Deacordooom anossavisâobinowlnr,objetosdismtanoHª parem próximos([l],
19.219). No plano hiperbólico o infinito é "mado”, isto é, um imagem vinda do infinito hipa'bólico pode
virdeváriasdistânciasdifaentanammalhhadevisada,enâoapenasdeumaúnicadistâuciuoinãniw
mclidiano). Como a nossa visão somente é smsível ao infinito alclidiano, concluímos que o objeto eM
próxinodenógmaspodmdomvadadeMmuitomisaàmdodoqmpodmmimaginm
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Um espaço que admite a geountria hiperbólica é o espaço de Seifert-Weber, cuja

representação é um dodecaedro cujas fimes opostas são identificadas com um giro de 3/10
de volta, sempre no mesmo sentido.

[ªlgun 2.8 EmodeSdfm-WebaqlmnepresmndopmmdoMommw

giadnsde3/10devolueidmtiEe-dns.
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2.3 Veriedodes de eonãgurselo

A topologia aparece também em exemplos simples de variedades de

contigmaçãoNeremos alguns exemplos de variedades de configuração emdtxas e três

dimensões.
Consideremos umpêndulo duplo (figura 2.9) fornndo por duas barras P, e P;

unidssporumarótulaequepodemgiraremumplamlivremente[3].ChamemOsde
aeBosângulosqueiàzemcomoeixoverticaLNoespaçorepresentativodo

movimentodopênduloosângulosdeºradiananradianostemqueser

identilicados, pois eonespondemàmesmaposiçâo dopêndulo.

P, :OSaSZx
P,:OSBSZE

Fig—'- 2.9 Pêndulo duplo girando em um plano limeme. Os phdulos P; e P; podan girar

omúnmmmteedefameindepmdmtemdemdesamdohgúosdwshndim

O pêndulo P. pode girar independentemente do pêndulo P:. O conjunto de

todas as posições possíveis que os pendulos P, e P; podem ocupar no plano é
chamado espaço de configuração do sistema. Podemos representar este espaço em um

plano, como mostraaíigura2.10, através dos ângulos a eli
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2x

(ª,?)

0 a 21:
P1

Fig-nz!!! Reprmhçlodaspossívdsomúgwaçõwdopªndxúodwlo.Nnabámtanwohgub

dopanduloPlJnaordmadaoangulodopeadulo Observequemespontosreprmcodam

uma configuram ewacial do pêndulo duplo.

CadaposiçãodePleP2,istoé,cadapar(a,mérepresemadaporumpontono

hueriorounoladodoquadrado.Observequeospontosa=0sâoequivalemesaos

pomosa=2momsmoacomecendoparaÁEstasidentiãcaçõesacanetama

mpreWâodestewpaçodeoonligmaçõscomoumquadmdooomatopobgiado

tomlªmgmml).

? A

A » A

“gu-2.11AvariedadedecmEWdophdlúoduploéomIª.Obsawqueoshgulosdn
extranidadadaúg.2.10navudadcestãoidmtilimdos,cwnosque O-aWm
aopontoAmligu-a.
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Demaneiraanálogatemosqucparaumeonjuntode3barrasvinculadasque

giram livremente em um plano, a variedade de configurações (ver ligura 2.12) possui

a topologia do tritom lª ([2], p. 82).

mmm: AsmuvhmhdumwgimHmmmplmmnvm-Wde
emigwuçloéolritao'lª.

Umaoutavariedadedeeoníiguraçâoéaquelaobtidaapanirdosdiâmetrosde

umaesfera (bola sólidaBª) ([8], p. 201).Acadadiâmetropodenns associaroparde
pontos antípodas correspondentes a interseção do diâmetro com a superHcie S2 que

delimitaaBª.Logo,aumpardepontosAe Ã nas2 oorrespondemumúnieo
diâmetrodaBª.Nangura2.13vemosumasoçâodaBªpassandoporseuoentroCo,
osparesdepontosantípodasAe Ã,BeÉ.ConformevimosnoCapímlo la
superficie esférica com os pontos amípodas identificados é o plano pmjetivo real Pª,
sendo assimavariedadedosdiâmetrosdemmesferaBªtematopologiadophno
projetivorealPª.
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lªg-nz.“ Vuiedadedecmãgunç lodmdihnehmdemahbhâma
maçãodeumaseçãobidimensional(umdiscoDz)daesfaaBª.Ospontosantípodasda&outein
dodiscocstâoidcntificados,smdocadaidmtiiicacàodstacmspondmteaumdiâmetronaamO
mesmo ocorre paratodasasomrasseçõsbidimmsimais. Obtanosentâomna supaõcic esfú'ica cuja

Wospmmsdammidmúâm.wcmigmçiopomúawpolog iadop lmo

projetivo.

Veremsaindaavariedndedewníigmaçãoobtidaapmíirdascordasemum

círculo. Considere em um círculo de raio a, umpomo P interior a mesmo, e um de

suas cordas que tenha como ponto médio P, ver figura 2.14. Tracemos uma

perpendicuhraestawrdaquepassepehcenuoCdockculoJMercepmndoawrda

emP.Scjadadistânciaentreacordaeacircunfcrênciaqueodelimita.Prolongado—

seaperpendicular õ,marquemosumpontoP'ezaernoaocirculosobreeh,talque

sua distância à circunferência seja também J.

P.

/
/ d

Ngm-12.14 Variedndedecmlignnçloapmtirdascordasdetmckaúo. Inicialmente

considereumacmdanocíruuoemapupmdiwlaraelaquepassepelocmuodochculo,obtendo-se

opontoP.AdistânciaddopoutoPaocirculoéduplicadapamforadocírwlo,sobreaperpmdimlu,

ondcscmnrcaopmtoP'.DcmfamacadacordaércprsenndnpcrmpontoPMdociraúaº

lugargeométricodospontosP'éumacoroacirmlar.

Repethúoprowdimmoanábgopmamdasasouraswrdagobteremoscomo

lugargeométrico dos pomosdotipoP*,umconjuntodepontos distribuidosnaforma

deumanelderaiointernoaeexternoZa,veraíigura2.15.

Oconjuntodepontosdacircunfcrênciaintemaderaioarepmasoordas

“degeneradas” em pontos da fronteira do círculo. Mas quanto aos pontos da

circunferêmiamaisextemadcraioZa,àprhneiravistapodcriamrepresemar

univocamcntcascordasqucpassampebccnhcdochcub.AcoMecequecadacorda



quepassapelocentmpodeserrepresemsdatampelopomonaâguls
quanto pelo ponto P? na mesma figura Para entendermos melhor esta representação,

convém deslocarmos uma corda que passa por C um pouquinho para a direita e a

transformamos na corda C1, e para a esquerda transformando-a na corda Q.  Elas

serão representadas respectivamente por pontos que estão prózdmos de P; e de P;. Em

suma, para que represente as cordas do círculo, os  pontos antípodas da cirmmferênc'm

externa deverão ser identificados.

Sabemos pela seção 1.7 que, se de umplano projetivo retirarmos um disco,

obteremos a Baixa de Mobius, logo a variedade das cordas de um círculo tem a

topologia da faixa de Môbius, pois é o anel (uma S2 menos um disco) com os pontos

da iionteira externa identificados.

Figura 2.15 Lugar guanéu'ioo dos pontos 1”, a moa circuúar. Cmsidmdo duas cordas
muitopróximasdocenlrox;eCz.ComoospontosP,'eP,*representammscordas,sestascu-m

estão próximas, seus pontos representativos devem também estar próximos. Pmto os pontos P,* e

P;“ da cana devem ser identificados. O mesmo acontece para todas as ondas cordas próximas os

centro. Destaforma obtemos queaú'outeiradacoroapossui todosospomosantípodasidmtiâcados. A

conâguraçâorcsultanteéídàlticaadelmplanoprojetivosanumdisoo,eputantoestacoroac'u'wlar

possuiatopologisdafnindeMõbius.

41



Capítulo 3

PRODUTOS

Hámuitasmaneirasdeseconsu'uirumespaçoquetenhaumadeterminada

topologia, uma delas é através de produtos. Um cilindro, por exemb, é o produto de

um circunferência S1 por um intervalo 1 ([l],p.85).

Finn 3.1 UmcilinckoéoprodúoS'mnaciramfahciapormhtsnlo.

Oci l indrotantopodeserumconjuntodeintervalosatranjadosmlma
circunferência quanto um conjunto de circunferências arranjadas em um intervalo

(ver figura 3.2), abreviadamente é escrito como Sl xl. Neste produto considerando-sc
51 como base, 1 é clnnndo defibra.



Fig-rasa Podemmobaamop'odmos'xlqmúxmaoeninkodedmsmeàuzoeilhúoó
mnhtevalodecircmferêucias(a),oumeircmfahciadeintavalos(b).Emtipodeequivaleneiae
chamadadeprodúogeoméu'ieo.

Pmdmosdestetipo,ondetodasascircunferênciaseim«vabssâodemesmo

amnhoecadach'cunferêmiaépemendicuhracadamabéchamadodeproádo

geométrico.

Na ligura 3.3, podemos observar 3 versões topologiamente equivalentes do

produto Sl x 1. Neste caso, o produto Sl x I é dito topológico, pois mantém a
topologia do cilindro mas viola as regras do prodmo geométrico.

Mm 3.3 Prodmos topológicos S'): I ([l.89). Todos são topologia-mam: equivnlatee no
cilindro, mas não apresentam as mas místicas genéticas.



Otoméumsegimdoexemplodeptodmo,éoprodutodeumacircunferencia

por outra circunferência, pois é um conjunto de circunferências dispoStas em uma

oMeseescreveTz=S'xS'.0toméat'micasuperõciefechadaqueéumprodmo
(DLP—86)-

Hlln34 Otwombúnéumprodmotopológioo Sl ' ( [ l ] ,p .  WWW”
um circuníuàicia.

PmdmossâomeisparaseemMerasuivadedades.Éverdadequeamaioriadas

trivariedades não são produtos, mas muitas das mais simples são. O tritoro (será

descrito no capítulo seguinte) é o prodmo T2 x S'. Novamente, se considerarmos o

torocomooquadradocom lados identificados, asíibras Sl podemserobtidasapartir
do intervalo 1 onde as extremidades são identificadas. Logo, o tritoro é um produto

geométrico pois todos os toros horizontais são do mesmo tamanho, todos os  círculos

verticaissâo domesmotamanhoecadatoro éperpendicularacadacírculo. Portanto,

otritoro etantoumcírculo detoros, qmntomntorodecírculos.



V // X
X

X
X

X
X

X
.

mas  UmuitaoéoprodlmoTªxS'.Cadaqua&adoposaúoshdosopostosidmúM

Windows:-01“.Ointcvnloainlnvu'úeal)posswúmsexmidadaidaniâcadns,demodoa
fumarmcirmfahciaS'. Datafcmaoprodxúo'l'ºxS'énmmodWogméu'ico.
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Capítulo 4

A CLASSIFICAÇÃO DE THURSTON

Éinteressantelembrarqueemduasdimemõessóeidstem3 geometrias homogêneas
e isotrópicas, a elitica, a hiperbólica e a euclidiana. Não existem geometrias homogêneas e

nâoisotrópicasem2dimensões, somemeem3oumaisdimensõeséqueexistem
geometrias homogêneas não isotrópicas ( [ l ] ,  p.251).

A Classificação de Thur-stan diz respeito & trivariedades compactas e localmente
homogêneas. É importante notar que de fato tenns infinitas geometrias emtrês dimensões,
mas apenas 8 são geometrias localmente homogêneas e admitem variedades compactas.

Alertamos ao leitor que ao nos referirmos a um determinada geometria estamos nos

referindo a uma classe de geometrias ([2], p.96), que signiíica toda mm Emília de

geometrias que possuem as mesmas características globais. Por exemplo, a geometria de

umbiesferaderaioigualatrêsénosentidorestritodiferentedageometriadeumaesfera

deraiodezmasasdmsno sentido aquiusado,pertememaumamesmafamília, afamília

das geometrias elíticas bidimensionais. Das 8 classes de geometrias possíveis, 3 são
isotrópicas (euclidiana, elítica, hiperbólica) e 5 são anisotrópicas. Vejamos a seguir uma

descrição breve das 8 classes de geometr'ms com exemplos das topologias admisiveis.

Tipo 1 - Geometria Euclidiana Eª

Há apenas 10 topologias diferentes que admitem geometria emlidiana. Das 10, 6

são orientáveis e 4 são não orientáveis.

/ € / 7 A, /_=4
aJºe  ab ª s  G| º6  Gªio

E ,? 1 F . ;
[fªx S '  f.;“ 1 foi." : feixe 3

Figura 41 Represmtaçlodes4topologinsnloaim£veisdoEª([2],p.98).

46



Figura 4.2 W&GWMMSdoEªHZLpWHSD



Tipo 2 - Geometrin Elítieo Sª

É a geometria da triesfera Sª. Alguns exemplos de topolog'ms são: a própria triesfera
Sª, 0 u'iespaço projetivo real Pª, o dodecaedo de Poincaré.

Tipo 3 - Geometria Hiperbólica Hª

ÉoaMlogouidimemionaldoHº.Algunsexemplosdevariedadesqmaadmitem
sâoo espaçode Seifert-Webereavm'iedadedeWeeks [9].

“poll-Geometria SªxE

Esta geometria não é isotrópica. Em cada ponto temos seções bidimensionais com

geometria euclidiana enquanto que outras seções são superfícies com geometria elitica.

Há somente 4 trivariedades com esta geometria: SZ x Sl  orientável, K3 (não orientável),

sS'nãoorientáveleumavariedadeobtidaapartirdoPªequeéorientáveL

- -——-U- -—-—

Figa—14.3 AsqlovaúmldesºposmúgeomadamHMmesueçlohwizumlpauú
geomeu'ia elitiea ([I], 13.249).



TipoS-GeomettªxE

Estageomianãoéisouópica;algumasdesuasncçõwbidimensionais

apresentam geometria euclidiana e outras geometria hiperbólica. Há uma infinidade de

trivariedades com esta geometria; o produto de qualquer superficie hiperbólica por S1
ou por El (reta real) possui esta estrutura. Exemplos são: T, x S', onde os Tll são to:-us
oomgenusg, istoé,esferasSºcomgalças.

MJA AnçlowúeddePlºpmúgmehiaaxliMmeseçhhuMpmi

WWWWGILPÃO)
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Tipo 6 - Geometria Euclidiana torcida (Ol Nil)

Consideremos o Eª como E2 x E, isto e, planos euclidianos recobertos por fibras
verticais que são retas E. Ao caminhnrmos num destes planos horizontalmente, isto é,

penpendicularmente as ãbras verticais retornaremos exatamente ao ponto de partida. Já

m geometria Nil, ou euclidiana torcida, um caminho horizontal deste tipo (ver figura

4.5) nos traz à mesma fibra da qual partimos, porém estaremos um pouco acima ou

abaixodopontodeparúdaÉumespaçooriemável.

caminho
' ,,/ horizontal

Lu
Figure 4.5 Seeaminhamos horizmnlmentemima variedade mlidimawrcida voltamos»

mmaúh'gpcanlmpmtoacimamabaixodopmtodepmidaQILpJSS).

Como exemplos de varbdades com esta geometria temos o tritoro torcido. Sua

representaçãoéadeumcubocomasfaeessuperioreinferioridentiiicadasdannneira

usuaLporémasfaceslateraisopostasrequeremidentiiicaçâo í'ibraafibra. Cadaiibra

verticalé identificadaàque lhe iicaexatamenteemiicntemfaoeopostamascomum
deslocamento vertical dado por uma linha inclinada como indica a íigura 4.6 (cada fibra

é topologicamente uma circunferência S').



Him 4.6 - Tritu'o Muído em gemeu-'n Nil ([2]. 11.104).

Sl



Tipo 7 - Geometric liªl : E torcida

Esta geometria não é isotrópica. Um exemplo de variedade com esta geometria e
aquela obtida a partir de um prisma octogonal conforme as idemificaçóes da figura 4.7.

Figure 4.7 Variedade com geometria l'!z xEtoreidl],p.104).

Tipo 8 - Geometria Solve (ou Sol)

O nome Solve vem de "grupos de Lie solúveis", esta trivariedade pode ser

reprMadaabsu'atamemeporumgrupodeLie.AgeomeuiaSolétotalme1R
anisotrópiea. Não se conhece qualquer variedade que sejadotadadessageometriae cuja

visualização seja suâcientemente simples.
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CONCLUSÃO

Com a intuição adquirida com o estudo das superlicies foi possivel iniciar o

estudo dos espaços tridimensionais compactos e descrever alguns exemplos.

No caso de espaços compactos que admitem a geometria elitica, descrevemos

sucintamente a tn'esfera Sª, 0 triespaço projetivo P3 e o dodeeaedro de Poincaré. É
sabido que não existem espaços tridimensionais que admitem a geometria elitica e que

sejam também não compactos. Já aqueles que admitem a geometria hiperbólica ou

euclidiana tanto podem ser nào-oompactos quanto compactos, portanto citam-los de

espaços“abertos”msenúdodeintinitoscouuibiúparaeriarnniscontiisão sobreo

assunto.

Ainda que não tenhamos descrito muitos espwos compactos com geometria

hiperbólicadoHª, sabe-se queexisteumnúmero iniinito devariedades compactas
que admitem a geometria hiperbólica tridimensional ([10], p.403). Já os espaços

compactos que admitem a geometria do 1533 são apems 10.
Sendo assim, qualquer uma das três geometrias homogêneas e isotrópieas que

venhaaserassumidaparamodelodeimiversonaTeoria CosmológicaPadi-ãopode

ter uma topologia compacta.

Por muito tempo foi comiderado como geometria possivel para o universo

apenas cada uma dos tres tipos de geometria homogênea e isotrópica (Euclidiam,

Hiperbólica e Elítica), pois não havia como se medir diretamente a topologia do

universo. Porém após 1990 muitos trabalhos começaram a surgir em topolog'm

cósmica e uma busca pela determimçâo observacioml da topolog'm do universo teve

Um dos testes observacionais simples da topologia do universo é a observação

da distribuição espacial das galáxias. Por exemplo, se as galáxias estiverem

distribuídas numa espécie de rede retangular, com imagens da mesma galáxia se

repetindo em pontos equivalentes da rede, o universo possuiria a topologia de um

tritoro. Outros padrões semelhantes que pudessem ser observados revelariam

topologias mais complicadas. Mas observar estes padrões e difícil porque as imagens

de uma galáxia mostram pontos diferentes da sua história evolutiva. Astrônomos

precismiamreconheceranesmagaláxiaadespeitodenmdançasmaparêmiaou

desvios emposiçao relativos as galáxias vizinhas, isto é, conhecer a evolução galática,
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qméumasMoemabertoeempeequisaImgensrepetidasdegaHxiasforam
procmadaspor Sokolom Shvartsman, GotteFagundes emumraio deumbilhão de

anos-luz da Terra, mas nenhuma imagem repetida foi encontrada.

Padrões baseados em quasares foram procurados por Roukema e outros.

Quasares são objetos brilhantes, possivelmente associados a buracos negros no centro

degaláxiasepodemservistosagrandesdistâncias.Todososgruposde4ounnis

quasares observados foram identiíicados e suas relações espaciais com cada grupo

foram determinadas de tal modo a tentar identificar grupos idênticos vistos em

direções diferentes. Roukenn identificou duas possibilidades, mas não é

estatisticamente significante.

Outros pesquisadores abordaram o problema do reconhecimento de galáxias

de outra form. Lehoucq, Lachieze-Rey e Luminet desenvolveram um método

chamado decnstalograõacósmicanoqualopadrâoédeterminado estatisticamente
em um universo euclidiano, sem a necessidade de reconhecer galáxias específicas

como imagemumadaoutra. Seasimagensde galáxiasserepetemperiodicamente,

umhistograma de todas as distâncias relativas entre as galáxias poderia mostra certos

picos em certas distâncias, que representariam o verdadeiro tamnho do universo.

Porém ainda não foram encontrados padrões, mas o motivo pode ser a falta de dados

de galáxias mais distantes do que 2 bilhões de anos-luz. O SDSS (Sloan Digital Sky

Survey) iráconsmmummapatridimensionaldormiversoproduzindoumconjunto

grande de dados destes estudos.

Oun'osgruposdepesquisautilinmaradiaçãocósmicadetinxiopara

determinar a topologia do universo. A origem da radiação cósmica de iimdo remonta

ao tempo em que o plasma primordial do big bang condensou-se em hidrogênio e

hélio e a radiação se separou da matéria, propagando-se até nós e chegando em forma

de microondas. Esta radiação é muito homogênea: sua temperatura e intensidade são
as mesmas em todas as partes do céu (uma parte em 10.000). Porém o satélite COBE

(Cosmic Background Explorer) encontrou em 1991 pequenas inhomogeneidadcs

camadas por variações de densidade do universo jovem. Estas flutuações são a chave

paa resolver um série de problemas cosmológicos, e topologia é um deles. Os

fótons de microondas iniciaram a sua jornada aproximadamente em algum ponto ao

mesmo tempoeamesmadistânciadaTerra. Estespontosdepartidaformamuma

esferachamadadesuperíiciedeúltimo espalhamento,naqualaTerraéocemro.

Assimcomo umdisco suficientementegrandc desenhado soh-cumpapelse sobrepõe
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quando enrolamosopapelcomo umtubinho, a superHcie de último espalhamento irá
interceptar a si mesma se for grande o suãciente para cobrir todo o caminho ao redor

do universo (no caso do universo possuir topologia compacta). A interseção da esfera

com si mesma é simplesmente um circulo de pontos no espaço. Olhando para este

círculo da Terra, asuônomos poderiam ver dois circulos no céu que compartilham o

mesmo padrão de variação de temperaturas, que na verdade seriam imagens do

mesmo circulo em direções diferentes do céu. Mas para procurar pares de circulos

idénticoséneeessáriaumaresoluçâo misaltaparaseobservararadiação cósmicadc

fundo (COBE não resolve estruturas com tamnho angular menor do que 10 grana e

nem pontos individuais frios e quentes). Dois satélites estão sendo preparados

especificamente para este trabalho, o satélite MAP (Microwave Anisotropy Probe), a

ser lançado pela NASA em 2000 e o satélite Planck, a ser lançado pela ESA em 2007.

As posições relativas no céu dos círculos que se interceptam revelariam a topologia

especiiica do universo.

Outros grupos possuem planos diferentes para estes dados que estão por vir.

Barrow e Levin, Bunn e Scannapieoo e Silk pretendem examinar o padrão de pontos

frios e quentes diretamente, comparando com modelos que simulam a radiação

cósmica de fundo para várias topologias. Bond, Pogosyan e Souradeep estâo

aplicando novas técnicas aos dados do COBE buscando idemificar com precisão

suficiente os menores espaços hiperbólicos.
Se as observações mostrarem que o universo é finito, isto irá resolver o menor

quebra-cabeça em cosmologia: a homogeneidade em larga escala do universo. A

necessidade de explicar esta uniformidade leva a teoria da inflação, mas inflação é
dificil de se obter, porque em sua forma atual leva a um geometria cósmica

euclidiana - em contradição aparente com a densidade de matéria observada Uma

alternativaé o universo sermenordo queparece. Seisto acontecenainflaçâo podeter
parado prematuramente - antes de fornecer a geometria euclidiana - e ainda tornando

o universo homogêneo. Sokolov e outros tem usado os dados do COBE para mostrar

queoespaçopoderiaserumtritoromtaséviáveltambémseo espmoforhiperbólico.
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Universos deste tipo terão a formação de múltiplas imagens de todos os objetos
cósmicos, afetando inevitavelmente as observações astronômicas da estrutura em

largaescala.

As áreas de pesquisas observaciomis em topologia do universo estão

atualmente divididas em duas: através da radiação cósmica de liinda (CMBR) e

através do estudo de fontes discretas. Estas duas áreas buscam evidências

observacionais da topologia de nosso universo através da pesquisa de possíveis efeitos

de origem topológica presentes em nossas observações.

NoqwsemfereàCMBksuapdnc ipa lmetaédesvendarapequena

anisotropia observada pelo satélite COBE na radiação cósmica de íimdo. Tal

snisotropia pode ter origem topológico. Nesta linha de traballw, temos duas vertentes:

circulos no céu (Circles in the Sky) e multipolos (maiores detalhes, referências [17]).

Já o estudo de fontes discretas diz respeito as possíveis imagens múltiplas de

objetos cósmicos que nosso universo poderia apresentar devido à sua própria

topologia. Nesta linha de trabalho temos, dentre outras, a chamada Cristalogratia

Cósmica, que busca desvendar a topologia de nosso universo pela análise da repetição

de distâncias entreosobjetoseósmieosemrazão daeompaeidadedo espaço (detalhes

em [16]).
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