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ABSTRACT

The restricted three-body problem has long been of special interest in celestial mechanics
because it is one the simplest nointegrable dynamical system. In this problem, the mass of one body is
assumed to be zero which moves under the action of the others two bodies. The primaries move in
keplerian orbits around the center of mass under their mutual gravitacional forces. Although, in studying
the motion of a small particle in a binary system we must consider the action of repulsion light field
superpposing on the gravitacional field of the stars. According to Radzievskii (1950) this model is called
the photogravitational three-body problem. The radiation pressure of each star is included in the potential
of the restricted three-body problem through two parameters, o and B, that could be understood as masses
reductors. One effect of the influence of the radiation pressure can be noted on the position of the
Lagrangean equilibrium points (Zhou & Leung, 1988). The simulations performed under the variation of
« and B in a range (0,1] resulted in a significant displacement of these points, showing that the effect of
the radiation pressure could not be neglected in a dynamical study of the acretion disk in binaries systems.
The aim of this work is the determination of the streamlines of the disk. According to Niedzielska
(1997), the lines can be modeled by the simple orbits around the stars.



Introducao

O problema restrito de trés corpos, principal base deste trabalho, se concentra na com-
preensao do movimento de um terceiro corpo, perturbado pela atragao gravitacional dos
dois corpos do sistema (primarios), sem influenciar seus movimentos. Esta aproximagio
decorre devido as dificuldades encontradas no problema gravitacional de trés corpos, que
foi provado ser nao integravel por Poincaré. Apesar da aproximagao do problema restrito,
ele também continua sendo nao integravel, necessitando o uso de técnicas numéricas para
a sua solucgao .

Este problema é estudado detalhadamente no Capitulo 1, onde sao obtidas as equagoes
de movimento em dois sistemas distintos, o inercial e o nao inercial. E visto que o
mesmo problema quando tratado nesses dois referenciais distintos apresentam resultados
diferentes, um nao conservativo e um conservativo, respectivamente. No mesmo capitulo,
também sao estudados os pontos de equilibrio e as curvas equipotenciais do problema, as
quais delimitam as possiveis regioes de movimento da particula.

No entanto, para se estudar o movimento de uma particula em sistemas bindrios, foi
evidenciado que a pressao de radiagao deve ser superposta ao campo gravitacional dos
primarios, esta formulacao [9] é conhecida como o problema fotogravitacional restrito de
trés corpos, tema chave deste trabalho. No Capitulo 2, é mostrado alguns efeitos da
pressao de radiagao quando incluida no potencial do problema restrito de trés corpos.
Nota-se os deslocamentos dos pontos de equlibrio do sistema bem como mudangas nas
curvas equipotenciais.

O disco de acrescao de estrelas é formado por particulas que se desprendem da mesma.

Baseado no modelo fotogravitacional, foram determinadas as linhas de fluxo do disco para
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a estrela de maior massa utilizando 6rbitas periédicas simples [1]. As 6rbitas foram obtidas
com o método numérico de continuagao de solugdes , que é detalhado no tltimo capitulo
juntamente com os seus resultados.

As caracteristicas principais obtidas com o problema fotogavitacional: deslocamentos
dos pontos de equilibrio; abertura do l6bulo de Roche, o qual permite troca de matéria
entre as estrelas; e dimensoes maximas do disco, formam um primeiro delineamento do

problema, podendo servir de guia aos modelos hidrodinamicos mais acurados.
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Capitulo 1
O Problema Restrito de Trés Corpos

1.1 Introducao

O problema restrito de trés corpos ¢ um dos problemas mais estudados no dominio
da Mecanica Celeste, envolvendo aplicacoes na dinamica do sistema solar, na teoria
planetaria, no movimento de naves espaciais lancadas no sistema solar, na dinamica este-
lar ete. Seu estudo envolve a drea dos sistemas dinamicos nao integraveis, sendo necessaria
a aplicagao de métodos numéricos para uma andlise qualitativa das solugoes . Sua prin-
cipal base esta no tratamento do movimento de uma particula de massa infinitesimal sob
influéncia gravitacional de dois corpos massivos, denotados como primarios, os quais se
movem em Orbitas keplerianas nao perturbadas, um ao redor do outro. O problema res-
trito de trés corpos (PRTC) propriamente dito, consiste em se tomar a drbita circular; se
a orbita for eliptica, denomina-se problema restrito eliptico de trés corpos. A formulagao
basica deste modelo teve, aparentemente, sua origem na segunda teoria lunar de Euler,
ha 200 anos passados.

Neste trabalho, o problema estudado se restringe ao caso planar; isto é, despreza-se
uma dimensao do movimento: as érbitas de todos os corpos envolvidos acontecem no
plano (z,y).

As equagoes de movimento para a particula perturbada pela acao gravitacional dos

primarios sao obtidas pela lei da gravitacao de Newton, fornecendo um conjunto de
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equagoes diferenciais ordindrias de segunda ordem. Por outro lado, pode-se obter, para o
mesmo sistema, equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem, utilizando o forma-
lismo hamiltoniano.

Quando o problema é analisado em dois sistemas de referéncia distintos, o inercial
e 0 nao inercial, nota-se que a energia no primeiro nao se conserva, enquanto que no
segundo, obtem-se uma constante de movimento - a constante de Jacobi. Apesar do
sistema apresentar esta constante de movimento sua resolugao analitica continua sendo
inviavel. Pelo teorema da integrabilidade de Liouville, deveria existir uma segunda integral
funcionalmente independente e em involucao com a constante de Jacobi.

Neste capitulo, o problema é estudado qualitativamente através das curvas de veloci-
dade zero ou curvas equipotenciais, as quais reduzem o problema quadridimensional ao
bidimensional tragado no plano (x,y). Com isto, pode-se estabelecer regioes de movimento
ligado, nas quais a particula é confinada, e regides de escape.

Lagrange, verificou que para certas condigoes iniciais o problema apresenta solugoes
analiticas. Estas condigoes iniciais sao conhecidas como as solugoes de equilibrio de Euler-
Lagrange. Ao tratar o PRTC no sistema inercial, estas solugoes aparecem sob a forma de
Orbitas keplerianas, enquanto que no referencial sinddico, as solugoes de equilibrio corres-
pondem a cinco pontos de equilibrio, onde uma particula ali colocada permanece estéatica.
As curvas equipotenciais fornecidas por estes peculiares pontos, auxiliam o estudo das
possiveis regioes de movimento. O método matematico utilizado para a determinacgao
destes pontos de equilibrio serda abordado neste capitulo apés um estudo detalhado do
PRTC nos dois referenciais.

Toda teoria apresentada neste capitulo foi extraida dos capitulos I e IV do livro " The-

ory of Orbits”, Szebehely [12].
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1.2 Definindo o Problema

O problema restrito de trés corpos é um caso particular do problema de trés corpos, no
qual as trés massas tratadas como puntiformes, m;, mo e mg, assumem valores diferentes
de zero e se atraem mutuamente de acordo com a lei gravitacional de Newton. Este
problema consiste em determinar o movimento dos trés corpos como funcao do tempo,
dados as posigoes e velocidades em um determinado tempo inicial.

No problema restrito de trés corpos, uma das massas, geralmente denotada por mg,
assume um valor infinitesimal, ou seja, sua massa é bem menor quando comparada as
massas dos corpos primarios, m; e mg. Nesta colocagdo, ms se move sob a influéncia
gravitacional dos corpos m; e mg, sem causar perturbagtes em seus movimentos. Esta
aproximagao define o problema restrito, diferenciando-se do problema gravitacional de
trés corpos.

Algumas hipéteses sao feitas: os corpos primérios se movem em Orbitas circulares
coplanares ao redor do centro de massa do sistema e o terceiro corpo se move neste plano
definido pelo movimento dos corpos primarios. O movimento dos corpos m; e ms ao redor
de seu centro de massa é dado, e as equagoes de movimento de mg sao determinadas como
funcao de suas distancias aos primarios. Este problema é conhecido como o problema

restrito planar circular de trés corpos [5].

1.3 As Equacoes de Movimento

Nesta parte serao apresentadas as equagoes que descrevem o movimento do corpo de
massa mgy em dois sistemas distintos: o inercial e o nao inercial. E observado que,

pare. o mesmo problema, chega o a dois resultados diferentes [5]. wn nav couservativo
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Figura 1.1: Sistema de Coordenadas

e um conservativo, respectivamente. Diferenciando-se, desta forma, do problema de dois
corpos que, independente do sistema de referéncia adotado para o seu estudo, sua energia
é sempre conservada.

As equacoes no sistema inercial sao facilmente obtidas através das forgas atuantes
entre os corpos envolvidos no problema, evidenciando-se, desta forma, o uso do forma-
lismo newtoniano. As equagoes do sistema nao inercial sao geradas através das primeiras

tomando-se uma rotagao de eixos com a mesma velocidade angular dos primarios.

1.3.1 No Sistema Sideral

Seja um sistema cartesiano inercial dado por (x,y) com sua origem coincidente com o
centro de massa do sistema formado pelos primdrios e, um outro sistema girante (Z,y),
cuja abscissa coincide com a linha que une os primarios. Neste 1iltimo, a origem também
é fixa no centro de massa, como mostra a Fig. 1.1. O referencial inercial é dito sideral e o
girante ¢ o sinédico. Em todo o procedimento foram utilizadas as consideragoes descritas
na sec¢ao 1.2.

Sejam as seguintes quantidades:

a: distancia de mg ao centro de massa;
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b: distancia de m; ao centro de massa; e
l: distancia mitua entre os corpos, [ = a+ b
Da igualdade entre a forga centripeta e a gravitacional no referencial inercial, obtem-se

a relacao:
m|m2 b "
k2—1-2-—~ = moan® = mbn* (1.1)
onde n é a velocidade angular que, na Mecéanica Celeste, é denominada movimento médio

e k é a constante gravitacional.

As igualdades da Eq. (1.1) s@o reescritas, fornecendo:
k*my = an®l®,  k*mg = bn?l? (1.2)
e, consequentemente, a terceira lei de Kepler:
k2(my + mg) = n?l3, (1.5

Substituindo-se as rela¢oes (1.2) na (1.3), encontra-se:

I'l'l]l
g = —
M M
onde M = my + my.
A posigao do corpo estudado no sistema inercial é dado pelas coordenadas retangulares
(X,Y), regidas pelas equagdes de movimento:

d2X  OF d2Y  OF

P e T S et e . e [ =4
2 _ox ¢ ae oy’ (1.5)

onde F' representa a fun¢ao forga ou potencial negativo que, de acordo com a segunda lei

de Newton é dado por:

=it 4 22
(Rl + Rz)’ (1.6)
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onde I, e Ry sao:

(1.7)

Neste sistema, as coordenadas dos primarios, (X;,Y1) e (X2, Y3), sdo dependentes do

tempo e, facilmente determinadas pelas seguintes projegoes:

X, = bcosnt, Y: = bsinnt,
Xy = —acosnt, Y, = —asinnt.

(1.8)

Resolvendo-se as derivadas parciais da relagéo (1.5) obtem-se as equagdes de movimento:

d*X o mi(X —bcosnt) my(X + acosnt)

— =ik 1.¢
dt? [ R} + R3 b 14)
d?y oM (Y —bsinnt)  my(Y + asinnt)

———ims e . i |
dt? ! R? + R} ] (1.10)

Como esperado, estas equagoes dependem explicitamente do tempo, pois trata-se de
um sistema fixo de coordenadas. Estas equagbes podem ser reescritas simplificadamente

sob a forma:
d*X B 0F(X,Y,t) d?y _ OF(X,Y,t)
a2z~ oX ¢ A T oy

: (1.11)

Uma Relagao Invariante e a Energia Total do Sistema
O campo da forga gravitacional do PRT'C é derivado de um potencial que, dependendo
do sistema utilizado, se traduz na existéncia de uma constante de movimento, ou integral

primeira. Manipulando as relagoes contidas em (1.11), chega-se:

dX., dY t F dX ¢
[— aFut b (1.12)

| 9 _
@t @)= oxw tov e

onde o lado esquerdo representa a soma do quadrado das componentes do vetor velocidade,
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v? = (&2 4 (9¥)2. Esta relagao fornece a taxa de variagdo da energia cinética devido
a acado da forca, representada pela derivada do potencial, num intervalo de tempo [to, ],
que ¢ conhecido como o teorema do trabalho-energia [14].

Substituindo dF = FydX + FydY + F,dt na equacao (1.12), obtem-se a relacao :

t 4
La_p_ [BFEY.Y,

1.13
2 Jtp 3(} ( )

Considerando que a solugéo seja dada pelo conjunto X = X (a;,t) e Y = Y(ay,t) onde

as constantes «y;'s representam as condigoes iniciais. Entao:

%’uz — F = C(ay, ). (1.14)
Da relagao acima, fica claro que se trata de um sistema nao conservativo, pois a soma
da energia cinética com a energia potencial é uma grandeza dependente do tempo.
Por outro lado, se F nao depender explicitamente do tempo, F; = 0, a Eq. (1.14)
implica a prépria conservacao da energia, pois C(a;,t) se torna uma constante de inte-
gragao , dependendo somente das condigoes iniciais, C' = C'(¢;). Porém, mesmo quando

F; # 0, este problema pode ser contornado estendendo-se o espago de fase do sistema, tal

procedimento é geralmente utilizado pelos mecanicos celestes.

1.3.2 No Sistema Sinddico

Como foi visto, a grande desvantagem da forma, na qual foram apresentadas as equacoes
de movimento, ¢ a dependéncia explicita no tempo da fungao potencial. Para contornar
este problema e chegar a uma relacao que forneca uma constante de movimento, utiliza-se
o sistema de coordenadas nao inerciais (z,); isto é, coordenadas que acompanham o

movimento dos dois primarios em questao.
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Seja a transformagao de coordenadas,

X = Tcosnt — gsinnt, (1.15)
Y = Zsinnt + jcosnt, '
fornecida pela seguinte matriz de rotacao :
cosnt —sinnt
(Sill nt  cosnt ) ’ LL18)

onde n é o movimento médio dos primarios.
O procedimento para se chegar as equagoes do movimento é similar ao descrito ante-

riormente, fornecendo as seguintes equagoes :

dx? dF .. 9 (X—Dh) (X + a)

m - 2%5‘ - n°zT = —k [m] _f? + My fg ], (117)
dy? o 4% oo er F y
W x ant- —-n°y = —k [ml?f- + TRQF;-]. (118)

Comparando estas equacoes com as equacoes do sistema inercial, pode-se notar que

nao ha dependéncia explicita do tempo no lado direito das mesmas como as Eqs. (1.9)

2

e (1.10) apresentam. Os termos n*Z e n*y podem ser escritos do lado direito, resultando

no seguinte sistema:

diZ dt — x>
(_]—2 + 2'nri)—‘- __ OF* (1.19)
dt dt ay ?

onde a funcao potencial é tal que:

OF* - (x—Db) (X +a)
o n*z — k*m, = my 3 1 (1.20)
oF 4. .4 F y
i n‘y — k [mla +m2§ ! (1.21)
Entao .
2
Fr= (2 +7°) + B (2 + 22), (1.22)
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Procedendo de maneira analoga ao caso inercial, chega-se a seguinte relagao :

)dt = F* — % (1.23)

1 dx, dy., [t 0F dx OF*dy
sl Hdt)]“/ﬁ,(ai PO

onde C* é a constante de Jacobi, que assume um tinico valor durante toda a trajetéria do
corpo, dadas as condigoes iniciais. E, portanto, uma constante do movimento ou integral
primeira. Embora esta ndo seja uma condigao suficiente para a integrabilidade do sistema,
sua existéncia ¢ de extrema utilidade na resolu¢ao numérica das equagoes do movimento,
servindo para monitorar os calculos. Uma outra importancia da constante de Jacobi esta
relacionada as curvas de velocidade zero do sistema, que sera estudado na se¢ao seguinte.

Com o objetivo de transformar este sistema em um sistema adimensional, utiliza-se:
e=gM; g=30 tU=nt, ri=ffl, rn=n/ (1.24)

desta forma, a funcao potencial, F**, se transforma em:

1 o, 1—p)  u
Q==+ + —24+ =, 1.25
2(1" y°) + i +r2 (1.25)
CcOIn
F*
= 53 (1.26)

onde a quantidade p é o parametro de massa, sendo py = g = mo/M com M = my +ma.
Como se trata de um sistema reduzido, entdo , a razao de massa do primario se torna p; =

1 — p. Usualmente, denomina-se primario o corpo que possue maior massa e secundario

O corpo de menor massa.

O modulo dos raios vetores, 11 e 1, sao escritos na forma:
ri=(@—p)l+y? e ra=[z—(u—DP+¢ (1.27)

Aqui, as quantidades p e p — 1 se referem as posigoes dos primarios de massa 1 — p e p,

respectivamente.
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Desta forma, as equagoes do movimento assumem a forma mais simples:

P-2=0, e §j+2=0Q, (1.28)

e a integral de Jacobi ¢ representada por:

. . ; 1—y4
&+ = 2[1(:::2+y‘3)+(——'ﬂ+£] - C, (1.29)
2 I Iy
que equivale a:
i + 1 = 2Q(z,y) - C. (1.30)

O potencial, 2(z,y), também é conhecido como potencial de Roche no contexto de

estrelas binarias.

1.4 Curvas de Velocidade Zero e Pontos de Equilibrio

Na sec¢ao precedente, foi visto que, ao se tratar o problema restrito de trés corpos no

sistema, sinddico, pode-se escrever uma constante de movimento, a constante de Jacobi,

sendo:
C x*+y?
e = Q(x,y), (1.31)
2 2
onde, convencionalmente, Q(z,y) = —V(z,y) é a energia potencial do terceiro corpo.

Tomando-se @ = y = 0, a equagao acima define uma superficie tridimensional Il(z,y, C).
Considerando um valor fixo da constante de Jacobi, sao obtidas as curvas equipotenciais

desta superficie no plano (z,y), pois:

Wzy)= (1.32)

| Q
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A importancia do estudo destas curvas esta relacionada com a classificagao das regices
de movimento do corpo; cada regiao ¢ delimitada por uma curva que corresponde a valores
distintos de C.

Os pontos de equilibrio de um sistema dinamico sao os pontos nos quais a derivada do
potencial se anula. Estes pontos de equilibrio podem ser estdveis e/ou instéveis. Euler e
Lagrange mostraram a existéncia de cinco pontos de equilibrio para o problema restrito de
tres corpos, denominados pontos de equilibrio de Euler-Lagrange. No sistema sinédico de
coordenadas, um corpo que possui velocidade zero quando colocado em um destes pontos
especiais tem a sua posigao permanentemente inalterada.

Para a determinagao dos pontos lagrangeanos é necessario a resolugao do seguinte

sistema.:
0 (I—p)(x—p) px+l-p) f
ek 7 3 =0, (1.33)
o9 (L-p) g _
Iy = y(l - r‘? — g) = (), (1.34)

o resultado gera trés pontos sob o eixo x, Ly, Ly e L3, chamados de pontos colineares, e
dois restantes, Ly e Ls, que formam triangulos equildteros com os primarios, chamados
de pontos triangulares ou solugao triangular.

Para o calculo dos pontos colineares, tem-se y = 0 na Eq. (1.33), equanto que para a
solugao triangular é suficiente fornecer r; = 1 e r, = 1 na Eq. (1.34) com y # 0.

As coordenadas dos pontos triangulares sao :

1 V3
T=f—= e y::t?, (1.35)
o sinal positivo corresponde ao Ls e o negativo ao L.
O método matematico utilizado para a determinacao dos pontos colineares é baseado

na solugao iterativa da quintica de Euler, com 0 < u < 0.5.
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A) Solugao para L
Na notacao seguida, o ponto L esta localizado & esquerda do corpo de massa ms = p,
portanto os raios vetores relativos aos primarios podem ser expressos como: 1y = [t — T €

ry = . — x — 1, que, quando inseridos na Eq. (1.33) fornece:

]__
YL T | (1.36)

(x=p)? " (x+1-p)?

Sejary = =p—ax—1entaor; =1+ & = u— z. Retirando o valor de x em fungao de §

e i, e inserindo-o na rela¢ao acima, obtem-se a seguinte quintica:

&+ (3—pe + (3 —2u)€® — pé® — 2uf —u=0. (1.37)

Fatora-se &’ dos trés primeiros membros para se obter a relacio a ser resolvida iterativa-

mente:

p(l +&)°

£ =
3-2u+(B—pu+&E

(1.38)

A iteracao comega com o valor inicial & = 0 no lado direito.

As solugoes para os pontos Ly e Lz sao calculadas de maneira anéloga.

B) Solugao para Lo
O ponto L, se localiza entre os primarios e seus raios vetores podem ser escritos na forma,
r=p—xery=1-—pu+ 2 Quando inseridos na Eq. (1.33) fornece:

1—u 4 I -
(x—p)?  (x+1-—p)?

T + (1.39)

Escrevendo ry = ¢ =1 —pu+zentaor; =1 - € = p—z. Fazendo a substitui¢ao na

relagdo acima, resulta na seguinte quintica:

€+ (1 —3)E" + (3 —2u)& — p* +2u€ — p =0, (1.40)
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fatorando £* dos trés primeiros membros, obtem-se a relagio a ser resolvida iterativamente

com o mesmo valor inicial descrito anteriormente.

C) Solugao para Lg
O ponto Lj esta localizado ao lado direito do primario de massa m; = 1 — p sendo que

0s raios vetores podem ser expressos como: 11 = & — ji e ry = 1 — o + x, fornecendo:

1= M
- = (. 1.41
S P Bl (1.41)

De maneira idéntica aos casos anteriores comry = =z —pera=1+&=1—-p+uz,

chega-se a seguinte quintica:
E+C+uet+1+2u)+ (-1 21— p)é+p—1=0. (1.42)

Fatora-se £ dos trés primeiros membros para obter a relagao a ser resolvida iterativamente

com & = 0.

1.5 rr T T T T
xL3) —
. ——
PN
1 p——— -
oSt /j‘ﬂl————’f
—
" of— =
/y ”
s i omz)
— __._._-————'_"'_'__'_'_._
i
B é__ o
e SRS B ¥ A———
T . L L L
0 0.2 03 04 o5

Figura 1.2: Variagao da Posi¢ao dos Pontos Lagrangeanos com pu

Baseado nesta metodologia, foram determinados os pontos colineares do problema

restrito de trés corpos com um programa implementado em Fortran 77. O resultado pode
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ser analisado no grafico da Fig. (1.2) que apresentada a variagao dos pontos de equiibrio

de Lagrange e das posi¢oes dos primadrios em fungdo da massa y, para 0 < pu < 0.5.

1.5 Regioes de Movimento ou de Hill

Nesta secao sera discutida as diferentes regioes de movimento, também denominadas, na

maior parte da literatura de n corpos, como regioes de Hill.

Curvas Equipotenciais para C; = 3.556413,
C,=3.9201495 e C; = 3.2913502.

Figura 1.3: Curvas de Velocidade Zero para os Pontos de Lagrange

A Fig. (1.3) mostra algumas curvas singulares do problema restrito de trés corpos, que
sao as curvas equipotenciais correspondentes aos pontos de equilibrio de Euler-Lagrange.
Estas linhas definem quatro regioes de movimento no plano, regioes I, I, III e I'V.

Sejam (', Cy, Cy, C4 e Cy as constantes que correspondem aos cinco pontos de La-

grange, respectivamente. A andlise das possiveis regioes de movimento é feita do seguinte
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modo:

i) se C' > C, = o movimento é permitido na regido I - o movimento ocorre em orbitas
fechadas ao redor de cada corpo. Nao ha comunicacao entre as regioes que circundam
cada primario até atingir a superficie limite, fechada em Ly. Mas, é possivel a existéncia
de 6rbitas ao redor dos dois primdrios simultaneamente e érbitas de escape (Fig 1.5 (a));
ii) se Cy > C' > C| = o movimento é permitido na regidao II - neste intervalo, o corpo
pode transitar entre os primarios. Orbitas ao redor de cada corpo e ao redor de ambos
também sao permitidas, bem como as de escape (Fig 1.5 (b));

iii) se ¢} > C' > C3 = o movimento ¢ permitido na regiao III - neste caso a particula
pode escapar do sistema, pois a superficie é aberta em L, (Fig 1.5 (c)); e

iv) se C3 > C' > C4=C5 = o movimento é permitido na regiao IV - o movimento pode
ocorrer em todo o espago, exceto as dreas internas das curvas definidas por C' (Fig 1.5

(d)).

c® | | @

e

Regido I Regiao II

-l -

Regido ITI Regifio IV

Figura 1.4: Esquema das Regioes de Movimento

O problema fotogravitacional restrito de trés corpos, principal tema deste trabalho,

sera estudado nos préximos capitulos iniciando-se com metodologia descrita nas secoes
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T2 A 0 1 - T
o

(a) Curvas de Velocidade Zero para
C=84eC,com p=0.3.

0.5

-1 0.5 1] 05 1

(¢) Curvas de Velocidade Zero para
C=3.396e C;com p=0.3.

-1.5 -1 -05 1] 05 1 15
x

(b) Curvas de Velocidade Zero para
C=38eC com p=0.3.

05¢

v 04 L] L Ls

=1 05 o 08 1
x

(d) Curvas de Velocidade Zero para
C=28,29,3.0e3.16 comp=0.3.

Figura 1.5: Curvas de Velocidade Zero para Diferentes Energias

16
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precedentes. A tnica diferencga entre os dois modelos estd na inclusio da pressao de ra-
diagao no potencial de Roche modificado. Preservando, entao , a forma de suas equagoes
de movimento e a constante de Jacobi. Algumas mudangas serdo notadas, tais como os

deslocamentos do pontos de equilibrio de Euler-Lagrange e mudancas nas curvas equipo-

tencias.



Capitulo 2

O Problema Fotogravitacional
Restrito de Trés Corpos

2.1 Introducao

No problema fotogravitacional restrito de trés corpos considera-se o efeito da pressao de
radiacao somado ao efeito gravitacional dos primarios sob o movimento de um terceiro
corpo. Este modelo é aplicado a modelagem das linhas de fluxo do disco de acresgao em
estrelas binarias, onde os corpos primarios sao estrelas e o terceiro corpo uma particula
de massa infinitesimal do disco.

A presenca da estrela companheira delimita a regido mdxima que o seu disco de
acres¢ao pode atingir. Esta regiao esta intimamente relacionada com a curva de ve-
locidade zero definida pelo valor da constante de Jacobi que correspondente ao ponto Ly,
também conhecida como superficie critica de Roche [13]. Quando a energia do sistema
pertence a regiao I interna (Fig. 1.4), é garantido um movimento confinado em torno de
cada estrela, impossibilitando a transferéncia de matéria entre as estrelas. Porém, quando
o l6bulo de Roche se abre em Ly, pode ocorrer tranferéncia de matéria de uma estrela
para a outra correspondendo a regiao II interna (Fig. 1.4). Quando a superficie se abre
em L; ou Lz pode ocorrer perda de matéria das estrelas no caso fotogravitacional, se

diferenciando do caso gravitacional puro, onde s6 pode ocorrer perda de matéria quando

18
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a superficie se abre em L.

Kopal (1955) utilizou o problema gravitacional restrito de trés corpos para classificar os
sistemas de estrelas bindrias em trés grupos: (i) sitemas nos quais a particula nao pode ser
encontrada em nenhum dos l6bulos; (ii) sistemas nos quais a particula s6 pode ocupar um
dos l6bulos; e (iii) sistemas em que a particula pode ser encontrada em ambos os l6bulos.
Estas classificacoes sdo equivalentes as classes de Sahade observadas na nossa galdxia.
Entretanto, de acordo com Radzievskii [9], o estudo da dinadmica do disco de acresgao
em determinados sistemas bindrios deve considerar o efeito da pressao de radiagao nas
particulas do disco de acresgao , ao invés de tratar o problema sob o ponto de vista
puramente gravitacional.

A forga devido a pressao de radiagao foi usada na tentativa de se explicar a perda de
matéria em estrelas muito luminosas com L/Lg > 10%. Algumas conclusoes retiradas do
estudo de estrelas solitdrias foram aplicadas ao estudo de sistemas bindrios [8]. O campo
da pressao de radiagao entra no potencial do problema restrito de trés corpos como fatores
redutores das massas dos primarios através de dois parametros que descrevem a pressao
de radiacao , dependentes da massa, temperatura efetiva e do raio de cada componente.
Este problema é conhecido como problema fotogravitacional restrito de trés corpos [9].

Schuerman (1972)[8] ao estudar os sistemas bindrios, considerou apenas o campo da
radiacao de uma das estrelas do sistema binario, a que possue maior luminosidade. Esta-
beleceu um valor critico para o parametro da pressao de radiagao ¢, relacionado as curvas
de velocidade zero e a razao de massa do sistema. Se a estrela possuir ¢ > J, entao existe
uma superficie equipotencial de contato entre as estrelas. Nestes casos, hd uma maior
tendéncia na formacao de anéis no disco de acrescio .

Posteriormente, Zhou e Leung [4], consideraram o efeito da pressio de radiacao de
ambas as estrelas de sistemas bindrios Wolfed-Rayet e do tipo O - estrelas quentes cuja

pressao de radiacao é capaz de influenciar a dindmica do sistema. Seus resultados, quando
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comparados com o caso gravitacional puro, evidenciam certas mudangas nas superficies
equipotenciais e na posicao dos pontos de Lagrange, significando, mais uma vez, que o
efeito da pressao de radiagao nao pode ser negligenciado [4].

Neste capitulo, serao mostrados os deslocamentos dos pontos de Lagrange e algumas
superficies equipotenciais para sistemas hipotéticos com diferentes razoes de massa, para
as estrelas binarias Wolf-Rayet V444 Cygni e ,, Velorum, e para o sistema binario Y Cygni

AB do tipo O.

2.2 O Potencial de Roche Modificado

As consideragoes feitas sdo andlogas as do problema restrito de trés corpos (Seg¢ao 1.2): as
estrelas sao tratadas como puntiformes e a origem do sistema de coordenadas sinddico esta
localizada no centro de massa do sistema, o corpo mgs ¢ representado por uma particula
do disco de acres¢ao de massa infinitesimal.

Os campos conservativos da forca de radiacdo de cada estrela podem ser facilmente
incorporados a modelagem do PRTC por ser uma forga central com a mesma dependéncia

da distancia as estrelas, onde:

—_
e
—
=
=]
=8
I
%]
—_
B
—
—

coI
) : N '
;= m/ﬂ (h'i)u(Li)dea L@E = 1, 2. (23)

L; é a luminosidade de cada estrela; v é a freqiiéncia da radiacio , G é a constante gravita-

cional; e ¢ é a velocidade da luz. Considerando a temperatura e a composicao quimica de
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cada estrela constante, a contribuigao da opacidade é devido ao espalhamento eletronico;
o coeficiente de absorc¢ao utilizado é x; = 0.2(14x), onde x representa a abundancia de
hidrogénio. Desta forma, os parametros da pressao de radiagao sao escritos em funcao da
luminosidade e da massa de cada componente do sistema binario de estrelas em termos

das grandezas solares:

) i L,/L@
=9, 1§ e i 2.4
l'Sl 68 X M] /M@, ( )
_5 L2/Lo
—9 10°3.- 2118 2.5
8o = 2.68 x 10 YIS (2.5)

desta forma 0 < §, < 1e0 < 4, < 1. A luminosidade para uma estrela esférica é dada

por:

L = 4nR% T, (2.6)

onde T,y ¢ a temperatura efetiva da estrela e o é a constante de Stefan-Bolzmann. Por-
tanto, os parametros da pressao de radiacao dependem do raio, da temperatura e da
massa de cada estrela,

8i = 8i[ Ry, (Tey )i, Mi]. (2.7)

Definindo-se, por conveniéncia, « = 1 — §; e § = 1 — d5. O parametro « é relativo
ao primario de massa m; = 1 — p situado em (z = g,y = 0) e § ao primdrio de massa
my = psituadoem (z=pu—1,y=0).

Seja o potencial do problema gravitacional (Secao 1.3.2),

i P . (1—p) n
Q rav — .’,z a e — .
g z(r +y)+ I +r2? (28)
onde,
P=(@-pf 4yt e rE=lo—(u- P42 (2.9)

Ao somar o potencial devido ao campo de radiagao , os parametros aparecem como um

redutor de massa:

—
T i .. (2.10)
n Iz
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onde « e 3 variam no intervalo (0,1].

2.3 Deslocamento dos Pontos de Equilibrio

Nesta secao , sera estudado quantitativamente a variagao dos pontos colineares de equilibrio
a0 se variar os parametros «, [ e j.

Como foi visto anteriormente, para a determinacao dos pontos de equilibrio do sistema,
¢é nescessario a resoluc¢ao das seguintes relagoes :

o
dy -

%g =0 e 0, (2.11)

que, para o problema fotogravitacional restrito se tornam:

o oll=uley Sieti-4 (2.12)
ox 1 2
o8 a(l —p)  Bu
0 _ _ell—w Bu_o 2.13
o TTE ) o

O sistema acima difere do sistema apresentado no capitulo I (Eqs. 1.33, 1.34) pelos
fatores da pressao de radiagao a e 3 descritos anteriormente. Se o = 3 = 1 equivale
ao problema gravitacional restrito de trés corpos; e, se @« = = 0 o problema torna-se
trivial. Quando 0 < «a, 3 < 1 tem-se o problema fotogravitacional restrito de trés corpos.

Utilizando a metodologia apresentada na segao 1.4 para se determinar as solugoes da
Eq.(2.12) e, em conseqiiéncia, os pontos colineares de Lagrange, foram obtidas as seguintes
quinticas:

(i) quintica para o calculo de L;

&+ 6 —w& +B-2m& +[(1 - p)(1 — o) — Bulé —26u& —Bu=0.  (2.14)
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(i) quintica para o calculo de Lo

€+ (u—3)€1 + (3—2u)E + [(a— 1)(1 — p) — Bu)€2 + 28u&y — Bu =0, (2.15)

(11i) quintica para o calculo de Lg
&+ 2+ )& + (L +20)& + [(a — Bu — a + pléf + 2(ap — a)és + ap — a =0, (2.16)

onde §, = p—x1—1, & =1—p+ x5 e &5 = 23 — pu. Os indices de x representam as
posicoes dos pontos colineares Ly, Ly e L3, respectivamente. A solugao para os &;’s sao
encontradas resolvendo iterativamente as quinticas, como na secao 1.4.

Nas Figs. 2.1 e 2.2 estao representadas algumas simulacoes feitas para as posigoes dos
pontos de Lagrange com sistemas de p = 0.1, 0.2, e 0.3. Foi fixado o parametro # em 1.0,

0.8, 0.6 e 0.2 e « foi variado no intervalo de 0.1 a 1.0.

mansas0 | —u—

bela = 1.0 massa=05 e
1F . 1k ] .
+ n\
08 . 08 ' L]
|
H
| |
y .
g ! £ |
T esf . " s I
1 i
| |
04 T- o4 | -
| I
. :
o2 Y 02 'lT

Figura 2.1: Variagao da Posi¢ao dos Pontos Lagrangeanos para 3 = 1.0 e 0.8

Sobre a linha @ = 1.0 da Fig. 2.1 (a direita) estdo os pontos lagrangeanos do prob-
lema restrito de trés corpos. Em comparagdo com os mesmos, percebe-se, claramente,
os deslocamentos dos pontos de equilibrio quando a pressao de radiacao é introduzida no

problema. Este fato também acarreta mudangas nas curvas de velocidade zero.
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Figura 2.4: Variagao da Posigao dos Pontos Lagrangeanos para o = 0.6 e 0.2
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Nas Figs. 2.3 e 2.4, estao representados os deslocamentos dos pontos de equilibrio
ao se variar o parametro  no intervalo de 0.1 a 1.0 com « fixo em 1.0, 0.8, 0.6 e 0.2.
As simulacoes foram feitas para os mesmos valores de p. Os pontos de equilibrio para
o problema gravitacional puro estao representados sobre a linha § = 1.0 na Fig. 2.4 (a
direita).

Observando-se, qualitativamente, as duas situagoes expressas nos graficos: a primeira
(i) quando « varia e § se mantém constante e a segunda situagao (ii), inversa da primeira,
o é constante e (F varia. Quando ocorre o caso (i), os pontos que mais sofrem variagoes
sa0 0s proximos aos primarios cujo parametro esta sendo variado, neste caso Lg e L3; e,
no caso (ii) a situagao se inverte, os pontos L; e Ly vizinhos ao corpo mgy se deslocam

mais.

2.4 Mudancas na Superficie Critica de Roche

Nesta segao , serao apresentadas algumas superficies equipotenciais do problema fotogra-
vitacional restrito de trés corpos, com o intuito de se fazer uma breve analise qualitativa
das mesmas.

Na relagao (1.32), a qual expressa a constante de Jacobi, foram incluidos os parametros

da pressao de radi¢ao , em termos de «a e [3:

20(1 —
a(l—p)  26n
I )

C=20=(z2+9%+ (2.17)

As curvas de velocidade zero foram tragadas utilizando-se o softare "Maple V Release
47. O procedimento teérico para se determinar cada curva é andlogo ao da Secao 1.4: fixa-

se um valor para a constante C' e para os parametros envolvidos, enquanto que o programa
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se responsabiliza para encontrar a solugao das curvas equipotenciais. Os resultados podem
ser visualizados nas proximas figuras.

Na Fig. 2.5(a) estao representadas duas curvas, uma para o problema gravitacional
puro (@« = ( = 1.0) e a outra para o fotogravitacional, ambas com g = 0.5. A curva
(i) perde sua simetria em relagao ao eixo y quando considerado o campo da pressao de
radiagao .

Na Fig 2.5(e) estao representadas as mudangas nas curvas ao se variar o e [ para
o mesmo sistema. Algumas peculiaridades podem ser notadas em (c), (d) e (f), pois
para o caso gravitacional puro, a curva nunca é aberta em L; e fechada em L, - caso (c),
quando esta se abre em L, ela jd se abriu em Ls originando a regiao III (Fig. 1.4). As
situacoes das figuras (d) e (f) também nao ocorrem no PRTC. A Fig. 2.5(b) evidencia
o deslocamento do ponto de equilibrio Lj.

Nas Figs. 2.6 e 2.7 estdo representadas as superficies criticas de Roche para trés
sistemas binarios: estrelas Wolf-Rayet Y Cygni AB e V444 Cygni AB, e estrelas do tipo

O .o Velorum.

2.5 Discussao

Os graficos dos deslocamentos dos pontos de Lagrange mostram o efeito da pressao de
radiacao sob a dinamica do disco de acres¢ao em sistemas binarios, ha um deslocamento
maior para os valores mais baixos de a e 3, ou seja, quanto mais quentes forem as
estrelas do sistema, e mais longe do caso gravitacional « = # = 1.0, maior sera o efeito
fotogravitacional. Por esta razao a aplicabilidade do modelo deve se concentrar em estrelas
Wolfed-Rayet e do tipo espectral O que sao estrelas quentes capazes de influenciar a
hidrodinamica das particulas do disco.

A importancia em se estudar as curvas de velocidade zero destes sistemas, deve-se ao

fato da possivel transferéncia de massa entre as estrelas. As Figs. 2.6 e 2.7 mostram que
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(a) Curvas de Velocidade Zero para p =
0.5, () a=1.0,p=1.0eC, =3.45680;
(i) a=0.8,p=1.0e C; =3.15924.
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(¢) Curvas de Velocidade Zero para
p=03, a=0.6,p=1.0eC=2.91371.

(e) Curvas de Velocidade Zero para p = 0.3,
() a=07,p=10eC=281;
(i)a=0.7,=08eC=238;

(iii) 0. =05,p=08e C=23.

; (0
¥4 P L
-1 08 1] 05 1

(b) Curvas de Velocidade Zero para p=
03,() a=1.0,B=1.0eC;=3.45680;
(i) «=0.2,B=1.0eC;=2.02420.

(iil)

(d) Curvas de Velocidade Zero para p = 0.3,
(i) a=08,=0.7eC=28;
(i) = 0.6, = 0.8 e C = 2.9;
(i) 0. =08, =08e C=27.
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(f) Curvas de Velocidade Zero para p = 0.3,

o=08, p=0.7eC=3.024124626.

Figura 2.5: Mudangas nas Curvas de Velocidade Zero para alguns Sistemas Fotogravita-

cionals
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e o (fl'\ﬂ caso (i)

\

caso (i)

18 -1 05 t;l( 05 1 15
(a) Curvas de velocidade zero (b) Mudangas da superficie critica de
referentes aos pontos de Lagrange com Roche para os casos: (i): a=f=1.0;
os pardmetros p=0.48, a = 0.95914 ¢ (ii): =0.95914e f=1.0;
B =1.0,com C, = 3.43554, (iii): a=1.0e p=0.95843; ¢
C,=3.91743 e C ;= 3.39450. (iv): 0.95914 ¢ p = 0.95843.
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Casofii)
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(c) Curvas de velocidade zero referentes (d) Mudangas da superficie critica de
aos pontos de Lagrange com os Roche para os casos: (i): = = 1.0;
pardmetros =028, a=1.0e f= (ii): =0.96415e B=1.0;
0.81991, com C; =2.95341, C, = (iii): o=1.0ep=0.81991;¢
3.45938 ¢ C ;= 3.39105. (iv): 0.96415 ¢ = 0.81991.

Figura 2.6: Sistemas Bindrios: a) e b) Y Cygni; ¢) e d) V444 Cygni
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(a) Curvas de velocidade zero (b) Mudangas da superficie critica de
referentes aos pontos de Lagrange com Roche para os casos: (i): a=p=1.0;
os pardmetros o = (0.90208 e (ii): a=0.90208¢ B=1.0;
3 =0.83022, com C, =3.00446, (iii): oo=1.0ep=0.83022; e
C,=3.40232e C;= 3.28493. (iv): o= 0.90208 e p = 0.83022.

Figura 2.7: Sistema Binario ,, Velorum

o tamanho da abertura do 16bulo em L, varia de acordo com os parametros da pressao
de radiacao , correspondendo a regiao Il da Fig. 1.4; isto é, uma particula do disco
de acrescio pode ser encontrada em movimento ao redor de uma ou de outra estrela.
Quando a superficie critica de Roche se abre em Ly e/ou Lj as estrelas podem langar
massa para 0 meio interestelar. Porém, a literatura mostra que a construgao destas
curvas equipotenciais nao sao suficientes para refletir o verdadeiro fluxo de matéria entre
as estrelas, pois neste modelo, nao foi considerado o efeito hidrodinamico das particulas

do disco.



Capitulo 3

Determinacao das Linhas de Fluxo
do Disco de Acrescao em Sistemas
Binarios

3.1 Introducao

Este capitulo inicia-se com o formalismo hamiltoniano do problema fotogravitacional res-
trito de trés corpos (PFRTC) [1], que fornece um conjunto de quatro equagoes diferenciais
ordindrias de primeira ordem, ao contrario das duas equagoes newtonianas anteriores. As
equagoes sao integradas numericamente com o método numérico Runge-Kutta-Fehlberg
7-8. Esta é uma etapa necessaria para se determinar as érbitas periédicas do PFRTC, pois
para o método utilizado, é necessario a secgao de Poincaré. Esta ultima, é uma técnica
para se analisar qualitativamente sistemas dinamicos, sejam eles hamiltonianos ou nao .

A partir de um estudo qualitativo das sec¢oes de Poincaré, pode-se conhecer, de modo
mais amplo, todos os possiveis movimentos que o sistema pode adquirir numa mesma
superficie definida pelo valor fixo da hamiltoniana. Esta metodologia é descrita nas se¢oes
3.2edd.

A técnica de continuagao numérica de solugoes para a determinagéo de 6rbitas periddicas
do problema fotogravitacional restrito de trés corpos é apresentada na secao 3.5 deste

capitulo, apos uma breve discussao sobre as érbitas periddicas do problema na se¢ao 3.4.

30
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Foi considerado que o disco de acres¢ao ¢ formado ao redor da estrela de maior massa,
denotada primaria. As érbitas periddicas simples ao redor do primario podem ser uma
primeira modelagem para as linhas de fluxo do disco. Na terminologia de Copenhague,
estas Orbitas correspondem a classe g; e sao ditas simples por darem apenas uma volta
em torno dos primarios.

Alguns resultados, conclusoes e perspectivas futuras sao apresentados nas secoes 3.6 e

3.7, respectivamente.

3.2 Integracao Numérica das Equacoes de Hamilton

Como ¢ bem conhecido, para um sistema de n graus de liberdade, o formalismo newtoniano
fornece n equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem, enquanto que, para o mesmo
sistema, as 2n equacoes de Hamilton sao equagoes diferenciais ordinarias de primeira
ordem. Com estas equagoes de primeira ordem, pode-se utilizar todos os resultados ja
conhecidos da area de sistemas nao -lineares.

A origem do novo sistema de coordenadas sinddico é transferida do centro de massa
para a estrela de maior massa, com o eixo z apontando para a dire¢ao da estrela com-
panheira. A posi¢ao do corpo secunddrio é fixa e unitédria, ou seja, os corpos de massas
my = 1—p e mg = p assumem as posicoes (¢ = 0,y = 0) e (z = 1,y = 0), respec-
tivamente. Neste cendrio, a hamiltoniana do problema fotogravitacional restrito de trées
corpos € [1]:

a(l —p)  Pu

5 S ;
H = =(p? + p? - s Y e S AL /

onde,

Ry = /22 + 92, (3.2)
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Ry =/(z -1 +y% (3.3)

x e y sao as coordenadas do terceiro corpo e p, = & —y e py, = Y+ (z — p) s@o os momentos
conjugados. A relagao entre o valor da hamiltoniana h e o da constante de Jacobi C é
h=-C/2.

Pode-se notar que a hamiltoniana nao depende explicitamente do tempo, uma vez que
o referencial sindédico elimina tal dependéncia. Na hamiltoniana, além da energia cinética
e do potencial fotogravitacional, aparece o potencial de Coriolis ou L.

As equagoes de Hamilton sao :

%=g—:{=px+y, (3.4)
ciﬁ _ _% i a(lén)x B ﬁu(;%— Ly (3.6)
%)t_y _ _g_;l o a(ll%n)y _ ﬁ;%y. (3.7)

As equacoes acima foram integradas numericamente pelo método Runge-Kutta-Fehlberg
de sétima ordem. Para se resolver um sistema de quarta ordem, sao necessarias quatro
condigoes iniciais. Neste caso, foram fornecidos os valores de z(0), y(0), p-(0) e o da
hamiltoniana, h, que é a unica integral do movimento. O valor de p,(0) é entao calculado
para manter fixo o valor de h.

A Fig. 3.1 mostra duas trajetorias projetadas no espago de configuragio do PRTC,

a = (3 = 1.0, para h = —2.25 e diferentes condigoes iniciais. Nota-se que o movimento
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é quase periodico, pois esta sobre um toro bidimensional invariante, sendo portanto uma
trajetoria confinada ao redor do primario.

Quando a trajetéria na configuragao é similar ao da Fig. 3.2 (a esquerda) o movimento
é cadtico e a particula pode ser encontrada em qualquer regiao definida pela superficie
h = cte. A Fig. 3.2 (a direita) mostra que a trajetéria além de ser cadtica é de escape.
Nestas figuras estao representados sobre os eixos as coordenadas z e y da particula.

A particula também podem colidir com as estrelas e para melhor lidar com este pro-
blema seria preciso que o sistema de equagoes estivesse regularizado para evitar pro-
blemas com o integrador. No instante da colisao , as coordenadas de posigao sao nulas,
ocasionando um valor infinito nas equacoes de movimento. Para se evitar a colisao e sua
vizinhanca, uma vez que o sistema nao esta regularizado, foi definido um intervalo de
seguranca da ordem de 107 ao redor de cada corpo onde a integracao é interrompida se
a oOrbita entrar neste intervalo.

Algumas comparagoes do problema fotogravitacional restrito de trés corpos com o
PRTC podem ser feitas analisando-se qualitativamente o espago de configuracao (Fig.
3.3). Note que para um mesmo h = —1.71 e condigbes iniciais iguais, os movimentos
diferem um do outro. A figura a esquerda mostra uma situacdo de escape para uma
particula no PRTC (a = @ = 1.0), enquanto que a mesma permanece em movimento con-
finado no probema fotogravitacional restrito de trés corpos (a = # = 0.9), evidenciando

o efeito da pressao de radiagio em sistemas bindrios.

3.3 Seccao de Poincaré

r

E impossivel examinar todas as trajetorias completas de uma particula, numa dada su-

perficie (h = cte). Para resolver este problema e obter uma visualizacao global do movi-
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Figura 3.3: Comparagao dos Sistemas Fotogravitacional e Gravitacional
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mento que a particula pode possuir, Poincaré sugeriu o uso de uma superficie arbitraria
e invariante, S(g,p) = 0, transversal ao movimento. Toda vez que a trajetéria cruzar
esta superficie numa diregao fixa arbitrariamente escolhida, é registrado um ponto. Este
procedimento gera um mapa ou seccao de Poincaré. No caso de sistemas hamiltonianos,
com dois graus de liberdade, gera uma aplicagdo de S — S que preserva a area, como
decorréncia da preservacao da drea simplética. A preservacao desta area é devido a geome-
tria dos sistemas hamiltonianos. O teorema de Liouville sobre a conservagao de volume
do espaco de fase ¢ também uma consequencia desta geometria.

A secgao de Poincaré escolhida foi: S(z,y,ps,py) = y = 0. Para se obter os pontos
desta secgao , fixa-se:

k= H{(%, 4,0 P4)s (3.8)

e, das quatro condicoes iniciais necessarias, ja se tem duas, h e yo = 0, bastando fornecer

Ty € Pgo, pois o valor de p, fica determinado a menos de um sinal por:

al—p) . Bu
ol T Ro-1]

1
Pyo = (o — @) 4| (w0 — )2 +2(h — “Z;Pxo ¥ (3.9)

Foi escolhido o valor positivo da raiz de p,, os valores negativos correspondem a um
outro conjunto de condigoes iniciais.

Durante toda a integracio , coleta-se os valores de (z, p,) todavezquey =0e gy > 0. O
conjunto destes pontos para todos os valores (zg, pso, Pyo; ), formam o mapa de Poincaré
para este h. A escolha do sinal de ¢ determina o sentido no qual o fluxo ®(t) gerado pela
solucao do problema corta a superficie y = 0.

Vale ressaltar que os pontos da seccao (z,y = 0,p,, py; h) néo estdo sobre o plano
(x,ps), pois em geral p, # 0. Na realidade, estes pontos sio projetados numa superficie
bidimensional (z,p,) que representa a seccao de Poincaré. Nas figuras, os eixos 2 e p,

sao representados pelos eixos da abscissa e da ordenada, respectivamente. A interseccao
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da trajetoria com a superficie foi determinada com o método de Newton.

O espaco de fase de um sistema de dois graus de liberdade, analiticamente integravel,
é foliado por toros bidimensionais invariantes determinados por duas constantes de movi-
mento, que de acordo com o teorema de Louville-Arnold devem:

(1) ser funcionalmente independentes; e

(ii) estar em involugao , { fi, f2}=0, fi = h.

Quandos estes toros do sistema analiticamente integravel, cruzam a superficie de sec-
¢do , geram circulos, como € o caso de dois osciladores harmonicos simples desacoplados.

Se o sistema é nao -integravel, sua secgdo é um pouco mais complexa, apresentando
além das curvas invariantes, pontos espalhados em regioes bidimensionais. Estas regioes
sao geradas por trajetdrias caodticas.

A Fig. 3.4, que mostra a secgao de Poincaré do problema fotogravitacional restrito
de trés corpos para o caso p = 0.3 e a = [ = 0.9, como um primeiro exemplo destes
conceitos. A estrela de maior massa estd localizada na origem do sistema, enquanto que
sua companheira esta na posi¢ao (z = 1.0;p, = 0). Pode-se observar que o sistema apre-
senta regioes regulares e cadticas. As regioes mais regulares aparecem do lado esquerdo
dos corpos primarios; enquanto que a direita do corpo localizado na origem, observa-se
uma regiao regular convivendo com uma regido cadtica. A regido cadtica sdo os pontos
espalhados aleatoriamente no mapa e pode ser vista, principalmente, a direita das estre-
las. A drbita da Fig. 3.3 (a direita) corresponde & uma curva regular desta seccao e a da
Fig. 3.2 (a esquerda) corresponde a parte cadtica que pode escapar.

As Orbitas periddicas aparecem como pontos fixos da secgao de Poincaré P ou em
poténcias do mesmo, P°. Um ponto fixo corresponde a uma drbita que se fecha apds dar
s voltas, furando a secgao s vezes. A Fig. 3.5 é uma drbita periédica aproximada, obtida
da seccao da Fig. 3.4. No entorno dos pontos fixos estdveis, aparecem curvas invariantes

ou "ilhas”, e seu ntimero estd ligado ao nimero de voltas s.
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Figura 3.5: Orbita Periédica Aproximada do Sistema = 0.3, a = F=0.9
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3.4 Orbitas Periédicas

A classificagao de Stromgren [12] para as familias de érbitas periddicas é baseada em
sete pontos especiais do problema restrito de trés corpos: cinco deles sao os pontos de
equilibrio de Lagrange e os outros dois se referem as posigoes dos corpos primérios [12].
As classes sao :

a) Orbitas periédicas retrégradas ao redor de Lj;

b) orbitas periodicas retrogradas ao redor de Ly;

c) orbitas periodicas retrégradas ao redor de Ly;

d) drbitas periddicas ao redor de L4 - nao existem para p = 0.5;

(
(
(
(
(e) érbitas periédicas ao redor de Ly - nio existem para g = 0.5;

(f) 6rbitas periddicas retrégradas ao redor de my;

(g) orbitas periddicas diretas ao redor de my;

(h) orbitas periddicas retrogradas ao redor de my; e

(i) drbitas periédicas diretas ao redor de my.

Um elemento de cada uma das familias (f), (g), (h) e (i) esta representado na secgio de
Poincaré das Figs. (3.6) e (3.7). Os pontos fixos que correspondem as érbitas retrogadas
aparecem ao lado esquerdo das massas e os pontos fixos que representam as orbitas diretas
aparecem ao lado direito.

Nesta modelagem das linhas de fluxo do disco de acres¢ao foi utilizado a familia de
érbitas periddicas simples ao redor da estrela de maior massa, que corresponde a classe g
de acordo com esta terminologia.

Este trabalho se inicia com a busca de uma 6érbita periddica do problema, que possa
ser refinada e continuada. Ha, basicamente, dois métodos para esta busca: um deles
¢ partir de Orbitas periddicas lineares na vizinhanga do ponto fixo estavel na origem; o

outro, é tomar um ponto fixo na sec¢io de Poincaré, sendo este o método escolhido.
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Como mencionado anteriormente, as érbitas periédicas aparecem como pontos fixos no
mapa de Poincaré. Ao se fazer uma breve andlise do mapa na vizinhanga deste ponto pode-
se prever a estabilidade e/ou instabilidade do mesmo. Um ponto fixo estavel ou eliptico
aparece circundado de curvas invariantes circulares, Fig. 3.8 (esquerda), enquanto que, o
ponto fixo instavel ou hiperbélico aparece rodeado de uma regiao cadtica e suas variedades

invariantes s6 aparecem se as condigoes iniciais forem especialmente escolhidas.

o.02 T T T 2¢-06 T T T T
ED=1,68E, alphas=0.9, belas0.9 Ef=-1.688,alpha=0.9,betas0 9
0.015 1.50-06 |-
oo - — 1606
-
0.005 ; N 5007
i — X 3
L ! { f ] ol ]
| i i
—— / ’
0,005 N\ > -Be-07 |
om - 1e-06
005 -1.50-06 |-
002 L 1 L i 2a08 L i L L I
1378 1.38 1.385 138 1.38289 1.38289 1.38289 1.38289 1.38289 1.38280 1.3829

Figura 3.8: Orbita Periédica Estdvel do Sistema p = 0.3, @ = 8 = 0.9 e seu Ponto Fixo
na Secgao

Uma orbita periddica de periodo T' é definida por:
Bt =0) = d(t =T), (3.10)

sendo ¢ o fluxo gerado pela resolugao das equacgoes de movimento. A simetria do pro-
blema, (z,y, Z,9,t) «— (z, =y, =%, 9, —t) ou (T, ¥, Pz, Py, t) +— (2, =Y, —Pz, Py, —1), Pro-
porciona uma economia computacional. Isto porque, devido & esta simetria, as orbitas
periodicas simples cruzam o eixo x na sec¢ao y = 0 com z = p, = 0. Portanto, basta
partir de um ponto I = (2,0,0,y > 0) e procurar o proximo ponto cujas coordenadas

sao Py = (z,0,0,y5 <0).
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3.5 Técnicas Numéricas de Continuagao de Solugoes

Nesta secao sera explicado a técnica numérica para a determinagao de familias de orbitas
periddicas, partindo de uma orbita previamente encontrada. Sera visto que o método
transforma as equacgoes diferenciais em parametros de comprimento de arco, s, no espago

de fase.

(i) Determinagio de uma Orbita

Seja o conjunto de condigdes iniciais da ¢rbita periédica num ponto Fy tal que:
l‘U(J = (:I:l]ay(] = 0; z{];j:o = 01 I;"[I > U: Z0 = U) = (J‘.: Y, 2y i:a :{ja Z)U! (311)
e seja o ponto Py a primeira intersec¢ao da mesma 6rbita com a seccao y = 0,y < 0,

Pr = (zg,yr = 0,27, 84,97, 2¢) = (2,9, 2, %, 9, 2)5. (3.12)

Devido a simetria anteriormente discutida, as relagoes abaixo sao suficientes para a

determinagao da orbita:

P =lmeigy=hi=0
2= (g, 2,9)0 = 5 =0, (3:13)

isto é, busca-se solugoes que interceptem y = 0 com iy = 2y = 0 e y > 0. Nas oOrbitas
periédicas simples, esta relagao também ¢é vélida em t = 7'/2, quando a orbita cruza a
seccao em y = 0 com y < 0.

Em resumo, definindo os conjuntos X = (z,2,9) e F = (f', f?), busca-se um X, =

(0, 20, Yo) que seja solugao do sistema nao linear (Eq. 3.13):
F(Xo) =0, (3.14)

onde X representa a solugao da orbita periodica desejada.
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Supondo que o posto da matriz jacobiana de F,
G = DxF, (3.15)

seja dois, entdao F'(X,) = 0 descreve uma curva caracteristica no espaco (z,z,%)o. O
proximo valor de X = Xy + dX representara as coordenadas iniciais de uma orbita

periodica vizinha.

(ii) Continuacao Numérica

Afim de se obter a familia de d6rbitas periddicas, foi utilizado o método de continugao
de solugoes para se determinar os pontos da curva caracteristica. A idéia do método é
integrar esta curva ao longo de um parametro de arco s, cujo sistema a ser integrado

obedece as seguintes equacoes diferenciais:

dx A, dz A, dy A

Friaty vl s b ey (3.16)

onde, Ay = (f 1§ — [jfih A = —(f2ff — [{2), As = (1} — f312) e Ao = (A} +
A% + A2)'/2 os indices subescritos de f representam as derivadas parciais de f'? em
relacdo as respectivas coordenadas. Este método permite passar por pontos de retorno da
curva caracteristica, pois para avanc¢ar ao longo da mesma nao previlegia nenhuma das
variaveis.

O conjunto de equagoes diferenciais (Eqs. 3.16) pode ser integrado por qualquer
método numeérico de solugao de equagoes diferencias ordinarias. Foi implementado um
método do tipo preditor-corretor, sendo o preditor um Euler e para o corretor foi utilizado
o método de Newton modificado, que segue abaixo:

Suponha que:

Xk = X% 4 AX*L, (3.17)
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sendo que a grandeza AX*~! deve obedecer & seguinte relagéo :
G(AX 1) = —F(X* 1), (3.18)

o lado direito representa a quantidade que falta para se atingir a curva caracteristica mais

refinada. A norma é definida por:

AXTAX, (3.19)

e minimizada por:

AX ! = —GT(GGT) 1 F(X* ). (3.20)

Com este método apds poucos passos chega-se as condigoes da érbita periddica com a

precisao requerida.

(iii) Implementagao do método para o problema bidimensional - caso planar

O programa integra ao mesmo tempo as equacoes de movimento:

dx_ OoH

S Pty (3.21)
% = g—i =py— (z— ), (3.22)

c}jp;x _ _% i a(lg?#)x . ﬁ#(;ﬁ{g— L (3.23)
% _ _% i a(lg%fﬁ)y _ ﬁ%y’ (3.24)

e as equacoes variacionais:
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0% = 0y + dp, (3.25)

9 = —0z + dpy (3.26)

3a(l — w)x* 3fu(x—=1)* a(l-p) Pu 3a(l — p)xy  3fp(x—1)y
. s 5
R + RS R R3 Joz+( R + G )Oy+0py
(3.27)

0P = (

3a(1 — p)xy " 3Bpu(x — 1)y
R} R

Ba(l —p)y*  3fpy* a(l—p) Bu
RY R} RY R

)0z + (

5py:(

onde,

Ry = /2% +92, (3.29)

Ro=+/(z— 12+ (3.30)

Dadas as condigoes iniciais (zg, 0,0, py) para o ponto Py na sec¢ao de Poincaré com
y=10ey >0, o préximo ponto Py na seccao com y = 0 e y < 0, é determinado ap6s meio
periodo 7'/2, onde a matriz das variacionais, A = A(T/2), também é calculada. Para
o calculo das variacionais foi tomado uma matriz diagonal 4 x 4, A(0), como condigoes
iniciais. Isto significa que foram integradas 20 equagoes : 4 equacoes de Hamilton e 4
conjuntos com 4 condigoes iniciais para as variagoes definidas por A(0).

A matriz G é obtida de A(T'/2), sendo:

G = ((11'3 =+ [34”;2‘1 asq4 + ﬁ4(52,4 ) ; (3.31)
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onde 34 = —wy/vy; V4 € v representam o campo vetorial no ponto Py da érbita. A
parcela que envolve o 3 representa a correcao para a diferenca de tempo entre a 6rbita e
suas variagoes para atingir a seccao .

Tomando: = = y(1); y = y(2); p. = ¥(3); p, = y(4), os elementos da matriz G sao :

_Opc y(4) 0y

g(l, 1) = E‘ — M& e (332)

dpx  y(4) Oy

1.2) = - = . (3.33)
9(1,2) dpy  ¥(2) Opy
Com isto, calcula-se Ay, dz e dp, da seguinte forma:
Ao =\/9(1,1)% + 9(1,2)?, (3.34)
d_’L‘ —3 M, (3.35)
Ay
dpy = M (3.36)
Ay

Sendo dx e dp, o incremento dX num passo ds dado pelo preditor para integrar as
Egs. (3-16). Em seguida refina-se esta aproximagao implementando-se um corretor com

o Newton modificado descrito no item (ii).

3.6 Resultados

De acordo com Paczynski [2], o tamanho maximo do disco corresponde a tltima 6rbita

que nao intercepta nenhuma outra, ou seja, o corte foi feito na bifurcagio da familia g.
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Por compara¢ao com problema de Hill [6] foi constatado que as familias apds a bifurcagao
, seguiram o ramo estavel de uma bifurcacao do tipo pitchfork para o modelo fotogra-
vitacional. Esta hipotese deve ser confirmada com o calculo de parametros de estabilidade
da 6rbita. Além disto, este parametro permite nma determinacao mais acurada de ..

A Fig. 3.9 (a direita) mostra a curva caracteristica e as érbitas da familia g usadas
para a modelagem do disco, da estrela TY Bootis. A bifurcagdo da curva caracteristica
estd proxima ao ponto de retorno da mesma com relacdo a coordenada x. Este valor
ocorre em x =~ 0.345. Note que a primeira érbita apds a bifurcacao (Fig. 3.9 - esquerda)
intercepta outra orbita, comegando a caminhar em direcao a origem. A Fig. 3.10 é uma
ilustracao das oOrbitas apds a bifurcagio : elas assumem um formato triangular muito
assimétrico e caminham para a colisao exibindo lagos. O gréfico da Fig. 3.10 (& direita)
mostra a variagao dos xs maximo e minimo do disco, pode-se perceber que eles nao sao
simétricos.

A Fig. 3.12 mostra a curva caracteristica e o momento da bifurcacao da familia
do sistema binario Cygnus X-1. O fato do parametro da pressdo de radiagdo do corpo
secundario deste sistema possuir um valor distante de um; i. e., significativo, provocou
uma diminui¢ao da extensao do disco. Isto pode ser observado pelo tamanho do  maximo
do disco (vide tabela).

Na tabela da pagina 48 estao os resultados x’s méaximos do disco para alguns sistemas
bindrios. As curvas caracteristicas dos sistemas sao similares, por isto, nao foi necessario

mostrar cada uma.
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Figura 3.10: Sistema Binario TY Bootis
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Figura 3.11: Sistema Binario Cygnus X-1
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Sistema Bindrio | p « B s
TY Bootis 0.3 1.0 1.0 0.345
Cygnus X-1 039 1.0 038 0.199
V444 Cygni 0.28 0.96 0.81 0.312
»2 Velorum 0.34 099 0.83 0.258
UU Caciopéia 0.44 088 0.74 0.214

3.7 Comentarios Finais e Perspectivas

O que se pode efetivamente concluir a respeito dos resultados apresentados neste capitulo
¢ que, a influéncia da pressao de radiagdo modifica o PRTC alterando seus resultados
quantitativos, como ja foi evidenciado no capitulo precedente.

Outro fato notéavel foi estudado no sistema Cygnus X-1. A estrela primdaria tem como
parametro de pressao de radiagao (a = 1.0), correspondendo ao caso gravitacional puro,
enquanto que sua companheira tem (3 # 1). Neste caso, é visivel que a pressao de
radiagdo diminui o x maximo do disco. A simulagao inversa foi feita: manteve-se o valor
de 2 = 1.0 e a # 1.0, foi verificado que o raio méximo do disco aumentou. Com isto,
pode-se afirmar que o tamanho do disco é aumentado pela pressao de radiagao da estrela
primaria e diminuido pela pressao de radiagao de sua companheira.

Para se determinar com mais precisao estes resultados, seria necessario determinar o
parametro de estabilidade das érbitas, que sao relacionados com os autovalores da matriz
das equagoes variacionais A(T"). Isto serd a préxima meta a ser seguida.

Para uma modelagem mais realista do disco seria necessario um tratamento hidrodindmico.
Os resultados do tipo de abordagem aqui apresentados podem servir de guia para tais
modelos.

Também seria interessante estudar o caso espacial; as érbitas periddicas tipo (c) e

Orbitas Halos ao redor de Ly, bem como estudar a relagio entre as variedades estdveis e
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instaveis destas orbitas e a regiao ocupada pelo disco. Estas variedades se relacionam com

as orbitas de transferéncia de massa, da companheira para a regiao do disco e vice-versa.
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