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Resumo

Neste trabalho, estamos interessados em obter a aproximacao da solucado numérica para
o modelo termodindmico linear com fronteira mével. Aplicaremos o método de elementos
finitos no espago associado ao método de diferencgas finitas no tempo para obter uma solugdo
numérica aproximada. Alguns experimentos numéricos serdo apresentados para mostrar os

efeitos da fronteira mével nos problemas termodinamicos lineares.

Palavras chaves: Método de Elementos Finitos, Método de Neumark, Fronteira Movel,

Problema Termodinamica.

1 Introducao

Problemas de fronteira varidvel surgem em uma grande variedade de contextos e tém sido
estudados por cerca de um século. Muitas aplicagdes & Mecanica do Continuo tém sido obtidas
desde os trabalhos pioneiros de Helmholtz e Kirchhoff (~ 1860) em jatos fluidos e de Neuman no
Problema de Stefan que se aplica por exemplo ao problema de fronteira varidvel para a equagao
unidimensional do calor. Este dltimo é objeto de nosso estudo e pode ser visto, por exemplo, como
um modelo para certos processos envolvendo reagdes quimicas. Os exemplos a seguir sdo problemas

de fronteira maével.
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1.1 Problema da Propagacao de Chamas

Surge na Teoria da Combustdao na propagacao de chamas (para chamas curvas consideramos o
problema bidimensional). O trabalho de Buckmaster e Ludford desenvolve o estudo e a formulacao
matematica adequados a andlise dentro do ambiente da Teoria das Chamas Equidifusionais Pre-

mixadas, analisando os limites de energia de alta ativacgao.

1.2 Problema de Estruturas Metalicas a Nivel Atomico

Mudangcas no arranjo dos atomos em fases condensadas envolvem a liberagao ou absorcao de energia
termal na interface de fase. Exemplos comuns sao a liberagao de calor latente de congelamento
durante a solidificacdo de um metal, a tranformacao do aco em inoxiddvel durante tratamento por
calor e o selamento de rachaduras durante o reparo por soldagem de grandes fendas em aerofélios. A
formulagao matematica destes problemas requer o estabelecimento das Equagoes do Calor para as
fases envolvidas, especificacao de condicoes iniciais e de fronteira e uma descri¢ao das condigoes na
interface entre as fases. Como a posi¢ao na interface nao é conhecida a priori e deve ser determinada
como parte da solucao, o problema é nao-linear. Considere o problema de solidificagdo em uma
regido semi-infinita 0 < z < oo inicialmente liquida e & temperatura uniforme u(x,0) = Ty > T,,
onde T;, é a temperatura de congelamento da substancia em questao e sujeita a uma temperatura
fixa u(x,0) = Ty < Ty, no seu fronteira = 0. Apds um tempo ¢ uma pelicula sélida é formada e a
interface separando as fases sélida e liquida se move ao longo da diregao z-positiva. A formulagao

do problema requer entdo encontrarmos fungoes us(x,t), ui (z,t) e £(t) tais que
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no fronteira da interface x = £(t). A primeira das tltimas condigdes especificam contato perfeito na

interface sélido-liquido enquanto a segunda é uma condigao (nesta interface) de equilibrio da energia



térmica. Aqui L é o calor latente de congelamento (medido em Joules/Kilograma) e v = d§/dt é

a velocidade de avanco da interface sélido-liquido.

2 Formulacao do Problema

Nosso objetivo é estudar as solugoes aproximadas do seguinte sistema termodindmico

O O e, () eQ

8t 8$2 9 ) 9 t

@ w(at),t) =0, w(B(t),t)=0, Ve (at),Bt)e0<t<T (1)
U(JZ,O) = UO(J;)’ a(O) <r< ﬂ(O)

onde k é uma constante positiva.

Consideramos o dominio @; C R? definido por

Q: = {(a:,t) ERX(0,7); aft) <z < /B(t)}

Nosso objetivo é estudar a temperatura u = u(z, t), satisfazendo o Problema (1).
Neste trabalho, analisaremos a solugdo aproximada do Problema (1). Mostraremos também
a influéncia da fronteira moével nos exemplos numéricos. Para isto, consideraremos as seguintes

hipoteses:
Hl: o,8€ C%0,00) em 0<~vy<~(t) <1, vt >0,

H2: o, f € L'(0,00) NL2(0, 00).

Consideraremos agora uma mudanca de variaveis para transformar o dominio Q¢ em um dominio
cilindrico Q. Sob o ponto de vista matemético, resolver o Problema (1) no dominio néo cilindrico
é complexo. Dessa forma, consideremos uma mudanca de varidveis para transformar o problema
num problema equivalente, mas com dominio cilindrico. Para isto definimos v(t) := ((t) — «(t).
Observe que, quando (,t) varia em Q; , o ponto (y,t) de R? com y = (x — a(t))/v(t) varia no
cilindro @ = (0,1) x (0,7T). Assim, temos a aplicagdo definida por

T:Q: — Q=1(0,1)x]0,T]

@0 0 = (25 0).



Note que 7 € C?(Q;). De fato a e 3 sdo de classe C? e v > 0 no dominio em questdo. Pelo

Teorema da Funcdo Inversa [1], a aplicagdo 7= também é C%(Q).

—a(t
Fazendo a mudanca de varidveis v(y, t) = u(a(t)+y(t)y, t), implica em u(z,t) = v (x(i?)(), t) .

Y
Utilizando a mudanga de variaveis, obtemos as seguintes identidades

ou 1 ov

%(.’E,t) - _W@(yvt)a

0%u 1 0%

@(xat) = W@(y’t)’ (2)
ou _Ovdy  Ov  —d/(t) —+(t)y Ov Ov

Assim, usando as identidades, o Problema (1) é transformado no seguinte problema definido no
cilindro @ = (0,1) x (0, 7).

Problema. Queremos determinar v: @ — R satisfazendo

(II) U(OVt) =0, 'U(l,t) =0, t>0 (3)
U(y,O):vo(y), O0<y<1.

3 Meétodo de Elementos Finitos

3.1 Formulacao Variacional

Seja D(2) o espaco das fungdes teste, infinitamente diferencidveis com suporte compacto em e
w € D(). Multiplicando a primeira equacao do Problema (3) por w e integrando em © = (0, 1),

obtemos

L ow /1 0%v /1 ov /1
—wdy — a(t) =—wdy — b(y,t) —wdy = s Hwdy. 4
o | ()8y2 v= | (y )ay v= ) 9(y, tywdy (4)

3.2 O Método de Galerkin

O Método de Galerkin consiste em aproximar o espago das solugoes por um sub-espago de dimensao
finita. Para aproximarmos tal espago, definimos um subespago V,,, gerado pelos m primeiros vetores
da base do espaco Hg(Q) N H%(Q), ou seja, Vi, = [¢1, 92, -, Pm], onde [p;]ien é uma base de
H(Q) N H%(Q). Agora, buscamos uma solugdo aproximada v"(y,t) = vy, (y,t) € Vi, do Problema
(3) no subespago V.



3.3 Problema Aproximado

Aproximamos o Problema (3) pelo problema de determinar, no espago das solugoes V,,,, uma fungao

vh = vl (y,t), tal que

8 h 32 h a h
S a(t)a—;;w — by, t>a—“yw — (g(y,tw), em Q
(D) 9 ok (0,¢) = 0, v"(1,£) = 0 (5)

" (y,0) =vf(y), O0<y<l1

para todo w € V;,. Substituindo v* = v"(y,t) em (4) e integrando de 0 a 1, tem-se

1 2 h 1 h

0“v ov
—d t dy — by, t) —wd
/ wdy — /a()ayzwy /0 (y,)ayUJy

1 (6)
=/ gy, ywdy, Yw € Vi,
0
Integrando por partes a segunda integral, obtém-se
/1 a(t)—a%hwd = a(t)wa—vh 1 —aft 1 8—1}}16—1” = —a(t) 1 6_vh8_w
0 oy % lo o oy oy’ o oy oy
pois w(0) = w(1) = 0. Substituindo em (6),temos
1 9.k 1
v 8w
wdy—|—a —_— / b(y,t) wdy—/ g(y, t)wdy. 7
/0 ‘) o Oy 8y 0 (v.9) ™
Como,
"y, t) =Y cilt)eiy), @i(y) € Vin, ()
i=1
para obtermos a solucao aproximada v"(y,t) € V;,, é necessério determinar os coeficientes c;(t).
Substituindo (8) em ( ), obtemos
8%(@/) w
w)d — |d
/ Jdy + @ / ( oy oy )"
- di(y) '
— b(y,t( (cit— w dyz/(gy,twdy.
/0 ) g 0% (ot
Em particular, tomando w = ¢;(y) € V,, na equacao anterior, obtemos
m 1 1
dpiy) 0p;(y)
cgt/ i (y -ydercitat/i]idy
> |0 [ ety +enaty [ 25000
1 1
~a) [ 00?50 gy )a| = [ (ot estian ©)



Sendo assim, obtém-se um sistema de m equagoes diferenciais ordinarias dado por
DE () + (a(t)A — B)e(t) = G e ¢(0) = (c1(0),¢2(0), ..., ¢ (0)) = co, (10)

onde

Y 0pi(y) 00, (y) ! d¢i(y)
A:/ i i gy B= [ by, )Y (y)d
oy oy W ; (y,1) Dy vi(y)dy

1
e D:/O vi(y)p;(y)dy.

As matrizes A, B e D sao quadradas de ordem (m + 1) e ¢ = [c1, 2, ..., ¢m11]t € 0 vetor incégnita.

3.4 Funcao de Interpolagao

As fungoes bases ¢;(y) do subespago V,,, em geral, sdo polindmios por partes de grau k (para
k =1,2,3 temos as funcoes bases lineares, quadréticas e spline ctibicas), definidas em cada elemento
finito Q, isto é, Vi, = VE(Q) = {v, € V;0E € Pp(Q)} onde v¢ denota a restriio de v,|q, e P

conjunto dos polinémios. Nesse trabalho, consideramos os polindémios lineares por partes definidos

por
Y —Yi—
le Yy € [yi—1, i
(y) = Y1 7Y e (11)
Pily 3 , Yy e [ywyﬁ-l]
0, Vy & Wio1,Yit1]
e
1
Ea vy € [yi—layi]
0pi 1
i . o). 12
9y W=-7 Yy eyl (12)

07 Vy ¢ [yiflayﬂ*l]
onde estamos considerando a malha uniforme h = h; = y;41 — ¥, ¢ = 1,2, ...,m na discretizagao
em m-partes, 0 = y; < y2 < ... < Ymy1 = 1. Podemos verificar que a fungao assim definida é uma
base de V,,, C H(Q) e satisfaz a propriedade de interpolagio
1, se 1=

ei(y;) =
0, se i1# ]

o 001 0¢)
dy Oy

Assim, observamos que p;p; =0 =0se|i—j| > 2.



A funcéo g(y,t) pode ser interpolada pela funcgéo ¢;(y), obtendo-se

m

9y, t) =Y ei(y)gi(t), (13)

i=1
onde g;(t) = g(yi,t) Assim, substituindo (13) em (9), tem-se

m

> {c;(t)/ol<p,-<pjdy+ci(t)a(t)/01aaszi%(zjdyci(t) /01 b(y,t )86 %dy}

i=1

m

=/Olg(y,t)s0jdy=/ Zgz ©i(y dy—Zgl / V)i (y)dy.

Substituindo em (10), temos

DE (t) + (a(t)A — B)c(t) = Dg(t)
(15)
¢(0) = ¢

3.5 Meétodo de Diferencas Finitas

A equagdo (15) representa um sistema de equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem na
varidvel t. Seja c(t) uma fungao C"*1(0,T). Entao, do Teorema de Taylor temos
2 n

c(t + At) = c(t) + At (t) + Ath”(t) +..+ Tc”(lt) + Eny1(2)

onde

Cn-i—l (é-) N
Eny1 = W(At) i

Fazendo n = 1, podemos obter a seguinte aproximagao para ¢’(t)

c/(t) — W (16)

cujo erro de truncamento é de ordem O(At). A aproximacdo (16) é conhecida como diferenca
progressiva.

Denotando os tempos ¢, = nAt e ¢(t,,) = ¢", entdo, de (16) temos
dty)=——" | n=0,1,2,.. (17)

Por razoes de estabilidade numérica, considere a seguinte familia de aproximacoes, conhecida como

método generalizado trapeizoidal, ver [6],

eltn) =" =0c"+ (1 - 0)c"*!, 0<fh<1L. (18)



De (15) e (17), temos
Cn+170n A
(“5) +@a-rwme = g

Usando a familia de aproximagoes em ¢” temos

cn+1 —c" n n n n+1 n

Multiplicando por At e fatorando os termos comuns
[D+ (a™A = b"(y)B)At(1 — 0)]c"™ = (D — (a™A — b"(y) B) Atf)c™ + AtDg"

Na préxima se¢do, vamos determinar explicitamente as matrizes A, B e D para entdo determinar

a solugao ¢ paran =0,1, ...

3.6 Calculo das Matrizes

Vamos agora calcular as matrizes A, B e D usando as funcées base definidas em (11) e (12).
Desde que p;¢p; = 0 para |i — j| < 2, cada matriz do sistema é uma matriz tridiagonal e portanto

é suficiente calcular somente os elementos (7,1), (i,i + 1) e (i + 1,14)

3.6.1 Matriz A

Y 0pily) 0p;(y)
A_aij_/o oy oy

Os elementos da matriz A sdo
2 .
a; = —, para 1 =2,3,....m ;

h

1
Qi1 = Qi1 = (— E) para ©=2,3,...,m — 1.

3.6.2 Matriz B

1 agp
B(t)=1b;; = b Loidy,
() J /0 (y)ﬁy(pjy



Os elementos da matriz B sao

/
b“:fhfy (t), para ©1=23,....m ;
3(t)
1
biit1 = ———(3a/(t) + 37 (t)y; + 29/ (t)h), =2,3,...
si+1 67@)(0[()_'_ ’Y()y—"_rY()) para 1

1
biv1i=——3a'(t) + 37 (t)yi+1 — 27/ (t)h), para i=2,3,...

67(t)

3.6.3 Matriz D

D = d,; =/0 ei(y)p;(y)dy.

Os elementos da matriz D sdo

2h

diiZ?, para i=2,3,....,m ;

| >

diit1 =dii—1 = —, para i=2,3,..,m— 1.

4 Simulagcao Numérica

Vimos que resolver o Problema (5), ou seja, encontrar v"(y,t) implica em encontrar uma solugio

aproximada do Problema (3), e assim resolver o Problema (1), ou seja, encontrar u(z,t) ja que o

Problema (1) é equivalente ao Problema (3).

Consideraremos a barra de comprimento [0, 1] subdividida em 21 nés ou 20 elementos finitos,

1
isto é, h = — = 0.05 e o passo de tempo At = 0.05. Consideraremos em particular o peso § = 0.5,

20
definido em (18).

Assumiremos a existéncia de uma forga externa no Problema original (5) para verificar a qual-
idade do algoritmo utilizado para resolvé-lo, pois, nesse caso a solugao exata do Problema (3) é

conhecida e dessa forma podemos comparar com a solugao aproximada obtida através do método

numérico empregado.

4.1 Exemplo 1

Seja g(y, t) forca externa dada por

—sen(my)sen(nt) k

g(y,t) = - + MO (sen(my)cos(rt))
(o' (t) +~(t)y)\ [ cos(my)cos(mt)
() ()



Nesse caso a solugao exata é dada por

v(y,t) = %sen(ﬂy)cos(wt). (19)

com temperatura inicial dada por v(y,0) = %sen(wy) e os valores de fronteira

v(0,t) = v(1,t) = 0. Podemos, entdo obter uma solu¢do numérica aproximada. Temos também
que definir as fungoes a(t) e 3(t) para obtermos os coeficientes a(t) e b(y, t) da equagao diferencial.

Seja em particular

t 2t +1
)= —— n=2trT
o) =—y7 ¢ PO =73
- I p——— i P —————— Foe———————7
T a(t)
1.5 — 7 5 t) _____ _
//
/
1 — —
0.5 | _
0 N —
-0.5 F _
-1 ] i }
0 5 10 15 20

Figura 1: Movimento dos extremos.

A Figura 1 representa o movimento dos extremos «(t) e 3(t).

O erro encontrado para esta solugdo é
el| = max ||e(t =0,0396%.
ell = mase fle(t)] 1) = 0.03967%
Esse resultado comprova a eficdcia do método numérico empregado para obtencao da solugao

aproximada do Problema (5).

4.2 Convergéncia Numérica

Analisaremos agora o comportamento do erro da solucdo aproximada. A tabela a seguir mostra o

comportamento do erro para § = 0.25,0.5 e 0.75, fixando o passo de tempo At = 0.01 e variando

10



o nimero de elementos finitos N = 10,20, 50,100 e 1000, onde o erro é definido por

E| = t
|21 = mase le(®)] 2o

e serd denotado por Eg.o5, Fg5 € Eg.75 para os diferentes valores de 6.

AT | N Ey.o5(x,t) || Eos(z,t) || Eors(x,t)
0.01 10 0.005833 0.005747 diverge
0.01 20 0.005814 0.005723 diverge
0.01 50 0.005805 0.005717 diverge
0.01 | 100 0.005775 0.005688 diverge
0.01 | 1000 || 0.005760 0.005652 diverge

Podemos observar que o erro é inversamente proporcional ao tamanho da malha. Ou seja,
quanto maior a malha, menor o erro. Podemos notar também que para valores de 6 > 0.75 a
solucao diverge.

Passaremos agora a estudar a temperatura da barra quando a forca externa é nula.

0.15

0.1

0.05

-0.05

-0.1

0.15 ! ! !

Figura 2: Decaimento exponencial.

A figura 2 representa a mesma solucdo para diferentes valores de k, onde k é o coeficiente de
condutividade térmica do material da barra. Podemos observar que o valor de k esta diretamente

relacionado com o seu decaimento assintético, mostrando que a prata (k = 1.71) tem uma maior

11



condutividade térmica que a argila (k = 0.0038). Isso significa que a transferéncia de calor é mais
rapida quanto maior o k.

A tabela a seguir mostra valores do coeficiente térmico k para alguns tipos de materiais.

Material k(cm?/s)
Prata 1.71
h Aluminio 0.86
Ferro fundido 0.12
Argila 0.0038

A Figura 3 mostra a evolucao da fronteira para os tempos ¢t = 0.0; 0.25; 0.5; 0.75; 1.0; onde

o comprimento da barra varia de y(0) =1 a (1) = 2. A Figura 4 representa a temperatura da

0.2 | T I

0.1

-0.1 -

0.2 I 1 1
-0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 3: Movimento da fronteira.

barra para k = 1.71, ou seja, para a prata. Podemos notar que a temperatura varia rapidamente,

devido ao crescimento da fronteira.

5 Equacao do calor com fronteira nao-homogénea

Nessa secao estudaremos as solugoes aproximadas do seguinte sistema termodinamico com condigao

de fronteira nao-homogénea

12



Figura 4: Temperatura da barra variando com o tempo.

ou 0%u
E_k@:f(xat)v em @
1v) w(alt), t) = h(t), w(B(t),t)=g(t), 0<t<T (20)

u(z,0) = ugp(z), a(0) <z < 5(0)

Consideramos o dominio Q; C R? definido por

Qi = {(w,1) € R x (0,7) /alt) < = < A1)},
onde k é a constante de condutividade térmica do material, h(t) e g(t) sdo funcoes dadas.

Nosso objetivo é estudar a solucdo u = u(z,t), satisfazendo o Problema (20).

A idéia da resolugao desse problema é procurar reduzi-lo a um outro com condigoes de fronteira
homogéneas, do tipo ji estudado, através de uma mudanca de varidveis dependente de u(z,t).

Dessa forma, considere os pares {a(t), h(t)} A {B(t),g(t)} e a reta definida por:

_ 9(t) = h(?)
y—h(t) = m(ﬂﬁ —a(t)).
Definimos uma funcio G(z,t) de classe C? da forma
_ gt) —ht)

Note que  G(a(t),t) = h(t) e G(B(t),t) = g(t).

13



Suponha que a solugdo u(z,t) possa ser escrita na forma
u(z,t) = w(z,t) + Gz, t). (21)

Entao,

ou ow 0G 0%u  Q*w 327G’

a ot Tt ¢ or ez o

Substituindo em (20), temos

Assim,

De (21), temos w(z,t) = u(z,t) — G(x,t).

Entao,

w(B(t),t) = u(B(t),t) — G(B(t), 1) = g(t) — g(t) =0
’LU(J?, O) = U(.Z‘,O) - G($,0) = ’U;o(ﬂ?) - GO(J:)
Dessa forma, com as transformacgoes anteriores obtemos um problema com condigao de fronteira

homogénea dado por

ow 0w
ot ox?
(V) w(a(t),t) =0, w(B),t)=0, 0<t<T (22)

w(z,0) = ug(x) + Go(x)

= F(xvt)a em Qt

e sdo vélidos os Teoremas 2.1 e 2.2 para o Problema (22), sob as hipéteses (H1) e (H2).

Consideraremos a mesma mudanga de varidveis do caso anterior. Assim, obtemos as seguintes

identidades
ow 1 ow
8—36(%75) = —Wa—y(.%t%
?w 1 d*w
W(xat) = Wa—yg(y7t)v
ow _owdy 0w —d(t) -+ (t)y Ow ow
ad "=y T T oy T e Wt

Dessa forma, o Problema (22) definido num dominio nao cilindrico, é transformado no seguinte

problema definido no cilindro @ = (0, 1) x (0,T).
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Problema: Queremos determinar w: () — R satisfazendo

ot 2 Oy? v dy
(VD) 4 w(0,) =0,w(1,6) =0, te0,1] (23)
E(y,O)z@o(y), O<y< 1

onde @ = (0,1) x (0,T).

Fazendo o mesmo procedimento do Teorema 2.2, obtemos o seguinte problema aproximado

6 Problema Aproximado

Aproximamos o Problema (23) pelo problema de determinar, no espago das solugées V,,, uma

funcio w" = w"(y, t), tal que

ow" o*w" ow"
— 0 —alt)| =—,0 ) — | by, t)—=—.,0 | = (H(y,1),0
(%r+0) ~a)(G0) - (b0 %0) = (H0.0) em @
(VID  § @h(0,4) =0, @ (1,6) =0, telo,1]
w'(y,0) =wg(y), 0<y<L,
onde 6 € V,,.
Dessa forma, podemos aplicar o método de elementos finitos com o método de diferencas finitas

para resolver esse problema.

6.1 Simulagao Numérica com fronteira nao-homogénea

Assim como no caso homogéneo, ilustraremos o problema do calor com fronteira ndo-homogénea.
Utilizaremos os mesmos dados do problema do calor com fronteira homogénea, ou seja, uma malha
dividida em 20 elementos finitos, At = 0.05 e um peso § = 0.5 e assumiremos que h(t) = —t e

g(t) = t, ou seja, de um lado a barra estd perdendo calor e do outro esta recebendo.

6.2 Exemplo 1

Inicialmente vamos construir uma solucao exata para comparar com a solugao aproximada obtida

do método numérico. Consideraremos a solugao aproximada do problema transformado como

1
w(y,t) = ﬁsen(wy)cos(mﬁ),
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a temperatura inicial dada por w(y,0) = Z;sen(my) e os valores de fronteira w(0,¢) = w(1,t) = 0.

Seja em particular

t 2t+1
- H=221-
i1 ¢ AW

t) =
o) t+1
como no exemplo 1 com fronteira homogénea.

Nessas condigoes, a forga externa ou fonte de calor H(y,t) = g(y,t) é dada por

Hiy.t) = —sen(mjr)sen(ﬂ't) n V(12)2(

(&' (&) +v(®)y)\ [ cos(my)cos(mt)
(- ()
A figura (5) representa a solugao w(y,t) do Problema (23).

sen(my)cos(rt))

Figura 5: Solugdo w(y,t).

Aplicando a transformagao inversa 71, obtemos a solugao aproximada w(z,t) do Problema(22),
representada na figura 6.

A figura 7 representa a fungao

A figura 8 mostra a solugdo u(z,t) = w(z,t)+G(z,t) do Problema (20) para a prata (k = 1.71).
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Figura 6: Solucéo w(z, ).
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Figura 7: Funcao G(x,t)

w(z,t) + Gz, t).

Figura 8: Solugdo u(x,t)

18



