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Resumo
A questão de determinar se um dado sistema de equações diferenciais hamiltonianas

é ou não integrável, é uma antiga questão para a Mecânica Clássica. A existência de tais

sistemas é importante em si e para a teoria de perturbações. Tratamos aqui de  estudar

o problema de  dois centros fixos inventado e estudado por Euler sob vários pontos de

vista no  que concerne a sua  integrabilidade. Usamos para isto o critério de Morales-

Ramis que é o mais recente teorema sobre o assunto, para potenciais homogêneos .

Estudamos também, por completeza de metodologia, um outro exemplo, a saber, o

problema de Stormer, cujo potencial não é homogêneo. Podemos assim estudar um

critério de integrabilidade mais geral, devido a Churchill e Rod e a Morales-Ramis.

Abrimos com isto perspectivas para o tratamento de outros problemas fisicamente

relevantes e uma possível extensão destes teoremas a classes mais gerais de sistemas.
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0 .1  Introdução

Integrabilidade

Um sistema integrável é caracterizado pelo comportamento regular (periódico e

quase-periódico) de todas as condições iniciais e todo 0 tempo; neste caso, podemos

ter informação global do comportamento dos termos de longo período. Sistemas não

integráveis tem regiões irregulares, ou caóticas; no  contexto de  sistemas dinâmicos caos

significa uma sensibilidade muito grande das soluções às condições iniciais escolhidas,

que no caso hamiltoniano é causado pela não integrabilidade.

A noção de integrabilidade, portanto não caoticídade, está relacionada com a ex—

istência de integrais primeiras, conforme o teorema de Liouville enunciado abaixo:

Teorema de Integrabilidade de Liouville:

Seja X H um sistema hamiltoniano real completamente integrável definido sobre o

espaço de fase real M de dimensão 2n

. _ BH
Q: '— ap i )

. _ ôH
p l  "' aqi  !

onde i = l . . . , n  e H é uma função real das coordenadas canônicas (q ,  p ) .  Sejam

f l ,  , fz, - — — , f,, um conjunto de integrais primeiras em involução, i.e., (f i ,  fj) = 0 (L ]

é o colchete de Poisson). Seja M& = [ z  e M : f,(z) : a,, i = 1, - - — , n] ,  uma variedade

de nível não crítica de f l ,  - - - , f,, (uma superfície diferenciável de dimensão n). Então:

(a) M,, é uma superfície diferenciável invariante pelo fluxo do sistema hamiltoniano X H;

se M& é compacta e conexa, então ela pode ser deformada em um toro de dimensão n

por transformações canônicas diferenciáveis.

(b) Numa vizinhança do tom Ma existe um sistema de coordenadas canônicas (I, qb) =

(I l ,  — - - , In,  (151, - - - , ou), (15 (mod 27r), chamadas coordenadas de ângulo-ação. As ações

I correspondem à direção transversal ao toro e qb às coordenas do mesmo. Nessas

coordenadas as equações de Hamilton para X H são:
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I",- = 0
. , (1)

$i : wi)

i = 1, - - - , n ,  onde as frequências wi dependem apenas das variáveis de ação, isto e,

w,- : iv,-(11, - ' . , L,), e o sistema hamiltoniano relativo à hamiltoniana H é integrável

por quadraturas.

A parte (a) é a parte algébrica do teorema, enquanto a parte (b), a parte de cálculos,

é no fundo a teoria de Hamilton-Jacobi.

Esse teorema pode  ser extendido ao corpo dos complexos, e então teremos a questão

de se as integrais primeiras são meromórficas (funções que são analíticas para todos os

valores de z ,  exceto nos pontos onde existem pólos), analíticas ou algébrias em vez de

diferenciáveis ou analíticas.

A questão da integrabilidade pode ser colocada da seguinte forma: como podemos

identificar os valores dos parâmetros para os quais as equações de movimento têm (ou

não) integrais primeiras? Muitos métodos para a identificação de classes de sistemas

integráveis foram desenvolvidos por matemáticos como Poincaré, Liouville, Painlevé,

Ziglin e outros.

Nos últimos anos a procura por critérios de integrabilidade para sistemas Hamilto-

nianos baseados no comportamento das soluções no domínio complexo tem adquirido

grande relevância. Em geral esses teoremas consideram, chamemos F ,  uma curva inte—

gral z : z( t) ,  que não seja um ponto de equilíbrio, do sistema hamitoniano X H.  Então

pode-se escrever as equações variacionais (EV) ao longo de l'“,

77 = Bi” (9500)??-
Usando—se a integral primeira dH(z(t)) correspondente ao sistema linearizado pode-se

reduzir as EVºs, i.e., eliminar um grau de  liberdade e obter o que se chama as equações

variacionais normais (EVN). Visto esse conceito de EV e EVN podemos fazer agora

um rápido histórico da evolução dos principais teoremas sobre integrabilidade [9].

Poincaré encontrou um critério de não integrabilidade na matriz da EV ao longo

de uma curva integral real: se existem k integrais primeiras do sistema Hamiltoniano,

independente sobre a curva integral, então k expoentes característicos devem ser zero.
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Além disso, se essas integrais primeiras estão em involução entre si, então % expoentes

característicos devem, necessariamente , ser zero.

Além do mais, neste trabalho de Poincaré podemos encontrar também a relação

entre integrais primeiras lineares da  equação variacional e as soluções da  mesma. De

fato, os resultados de Poincaré estão intimamente relacionados ao processo de redução

da  EV para a equação variacional normal (EVN), que é as equação para a variação

normal a curva integral.

Em 1888 S.Kowalevski obteve um novo caso de integrabilidade para o sistema

do corpo rígido com um ponto fixo, impondo que a solução geral seja uma função

meromóríica do  tempo complexo. De fato, como parte de seu método, ela provou que,

com exceção de algumas soluções particulares, os únicos casos em que a solução geral

é uma função meromórfica do tempo são os casos de Euler, Lagrange e Kowalevski.

Lyapounov generalizou o resultado de Kowalevski provando que, exceto por  algumas

soluções particulares, a solução geral é unívoca somente nos três casos mencionados

acima. Seu método é baseado na  análise da  equação variacional ao longo de alguma

solução conhecida.

Em 1963 Arnold e Krylov analizaram condições suficientes para a existência de uma

integral primeira unívoca (mas não analítica complexa) de uma equação diferencial

linear complexa. Esses autores provaram a distribuição uniforme de valores do grupo

de monodromia (grupo de matrizes relacionadas à extensão do espaço vetorial formado

pelas soluções desta equação) no invariante correspondente. A demonstração deles

está baseada nas propriedades de completeza do grupo de monodromia, considerado

como grupo de Lie linear. Podemos observar que isto não está. tão longe do fato do

grupo de Galois de uma equação diferencial linear Fuchsiana (equação que tem suas

singularidades regulares) ser a completeza do grupo de monodromia. Observamos que o

grupo de matrizes cujos elementos são coeficientes de combinações lineares das soluções

dessa equação chama—se grupo de Galois diferencial.

Em 1982 Ziglin provou um teorema sobre não integrabilidade para sistemas Hamil-

tonianos analíticos complexos. Ele usou os vínculos impostos pela existência de algu-

mas integrais primeiras sobre o grupo de monodromia do sistema, reduzindo as EV's,

ao longo de alguma curva integral complexa, às EVN*s. Se a evolução das EVN's,
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caracterizada pela matriz de monodromia (grupo de monodromia), é suficientemente

complicada, demonstra-se que não pode existir integrais primeiras adicionais. Neste

caso diz—se que o grupo de monodromia não é Ziglin.

Na segunda metade da década de 80, Yoshida [12] desenvolveu uma versão do

teorema de Ziglin para potenciais homogêneos com dois graus de liberdade, expressando

as condições deste teorema de forma explícita e operacional, fazendo várias aplicações

a sistemas relevantes.

Na  década de  90 Morales Ruiz, em sua tese de doutorado, passou a trabalhar com

o grupo de Galois diferencial diretamente ao invés do grupo de monodromia. Mais

tarde, associado a Ramis desenvolveu dois teoremas cuja condição de integrabilidade

é a componente identidade do grupo de Galois das EVN*s ser abeliano (comutativo).

O primeiro teorema generaliza Yoshida para qualquer número de graus de liberdade,

eliminando também a restrição a sistemas não ressonantes. O segundo teorema usando

o algorítimo de Kovacic, generaliza o trabalho anterior de Churchill e Rod para EVN *e

não necessariamente Fuchsianas ( i.e., EVN,s com singularidades regulares).

Nesta monografia usaremos o Teorema de Morales-Ramis [9] para potenciais ho-

mogêneos para completar o estudo do problema de Euler de dois centros fixos. O

segundo teorema numa versão operacional de Churchill e Rod [7] será aplicado ao

problema de Stormer. Com tal abordagem estamos mostrando a operacionalidade de

critérios de  integrabilidade cujas demonstrações requerem uma formação matemática

especializada, como pudemos ver pelo rápido histórico acima. Nosso objetivo é mostrar

que podemos aplicar estes teoremas sem nos aprofundarmos em suas demonstrações e

conceitos envolvidos. Veremos, posteriormente que o problema de Stormer não verifica

nenhuma das condições estabelecidas pelo segundo teorema, ou seja, podemos confir—

mar a não integrabilidade sugerida quando da  aplicação do método das superfícies de

secção de Poincaré. Em contrapartida, o problema de  Euler satisfaz ao teorema de

Morales—Ramis para potenciais homogêneos, mas isto não é suficiente para garantir a

integrabilidade do mesmo.

Problema de dois centros fixos de Euler
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O estudo do  movimento de uma massa pontual,  movendo-se em um campo grav-

itacional produzido por  dois centros de massa, atrativos e fixos, é um problema que foi

proposto pela primeira vez no século dezoito por Euler, como um passo intermediário

na busca da solução do problema de três corpos. O próprio Euler, em uma série de

três artigos, resolveu o problema (integrando as equações de movimento do caso bidi-

mensional, isto é, o caso onde a massa pontual move-se no  plano que contém os dois

centros atrativos). Quase um século depois Jacobi mostrou que o potencial correspon-

dente ao problema tridimensional completo é separável em coordenadas esféricas. Um

século mais tarde,  Erikson e Hill encontraram, de forma explícita, a terceira integral

de  movimento do  problema tridimensional completo (além da  energia e do momento

angular em relação ao eixo passando pelos dois centros).

Apesar da  integrabilidade do sistema dinâmico, o comportamento qualitativo das

soluções não foi bem entendido, provavelmente pelo fato das soluções serem expressas

na forma de funções elípticas.

O problema de  dois centros fixos tem sido usado, entre outras aplicações, para

calcular a trajetória de satélites no campo gravitacional da Terra, no problema de

mecânica quântica do  íon positivo da  molécula de  H;" e na  aceleração de elétrons em

colisões atômicas. Formas generalizadas do  problema também têm sido consideradas,

como dipólo finito, dipólo repulsivo e sistema de dois buracos negros carregados (para

maiores detalhes ver H.Varvoglis et al. [14] e as referências nele contidas).

Neste trabalho iremos definir o problema de Euler e deduzir sua hamiltoniana,

a partir do Problema Restrito de Três Corpos, no primeiro capítulo. No segundo

capítulo resolveremos o problema através da equação de Hamilton-Jacobi em coorde-

nadas el ípt icas:  resolver a equação de Hamilton-Jacobi é afirmar que um sistema é

integrável pelas funções encontradas. Apresentaremos também nesse capítulo a teoria

da  secção de Poincaré, que sendo um método numérico nos leva a afirmar que uma

secção apresentando caos é uma evidência de não integrabilidade, mas uma secção

aparentemente regular não implica em integrabilidade. No terceiro capítulo estudare-

mos numericamente o problema de Euler utilizando a secção de  Poincaré. No quarto

capítulo faremos um resumo do  teorema de Morales-Ramis para potenciais homogêneos

e o aplicaremos ao problema de Euler. No último capítulo introduziremos 0 algorítimo
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de  Kovacic que é importante para se determinar a integrabilidade de uma equação

fuchsiana. Esta integrabilidade está conectada à integrabilidade de sistemas hamilto-

nianos quando & fuchsiana em questão é a EVN. Faremos sua aplicação ao problema

de eletromagnetismo clássico de Stormer onde uma partícula sofre a ação de um dipolo

magnético. Esse problema é uma primeira aproximação para o estudo de partículas no

campo magnético terrestre.



Capítulo 1

Definição do Problema

1 .1  O Problema de Euler

Neste capítulo iremos deduzir o Problema de Dois Centros inventado e resolvido

por  Euler. Para isso primeiro definiremos o Problema de Três Corpos Restrito, desen-

volvendo suas equações de movimento em coordenadas cartesianas e acharemos uma

relação invariante e a energia total do  sistema. Em seguida passaremos para coorde-

nadas de um sistema girante, com o objetivo de apresentarmos a integral de Jacobi. Por

fim obteremos a hamiltoniana do  sistema em coordenadas adimensionais, e colocaremos

o problema de  Euler neste contexto.

1.1.1 Descrição do  Problema de  Três Corpos Restrito

Deânição: Sejam dois corpos movendo-se em torno de seu centro de massa em órbitas

circulares, sob influência de sua atração gravitacional mútua e um terceiro corpo

(atraído pelos outros dois mas não influenciando seus movimentos) movendo-se no

9
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plano definido pelo movimento dos outros dois corpos. O Problema Restrito de Três

Corpos (PRTC) descreve o movimento deste terceiro corpo.

As massas ml  e mg dos corpos ditos primário e secundário (ml  2 mg) são ar-

bitrárias, mas sua distribuição interna é tal que os corpos podem ser considerados

massas pontuais. A configuração do  Problema Restrito de Três Corpos está mostrada

na  figura 1.1.

Figura 1.1: Configuração do problema

No equilíbrio entre as forças gravitacional e centrífuga temos

Gmlmg

12

onde G' é a constante da gravitação, n é a velocidade angular de ml  e de m; ,  I é a

= mganº : mlbn2 (1.1)

distância mútua entre ml  e mg, e a e b as distâncias dos corpos massivos ao centro de

massa. Temos então que
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Gml : anºlº, s : bnªlº, G(m1 + mg) : nºl3 (1.2)

sendo a última equação, a terceira lei de Kepler.

Temos também que

a=——— e b=——— (1-3)

onde M = ml  + mg

As equações de movimento de  m3 em um sistema retangular inercial de coordenadas,

são

dºX _ õF dªY _ aF__ _ ___. —-- _ — 1.4dt*º ax º dt*º âY ( )
onde F é negativo do potencial (U) por unidade de massa, dado por

1111 mg
F : G —— — = —U 1.5(R1 R2) ( >

com

R1 = [(X * X1)2  + (Y _ Y1)2]1/2

R2 = [(X '“ X2)2  + (Y — Yºm“,

onde (Xl,  Yi) e (Xg, Yg) são as coordenadas dependentes do tempo de ml e mg e

Xl : bcos ntº“ Y] : bsin ntª“ (1.6)

Xz = —a cos ntª“ Yz = —a sin  ntª" ' (1.7)

A dependência temporal das coordenadas de ml  e mg introduz o tempo explicita-

mente nas equações de movimento, ou seja,

dºx ôF(X,Y,t*) dºY âF(X,Y,t*)
? :  ax W:  ay (1'8)
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1 .1 .2  Uma relação invariante e a energia total do sistema

Derivaremos agora uma relação invariante, correspondente à conservação de energia,
dºX dX dºY

para o problema restrito no sistema inercial. Mul t ip l i cando—dt Zpor— dt* (&t  por
Y

d—t; , somando, e depois integrando com respeito ao tempo, temos

1 dX2  dX 2 ôF dX ôF dY ,,
5[(dt*)2+ ã?) ] f(â—XãF + WWW (1'9)

Como a diferencial de F é dada por : dF—— g—F dX + gªdY + gf: dtª'“

=> ][dF — ôF dt*] =—F fgtF (1.10)
ôt*

pelas equações (1.9) e (1.10)

1.11=F fôFavªl ( )
, . . , , . . 1onde V e a veloc1dade de m3. A energia nao e conservada no Sistema, pOlS ãVº  — F

é uma função do  tempo.  Podemos interpretar a quadratura

/ aF(X, Y, t*)
as

da seguinte forma: Consideremos a solução dada da forma X = f (a,-,t*), Y =

dt* (1.12)

g(a,,t*), onde as constantes az,—(i : 1, ..,4) representam as condições iniciais. Sub-

stituindo esta solução em (1.12) ficamos com uma função dependente das condições

iniciais e do  tempo.  Temos então que

ªvº - F : C(a,,t*) (1.13)

Uma expressão como a relação (1.11) tem uso limitado pois sua interpretação requer

a solução do  prºblema.

Por outro lado, se F não dependesse do tempo, teríamos:

ôF
ât*

:O  e %Vº—F=C(a,-)
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isto é, a constante de integração dependeria somente das condições iniciais. Vemos

então que seria interessante acharmos um sistema de coordenadas em que F não de—

pendesse do  tempo.

Uma maneira de vermos que a energia do PRTC não se conserva é calculando a

energia total por unidade de massa de  mg, isto é

1 dX 2 1 dY
hª _ ª(dt*) +5(d t* )2 — F (1.14)

conforme já vimos não é constante. A energia total das partículas individuais é a

soma das sua energias separadas, então

E = m3h3  + Em (1 .15 )

onde Em é a energia do sistema formado por  m1 e mg, e é dado por

m1m2

l

O primeiro termo é a energia cinética e o segundo a energia potencial. Manipulando

(1.16)1
Em = 57120771“)? + TTI/20,2) —' G

as relações (1.1) e (1.2) achamos

1 1 1
—n2(m1b2  + mgaº )  = " m1m2 = Em = —"  mlmz  = cte (1 .17 )
2 2 l 2 1

E a energia total do sistema formado pelos três corpos fica

E = m3h3 _ %Gmllmº # cte (1.18)

A energia total do problema restrito não é constante porque a energia total de  mg

não é constante, enquanto que a do  sistema formado por  m1 e mg é constante. Portanto

a soma não pode ser constante.

Lembremos que a energia total do  sistema dinâmico formado pelos três corpos sem

qualquer restrição sobre o movimento de  ml  e mg possui um potencial que não depende

explicitamente do tempo, então sua energia total é conservada.
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1.1.3 Equações de  movimento em um sistema de coordenadas

girante e a integral de  Jacobi

Procuramos um sistema de coordenadas no  qual a função força não tenha nenhuma

dependência temporal explícita. Sendo a dependência temporal consequência do movi-

mento dos primários em um sistema de coordenadas fixo, devemos esperar que um

sitema de coordenadas no qual ml e mg estão fixos retire essa dependência explícita.

A transformação de coordenadas é dada pela rotação

X = Í cosn f  —— gsinnt'“ (1.19)

Y : :Z' sin nt* + y cos nt* (1.20)

sendo a notação dada na  Figura 1.1.

Podemos facilitar a transformação das equações introduzindo variáveis complexas.

Seja

z = zeiªt' (1.21)

onde

z=í+i37, Z=X+iY ' (1.22)

As distâncias R1  e R2 ,  são dadas agora por

R1 = |  Z _ Z1 |  6 R2 = |  Z — Zz]  (1 .23 )

onde Z1 : bem" e Zz = —aei"º*.

Substituindo as definições de  Z ,  Z1 e Zz, temos então para as distâncias

RI =| z — 1» |= [(se — b)º +aº1ª (1.24)
1R2 = |  z+a  |=  [(í"+a)º+372]ª (1.25)

Derivando Z duas vezes em relação a t*, temos
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dºZ dºz . dz 2 mi
ai:—2- — ( aa+2mdt*  —n z)e

Temos então as equações de  movimento do  sistema girante na  forma complexa

(1.26)

dºz . dz 2 (z — b) (z + &)
dt ' ºº  + Zmdv  — n Z — —G[m1m +m2 zm]  ( 1 .27 )

Separando as partes real e imaginária, temos

dº)—( dy (x fsb) (>“: + a)
21—55 —— nd“  — n2 a'c—— —G[m1 +m2 133 ] (1.28)

dºy di ;? y
2 — º “  = —G —— —— 1.29d t*2  + nd t*  "' y [ m l f l s  +m21723]  ( )

onde r] e 772 foram introduzidos no  lugar de R1 e R2, para deixar claro que no

sistema de coordenadas girante as distâncias não carregam dependência explícita no

tempo.

Veremos agora que esse sistema possui uma integral útil,  a única que pode ser

obtida para O problema restrito.

Como

ôF* _ ()": — b) ()“: + a)
-ô—)_(- : nºx — G[m1 _13 + mg 1723 ] (1.30)

ôF*  _ 2_  _ i l637 _ n g G[m1r_13 +m;;r_23 (1.31)

temos que

nz  mz
F*=  -—(a'cº + yº) + G(—_— + — (1.32)

21 ' ]_  T2

e que

dªi  dy ôF*_ = 1.33dt*º "dv ax ( )
2— - *d y 2 dx _ ôF (1.34)

dv? + "dv _ ay '
e (1.34) por Sªy—, somando e integrando em relaçãoMultiplicando—se (1. 33) por dx dt*

dt“
ao tempo t*, temos
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32132 ª_í'z _ 3F*-  ªí“—_ *_Çl2%) (dtm —— f(ôidwr ôydy)—F 2 (1.35)
pois

*_aw _ ai“ _dF _ 632 da: + 837 dy (1.36)

Essa integral e a constante C* são conhecidos como integral de Jacobi e constante

de Jacobi, respectivamente. Podemos escrever também

172 = 2F* _ C* (1.37)

onde 1") é a magnitude da velocidade relativa ao sistema de coordenadas girante.

1 .2  Equações de movimento em coordenadas adi-

mensionais

1.2.1 Sistema inercial

Usando o seguinte sistema admensional

€=X/ l ,  n=Y/ l ,  t=n t* ,  m =m1/M=a / l  (1.38)

#2 = mz/M = b / l ,  pi = Ri / l ,  102 = 32” (1-39)

As equações de  movimento ficam

Sªiª _ ?? dz” _ Bªíª (1.40)dt2 — 65 e dtº "' a;
onde

F
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pf = (& — a? cos 73)2 + (17 —- ,n sin t)2

pg = (E + m cos 23)2 + (77 + M sin t)2

(1.42)

(1.43)

Vemos que os únicos parâmetros constantes que permanecem são m 6 Hz, mas

como ,u1 + ug : 1,  se tivermos uma das massas adimensionais achamos a outra,  ou

seja, teremos o problema dependendo de apenas um parâmetro. Substituindo 45 em

(1.40) temos

2 ._d€_[1 (5  ].LgCOSt) +H2(€+u1cos t )
dtº  — pi pê

dzn (77 — [1,2 sin t )  (77 + ul  sin t)
= [#1 + #2dtº  pi pá

1 .2 .2  Sistema girante

Analogamente, tomando as coordenadas adimensionais

$=IB/ l ,  yzg / l ,  t=n t*

T1 : vªl/l, T2 = Fz/l, “1,2 = m1,2 /M

As equações de movimento ficam então

.. . ao

"Ha- ªª' ay
onde os pontos significam derivada com relação ao tempo adimensional (t) e

F*  1=—(x2+y2)+ ª+H-ZQ: l ªn ª  2 r l  I'2

Ti  : ($ - Imº +92

2r ã= ( sc+ /L1) º+y

]

]

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)
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Para dar uma forma mais simétrica podemos acrescentar uma constante ao poten-

cial, o que não afetará as equações de movimento. Seja

- 1
Q = 9 + ENI/142 (1.53)

O que leva a

_ l 2 2 & & _ É 3 º”? 1º _ 2(“17"1 + Hzrz) + n + 7—2 — #1( 2 + T1)  + #2( 2 + T2)  (1-54)

Sendo as equações de movimento dadas por

aí)" —— 2 '  = — 1.55x y ax ( )
.. . _ aoy + 29: _ 537 (1.56)

De acordo com as equações (1.33) a (1.37), a integral de Jacobi fica

aº + yº = 253 — 0 (1.57)

e usando (2 ao invés de Q, temos

x'2 + gº = 29 - 0 (1.58)

sendo C = Ó + mpg.

Portanto

1 1C = +—(a'c2 + yº) — WM? + ugrã) + ª + ª (1-59)2 2 T1 r2

A integral de Jacobi no sistema de coordenadas girante relaciona a velocidade rel-

ativa adimensional com as coordenadas de  posição através da constante de Jacobi.

Para achar a integral de Jacobi no sistema inercial usamos

6 = xcost  — ysint  (1.60)

n=xs in t+ycos t  (1.61)

ou C = ze“, onde ( : ac + iy.
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Então a integral de Jacobi no sistema inercial é dada por

_-=l'2 -2 ' _  -_El_E_2__'C 2(€  +77)+(77€ 677) m pz 0 (1-62)

E interessante observar que o potencial centrífugo no referencial girante torna-se O

potencial de  Coriolis no  referencial inercial. Ambos são maneiras distintas de expressar

o momento angular.

1 .3  Montagem da Hamiltoniana do Sistema

Definiremos o problema de Euler a partir da Lagrangeana do sistema restrito. Como

sabemos a Lagrangeana, no sistema inercial é dada por

L : T — V (1.63)

1 . .
L = %(X2 + Yº) + o (1.64)

onde o ponto indica derivada temporal, e Q = —V (V é a energia potencial). Como

antes

X = arcos nt — ysinnt (1.65)

Y : xs innt  + ycosnt (1.66)

1 #1  liz: — __ __ 1.679 2M1M2 + I'1 + T2 ( )

Derivando (1.65) e (1.66) com relação ao tempo e substituindo em (1.64), ficamos

então com

_ 1 . 2  . 2  -_  - ªí 2 2L_5(a :  +y )+n(a :y  yx )+2(x  +y )+Q (1.68)
2

onde n(:rg —yá:) é o termo devido à força de Coriolis e %(x2 + yº) é o termo devido

a força centrífuga.
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A hamiltoniana do sistema é dada por H = rpm + gp” -— L, onde

p—ôL fc ny
«: '_- '= —ômª_-+

Py 69—11  nx

Como m + #2 = 1 —> ,u1 = 1 — ug, se definimos m = p e #1 = 1 — u, temos em (8)

1“  ” + ª (1.69)
T1 72

1Q=5H(1—H)+

Substituindo em H, temos

1 " “ — H (1.70)
1'2

1 1H = g(pí +pã) + n(ypx — mpg) — 5/10 — u) —
Se o termo devido à força de Coriolis for ignorado, teremos o problema de  Euler

dos dois centros fixos. Então

_ lz  º _ l  _ J ª t iH—2(px+py)  
2u (1  #) 7,1 T2 (”D

é a Hamiltoniana correspondente a tal  problema. Ignorar o termo devido à força de

Coriolis, fisicamente, implica que os doiscorpos primários estariam fixados e sem girar

(não terão momento angular) e o terceiro corpo sujeito a atração gravitacional dos

mesmos .



Capítulo 2

Hamilton—Jacobi e Secção de

Poincaré

2 .1  Solução do Problema de Euler por Hamilton-

Jacobi

2.1—Nesta seção iremos tratar o problema de dois centros através do método de Hamilton-

Jacobi, quer dizer, vamos procurar uma tranformação canônica [5]. Essa transfomação

de  variáveis preserva os invariantes de  Poincaré-Cartan e consequentemente as equações

de Hamilton. Queremos que a hamiltoniana H (p, q) seja levada em uma função

K (Q)(uma função que depende apenas das novas coordenadas Q)  . Temos que em

uma transformação canônica as novas variáveis devem preservar a soma das áreas pro-

jetadas de cada par conjugado (p ,  q )  no  espaço de fase, ou seja,

Z/R/dpdq= fR/dQ (2.1)

sobre alguma região fechada R. Pelo teorema. de Stokes a integral dupla pode ser

substituída por uma integral de linha fechada sobre o contorno L da região R.

É pdq= já PdQ (2.2)

21
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Iremos considerar como variáveis independentes q e Q ,  neste caso teremos P :

P(q ,  Q)  e p : p(q,  Q).  Temos então que

ÍLMq, Q)dq — P(q ,  Q)dQ] = 0 (2.3)

Para que essa integral fechada seja zero, ela deve ser a integral da diferencial exata

de alguma função - chamaremos de S (Q ,  q ) .  Podemos escrever agora

a_s 5É [pdq — Pda] = jgma,  q) = f ( da + Z—qdq) (2.4)L ôQ

Igualando os coeficientes de dq e de dQ,  temos que

ôS(Q, q) ôS(Q,  q)P=—-ãr , P.:—_?Q— (2-5)

A primeira equação fornece uma relação entre p e (Q, q), a qual deve ser invertida(

o que é possível se ôºS/ôqôQ # O )para que tenhamos a dependência Q : Q(q,  p).

Substituímos esse resultado na  segunda equação de  (2.5) para obtermos a outra relação

P = P(q ,  p ) -

A função S (Q ,  q) é chamada de  função geratriz. Nosso objetivo é encontrar uma

função desse tipo que será utilizada para gerar a transformação da  antiga hamiltoniana

para a nova função K (Q). Para isso resolvemos a equação de Hamilton-Jacobi que é

definida por

88 ,lie—(aº ªºs») = K(Q) (2.6)
q

— . , 88
para a funçao S (Q ,  q ) .  Onde substltulmos p : ô—q.

O sucesso do método está baseado no emprego de um sistema de coordenadas

convenientes.

Neste caso utilizaremos as coordenadas elípticas. Suponhamos que a distância entre

a massa que se move e os pontos fixos 01 e 02 seja r l  e 7'2, e a distância entre os pontos

seja 20 (Figura 2.1) . As coordenadas elípticas E e 17 delinem-se como a soma e a

diferença das distâncias r l  e T2 : & = r l  + T2 e n : r l  — T2 .

Agora iremos expressar a função de Hamilton através das coordenadas elípticas.
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As linhas 5 : cte são elipses com focos em 01 e 02 ,  n = cte são hipérboles com os

mesmos focos (Figura 2.2). Estas curvas são ortogonais entre si, então podemos escrever

o quadrado do elemento de comprimento, dsº = aºdê2 +bºd772. Determinaremos, agora,

os coeficientes a e b. Se projetarmos os elementos drl e drz no elemento de comprimento

ds da elipse, então teremos para um movimento ao longo de uma elípse,

dn = ds cosa  , dT2 : —dscosa , dn = 2cosads e dê = O (2.7)

No caso do movimento ao longo de uma hipérbole as projeções serão dadas por

drl : ds s i na  , dra = ds s i na  , dE = 2sin ads e dn = 0 (2.8)

1Portanto, a = (2 sin a )“  e b = (2 cos ar)—1.

A partir do triângulo da figura, encontramos

rf + rg + 27113 cos 2a = 462 (2.9) '

donde

2 _ 2 _ 2
cos2 a —— sin2 a = M (2.10)

2r1r2

2cos2 a + sin2 a = 1 = r1r2 (2.11)
21'11'2

4 2 _ _ 2 2 _ 4 2= 00820, : _º__(£1__?2_)_ e sinºa : (rl_+rz_>_i (2,12)
41'11'2 41“11.2

Vamos agora deduzir a hamiltoniana do sistema nessas coordenadas. Para uma

partícula movendo-se sobre uma elipse vimos que o quadrado do elemento de compri—
.2d ?

mento é dado por ds = Eaqiº, então a energia cinética é dada. por T = 2%,  como

p,- : g—ã e L = T(q'i) + V(q,-), isso implica que p,- : a,?q'i.

Para a hamiltoniana temos,

p?H = 2—' + U (2.13)22ai
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Figura 2.1: Dois centros no plano: Coordenadas Elípticas.

Figura 2.2: Elipses e Hípérboles cofocais.
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Abrindo em componentes, e substituindo a e b, temos

H : PÉ (rl + I'2)2 —— 4c2 +p2  4c2 — (rl — rz)2 _ E _ E ' (2_14)
21'11'2 77 21'11'2 1'1 1'2

Como r l  + T2 = €, r l  — T2 = n e 4r1r2 = 52 + nº, temos

=2p2€_2_2—4cº 224c  —772 4k£
H p€€_ª'_ +2p2p,, 57—— ————€“772 (2.15)

Agora vamos resolver a equação de Hamilton-Jacobi, substituindo-se pi = a na

hamiltoniana e igualando—a a K(Q).

ôS(—)º(<£2 — 4cº) + (ô—S)º(4c2 — nº) = K (Cº — nº) + 4% (2-16)85 817

Podemos separar as variáveis, por  exemplo, supondo

É 2 2 _ 2 _ 2 _ _( aê)  (& 4c ) KE 4% - cl (2.17)
882(5-7?) (4a2 - n ) + Knº = —c1 (2.18)

Chamando K (Q) de 02, encontramos a integral total da equação de H—J sob a forma

lc +c  2+4k  /—c —c º

onde cl  e cz são os novos momentos conservados, e E e 77 as novas coordenadas procu—

radas. O teorema de Jacobi faculta-nos agora uma expressão explícita do movimento

do problema de dois centros lixos através de integrais elípticas.

Apresentamos agora a formulação de Albouy [1] do problema de Euler no plano

(veja Figura 1.1) pode também ser definido pelas equações diferenciais

:i- = —a($A, y)“  _ b($B ,  y)$B, ?] = —a($A, y)y * ()(-753,11)!!- (2-20)

Nessa formulação os dois centros estão em (1, O) e (—1,0), e a partícula no ponto

(x,y). Definimos mA = x — 1, 553 = a; + 1,

a(êm)  = TTL/dãº + nºrª/º, b(€, 77) = ma(€º  + fiº)—ª”-
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O primeiro passo para a integração do problema é encontrarmos duas integrais

primeiras de movimento independentes. Urna integral é a energia

H = (É2  + y2) /2  _ à (a  y )  _ ª ( xBa  y) ,

com à(ê, 17) : mA(fº+nº) '1/2, g( f ,  n) = m3(€2+n2)_1/º. A outra, que apresentaremos

agora, é a chamada a. segunda integral de Euler:

G : CACB _ 2Ag(x,,, y) + 2Bg(xa,y),

com CA = 3,43] — yi), 03 = 3353] — ya':.

O procedimento de Euler para encontrar a integração do problema foi eliminar

a derivada segunda em (2.20) usando as integrais primeiras, e a seguir separar as

variáveis.

2 .2  Secção de Poincaré

Iremos nesta seção resumir o método da superfície de secção de Poincaré [15].

Seja uma hamiltoniana de 2 graus de liberdade H (x,pz,y,py) = E,  onde E é a

constante de energia.

Temos, então, que é suficiente conhecermos 3 coordenadas no espaço de fase, pois

a quarta é obtida se conhecemos o valor da energia(E).

Fixamos uma energia E e escolhemos a condição, digamos y = 0. Então dados

(xº, p ; ) ,  p;; fica determinado (a menos de um sinal) por E = H (wº, 173, 0,123).

O método consiste em integrar-se as equações de movimento associadas a H e

coletar-se (93,103) toda vez que y = O e py > O (ou py < 0). Especificamos o sinal de py

fixando a direção pela qual a trajetória está ”furando”o plano y = O, para que a secção

seja única.

O conjunto desses pontos coletados( para vários valores iniciais de xº e pg)  é a secção

de Poincaré em y = O, para a energia E .  Notemos que os pontos (a:, p , ,  3; = 0,  p,) estão

sobre uma superfície bidimensional E definida por H ($, pª,, y = 0, py) : E,  e não sobre
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Figura 2.3: Toros e a secção de Poincaré (E) .

o plano (x,;px), pois em geral, py # 0. Assim, a projeção (12,1%) é suficiente para

investigação numérica, uma vez definido o sentido do cruzamento.

Se o sistema Hamiltoniano que estamos tratando for integrável, então seu espaço de

fase será folheado por toros invariantes que quando cortados pela secção de Poincaré

se apresentam como curvas fechadas.

Órbitas periódicas podem aparecer como pontos fixos do mapa de  Poincaré P

(órbitas simples como uma oval por exemplo) ou de potências do mapa Pª  . Um ponto

fixo de Pª  corresponde a uma órbita que se fecha após dar 3 voltas e ” furar”s vezes a

secção.

Mas se não existir nenhuma outra integral primeira além de E (sistemas Hamilto-

nianos não integráveis), todo ponto iniciado dentro desta região pode, em princípio,

preencher todo o espaço disponível fixado por E ,  ou seja, o movimento não estará re—

strito à superfície do tom e os pontos sobre a secção de Poincaré não estarão sobre

uma curva (curva invariante).
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Através deste processo podemos ter indícios da  existência ou não de uma integral

primeira num determinado problema. Mas como é um processo numérico, tal procedi—

mento não constitui prova matemática sobre a existência ou  não dessas integrais.

Nos próximos capítulos vamos estudar e aplicar métodos que são provas matemáticas

da existência ou não de integrais primeiras.



Capítulo 3

Estudo Numérico do Problema de

Euler

Neste capítulo iremos discutir os resultados obtidos através das secções de Poincaré

para o problema de dois centros fixos.

3 .1  Curvas de Velocidade Zero

Para escolhermos as condições iniciais das óbitas para as quais serão feitas as secções,

desenhamos as curvas de velocidade zero. Para isso simplesmente tomamos a veloci-

dade do corpo como zero e ficamos com o potencial igual ao valor escolhido para a

hamiltoniana, que chamaremos de E :

V = _ 1 _ 1 :
2,/(x — 0.5)2 + y2 2,/(x + 0.5)2 + yº

Lembremos que o problema de dois centros fixos com massas iguais m = #2, segundo

a nossa notação do  Capítulo 1 ,  os centros estarão a 0.5 unidades à esquerda e direita

da origem.

Para fazer os contornos de E constante, escolhemos basicamente três regimes: um

com a partícula tendo seu movimento confinado a um dos corpos (menor energia,

curvas menores internas); outro com a partícula podendo transitar entre os dois corpos

(energia média, curva de velocidade zero tipo oito); e, Hnalmente, um com a partícula

29
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Figura 3.1: Curvas de Velocidade Zero .

com alta energia (curva maior externa). Essas curvas de velocidade zero são mostradas

na  Figura 3.1, correspondendo aos valores E = —2.50, E = —1.96 e E = —1.00,

respectivamente. Trataremos também a energia E = —0.50, caso em que a partícula

também ”vê” os dois centros como um único centro, e em primeira aproximação seria

um problema de Kepler. Essa curva de velocidade zero não é mostrada para que não se

perca detalhe da  figura. Trata-se de uma curva t ipo E = —1.00, ocupando uma região

bem maior do que a exibida na  Figura 3.1.
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3.2  Secções de Poincaré

Nesta seção estudaremos as secções de Poincaré (cuja teoria foi explicada no capítulo 2)

para os regimes definidos na  seção anterior. Foi escolhida a superfície y = 0,  com 9 > 0.

Portanto as figuras que seguem têm como coordenadas, (93, pm). Como já explicado não

usamos a variável py, mas apenas essa projeção.

Para energia E = —2.50, temos na figura 3.1 duas curvas isoladas, e é exatamente

o que vemos na figura 3.2 e 3.3. Na Figura 3.2 vemos que a a partícula fica confinada

a um dos dois centros de  força, dependendo do lado em que está a condição inicial

em relação à origem, ficando aprisionada a um ou outro centro de força localizado no

ponto —O.50 ou  +0.50.  Isto se pode notar claramente no  fato dos iterados da secção

não se tocarem. Cada condição inicial desenha uma linha em torno do centro que

são as repetidas passagens da trajetória pela secção. Isto é característico dos sistemas

integrãveis.

Antes de  discutir as próximas figuras cabe salientar que as equações de  movimento

não foram regularizadas. Note que à medida que o ponto sobre uma trajetória se

aproxima do centro o momento cresce muito. Fizemos um corte para interromper

os cálculos toda  vez que p > pc para garantir o bom funcionamento do  integrador

numérico. Um estudo mais acurado requereria técnicas de regularização para evitar

esta divergência. Na  Figura 3.2 mostramos uma dessas órbitas interrompida um pouco

antes do choque em a; = 0.5.

Como exemplo de uma curva de velocidade zero t ipo oito escolhemos E = —1.96.

Para esta energia a partícula pode tanto pode ser capturada por um dos centros de

força como pode  transitar de um a outro. Na  Figura 3.4 vemos a secção de Poincaré

para esta energia. Observemos que existem pontos de ligação entre um centro e outro

correspondendo a trajetórias que transitam de  um centro a outro. Notemos que para

a maioria das condições iniciais temos o confinamento das trajetórias.

Para o círculo mais externo, energias mais altas, escolhemos E = —1. Como ex-

emplo de uma trajetória que circula de um centro a outro escolhemos a posição inicial

:1: = 1.2. Essa órbita pode ser vista na Figura 3.5 em projeção na configuração (a:, y).

Nesta energia, relativamente alta, a partícula pode apresentar todos os movimentos
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descritos acima. Nas energias mais altas, como E = —0.5 que será descrito abaixo,

também há  órbitas na  qual os dois corpos são percebidos como um único centro de

força. Na  Figura 3.6 podemos ver a secção de  Poincaré, sem nenhum caos como era

de se esperar. Cabe observar também o aumento do “gargalo” que permite o trânsito

de  um centro a outro.  Se estivessemos lidando com, por exemplo, estrelas binárias isto

significaria a transferência de  massa do  disco de  acresção de uma estrela a outra.

Para a energia anteriormente mencionada, E = —0.5, exibimos uma trajetória que

sempre circunda os dois centros ”vendo-os” como um único centro (Figura 3.7). Na

Figura 3.8 vemos a secção desta energia, e as trajetórias deste t ipo são as curvas

em torno do ponto fixo (da secção) localizados em aproximadamente 1.0 e —1.(). Seria

interessante examinar para qual valor da  energia surgem estes pontos fixos, embora não

o faremos aqui. Esse tipo de órbita é, em primeira aproximação, kepleriana. Órbitas

externas às ilhas bem desenhadas correspondem a trajetórias que ultrapassam o nosso

valor de momento de corte , pc, isto é, órbitas que colidem com um dos centros.



3.2. SECÇÓES DE POINCARÉ

10

_10  | ; : ;

Figura 3.2: Secção de Poincaré para E=-2.5.
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-0.25
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Figura 3.3: Projeção da  órbita no espaço de configuração (x,y) para E=-2.50.
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Figura 3.4: Secção de Poincaré para E=—1.96 .
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Figura 3.5: Projeção da órbita no plano x—y para E=—1.00 .
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Figura 3.6: Secção de Poincaré para E=—1.
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Figura 3.7: Projeção da órbita no plano x-y para E=-0.5.

Figura 3.8: Secção de Poincaré para E=—0.5.



Capítulo 4

Critério de Integrabilidade para

Potenciais Homogêneos

No presente capítulo vamos resumir um teorema devido a Morales-Ramis que gener-

aliza a visão de Yoshida do Teorema de Ziglin. A versão de Yoshida permite tratar

apenas potenciais com dois graus de  liberdade e sem ressonâncias.

Em seguida faremos uma aplicação ao problema de dois centros fixos de Euler, que

j á  sabemos ser integrável. Veremos que, neste caso o teorema não é eficiente por  tratar—

se de uma condição necessária, ou seja, sua verificação, não necessariamente, quer dizer

que o problema seja integrável, pois só podemos afirmar algo quando o critério falha,

e neste caso, o sistema é não integrável.
Seja  H(p ,q )  = T(p)  + V(q) ,  ºnde q = (Q1,---;Cln) e p = (p1,---,pn) & V(q)  um

potencial homogêneo de grau k, ou seja, se a é uma constante, V(aq)= a'ºV(q). Como

consequência da homogeneidade do potencial as equações de Hamilton

d_q_ôH d_p_ âH_ _ _ —— 4.1
dt ôp , dt ôq ( )

têm uma solução particular do t ipo

Qi = cif(t)  , pz- = cif(t) , i=  1, n (42)
que definem um plano invariante; f(t) é uma solução da equação diferencial não

linear

37
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dºf _
&; + f'c 1 = 0 (4.3)

e o vetor constante c,: é uma solução da equação algébrica

BV
ci  : à—q— I(cl,...cn) (44 )

1

Esta é a solução em torno da  qual calculamos as equações variacionais (tangencial

e normal).

Fixando as condições iniciais da equação diferencial (4.3) para f(t), como

f(0) = 1 , %% |t=o= 0, (4-5)
e integrando a equação para f utilizando as condições iniciais acima, temos

k %(ªndy = 1 —f'ª

Agora iremos deduzir as equações variacionais lineares relativas as equações de

Hamilton em torno dessa solução particular.

Como é bem conhecido, dado o sistema de equações diferenciais

dxlr
E : X,-(.'171,SC2, . . . , .Tn , t )  ( 4 .6 )

as equações para uma vizinhança 6x, de uma solução arbitrária m, (t) são dadas por

(“Xt—fiº =Xr ($1+5$1 , - - -7xn+5xmt )  (4 .7 )

As equações variacionais de primeira ordem são definidas como os termos de primeira

ordem dessa série de Taylor em n variáveis

d(õxr) ôXr BX, BX

Utilizaremos esta idéia geral para deduzirmos as equações variacionais do nosso

sistema para o qual x : (q, p). Temos, então
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d(6qi) __ ô âH & ôH

d(õp,) _ & BH & ôH
dt _“ ôqj —ã(_:—1;)âqj +6—P.i(——aª)õpj (4-10)

Chamando õqi = 5,- e õpi = n,, temos

dfi _ dº
_ * ,. e _7% _ k—z => d—tº1 : "fk zvilfj (4'11)
_ — - f  Vijíj
dt

ôºV , , . e .onde V,, = M e a matriz Hes51ana calculada na soluçao escolhida, no nosso caso
são as equações (4.2), ou seja VU é calculada em q,- : c,.

Como Vii é simétrica, podemos diagonalizar a equação (4.11) através de uma mu-

dança de variáveis

& = Uijfí , m- = Uijní (4.12)

sendo Ui, uma matriz ortogonal. Esta diagonalização nos permite reduzir a EV a

equação variacional normal em torno da  solução particular. Podemos, então, expressar

a equação variacional como uma soma direta de equações diferenciais de segunda ordem

dºs!
d t ;  : —fk_2d iag ( )x1 ,A2 ,  . . . ,  An)€; '  ( 4 ' 13 )

onde A1, A2, ..., An são os autovalores de  Vi j .  Como o vetor velocidade da  curva solução

de uma equação diferencial é sempre uma solução particular da  equação variacional em

torno dessa solução, & = c,- f (t) = pi(t)  é sempre uma solução particular da  equação

(4.11). Portanto o vetor constante c é um autovetor de Vij com autovalor A = k — 1,

que chamaremos A".

Portanto, no caso de uma hamiltoniana de dois graus de liberdade, existe apenas

um autovalor não trivial dado pela expressão

A = TT[Vi j (CI ,  62) ]  — (k  — 1)  (4 .14 )

e a equação (4.11) pode ser dividida em duas,
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dºâ'
(it—al + Af'ª ºgl—_ o (4.15)

e

dºf' _ ,
dt; — 1) f'c 252 = 0 (4.16)

onde a equação (4.15) é chamada equação variacional normal (EVN) e a equação (4.16),
equação variacional tangencial (EVT).  A segunda equação está na direção da  solução

particular, e não acrescenta informação sobre o sistema. J á  a EVN nos dirá como a

dinâmica ortogonal à solução particular se comporta.

Por esta razão a quantidade A terá. um papel fundamental nas próximas discussões,

e será chamado de  Coeficiente de Integrabilidade.

O seguinte teorema devido a Morales-Ramis estabelece condições sobre os Xs e o

grau de homogeneidade k para que o sistema seja integrável.

Teoremal Uma condição necessária para um sistema Hamiltoniano, com um

potencial homogêneo de  grau k, ser completamente integrável, é a que o par (k, Ai)

pertença a um caso da lista seguinte (com exceção do caso trivial k = O):

( 1 ) ( k ,p  +p(p  _ DIC/2 ) ,

(2 )(2, número complexo arbitrário),

(3) —2 ,número complexo arbitrário),

(4) fui—3 à(ªº+10p)º)
(5) 716 — —(4 + l ºmº )

6)(
(7)
(8)
(9)
(
(
(
(

324  —4(2 + Gp)2)a

3, %% à(ã + 6p)º),

__L

( -
( -
(—5
(-4%5-%(-+4p)º),
( 3
( -
( 3  ,5'2 -%24( +6p)º)

10)(— 3,3—2 2—4(1—º+6p)º)
11 ) (3 ,_ã+  "52(2+6P)2)
12)(3,— 2—4+2—14(ª+6p)2),

13)(3,  2-4+2—4(% +610)2 ),
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(14)(3,--2++ "27“(1—2 +6p) )
(15)(4, -ª%+â(%+4p) ),
(16)(5 , —:,%+4+(1—º3 +10p)º),
(17)(5 , —fõ+f—(4+10p)ª),

( gi
g:18 ) ( k ,  %(k +p(p+1)k)),

onde p é um inteiro arbitrário.

4 .1  Aplicação do Teorema 1

Como vimos nos capítulos 1 e 3, o potencial do sistema é dado por

1 1
2,/(x _ 0.5)2 + y2 2 (x + 0.5)2 + y º '

Este potencial é homogêneo se definirmos as variáveis r 1= (x  -— ug? + 3;2 e r 2=

V:—

(w + “dº + yº

1 1
= —— — —. 4.17

2I'1  21'2 ( )

Vemos claramente, que o grau de  homogeneidade k é ——1.

Calcularemos agora 01 e 02, tal  que

ôV ôV61 = 55 hehe,) 02 = (.)—1,2 I(c,,c,> - (4-18)
Ficamos, então, com duas equações e duas incógnitas

1 1_ __ = _ _ = , 4.19ºl 2cã º ªº 2cã º ( )
cuja solução é cªí : 0% = 1/2.

cl = 0.7937005260, —O.3968502630 + 0.6873648188 I ,  —0.3968502680 — 0.6873648188 I

(22 = 0.7937005260, —0.3968502630 + 0.6873648188 I ,  —O.3968502630 —- 0.6873648188 I .
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A matriz Hessiana do nosso potencial em TI = cl  e T2 = 02 é
1__3 0

Hess = ( zel 1 > . (4.20)
º %%

Substituindo os valores de cºf e cg encontrados, temos a equação para o coeficiente

de integrabilidade:

1 1
Ã=—————k—1 4.21

e como grau do nosso potencial é k = —1, temos

A = —2. (4.22)

Agora, a aplicação do Teorema 1 consiste em procurarmos na lista de casos (de 1

a 18), quais casos tem o k igual ao nosso, ou arbitrário. No nosso caso k = —1, vemos

então, que apenas os casos 1 e 18 (substituindo k = —1) devem ser analisados. Esta

análise consiste em igualarmos o polinômio encontrado a cada A, e verificar se existe p

inteiro para o qual a igualdade é verdadeira.

Para o caso 1, temos que

— 1A=p—P—(£—ê——)=—2 (4.23)
se realiza para p = —1 e p = 4.

Para o caso 18,

1

é verdadeira para p = —3 e p = 2.

Vemos que os dois casos se verificam para A = —2. O Teorema 1 afirma que se o

problema é integrável, basta que um caso se verifique. Entretanto, note que a condição

é apenas necessária, isto é, a existência do par (A, k) satisfazendo o teorema não im-

plica em integrabilidade. Somente se não tivéssemos esta verificação do teorema é que

poderíamos afirmar que o sistema seria não integrável. Portanto, estes critérios são

eficientes quando falham, e poderíamos dizer que é um critério de  não integrabilidade.

Se não encontrássemos p inteiro para algum caso o problema seria não intergrável.



Capítulo 5

Integrabilidade de Potenciais não

Homogêneos

5 .  1 Introdução

Se o potencial não é homogêneo usaremos um critério que estabelece se o grupo de

monodromía é ou não Ziglin. Este critério é baseado em teoremas que usam a existência

de soluções para equações diferenciais de segunda ordem, essa a equação diferencial é,

neste caso, a nossa EVN, e o grupo de monodromía é Ziglin se, e somente se, a EVN

for solúvel por tal critério. Um desses teoremas é devido a Churchill e Rod [7] para

casos fuchsianos e outro devido a Morales-Ramis sem tal restrição. Ambos empregam

o algorítimo de Kovacic [8], o qual nos dá um método para computar a extensão de

Picard—Vessiot (isto é, um sistema fundamental de  soluções) de  uma equação diferencial

de segunda ordem, contanto que esta equação seja integrável. Mas se esta equação não

for integrável, então o grupo de  monodromía não é Ziglin.

No presente caso, as equações variacionais serão computadas usando um plano

invariante do  sistema hamiltoniano em estudo, como no  capítulo anterior. A essa

equação variacional será. aplicado o algorítimo de Kovacic, conforme, explicaremos a

seguir [3].
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5 .2  Descrição do Algorítimo de Kovacic

Seja uma equação de segunda ordem

2 + p(x)á + q(x)z : 0, ' = %,  (5.1)

sobre a esfera de Riemann Pl ,  que pode ser colocada na. sua forma normal.

1 pº 1amem, r<z>=—[q(x)— zum)-ªmas», (5.2)
As equações (5.1) e (5.2) são fuchsianas se e somente se temos

k k k

) : z  
(><-ªj)“ ” : ; (><—am ª ( c(ac-aj) gª j ª ,  (5.3)

e

lc
TCE) :  ;T - “ECB—jag)  , ;õ j=0 ,  (54 )

onde os aj são os polos de p(x) e q(x), e consequentemente polos de r(a:). Isto quer

dizer que se (5.1) é fuchsiana, (5.2) também é. Temos então as seguintes relações:

5,— = ªm — Anº — w,. — 11 , (5.5)
& = *C'j + 1,4]. [É Ai ] , (5-6)2 # ja j—ai

E necessária também, a definição dos seguintes coeficientes:

k
1800 : ECB] + õ ja j )?

j=1
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600 = ªo — Acaº - 4130º - 1] . (5.7)
Com o auxílio das deiinições acima temos o seguinte algorítimo:

Teorema 2 :  O grupo de  monodromia da equação variacional normal do sistema é

Ziglin se e somente se um dos casos I,  II,  ou III,  descritos abaixo, é satisfeito.

Caso 1: Considere os expoentes característicos, já modificados, da equação (5.2)

1a;? = ª u  i (1 + 4Bj)1/º] , se 6,— # 0 ; (5.8)

a j=13e , â j=0 ,õ#0 ;a j=OSeBJ-=O=õj ;  (5.9)
1ai = 5[1 i (1 + WW] , se ao # o ; (5.10)

a jo=Oeag º=1seBº º=0  (5.11)

Para cada j = 1,.. . ,k , nós definimos k pares E; = a ia? )  e o par Eáo =

[ago, ajº].  Para termos o Caso I é necessário e suficiente que as condições seguintes

sejam verdadeiras:

(1) Existe uma escolha de e,— 6 E;, 3" = 1, ..., A: e em € Egº, tal que

d = [ecº _ É: ej] (5.12)
j=1

seja um inteiro não negativo;

(2) Existe um único polinômio mônico (polinômio no qual o coeíiciente do termo de

maior ordem é unitário) P de grau d (que pode ser achado pelo método dos coeficientes

indeterminados) satisfazendo

15+2wP+ (w+wº — r )P=  0 (5.13)
k ªj

)
j=1  íE — (lj

(3) 0 = w + %, tal que 3; = e“  º), 0 E (f(x) é uma solução do sistema normalizado.

onde w(a:) = e

Observação 1: No passo (1) se A,- :i: Zej, não são todos racionais, o caso I não

precisa ser considerado, pois existe um corolário do teorema 2 que garante que nestes
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casos o grupo de monodromia não é Ziglin. Neste caso somente os casos 11 e III devem

ser examinados.

Caso I I :  Considere os conjuntos seguintes

Ej = [2 + e(1 + 45)“2 | e = 0, +2] n z se [53 = o; (5.14)

Ej=[4)  see,-=o, (S,-760; (5.15)
Ei = lº l  se Bj = 51“ = 0 ; (5-16)

e
Eºº = (2 + e(1 + 4500)“2 | e = 0, i2)  n 2 se em # 0 , (5.17)

Em = (0, 2,4) se em = 0 . (5.18)

Se o caso I não se verificar, existe uma solução de (5.2) da forma y = ef '” (onde w
é algébrico sobre O(x)  e tem grau 2) se, e somente se

(1)  Existe uma escolha de  ck & Ek e eco 6 Ego, que não sejam todos inteiros pares,

onde

1 k

d : ªlem " E ªi] (5'19)
j=1

é um inteiro não negativo; e

(2) Existe um Polinômio mônico P de grau d (que também pode ser achado pelo

método dos coeficientes indeterminados) que satisfaz

1“5 +39]3 + (302 + 39 - 4r)P + (é + seé + 93 - 47—9 - 2%) = 0 (5.20)
lc

ondeâz ª z
j=1 *” _ ai

ªi

Precisamente, para P como em (5.20) se. tomarmos (15 = 9 + (P /  P)  e escolhermos

uma solução 11) do  t ipo

1 - 1
wº  + (159 + [545 + 5052 _ T] = 0 ; (5 '21)

então, y = efª” será a solução da equação (5.2) acima mencionada. Neste caso

dizemos que o grupo é Ziglin.



5.2. DESCRIÇÃO DO ALGORÍTIMO DE KOVACIC 47

Observação 2: Voltamos a dizer que se A,- :|: 2ej não são todos racionais, então

somente os casos I e III precisam ser examinados, pois existe um corolário do teorema

que garante que nestes casos o grupo de monodromia não é Ziglin.

Observação 3 :  Diz respeito à condição necessária para aplicar o caso II :  deve

existir pelo menos um B,- # 0, isto é, se todos os Bj = 0 somente os casos I e III devem

ser examinados.

Caso III: Neste caso a aplicação do algorítimo exige a construção dos seguintes

conjuntos, onde n = 4, 6, ou 12:

F,- = [6  + %º—(l + 46,31” | e = 0, :l:1, 1%)  n 2 se 5,- ;é 0; (5.22)

F j= [12 l  WB,-=O, (SJ—#0; (5.23)

Fj = iºl 56 B;“ = 51 = º 3 (5—24)e ,

Fºº = (G+ 1T26(1+46m)1/º |e  =o,+1,...,+%]nz, (5.25)

independentemente de  Bj = 0.

O grupo de monodromia é Ziglin se todas as condições seguintes são satisfeitas (e

os casos I e II não são satisfeitos):

(1) Se  Tomarmos, por  exemplo n = 4, e dentre todas as possibilidades dos conjuntos

fj € Fj(n) e fºo & Fºº (n), para os quais exista

le11
d = —lfoo * E fj] (5-26)12 F ,

que seja um inteiro não negativo;

2) Para cada um destes casos, seja 0 = fã Efª %X—É—ªj e S' = H(a: — aj), (onde o

produto é tomado somente sobre aqueles a,- que são polos de 'I“(.'B)), determinar (pelo

método dos coeíicientes indeterminados) se existe um polinômio mônico P de grau d,

tal que, se definimos P,, = ——P, temos, recursivamente

PH : —SR + [(n — as  - 50113,— - (n - i)(i + 1)SºrP,-+1 (5.27)
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i = n ,n  — 1,  . . . ,0. Então P_1 = 0.

(3) Repetir os passos (1) e (2) com n = 6 e n = 12; e

(4) Se tal polinômio P for encontrado em (2) para n = 2, 6, ou 12 então o grupo de

monodromia é Ziglin. Neste caso a solução w da equação Zf=o((S"P,—) / (n —— i)!)wi = 0

dará a solução y = ef  "' para a equação diferencial em estudo.

Observação 4: Novamente, se (1 + 4,8j)1/2 e (1 + 4500)“2 não são todos racionais,

então somente os casos I e II precisam ser examinados.

5 .3  Problema de Stormer

Nesta seção iremos apresentar o problema de Stormer, que considera o movimento de

uma partícula carregada num campo de dipolo magnético. Seguiremos [3].

Considere uma carga q, de massa m ,  movendo—se no campo produzido por  um dipolo

magnético “ situado na  origem do sistema de coordenadas Cartesianas, ao longo da

direção z .  A hamiltoniana é dada por

H = à; (P — qA)2  (5.28)

onde mí' = P—qA,  r é a posição da  carga, P ,  o seu momento conjugado, e A = (O, 0 ,  ,u)

o potencial vetor do dipolo. A hamiltoniana em coordenadas Cartesianas é dada por

_ 2 2 2 2(MM xPy) 
+q  # (ªº +31). (529)

mrª mrs

1H (x, y, z, Px, Py, Pz) = %(PZ + Fã + P?) +
Fixando M3 = xPy -— n = pó, tomando coordenadas cilíndricas para fazer com

que a simetria em (15 fique evidente, e ainda fazendo m = 1 e pq = 1 ,  a hamiltoniana

toma a seguinte forma

: É Pã +17? + Pºª + ”2 (5.30)2 2 (p2 + zº)3/2 W + zº)3
onde chamamos a : uq. Como o movimento ocorre em p e em z podemos olhar

Hc

H (p, z ,  P,,, P,; pq; = etc) como uma hamiltoniana reduzida descrevendo o movimento

num plano (p, z) bi-dimensional.
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Agora, se deixarmos a hamiltoniana adimensional através da transformação de

Stormer: r = uCI, vt = 501, onde 01 : (2E)“1/4, onde 1) é a velocidade da carga e

pd, : Clq, ficamos com

l=p_3+p5+l fit—_!) 2 (531)2 2 2 p (pº+zº)3/º  ' '

Notemos que a hamiltoniana nestas variáveis tem valor 1 /2  e o parâmetro dinâmico

agora é pó.

As equações de Hamilton do sistema são dadas por

Mp2 + Z2)3/2 — P2)(P$(P2 + Zºlª/º — 2/94 + pºZº)
pªbº2 + z2)4

- _ 3Z(P4>(pº + Zª)?”2 —- pº )

pz _ — (pº + z º )4

p : pp

z' = pZ (5.32)

Tomando z = O e pz : 0 temos o único plano invariante da dinâmica completa do

problema de  Stormer.

Para cada valor de pçs existe uma curva no espaço de fase (p(t), p,,(t) = [)(t)),que

não é um ponto de equilíbrio, dada por

Ó : V1_  21/24, (533 )

onde

2vp (p) = % (ªº; — 515) . (5.34)
Este plano invariante será utilizado na  aplicação do algorítimo de Kovacic.

5 .3 .1  Aspectos Dinâmicos

A título de ilustração iremos mostrar curvas de velocidade zero e algumas secções para

o problema de Stormer.
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As curvas de velocidade zero foram calculadas usando o Maple [3]. Como antes,

são obtidas fazendo-se potencial igual ao valor da hamiltoniana:

l= l&_  _,, º
2 2 p (p º+z2 )3 /2  ,

cujas expressões são dadas por:

4/3P 2 . _ p 2
(Pe + p)ª/º _ P 32(P ,Pd>)  — W -— p . (5.35)

Na Figura 5.1 a segunda curva (da esquerda para a direita) é a linha de campo, ou

4/3
z1 (p ;  104») =

também chamada centro de giro, é dada pela equação:

p4/3
Z f (P ;q )  = p—g/ºg — Pz- (536)

$

Esta é uma linha de  pontos de equilíbrio centro—parabólicos. Isto quer dizer que

um dos autovalores das equações linearizadas é zero, enquanto o outro é puramente

imaginário. O ponto no qual a terceira e a quarta linha se encontram, p = 1 corresponde

a um ponto de equilíbrio do t ipo centro—sela: dois autovalores reais e dois imaginários

puros (conjugados). O centro-sela ocorre para pçs = 2. Para p,, < 2.0 existe uma

superfície folheada por órbitas periódicas. Nesse intervalo as trajetórias na  sua  maioria

são não coniinadas, ou seja o espaço de fase não é compacto porque as curvas de

velocidade zero são abertas. Isto pode ser visto na Figura 5.2.

Na Figura 5.3 vemos que as equações (5.35) definem uma região fechada em torno

da  linha de campo. As regiões externas a esta ” meia-lua” são proibidas. O movimento

só é possível, outra vez, a direita da  curva aberta na  extremidade direita da  íigura. Na

região de movimento compacto, podemos fazer secções de Poincaré através do plano

z = O e % > 0. Na Figura 5.4, mostramos duas secções: para Pd: : 2.1 (acima) e

p,, = 3.0 (abaixo). Os eixos são obviamente (p, p,,). O sistema parece não integrável

visto que os pontos varrem quase toda superfície de  energia. Contudo, note que o caos

total para pó : 2.1 torna-se um pouco mais regular quando pd, cresce. Observemos

que as trajetórias mais externas estão sobre curvas invariantes na Figura 5.3, abaixo.
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Figura 5.1: Curvas de velocidade zero: pó : 2: o centro-sela em p = 1. Na curva mais

a esquerda está o limite das trajetórias fechadas

Na Figura 5. 5 (acima) mostramos a seção para pó :  5.0. Como já. observamos a

regularidade cresce com o momento angular. Na Figura 5.5 (abaixo) mostramos duas

órbitas dessa secção: uma mais externa e uma próxima à linha de campo. Note que

as órbitas sobem e descem ao longo da  linha de campo girando em torno da mesma.

Veremos na próxima secção que este problema é não integrável para todos os valores

de pó, através da aplicação de um teorema de integrabilidade para potenciais não

homogêneos.

5 .4  Aplicação do Teorema 2

Nessa seção repetiremos em detalhes o resultado de [11], embora sigamos um caminho

próprio. Lembrando que dado um sistema de equações diferenciais de primeira ordem:

d(õq,-) _ í __âHõ +â  a_Hõ
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0 .2

- 0 . I

Figura. 5.2: Pd» > 2.0 (pd, : 2.1): as curvas de velocidade zero dividem-se em três curvas,

as duas curvas à esquerda limitam o movimento compacto.

«ap,-> _ _a_ _BH . _ô__ _6_H .
calcularemos as equações variacionais para o problema de Stormer, que tem como

coordenadas (p, z),

diff) = %(ZTZW + aí (g—íwp, + Bªnª—ZW + %(g-gwpp (5-39)

ªgil : (% 
__?n + %%%Izímpz + %%%W + 5%;(—%É)õpp (5-40)

% = %% õz + %%n + %%%& + %(g—p (5-41)

ªiii) : %%]n + ªbª—255% + %(-%%)5,, + %%%p (5.42)
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Figura 5.3: pºs : 1.9: a curva à direita junta—se com a curva mais à esquerda e o

movimento não é mais confinado. A linha dos pontos fixos parabólicos é a segunda.

curva da  esquerda para a direita e representa as linhas de  campo.
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Figura 5.4: Secção de Poincaré para p,, = 2.1 and 3.0, mostrando claramente a não

integrabilidade.
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1 I l l I I | | I
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Figura 5.5: (acima) Secção de Poincaré para W = 5.0. Observe que o caos diminui

quando pó cresce; (abaixo) duas órbitas sendo uma na. borda da. secção e outra próxima

à linha de  centros.
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Para z ficamos com

d(õz) _ ô ôH _
dt _ ap: ( ap ,  )õpz _- (SP,, (5 .43)

d(õpz )  : â(—ô—H)ôz : 9pºz2 _ ( ª  _ p )( 15z2p + 3p )
dt ôz az (,O2 + zº) p (pº + z2)3/2 (pz + z2 )7 /2  (pz + z2 )5 /2  '

(5.44)

Utilizando o mesmo sistema podemos calcular as equações variacionais para a

variável p. Podemos ver, das equações acima, a propriedade de sistemas hamiltoni-

anos, onde para cada par conjugado de  EV de  primeira ordem pode ser reduzido a uma

equação de segunda ordem. No caso do  problema de Stormer tais equações são & = 17"

e (fp = E.
Se na  equação para 17 tomarmos z = pz = 0, redução ao plano invariante, teremos

a equação variacional normal EVN, que é ortogonal ao plano invariante. A equação

variacional tangencial é a própria equação de Hamilton reduzida ao plano invariante.

A EVN para soluções p(t) e ;)(t) em z = p, = 0 é:

(1277 3 Pçs 1_ _ __ _ = . 4

Derivando n(p(t)) duas vezes implicitamente em relação a t ,  temos

d ªn  _ d ºn  dp 2 dn dºp

Podemos, então, mudar a variável independente de t para a variável p, ficando com

dºn  dn
d—pí + P(P)d_p + (Nº)" — 0 (5-47)

onde

5 2 1 Pai—210 1-q+2»0
=__=__+_  _ 5.48

Mp) pº p 2pª+p4>p—1 2p º—pçbp+1  ( )
e

º 1 3—2 1q(p )=3&+3&_3(p t+pqsp+  )_  ( p4>+p4>p+ ) (549)
p 102 2(p º+p<pp—1)  2 (p º—pap+1)
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As raízes, que são os polos de p(p), são dadas resolvendo & equação p(/o2 + pap —
1)(—p2 + pq; — 1) = 0, que corresponde ao denominador da simplilicação da equação

(5.48). Analogamente, os polos de g(p) são achados resolvendo a equação p2(pº + páp—

1)(—p2 +q—1)  : 0. Encontradas essas raízes, podemos expandir p(p) e g(p) em frações

parciais, e comparar com a equação (5.3) para obtermos os polos a j , e  os coeficientes

Aj, B,- e os Cj. Fazendo isso ficamos com

(11 = O,

a2 = 1/2pó+ 1/2 «a,
as = 1/2 pz» — 1/2 «a, (5.50)
G4 = -1/2P45+1/2x/77,
ªs = “1/2P45 " Vºx/5

onde u = «pê, — 4 e v : «pª + 4, com coeficientes dados por

A = [—2,1/2,1/2,1/2,1/2], B = [3, 0, 0, 0, 0], (5.51)

e os C,— são:

01 = 319053

02 = —3 (Pasª - Jªpaº - 41% + 2/1?)
4 ,

03 = ”3 (pªª + Jªpªº?" 4pºª “ 2 W) (5.52)
C4 : -3 (27453 + ªi??-" 4% + 2/17)

4 7

O _ —3(pqsª — «Ep/hm— M)
5 '— 40  7

cuja soma é zero, como imposto pela condição da equação variacional normal ser

fuchsiana. Os  valores de Aºc, e Bºo são zero.

De acordo com (5.4) encontramos Bj, e õj, ]” : 1...5

Bj = [—1,-3/16,—3/16,—3/16,-3/16] e 500 =o
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1 1 1 151—_3P45

3 É“? “É" "ipi“ ipª—” 1—P(sf—“ZOO ºª>— —(—+ )
2u2  mil—u Ízlr m+f—v p4,+íL+v

3 pd ,—
õ—— —— ————- — .
3 4(p45+  2u  ) pcp—u 8 (u  pÓ—u—v pó—u+v)  (553)

õ=— — _-
4 4(p4 ,+  vz )  —pó+v+8(v+—p4 ,+v—u -p45+ 'u+u)

—3 pó+2  11  15____  ____  _
5 4(p º>  v ) 8(v  —p4,—v——u —pó+v+u)

Tendo calculado todos os parâmetros da EVN fuchsiana examinaremos os casos

previstos pelo Teorema 2, para decidir se ela é integrável, isto é, se seu grupo de

monodromia é ou não Ziglin.

Observemos que se um sistema hamiltoniano é integrável então o grupo de mon-

odromia das EVN*s associadas é Ziglin. Então se não pudermos satisfazer o Teorema

2, o sistema hamiltoniano é não integrável. A afirmação inversa não é verdadeira.

Caso 1:

Como temos ,Bj #- 0 teremos para os expoentes característicos modificados

a l i  = %[1 :!: (1 + 4591/21: %(1 :1: Nã) (5.54)

a; = %[1 + (1 + mpl/º] = ª. (5.55)

ªj" = %[1 — (1 + 4691/21 = É; (556)
Sendo o conjunto E]! = [Ef  , Ez! , E; , Ei , E;], onde cada E; é um conjunto [aj—, af] ,

por exemplo, Elf : [al— , aí“], temos então

13  1313Ef=[[%(1 maga - No],[à,â1,[z,31,[z,ztlã,zn e E; = [0,11-
Analisando a condição (5.12), vemos que

d : eoº — (61 + 62 + 63 + 64 + 65) (5.57)
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onde ecº pode ser 0 ou 1, 61 pode ser %(1 +ix/ã) ou %(1 —ix/ã), e assim em diante (pois
e,- E E; , j = 1...k e 600 E Egº); temos que percorrer todas as combinações. Vemos,
então, que 61 será sempre um número complexo pois o conjunto 61 é formado somente

por números complexos, e a condição (5.12) nunca será satisfeita, o que implica que o

caso 1 nunca é satisfeito.

Caso I I :

Para este caso temos Eºº = [0, 2,4] e E1 = [z, 2(1 +ix/ã,2(1 _ Nã] e E,- = [1, 2,3],
j = 2, 3, 4, 5. Como d tem que ser um número positivo inteiro (incluindo zero), pode-

mos simplesmente verificar se eºº(máxim0)z Zej(rnínimo,real), pois se ew(máximo)

for menor que Zej(mínimo,real) então d será negativo e a condição (5.12) não será

satisfeita.

Calculando, vemos que eoº(máximo)= 4 e Z ej(mínimo,real)= (2+1+1+1+1) = 6,

temos então que d e um número negativo, isto implica que o caso 2 não é satisfeito.

Caso I I I :

Utilizaremos, neste caso, o mesmo raciocínio. Como 600 = 0, temos que fºº(máximo)=

12 para n = 4, 6, 12. Calculando Z fj(mínim0) vemos que ,81 = —1 deixa o so-

matório complexo, então temos que fazê-lo com e = 0 para j = 1 ,  isso nos leva a

f1(mínimo,real)= 6
Vemos que para todos os subcasos (n = 4, 6, 12), fj(mínimo)= 3 para 9" = 2, 3, 4, 5

e tomando e = ——2, —3, —6,respectivamente para cada caso, nos leva a d = 12  — (6 +

3 + 3 + 3 + 3) = -—6, temos então que para todos os subcasos a condição (5.12) não é

satisfeita, o que leva o caso 3 não ser satisfeito.

Concluímos então que o grupo de  monodromia da  equação (5.47) não é Ziglin, ou

seja, o Problema de Stormer não é integrável.

Para este problema em especial, poderíamos ter chegado a esta mesma conclusão

analisando as observações 1,  2 e 4.
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Capítulo 6

Conclusão e Perspectivas

Neste trabalho estudamos o problema de dois centros fixos de Euler: sua formulação,

aspectos numéricos e integrabilidade. Aplicamos um dos critérios mais recentes de

integrabilidade para potenciais homogêneos. Este critério, como j á  esperado, não foi

conclusivo pois ele só é eficiente quando não se realiza a condição necessária. No

entanto, foi útil  para o entendimento do teorema.

Também descrevemos um critério de  integrabilidade mais geral que foi aplicado

ao problema de  Stormer. Neste caso o critério foi bem sucedido confirmando a não

integrabilidade evidenciada pelas secções de Poincaré. Dizemos que o critério é bem

sucedido quando ele falha, pois nesse caso podemos afirmar a não integrabilidade. Caso

o critério se realizasse, não poderíamos afirmar que o sistema é integrável porque, como

no caso anterior, o critério consiste apenas de condições necessárias.

A nossa intenção foi mostrar a aplicação de teoremas sofisticados que envolvem

grupo de Galois diferencial e monodromia. No entanto, o enunciado e aplicação do

primeiro teorema (Morales—Ramis) é bastante fácil para físicos e astrônomos. J á  para

o segundo teorema usamos o trabalho de Almeida e Stuchi que é uma forma operacional

do teorema de Churchill e Rod que o torna relativamente fácil de ser aplicado para saber

se uma dada hamiltoniana (onde é conhecido um plano invariante) é ou não integrável.

Para maiores informações consultar as referências aqui citadas.

Pretendemos aplicar esses teoremas a problemas físicos relevantes como é o caso

[4]. Seria interessante também ver a aplicação do  teorema para potenciais homogêneos

61
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para o problema de dois centros em três dimensões, como aprendizado, pois já sabemos

que resultado não será conclusivo.

Existe uma classe de  sistemas reversíveis não hamiltonianos ( a  rigor, nem sequer

potenciais) inventados por A.Albouy [1]. Esses sistemas como visto em [1] se compor-

tam como hamiltonianos quase-integráveis. Uma idéia interessante é tentar generalizar

os teoremas estudados para serem aplicados a essa classe de  sistemas.



Capítulo 7

Apêndice

Este apêndice servirá como um pequeno dicionário para uma melhor compreensão dos

capítulos e referências, contendo algumas definições importantes.

Função MeromórficazÉ uma função (por exemplo da variável z = a: + z'y, 33, 3; E

R) que é analítica para todos os valores de z, exceto nos pontos onde existem pólos.

Exemplo: por causa de sua periodicidade, cotang (z) possui um pólo simples em

cada ponto z : mr (n = 0,:l:1,:b2, ...), então ela é analítica para todos os valores

z # 00 (onde z = 00 é um ponto limite para os pólos) exceto nos pontos isolados onde

existem pólos.

Função Racional: Uma função analítica que não tem,  no plano estendido, outras

singularidades além dos pólos, ou seja, as únicas singularidades de uma função racional

são seus pólos, e eles são finitos.

Homotopia: Homotopia é uma relação de equivalência. Seja I um caminho

contínuo. Se mantemos os extremos fixos e substituímos um pedaço desse caminho

por uma outra curva contínua ll, mantendo a continuidade de l, só que de maneira

diferente; dizemos que o novo caminho contínuo l '  criado desta maneira foi obtido por

deformações elementares a partir de l .

Agora, suponha I e l '  duas curvas arbitrárias que unem dois pontos a e b. Se l '  pode

ser obtida a partir de  I por um número finito de  deformações elementares, então 1 é

dito ser homotópico a l'. Como homotopia é uma relação de equivalência, o conjunto

de todos os caminhos podem ser decompostos em classes de equivalência disjuntos,

63
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formados por caminhos homotópicos mútuos. Essas classes são chamadas classes de

homotopia.

Grupo de Monodromia: Seja a equação diferencial de segunda ordem

dªy 1 dy 1
Z2â  + 62% + gy  = O (71 )

Seus coeficientes são polinômios em z e C . Duas soluções desta equação são Z“  ª

e z l / ª . Além disso, Bl :=  [zl/2,z1/3] é uma base ordenada do espaço de soluções da

equação. Podemos extender zl/º e zl/ª analiticamente no plano complexo O em torno

de zero. Se  fizermos isso ao longo de qualquer caminho positivamente orientado, então

Bl torna-se [zl/2,627'i/3z1/3]. O efeito do caminho em 31 pode ser representado pela

—1 0

7 = O e21r i /3

Ao invés de focalizarmos um caminho específico, podemos considerar todas as cur-

multiplicação à esquerda pela matriz

vas fechadas em torno de zero em C . Cada caminho nos dá uma matriz representando a

mudança de base a partir de BI. Cada matriz é igual 7", onde n é o número deformação

do caminho em torno de zero. Todas as matrizes que são obtidas desta maneira formam

um grupo, que é gerado por 7 .  Este grupo é conhecido como grupo de monodromia da

equação (7.1). As soluções z“2 e zl/ª são raízes dos polinômios T2 —— z = 0 e T3 — z = 0,

respectivamente, e são então exemplos típicos de funções algébricas. Por isso (7.1) é

um exemplo de equação diferencial algébrica. Generalizando: soluções algébricas sobre

O(z) são funções que satisfazem uma equação polinomial com coeficientes em C(z) ,

onde O(z) é o conjunto de funções racionais com coeficientes complexos.

Involução: Uma função f é uma integral primeira de X H se, e somente se,

_ _ " QEZJLLHã
[H , f1—0—zây i  6331 das, ay,-i=1

onde (dizemos que essa função e H estão em involução, ou que elas comutam)
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Teoria de Galois Diferencial: Nesta teoria existe um bom conceito de inte-

grabilidade, isto é, soluções fechadas: uma equação é integrável se a sua solução geral

é obtida através de  uma combinação de  funções algébricas (sobre o campo dos co—

eficientes), exponenciais de quadraturas, ou quadraturas. Toda informação sobre a

integrabilidade da equação está codificada na componente identidade do seu grupo de

Galois: a equação é integrável se, e somente se, a componete identidade do seu grupo

de Galois for solúvel. É uma teoria poderosa no sentido de que, para equações diferen-

ciais de segunda ordem, é possível construir algorítimos para determinar quando uma

dada equação diferencial linear é integravel ou não.

Campos diferenciais e seu grupo de Galois

Os coeficientes da equação diferencial linear

L=0; L=aª+flô"-1+.. .+fn,f1eF (7.2)
são escolhidos sobre um campo diferencial (F),  que consiste de um campo F equipado

com um mapa:

6 : F -—) F
ô( f+g)  =ôf+âg
õ'(gf)  = fâg + yôf

Temos que F1  e F2 são diferencialmente isomórficos se existe um isomorfismo de campo:

ózFl ——> Fg, tal que, $ 0 81 = 82 o qb, 0 mapa é chamado isomorfismo diferencial. Se

F l  : FZ ,  é chamado automoríismo.

Um campo diferencial (8,  B,) é chamado uma extensão diferencial de (F,ô) se F C 8

e 8 ,  restringido a F coincide com 6. (F,ô) é chamado um subcampo de (% ,ô).

O menor subcampo diferencial de (8 ,  a i )  que contém F e os elementos u1,— - - ,  u,

(as soluções da  equação diferencial (7 2)) obtido juntando ao F os elementos ul ,  - — - , u,

e suas derivadas; e é denotado por: F < u l ,  - - - , ur > .

Definição de extensão Picard-Vessiot (PV) :  Seja a equação diferencial linear

(7.2), temos que as suas soluções normalmente não estão em F ,  então procuramos

extensões de (F, 8) que contenham as soluções e suas derivadas, ou seja, uma extensão

diferencial que obedeça a :

1— CQ: : CF-
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2— %“ contém n soluções lineares independentes y1,---,y,, de (7.2) e % = F <

y1,--',yn>-

Definição de Grupo de Galois: Seja (8 ,8  ) uma extensão PV de (7.2). O

grupo de Galois diferencial de (7.2) é definido como o grupo de todos os automoríismos

diferenciais o :  %“ —-) %, tal que, 4) f = f ,  Vf & F ,ou seja, quando aplicado a um

elemento de F é a identidade. Notação: Gala(8º/ F )

Seja d) 6 Gala(8/F) e y uma solução de (7.2). Como (1) fixa F (pois o elemento

f que pertencer a F deverá satisfazer (1) f = f )  temos 0 = o(Ly)  = L(óy)  , pois um

automorfismo diferencial implica que óoôl : ôgºÓ, ou seja, q(y)  : 0 : Ltb(y). Então

y também é solução de (7.2), isso implica que os elementos Gala(%/F) atuam como

mapas CF lineares no espaço vetorial de n dimensões das soluções de  (7.2). Qualquer

mapa linear em GL(V)  que respeite todas as relações polinomiais sobre F entre as

soluções e suas derivadas, é um elemento de Gala(%/ F)

Seja 7' o conjunto dos polinômios Q & F[ô£0)y1 , - - - , 85931" , ainyl , - - - , aff—ny" ],

ou seja, todas as combinações lineares possíveis entre as soluções de (7.2) e suas

derivadas com coeficientes pertencentes a F, tal que, Q(— . -,ôjy,-, - - ) = 0 ,VQ & T.

Então:

Gal3(%/F) = (g,-,, e GL(n,CF) | Q(...,af(g"; g,.kyk), ...) = 0, vo & T (k,i = 1, . . -,n)).
k=1
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O Algorítimo de Kovacic:

O algorítimo de Kovacic nos dá  um método para computar & extensão de Picard—

Vessiot (isto é um sistema fundamental de soluções) de uma equação diferencial de

segunda ordem, contanto que a equação seja integrável. Mas se a equação não for in-

tegrável, () algorítimo falha, sendo, então, um critério de não integrabilidade da  equação

diferencial de  segunda ordem. A beleza do  teorema de Morales-Ramis está em conec—

tar a solubilidade (comutabilidade) da EVN à integrabilídade do sistema hamiltoniano

e a solução particular que a gerou. Lembremos que o teorema de  Liouville requer a

existência de constantes de movimento em involução (que comutam entre si).
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