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RESUMO

Esse trabalho envolve a consideração de dois modelos integráveis para a dinâmica de
asteróides na ressonância orbital 3:l,  no escopo do Problema Restrito de 3 Corpos, em termos
de uma representação Hamiltoniana Média original expressa por variáveis e sistema de
unidades diferentes. Nosso objetivo principal foi o de introduzir artificialmente uma variável
no modelo de Henrard e Caranicolas, retirando a canonicidade das suas variáveis e tornando—o
análogo ao outro modelo (Guillens, 1998), cujas soluções analíticas são expressas em termos
de um parâmetro associado à uma variável artificialmente introduzida. Com tal procedimento
foi possível obter as famílias triviais de pontos de equilibrio e a consequente classificação do
espaço de fase em termos das duas integrais primeiras de Henrard e Caranicolas, onde todas
as possibilidades de movimentos estão caracterizadas num único gráfico. Assim sendo temos
os dois sistemas dinâmicos advindos da abordagem de Sessin e Ferraz—Mello (1984),
propiciando uma comparação entre os diagramas, que contém ambas as classificações do
espaço de fase, cujas coordenadas são as duas integrais primeiras para cada modelo
integrável. Em particular, foi possível mostrar o efeito das hipóteses simplificadoras
realizadas em (Guillens, 1998) que são mais restritivas do que àquelas adotadas por Henrard e
Caranicolas e, inclusive, não inclui o termo secular da Hamiltoniana original.
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ABSTRACT

Two integrable models for treatment of asteroid dynamics in orbital resonance 3:l are
considered here as baseline, both in the frame of elliptic restricted three-body problem
averaged near the mean-motion resonance and written from the same original average
Hamiltonian, in despite of expressed in different set of variables and system of units. Our goal
was artificially introduce a new variable into the first one (Henrard-Caranicolas, 1990), which
leave of being canonical, and becoming it analogous to the other (Guillens, 1998), whose
analytical solutions are express in terms of & related parameter toward the artificially
introduced variable. This procedure allowed getting trivial families of equilibrium points for
Henrard-Caranicolas' method and the consequent phase space classification that depends on
two first integrals. Indeed, all the possible movements are characterized by only one diagram.
In  short, the two dynamic sys tems  obtained are derived from Sess in  and Ferraz-Mello (1984)
method and contain the same phase space mapping expressed with two first integrals. This
approach propitiated a comparison between the presented models and became possible to
display the effect of more restrictive hypotheses adopted by (Guillens, 1998), which as a
counterpart does not including the secular term into original Hamiltonian.
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NOTAÇÃO

M = anomalia média = ] (variável de Delaunay):
m = longitude do pericentro;
n = movimento médio sideral (Zn/T);
x=  longitude média (A = M +w =,n(t—r)+w = n t+s ) ;
e = longitude média à época.

(a, e, i, (o, Q ,  To) — elementos keplerianos do Asteróide (problema de 2 corpos).

a :  semi-eixo maior;
e: excentricidade orbital;
1“: inclinação do plano orbital em relação ao plano de referência;
o): argumento do periélio;
Q: longitude do nodo ascendente;
Tº: tempo de passagem pelo periélio.

Método de Sessin

F11 F, = F,, + F,2 — Hamiltoniana obtida a partir do desenvolvimento de F— na vizinhança da
ressonância exata;

F, , :  parcela integrável de F, ,  que contém qualitativamente todos os argumentos críticos de F1 .

F, ;: parcela integrável de F, ,  que contém os termos secular e de longo período e parte de um
argumento crítico.

Método de Henrard—Caranicolas

H: H = H,, + H, - Hamiltoniana obtida a partir do desenvolvimento de 17 na vizinhança da
ressonância exata.

H.,: expansão da parte não-perturbada da Hamiltoniana original, correspondendo ao problema
circular restrido de 3 corpos, incluindo o modelo fundamental ressonante de segunda
ordem e o termo secular AM. Quando e '  = 0 descreve o problema de 3 corpos restrito
circular plano.

H,: parte perturbada da Hamiltoniana original, sendo nula quando e ' = O (problema circular).
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CAPÍTULO I — INTRODUÇÃO

O problema de dois corpos sob ação gravitacional (problema de Kepler) é
integrável e bem conhecido. A inclusão de um terceiro corpo consiste em uma maneira
de perturbar este problema solúvel. Assim, uma aplicação de métodos perturbativos na
Mecânica Celeste ocorre no problema de três corpos elíptico restrito, no qual dois
corpos de massa finita se movem em torno do seu centro de inércia em órbitas elípticas,
enquanto o terceiro corpo de massa desprezível move-se no campo gravitacional dos
dois corpos massivos. Um caso clássico envolve o Sol (corpo primário de massa M,
situado no centro de um sistema de eixos paralelos a um referencial galileano), Júpiter
(corpo secundário ou perturbador de massa m') e um asteróide (corpo de massa
desprezível m em órbita kepleriana - problema de 2 corpos - ao redor do Sol, perturbado
por Júpiter).

Em l886, Daniel Kirkwood (1814-1895) constatou que poucos asteróides do
cinturão principal tinham período orbital próximo a 1/2, 1/3 e 2/5 do período orbital de
Júpiter. Estas falhas tornam-se evidentes quando se classifica os asteróides de acordo
com o seu período orbital — o qual é proporcional ao semi-eixo orbital médio Os espaços
vazios que aparecem para determinados valores dos semi—eixos maiores dos asteróides
situados no cinturão principal, relacionam-se a períodos comensuráveis com Júpiter.

Na Figura 1.1, observa—se que as falhas no cinturão principal de asteróides não
se distribuem de forma aleatória, mas correspondem a posições de semi-eixo maior dos
asteróides, em que os seus períodos orbitais são divisores ou múltiplos racionais do
período orbital de Júpiter, as chamadas ressonâncias. A ressonância 3 : l ,  por exemplo,
caracteriza-se por (poucos) asteróides com semi-eixo maior 2,5 UA, o que corresponde
a um período orbital de 4 anos, i. e., 1/3 do período orbital de Júpiter

““ 1 ª % % z ªg ª !  , ”
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Figura 1.1. Histograma com número de asteróides no cinturão principal em função do  semi—eixo maior
osculador (Brouwer, 1963).



O estudo das ressonâncias de movimento médio tem—se mostrado de
fundamental importância para a compreensão dos mecanismos de formação do sistema
solar. Dentre estas ressonâncias, a asteroidal 3:1 tem merecido considerável atenção por
parte dos dinamicistas, por consistir em relevante mecanismo de remoção de objetos do
cinturão de asteróides.

Embora esse trabalho não tenha enfoque fenomenológico, é oportuno inseri-lo,
ainda que brevemente dentro de um contexto mais abrangente, que vem sendo
desenvolvido desde a introdução do conceito de dinâmica caótica no Sistema Solar, via
o trabalho pioneiro de Wisdom (1982) sobre a ressonância orbital 3:1. Em particular,
procuramos mencionar principalmente as que estão mais relacionadas com nosso
trabalho diretamente ou àquelas que mais contribuem para justifica-lo.

Em 1982, Wisdom explanou pela primeira vez a abertura da falha, descartando
de suas integrações numéricas as condições iniciais que nesse processo atingissem
valores de excentricidade 5 0.3, partindo do  pressuposto que os asteróides seriam
conseqííentemente removidos através de encontros próximos com Marte. Com a mesma
representação Hamiltoniana (válida para excentridades S 0.3 e com dois graus de
liberdade) em 1983, o mesmo autor evidencia o domínio de trajetórias caóticas,
adotando dois planos de condições iniciais para suas integrações numéricas, por ele
denominados de representativos, uma vez que são ªcruzadosº pela maioria dos testes
efetuados, dentro de um intervalo de tolerância de 5 graus para os dois ângulos da
Hamiltoniana que os definem. Com duas variáveis angulares fixas, semi-eixo maior e
excentricidade são as coordenadas desses planos, os quais propiciaram uma
investigação sistemática do espaço de fase quadridimensional. Vários trabalhos são
então a partir disso elaborados para explanar a origem de movimentos caóticos na
ressonância 3:1  (Wisdom, 1985;  Koi l ler  e t  a l ,  1987;  Neishtadt,  1997;  Henrard e
Caranicolas, 1990). Posteriormente, com representações Hamiltonianas que estendem o
domínio de validade da representação clássica da ressonância 3:1 para excentricidades
acima de 0.3, Ferraz-Mello e Klafke (1991) e Hadjidemetriou (1993) mostraram a
existência de librações de altas e moderadas excentricidades via superficies de secção de
Poincaré.

Há mais de  duas décadas a ressonância orbital 3:1 vem sendo investigada e
abrange aspectos desde as diversas explanações para a origem dos movimentos caóticos,
os quais são responsáveis pela abertura da falha, até a abordagem de mecanismos de
reposição de asteróides, uma vez que integrações numéricas mais realistas mostram que
os tempos de vida dinâmico (tempo onde os objetos são removidos da ressonância por
queda no Sol, escape do Sistema Solar ou por colisões com os planetas) são bem
menores que a idade do Sistema Solar (média de 2 milhões de anos segundo Gladman' et
al, 1997). Por outro lado, é muito importante ressaltar que à medida que novos
esquemas computacionais foram se desenvolvendo e os computadores foram ficando
mais rápidos, a ressonância 3:1 pode ser identificada como uma das principais fontes de
NEAs (Near Earth Asteroids) ou em termos mais gerais NEOs (Near Earth Objects),
sendo que as escalas de tempo envolvidas nas integrações numéricas são no mínimo de
100 milhões de anos.

Atualmente é considerado que uma das principais explanações para o
abastecimento de objetos seria consequência do efeito Yarkovisky, que pode trazer
continuamente asteróides para ambos os bordos da falha (Wokroulicky' e Broz, 1999;



Morbidelli e Wokroulicky, 2003; Wokroulicky, Broz, Bottke. Nesvorny e Morbidelli,
2005). Esse efeito é decorrente da  re-emissão térmica de  um asteróide em rotação. o
qual acarretaria um deslocamento em semi—eixo maior de 10”4 unidades astronômicas/
milhão de anos (Wokroulicky e Brºz, 1999). A contribuição do processo de difusão
caótica como fonte parcial de abastecimento de objetos numa vizinhança de 0.01 UA da
região de ressonância foi evidenciada por Guillens, Vieira Martins e Silva Gomes
(2002). Tal fato foi levado em conta no trabalho de Morbidelli e Wokroulicky (2003)
sobre a estimativa do  fluxo de asteróides para a região de ressonância 3:1,
considerando-se a ação do efeito Yarkovisky ate' a região difusiva e não até a região de
ressonância propriamente dita. Wokroulicky et al (2005) consideram que a população
instável evidenciada por Guillens et al caracterizam uma “futura geração” de NEAs,
enfatizando o fato que os autores adotam o efeito Yarkovisky como cenário mais
plausível para trazer os asteróides até a região difusiva. Alguns resultados obtidos por
Guillens, Vieira Martins e Cordeiro Silva (2007), vem melhor caracterizando esse
processo de difusão caótica, considerando uma vizinhança de 0.02 UA da região de
ressonância. Uma lei de decaimento dos tempos de vida dinâmico da população de
asteróides numerados observados é obtida, mostrando a existência de uma população
intrinsecamente estável (contrariando a hipótese estabelecida a priori por Morbidelli e
Wokroulicky de que ao longo de bilhões de anos a região difusiva estaria
completamente esvaziada) e uma população instável que decai exponencialmente. Esse
fato viabiliza a estimativa de tempos de “meia vida dinâmica” para a vizinhança à
esquerda e à direita da região considerada, uma vez que o processo difusivo atua de
forma diferenciada de um lado e de outro. Isso está de acordo com o que é observado: a
população de asteróides numerados à direita é 1,5 vezes maior que à esquerda. Os
referidos autores também delimitam as regiões onde há maior probabilidade de remoção
de asteróides em 100 milhão de anos.

É interessante ressaltar que o conteúdo do nosso trabalho a ser apresentado tern
cunho puramente analítico, pois envolve a classificação dos espaços de fases associados
a dois modelos integráveis (Guillens, 1998 e Henrard e Caranicolas, 1990) construídos
com hipóteses e propósitos diferentes (capítulo II e IV) para representarem numa
primeira instância a dinâmica da ressonância 3:1 no escopo do Problema Restrito de 3
Corpos Planar e Médio. Ambos reproduzem características de problemas ressonantes:
separatriz, libração e circulação, pontos de equilíbrio estáveis e instáveis. No capítulo
IV estamos detalhando um pouco mais, o que é apresentado sucintamente na última
referência: as configurações possíveis para o espaço de fase desse modelo integrável
segundo os Modelos Fundamentais Ressonantes (Borderies e Goldreich, 1984,
Lemaitre, 1984), para o caso das ressonâncias de segunda—ordem, que é o caso da 3:1
( p+2 /  p ,  com p = 1) .  É oportuno mencionar que tais modelos são obtidos após, o

trabalho pioneiro de Sessin e Ferraz-Mello (1984) para a comensurabilidade 2:1 entre
dois planetas (ressonância de primeira ordem p + 1 /  p , com p = 1).

A obtenção do modelo integrável obtida em (Guillens, 1998) na primeira
referência (apresentada no capítulo II) segue o procedimento adotado por Sessin e
Ferraz-Mello(l984), onde as variáveis associadas ao modelo integrável não são
canônicas. É importante observar que o modelo de Henrard e Caranicolas, o qual e'
abordado no capítulo II já parte do fato que a excentricidade corresponde a um tipo de
“excentricidade livre” para o asteróide, adicionada a uma “excentricidade forçada”
relacionada à excentricidade de Júpiter, o que constitui um dos principais resultados
obtidos por Sessin e Ferraz-Mello e que podem ser reproduzidos para o caso asteroidal



(Bressane e Sessin, 1988, Stuchi, 1991). A transformação canônica de variáveis que irá
propiciar a obtenção de uma Hamiltoniana reduzida já contém essa informação em sua
definição.

Finalmente, no capítulo V segue nossa principal contribuição — estabelecer uma
comparação entre os dois modelos, classificando o espaço de fase da Hamiltoniana
integrável de Henrard e Caranicolas segundo a abordagem de Sessin e Ferraz-Mello e
melhor compreendendo o efeito das hipóteses simplificadoras realizadas em (Guillens,
1998), que são “menos naturais, do que aquelas adotadas por Henrard e Caranicolas e
não inclui o termo secular da Hamiltoniana original.

Corn intuito de melhor contextualizar a motivação para a busca desses modelos
integráveis, é oportuno mencionar que Henrard e Caranicolas consideram a
Hamiltoniana integrável como Hamiltoniana não-perturbada para um tratamento semi-
analítico da Hamiltoniana original via invariantes adiabáticos. O propósito, conforme
mencionado previamente, era o de explanar a origem dos movimentos caóticos
evidenciada no trabalho de Wisdom (1982). Por outro lado, Guillens (1998) estabelece,
a priori, a classificação do espaço de fase da Hamiltoniana integrável, descrita em
termos das integrais primeiras, no plano representativo de Wisdom, ou seja, em termos
de coordenadas (semi-eixo maior, excentricidade). Uma vez estabelecida a
correspondência entre pontos no plano representativo e pontos sobre a superfície de
secção de Poincaré (definida pela condição: ângulo ressonante = n)  dentro do contexto
da Hamiltoniana original, foi então possível obter em termos qualitativos uma
classificação de trajetórias possíveis para o espaço de fase da Hamiltoniana original
num único gráfico, a exemplo do diagrama expresso pelas integrais primeiras que
contém a classificação do espaço de fase do modelo integrável.



CAPÍTULO I I  — MÉTODO DE SESSIN PARA CONSTRUÇÃO DE UM
MODELO SIMPLIFICADO DA RESSONÃNCIA 3 :1

Il.1 Introdução

Neste capítulo será inicialmente desenvolvido o processo de obtenção de uma
representação Hamiltoniana para movimentos vizinhos à ressonância asteroidal de  movimento
médio 3 : l .  Em seguida, será feito o tratamento ressonante com a apresentação da função
perturbadora planetária e a Obtenção de um núcleo integrável para a mesma.

11.2 Problema restrito de  3 corpos

Considere-se três massas pontuais rn,-, j = 0,1,2 localizadas nas coordenadas ªj, m e Q
(Figura 2.1), em um sistema de coordenadas inercial, sujeitas apenas às atrações
gravitacionais mútuas. Sendo a expressão da Lei da Gravitação Universal de Newton dada
por:

.. mmF=kª ' e ª ,  (2.1)

as equações de movimento para a componente Ç]- são:

2 _ _ 2 _
mu ——d€" =kzm0ml _; ª ç º  +kªmomz ——————€2Sã º  =>—d=É" km I—É——'

Çº+  kmz  ——52350
' ou "01 d' 'o: "oz (2  2)
z _ _ > '

ml  d f l  ___ k imlmo____ ã º  —êl  +k1  ”11,712 52___5__êl=> d ºÇ___l =k2m 0Ç__0___—Cl___—+ kz  ”12  62  SÇI

d' rm r l z  dt :  r io  r l z

: _ _ _—," d :, :kzmzmmº :o- :,_kzmlmz_:. c , :  d_, :“ ,”  c., ;, Html :! :;
3 _1 º

"zo 'n d'

onde, a constante de acoplamento é k2 : 6.67-10'll Nmª/kg2 no SI e o vetor FI,, que liga
duas massas j e k, tem módulo r:

rf. =( ;  -€.)ª+(n,—m)ª+(Ç,-Ç.)º (2-3)

' “ (ª "L' 'º ª) Figura 2.1. Coordenadas retangulares
dos três corpos.

' , ( 5  J!, A , )



Para as componentes m e Q,  equações análogas às (2.2) podem ser escritas. Contudo,
em diversas aplicações, é conveniente que a origem do sistema de coordenadas esteja em uma
das massas,  por  exemplo ,  mº .  Com isto,  o s is tema não será ma i s  inercial,  e a s  coordenadas
relativas de m ,  e ”13 serão :

(x l , y l º z l )= (€ |  “509771 “770,4.  'Ço )

(x , , y2 , zz )  : (52 “50l 'UovÇ:  'Ço )

Considerando r ,  = ro,, r; = ro; e A = ru,  e subtraindo a segunda equação das (2.2) da
primeira, tem-se:

4WJM[T2(52;51) _7'72x2]=
nª

ÉIJ+k2m 2[(_A____€z—ão )“  (ª.-1 “go )  _ª_:] ( 24 )

A3 rf

ddtz : 3
| 72

—=—-k2  (mo+m )x—+k'  m,[x2 —x, -x—z]
r3 A

Novamente, subtraindo a terceira equação das (2.2) da primeira, tem-se:

d x2 =_k2[m03x2  +m2x2]+k  2 l [m  (ãlA— .fz)_ m .=x l ]
diz r: r; rf

=_k,[mº:cz +m ? ]”  mr . ;  "50)“3(52'50)__x_;:| (2.5)
r2 r2 A r'

d ºx  x x —x xª =—kº(mo+m2)—í+kºm,[ ' 3 2 ——;—]
r2 A

Para o problema Sol—Júpiter-Asteróide, temos:

Parâmetro Sol  Júp i t e r  Asteróide
Massa  m0=M ml=mj  m2=m

Vetor posição ---— Fj : xlf + y l j  + z,k F = xzf + yz]  + zzk
Módulo - - - .  r,— : rl r = ,.2

Escrevendo a equação (2.4) para as componentes m e Q, e usando a notação vetorial,
temos para equação de Júpiter:

e ': ' ': ': ,; _ ': ': k'“ t+  t+2k ' :
=-kª(M+m,)(x"+yr'f+z'k)+kªm[(xª'+yª“zª )Afx 'Hy ' IH'  LW Y:]! ' ) ]

]
d l ª  ;: _

—=-k2  (M +m )—-——+kº ”:P—A,] _:_] (2—6)
dt2 rl r ª



Da mesma forma, agora com (2.5), obtém-se a equação de movimento para o
asteróide:

dª í "

dt2
F—r  "

=—k2(M+n1)%+k2171,[ ] ——L] (2-7)
r“

. .
J . .“

As equações de movimento para Júpiter (2.6) e para o Asteróide (2.7) são para os
problema geral de três corpos no espaço e referencial heliocêntrico. Porém, no problema
restrito de três corpos, o movimento de M e m, não é sensivelmente afetado pela massa m,
podendo ser considerado um movimento de dois corpos (órbita kepleriana).

Usando a condição m « M ,m ] chega-se a equação do problema relativo de dois
corpos para Sol e Júpiter:

d º?  F.1 =_  __f_ 2.8)
dt2 lu] r; (

(movimento kepleriano de Júpiter em tomo do  Sol)

A equação para o asteróide permanece a mesma com a introdução do parâmetro ,a:

d º?  F F —F F. d ª ?  F ..4,2 =“7 ' ºmlTTl  =º Wªr—sªº“ (ªº)
]

onde:

lu] =k2(M+mj) ;

,a = kº(M+m) z kªM, e sendo:

M é a massa do Sol (elemento primário — referência do sistema de coordenadas);
m,— é a massa de Júpiter (elemento secundário — corpo perturbador, que descreve uma

elipse flxa, sendo seu plano orbital o plano de referência);
m é a massa do Asteróide - corpo perturbado por Júpiter ( r  < rj ), que não exerce ação

sobre este último.

0 segundo termo da (2.9) é conhecido como função perturbadora planetária.

11.3 Formalismo Hamiltoniano do  problema

O sistema de equações (2.8) e (2.9) pode ser convertido em um sistema Hamiltoniano.
Como é bem conhecido, a órbita kepleriana envolve os seguintes elementos orbitais:

a :  semi-eixo maior;
e:  excentricidade orbital;
i : inclinação do plano orbital em relação ao plano de referência;
(o: argumento do periélio;
Q:  longitude do nodo ascendente;
eo: tempo de passagem pelo periélio.



Desta forma, os elementos keplerianos do Asteróide serão denotados por (a, e. i. (o. Q,

150) e os  de Júpiter com sub-índice j.

Definimos agora o conjunto de variáveis [, g e h e seus momentos L, G e H
canonicamente conjugados, conhecidos como variáveis de Delaunay:

L = I““ º [ : nt + ]" anomalia média
G = Lx) l — e2 , g = (o argumento do periélio (2.10)
H = G cosi , h = Q longitude dos nodos

Por sua vez, os  movimentos médios (Zn /T  ) de Júpiter e do Asteróide são dados pela
terceira lei de Kepler:

_. #1  _
”.i ' 3 ª " "

1
(2 .11)

a

Com isto, as equações Hamiltonianas que descrevem o movimento do asteróide são:

.

1(L,G,H)= ôF
dt 50,83?!) (212)
d aF'—— 1, ,h = -—dt( g ) ô(L,G,H)

Nestas e ua ões, F' é a fun ão Hamiltoniana ara o problema de três corpos dada por:q Ç Ç P

(2.13)

onde ER(L,G,H,l,g,h) é a função perturbadora planetária e o primeiro termo é a parte
kepleriana.

Para termos as equações (2.8) e (2.9) na forma (2.12) é necessário que a função
perturbadora seja desenvolvida em termos de elementos orbitais.

Levando em conta (2.13), o sistema de equações Hamiltonianas (2.12) para o asteróide
pode ser escrito explicitando a função perturbadora como:

d aan— L,G,H =dt( ) a(1,g,h)
i(l>=n_ô_9t (2.14)
dt aL
d am__ ,h = -
dt(g ) â(G,H)



Pois, ” : ;zzL'3 = ———(?— L
ôL ZL"

A função perturbadora e' em geral desenvolvida em série de cossenos nas variáveis
angulares 7», m e Q ,ou seja:

“Ji : ZCJI./z./;../...ls 'COSUIÃ + j ªm  + .isº + j t á ' ª ' j s f º ' ª ' j e º ' )  * (215 )
,/

com os coeficientes Cj's sendo funções de (a, e, i, a ' ,  e )  e, devido à invariância de “Jl por
rotação do sistema de coordenadas em torno do eixo 2: _)“l + j2 + j3 + j4 + js : O .

Antes de desenvolvermos esta função, voltemos ao Hamiltoniano (2.13), escrevendo-o
em outra notação, visando à solução do problema ressonante de interesse, isto é:

F '  = Fº' +F,
(2.16)

2—_#ª “ ?N

Nesta expressão, F' é a representação Hamiltoniana nas variáveis de Delaunay para o
' A ' . . ' «problema restrito de tres corpos ate a segunda ordem nas excentrlcldades, F0 corresponde a

energia do movimento elíptico ( ,a! 2a )  com sinal trocado e F, à função perturbadora
planetária.

Todavia, o sistema Hamiltoniano obtido até agora não é autônomo, devido à presença
do parâmetro tempo em F , (2.16), que aparece explicitamente em F, = (x  , (t),  y , (t),  2 ,- ( í  )) e ,
portanto, F' não é uma quantidade conservada. A fim de contornar este problema é necessária
a expansão do espaço de fase, definindo-se uma nova variável (Dj, como conjugada a anomalia
média de Júpiter [, ( n  , : Í ] ). Desta forma, as equações (2.12) tornam-se:

%(L'G'H'CDÍ)=61LMd ( º ª ªF '  !) (2 .17 )
— l, ,h,l. =-———-———dt( g !) ô(L,G,H,<Dj)

Agora, F é constante de movimento e F = F(, + F, , com Fa redefinido como:

,l
Fº =É—n/ (D '  (2.18)



Antes de escrevermos F,. particularizemos, & título de simplificação, as Órbitas no
plano orbital Sol-Júpiter. isto é. i = O (problema plano). Como neste caso, há indeterminação
de Q .  usa-se em seu lugar o “ângulo quebrado” m : m+f)  , medido a partir do eixo x até a
linha do periélio.

Assim. o novo conjunto de variáveis, que define um sistema canônico no plano será:

L : ya ” Ã : ] + &! longitude média do Asteróide
G " L : LW 1 * e 2 ' 1)  , w longitude do periélio do Asteróide
(D, , Ã] : 11 + w]. longitude média de Júpiter

(2 .19 )

Neste conjunto, L, G e (D, têm dimensão de ação e as equações canônicas definindo o
problema restrito planar de 3 corpos serão:

d—(L,G—L,(Dj) ___—â€—
dt (%%%&)
d õF (2.20)
—(/t,w,,1,)=—————

sendo:
2

F=—;—LT—nj<l>j+SR(L,G—L,d>j,/1,w,Ãj) (2.21)

O tratamento ressonante clássico consiste em se  obter uma Hamiltoniana média
F para o problema a partir do  desenvolvimento de F, na vizinhança da ressonância exata e
posterior eliminação dos termos de curto período.

Desenvolvendo-se SR em variáveis de Delaunay até segunda ordem nas
excentricidades, para um secundário (Júpiter) exterior ( a  = a l a , <1), tem-se (Murray &
Dermott, 1999):



,
m ,u ]"

'Ji— '
+!  I | 2 . 2 .

_ M + nr, Lª, l.]; 5 +g lez  + e“, XD “ 4]2  + D )]b,',2(a)cos[j(/1 — J.“, )]+

e . , . . e '  . » . .+3 t -3J  —D)b,',,(a)COS[(J —l)/l—j)tj +w]+? ' ( l+2 ]  +D)b(,2(a)cosL/Ã—(j + l )Ã,  +w, ]+

+%(—5j—3D +4jª +4jD + Dº)b,-'_,(a)cos[(j—2)/t -j/t_, +2w]+
e º  , ,+ÉH+9j+ SD+4j' +4jD + D')b(,,(a)cos[j/l —(j +2),t, +2wl,]+
ee -  ') '»+—4—'(—2j—D—4j' -4jD-D-)b,f,,(a)cos[(j-1)/t-(j+1))_, +w+wl]+

2ea  .
+T" (2 j -D+4 j z  _D2)bí ' ,2(a)c05[(j+l)Ã—(j+1)Ã, —w+w,]+[—a+%—elf ]cos(Ã—AI)_

——l;aecos(2Ã—Ãj —w)+%aecos(/ll —w)—2aej cos(/l —2/l.j +afj)—-%oze2 cos(Ã,+Ãj —2w)-—
_
.,

-- '8,-aeªcos(3/l—/lj—2w)—aeejcos(2/l—2/lj+w+wj)+3aee,cos(2/1j—-a7—wj)—

] ª 1 J. 2 27 º A A 2—-ãª€,605(  + 1— w_,)——8—aej cos (  —3 j+  wl)

(2.22)

, _ m M m. , ,Txesta expressao, uma vez que f = _L , m/M sera o pequeno parametro,
M + ml M + ”'.; M

D são os operadores diferenciais e bi] ' os coeficientes de Laplace, definidos por (Brouwer &
Clemence, 1961):

2D=ai  , Dº=aº d2+ea i  , (2.23)
da da de

i bm : s<s+1><s+2)...(s +j—1) , a , [ l+  
s<s+j>az + s<s+1xs+fxs+i+1>a4 

+ , ]  (2.24)
2 ' 1-2—3'.. . . ' j  l ( j+ l )  l - 2 ( j+ l ) ( j+2 )

Os termos cujos argumentos contêm a longitude média são denominados termos de
curto período, caso contrário, são ditos termos de longo período. Os  termos nos quais não
aparecem cossenos são chamados de termos seculares.

11.4 Obtenção de um modelo simplificado para a ressonância 3:1

A essência da possibilidade de aplicação de todo método perturbativo é a existência de
um núcleo integrável. A busca de tal núcleo requer um tratamento da expressão (2.22), que
será descrito a seguir, seguindo Gillens (1998). O processo de obtenção de uma Hamiltoniana
ressonante 311 pode ser dividido nos seguintes passos:

i) Uma transformação canônica de Mathieu (ZP/(1616234191) para definir a
variável 6, que é o ângulo crítico e engloba os movimentos médios ressonantes.
Este ângulo é dado de forma genérica por 6 : j,nl + jzn2 (]"/,]; inteiros). Havendo

l l



comensurabilidade entre dois movimentos médios ou períodos orbitais. os
argumentos trigonométricos nos quais o ângulo crítico se anula dão os termos
ressonantes. Desta forma, para a ressonância 3:l, em função das longitudes médias,
e com ângulo crítico:

a= 1-3)», , (3.25)

temos uma transformação de Mathieu que define um novo conjunto de variáveis
(x,  y,.ça,,3.,zv,9), em que os momentos se relacionam aos anteriores L, G e CD,-
(2.l9) por:

x = L + %d) ] = , ]  ,ua + %d),  , Ã, = I + &; longitude média do Asteróide

y : G — L = LN]  — º - l )  , w longitude do periélio do Asteróide
] .

(o! = —5(Dj , 9 = A — 31]. ângulo crítico

(2.26)

Note-se que as variáveis ?» e m permanecendo inalteradas de (2.19) para (2.26). Com
auxílio desta últ ima, (Dj =—3çoj e L =x—<D ] / 3 =x+(p j  e ,  retornando à expressão de Fo

(2.18), tem-se agora:

2 2
Fo=“-<D “. . =—-—— . . 2 .27

2L2 n] ] 2(x+(ºj)2+3nj(aj , ( )

Em lugar de (2.20), o novo sistema de equações canônicas de movimento será:

ôF
ô(l,w,9)

__ªf_ ”
ô(x,y,<p,)

d
; ( xaysç º j )  :

d (2.28)
E (A)  E,  0 )  :

sendo:
2;:=———+3nl  +F  x ,  , , ,Ã ,w ,6  (2-29)2(x+<º , - )2  ,º, . (  yçº )

E,  a condição de ressonância exata é dada por:

2

à=_ª=_££_í_3nj=n_3nj=o (2.30)
ª?, (x'i 'fpj)



ii) Representação do problema por uma Hamiltoniana média. isto é:

It"—= F., +W(x,(p.,,y,0,w) . (131)

na qual não aparecem os  termos de curto período. isto é .  os  argumentos que dependam
explicitamente da longitude média do asteróide X:

_ 2 ”1 .2

F=3nj(p.+———£l——+—j l_M_ll_ - Ag+l(Alº+Af e2+e3)+
] 2(x+çaj)2 M 2M+mJ  Li 2

“ªziª/lã +%Al3 +%A;)cos(0+2w)+ef[%Aà +â—A: +%A;)cos(0+2wj)— ,

— ee,(10Ag + 5,4,“ + A; )cos(6 + tv + a,.) + ee, (A; - A: - A;)cosav - w,)l
(2.32)

onde:

a”  d”A: =ídapbffâ(a)
A3=MBM)

d (2.33)
Ai  = ºld—bim“) = Db(k) ( a )

a
[12

Ak 
_ º  dz

2 2 da2
lbff3<a> = Eu? — D>bffã<a>

O novo sistema (2.28), que possui 4 variáveis e uma constante de integração x, tem 2
graus de liberdade, uma vez que )» é variável cíclica (pela (2.28), Sc = 0).

iii) Finalmente, o desenvolvimento de F na vizinhança da ressonância exata, com a
hipótese quantitativa de que esta vizinhança é da ordem da raiz quadrada do
pequeno parâmetro, isto é:

ª = —n + an, = o[ ª ]  (2.34)
899] M

Diante disto, é feita a transformação ((a,. ,O) ——> (a), ' , 0 )  , de modo que:

ça, : (&;i , (2.35)

. . . ôFºe ço,“ se refere ao ponto em que ocorre a ressonancra exata, isto é, a ' = 0 .
?; .

' j  "º

l 3



( a l '  ill M
O raio desta vizinhança é suposto da ordem de [É] _ O» ”L)

De acordo com (2.35), obtém-se as seguintes relações & partir de (2.26):

1 ,L=x—3<Dj =x+çpl  =x+(p l  +i

(D:  : "3(çº./I+Çº,m)

, ª 2.37e2 =1 -  1-_ª'_ ( )
(x+(Pj  "Wº/'n)

Na ressonância exata, (aj ': O , (2.38)
.. - . ' 2  oe estes elementos serao denominados, respectivamente, LR. çajR, eR e a”  , os quais, em

função de M, mj, k e n,-, escrevem-se como:

(2.39)

Levando em conta a condição (2.38) na primeira das equações (2.37), tem-se ainda:

L : x+wj '+q , j l i $

L=L + ' => .'=L—L (2.40)LR=x+ç i  R 77; ? ,  R "

Deve—se, agora, desenvolver as relações (2.37) em potências de (pj ' /  LR , considerando:

ZL z T.]. (2.41)LR M

M



A Hamiltoniana do  problema de dois corpos não-perturbado (2.27) pode ser
desenvolvida em potências de (P; ' /  LR como:

2 3
3pº & '  zpª e '

F = 37) . + _ _]  "' _ ,  _]  + ..... 242)

º , ?”  2L1[LR] [& [LR] (

Supondo que e2 ze ) ;  z e l .  zO(  m j /  M ), e ordenando a Hamiltoniana (2.32) em
potências do pequeno parâmetro, tem-se:

F=E+Em+ã+ ..... . 04%

onde, as parcelas 173,2 + F2 + ..... correspondem à perturbação sobre a órbita de referência F. ,
a qual constitui uma representação Hamiltoniana de primeira ordem para a ressonância 3: ] .

Acº / ºm ,»  º = 1213531 ,FI—a—RE-Ií] +.Á—l—i5.(Al +A2XeR+e j )+eR  TAO-PEA!  +EA2 COS(0+2ZU)

: 17 5 1 . . :+ej(TA:, +5Al' +—2—A;)cos(0+2w1)-eReJ(lOA5 +5All +A1)cos(0+w+wj)+

+ ciel-(Af, — A: — A;)cos(w — w,);
(2.44)

No desenvolvimento acima:

' os  coeficientes A,] são calculados na ressonância exata, isto é ,  A,.) = Af ( ak )  ;

' e)? = —2 y /  L R é o termo de ordem ,,ml /M no desenvolvimento de e em torno

da ressonância exata, onde y é variável conjugada de m;

' Foram omitidos de F, os termos constantes 3nj<ºjk e (m,. /M)Aj,';

Em relação à expressão de ? (2.32), a (2.44) não apresenta o fator multiplicativo

Q : l_M__/1_z , devido a uma mudança de escala de tempo, isto é:
2 M + m, L;

ot : Qt (2.45)

A expressão (2.44) ainda pode ser escrita como:

, 2
F' = LZLPZL) + A2 (ex + ef. )+ Aªekej cos(w — wl)+  A,,eg cos(0 + 2117) +

R

, (2.46)

+ Ase'kej cos(0+w +a71)+ Aóej cos(0+2wj)



com os coeficientes A] dados por (2.33):

6 r 7 '_.1l=__ A4=L LlAã+3Al ª+ lAf )

a,, M 4 2 : '
m ' n  .. —A: = “if (Alº + A3) A5 =-—ML(10AO- + 5,4; + A;) (247)

m.  m 17 5 l.r=]jçe-A:—4)re=íjlíAs+5Ar+gal
As equações canônicas de movimento correspondentes à Fl ( y,  (a, ' ,w ,0 )  são:

ª ((a ' y) - ôF'
dt ] , õ(9,w) (248)
a' ôFl ,_ (9 ,  w) : __]-
dt ª(rp, M

com as seguinte variáveis canonicamente conjugadas (cf. (2.26) e (2.35)):

y=G—L=L(x/l—e2 —l) , w (2.49)
wj l=wj_ (0 jR  , 6=Ã—3Ã. j

que, explicitadas em (2.48), fornecem:

, d , . . _
Z; = —[A4e,f sin(0 + 2121) + A,e,,e, sin(0 + m + a] ) + Aóej sin(0 + 2:17]. ) ]

% : —[A3e'kej sin(w — ml.) + 2A4e'; sin(0 + 213) + Ase'Rej sin(0 + m + w] )]

39=_AI£L
dt L,,

ª- = ,1 [2A2e'R + Aªej cos(w —wj) + 2A4e'R cos(9 + 2117) + Ase, cosa? + a + a)]
L dt e RL,,

(2.50)
No sistema acima, a variável independente e' na verdade !. (2.45), representada apenas

como !, para efeito de simplificação de notação. A Hamiltoniana F,(y,ço,.',w,9) , (2.46),
corresponde ao problema elíptico plano, com espaço de fase 4-D e descreve o movimento de
um asteróide nas vizinhanças da ressonância 3:l em primeira ordem.

Este mesmo sistema foi estudado por Wisdom (1982), que mostrou que a inclusão de
e j # 0 quebra a integrabilidade do movimento circular plano. Sessin e Ferraz-Mello (1984)-
encontraram uma maneira de integrar uma parte deste modelo para a ressonância 2: l .

16



[1.5 Es tudo  da  in tegrab i l idade  de  F1

A inclusão da excentricidade de Júpiter ( e  j # O) torna Fl ,(2.46), não-integrável.
Guillens (1998) considera apenas a parcela integrável de F, , denotada Fll , a qual reproduz as
características de  movimentos ressonantes, e cujo modelo mais  s imples  é dado pe lo  espaço de
fase do  pêndulo, isto é,  regiões de librações, circulações e uma separatriz entre os  dois
regimes.

A idéia do trabalho de Guillens (1998) é escrever F,, (2.46), como a soma de duas
parcelas, as quais sejam separadamente integráveis, ou seja:

Fi =F11+Fiz  (2 -51 )

Para isto será necessária uma série de transformações não—canônicas de variáveis. A
primeira será:

0a=—+w
2

a j=º+wj  (2.52)
2

9:52
LR

Com isto, o sistema auxiliar de Hori, (2.50), pode ser escrito como:

.É? : 714/1443 sin(20) + A,e'Re,. sin(a + º,) + Aee? ªmºº; )]
R

É : —[A e '  e sin(o - a ) + M e'2 sin(2cr) + A e' e sin(a + a )]dt 3 R j j 4 'ª 5 ” Í ]
' da]. ___i

dt ZLR
d_º : _-A—*© + —.1 [ZAzek + Af, ººS(º ' ª ;)  + 2A4ª'n Cºsac) "' Asª ;  ººº“ + ªr)]& dl ZLR ek  R

(2.53)

Com o objetivo de eliminar a singularidade da equação para dw/  d t ,  (2.50), e
consequentemente para da'/dt quando eR tende a zero será feita uma nova transformação
não-canônica:

h=eR'sina=eR'sin(%+w) k=eR'cosa=eR'cos(%+w)

(2.54)
h . . a k _ _ e+

j - e l sma j - e j sm 54 -07 ]  j - e j cosa j - e j cos - í  W]



Além disto. há uma nova mudança de escala de tempo, ou seja:

A = %( t  —to) (2.55)
R

Com isto, o sistema (2.53) torna—se:

'de)Ã- : -2A4hk—A,(hkj +kh,)—2A6hjk,

dh A
Ã=—í 'k9+2(A2+A4)k+(A3+A5)k j

<dA 2 ! (2.56)
d ª ' / __ fL

dA 2
dk A
X:? I ºh - s“A4)h+(A3 'As )h j

ªgiam
_dA 2 '

Logo, a partir de (2.46), a “Hamiltoniana” F,(G),h,hj,k,kj)escrita em termos de
variáveis não—canônicas será:

Fl =%A|92 +(A2 “A4)h2 +(A2  +A4)k2 +(A2 _Aº)h12+
, (2.57)

+(A2 +Aâ)kl2 +(A3 + A,)kkj +(A3 — A,)hh,

e a expressão anterior é integrável desde que e j = O , isto éh ] e k ] nulos (Yokoyama e
Sato, 1986):

F, = %Apª + (A,, + A,)kª - (A. - A2)hº (2.58)

Deseja-se agora obter uma parcela F" de (2.57) análoga à (2.58) e que contenha
qualitativamente todos os  argumentos críticos de F,, mediante considerações acerca dos
coeficientes Ai. Para isto, considere-se uma nova mudança de variáveis:

k=a |K+a2Kj

k, =b,1<+b,1<,
1 (2-59)h=——_ b H—bH )

( ª l bz ' ª zb i ) (  2 | ]

h = ' (azH—alHj)
] ( ª lbz  “ ª zbo
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onde a;. (13, b, e [J; são coeficientes que devem ser calculados de modo que F, para
e, := 0 seja similar a e , = 0 .  Isto vale caso sejam satisfeitas as relações:

(A:. — As)ª  = 4A,A6 e (A, + A,)ª = 4.4,A6 , (2.60)

o que é verdade apenas em duas hipóteses:

A, =0->As =i2 A,,Aó ou A5 =0—>A3 =:t2 A,,Aó (2.61)

Considerando—se a primeira delas, tem-se A, = 0, As : —2 A, A6 e também A, = 0 ,  e
F, , de (2.57), se  escreve como:

F" =%A,OZ +(—A4)h2 +(A4)k2 +(—A6)hÍ +(A6)kj  +(-2,/A,A6)kkj +(—2,/A,A.«,)hh, :

=%A,Gz  +(—A4h2  _2  ,A4A6  )hh j  —A6h]2 . )+ (A4k2  —21 ,A4A6  ) kk j  +A6k12)=

+49: «Eh-m,): Mmc—W,»:
(2.62)

Considerando-se A5 =—2,/A,,A6 +A7,  os termos contendo A2, A3 e A7 são então
deslocados para a outra parcela F,2 (2.51). Finalmente:

F,, = A,©ª +Kª —Hª , (2.63)

sendo,

K=*/A—4k—N/A_6k1 Kj=w/A—6k+x/i

H=JZh-J'Ãíh, H,=,/A—6h+,/Zh,

Retornando à hipótese de que F, =F, ,  +F,2 (2.51), tem-se as seguintes parcelas
individualmente integráveis:

(2.64)

F,, : l a e ª  -Hº  +1<z
2

, (2.65)
F,, =A,(h2 +k2 +h,2 +k,º.)+A,(kk, +hh,)+A,(kk, —hh,.)

l 9



com F,; sem a transformação (2.64). As parcelas (2.65) podem ser escritas em termos das
variáveis (G).y.9.a7). considerando-se as transformações (2.54) e (2.64). Para F" .
desenvolvendo (Kº — Hº) temos:

Kª — Hº : AJe'if cos(l9 + 213) + Aõef cos(9 + 2a, ) — 2,1A4Aºek'elcos(9 + tv + w,) (2.66)

Substituindo-se (2.66) em F“ de (2.65) e procedendo analogamente para Fll . tem-se:

Fu =%A,92 + AJeZ cos(0 + 2117) + Aóelz. cos(0 + 2w1)— 2JA4A6eR'ej cos(6l + eu + “I./)

Fu = A=(e',f +ef)+ A3eR'ej cos(w — wj)+ A7eR'ej cos(9+ tv + wl.)

(2.67)

A parcela F,: contém os termos secular A2(e',f +ef ) ,  de longo período
AseR'elcosUzr—wj) e parte de um dos argumentos críticos A7eR'ejcos(0+w+wl), e e'
integrável diretamente por quadraturas. Esta parcela não será utilizada neste trabalho.

Por outro lado, a parcela FlI contém qualitativamente todos os argumentos críticos de
F' , o que permite a redução do espaço de fase ao plano (H  ,K  ) . No capítulo III mostraremos
sua aplicabilidade.
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CAPÍTULO I I I  — CLASSIFICAÇÃO DO ESPAÇO DE FASE DO MODELO
INTEGRÁVEL DE SESSIN

111.1 Introdução

Neste capítulo será feita a redução da parcela integrável F,,(2.65) & um grau de
liberdade. com a finalidade de permitir sua integração. Esta parcela, que reproduz
características do sistema ressonante por conter qualitativamente todos os argumentos críticos,
é mais rica em informação sobre o sistema do que F12 (2.65) e, portanto, será a escolhida para
representá-lo.

111.2 Integrais primeiras de  F"

Com auxílio da transformação (2.64), cujas variáveis contêm a excentricidade de
Júpiter, Sessin (1981) conseguiu reduzir e classificar o espaço de fase para a ressonância 2:l.
Continuaremos aqui a seguir o trabalho de Guillens (1998).

Multiplicando—se na (2.64) K e H por E e K,- e H,— por Al> , tem-se, após
manipulações algébricas, as inversas de (2.64):

k=JzK+JzK  k EMEll

(A4+A6) (A4+A6) —' -" —(A4+A6) (A4+A6) 1 (3.1)

(A4+A6) (A4+A6) ! (A4+A6) (A4+A6) -

Aplicando-se as relações (3.1) nas equações de movimento (2.56) associadas a F",
obtém-se:

ªº=-2H1<dA
ª=—lA,oK+2A,KdA z
dH- -3.2«-—1=-lA,oK. ( )dA 2 ,
d—K=lA,oH+2A.H
dA 2
M, 1=—A,oH,ldA 2

Lembrando ainda da terceira expressão do sistema (2.50), da definição da variável G)
em (2.52) e do reescalonamento de tempo feito em (2.55), tem-se, a menos de um fator LR:
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ª = -.4, & = -A,o => íª  = -A,o (3-3)dt LR dA

Com auxílio de (3.3), as  equações de dH , /  dA e a'Kr,/dA em (3.2) podem ser

agrupadas como:

dH : dH  d_0_ dH dH(- Ao)=- lK  => j= lK

(l_A Ted—A de ' 2 ' f  d82 '

d ªH .  dK__,ziílKI]_1_d_A_1(_1AIGH,). _|_ 31,1,
de— dez -  2dAd0  2 2 Ap 4

d ºH .f+ lH=o  , (3.4)
daª  4 ,

cuja solução para H ] e, em analogia, para K , , é:

. 0
H,. =psm(5-+çvª )

(3.5)

(º )K , = pcos  — + (ao
2

com as seguintes constantes de integração:

WH Km

__19 +, -. a (ªº)
?O 2 0 g KI"

Sejam, agora, as identidades:

l -d—(H21K2)=HH$KK (3-7)
2 dA

Usando a primeira e substituindo—se H e K de (3.2), vem:

1 ª'—-(H -Kª)=H d—H -1< ª =H -1A,oK+2A.K]-K[1A,oH+2A.H]=ZdA dA dA 2 2
ad_eº 1 d ,

=_  _ =-— Ao-
A'QHK 2'A©d_A= 4A 'd—A MAB ' ]
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Portanto. a integral da energia, associada à Fll será:

E, =%A,oº +1<º _Hº  (3.9)

Retornando à (3.7), agora com a segunda identidade:

Lºi-(Hº +Kº)=H ª +K & == H[—1AIGK+2A4K]+K[—l-A,©H+2A4H]=2dA dA dA 2 2
= 4A4HK = —2A4 iii—Í

, d d .%%(H' +Kº)+ 2/14 £=o  => %ÃKHº + K-)+4A4o)=o , (3.10)

temos uma nova integral G para o sistema:

(Hº+Kº)+4A4(-D=G' => H2+Kº =—4A4(G)+G) (3.11)

Rearranjando a (3.9) e adicionando à (3.11), pode-se determinar K e H em função das
duas integrais primeiras E, e G, isto é:

Kº —H2 =E,-1A,oª2
Kª +Hª  =—4A4(G)+G)

2K2=E,—%A,Gº—4A4(©+G) => K=iJ—%[%A,©º—El+4A4(G)+G)]

2H2 =—E, +%A.©ª —4A4(©+G) => H=iJ%BA,G)ª _E ,  —4A4(G)+G)]

(3.12)

Considerando K =J—P,((—))/2 e H = +P,(€-))/2,tem-se:

a(o)  = %Apº + 4A4©+(4A4G— E,) (3 .13 )

a(o) = ªmoº —4A4©—(4A4G+ E.) (3.13a)

A possibilidade de movimento se dá conforme as variáveis (K, H) sejam reais, ou seja,
— PI (6) 2 0 e P2(G)) 2 0 simultaneamente.
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Retornando às (3.12), o produto HK será:

HK = J—â—[El —%A,G)º + 4A4(G +G)] Jªzz“, -';.4,oª -4.44(o +G)]

(3.14)

=ªJ—[GAÍJ64 —(AlE, +16A3)oº -(32Ajc)o+(5,ª —16AÍG2)ÉI

Reparando que (3.11) implica em HK = %,I— P(G) . a primeira das (3.2) pode ser

escrita na forma:

dG)_
Ã_-2 . [ l . / -  MG)]:J— P(o) _. (3.15)

2

onde:

P(o) = [%*—Adº“ - (AIE, + 16A3)oº - (32Ajc)o +(15,2 -16A:Gª) (3.16)

111.3 Famílias de pontos de  equilíbrio do sistema Hamiltoniano reduzido

Supondo & =(©,K ,H) ,  podem-se expressar os pontos de equilíbrio, referentes à
condição dz? / dt = 0 , em termos de E , e G.

Inicialmente consideremos a condição de equilíbrio dGJIdA=0 na primeira das
equações (3.2), ou seja:

f º= -2HK=0  => ©=cte (3.17)dA
A partir disto há três possibilidades que resultam em produto nulo, satisfazendo

díí / dt = O:

1. H = O e K = 0

Usando (3.9) e (3.11) no sentido de escrever G em função de E , ,  tem-se:

1El =â—A,oª +K2 —-H2 =—2—A,€-)2 => Gª =1 E:

=> O2 ='j—El (3-18)
K2+Hº=—4A4(©+G)=0 => o=-G '

A condição (3.18) dá famílias de pontos de equilíbrio associados à 9 ,  em termos das
integrais primeiras, para órbitas periódicas (6  == 0) ,  ou ponto de equilibrio (G) = O ).
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2. H=0eK7ª0

Olhando para as equações de movimento em O.  H e K (3.2), com &
cond içãodã /d t=0 :

&=_2HK
dA
dH A——=—lA,©K+2A4K=>H=[—1AlGK+2A4Kt+cte=0 -> o=4- i  (3.19)dA 2 2 A,
€£=1AIGH+2A4H => K =ctedA 2

Usando novamente as (3.9) e (3.11):
2 a

1 7 “3 A -E,:ªA,G'+Kº—Hª=-;-AIGZ+K" => Kº=El—%A,0'=El—%Al[4 “ ]  =E,-8—4

Kª A: & “w“ 43-44]
4,14 A, A,

A1 2 2 E A

Kf=E,—8—ª—=4A4 47—43 :» El—SA—*=—4AJG—16Aª => G=———'—-—2—*—A A, A, | 4,44 A,

Kº+Hº=Kº=—4A4(©+G)=O => ( a : -G-

(3.20)

3. H iOeK=0

Olhando-se novamente para as equações de movimento em G, H e K, (3.2),
com a condição díí / dt = O:

ÉrzHKdA
d—H=—1A,GK+2A4K => H =cte (321)dA 2

A£=1AIGH+2A4H=> K = lA ,oH+2A,H t+cte =() -> o =-4—ªdA 2 2 A,

Mais uma vez, com as  (3.9) e (3.11):

4
2 ' 2

A
E|=%A|92+Kz—H2=%A|GI“H2  => ”Z :—E l+%A|GZ=_E I+%AI [—4-_4 ]  =_El+8—

| A,
H1 A

Kº+Hº=Hª=-4A.(G)+G)=O => e=—G— = -4.'.4l ._)1-12=4,44 —G+4—ª]
4,14 A, A.

2 2 2 E A
Hª=—E|+8A—'=4A4 —G+4í4-*— => -E,+8fí=-4A.G+16A—ª => G= ' +2—'A, A, A, A. 4,44 A.

(3.22)
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As três famílias de pontos de equilíbrio obtidas acima podem ser normalizadas da
seguinte forma:

1. Gº:—z—E| => G=i  1E '  :> õ= i  É, , (3-23)
AI  AI

7 G = _ í _  A = õ=_â_ l  e_ (3.24)4,44 A, 2

3. G=+ E' n ª  => õ=+—E—'+1 , (3.25)44, A, 2

onde, os valores normalizados É, e É relacionam-se, respectivamente, a Ele G por:

— 2 A
E'=Í«1—E'=4_A12 e 74

l 4 “4

A normalização também pode ser aplicada aos polinômios (3.13) e (3.13a), ou seja:

F, (6) = 0,562 + 46 + (sõ - 41?l ) (3.26)

P2 (õ) ; 0,562 - 46 - (sõ + 421) , (3.26a)

onde,

6 = i o  
(3 .27 )A..

Aº _ _P. (º) = ? Pi (9)  (328)
l

Aª _ _P2 (e) = 744— P2 (e)) (3.28a)

111.4 Classificação do  espaço de  fase

O diagrama que permite a divisão do plano de integrais primeiras (É,,õ) é obtido
através das expressões (3.23) até (3.25). Este diagrama (É,,õ ) é apresentado na Figura 3.1.

AS CXPYCSSõªS K =J—F,(õ)/2 e H = J+Fz(õ)/2 nos permitem entender qual o tipo de
movimento que ocorre em cada região.
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_10  1 | | | | 1 | | | | [

Figura 3.1. Possibilidades de movimento no plano (];—'l , õ  ) pelo método de Sessin.

Na Figura 3.1, a separatriz aparece com contorno reforçado, e os pontos de interseção
entre as retas e os ramos superior e inferior da parábola são, respectivamente, A(2,  2) e B(2,-2).
As regiões ] ,  2, 3 e 4 seguem a seguinte classificação:

" A região 1 sempre corresponde à circulação em torno da origem;
' A região 2 apresenta sempre duas possibilidades de movimento:

circulação externa ou interna;

' A região 3 corresponde à librações em torno de 2 centros;
' A região 4 corresponde ao movimento proibido.

A fim de justificar a classificação acima, retomemos às definições das variáveis
K =,l—I—ª,('õ)/2 e H =JW , com Ã©)  e Ã©)  dados por (3.26) e (3.26a). Podem-se
escolher arbitrariamente valores para o par de integrais primeiras (É] ,õ ) na Figura 3.1,

gerando—se gráficos de K(É,,õ) contra H(Él,õ) para as três regiões de movimento
possível, isto é:

Região ] :  Apresenta sempre o movimento de circulação em torno da origem. Os gráficos a
seguir, elaborados para G = O, mostram as circulações referentes aos níveis de
energia É, =3  e É : ]  - a circulação mais externa correspondendo à maior
energia. O valor É. = 0 corresponde à zona limítrofe entre a região 1 e a região 3,
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para G = 0 .  Finalmente ,  É, = —1 já d i z  respeito à região 3 ,  mos t rado  aqui  como
ilustração.

young  " ' I Í r | l I | I

. - -ª. _
VL. ,”
. “ . . . “

Imo .”

M..»
“i.—';." '
ií'ofn
Trt—'.!) _
Z.." ........ E = +3
“O.”  _ _
TI;—.e) --—— E = I. E = 0
?..., -- - - E = —I35.»
—Y(_0.-l)

W...-!)
”(..—1) .

m. . . ! )

: ,Mn l ,  . “  l l l [ . “ “uu lnuuu-NHLL [ I |
' 3  ' .  "3  ' 2  ' I  º l 2 ! l !
' ,  X. .”nª l . . ! ) .Kºãhxº .3) .3( . . l ) . '3 i ' J ) . )KOJJrXÓJ) .” . . º ) . -KC.º) .J l . . º l . -1(0 . º ) .1(0 . - I ) . - ) ( . . - l ) .X. .» l ) . -X0.- l )  5

Figura 3.2. Gráfico de K(É-l , õ )  contra H(Él,_G_) para a região 1 de movimento com 5 = 0.

Região 2: Apresenta sempre duas possibilidades de movimento: circulação externa ou  interna.
Os gráficos a seguir, elaborados para G = —5, mostram os  pares de circulações
referentes aos níveis de energia É, = 12 e É, : 9 - cada circulação mais externa
correspondendo à mais interna. 0 valor É, = 8 corresponde à zona limítrofe entre
a região 1 e a região 3, para G = —5 .

.......... E = I2
. , __ É _

----- E 8

' I  ' ,  . l l l l
"' K ' .D) . - ) ( . . " ) . “ . JD . - ) ( . .DLX.” . ª x º . ' ) . 3 ( ' . , ) . ' x º . ' ) .K ' J J JXOJMK.Mul . . . )  “

l

Figura 3.3. Gráfico de K (É,  ,E? ) contra H (É, , a  ) para a região 2 de movimento com E = —5 .

28



Região 3:  Corresponde à librações em torno de 2 centros fixos. Os  gráficos a seguir.
elaborados para G = —5, mostram as librações referentes aos níveis de energia
E' — —10 e El = —5 - as mais externas referentes à maior energia. O valor E' = 8
corresponde ao ponto de separação entre a regiões 3 e 2. para o valor G = —-5 .

,“  aeiou, ”

vu »
;(.»
Riº!) ' 3'
Tr i º . ! )

in...-:)
“_...4)
TuTo-n

amo,."
“ . , - l º )

Triº.-m

-v(o-  lu)

_. u selon, . , ,
. .  . ,  .

”L. ) .—X. . . ) .
4 - ' :  ' l  o 2 ! 6 $ 6 1 | ,

11 .DACON-X.« ª ) . -X ' . - 5 )M. . -$ ) . -x ' - -5 ) . ª l ' . º l º ) . ' ª ( º . ' l º l vx ºv  l º ) . ' ª ( . . '  " )  ...ºu?"-
:

Figura 3.4. Gráfico de K (É' , a  ) contra H (É] , õ ) para a região 3 de movimento com 6 = -5  .

Região 4: Corresponde à região de movimento proibido, não havendo, portanto
representação gráfica.

No capítulo seguinte, faremos um tratamento para a representação Hamiltoniana de
Henrard—Caranicolas (1990), que difere do adotado neste capítulo por um termo de longo
período. Cabe salientar que o feito de Sessin sempre foi criticado pela omissão deste termo,
cujo efeito pretendemos estudar.
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CAPÍTULO IV — A HAMILTONIANA MÉDIA DE HENRARD—
CARANICOLAS PARA A RESSONÃNCIA 3:1

lV . l  Introdução

Seguindo Henrard-Caranicolas (1990), descrevemos o modelo médio para a
ressonância 3:1 destes autores. Em seguida, apresentamos uma analogia entre este e o modelo
fundamental ressonante de segunda ordem.

IV.2 Obtenção da  Hamiltoniana média de  Henrard-Caranicolas

Considere—se o problema elíptico de três corpos no plano. A Hamiltoniana deste
problema pode ser escrita em coordenadas modificadas de Delaunay (1, L, p, P) como:

l—,u 1 F—F'=_  _ . .. 4.1” 2a “ i|;_;'| r'ª i ( )
Na expressão anterior, ,u e 1—,u são, respectivamente, as massas reduzidas de Júpiter e

do Sol (no sistema de coordenadas em que a soma das massas e' normalizada a l), a é o sem-
eixo maior do asteróide, e F e 7' são os vetores posição heliocêntricos do asteróide e de
Júpiter. A distância Júpiter-asteróide é dada por A = [F —F'|. Note—se que a expressão (4.1) é
análoga à (2.16), sendo, porém, esta última escrita no sistema Gaussiano de unidades, onde
,u = k2 (M + m) = k ºM é a massa reduzida do binário Sol-asteróide.

Por outro lado, os  pares canônicos de Delaunay (1, L) e (p, P) são:

A = longitude média do asteróide L = (1 -— ,u)a
, (4.2)

p = —(longitude do seu pericentro) P = L (1 — x/l — e2 )

com n '  e n,  sendo, respectivamente, os  movimentos médios de Júpiter e do asteróide
relacionados entre si pela condição de ressonância 3:1, isto é:

3n'—n z 0 “(4.3)

A terceira lei de Kepler (2.11) pode ser aplicada para Júpiter (n'ºa'ª=l) e para o
asteróide (nºa3 = 1 — ,u ). Dividindo—se a segunda pela primeira, obtém-se:

nºaª 27r/T º a ª (T')2 (a )ª
= 1 " ' _ = 1 — — - —— = 1 —- (4 .4 )

n'za'3 ,u => 27r/T' (a '  # => T a' # _
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Aplicando-se & condição de ressonância 3:l  exata (4.3). isto é (T '  = 3 T). em (4.4) e
considerando ainda o sistema de unidades em que o semi-eixo de Júpiter é unitário ( a '  = 1), o
valor do semi-eixo maior do asteróide na ressonância exata. aR. será:

1/3

a,, = [“T”] = 0,4805969 z 2.50 UA (4-5)

Considerando-se agora as longitudes médias e as longitudes do periélio de Júpiter e do
asteróide (X' e K) e (m'  e m), definem—se as variáveis ressonantes de Poincaré como:

aza r -mm S : ] ,

12  (4.6)
"Mªlªi N=2L+P—2(1—y)aR

Quando a Hamiltoniana (4 .1)  é escrita nestas novas variáveis e expandida em termos
de potências das excentricidades de Júpiter e do asteróide (e  ' ,e) e da  diferença (a — ak), vem:

H = C(N — S)º + A'S + 2D'S cosZa + 2F'e'ªcos2v +
, (4 .7 )

+ e ' JZS  [E'cos(a — v) + G'cos(a + v)] +

onde, os valores numéricos dos coeficientes (C,A ' ,D' ,F  ',E ',G ') são dados no trabalho de
Hemard—Caranicolas (1990):

C=—l,623564 A'= 041013911
D'= —0,863 15811 F'—O,1 8147711 (4.8)
E'= 2,65407,u G'= 0,1987050

Considerem-se, agora, 0 = —E'/2D' como em Hemard e Lemaitre (1986), e a
transformação canônica utilizada por Henrard-Caranicolas (1990), com os pares de momentos
conjugados (x, y) e (M, v):

x = ZR cos r  : «fz—S cosa  — be'cosv

Y=w/2Rs in r  = J2_Ssina+be'sinv
(4.9)

V=V

M = N "2% -be'Jãcos(a + v) +%b2e'ª

Esta transformação redutora foi proposta pelos referidos autores com o intuito de
apresentar H = H (S,N  , a , v )  , seguindo o procedimento proposto por Sessin (1981) e Sessm
e Ferraz-Mello (1984). A definição das variáveis x e y seguia a idéia de Poincaré para
tratamento ressonante por meio de uma rotação no espaço de fase, com r e R sendo variáveis
canonicamente conjugadas. Nesta transformação, também utilizada por Wisdom (1986), JZR
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em lugar de 428  ze  (Schubart, 1966), representa a excentricidade livre. e In". a
excentricidade forçada.

A transformação (4.9) será a seguir aplicada à Hamiltoniana (4.7). Para isto,
consideremos, inicialmente, que a partir desta pode-se escrever:

xº + y º  : (J2R cosr)2 + ( t / zR  sin r)2 = 2R(sinº r +cosº r) = 2R (4 .10 )

Logo,

R = L;): : ªu») ZS cosa- —be'cosv)= + (x/ZS sin a +be'sin v r ]

=-;—[(ZS cosl c+b ªe '  cos2 v —2be's/ã cosacos v)+ (28 sinº a' +bªe'ªsin: v +2be'J2S sin a'sin v)] ,

= %[25 (Cºªl a +sin º a )  +bºe'2 (cos2 v + sin2 v) +2be'JZS (sin a sin v — coscr cos v)]

=_12_[25 + bªe'2 —2be's (cos(0' + v))]

ou,

R = S+âbºe'º—be'«/'23cos(a +v) , (4-11)

onde S pode ser associada com excentricidade livre e R com-excentricidªde forçªda, dªVÍdª à
presença de Júpiter.

Por outro lado, com auxílio da expressão de R em (4.11) e da transformação de M em
(4.9), tem—se:

M = N ——€— — beJZ 'S  cos(o* + v)  + lb2e '2
2C  2

=> M — R =(N  — álc— -— be'xfãcosw + v) +15bºe'º)—(S +âbªe'ª-be'x/ZS cos(a + v)]

M-R=(N-S) - i
2C

(4 .12)
Isto e':

A' " .N—S = M—R +— (4 .13 )( ) ( ) 2C

Com a expressão (4.13), os  dois primeiros termos de H,, (4.7) escrevem-se como:

E;(, = C(N - S)z + A'S =
, 2

= C[(M - R) + i] + A'S = (4.14)
2C

&

= C(M - R)” + A'M +[A'(S - R) +Í—C]
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Mas de  (4.13):

(S—R)=N—M—-i_ (4. l 5)
?.C

que. substituída em (4.14), resulta em:

ESC =C(M—R) 2+  A'M+[A ' [N_M_i )+  A"] :

zc 4c
. * !  ' 2

=C(M—R)º+A'M+A'N—A'M—;—C+Í—C= (4.16)
A'º=C(M - R) 2+  A'N—

Por outro lado, da última relação das transformações (4.9), tem-se:

N = M +ZÁE+beRIZS cos(cr +v) —%bªe'2 (4 .17 )

Esta expressão substituída em (4.14) resulta:

E ' .  =C(M — R) 2+  A' M +£+be '« /Écos (a+v)  —lb ªe ' ª ]—£=“ zc 2 4c
(4.18)

' 2

= C(M - R) 2+ A'M + [Apex/ã? cos(cr + v) — l A'bªe'º +L]

Vejamos agora os primeiros dois primeiros termos da função perturbadora planetária
na expressão da Hamiltoniana (4.7), isto é, 2D 'Scos20' + 2F 'e 'ºcos2 v. Para desenvolvê-los
precisamos de expressões para cosZO'e cosZ v.

Voltando à transformação canônica (4.9) e,  multiplicando-se x por caso e y por sina, tem-se:

x-cosa :  2R  cos rcosa  — JZS  cos2 a' —be'cosv cosa-

y ' s lna=  ZR sin r s i na
(4.19)

J2_S sin2 a + be'sin v sin 0-

Logo,

x-coscr—y-sina=«/2R (cosr cosa - s ín r s ln  a')

= «53 (cos2 a' - sin ª a) — be'(cosv cos a + sin v sin a') (410)
x - cosa  — y - sin a = 2R cos(r + a)  = JE cos 20- — be'cos(a' — v)

E, portanto,

& cos 20" : Jã cos(r + a)  + be'cos(cr — v) (421)
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Analogamente, de novo de (4.9). nmltiplicando-se x por cos ve  y por sin v, tem-se:

«]28 cos a cos v — be'cos2 v

Y-sinv = JZR sin r sinv = 425  sinasinv +be'sin2 v

x-cosv  = JZR cos rcosv (4.22)

Logo.

x—cosv — y - sin v = x/ZR (cosr  cosv -sin rsin v)

= «JZS (cosv cosa — sin v sin cr) — be'(cos2 v + sin º v) , (4-23)
x-cosv—y-sínv = JZR cos(r +v)=  JZS  cos(a+v)—be'

e ,  ainda:

x -cosv  + y - s inv  = JZR (cos r  cosv  + sin rsinv)

= JZS  (cosv cosa- + sin v sin cr) — be'(cos2 v — sinz v) (424)
x — cosv + y - sin v : J 2R  cos(r — v) = JZS  cos(a — v) -— be 'cos

Juntando-se (4.23) e (4.24), tem-se:

x - cosv  + y - sin v = JZR cos( r  i v)  = «fã cos(a i v)  — be'cos(v + v )  , (4.25)

ou,
428  cos(a i v) : JZR cos(r á: v) + be'cos(v + v) (4.26)

Substituindo-se (4.24) na Hamiltoniana (4.7), e levando—se em conta Eªt de (4.18):

H = C(N —— S)2 + A'S + 2D'S cos Zo- + 2F'e'2 cos 2v + e'JZS[E'cos(a — v) + G'cos(a + v)]+

' 2

H : íC(M — R) 2+  A'M + [A'be'JZS cos(a + v)  — % A'bze'2 i'll—C:]? +

+ DJ 28  [JZR cos(r + a') + be'cos(a- — v)]+  2F'e '2  cos  2v  + e'J ZS [E'cos(o* — v)  + G'cos(a + v ) ]+
(4.27)

Simplificando, obtemos:

H — C(M - R) 2+  A'M + 41 - lA 'b ª e ' 2  +" 40 2

+ [A'b + G']- e' 28 cos(cr + v) + [D']; + E']- e' 23 cos(a - v) + , (4.28)

+ D'JZSJZR cos(r + cr) + 2F'e'ªcos 2v +
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Com o objetivo de eliminar a variável de Poincaré o da expressão anterior. deve-se
expandir o úl t imo termo em cos(r+cr) de  modo a não incluir 0 " .  Para isto,  retornemos à
expressão (4.21) e busquemos uma expressão para cos2a Novamente, da transformação
canônica (4.9), desenvolvamos xº — y º :

X:  _).Z : 2R.(cosz r —sin2 r )E  ZRCOSZI'

ZR cos 2 r  : (JK cosa  — be'cosv)2 — («fã sin a" + be'sin v)2 , (4.29)

obtendo:

ZR cos 2r : ZS cos 20" — Zx/Í'ZEbe'cosw — v) + bªe'2 cos 2v , (430)

ou,

ZS cosZc = 212 coszr + zJKbe'cosw - v) - bªe'º cos 2v , (4.31)

Rearranjando (4.21) e substituindo—se & (4.31) nela, tem-se:

& cos(r  + a )  : «f2_S cos  20- — be'cos(a  — v)

: (1 /JE) -  [ZR cos 2r + Zªbe'cosw — v) -— bºe'2 cos 2v]— be'cos(o* — v)

= (1 / JZ?) - [212 cos 2r - bªe'º cos2v]+ be'cos(cr - v)
(4.32)

Usando-se cos(a-v) de (4.21) nesta última, obtém-se uma expressão para cos(r+a)
independente de a', qual seja:

«f2_R cos(r + a)  = (1 / Jªg) ' [2Rcos 2r  — bºe'2 eos 2v]+ be' ZR 003%; V) + be -c052v

= (I MHZ—ST) . ªZR cos 2r — bªe'2 eos 2v]+ hex/ZR cos(r — v) + bºe'ª-cos ZV)
(4.33)

Finalmente, substituindo-se as expressões para cos(o+v) e cos(a-v) de (3.29) na
Hamiltoniana (4.28):

: 2

H = C(M - R) 2+  A'M + [E ——;—A'bºe'ª] + [A'b + G']- be'ª

+ [A'b + G']- e' 2R cos(r + v) + [D']: + E']- e' 2R cos(r — v) + (434)

+ [(D'b + E')b + 2F']- e'2e052v + D'J—ZÉJZR cos(r + a') +
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Usando—se (4.33) na expressão anterior e agrupando os termos:

H =C(M _ R) 2+  A'M + [%d + [%  A'+G'] - bze'2J+ 2D'Rcoslr  + D'b ªe ' ª - cos  +

+ [A'b + G']- e'JzR cos(r + v) + [D'b + E']- e' 2R cos(r - v) +
+ [(D]; + E')b + 2F']- e'ªcos 2v — D'bze'2 cos 2v + D'be'JZR cos(r — v) +

ou ainda:
' 2

H = C(M — R) 2+  A'M + A— +[1A'+G')- bºe'ª + 2D'R cos 2r
4C 2

+ [A'b + G']- e' 2R cos(r + v) + [2D'b - +E']- e' 2R cos(r - v) +

+ [(D'b + E')b + 2F']- e'º cos +

Finalmente:

H = C(M — R) 2+  AM + [A, + A2 -e'2J+ 2DRc052r + 2F . e'2c052v +

+ G - e'w/ZR cos(r  + v )  + .] - e ' JZR cos( r  — v)  +

onde,
A E A'= —0,410139;1
D E D': —0,863 158,11
G a(A'b + G') = —0,432405,u
J E (zm; + E') = —0,002336724,u
2F E ((D'b + E')b + 2F')= l,6772524,u => F = +0,838626p

= - £- = —_-——2*6564º7“ = 1,538772w 2—(—0,863158,u)
A2

A' = -—— : —(),02590197,u2
4C

A2 =(%A+G')-bº =—0,015069,u

. (4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

:*

Em (4.38) podemos ver que o coeficiente J e' duas ordens de grandeza e os coeficientes
A , e A 2 uma ordem de grandeza menor que os  demais. Hemard e Caranicolas (1990)
desprezam—nos e consideram & Hamiltoniana (4.37) de seu modelo integrável como:

H = Hº + H'  +...

H,, = C(M — R) 2+  AM + 2DRcosZr

H, = Ge'JZR cos(r + v) + 2Fe'ºcos 2v
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Na expressão anterior, Hº possui apenas um grau de liberdade. corresponde à parte
não—perturbada da Hamiltoniana original. Quando e ' = O (problema circular), tem—se H, = 0 e
Ha descreve o problema de 3 corpos restrito circular plano.

lV.3 Modelo fundamental ressonante de segunda ordem

A expressão de H, em (4.39) corresponde à Hamiltoniana do problema circular restrito
de três corpos. a qual foi analisada por Borderies e Goldereich (1984) e por Lemaitre (1984).
no contexto de ressonâncias de segunda ordem. Esses autores consideram que, para
ressonâncias de ordem genérica j +k  : j, pode-se escrever uma Hamiltoniana com um grau de
liberdade R, da seguinte forma:

Hk = (2k - 5)(1 + kô)R + kRº - (3  - mºª )”  Rª”  cos kr , (4.40)

onde, 6 é um parâmetro que define a topologia no espaço de fase. Para ressonâncias de
segunda ordem (k = 2), (3.43) se escreve como:

H2 = -(1 + 25)R + 218 - zzz cos 2r (4.41)

Esta expressão pode ser comparada com 0 H,, de Henrard-Caranicolas (4.39), notando-
se, porém, que possui dois pontos críticos em 5 = 0 e 5 = —1, nos quais ocorre mudança de
possibilidades de movimento:

5=  0 =>H2 =—R+ 2122 -2Rcoszr=2Rº -R(c052r+l)
(4 .42)

5 =—l => H2 = +R + 2R2 — 2RcosZr =2R2 — R(cosZr-l)

Desenvolvendo—se H, de (4.39), tem—se:

H,, =C(M - R) 2+  AM + 2DRcosZr = C(M2 — 2MR + Rª)+ AM +2DRcosZr

H,, = (A + CM)M _ 2CMR + CRZ + um cos 2r , (4.43)

expressão esta que pode ser comparada com a forma padrão para ressonâncias de segunda
ordem H; de (4.41), resultando em:

- ZCM / 21) = -(1 + 25) => M = %(1 + 25) ' (4,44)

Com isto, os pontos críticos de (4.42) serão:

6 :  0 =>M=+DIC (4.45)
5=—l  => M=—D/C

A Figura 4.1 mostra o espaço de fase para Hz em termos das coordenadas canônicas
cartesianas x = (2R)Ilz sin r e y = (2R)“2 cosr. Note-se que os eixos aparecem invertidos em
relação aos apresentados no Capítulo III deste trabalho, devido ao fato de que lá os eixos
horizontal e vertical são definidos em termos de cosseno e seno, respectivamente.
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A região de ressonância é mostrada sombreada. O diagrama (a). para A! < —D/ ( '  ou
5 < —1. mostra um ponto estável na origem. Quando 5 = —l surge a primeira órbita
homoclínica, sendo a origem agora um ponto de bifurcação. O diagrama (b) da mesma figura.
para — M /C  < M < +D/  C ou —1 < 5 < 0 , mostra um ponto instável na origem e dois ponto
de equilíbrio no interior das regiões de estabilidade. 0 espaço de fase tem uma região de
circulação externa e uma ressoante. Para 5 = O, surge uma nova bifurcação, aparecendo agora
uma região de circulação interna. Finalmente no diagrama (c). para M > +D/  (' ou 5 > 0 .  há
um ponto estável na origem e mais quatro pontos instáveis — dois deles no  interior das regiões
ressonantes e dois nas bifurcações.

&I—Z

—1<5<O

õ>0

Figura 4.1. Topologia do  espaço de  fases para a Hamiltoniana H, (4.41)
(Borderies and Goldreich, 1984)
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CAPÍTULO V — CLASSIFICAÇÃO DO ESPAÇO DE FASE DO MODELO
DE HENRARD-CARANICOLAS

V. l  Introdução

Neste capítulo é apresentado o principal objetivo deste trabalho - aplicar a
metodologia de Sessin (capítulo II) ao sistema reduzido de Henrard—Caranicolas (capítulo IV),
com a correspondente Hamiltoniana escrita em termos de (M, x. y),  onde M é a integral
primeira e (x. y) são variáveis canonicamente conjugadas. Para tanto, uma variável
“redundante” é artificialmente introduzida a fim de propiciar soluções parametrizadas
(x(G'),y(G)')), bem como a classificação global dO espaço de fase do sistema reduzido
associado à H ,, (G' ,x, y) , em termos das integrais primeiras El (G'.x, y) e M (G' ,x,y).

V.2 Processo de  parametrização

Inicialmente é oportuno retomarmos alguns tópicos relevantes que foram abordados
no capítulo IV.

Henrard e Caranicolas (1990) obtiveram uma representação para a Hamiltoniana
média associada à vizinhança da ressonância 321 sob a forma:

H = Ho +r; 'Hl ,

onde:
a) a notação está enfatizando que todos os  temos em H] estão fatorados pela

excentricidade de Júpiter. Essa parcela é considerada uma perturbação sobre Ho;

b) o sistema dinâmico associado a H, é integrável, uma vez que foi reduzido a um grau
de liberdade através da conveniente transformação canônica:

x : 2R cos r  = JZS  cosa  -—be'cosv

y = JZR sin r : JZS  s ina  + be'sinv
V = V

M = N —2iC—be'«f2_Scos(c + v) +ªbºe'z

A expressão para Hº em termos de (M, R, r) é dada por:

H,, = C(M — R) 2+  AM + 20x cosZr

O primeiro passo dO processo de parametrização é a representação de H., em termos de
2 2

(M, R, r). Observando que: R = x + y e 2Rcos 2r = x ª  _ yz , obtém-se:

Hº =%-(xª +yª)ª +(D—CM)xª —(D+CM)yª +AM+CMª . (5-1)
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Logo. as equações de Hamilton serão õH” / ôx : + j' e ôH” / ôy : —fc, isto &:

x : _[cçt-2 + y º )  - 2(D + CM)]—y
(5.2

3» = +[C(xz + y ª )+  2(D—-CM)]-x

que. combinadas. resultam em:

'—ª'=—C(x2 + y ª )  + 2(D + CM) _ .
'? => Z+íº-=4D => xx+yy'-4n=o (5-3)

x y1 = +C(xº + y º )+  2(D - CM)
x

Por outro lado, lembrando que A E A', (4.38), a equação (4.15) pode ser escrita como:

A 5 4M=(N—S)+R—— ( . )
2C

Lembrando que R = (x2 + yº ) /  2 , obtém-se:

2 2

M=(N—S)+x “' -Á  (5—5)
2 2C

Porém, de (4.6) com (4.5), sendo LR = 1[ ( ]  — ,u)aR , tern-se:

(N—S) = 2(L—LR) (5.6)

Introduzindo a variável (N — S) = 247). : 2LR© e substituindo-se em (5.4):

M=(2L o—Á)+—-—x2+y2—Á (5-7)“ zc 2 zc

Fazendo-se agora:

2LRG' =(2LRG - 1) :> o '  = o - A , (5.8)
zc 4c

observamos que o parâmetro A corresponde ao coeficiente do termo secular da Hamiltoniana
Hº original do capítulo IV. Desta forma:

x2+y2M =M(x,y,o') =2LRG' + (59)

e, M - R = 2LRG' (5.10)

M é uma 2º integral primeira do sistema reduzido de Henrard, obtida diretamente pela
transformação redutora. Observe-se que M é análogo à G (capítulo III), ficando evidente que a
variável e '  está embutindo o termo secular ausente na metodologia de Sessin.
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Por outro lado, da expressão para xº — y ª  , (4.29). e de (5.9). tem-se:

2DR cos 2r = D(x2 — yº)
(5.1 l )xª +y2 _L AU: +_1':l

',AM =A[2LRG)' + ]=2ALRG'

Substituindo-se as parcelas de (5.10) e (5.11) em H,, expressa em (4.39):

H,, = C(M — mº  + AM + 201% cos z,.

= C(2LR©' )2 + [ZALRG' + iºf—Ll] + o(xª - y ª )

H" = H,,(x, y, o ' )  = 4CLgo'ª + ZALRG' + [ (D  + :?) xª — (D  — %) y º )  (5.12)

Derivando G'  de (5.10) em relação ao tempo. e usando (rí- + yy) de (5.3):

º=_ i=_ .2_D_xy  à º=a ) ,  
. com BH:—2—D— (5 .13 )

dt ZL" LR dt R

Retornando agora às equações (5.3), com auxílio de (4.10), tem-se:

JE=l—C(xº+yº)+2(D+CM)]y=(—2CR+2D+2CM)y => .i-=+2[C(M-R)+Dly
(5.14)

y = [C(x2 + y ª )  + 2(D - CM)]x = (2CR + 21) - 2CM)x => )“ = +2[C(M — R) - Dlx

Substituindo-se R = M — 2LRG' de (5.10) nestas equações:

5: = +2[C(M - M + u,,e ' )  + Dly = +2l2CLRO' + Djy => 5: = 4CLRG'y + Bly ,com B. = 2D

y' = -2[C(M - M + 2LRG') - D]x = -2[2CL,,o' - D]x => ,) = -4CL,,o'x + B,x
(5.15)

Resumindo, então, os  resultados até agora obtidos:

Tabela  5.1.

Capítulo 11] Capítulo V
H,, = HU(©,K, H) Hº = HU(G)',x, y)

“(í—Í = -2HK de = Bºxy , com B.. = * ªº
dt R

dH 1
abª-A&M + 2A.K %:MCLRG'y + B,y
dK 1
Ã=5A.©H+2A4H %=-4CLRG'x+B,x , com B,=2D
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Das equações (5.15) é possível escrever x=tJ— me“)  e y=  i + Pz'(©'). Para iStO,
deve-se escrever x e y em função de duas constantes de movimento, em analogia ao feito no
capítulo 11. onde foram encontrados H e K em função de E , e G. Veja-se, agora, que  as duas
constantes serão M e E , :  H,. A partir das  equações (5.9) e (5.12), essas  são dadas por :

E; = 4CLiG'ª + AM + D(xª - y º )

xº +_vª (5.16)
M =2LRG' +

[solando—se as  parcelas (xº — yº) da primeira e (xº *- yº ) da segunda das (5.16), tem-se:

(x º -y º )=$“T“?  (5-1?)
(x º  + y ª )  = 2M -4LRG)'

Adicionando-se as duas relações (5.17):

. 2 .2 _ .
zx==í_fíº?__AM+ 4ª"  º—4LR0'+ 5+M(z - í )

D D D

__ zag, .: . (_ i  E_£ 5.18)x-iJ—íí D ]o +(2LR)G —[Mkl ”y”“  (

Deste modo, temos x : i J -  P,'(G' ) , com:

2 .

P((e')= 2%“  e'ª +2Lk6' _[M[1_ i )+£ ]  
(5.19)

Analogamente, subtraindo-se as duas relações (5.17):

' 2 2 ' A

—2yº=5-Í-C—L-º—-%-2M+ 4Lo =-4CDLªo'º++4LR©'+[%—M[2+—)]
D D D

Pillª—ºil 'º (” >e ªlta)-aªi ººº)
Assim, y = ie,/+ Pz'(©') , com:

. ._2_ç__L; ., ( A")" ª '  5.21P,(o)_ Do —2L©'+[MI+ZD 20 ( )

Dado que É... : B xy , a multiplicação de P,'(G') por P;(G)') nos leva à expressão para
dl "

É.. como um polinômio de 4º grau em e '  .
dl
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”=J-iLºCáªJººWiMil—àiãi-JiºííªJºª-W*iªªi'*ª%)'zªí4i
Logo, a (5.13) pode ser escrita como:

dª =BoJ—P'(O') , (5.23)

onde:
. . _ZCLZI  —4_ : ZCL; , ,2 _ z—El'z ª [ _ í ]

P (e )-[ D ] e  [4LR+[ Dª ][.4M+£,]]e +(4LR)MG +[EM 4D2J+ 4D E, D

(5.24)

Correlacionando os resultados até agora obtidos com os do capítulo III, tem-se:

Tabela  5 .2 .

Capítulo 11] Capítulo V

HU=HU(67K,H)  H0=H0(G) . , x ,Y)

K ª i !—%% 
46? 

_E ,  +4A4(©+G)] Fri/_ “%%-z +(2LR)©' _[Míl _ziD)+2E—;H

1 1 zcrª . A E'
H = i — — A G ) ª — E  —4A 9 G = R º -  ___ .JZL . . . (  + )] y tim D Je (ZLR)G) +[M[I+ZD] 20“

P(©)=lAeª+4A©+(4AG-E) P'(©')=£L2"—©'º+2L e ' -  M pl  +íI 2 | 4 4 l | D R 21)  2D

1 . . 2CLz . . A E'
P2(G)=EA |92  —4A49- (4A4G+E| )  Pz (9  )=__D_Á92 —2LR© +I:M(l+55]-.2_I.]

Assim, do ponto de vista formal, a análise torna-se a mesma feita anteriormente por
Sessin.

V.3 Familias triviais de pontos de equilíbrio no sistema reduzido

Condensando-se 17 ' = (©',x, y)  , pode-se expressar os pontos de equilíbrio, referentes

à condição díi' /d l  = 6 ,  em termos de E,  e M. Reescrevendo as equações de movimentos
anteriormente obtidas:
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(de '  20
= B,.r , com B,  =—(# ' y ' LR

%; : +4CLRG'y + Bly  , com 13' = 2D (525)

dr .3- : —4CLR© x + B,x
dt

_ dO, , . . . ...Pela expressao T = Bªxy , ha 3 casos tel ª lS,  onde du / dt : (0,0,0) :
t

1. x = 0 e y = 0
Retornando às expressões (5.16), no sentido de escrever M em função de E; ,
t em—se :

(a) E; = D.(xª -y ª )  + 4CLíG'º + AM a t iago" + AM
9 .2  = E; - AM

4cz;
(17) Ar2 +y2  =2M—4LRO.  50

o '  = M / ZLR

M 2_&—AM

2LR 4CL3e

2 .
e, portanto, M = .A  _ A + _E_' , (5.26)

2C 4C2 C

com ambas as determinações incluídas.

A condição (5.26) fornece a família de pontos de equilíbrio associados à condição
x=y=0 .

2. ::a ey=0

Reescrevendo as equações para dâ' / dt = 5 :

de'
—= B 50

dt "xy

%=+4CLk©'y+B,yEO , x é constante: x, =x",

% = —4CLRG)'x + l E 0 , y.  = (— 4CLRG'xlº + lm) !  + y", = 0,
!

onde, xIº e yIº são constantes.

EComo = o , então e '  = _|_ (5.27)
y ' 4CLR
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Retomando às expressões (5.16), tem-se:

(ª) E = D'Ur2 -y2)+4CLí,©'2 + AM E Dx: Haze” + AM

eu 33235 A º
" 4CL,,4CL;i

(b) x2 +y ª  =2M—4LRO' ª x º

Então,

' 2 Blz 2 ' Bl2Lt.—Dx, —AM=— => Dx, =E,-AM——
4C 4C

x,2 =2M—É'— '
C

1

D[2M-E ' - ] =E ; -AM-—'
C C

e, portanto, M : L__BI_(ÉL_ ] (5 28)
(A+2D)  (A+2D)C 4

Lembrando que B' : 2D:

=_EÃ_._-B_u[â_ )=_€i__+_Lº_ (5.28a)
(A+2D) (A+2D)C 4 (A+ZD) (A+2D)C

3. x=Oey#O

Reescrevendo as equações para díí' / dt : õ :

.

El º -=Baxy50

dt
dx  . .É=+4CLR©y+B,y=-O , x,=+[4CLR€-)y+B,y]t+x,o=0
d .jl=—4CLRG x+  l so  , y é constante: y ,  =yw,
dt

onde, xlº e yw sãoconstantes.

3-  
(5 .29)4CLRComo xl =O, então (a' = -

Retornando às expressões (5.16), tem-se:
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(a) E; = D-(xª -y º )+4CL;e ' ª  + AM ; -Dyª Ma io“  + AM

©,1=E,'+Dyº——AAI=[ & Jº
4a; 4a”

(b)xª +yª = 2M —4LRG' E y ª

e '  = M _:_—ih B'
21.“ 4LR 4a"

Então,

. Bª , Bº .E.  +Dy.2 —AM=—'— => Dy; =AM+—'——E,
4C 4C

B
y i  = 2M +-CL

D 2M+fl =AM+B'. —E,'
C 4C

e, portanto, M : _ª___êl___(ê_l._D (5.30)
(A—2D) (A—ZD)C 4

Lembrando que B '  = 2D , então:

2=i__£_[êu__ : En +__D___ (53021)
(A - 2D) (A _ zmc 4 (A - 2D) (A - 2D)C

Assim, as três famílias de pontos de equilíbrio do sistema reduzido são dadas por:

A A ª E'1.M=____ _ _! : o  : o  5.312C+ [E] +[C] (x ey  ) < >

' Z

=____E' +__D (no  e y=0 ) (5-3?)(A+2D) (A+2D)C

E; D2=__ __  =o o «5.33(A—2D)+(A—2D)C “ º “  ) ( )

Estas curvas dividem o plano (E; ,M  ) em 4 regiões sobre as quais é realizada a
classificação global do espaço de fase, segundo o valor numérico da integral extra M,
analogamente ao feito no capítulo IV.

Para a obtenção da classificação do espaço de fase, é conveniente escrever tais famílias
em termos de parâmetros normalizados. Multiplicando—se as expressões (5.31), (5.32) e (5.33)
por (2C/D), tem-se.
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20 º ' ' : ' '_5 .M=_í i£  (A)  + [EL ]  => £A[=——'—1—+f%]+4(É—Z'EI ]
D D 2C C D D MD

£M=2—C————El +—————2 :> £[if—(_º) ;x 2D + º ºD D(A+2D) (A+2D)D D _ Dº l r . 4+2D)  (A+2Dl

£M=2£ E; + 2 => ZEM_[_C_'_ 2D + 20
D D(A—2D) (A—2D)D D ' Dª 1 , r . 4—2D)  

(A-zD)

Ouseja

2

]. [W:—%i (%) +4É,'

2 M=__ºº_—-+__2_D_
(A+2D) ' (A+2D)

3, M=—2D—É;+—Zº— ,
(A—ZD) (A-ZD)

onde:

M" =[?—C;)M e ' É; =[ísl

D D

Quando o termo secular é nulo (A = 0), as con-dições anteriores tornam-se:

1. M" iZJÉ—T

2. H=+É+l

3. M=—E —l

(5.3la)

(5.32a)

(5.33a)

(5.34)

(5.31b)

(5.32b)

(5.33b)

A simetria das equações (5.32b) e (5.33b). Essa simetria e' consistente com os resultados
descritos no capítulo III, onde os  pontos de interseção são diferentes devido às normalizações
não serem idênticas. O efeito da inclusão do termo secular é a quebra da simetria existente no
plano (.É' , a ) , na metodologia de Sessin.

Considere—se, agora, a multiplicação de [f(o')  e P2'(G)' ) por (2C/D):

zc 4C ªLº . 4c . 20 A E'——P,' — ª o ª+  —Lo -—M(1-—)+-—'D ( º )  D " Di  2D 2D

2 .
-2—C—'P;'(G )=4___Cz LRQ'1_4_C_LR'+Q _2_C ”[[“..i __E'_
D D2 D D 20  20
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Fazendo-se 6 '  = (ZCLR /D)©' nestas expressões. tem-se:

É ' (õ ' )=õ ' ª  + zõ '  —£[A1[l——A—)+5] (5.34)
D 2D 2D

F ' (õ ' )=õ ' ª—2 'õ '+—2£[M[ |+ l j_ í ]  . (5.35)
' D 20 20

onde, É ' (5 ' )=%PÍ (© ' )  e E ' (õ ' )=%1>; (o ' ) .

As expressões (5.34) e (5.35) devem agora ser escritas em termos de (EQM  ) .  Para
isto, retomemos às relações (5.34), de forma que E e H serão dados por:

M=[£]M e E; = É; É,“ (5.36)
2C C

Substituindo-se em É ' (õ ' )  e 132 ( õ ' ) ,  tem-se, finalmente:

2 _I  —.ã'<õ'>=õ'ª+zõ'_£ [£]M[1_i]+ D— i =õ'ª+2õ'—[fi(1—i)+E,] (537)
D 2C 2D C ZD 2D

E'(õ')=õ'º —2õ' +39[(3]l7(1+i]_[9_ºj5_]=5-= _ 25— %%, +i ) -  
Ef] (5.38)

D ZC 2D C 2D 2D

A tabela seguinte mostra as expressões dos polinômios normalizados nas duas
metodologias, lembrando que o termo secular, desconsiderado na metodologia de Sessm, faz-
se representado pela constante A :: 0 nas expressões de Henrard.

Tabela  5.3.

Capítulo [11 Capítulo V
H., = H. , (O ,K ,H)  H,, = Hº te lw)

Pdª) = %õº +4õ+(86_;—4É.) É'(õ ' )=õ' ª  + 26' —[A7(l - %)+ T]

_ l 2 _ — — —u _ .  _o  —0 A —'P,(©)=EG) -4o-(86+4E,) g (o  po ª - zo  ªªn-25)— . ]
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V.4 O plano (É,',A7)c a classificação do espaço de fase

O diagrama das integrais primeiras do movimento é obtido levando-se em conta, não
apenas as regiões delimitadas pelas expressões normalizadas (5.31a), (53221) e (5.33a), mas
também ao já mencionado estudo das raízes dos polinômios 7116) e [7,(6') de (5.37) e
(5.38). O Apêndice 1 deste trabalho contém uma ilustração deste estudo de raízes e respectiva
classificação. Levando-se isto em consideração, o diagrama (É' ,A? ) é apresentado a seguir:

10

ll
ll

ll
ll

ll
l

l 
1

Figura 5.1. Possibilidades de movimento no plano (É,  ,ÃÍ) pelo método de Henrard.

No gráfico anterior, & separatriz aparece com contorno reforçado, e os pontos de
interseção entre as retas e os  ramos superior e inferior da parábola são, respectivamente,
(l+A/D,+2) e ( l  —A/D ,-2), correspondendo aproximadamente aos pontos A(É  ' A? ) (I .475 ,+2)
e B(El ,M) (0.525 ,-2). As regiões 1,2, 3 e 4 seguem a mesma classificação apresentada no
capítulo 11, como se verá a seguir

Retornando às definições das variáveis x e y de Henrard, pelas expressões (5.18) e
(5.20), tem-se, após a normalização, x=i,/— P,'(õ') e y= iJ+  p2'(õ' , respectivamente,

onde Pl'(õ') e P,'(õ')são dados por (5.37) e (5.38).

Escolhendo—se arbitrariamente valores para o par (Eiji) na Figura 5.1, é possível
gerar gráficos de y contra x para as 3 regiões de movimento possível, quais sejam:
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Região 1: Apresenta sempre o movimento de circulação em torno da origem. Os gráficos a

,) «o in,

, :  mm,

.,l

, .  l l l l : l l [

seguir. elaborados para M = O. mostram as circulações referentes aos níveis de
energia E ,  =3  e E,. = ]  - a circulação mais  externa correspondendo à maior

energia. O valor E,. = 0 corresponde à zona limítrofe entre a região 1 e a região 3,

para A7 : 0. Finalmente, É; : —1 já diz respeito à região 3, mostrado aqui como
ilustração.

i.

!
' ' l  5 ' I  “03 ª | U 1 2 5
x . JL—H. . ! ) J Í . , l ) .OK. , ) | . ) lO . l ) . - l ( . . l ) .X . , I ) . -R . . l ) . x . . ã l e ) :0 .0 ) . x040) .—X. .0 ) .X . . -0 l ) . -R . . - l . ' ) .&O.—O l ) .—XO.—º,)  , ,

|

Figura 5.2. Gráfico de y(É,r,1i7) contra x(Él'Ã/Í) para a Região 1 de movimento com M— = 0 .

Região 2: Apresenta sempre duas possibilidades de movimento: circulação externa ou interna.
Os gráficos a seguir, elaborados parali7 =5 ,  mostram os  pares de circulações
referentes aos níveis de energia E,. = 7 e E,” = 6 — cada circulação mais externa
correspondendo à mais interna. 0 valor aproximado É; =5.188 corresponde à
zona limítrofe entre a região 1 e a região 3.
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num. '

$ ' ..

I > _

m."  ª '  -
“o , ". .  .

W,."  : _, ._

han
no . . .  ' w— _:

T:." º .......... Ll  — 7
_ 0 " — .—..“—o." 

' —— [: = 6
ªw...) ]
_ - ._ _
life““) ----- 5, 55.188
V( . . 5  l . )  :
Tic-tum , 

__
Amma)

_ . . . ,  - -

. .  . _

. ,  - _

_- :m,  . ,  | 1 l . | . | | | I | |
-u  -) —u -3 -u  -x -u  . . ;  | |.: : :.: : N
”ª““. xv ) .«Luxo .» . -xo .n .xu ) . -xc .n .xo .4 ) . -xo . cmo . : .m) . -x0 . s .m) .u0 . s  " I ) . -Rº l l “ )  ,nª".

I

Figura 5.3. Gráfico de y(Él' ,A? ) contra x(Él' ,A? ) para a Região 2 de movimento com IVÍ = 5.

Região 3: Corresponde à librações em torno de 2 centros lOS. Os gráficos a seguir,
elaborados para]? =S ,  mostram as  librações referentes aos níveis de energia

1El =—3 e El' =O - as mais externas referentes a maior energia.. O valor
aproximado É,” ':“ 5.188 corresponde ao ponto de separação entre a regiões 3 e 2,

para Ã? = 5 .

; uw,  '

vu.! nu

i..., | . )

Trio.: un) ' : -
frio.: um
Tui.»
W:.»
Ti.-:
35.»
'in—0.4;

É...-n
Ti...-n

TV?...”

_.| nun. .. 1 I | 1 i l i [ | | | | 1
-u ' 1  ' I  I ' I  " J  . . J | I J  : l
:! um. ao , :  nm.-no.:muxo.)  m).-x...» m».xo.u.-=0.º)Nº.".-X...).xo«=).-xo.-:).x0.-l).-x0.—» ) "ª".

.

Figura 5.5. Gráfico de y(É-,' ,A? ) contra x(Él' ,A? ) para a região 3 de movimento com H = 5 .

!Região 4: Corresponde a região de movimento proibido, não havendo, portanto
representação gráfica.
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Separatrizes: As duas figuras a seguir apresentam os gráficos referentes aos níveis das

,. uma ,

separatrizes M= 2 e M = —2.
A Figura 5.5 mostra a passagem das circulações externas da Região 1 (E  :S
e É, ': 3) para os pares de librações da Região 3 (É; =—2) ressaltando a
separatriz no ponto É; = 1 + A/D.
A Figura 5.6 mostra novamente a Região 1 (E ;  = 7 , E,“ = 5 e É, ': 3 )  até a
sua fronteira com a Região 4 de movimento proibido, e portanto sem
representação gráfica, ressalvando o ponto limítrofe E = 1— A/D.

vu.” ' '
É...»
iªi-0.5)

Tv'r'o.»

ÉS.»
:'(—o..» .
?º.»
Tri—..:) | —

Wma)
Nkjbf)  .o
«(...A)
_ . D “ :vu.-1)
“ . . - ª )

"'—3.4;
«(c.-n

'

, ;  139991. . ,

. . . . .
—._  , . ,—

—— E,=-2

) 1 | | | 't
-z.«:

.- a "na,
' )  ª l l  ' l  “01  0 l !  3 13  l

l 1
o ;  l

A “mu ,K'  ,.!) X ' . , ) . ª  H . . 3 )  K ' , ) ) .  ' x ' . ) ) . X ' . ) ) , - ) (O . ) )  .X(. J#  €.) ª!('. [+  ) ' .M;) . 'X( . lQ—).X' . l ) 'x . . -1) .x ' . -1) ' .x '  ”

.

Figura 5.5. Gráfico de y(É,',M_) contra x(Él'J—VÍ ) no nível da separatriz M = 2.
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Figura 5.6. Gráfico de y(É,' ,M) contra x(ÉI' ,A? ) no nível da separatrizM = —2 .
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CAPÍTULO VI — COMPARAÇÃO nos MODELOS DE SESSIN E DE
HENRARD-CARANICOLAS PARA A RESSONÃNCIA
ORBITAL 3 :1

VI.] Introdução

Neste capítulo será efetuada uma comparação entre os procedimentos adotados pelos
métodos de Sessin (capítulos II e III) e Henrard-Caranicolas (capítulos IV e V), com vistas a
realçar diferenças, semelhanças e vantagens de cada um. Inicialmente, a análise dar-se—á em
termos da parte analítica propriamente dita de ambos, escrevendo—sc as duas representações no
mesmo conjunto de ângulos de Sessin. Em seguida, será discutida a classificação do movimento
no plano das integrais primeiras.

VI.2 Comparação analít ica entre os  dois métodos

Ambos os modelos de Sessin e de partem de uma representação Hamiltoniana média
para o problema restrito de  3 corpos — F , (2.31), e H , (4.7), respectivamente — na qual não
aparecem os termos de curto período.

Os sistemas de unidades e de coordenadas são diferentes para ambos: massa reduzida e
variáveis de Delaunay, para Sessin; sistema Gaussiano e variáveis de Poincaré para Hemard.

Contrastemos as Hamiltonianas reduzidas dos dois métodos. Pelo método de Sessin, F, —
não integrável devido à inclusão da excentricidade de Júpiter e j — e' escrita como a soma de duas
parcelas, as quais, por sua vez, são separadamente integráveis, isto é:

Fi =FH+F I2  
(61 )

Estas parcelas são dadas por (2.67):

F" = %Apº + A,,ez cos(9 + zm) + Aóejz cos(9 + 2:51) _ 2,/A,A6ek'ej cos(0 + m + a , )

Flz = A2(e',f +e3)+ AªeR'ej cos(w —wj)+A,eR'ej cos(0+w+wj)

(6.2)

e são obtidas por meio de uma série de transformações não-canônicas - a primeira em (2.52), de
forma que o ângulo ressonante é dado por 9 +2w = n .  O uso de variáveis de Poincaré para a
ressonância (a',v) é fundamental para que o processo adotado por Henrard, que corresponde a
um tipo de rotação do espaço de fase, pudesse ser efetuado diretamente via transformações
canônicas. Ao contrário do que se vê no capítulo II, onde as coordenadas são: ângulo críticoâ e
longitude do periélio &; , cabendo lembrar aqui que a = —0 — w / 2 e v = —(-0) —— w / 2 .
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Por outro lado, relembrando a expressão (4.39) do modelo integrável de Bernard—
Caranicolas:

H = H,, + H] +.. .

H,, : C(M — R) 2+  AM + 2DRcos2r (63)

H' = Ge'JZR cos(r + v) + 2Fe'º coslv

Com o uso de (4.12), Hº torna-se:

A2

H,, = C(N —S)2 +E—A(N—S)+AM+ 2DRcosZr (6-4)

Considerando que LR : 1[ ( I  — ,u)aR , temos, a partir de (4.6), N = S + 2(L — LR) , que
substituída na expressão de M da transformação canônica (4.9), resulta em:

M = N _EAE -be's cos(cr + v) +âb2e'z
(6.5)

= [S - 2(L — LR)]— i - be'J2_Scos(a + v) + í b ª e ' ª
2C 2

Sendo assim, podemos escrever Hº de (6.4) como:

A2Ha = em — LR >)º + — — A(2(L — LR ))+46" (6.6)
+ AUS - 2(L - LR)]-2”lc —be'Jãcos(a + v) +âbºe'º] + 2DRcosZr

Inserindo a expressão para o termo 2Rcos2r de (4.30) e desenvolvendo:

Ha =4C(L — LR)2 + Abª-(1 —2A)+S +???  -Abe3/ãcos(a +v)+2DScosZcr -

— ZDJEbe'cosw — v) + Dbze'z cos 2v
(6.7)

A correlação entre os  ângulos (c + v), (o - v), 26 e 2v presentes" na última expressão 'com
os usados por Sessin, é obtida a partir das variáveis de Poincaré-Schubart (4.6), isto é:

a+v=.2_p__—.2_p.=p-p' <=> ( z ,—wl

a_3 i l '—,1 .+2w

2 => a-v=ºª—iz-M=(3Ã'—Ã)+p—p' © 0+w+wl

, . . (6.8)
3Ã—Ã+2w

='—5'—' 20=32.'—l.+2p e: 8+2w

2v= —-3/l'+Á-2p c> 0+2w,
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E,  portanto:

Hº  =4C(L—LR)2 +Cª  +2DScos(9+2w)+Dbªe'ºcos(0+2wj)— , (6.9)
—be'«/—2É[2Dcos(6+w +wj)+  Acos(w —w,)]

A 1 .onde , c  =A—l—2A s — ª ' -  ." í4c< ” +21”

Retornando à expressão (6.3), e aplicando para a parcela H, o termo JZR  cos ( r+v ) ,
obtido de (4.26):

H'  = Ge'x/ZR cos(r  + v)  + 2Fe'2 cos  2v  : Ge' lJZS cos(c + v)  — be']+ 2Fe '2  cos 2v  =
(6.10)

= Ge'J—Z? cos(cr + v) + 2Fe'2 cos 2v — Gbe'2

Usando a correlação entre os argumentos de (6.8) na expressão anterior:

H' = GeK/É cos(a + v) + 2Fe'2 cos 2v — Gbe'2 :
(6.11)

= Ge'x/ ZR cos(w — wl.) + 2Fe'ªcos(ô + 2117!) — Gbe'2

Finalmente, as expressões de F , , e F,2 (6.2) podem ser comparadas, respectivamente, às
de Ho (6 .9 )  e H] (6 .11 ) :

F“ = ªmoº  + A,,ez cos(0 + 2117) + Aóejª. cos(ô + 2a! )  — 21/A4A6eR'ej cos(0 + 117 + wl.)

Flz = Az(e',f +ef)+A,eR'ejcos(w—w,)+A,eR'ejcos(0+w+w,)

H() = 4C(L — LR)2 + 2DS cos(0 + 2a!) + Dbºe'2 cos(0 + 2017!) — 2Dbe'x/ã cos(â + 07 + tv,) +

+ [Co — Abe'JZS cos(w — ml))

H' = Ge'JZR cos(w — m,) + 2Fe'ºcos(6 + 2071) — Gbe'2

Pelas expressões anteriores, vê-se que Ho é mais completo que F, , ,  contendo em adição o
termo secular Co, bem como o termo em cos(w —wj) , ambos ausentes em F , , .  Por outro lado,

este último termo, cos(w —wj) , que no método de Sessin aparece apenas em F ,2, encontra-se

dividido no método de Henrard-Caranicolas entre Ho e H,. Inversamente, o termo
cos(9+ m + w!)  , que aparece apenas em Hg, encontra-se dividido entre F1 , e F,; no método de
Sessin.
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V[.3 Comparação entre os  planos definidos pelas integrais primeiras dos  dois modelos

Para um estudo comparativo entre os métodos de Sessin e Henrard, no que diz respeito às
possibilidades de movimento, e devido às diferentes convenções de sinais para as equações de
Hamilton, é conveniente olhar, no método de Henrard. o plano É contra - A7 , relativamente ao
plano (É, , 5  ) do capítulo II. Assim, trocando-se E por— A7! no gráfico da Figura 5.1, tem—se:

.. s . -1 . . . . .
10

II
II

IÍ
II

II
II

II
'l

lr
II

V
II

T
I

Figura 6.1. Possibilidades de movimento no plano (É; ,—ÃÍ) pelo método de Henrard.

Pela figura anterior, vê-se,  conforme já ressaltado, & correlação entre as 4 regiões
delimitadas pelo plano (É,—A7) de Henrard, e as regiões assinaladas no plano (É,,G)de Sessin
(Figura 3.1). Assim, as hipóteses adotadas neste último, incluindo a desconsideração do termo
secular, não alteram classificação dos movimentos possíveis.

Uma vez que o método de Sessin não leva em conta o termo secular, é instrutivo
desconsidera-lo no método de Henrard, com a finalidade de se entender o seu efeito no plano
(É,',1t7). Para isto, o gráfico da Figura 6.2 mostra o plano (Em?) de Henrard, gerado pelos
contornos (5.31a) a (5.33a), no caso geral (A  # 0) ,  e por (5.31b) a (5.33b), quando o termo
secular é nulo( A = 0). As regiões de movimento estão demarcadas para o caso A aº 0 .
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Figura 6.2. Comparação entre as regiões de movimento no plano (É, , A7) pela metodologia de Henrard: com termo
secular ( A :: O ), linha cheia, e sem termo secular ( A = O ), linha tracejada.

Pelo gráfico anterior, nota-se que o termo secular não altera a classificação do espaço de
fase, mas apenas a extensão de algumas regiões, em virtude da quebra de simetria entre os
pontos de interseção com a parábola, existente quando A = 0. Nesta situação, A (É(,A? ) = (1,2) e

NELA?) =(1,—2).
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CONCLUSÃO

A ressonância de movimento médio 3:l é de importância relevante como causa de
remoção de asteróides do cinturão principal. Para o seu estudo analítico, e necessária a adoção
de um modelo matemático descritivo da mesma, o qual passa inicialmente pela obtenção de
um modelo integrável de parâmetros médios que a represente em sua vizinhança, bem como a
classificação de seu correspondente espaço de fase.

Sendo assim, para o estudo do espaço de fase da ressonância 3:1, efetuou-se um
paralelismo entre duas metodologias de tratamento da mesma — objetivo primordial deste
trabalho — discutindo-se as vantagens de cada uma delas individualmente consideradas.

A primeira, devida a Ses s in  (1981) ,  faz uso da inserção de  uma variável adicional,  que
permite a classificação global do espaço de fase em termos de suas integrais primeiras (E,G),
embora com o ônus de  um tratamento Hamiltoniano não-canônico e a desconsideração do
termo ressonante secular. O detalhamento do espaço de fase para as possibilidades de
movimento teve por base o trabalho de Guillens (1998).

Por outro lado, a segunda metodologia, devida a Henrard-Caranicolas (1990),
desenvolve-se canonicamente com uma Hamiltoniana mais completa, que inclui o termo
secular, embora, no trabalho destes autores, tenha sido destinada originariamente ao
tratamento perturbativo via invariantes adiabáticos — assunto este não abordado aqui. Em
acréscimo, despreocupam-se eles da classificação do espaço de fase, simplesmente
reproduzindo-a dos trabalhos de Borderies e Goldereich (1984) e de Lemaitre (1984).

Não obstante ao fato de ambas as representações Hamiltonianas corresponderem ao
modelo circular plano, quando a excentricidade de Júpiter não é considerada ( e  ,. = e ' :  0 ), a

união entre a visão fisica propiciada pelo método de Sessin ao formalismo mais completo do
método de Hemard-Caranicolas, com a inclusão do termo secular, foi o ponto basilar deste
trabalho, desenvolvendo-se a partir da introdução de uma variável adicional neste último
método (gp) entre 5.6 e 5.7), em analogia ao primeiro, o que permitiu o estudo detalhado do
plano representativo, como desenvolvido por Guillens (1998).

Assim, o modelo de Sessin, que favorece a intuição física do problema pela
classificação das regiões limítrofes no plano das integrais primeiras, possui a desvantagem de
efetuar a separação dos termos de forma menos natural que o de  Henrard—Caranicolas, estando
os mesmos distribuídos de acordo com uma relação entre os coeficientes da Hamiltoniana, a
qual permite que o núcleo integrável seja escrito de modo análogo ao Modelo Circular Plano.

É notável, porém, que, ao se introduzir no modelo de Hemard-Caranicolas uma
variável adicional — consoante ao o que é feito por Sessin —, variável esta que “descanoniza” o
sistema, obteve-se igualmente as três possibilidades de movimento no modelo da 3:1, isto é:
libração, circulação e impossibilidade, as quais resultam em quatro regiões no plano das
integrais primeiras, devido à fronteira entre elas (libração e circulação). Logo, a
desconsideração do termo secular feita por Sessin, tendo sido na época objeto de crítica, não
altera a classificação dos movimentos possíveis.
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APÉNDICE l— CLASSIFICAÇÃO DO ESPAÇO DE FASE DE HENRARD—
CARANICOLAS PELO ESTUDO DAS RAÍZES DOS
POLINôMIOS NORMALIZADOS

Introdução

Conforme assinalado na seção V.4 do capítulo V deste trabalho, será efetuado a seguir
um estudo das raízes dos polinômios F,“(õ') e Ã©”)  do método de Hemard-Caranieolas,
com a finalidade de exemplificar os tipos de movimentos possíveis em cada uma das regiões
do plano (EUA?).

Movimentos no plano (É,?! ) pela análise de sinais dos polinômios normalizados

O estudo dos diversos tipos de movimento possiveis nas regiões do plano (EJ/!—)
relaciona—se às possibilidades de solução da equação de' ldt=Bªxy (513), onde
x= i J -  P,'(õ') e y=iJ+  P2'(õ') , com É ' (õ ' )  e if(—G') dados, respectivamente, por (5.34)
e (5.35). Assim, uma análise de sinais individual destes polinômios normalizados, bem como
d º  seu Produto, PTG?) = —P,'(õ')—P2'(õ'), permite determinar as possibilidades de
movimento nas diversas regiões do plano (É , )?  ) , e será feito a seguir de forma gráfica. Por
conveniência, reproduz—se novamente o gráfico da Figura 5 .1 ,  acrescido dos  pontos de
coordenadas (E,” M),  a(1,0), b(7,5), c(—3,5), d(—6,-2), e(3,-4,5), fm , -4 ,5 ) ,  nos qua i s  será
apresentado o estudo dos sinais e das raízes dos polinômios em questão.

| | | | I

10 '-

: ' Regiàos
5 — . '

' A(1.Ã75.2)

Ã? O - ao  Rq'ãrl

' d . Noam-2)

-5 .. :Rgâ4  f '  e '
(mw. proibido X

.10 '. '

| . | : ' I  | É A I . ' | l l A 1 . | | . | A

-10 —5 0 5 10

Figura ]. Possibilidades de movimento no plano (5,17) pelo método de Henrard—Caranicolas.

59



Região 1 :  Como exemplo, tomemos o ponto a da Figura 1. no qual/W =O e É. = l .
Reportando-se à Figura 4.2, o gráfico de “EQM—) contra x(ÉJW ) será:

3401313, * l I | | I | I
.º

2 — _

uma»)  E
Kªzªn») E o
-y(Gb.Eb,hdb) º— """""""""""""""""  :" " " " " " " " " " " " " " "  _

«cºmum), É
- ,  .. E _

E.;—""'
9301313, _4 | | | i | | |

-: -1.5 -1 —o.5 o 0.5 1 1.5 a
' º  ª ( º ) .D .wª ) . ' * ( ªb .53 .W) .Á%.EJ .W) . - ª í ªb . ª ª .w)  ?

.

Figura 2. Gráfico de “EEA—z!) contra x(ãpw) para a Região 1
de movimento com a condição (É; ,E )  = (1,0).

O gráfico dos polinômios - P,'(õ'), P2'(õ') e P'(õ ')  é apresentado a seguir.

” ª º  | .  I | | | | | | | | . [

”Ni

,a ,  - ”  ' | |
' !  '2.ã ' :  “1.3 ' I  "0.5 II o :  1 U 2 2.5 3
4 .0  a 3.0

Figura 3. Gráfico dos polinômios - P( (õ ' )  , P;(õ ' )  e de P'(õ'  ) = -P,'(õ' ) - P;(õ ' ) ,  tendo comº

abscissa 5 '  , para a Região 1 de movimento com (É;,Ã/I—) = (1,0).
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A figura anterior mostra que P ' (õ ' )  possui quatro raízes reais, quais sejam, — l —- Jª e
—1+J5 para P,'(õ'), e 1—5 e HJ?  para P2'(õ'), que também podem ser vistas nos
gráficos a seguir de x(õ')  e y (õ ' )  contra a variável õ ' .

" | v [_umu,  ' ' .lemm,

( “ .DJQ)  KG.“ . “ J

os -  - '

pm:", º I | | | L ,o,om1, ! |
"2.5 “2  “ I J  " )  “OJ o 0.5 ºw  ' 3  º
, um,  .» _Av.-m, ; m_ o .

Figura 4—a. Gráfico de x(õ ' )  contra 5 '  para Figura 4-b. Gráfico de y(õ ' )  contra 5 '  para
(É;,M") = (1,0)- (É,;W) = (1,0)-

Conforme mostra a Figura 3, há movimento possível em duas regiões onde
P ' (õ ' )>0 ,  isto é, entre as raízes 4—5 e 1—5,  depois entre —1+J5 e 1+J5 .Não  há
movimento entre 1— Jª e — 1 + Jf , quando P '  (õ '  ) < 0 . Assim, o asteróide na região 1
apresenta sempre movimento de circulação externa em tomo da origem, conforme a Figura 2 .

Região 2: Como exemplo, tomemos o ponto b da Figura 1, no qual)? =S  e É, =7 .
Reportando—se à Figura 4.3, o gráfico de y(Él',1T/Í) contra x(ÉJ? ) será:

_5.266688_

KºME-mª)

Xªbi—b.»)

-y(6b.ib.Mb)

' ) Í ª . num)  .

. . 4—

! I
' 4  “2  0 2 4

"'-$ ª ( º bBJJÃbJ -“Xí ºb ª ª um) -Ã©.Énm) . 'ÃW-D.W)  4 '5

' l

_-s.maes_ -o  I I

Figura 5. Gráfico de y(É,',ÃÍ) contra x(ÉJ? ) para a Região 2
de movimento com a condição (É, ,A?) = (7,5).
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O gráfico dos polinômios —- P,'(õ') , P,'(õ') e P ' (õ ' )  é apresentado a seguir.

150150 : '
- una-r

P(“ ,hmb)

”150 '-

I
143391

' 3 "2 ' l  0 1 2
&:

Figura 6. Gráfico dos polinômios - P; (õ ' )  , P; (õ ' )  e de P ' (õ '  ) = -P,' (6 '  ) - P;(õ ' ) ,  tendo
como abscissa õ '  , para a Região 2 de movimento com (E ,A?) = (7,5).

. A figura anterior mostra que P ' (õ ' )  possui quatro raízes reais, aproximadamente, -
4,43687 e 2,43687 para Pl ' (õ ') ,  e -0,34614 e 2,34614 para P ; (õ ' ) ,  que também podem ser
vistas nos gráficos a seguir de x(õ') e y(õ ' )  contra a variável õ ' .

”sem

no I

( . . . . l . )  2 '

_omu, ,, L
—s -4 —3 -a
” . eu .

2 3
2.436.

,msimi, " l ' '/ª

KQ,D.D)  . "

gum,  , l '
-1o ' :  o : ;:

Figura 7-a. Gráfico de x(õ')
(E.',M)=(7,5)-

contra É)" para Figura 7-b. Gráfico de y(õ ' )  contra 5 '  para
(É.',A7)=(7.5)-

Conforme mostra a Figura 6, há movimento possível em duas regiões onde
P ' (õ ' )  > 0 , isto é, entre as raízes -4,43687 e -0,34614, correspondendo à circulação externa e
entre 2,34614 e 2,43687, correspondendo à circulação interna. Não há movimento possível
entre -O,34614 e 2,34614, quando P ' (õ ' )<0.  Assim, o asteróide na região 2 apresenta duas
possibilidades de movimento: circulação externa ou interna, conforme a Figura 5.
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Região 3: Como exemplo, tomemos o ponto e da Figura 1, no qualA? =S  e É, =—3.
Reportando-se à Figura 4.4, () gráflco de y(É,',Ã/I_) contra x(Él'Ã/I— ) será:

3302633, 6 I | | ! | I I
.º

2 — : _.
Kªº -Dhm)  :

Kªh-EMM» : º
Sam.») ” '  """""""""""""""""" 5"""""""""""""""""  _
atºmº»).  :___. _2 _ _.

_-4.402683_ _6 1 | | | | | |
-2 -1.5 -1 -0.5 o 0.5 1 1.5 2
' º  %%ln lm) l - ª<a l ª lm) l â ª l n lm) l -Ã&ln lm)  2

.

Figura 8. Gráfico de y(É,' ,ÍÍ/Í) contra x(Él' ,A? ) para a Região 3
de movimento com a condição (É,. ,A?) = (—3,5) .

O gráfico dos polinômios — P,'(õ') , P; (õ ' )  e PT?—)“) é apresentado a seguir.
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.oo -“, | L | | | | | : | |
-3.5 -3 15 —2 -1.5 -1 —o.s o 0.5 1 1.5 :
-3.5 & 2

Figura 9. Gráfico dos polinômios _ 1116“) , p;(õ')  e de P '  ('(ã') = -P.' (õ ' )  . P; (5 '  ) , tendo
como abscissa õ '  , para a Região 3 de movimento com (É; ,ÍÍ) = (—3,5) .
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A figura anterior mostra que P' (õ ' )  possui duas raízes reais e duas complexas, quais
sejam, aproximadamente, -2,34614 e 0,34614 para [),“(-(ã'), e ( l  — 2,86145i) e (1 + 2,86145i)
para P,'(õ'). que também podem ser vistas nos gráficos a seguir de x(õ ' )  e y (õ ' )  contra a
variável õ ' .

_uwm, " ' ' | I |

,nª—»

' .L _

ªltª-"” il
/

. iu-  ; ..
l' &

' l.com», 0 i I I ; l ! Jann ,  , l l l
' 25  ' :  "1 .3  ' I  "0 .5  o 0.5 “10  "5  º 5 l º
nw,  Q pm,  ,na, a .lº.

Figura lO—a. Gráfico de x(õ') contra 5 '  para Figura 10-b. Gráfico de y('õ') contra 6 '  para
<E.',H)=(—3,5>. (É,',M")=(—3,5)-

Conforme mostra a Figura 9 ,  o movimento só  é possível  entre as  raízes —2,34614 e
0,34614, onde P ' (õ ' )>0 ,  correspondendo à librações em torno de dois centros fixos,
conforme a Figura 8.

Região 4: Como nesta região o movimento é proibido, não há gráfico de y(É,',ÃÍ) contra
x(É—l' ,A?) .  Porém, é instrutivo analisar o comportamento dos polinômios em alguns
pontos desta região, no caso, os  pontos (1, e,  f.

A situação mais óbvia de impossibilidade de movimento é quando o polinômio
P ' (õ ' )  possui quatro raízes complexas conjugadas duas a duas, de forma que sempre
P ' (õ ' )<0 .  Isto ocorre, por exemplo, no ponto d da Figura. 1, no qual M = —2 e E = —6,
com as raízes sendo aproximadamente (-1 :!: 2,55437) para Pl ' (õ ' ) ,  e ( l  & 1,58897) para
P2'(õ'). O gráfico de, PZT-©") e P ' (õ ' )  contra 5 '  é apresentado a seguir.
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Figura ll.Gráf'1co dos polinômios -— Pl '(õ')  , Pz' (GT) e de P ' (õ ' )  : _PI' (6 '  ) - P; (ãº ) , tendo como
abscissa õ '  , para a Região 4 de movimento com(É,' ,A?) : (—6,—2) .

Haverá gráfico para y(õ ' )  , mas não para x(õ' ) , que é sempre complexo:

,umm, ” l l l l

lo— & —

"- _

no ,» ,n )  c — -

Ç X'
_|g131u_ “ | 1 I I

3%, " " .. " " of»,
Figura lZ-a. Gráfico de x (õ ' )  contra 6 '  para Não há gráfico de y(õ ' )  contra 6 '  'para

(É.',A7>=(—6,—2)- (Él',A7)=(—6,—2). '

Uma outra circunstância em que o movimento é impossível ocorre quando o
polinômio P'((E)'), embora possuindo quatro raízes reais, é sempre negativo. Isto ocorre, por
exemplo, no ponto e da Figura 1, no qual 117 =—4,5 e É =3, com as raízes sendo
aproximadamente (—1,75543 e -0,24560) para Pl'(õ'), e (—2,09339 e 4,09398) para P, '(õ').  O
gráfico de —P,'(õ') , P2'(õ') e P ' (õ ' )  contra É)“ é apresentado a seguir.
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Figura 13.  Gráficos dos polinômios — P l ' ( õ ' )  , P2 ' (ã ' )  e de P ' (õ '  ) : _PI' (õ ' )  . P2 ' (õ ' ) ,  tendo como

abscissa õ '  , para a Região 4 de movimento com (É,. ,A? ) = (B,—4,5) .

Neste caso, há gráficos tanto para x(õ ' )  , como para y(õ ' )  , isto é:

.MJMI. " ' T I Nº)”. " I | If I | | |

,, J A
06“  '

| . _  l XXX

Em»)  0-  - 2.5.3.) «.A— xa". -
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o.:-- ".-
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"' 
_ .

pm.  o ' l ª ' pm“, o l 1 | | | 1 |
—1o - s  o : 10 -N  mo -1.4 -13 ' !  - u  —on -on
.. no, . w _-1 10, o _-n as.

Figura l4-a. Gráfico de x(õ ' )  contra 5 '  para Figura 14—b. Gráfico de y('é') contra 6 '  para
(É,',A7)=(3,—4,5)- (É.',A7)=(3,—4.5)-

í

Finalmente, no ponto f da Figura 1, no qual A? = —4,5 e É, = 0,  P ' (õ ' )  possui duas
raízes complexas conjugadas e duas raízes distintas, sendo elas, aproximadamente, (—1 &
1,55913) para Pl ' (õ ' ) ,  e (-l,56302 e 3,56302) para P2'(õ'). O gráfico de, P2'(õ') e P ' (õ ' )
contra 6“ é apresentado a seguir.
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Figura 15. Gráficos dos polinômios — Pl'(õ' ) , P;(õ')  e de P ' (õ '  ) : —Pl'(—(ã' ) - Pz'(õ'), tendo como
abscissa õ" , para a Região 4 de movimento com (E  ,A?) = (O,—4,5) .

Neste caso, novamente há gráfico para y (õ ' )  contra a variável ª ' ,  mas não para
x(õ ' )  , que é sempre complexa:

_ronfm, " l 1 | .

K. . . . l . )  . ' _

nmw. . n 1 L .
' "  " ' º  -o -a o
310 ,  & OM

Figura l ó ' ª -  Gráfico de x (õ ' )  contra 5 '  para Não há gráfico de y(õ ' )  contra 6 '  " para

(E.',A7)=(o,—4,5). (E,*,A7)=(o,_4,5).

Separatrizes: Conforme a Figura 1, as duas separatrizes corresponderão aos pontos A e B e,
portanto, aos níveis M = —2 e M = 2 .  A título de exemplo mostremos apenas
uma separatriz, referente ao ponto A, isto é, A? = 2 e E' = l+A/D E 1,475.
Reportando-se à Figura 4.5, o gráfrco de y(É-,' ,A? ) contra x(É-I' ,A? ) será:
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Figura 17. Gráfico de y(Él' ,A/Í) contra x(Él' ,A? ) para & separatriz (É; ,A?) E (l,475,2) .

O gráfico dos polinômios — P,'(õ') e P2'(õ'), bem como do produto
P ' (õ ' )  = —P,'(õ' ) - P2'(õ' ) , com respeito à variável 6 '  é apresentado a seguir.
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Figura 18. Gráficos dos polinômios — P: (E')  , P; (Q") e de P '  ( ª '  ) = -P,' ( ª ' )  - P; (5' ), tendo como
abscissa õ ' ,  para a separatriz de (É  ,A? ) E (l,475,2) .
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A figura anterior mostra que P' (õ ' )  possui quatro raízes reais — uma sendo raiz tripla,
quais sejam, -3 e 1 para P, ' (õ ' ) ,  e 1 como raiz dupla para P ; (õ ' ) ,  que também podem ser
vistas nos gráficos & seguir de x(õ ' )  e y(—Ó') contra a variável õ" .

_4,m1-1n"_ , I | |
—: -z -1 o 1
,-:.m_ & . l .

[ [

' ! 5 no
.lº.

Figura l9-a. Gráfico de x(õ ' )  contra 6 '  para
(É ,* ,1T1)5(1 ,475 ,2)  .

Figura l9-b. Gráfico de y(õ ' )  contra 6 '  para

(E ;  , M“) E (1,475,2) .

Conforme mostra a Figura 18, só há movimento possível na região entre as raízes - 3 e
1, onde P ' (õ ' )>0 ,  correspondendo à fronteira entre circulações externas da Região 1 e
librações em torno de dois centros lOS da Região 3 de movimento.
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APÉNDICE II - '  QUADRO COMPARATIVO DE VARIÁVEIS E
EQUAÇÓES DOS MÉTODOS DE SESSIN E
HENRARD-CARANICOLAS

Tabela 1. Analogia entre as variáveis dos capítulos III e V.

Sessin
Capítulos II e III

Henrard—Caranicolas
Capítulo V

H,, =H0(©,K,H) H( ,=H, , (©' ,x ,y )

K

H

tp;

©:  L—LR =ço_,'

LR LR

2 (Dj ' =2(L-LR)=2LRG)

K=iJ-P, (O)/2

Hi,/+132 (O)/2

K = JIJ-ªg A,©2 - El +4A.(O+G)]

H = i %% AQz — E, —4A4(G+G)]

x

y

19

(N'S)

©'=©— A4LRC

x= i  —P, ' (©)

y-:t +P; (©)
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