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Resumo

Neste projeto fazemos um estudo da  construção da  “álgebra das medidas” elaborada

por Julian Schwinger. Esta estrutura parte da  ideia geral que podemos construir um

processo de indução ideal das leis gerais da Mecânica Quântica a partir dos experimen-

tos, particularmente, a partir do experimento de Stern-Gerlach. Antes de chegarmos à

álgebra faremos, seguindo o Prólogo do livro de Schwinger, uma discussão geral sobre a

Mecânica Quântica. Pela álgebra das medidas se chega estrutura da cinemática quântica.

Schwingcr também elaborou uma ferramenta prática fundamental para obter a evolução

dinâmica dos operadores quânticos, ou dinâmica quântica, bem como obter os comuta-

dores fundamentais. Esta  técnica, que  abordaremos resumidamente, parte da  resposta

do sistema estudado aos deslocamentos infinitesimais no tempo e denomina-se Princípio

Quântica da Ação, obtendo-se, de uma maneira dedutiva, tanto as relações de comutação

fundamentais, por exemplo, [q,-, pj] = imã,-j, quanto a evolução dinâmica de um operador

K (& equação de movimento de Heisenberg), ªiº = %% — %[A] H]. Esta formulação é
diferente da usual, a qual assume, por exemplo, que as relações de comutação dos oper-

adores quânticos são obtidas por  uma correspondência destas relações com os parêntesis

clássicos de  Poisson. Finalmente, faremos algumas discussões pertinentes,  inclusive sobre

possibilidades de aplicações deste princípio à Astrofísica.

Palavras-chave: Mecânica Quântica, Álgebra das Medidas, Princípio Quântico da

Ação.



Abstract

In this project we study the construction of a “Measurement Algebra” as conceived

by Julian Schwinger. This is part of Schwinger's proposal for constructing an ideal in-

duction of the general laws of quantum mechanics from a well-selected se t  of experiments,

particularly, the Stern-Gerlach experiment. Before dealing with the algebra, we present

a general discussion of Quantum Mechanics following the Prologue of Schwinger's book.

Then,  we proceed to the measurement algebra where the general laws of quantum kine—

matics are obtained. Schwinger has also developed a tool to  obtain the dynamical laws of

the evolution of the quantum operators,  or  quantum dynamics, as well as the  derivation

of the fundamental canonical comutators, for example, [q,-, p,] = ihõij, and the dynamic

evolution of an operator K (the Heisenberg equation of motion), % = % —- HK,  H].

The response of the system to  iníinitesimal t ime displacements establishes the quantum

equations of motion from which the Schwinger Quantum Action Principle is derived. This

formulation is  different from the usual one. which assumes, for example, that the relations

of the quantum operators are obtained by a mapping from the classical Poisson brackets

to  the commutators defined on the space of quantum operators. Finally, we discuss the

possibility of applying the Quantum Action Principle to astrophysics.

Keywords: Quantum Mechanics, Measurement Algebra, Quantum Action Principle.



Prefácio

Este projeto surgiu das discussões que tive com o orientador do mesmo sobre a forma

como Julian Schwinger havia elaborado a sua abordagem da  Mecânica Quântica (MQ). A

ideia principal deste  Proje to  é fazer uma revisão de  parte  do  livro de  Mecânica Quântica

de  Schwingcr, onde tentaremos esmiuçar alguns pontos. Um dos principais aspectos da

sua abordagem é a obtenção de uma estrutura algébrica a partir das medições quânticas].

Seguiremos 0 seu livro texto de  Mecânica Quântica, “ Quantum Mechanics, Symbolism of

Atomic Measurements”, recentemente publicado [1]. Tentaremos expor de forma clara,

principalmente algumas partes que no livro nos pareceram não muito claras, j á  que ima—

ginamos uma possível utilização futura deste projeto por estudantes de graduação. En-
tretanto,  é desejável que o leitor tenha os conhecimentos da  Mecânica Quântica na  forma

como ela é usualmente ministrada nos cursos de graduação. Buscaremos, em alguns mo—

mentos, apresentar as ideias principais confrontando-as com abordagens de outros autores.

É interessante notar  uma linha de  trabalhos realizados recentemente sobre diversos

aspectos da  obra  de  Schwinger: a sua abordagem da  MQ relativista, a hipótese dos

quarks,  o modelo padrão, a metodologia utilizada no livro de MQ,  a Teoria de  Fontes,

e outros.  Nestes trabalhos discute-se a obra do  Scwhinger sob o ponto de vista epis-

temológicoº. Sendo assim, alguns consideram que sua  obra vai além da  própria Física.

Frisamos também que no seu livro de MQ ele chega no final aos mesmo resultados da

MQ usual. porém o fato principal inovador é a maneira de formular a teoria quântica. Na

parte estrutural, ao obter a estrutura algébrica a partir das medições quânticas, a teoria,
1Aqu i  nes t e  P ro j e to ,  para simplificar,  chamaremos  a cons t rução  rea l izada  pe lo  Schwinger como a

“Mecânica Quântica de Schwinger”, ou outro termo equivalente. As duas construções principais foram

criadas por ele.
2Ver  as refs. sobre isto, do  Stapp e MacKinnon, respectivamente em [2] e [3], bem como as referências

citadas. Estes autores dizem textualmente que os filósofos, dedicados às interpretações da  MQ, não têm

considerado o trabalho de Schwinger, e especulam sobre quais razões poderiam ter levado a isto.



segundo Schwinger, tem o papel de fazer uma “codificação” e generalização dos experimen-

tos. É neste desenvolvimento que irão aparecendo os vetores de estado e os operadores.

Já  no Princípio Quântica da Ação (PQA) ,  criou uma ferramenta prática para obter as

equações dinâmicas dos operadores bem como as relações usuais de comutação. Na  sua

MQ não se tem necessidade de  assumir as relações de comutação de forma axiomática,

conforme é usual.

Nos fixamos na  maior parte deste projeto,  no conteúdo inicial do livro, ou seja, as

medições quânticas e as suas generalizações para a obtenção da “álgebra das medidas”.

Devido à própria extensão do conteúdo, e do seu detalhamento, o Projeto ficou um pouco

maior do  que imaginávamos. Optamos por abandonar a ideia inicial de abordar também

detalhadamente o Princípio Quântico da Ação. Entretanto, para não ficar esta  falta, j á  que

o PQA é o que leva a parte dinâmica da  teoria, fizemos um capítulo resumido sobre este

princípio. Na  MQ de Schwinger, o PQA é a “ferramenta” prática, j á  que através dele é que

são obtidas as equações de Heisenberg dos operadores, ou seja, as equações dinâmicas dos

operadores, e também as tão fundamentais relações usuais de comutação. Este princípio

tem uma enorme abrangência, j á  que a partir dele muitos desenvolvimentos e estruturas

podem ser obtidas. Um exemplo disto é a sua  utilização para obtenção da  álgebra do

Grupo de Galileu 3 .  No tratamento convencional da MQ,  desde a época do  Dirac, as

relações de comutação são assumidas como axiomas, já. no formalismo de Schwinger elas

são dedutíveis a partir do PQA. Schwinger não concorda de maneira alguma com opiniões

do tipo: “As leis da mecânica quântica não podem ser derivadas Infelizmente, a

descrição da natureza pela mecânica quântica e' muito abstrata pam tornar  isso possível. ”

(ver no seu livro, p.29, como ele discute estes estabelecimentos sobre a MQ)  .

Para quem pouco  conhece sobre a vida e carreira de  Schwinger, é interessante notar

que ele desde os anos 50, quando ministrava cursos de MQ regularmente em Harvard,

já desejava escrever um texto de MQ, mas várias décadas se passaram e ele continuava

relutando em escrever um livro texto. Sua razão era que não havia, naquela época,

chegado ainda a uma abordagem sua  da  MQ.  J á  havia escrito vários textos,  inclusive as

suas notas de  aulas, bastante disputadas pelos seus alunos, entretanto, não havia ainda se

decidido quanto a um livro para ser publicado. Desta forma, acabou falecendo em 1994

sem ter  publicado este livro. Devido a importância desta publicação, seus colaboradores
3Veja isto em [4].



e amigos, juntamente com a ajuda e apoio da  viúva Clarice Schwinger, o publicaram em

2000 4 .

Nas notas de aulas, que dariam origem ao livro de Mecânica Quântica, Schwinger

havia colocado o título óbvio: “Quantum Mechanics”, além disto também continha o

subtítulo nada óbvio: “Symbolism of Atomic Measurements”. Com isto, como era seu

costume, firmava uma posição em relaçao a própria Física: a Física é uma  ciência cujas

teorias devem se r  testadas e confirmadas. O Prólogo do livro, que tem 25 páginas e que

foi retirado de  gravações de conferências suas em 1960, é na realidade uma retrospectiva

tanto histórica quanto teórica da  Mecânica Quântica. Abrange desde o Eletromagnetismo

e a Mecânica Classica. que antecederam a Mecânica Quântica, até  ao desenvolvimento

que ele acompanhou e foi também um dos seus grandes elaboradores. São aí discutidas

questões que vão da  causalidade e determinismo, a t é  ao fato de que os operadores são uma

necessidade natural da teoria quântica. Neste ponto,  mostra de forma simples, porqire os

operadores aparecem na MQ para representar as quantidades físicas, e têm uma álgebra

não—comutativa. Também são discutidas outras importantes questões como 0 discreto, 0

contínuo, as medidas quânticas, o vácuo quântico, etc.

Acreditamos que este Projeto de Final de Curso, ao abordar este tema, contribua

tanto na divulgação desta obra ainda pouco conhecida de Julian Schwinger, quanto na

discussão destas importantes questões referentes a Física dos nossos tempos. Lembremos

que a contribuição de  Schwinger para a Física do  século XX, não foi somente aquela que

o levou a ganhar o Prêmio Nobel de F ísica 5 de 1965 mas se faz presente a té  hoje em

inúmeras áreas da  Física Teórica 6 .

4Mai s  detalhes de como foi executada esta empreitada estão descritos por B. G .  Englert no  Prefácio

do próprio livro.
5Es te  prêmio ele ganhou juntamente com Tomonaga e Feynmann pela renormalização da

Ele t rodinâmica  Quânt ica .
6Os  interessados na  sua. vasta ob ra  podem ler a excelente biografia de  sua  v ida  e de sua  obra científica

em [5].
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Capítulo 1

Introdução

Iniciaremos aqui com as próprias palavras de Julian Schwinger sobre o papel dos

experimentos na Física, no  livro texto (p.10) ele estabelece que

“...physics is an experimental science; it is concerned only with those statements

which in  some sense can be verified by an experiment. The purpose of the theory is

to  provide a unification, a codification, o r  however you want to  say  it, of those results

which can be tested by means of some experiment. Therefore, what is fundamental

to any theory of a specific department of nature is the theory of measurement within

that domain. ”

O fato é que esta tentativa de  construção da  Teoria Quântica a partir das  medidas

quânticas, é algo que consideramos bastante inovador e único 1 ,  pois em geral o que vemos

nos textos é a matemática dos vetores de estado, operadores, etc., como uma estrutura

que é assumida em paralelo com suas aplicações (que dão  certo !). Entretanto, a maneira

como ele desenvolve, ou seja, diretamente dos experimentos para a criação de uma teoria,

é algo bastante interessante. Podemos concordar ou não, ou mesmo discordarmos de

certos desenvolvimentos, porém temos que considerar o fato que esta tentativa é bastante

importante na Física atual, onde em várias áreas ha uma grande ruptura com os princípios

que relacionam teoria >< experimentos. lXiencionamos ainda que o fato de Schwinger ter
1Segundo nosso conhecimento, desconliecemos outros desenvolvimentos semelhantes. Mesmo sobre a

sua  abordagem, somente conhecemos um único  l ivro de  MQ,  de K .  Got t f r ied ,  [6], onde  o autor  segue

a abordagem do Schwinger com a álgebra das medidas, onde o autor se baseou nos trabalhos originais

onde o Schwinger publicou pela primeira vez a sua  álgebra das medidas: Proc. Nat. Acad. Sc, 45 ,  1542

(1959), 46, 257, 570 (1960).
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adiado tanto a publicação de um livro em MQ deve ter tido sua razão em que ele sempre

dizia 2 :

”“had not yet found the perfect way to do quantum mechanics.

Acredita—se que este problema foi resolvido quando ele nos anos 80 na Universidade da

Califórnia, ficou muito feliz com o estabelecimento do “quantum action principle” para a

MQ não relativista. Como diz B. G. Englert (p.VIII do livro, no Prefácio) ele teria assim

“found the perfect way to do quantum mechanics”.

Para podermos melhor entender e mesmo de certa forma avaliar este trabalho do

Schwinger, não podemos perder de  vis ta  que ele deu sua  maior contribuição para  a Física

da  segunda metade do século XX,  exatamente na Mecânica Quântica,  ou melhor na

Eletrodinâmica Quântica. com vários trabalhos que o levaram (juntamente com Feyn-

man e Tomonaga) ao Prêmio Nobel de Física de 1966. Assim, sua obra em Mecânica

Quântica é a de  um especialista da  área, um dos seus maiores teóricos. Logo, sua abor—

dagem deve ser avaliada com bastante cuidado. Estas nossas afirmações se devem ao

fato que até hoje pouca importância tem sido dada ao tratamento que ele dá  neste seu

livro de MQ, conforme já mencionamos e está documentado nas referências [2] e [3]. Os
autores nestas referências, além de ressaltarem que na biliografia sobre as interpretações

da MQ pouco ou quase nada é discutido sobre o trabalho do Schwinger, reconhecem que o

desconhecimento desta parte da obra do Schwinger também pode ser estendida ao âmbito

da  própria Física. Pode—se dizer que ela carrega junto também uma desconsideração às

suas críticas ao modelo padrão e à hipótese dos quarks. Na biografia do Schwinger. que

citamos [5], pode-se ler, por exemplo, os problemas que ele enfrentou ao criar a “Teo-

ria de Fontes” em oposição à Teoria Quântica de Campos (de  operadores), a qual havia

contribuído para a sua construção. E lembremos ainda que o espírito revolucionário da

Teoria de  Fontes, ou “evolucionário” como diz Milton na  sua biografia, fica bem claro

quando no preâmbulo do primeiro volume Schwinger escreve

“'Se não  de?" para se  unir a eles,

destrua—05. ”
2Ver p.VII do livro.

13



Estes fatos e ainda outros discutidos na sua biograíia podem haver contribuído para uma

certa rejeição preconceituosa a parte do seu trabalho 3 .  Porém acreditamos que esta

situação poderá mudar devido aos fatos recentes experimentais em altas energias. Pode

ser que novas teorias sejam necessárias para se explicar melhor o mundo subatômico. Com

estes pontos de vista em mente, gostaríamos, com as limitações deste trabalho, polarizar

a atenção para estes diferentes aspectos da obra do Schwinger. Com as palavras dele

próprio, se estabelece: “quantum mechanics is a symbolz'c expression of laws of microscopia

measurement” .

A abordagem que faremos do texto do Schwinger, trata inicialmente do Prólogo do seu

livro, onde se faz uma retrospectiva da  MQ, incluíndo—se a discussão de questões como a

causalidade, determinismo, e outras referentes aos paralelos com a Física Clássica. Além

disto as questões sobre o discreto c o contínuo,  assim como interessantes discussões do

porquê do  aparecimento dos operadores na  MQ.  Após es ta  parte referente ao Prólogo,

iremos para os diferentes pontos de abordagem referentes ao Capítulo 1 do livro, onde é

descrito o processo de medidas e sua generalização. Nesta sequência se apresenta a álgebra

das medidas e consequentemente a matemática da  MQ, com os vetores de estado, os oper—

adores, e tc .  Finalizada esta primeira parte, a mais extensa, apresentaremos sucintamente

o Princípio Quântico da Ação, e em seguida faremos uma pequena discussão como con—

clusão sobre o que foi tratado. Nesta parte final falaremos sobre possíveis aplicações da

teoria e alguns possíveis desenvolvimentos futuros.
3Não estamos aqui nos colocando como defensores da  “Teoria de  Fontes”, inclusive pelo fato de que há

trechos do  desenvolvimento do Schwinger no  Volume 1 da “Teoria de  Fontes” [7], que não concordamos

com a sua  abordagem matemática.  0 que frisamos é o aspecto preconceituoso que tem se  tornado rot ina

em diferentes áreas da  física teórica, da Cosmologia ao Modelo Padrão de Partículas Elementares.
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Capítulo 2

Conceituação Básica na Mecânica

Quântica de Schwinger

Este capítulo destina-se ao estabelecimento dos  conceitos desenvolvidos na  abordagem

do  “Prólogo” do livro , onde ele discute conceitos fundamentais ta is  como causalidade,

determinismo, vácuo quântica e muitos outros.  Além disto faz um breve histórico do  surgi-

mento da Mecânica Quântica. Revela logo neste “Prólogo” que a teoria a ser elaborada é

uma teoria causal, mas não—determinista. Seguiremos de uma forma geral sua abordagem

e quando tivermos que pontuar algo divergente de Schwinger, explicitaremos este fato.

2 .1  Ideias Gerais

Existem questões filosóficas profundas a serem aprendidas através da  forma pela qual

os estudiosos de  física teórica pensam sobre os fundamentos da  teoria7 por exemplo, na

maneira  em que eles abordam seus problemas,  e tambm nos cr i té r ios  gerais considerados

como balizadores do que seja uma solução razoável. Portanto,  o aspecto importante é

mostrar a visão geral de mundo que o físico teórico idealiza.

Isso é particularmente signillcante na  conexão com as implicações filosóficas da  Física

Quântica, pois a Física Quântica ou a Mecânica Quântica, através da  qual entendemos os

fenômenos microscópicos ou  atômicos de  modo racional7 tem t ido provavelmente o maior

impacto do que quaisquer outras descobertas da física sobre o modelo de pensamento ou

“the world picture” do físico, e, portanto,  de  maneira indireta sobre as outras pessoas.

Agora, se quisermos entender especificamente as origens da F ísica Quântica, devemos
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voltar para ver como o cenário foi deíinido através da  evolução da denominada Física

Clássica, e então o compararmos com a Física Quântica.  Por  Física Clássica, entendemos

a formulação precisa de  todas as propriedades da  matéria como foram finalmente expressas

no início do século 20, onde se  formulam teorias cuja compreensão está próxima das ideias

intuitivas usuais, e que são vivenciadas por nós em nosso dia a dia.  J á  em contrapartida,

a Física Quântica, desde os seus conceitos mais básicos, ha uma ruptura com estas ideias

intuitivas usuais presentes no âmbito da  Física Clássica.

Para um certo entendimento da  conceituação nova da Física Quântica, divergente dos

conceitos intuitivos normais do cotidiano, é bastante esclarecedor se entender como foi o

seu desenvolvimento his tór ico.

2.2  Causalidade e Determinismo

A primeira grande teoria física, é claro, foi a da  Física N ewtoniana, que é uma teoria

de  partículas massivas pontuais cuja interação se dá  através de ações a distância.  A teoria

tradicional da  gravitação é o exemplo clássico disto. E para caracterizar esta teoria de

um modo mais geral em termos de  seus fundamentos filosóficos, a F ísica Newtoniana, ou

Mecânica Newtoniana é uma teoria causal e deterministica.

Por causal, entendemos essencialmente que quando o “estado” do sistema é dado em

um tempo particular (depois retornaremos para precisar o que se entende por  “estado”)

então o “estado” é completamente determinado em qualquer outro tempo: isto e' o que en—

tendemos por causalidade. Causalidade é inferência no tempo:  dado o “estado” das  coisas

em um tempo, o “estado” das coisas é determinado unicamente em outro tempo. O que o

torna deterministico é que o conhecimento do “estado” também determina. precisamente
todos os fenômenos físicos possíveis.

Esta distinção entre causal e deterministico pode  não  parecer mui to  importante,  até

que cheguemos a uma situação bastante diferente e que aparece na Mecânica Quântica. O

estado no contexto da  Física Newtoniana nos é familiar quando especific-amos, por  exem—

plo, o estado do sistema de  partículas, as quais interagem umas com as outras por meio

de forças instantâneas. A força gravitacional, como era concebida na época, especifica

completamente o estado ao indicar precisamente onde as partículas estão em um deter-

minado instante do tempo e como elas estão se  movendo. Numa linguagem mais técnica,
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é a especificação das posições e momentos das partículas. Se estes são conhecidos em um

dado instante de tempo, e assumindo-se por qual lei de forças as partículas se movem,
por  exemplo, pela da  gravitação, então a situação física é completamente especificada. O

estado em qualquer outro tempo pode ser  predito e também, uma vez que es ta  é uma

teoria deterministica, o conhecimento do estado é a origem do pleno conhecimento da

resposta a todas as possíveis questões físicas que podem ser feitas.

Para indicar que a Física Newtoniana não é algo que está completamente para trás na

história da  física, lembremo-nos do seu enorme triunfo, por exemplo, toda vez que temos

um anúncio de uma missão espacial bem sucedida. O que quer dizer que a Física Newto—

niana, como qualquer teoria geral da  física, tem que permanecer perfeitamente válida em

seu próprio domínio. Aqui, naturalmente, o domínio é o movimento dos corpos materiais

sob a ação de  leis de força conhecidas que são interações instantâneas e cobrem, portanto,

completamente o movimento de satélites artificiais no campo de fora perfeitamente 'con—

hecido que é fornecido pela atração gravitacional da Terra, ou da Lua, dos planetas e

assim por diante.

A física introduz novas teorias não somente porque as teorias em um particular domínio

são consideradas insatisfatórias, mas muitas vezes porque os domínios da  física que en-

t ram em questão estão sendo estendidos.  Além disto,  as técnicas  experimentais estão

sendo sempre mais refinadas e novos fenômenos são vistos, os quais ultrapassam o nível

de acurácia das teorias anteriores, e assim, os domínios abrangidos pela teoria anterior vão

sendo estendidos 1 .  A introdução no século 17 dos conceitos Newtonianos levaram a um

desenvolvimento contínuo dessas ideias que durou em torno de  200 anos, suas aplicações

sendo para fenômenos astronômicos, como também durante o período da  Revolução Indus—

trial.  Foi, entretanto,  durante o século 19  que novas áreas da  experiência física começaram

a ser encontradas, em particular no domínio do eletromagnetismo. E então veio, final-

mente, na segunda metade do século 19, quando essencialmente uma nova teoria física

foi além do  âmbito da  Física Newtoniana. Esta teoria é a de  campo de  Maxwell, do

eletromagnetismo.

Na medida em que a ampla categorização destas teorias eram realizadas, esta era

também uma teoria causal, deterniinística. Mas o que a fez assim tão diferente foi o
1Nós  aqui, particularmente, no desejamos entrar nesta questão sobre se é possível ou não serem sempre

estendidos estes domínios.
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que estava envolvido na  especificação do estado. As teorias Newtonianas foram conce-

bidas com partículas pontuais e a especificação do estado era a indicação de onde estas

partículas estavam e como elas se moviam em um determinado tempo.  É uma descrição

discreta: um número finito de partículas, e um número finito de quantidades é necessário

para caracterizar tudo sobre este sistema físico. Em contraste, em uma teoria de  campo,

continuemos a ter  em mente o exemplo muito específico do  campo eletromagnético, a

especificação do  estado não exige um número finito de coisas (onde as partículas estão e

como elas se movem) mas um número infinito. Devemos, pelo menos em princípio, especi-

ficar o que o campo eletromagnético está fazendo, como os campos elétrico e magnético
estão localizados em qualquer ponto do espaço e em um dado instante de tempo. E o

que torna esta  teoria causal é que se conhecemos o estado, se conhecemos a distribuição

através do  espaço dos campos elétrico e magnético em um dado tempo,  então podemos

predizer em qualquer tempo posterior quais serão as distribuições dos campos elétrico e

magnético. Dado o estado em um tempo, o estado é unicamente determinado em outro

tempo,  tornando a teoria causal.

De  novo, o que a torna deterministica é que com o conhecimento do estado (o  conheci-

mento dos campos elétrico e magnético) determinam completamente as respostas sobre

todas questões que podem ser feitas sobre o campo eletromagnético. No  domínio da

física clássica e com a ideia que esta não é a palavra final, sabemos contudo, que o
sucesso quantitativo da  teoria de Maxwell é demonstrado todo dia. Podemos olhar para

o desenvolvimento cada vez maior de sistemas de  comunicação de rádio, microondas de

radar ou  de  te levisão,  sem mencionar os telefones celulares, e vemos que não é uma história

passada no desenvolvimento da  física, é sim algo cuja validade é confirmada o tempo todo.

O ponto, entretanto,  é que isto se  refere a um domínio limitado da  experiência, que não

é tudo do mundo físico.

Assim, temos dois t ipos  muito diferentes de  teorias físicas, ambas causais e deter—

minísticas, mas bastante diferente na natureza que caracteriza a especificação de um

estado. Em contraste,  de  um lado, uma descrição discreta, onde um número finito de

quantidades e' especificada. Do outro lado, uma descrição contínua, onde campos são en—

volvidos, distribuídos através de  todo  espaço. Estes são modelos de dois limites de com-

portamento clássico: o discreto. o contínuo. É particularmente interessante ver como estes

dois modelos clássicos inteiramente diferentes de descrição tem o sentindo de unificarem—se

18



ou,  talvez melhor, transcendido pelo desenvolvimento posterior da  física quântica.

Ainda, prosseguindo com o desenvolvimento histórico, no início do século 20 ocor—
reram importantes desenvolvimentos, associados com o nome de Einstein: o desenvolvi-

mento das teorias especial e geral da relatividade. Mas, ainda assim, estes não foram

desenvolvimentos radicalmente novos no sentido que possui a mecânica quântica. Eles

estavam completando a estrutura da  física clássica. Foram o reconhecimento de  que uma

vez que colocados os fenômenos de campo,  especificamente o campo eletromagnético sobre

o mesmo patamar das teorias de partículas, houve uma modificação do ponto de  vista

estritamente Newtoniano. Enquanto ainda estamos lidando, dentro desta estrutura, com

partículas pontuais,  elas j á  não interagem através de  forças instantâneas. Reconhecemos,

como é particularmente enfatizado pela teoria da  relatividade, que as interações entre

partículas são propagadas através do espaço por meio da  intermediação do campo.  In-

cidentalmente, devemos salientar a diferença entre os dois modelos clássicos: do ponto

de  vis ta  estr i tamente Newtoniano é uma intereçao instantânea à distância; do ponto de

vista de  campo é uma interação local propagada de um ponto do  espaço a outros pon-

tos contíguos. Dentro do  conceito de campo,  não há mais nenhuma ideia de propagação

instantânea. É a propagação através do espaço e do tempo por meio de  um mecanismo

no qual,  é de  fato, intrinsecamente limitada pela velocidade. Isto é, claro, a famosa

constância da velocidade da  luz, 0 ponto inicial para todas as investigações na teoria

especial da relatividade.

O que finalmente surge de tudo isto é uma teoria com um ponto de vista dualístico:

existem partículas e campos, lado a lado, nenhuma explicada em termos da  outra .  Uma

dualidade fundamental que é o ponto culminante da  física classica ou o ponto de vista

estrito Newtoniano: discreto, de uma partícula e que foi modificado, porque reconhecemos

que as interações entre partículas não são instantâneas, mas são propagadas através do

mecanismo do  campo com seu ponto de  vis ta  contínuo. O campo está lá  para fornecer a

dinâmica pela qual as partículas interagem.

A proposta dos desenvolvimentos da  mecânica quântica é que estes dois conceitos

clássicos distintos são mesclados e tomam—se superados em algo que não tem contrapartida

clássica. 0 campo quantizado é um novo conceito, uma unidade que substitui a dualidade

clássica. Devemos tentar traçar o desenvolvimento da Mecânica Quântica, começando

desta formação clássica, até o mais  profundo fundamento da  Mecânica Quântica.
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Faremos um resumo que mal pode fazer justiça a centenas de anos de trabalho duro

de muitos físicos na tentativa de estabelecer as bases dessas leis, que agora chamamos
de fenômenos microscópicos porque era,  é claro, na investigação dos microcosmos(dos

fenômenos atômicos), que um mundo inteiramente novo e um novo sistema de ordem foi

aberto.  Foi aí que se  descobriu que as leis, que serviram muito bem a uma gama de  ex—

periências comuns na  Terra até  as experiências extraterrestres, em termos dos movimentos

dos planetas, não estão em acordo com fenômenos observados. Quando não nos voltamos

para fora, mas para dentro, mostramos novas leis de movimento, novas leis físicas, novas

formas de pensamento, novas concepções lilosóficas.

Agora, como isso aconteceu? É claro que em algumas sentenças não da  para se deta—

lhar,  de  maneira fiel, a t remenda evolução da  física, a qual ocorreu durante os últimos anos

do século 19 e início do século 20. Lembremo—nos que estes desenvolvimentos começaram

no que pode parecer um paradoxo. Tal como salientado anteriormente, tnharnos duas leis

distintas de comportamento na física clássica, e uma nunca misturada com a outra. Ou

tínhamos partículas, que eram objetos discretos, ou  tínhamos campos,  que eram objetos

contínuos distribuídos através do  espaço. Os  campos podem ser atenuados o quanto se

queira. Uma onda de  rádio, medida em que viajamos através do espaço, torna—se cada vez

mais fraca e mais fraca de uma forma perfeitamente contínua. Uma partícula, por outro

lado, tem propriedades as quais traz sempre consigo. E assim a coisa mais notável foi

a descoberta, em investigações de vários fenômenos atômicos, de um aparente paradoxo.

A luz, por  exemplo, era conhecida, de  varios fenômenos de interferência, que possui pro-

priedades típicas de ondas,  que são fenômenos de campos; a luz é espalhada através do

espaço com forma característica de  campo. Quando se realiza experimentos adequados,

descobre—se que essas ondas de  luz sob certas condições experimentais parecem adquirir

propriedades de partícula. Ao contrário da noção clássica de uma onda de luz, a qual suge-

r e  que sua energia é simplesmente distribuída continuamente em toda área que ocupa,  a

luz apresenta a capacidade de  transferência de  quantidades definidas e discretas de  ener—

gia, atuando como se fosse uma partícula. Esta propriedade foi chamada de quantum de

luz, mas agora geralmente chamada de  photon — cuja característica, é claro, é te r  associ-

ado a ele, um certo estado de  movimento, uma energia definida, um momento definido.

Estas duas noções clássicas bastante distintas e consideradas mutualmente excludentes,

são realizadas conjuntamente no domínio microscópio. Um exemplo disto é o experimento
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do efeito fotoelétrico, em que as ondas de luz, incidindo sobre metais, transfere energia

aos elétrons e os liberta, através do qual uma determinada quantidade de energia foi ab—

sorvida toda de uma vez, contraria a imagem do campo clássico distribuído através do

espaço em que se pode absorver mais ou menos energia, dependendo das circunstâncias

acidentais desse elétron particular.

Foi portanto a luz, um exemplo característico de um fenômeno de onda ou de campo

agindo como se fosse uma partícula. O inverso também era verdade, embora a prova

experimental teve que esperar por cerca de 27 anosz. Os elétrons eram o exemplo carac-

terístico de partículas microscópicas. Os feixes de elétrons podem ser produzidos em

tubos com vácuo e eles se  movem em linha reta .  Quando expostos a campos elétrico e

magnético, mudam sua  direção, assim como os  corpos materias deveriam fazer. Mas con-

tudo,  sob circunstâncias apropriadas, ou  seja, quando um feixe de  elétrons espalhado por

corpos cristalinos, encontramos anéis de interferência, os quais são típicos de fenômenos

ondulatórios que é caracteristicamente associado com um campo perturbado. Em outras

palavras, ao invés de  serem espalhados como objetos materiais seriam, os elétrons, que

se movem através do cristal, são espalhados no  caminho e produzem um padrão de inter-

ferência característico, tal como faria a luz de um certo comprimento de onda. Aqui então

foram objetos pensados originalmente para serem essencialmente partículas clássicas que,

sob novas condições experimentais, i r iam exibir um contínuo ou fenômeno ondulatório.

Temos então,  uma notável dualidade na qual aparentemente os mesmos sob certas

circunstâncias, poderiam agir como partículas clássicas, mas sob outras circunstâncias,

poderiam agir como ondas clássicas. Isso foi algo totalmente diferente de tudo que se

tenha conhecido.

Enquanto isso, a investigação detalhada das propriedades dos átomos, foram reveladas

por experimentos cspoctroscópicos. A possibilidade de  produzir espectros atômicos em

condições adequadas de  gases rarefeitos, tornaram possível o estudo do  comportamento

de átomos individuais. Houve tentativas de entender os espectros observados em termos

do  movimento de  elétrons dentro dos átomos, que  terminou com um fracasso completo

da física clássica para explicar esses fenômenos. De  fato, a simples existência de átomos

2Esse  exper imento e o da  difração do  e lé t ron  por  cr is ta is ,  e laborado po r  George Paget  Thomson, filho

do conhecido físico Joseph John Thomson. Com este experimento George, foi laureado com o Nobel de

Física em 1937.
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que irradiam precisas linhas espectrais é um conHito com a física clássica. Se aceitarmos

qualquer esquema de  um átomo com elétrons movendo-se em torno de um núcleo central,

como Rutherford descobriu em 1911, então, de acordo com as leis clássicas do eletro-

magnetismo, as cargas aceleradas em seus movimentos ao redor do núcleo, continuariam

sempre a irradiar, até que finalmente, elas tenham esgotado toda energia possível e deve-

riam cair no núcleo. Primeiro de  tudo,  isto significava que os átomos não seriam estáveis,

um flagrante de violação de  uma simples experiência. Mais que isso, no decorrer deste

processo os elétrons irradiariam linhas espectrais cujas frequências mudariam a medida
em que eles s e  aproximam do núcleo. O que não é verificado experimentalmente, pois

o que se tem são nítidas linhas espectrais. Claramente: as leis da física macroscópica

falham completamente dentro do mundo microscópico.

Na análise detalhada como foi realizada, principalmente pelas mãos de Niels Bohr,  e

outros membros da  importante corrente de pensamento que acabou sendo denominada

de Escolaôde Copenhagen3 , verificou—se que a única tentativa bem sucedida para com—

preender as propriedades do  espectro atômico, consistiria na  introdução de uma hipótese

ousada: as quantidades físicas, tais como energia e o momento angular (os dois exemplos

mais importantes) só poderiam ter  certos valores definidos. Na  mecânica clássica, eles

assumiriam quaisquer valores possíveis, ou seja, classicamente são grandezas que variam

continuamente. A uma partícula “clássica” pode ser dada qualquer energia que se de-

seje, basta fornecer a quantidade adequada de energia e se considerarmos um corpo em

rotação, o momento angular deste corpo poder assumir qualquer valor. Não há nenhum

conjunto particular de  valores que são naturais. Mas, contudo, a análise dos fatos da

espectroscopia atômica indicaram que os valores de  energia, que atomos,  ou elétrons em

atomos, não poderiam ter  es ta  continuidade. Assumiam valores bem definidos. Esta  foi a

única explicação que poderia ser dada para a descrição das linhas espectrais. Além disto

os valores definidos dos momentos angulares são múltiplos simples de  uma nova constante

natural, conhecida como constante de Planck.

Temos assim a primeira de  todas as quebras com as interpretações dos fenômenos da

denominada física clássica: quantidades que classicamente deveriam t e r  valores contínuos,

3De  acordo com a interpretação de Copenhagen, em qualquer medida o estado do  objeto observado é

afetado pelo instrumento de  medição macroscópica, cuja existência e modo de operação, embora necessário

para a possibi l idade de  observação do  processo quântico, não contabilizado pe l a  teoria quân t i ca  em s i .

Para maiores detalhes ver [8], pg.473.
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agora possuem valores discretos. Isto, em outras palavras, é a observação geral do mundo

microscópico: que o fenômeno de atomicidade é todo predominante. Devemos levar em

conta a existência dos átomos, que afinal, não é uma concepção clássica. Classicamente

não deve haver limite à medida em que se  subdivide & matéria. O fato de que esta

subdivisão não pode  ser  realizada indefinidamente, mas cessa quando chegamos à escala

atômica, é claro, a afirmação mais fundamental de que algo novo está envolvido. Aqui está

o fenômeno da  atomicidade, não apenas na  mera existência de  átomos, mas também nas

leis da  mecânica de movimento: uma atomicidade do  momento angular, uma atomicidade

da  ação, para colocá—lo na forma mais geral, foi um fenômeno básico da física micros-

cópica. E nós simplesmente temos que aceitar que as propriedades físicas dos átomos

devem ser entendidas em termos de novas leis as quais transcendem, qualquer coisa que

antes era  famil iar .  Is to é um novo mundo.

2 .3  Estat ís t ica

Além deste fenômeno de atomicidade, que marca como fato básico, o novo fato da

física microscópica, existe um outro que aparece ao mesmo tempo.  Este é a natureza

estatística dos fenômenos microscópicos, outra característica fundamental que deve ser

aceita como a maneira que o mundo microscópico opera. Que o mundo microscópico é

necessariamente estatístico pode ser entendido pelo exemplo j á  mencionado do fenômeno

de difração de um feixe de elétrons, interagindo com um cristal, exibe. Pensemos, agora

como esse fenômeno de  difração viria. Um cristal é um arranjo regular de  átomos com

uma distância característica que os separa e,  em virtude dessa dimensão característica,

para qualquer fenômeno ondulatório que incida sobre o cristal, haverá certas direções

preferenciais delinidas de espalhamento, selecionada pela relação do comprimento de onda

ao espaçamento interatômico do cristal. Este fenômeno é, por exemplo, bem conhecido

no caso de  raios-X, de  fato, sua demonstração representou umas das  provas experimentais

de  que  os raios-X são  fenômenos ondulatórios. Então,  quando realizamos um experimento

no qual um feixe de elétrons incide sobre um cristal e então se move em várias direções

em direção a uma tela, que irá produzir um padrão de interferência característico lá; ao

invés dos elétrons chegarem mais ou menos ao acaso, com uma intensidade uniforme em

toda  esta tela, encontram-sc lugares preferidos.
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No caso de um feixe tão fraco que um elétron dentro de um intervalo de tempo perfeita-

mente definido mova-se através do cristal de alguma maneira, irá finalmente ser detectado

por pousar em algum lugar perfeitamente definido nesta tela. Esta pode ser uma tela de

cintilação, por exemplo, e se você tiver um feixe fraco de elétrons e olhar para a tela, você

irá de repente ver um flash de  luz, não em toda a tela, mas em um lugar. O elétron exibe

sua característica de partícula quando é finalmente detectado, quando ele finalmente ex-

ibe sua posição através da  produção de um processo químico apropriado, cujo resultado

é um flash de luz, logo observamos que o elétron está aqui. Para um único elétron, certa-

mente não há padrão de interferência. O padrão de interferência não aparece de uma vez.

Agora, um segundo elétron, que chega neste feixe muito fraco, o que acontecer com ele?

Será que para no mesmo lugar? Não, para de maneira aleatória, em outro ponto que não

tem relação com o primeiro. Mas à medida que continuamos, e os elétrons mais e mais

param nesta tela  cintilante - todos com as mesmas condições experimentais, mas ”cada um

chegando independentemente dos outros,  surge o padrão de interferência. Muitos elétrons

chegam aqui, nenhum lá, e assim por diante, até a imagem final da  intensidade ser al-

guma que dê o padrão geral. Contudo, isto surge como resultado da  chegada aleatória

dos elétrons em vários pontos da tela.

Para enfatizar outro aspecto, supomos que foi realizado esse t ipo de  experimento

com dez bilhões de  elétrons e foi produzido um certo padrão de interferência, uma im-

agem de intensidade. Então foi repetido o experimento, preparado extamente nas mesmas

condições. Ao ser ligado o disparador, temos o que acontece, novamente, o primeiro elétron

se move através do cristal. Será que vai parar no mesmo lugar que o primeiro elétron do

feixe anterior? Certamente não. Começamos tudo novamente, mas  o modelo como um

todo se repete de forma aleatória. O primeiro elétron do segundo experimento terminar

em outro lugar,  e sem nenhuma relação entre eles ou os elétrons do  primeiro experimento.

Em outras palavras, as partículas individuais chegam de forma estatística perfeitamente

aleatória. Não há possibilidade de se controlar isto. Isto, é claro, uma generalização de

meio século de  tentativas de  fazê-lo: a imagem que devemos aceitar é que no  domínio dos

fenômenos microscópicos, somos incapazes de controlar como as partículas individuais irão

comportar—se. Mas o que é perfeitamente determinado, e i rá  ser reproduzido toda vez que

você repetir o experimento, é o padrão de  interferência. As  características do  padrão são

previsíveis e reprodutíveis. Temos então essa aparente dualidade de entidades: elétrons
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que comportam—se, sob certas condições, como entidades discretas, partículas, terminando

em locais definidos na tela, mas em outros aspectos agem como ondas, produzindo em
suas características de intensidade global os fenômenos de interferência de onda. Devemos

aceitar que o padrão de interferência não vai se repetir toda vez que em pequenas quan—

tidades os elétrons alcancem a tela. Portanto deve haver um aspecto de aleatoriedade

sobre onde os elétrons terminarão. A interferência padrão é finalmente a declaração das

probabilidades relativas: com uma grande quantidade de repetições, encontram-se mais

partículas lá do que aqui, e tudo de uma forma perfeitamente regular.

Num certo sentido quase uma inferência automática de  tudo que foi dito acima, e

que podemos interpretar como uma coisa mais fundamental: uma característica. básica

das leis dos fenômenos microscópicos que eles são estatísticos. Não é possível prever, em

geral, o resultado de um evento específico. Mas o que se pode prever é o resultado médio,

o resultado estatístico, a situação líquida, pela repetição de um número suficientemente

grande de  vezes do experimento. O propósito da  física microscópica ou  Mecânica Quântica

fazer ta is  predições.

Tem—se assim o grande desafio da  física microscópica que existem estes dois novos

aspectos básicos que devemos incorporar a uma imagem de  mundo. Os  fenômenos são

atômicos e são também estatísticos. Mas  que a nova física é estatística e portanto funda-

mentalmente diferente da  física clássica completamente deterrninística, não significa que

falhamos. Simplesmente reconhecemos o que a natureza dessa nova física deve ser. Não é

para prever o resultado de cada evento individual. É de prever melhor, o que o resultado

deve ser em média, qual o resultado provável deve ser. E como o experimento de  espalha—

mento de  elétrons(ou melhor, esta descrição simplista do experimento),  indica, que isto é

algo que necessariamente deve-se tolerar.

Devemos mencionar aqui que se tentarmos de  alguma forma controlar exatamente

onde o primeiro elétron chegará, e sabemos que podemos realmente fazer isso, podemos

produzir uma nova situação experimental na  qual, com certeza. todos os elétrons chegarão

num local pré-definido. No teremos o padrão de interferência. Em outras palavras, agora

existem duas sitauções que estamos falando. A primeira, é que a interferência padrão

aparece, é uma situação experimental definida, e em que não é possível prever ou con—

trolar de forma alguma aonde os elétrons individuais aperecerão. Depois, há a segunda

situação experimental, a qual podemos controlar e predizer onde os elétrons aparecerão no
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percurso de movimento através de algum aparelho. Será um equipamento diferente onde

o aparelho nunca produzir um padrão de interferência. Trata—se, por assim dizer, de dois
aspectos distintos do  mundo microscópico e requer uma situação experimental diferente

para mostrar um ou outro.

Vamos pensar agora como, uma vez tendo reconhecido que temos duas características

básicas do mundo microscópico, os aspectos de  atomicidade e a natureza estatística dos

eventos microscópicos, passemos a construir uma teoria que incorpore esta situação tão

estranha.

2 .4  A Teoria Física e as Medidas

Devemos ter alguma teoria matemática que, de alguma forma7 representará um mode-

lo matemático apropriado ou idealização e nos permitirá prever de forma coerente, da

mesma maneira como a física sempre fez - o que resulta dos experimentos será, se aquilo

que fornecemos corretamente nos leva as condições que caracterizam completamente a

natureza do experimento. Para vermos o que temos que fazer devemos voltar atrás e

pensar de maneira mais consciente a respeito de alguns princípios fundamentais (chama-

los de filosóficos, se assim preferir) subjacentes física clássica, ou física macroscópica,

porque agora há distinção.

Pensemos especificamente na  teoria da medida. E aqui, claro, temos de  reconhecer o

conceito filosófico fundamental: que a física é uma ciência experimental, está preocupada

apenas com as declarações que em algum sentido possam se r  verificadas por um experi—

mento. A proposta da teoria e' fornecer uma unificação, uma codijicação, e os  resultados

podem se r  testados por meio de algum experimento. Portanto, o que e' fundamental para

qualquer teoria de uma área específica da natureza e' a teoria medida nesse domínio.

O que era característico da  teoria da medida na física a clássica macroscópica? Bem,

a coisa essencial que foi fundamental para ela, foi a concepção de uma medida não per-

turbada. É claro, perfeitamente óbvio para alguém que nunca tenha chegado perto de um

laboratório de física, que no processo de medida, visando a obtenção de informações sobre

um determinado objeto, devemos interagir com ele fisicamente de alguma forma. Mas,

no entanto, gostaríamos de  ser capazes de  idealizar a interação de forma que pudéssemos

significativamente estabelecer que a característica seria como se a interação não ocorresse.
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Pode-se tomar como modelo mais simples a inserção de  um termômetro em um corpo com

água com o objetivo de determinar a temperatura da água. Idealmente seria, sem qual-
quer perturbação, por meio do termômetro. Sem a presença do termômetro, entretanto,

não há  meios de  determinar qual que é a temperatura.  Como sabemos, sempre que a

interação ocorre, deve haver algum distúrbio como efeito líquido da  interação com o ob—

jeto em questão. A inserção de um termômetro em um balde de água muda a massa

da água. Mudará a temperatura que deve ser medida de alguma maneira. Mas o que é

característico da  física clássica é que podemos afirmar que essa interação pode ser feita
tão pequena quanto se queira, sem no entanto, tornar-se zero, porque ser for zero não

temos meios de obter  informações.

Que a interação seja tão  pequena que não  per tu rbe  o obje to  de interesse, na verdade

nem sempre é necessario, nem sempre e possível. Por exemplo, algumas mudanças podem

representar mudanças químicas, que são grandes alterações na  natureza da substância , e

estas certamente não são desprezíveis. É aqui que  o segundo aspecto da  física macroscópica

entra em jogo. Uma vez que a física clássica é causal e determínistica, podemos calcular

como desejarmos e corrigir o efeito destas pertubações inevitáveis. É realmente familiar,

que na física clássica qualquer medida tenha uma descrição teórica associada a ela, que

representa o reconhecimento do que a pertubação foi e o cálculo de quão correta para ela

em ordem, portanto, volta ao que uma medida idealizada não-perturbada seria. As duas

características básicas das medidas em física classica são:

1) Tornar a medida arbitrariamente pequena.

2) Se não se pode fazer a perturbação arbitrariamente pequena, pode—se calcular

seu efeito e compensa-lo.

Na teoria da  medida Classica não há nenhum limite para a precisão com que poderíamos

fazer medições simultaneamente de  qualquer número de  propriedades físicas, como na

declaração do conceito de estado, por exemplo, na Física Newtoniana. Quando afirma-se

que () estacio é a especificação das  posições e momentos de  todas  as partículas em questão,

então implica na  premissa, de  acordo com todo o esquema, que na  verdade pode-se realizar

as medições necessárias para fornecer os valores numéricos que essas quantidades têm em

todos os tempos. Observações semelhantes se aplicam a medição da distribuição dos

campos eletromagnéticos em todo 0 espaço.
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Então em resumo, a teoria clássica da  medida diz que não há limite para a pre—

cisão com a qual podemos atribuir valores númericos para todas as quantidades que são

necessárias para especificar o estado, e desde que todas essas teorias são deterministicas,

isto significa, de uma só vez para todas as propriedades físicas. Desde que às propriedades

físicas possam ser atribuídos valores numéricos de forma consistente, na  física clássica não

consta qualquer distinção entre as propriedades físicas e os valores numéricos que eles te—

nham em um determinado momento. Na  física clássica, somos sempre capazes de atribuir

às propriedades físicas, considerada como uma coisa abstrata, uma representação muito

concreta por meio dos valores numéricos que uma medida não-perturbada deveria mostrar

para elas em um determinado momento.

Agora, por outro lado, qual é a situação na física microscópica? Com base no vasto

conjunto de dados experimentais, acumulados durante o curso de  várias décadas, pode-se

resumir as propriedades da física microscópica em dois pontos básicos: atomicidade e a

natureza estatística do fenômeno.

O que significa? Primeiro de tudo, atomicidade: atomicidade significa que as entidades

microscópicas tem muitas de suas propriedades realizadas em determinadas unidades

básicas. Não há  metade de um elétron. O elétron tem uma massa definida e possui

uma carga definida. Se as interações em questão são de  natureza eletrostática, não pode-

mos reduzí—las em grande número, porque não há  metade de uma unidade de carga.

Isso indica-lhe imediatamente, a diferença básica entre as leis da  medida microscópica e

macroscópica. Deve-se levar em consideração o fato de que a força de interação, e que

deve estar presente nas medidas em tudo,  não pode em geral ser feita arbitrariamente

pequena, porque os objetos físicos que interagem (os átomos, os elétrons) em geral têm

propriedades físicas relevantes que vêm em certas unidades: quanta, a origem do nome da

matéria que estamos discutindo, ou seja a mecânica quântica.

Agora, isto pode parecer como se não fosse uma dificuldade intransponível. Reconhece-

mos, mesmo na  física clássica, que podem haver circunstâncias em que o ato da medida

produz distúrbios definidos que não poderíamos minimizar por causa do tipo específico

de medidas que foram realizadas. Na  física clássica, dissemos que a s i tuação pode ser  tal

que a interação da  medida é muito forte e não pode ser feita arbitrariamente fraca, mas

isso não atrapalha a filosofia subjacente da  medida porque pode—se calcular com precisão

arbitrária o que o efeito dessa interação foi e compensa—1a de maneira correta.
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Pode-se ainda fazer isso agora, no ambiente das medidas atômicas? A resposta é

não, porque é o lugar onde o segundo aspecto fundamental das medidas microscópicas

entram em jogo, ou seja, os fenômenos da estatístca, o fato de que não podemos prever
em detalhes o que cada evento fará, mas apenas fazer previsões em uma escala média ou

estatística. O ato de medir,  envolve uma forte interação. Na  escala microscópica, é neces—

sariamente uma. forte interação, porque não podemos cortar as forças das cargas ao meio,

não podemos mudar as propriedades destas partículas fundamentais, devemos aceita—las

como elas são - e assim inevitavelmente a medida produz uma grande perturbação, que não

podemos corrigir para cada caso individual, pois não podemos controlar o que acontece

em cada evento individual em todos os detalhes. Podemos prever ou controlar o que

acontece, na  média, nunca em qualquer instância individual. Portanto, o programa de

computar o que o efeito do distúrbio era e corrigi—lo, agora na Mecânica Quântica é em

geral, impossível. Assim, os dois princípios básicos da  teoria da  medida macroscópica

são violados. Ou  as interações não  podem ser feitas arbitrariamente fracas po r  causa do

fenômeno da  atomicidade ou se quisermos aceitar isso e corrigi-lo, não podemos fazer isso

porque não temos uma teoria deterministica detalhada de cada evento individual; temos
apenas a capacidade de prever ou controlar a média estatística.

Os  dados experimentais para a física microscópica, mostram que se quisermos construir

uma teoria, precisamos de  toda uma nova teoria da medida microscópica, nos levando a

um esquema matemático, e que significa dizer que não podemos mais falar de forma

significativa dos valores númericos que as propriedades físicas tem em um determinado

momento. Dito de outro modo,  o fracasso desses pressupostos fundamentais significa

igualmente bem uma falha na  capacidade de representar fenômenos físicos no  domínio

microscópico pelos números que mudam no tempo como fazemos no domínio macroscópico

ou  clássico. Algo de uma natureza matemática completamente diferente é necessário, tal

que ele represente, ou imite, os fatos básicos da medida microscópica.

2 .5  Números e Operadores

Para enfatizar o ponto relevante, dizemos que macroscopicamente, podemos medir uma

propriedade física e atribuímos um número a ela, e se medimos uma segunda propriedade

física e atribuímos outro número a ela. Podemos então falar deste par de números como
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o par de valores das propriedades físicas em um determinado momento. N ão há con-

tradição aqui. Podemos perfeitamente voltar atras e verificar que a primeira propriedade

tem ainda o mesmo valor que antes, e de forma idealizada, realizar estas medidas com

rapidez suficiente, ou regenerar as circunstâncias físicas, de modo que pudéssemos repetir

a primeira medida.

Por outro lado, suponha que temos de fato conseguido medir, de algum modo uma

propriedade física de  um sistema atômico. Agora vamos fazer a medida da segunda

propriedade física. Essa medida necessariamente implicará uma interação, a força desta

interação não é arbitrariamente fraca e o seu efeito não é controlável, de ta l  forma que ela

vai, em geral, produzir mudanças nas circunstâncias físicas que especificam as condições

da  primeira medida. Em outras palavras, o sistema que está  sendo medido é perturbado

de forma incontrolável de ta l  modo que se voltassemos e perguntassemos pelo valor da

primeira propriedade física, verificando para ver se ela ainda tinha o mesmo valor de

antes, não encontrariamos agora o mesmo valor, mas um apanhado aleatório de todos os

possíveis valores que ela poderia assumir, com as várias probabilidades que dependem em

detalhes sobre o que temos feito precisamente. Isto é assim porque a segunda medida tem

introduzido uma nova situação física, a interação da  segunda medida perturba o sistema

físico de  interesse tão violentamente que não temos como saber , exceto sob circunstâncias

muito especiais, se o sistema foi deixado exatamente na mesma situação física que nos

permita dizer que a primeira propriedade física ainda tem o mesmo valor que tinha antes

da  segunda medida 4 .  Em outras palavras, uma vez que reconhecemos que o ato de medida

introduz no ob je to  de  medida mudanças que  não são arbitrariamente pequenas, e que não

podem ser controladas precisamente, então devemos reconhecer que cada vez que fazemos

uma medida, introduzimos uma nova situação física que é essencialmente diferente da

situação antes da  medida.
4Es te  tipo de  medida possui um nome eSpecial, medida quântica não-demolitiva ou

QND(quantum nondemol i t ion) .  Considere um sistema, que possua algum observável A, o qual um

experimentador deseja monitorar. Assumindo que o sistema está  acoplado apenas ao mundo exterior pelo

aparelho de  medição do  experiment ador. Definimos uma medida QND de um observável A, como uma

sequência de medidas precisas de  A, tal que o resultado de cada medida é completamente previsível, a

partir do  resultado da  primeira medida (possivelmente. com mais alguma outra  informação sobre o estado

inicial do  sistema). Nem todo observável pode ser monitorado de  forma, QND. Para mais esclarecimentos

ver [9], na seção General Theory of Quantum Nondemolition Measurements, pg.  549.
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Então medimos duas propriedades físicas uma após a outra(que classicamente, é claro,

não faria absolutamente diferença), estas são duas experiências diferentes na esfera mi-
croscópica. Temos duas situações físicas diferentes, a medida primeiramente da  pro-

priedade A e depois da propriedade B ,  duas sucessões de distúrbios que possuem o caráter

microscópico, j á  na ordem inversa, B e depois A, envolvem perturbações inteiramente

diferentes da  ordem A => B .  A situação física final depende crucialmente em que ordem

as medidas microscópicas são realizadas, em geral, não é mais possível dizer que a pro—

priedade A e a propriedade E tem valores determinados, isso só teria sentido se pudéssemos

obter os mesmos valores numéricos das medidas, sem importar em qual ordem a medida

foi realizada.

Portanto, o esquema matemático para medidas microscópicas não pode ser certamente

a representação das propriedades físicas por  números, porque os números não  tem essa

propriedade de depender da ordem em que as medidas são realizadas. A atribuição de

um par de números para duas propriedades físicas não introduz senso de ordem, e nem

de sequência. Devemos olhar para um novo esquema matemático em que a ordem das

operações físicas é representada por uma ordem de execução de operações matemáticas.

O esquema matemático que finalmente foi encontrado para ser necessário e bem sucedido

é a representação, em uma forma muito abstrata, de propriedades físicas não por números

mas por elementos de uma álgebra para a qual o sentido da  multiplicação importa. Em

outras palavras, a multiplicação desses símbolos algébricos, foi encontrado para ser a

contrapartida adequada do desempenho sucessivo das medidas: que a ordem das medidas

é significativa, como consequência das perturbações inevitáveis, é refletido no sentido da

multiplicação desses símbolos.

E assim somos levados a um esquema matemático muito sofisticado e profundo em que

as propriedades físicas são colocadas em correspondência com elementos não-comutativos

de uma álgebra ou, como são frequentemente referidos, operadores não-comutativos em

comparação com a representação mais elementar das propriedades físicas por  números.

Além disto cada estado físico(a ideia de estado reocorre) pode ser associado a um vetor

em um espaço abstrato adequado no qual estes operadores atuam.

Como resultado de tudo isto, um esquema matemático muito bonito tem surgido 0

qual dá  conta muito bem de todos esses fatos aparentemente estranhos e incompreensíveis

da  física microscópica. Esta simbolização das medidas atômicas é a Mecânica Quântica,
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desenvolvida por Heisenberg, Born, Schrõdinger e outros, essencialmente nos anos de 1925

a 1927, ainda muito distante do nosso ponto de vista atual.

Podemos descrever, dentro do mesmo quadro geral, o que a Mecânica Quântica é. A

teoria é causal: dado o estado em um tempo,  o estado em outro tempo,  é unicamente

determinado. O que a torna diferente é que ela não é uma teoria deterministica. É

portanto, uma teoria causal, estatisticamente deterministica. O conhecimento do estado

em um momento estabelece o estado em outro momento, mas qual informação é obtida

do conhecimento do estado? Recordamos que classicamente, caso se conheça o estado,

sabe—se tudo,  isto é conhecendo-se onde as partículas estão e como elas se movem, pode-se

prever qualquer outra propriedade física que se  tenha interesse em saber,  e com precisão

arbitrária. Mas, como acabamos de dizer, precisão arbitrária de predições individuais

não podem existir no  mundo microscópico. No  entanto, em uma ciência de observação

devemos ser capazes de  fazer previsões precisas, e somos, só  que na  Mecânica Quântica

estas previsões precisas são  de natureza estatística. O conhecimento do estado permite

prever a estatística, o resultado médio da  medida de qualquer propriedade física, mas

nunca o resultado de qualquer evento especííico. Em outras palavras, s e  você conhece

o estado, pode então prever qual o resultado dos repetidos ensaios da  medida de uma

determinada propriedade física. Pode-se determinar perfeitamente previsões estatísticas,

mas não mais previsões individuais.

As  conexões causais entre estados em diferentes tempos está ainda presente, e isto

parece ser fundamental em qualquer ramo da  física como conhecemos. Mas o que mudou

drasticamente é que o conhecimento do estado não implica num conhecimento detalhado

de toda a propriedade física, mas em geral, de qual é o comportamento médio ou es—

tatístico das propriedades físicas. Isso, em um determinado sentido, é o entendimento

final destes notáveis paradoxos no desenvolvimento inicial da  teoria quântica.  Eles agora

são resolvidos em termos desta teoria estatística e não determinados individualmente.

2 .6  Estados

Temos falado de  estados, mas não indicamos, de  forma alguma como um estado é

definido. A resposta para isto pode ser dada se  pensarmos em um modelo de  um sistema

físico, que ainda se aproxima muito dos modelos clássicos. Por exemplo, começamos
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pensando que os átomos eram simplesmente entendidos por elétrons(pequenos corpos

materiais, cada um deles carregando uma unidade de carga elétrica negativa) movendo-

se em um determinado campo de força, o campo de força de atração de Coulomb do

núcleo carregado positivamente. Aqui  está uma situação que parece se adequar no modelo

Newtoníano7 uma lei de força definida, um número finito de corpos materiais. O que falha

não é que a imagem dinâmica não seja correta, mas sim que as leis da física microscópica

são diferentes. Eles não são de maneira a permitir uma previsão detalhada, deterministica,

mas têm um caráter de  teoria estatisticamente deterrninística5 .

Temos um modelo físico que possui características clássicas. Quando descrevemos um

átomo, dizemos quantos elétrons existem e qual é a carga nuclear e a imagem ainda é

clássica, pelo menos na medida em que nossas mentes concebem. O que é muito difer-

ente e como calculamos. Por simplicidade, pensamos em um átomo de  hidrogênio, onde

existe apenas um elétron. Então, aqui es tá  um elétron e o elétron tem associado a ele

propriedades físicas de posição e de momento, e classicamente, diríamos que não há  limite

para a precisão com a qual s e  podem medir as posições e momentos simultaneamente.

Mas o que os físicos têm aprendido ao longo desta linha de desenvolvimento é o que

culminou no esquema matemático da  Mecânica Quântica, e não é a definição própria de

um estado no sentido clássico de um elétron em um átomo. O melhor que podemos fazer

para especificar um estado não é atribuir simultaneamente valores numéricos a todas essas

propriedades de  posição e momento, mas apenas a uma parte delas.

Podemos, de fato, produzir situações experimentais em que sabemos exatamente onde

um elétron está. Ele chega em uma tela de cintilação, e o flash de luz revela essencial-

mente a posição do elétron, ou podemos produzir situações experimentais em que  sabemos

precisamente qual é o momento da  partícula. Isso, na  verdade, é o que se tinha em mente

quando descrevemos o experimento de feixe. Aqui está a partícula, movendo—se em uma

direção definida com uma velocidade definida. Se a massa também está definida. isso

significa que se  conhece o momento, mas quando conhecemos o moment-o, em um sentido,

não posso saber qual é a posição, e o aparecimento da  interferência padrão formada pela

chegada aleatória de partículas na tela é o sinal deste fato.

Por outro lado, poderia se  produzir uma situação experimental muito diferente, na qual

organizamos as coisas de  forma que os elétrons sempre cheguem em um determinado local.
5Enfat izamos que esta é a visão de  Schwingcr em relação Mecânica Quântica.
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Então, se tem uma medida da  posição, e podemos predizer precisamente qual o resultado

que tal  medida deva ser. Logo nunca teremos o padrão de interferência que é característica

de uma situação física muito diferente, em que os momentos são perfeitamente definidos.

O que mudou basicamente, é a natureza do  estado. Se  temos um certo número de

partículas(por exemplo, elétrons), a especificação das quantidades de estados quânticos

diz onde as partículas estão em um dado momento ou, alternativamente, como elas se

movem também em um dado momento, mas nunca ambos juntos. Então, na verdade, em

comparação com o que seria uma especificação completa do estado na física clássica: onde

os elétrons estão e como se  movem, na Mecânica Quântica o estado é especificado por dizer

que, com uma precisão arbitrária, o resultado da medida seria parte das propriedades.

Mas então somos completemante incapazes de predizer os valores individuais da  outra

parte,  que terá  simplesmente as  distribuições de  probabilidade aleatória.

Se  forem feitas medidas de  novo e de novo neste estado, sobre o qual você conhece

exatamente as posições, você sempre encontrara essa posição. Mas se neste estado, fazem-

se medidas de  momento, nunca se  encontrará um valor definido, você encontrará uma

distribuição estatística aleatória. E quanto mais precisamente se especificar a posição,

maior será essa distribuição de momento.

Esta simples situação é essencialmente uma declaração do que seja talvez o mais amplo

princípio filosóâco que surgiu a partir desses estudos da  física microscópica. Isso é o que

conhecemos como o princípio de Bohr da  complementariedade. Temos usado, e devemos

continuar a usar,  o exemplo chamado dualidade onda—partícula, vinculado aos nomes

de  Einstein e de Broglie, para a ilustração da  complementaridade. O desenvolvimento

geral, entretanto, estabelece que a dualidade onda-partícula é apenas uma consequência

da  complementaridade fundamental.

Assim, pela ideia de complementaridade queremos dizer a unificação final, dentro

destes princípios gerais, do qual começou parecendo ser um paradoxo. Elétrons, em

determinadas situações experimentais perfeitamente definidas, agem como partículas, e

em outras situações experimentais, agem como ondas(o que se tem expresso de forma

mais  precisa utilizando a ideia de  que a definição de  estado nunca se  refere a todas

as propriedades físicas mas apenas a uma parte delas). Tem—se o privilégio de realizar

experimentos em que diferentes escolhas são feitas a respeito de quais serão as propriedades

físicas, cujos valores são precisamente conhecidos. Ondas, por exemplo, representam a
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opção, a escolha por  parte do  experimentador, de  produzir uma situação experimental

em que os momentos são selecionados para terem valores definidos, então as posições não
podem ser controladas.

O princípio de Bohr de complementaridade é a afirmação de  que temos na física

microscópica, antes de tudo, um novo mundo, em que analogias clássicas falham. Mas,

no entanto, há certas situações em que as analogias de  uma natureza classica se mantém,

situações em que é possível falar de  forma significativa de partículas no que diz  respeito

a certas circunstâncias e certas medidas e outras situações onde elétrons, ou o que seja,

pode ser di to como ondas.  Duas figuras clássicas distintas podem manter-se sob situações

físicas diferentes, nunca simultaneamente, e a aplicabilidade de  uma forma impede a

aplicabilidade da  outra,  as duas analogias clássicas são mutuamente excludentes. Mas

ambas as figuras estão em pé de igualdade. Podemos produzir situações experimentais

em que tanto a figura clássica pode ser aplicada, e a outra é então inaplicável. A ideia da

complementaridade é que a plena compreensão deste mundo microscópico só vem a part i r

da  possibilidade da  aplicação de ambas as figuras, nenhuma em si  está  completa. Ambas

devem ser presentes, mas quando uma é aplicada , a outra é excluída.

Isto é, em essência, a situação completamente nova, que não tem correspondência em

nenhum dos modelos clássicos do pensamento filosófico. É algo que simplesmente deve ser

aceito. Pelo menos os físicos aceitaram, esta forma em que as leis da  física microscópica

têm sido entendidas, e como resultado um enorme sucesso da  Mecânica Quântica. Dentro

do  espaço de  poucos anos, a aplicação desses entendimentos em fenômenos microscópicos

foi completamente varrido, e era  tradicionalmente considerado como os grandes problemas

clássicos da  física. Pelo menos em princípio, se não na prática, uma redução da  química a

física foi trazida.  A compreensão de todas  as diversas propriedades da  matéria em todas

as suas formas, sob todas as circunstâncias normais é reduzida a alguns fatos simples.

As leis da  Mecânica Quântica e a especificação de qual configuração particular se está

falando é tudo que se precisa, pelo menos em princípio, e tendo grande sucesso na prática,

no entendimento das propriedades dos corpos materiais, conforme indicado pela notável

evolução da  teoria subjacente do estado sólido e muitas outras aplicações.

Tudo isto é em grande medida, a expressão do entendimento das leis da  física atômica,

que tem sido codificada e unificada na Mecânica Quântica.

Em um sentido mais fundamental, isto foi concluído em 1927. Não significa o fim
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das investigações dos físicos do mundo físico. O desenvolvimento tem continuado no

sentido de procurar domínios inteiramente novos da  experiência física dentro do domínio

de altas energias e pequenas distâncias. Temos falado de novo e de  novo do átomo, mas

no centro do átomo existe o núcleo, e dentro do núcleo existem os núcleons, e como agora

entendemos, os núcleons são compostos de outras entidades ainda mais fundamentais. A

busca continua.

Para entender um pouco mais em que linguagem este desenvolvimento é prosseguido,

precisa-se voltar a uma ideia que nos referimos anteriormente: a noção de campo quan-

tizado, porque aqui temos talvez a expressão mais profunda do que foi aprendido den—

tro da  estrutura destes fenômenos microscópicos. Pode—se apresentar isso em termos

de outra ideia filosófica básica, a qual é dada de maneira inteiramente nova dentro dos

fenômenos da  física microscópica. Este é o conceito de  identidade ou indistinguibilidade.

É perfeitamente claro que 'quando  falamos, mesmo na física clássica de  elétrons, que a

mera terminologia indica que entendemos que um elétron deve ser igual a outro. Se

medirmos qualquer uma das propriedades fundamentais não-acidentais deste elétron, ou

dos elétrons(sua massa, sua  carga) e quaisquer que sejam as propriedades mais sofisti-

cadas que se possa estar preocupado, estas são invariavelmente as mesmas. Isto é , a

concepção fundamental da  uniformidade da natureza sem a qual a física nunca poderia

começar a operar. Devemos assumir que uma amostra de uma substância em particular

é como qualquer outra  amostra, se as circunstâncias relevantes não estão envolvidas.

Então, se tomarmos quaisquer dois elétrons, descrevendo-os classicamente, no caso, se

tivéssemos dois feixes de  elétrons movendo-se em alguma câmara de vácuo, então com-

preendemos que um elétron é igual ao outro,  e na  Física Clássica, não há implicações

especiais nisto, porque apesar  da. identidade, a indicernibilidade em princípio de  dois

elétrons, mas na  física classica nunca teremos qualquer dificuldade para distinguí—los.

Podemos dizer que este elétron é proveniente dessa região do  espaço, o segundo elétron

daquela região do  espaço. Classicamente, somos capazes de seguir em detalhes as  tra—

jetórias dessas partículas, e posso dizer precisamente a cada instante de onde este elétron

particular veio e t raçar  seu caminho continuamente até  o ponto de  origem. Não importa

o quanto esses elétrons possam interagir de  forma complicada dentro da  câmara de vácuo

ou um tubo  de  rádio, por  exemplo, eu sempre posso identifica—los, pelos menos a princípio,

utilizando nada mais que a s  leis clássicas da física.
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Agora, pode—se ver imediatamente que a situação deve ser muito diferente quando

reconhecemos a realidade do mundo microscópico que não é governado por estas leis

clássicas. Considere, por exemplo, um experimento de colisão. Suponha que temos dois

feixes de elétrons. É, naturalmente importante perceber que as leis da  natureza que

falamos regem todas as diversas manifestações da matéria. Se  falamos de elétrons, é por

ser uma convenção histórica. Mas poderiam ser, prótons, nêutrons, hyperons, mésons—7r,

as leis da  física são as mesmas. Se  os elétrons colidem, eles devem entrar em uma interação

mais forte. É claro, que eles não fazem como fariam classicamente, pois para termos uma

trajetória detalhada, devemos fazer medições, sem perturbar a natureza do experimento,

verificando exatamente o que um elétron em particular está fazendo a cada instante de

tempo. o que exige um grau de  controle, e assim, do  determinismo, que é impossível

no mundo microscópico. Se  tivermos produzido um experimento no qual as partículas

principais são direcionadas a uma outra, então elas tem momentos bem definidos. Logo,

como enfatizado, as medidas complementares físicas já não podem ser especificadas em

detalhe.  Não se t em nenhuma forma de saber precisamente onde estes elétrons estão, e

não se pode da r  significado a tais declarações como suas as posições.

Finalmente quando estes feixes estão separados, já não temos qualquer dúvida so-

bre qual é qual,  não se  tem nenhuma maneira ou  capacidade de dizer se este elétron é

esse ou aquele, porque não se tem capacidade de acompanhar em detalhes o que acon—

teceu exatamente.  Em outras palavras, estes fenômenos físicos básicos, a atomicidade, e

a natureza estatística das coisas, a incapacidade de controlar os eventos individuais em

detalhes, implicam consequentemente a ausência de  uma habilidade, no sentido experi-

mental  fundamental.  para dizer qual partícula é qual em todas as fases de  interação. Isso

requer, portanto,  que a nova descrição deve t e r  em conta esta falha fundamental de ser

capaz de colocar uma  et iqueta em cada partícula.  Repitimos: não há  experiência que se

possa realizar que da  realidade a esse rótulo porque isso representaria uma intervenção

para este experimento, o desempenho de um experimento de  localização microscópica de-

talhada, iria mudar completamente a natureza do experimento de colisão. E ele não seria

mais uma colisão simples, haveria alguma coisa lá, igualmente importante,  interagindo

com estas partículas. É uma experiência diferente. Portanto se deve reconhecer que se

deve indicar precisamente em detalhe cada experimento, pois cada medida que se deseja

realizar provoca mudanças nas condições do  experimento, produz uma interferência forte,
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não controlável em outras coisas que estão acontecendo. O resultado de tudo isso é o re-

conhecimento de  que a descrição de estados de várias partículas, necessariamente, só pode

ser feito de uma forma que incorpora desde o ínicio, o fato que elas são indistinguíveis,

que rótulos particulares não tem sentido. Isto significa simplesmente que quando temos

várias partículas indistinguíveis, os estados só podem ser descritos em uma maneira que

é perfeitamente simétrica entre todas as partículas que contribuem para isto.

Agora a palavra “simétrico” é para ser entendida em um sentido mais amplo. A maneira

tradicional pela qual os estados são especificados em termos de quantidades numéricas

que são conhecidas como funções de onda. Falamos de  vetores, vetores de  estado7 que são

entidades abstratas, e as funções de onda são representações numéricas particulares destes

vetores abstratos.  Se temos várias partículas idênticas e a função de  onda é por exemplo

uma função de  suas posições. A única descrição que é sustentável é aquela em que essa

função de onda é completamente simétrica entre todas essas posições, de modo que todas

as partículas estão exatamente nas mesmas condições. Os  rótulos arbitrários(que poderia

dizer que esta partícula é a primeira, ou ser a segunda partícula7 e assim por diante)

devem ser privados de qualquer signiiicado distintivo, insistindo em que, não importa

como as etiquetas são atribuídas,  a função de  onda do  estado é a mesma. Os  próprios

estados devem permanecer inalterados, se decidirmos distribuir os rótulos arbitrários de

forma diferente entre as partículas idênticas. Mas isso pode ser assegurado quer fazendo

os estados completamente simétricos ou completamente antisimétricos(no sentido mais

geral de simetria referido acima). Dessa forma, reconhecemos a existência de dois tipos

muito diferentes de  sistemas de  partículas idênticas. O fóton pertence a esta  classe de

estados simétricos e o elétron cai na estrutura de estados antisimétricos.

Vamos dar uma olhada nessas funções de onda, começando apenas com uma única

partícula.  Sua função de  onda é simplesmente uma função de  sua posição, ou  seja

1/1 E a ( f ,  t ) ,  ou se quisermos, das t rês  coordenadas que especificam a posição e do  tempo.

Aqui se pode dizer que temos, de certa forma, um campo7 o campo Wi t ) .  Pois um

campo é fisicamente um objeto distribuído no espaço e no tempo. Isto seria análogo, ao

campo eletromagnético da  teoria de Maxwell, porém como já mencionamos a natureza

que específica O estado na Mecânica Quântica é diferente da  Mecânica Clássica, e de fato,

pode  parecer que a função de  onda  seja um campo de algum outro t ipo.  Mas, assim que

lidamos com Várias partículas, a função de onda não se  mostra como um campo no sentido
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convencionalõ, já que agora há função de duas, três, ou mais posições (e tempo). Aqui

temos algo bastante abstrato, um espaço de configuração multidimensional, e uma função
de onda de  multiparticula é uma maneira de indicar que as várias partículas estão fazendo

de uma única vez,  representado num espaço matemático altamente hipotét ico,  pois  exis-

tem muitos espaços tri-dimensionais agora a serem considerados ao mesmo tempo(espaços

tri-dimensionais das partículas do  sistema em questão).

Então,  nós temos estados de  partículas individuais, de duas partículas, de três partículas,

e assim por diante. Claramente a forma vai ficando cada vez mais complicada. Uma mu—

dança de perspectiva muito fecunda começa por  reconhecer que também há um estado

de não—partícula, o estado de vácuo. Estados com apenas uma partícula podem então

ser pensados como trazidos através da  criação de uma partícula a partir do estado de

vácuo. Primeiro se  tem o vácuo, então se cria uma partícula e se tem o estado de  uma

partícula. Se criamos outra partícula, se tem um estado de duas partículas, então uma

terceira, uma quarta partícula, assim por diante.  No  momento, isso não é nada além

de  uma idealização, do  processo abstrato de  criação, que em um certo sentido, apenas

torna a contabilidade mais fácil. O que torna útil e importante agora é que podemos
lidar com situações experimentais com números de partículas variados, situações em que

as partículas são fisicamente criadas e aniquiladas.

No esquema matemático, descrevemos a criação pela  aplicação de um operador denomi-

nado, operador criação e aplicando-o, por exemplo, em um estado com cinco partículas,
o resultado é um estado de seis partículas. É um operador, em vez de uma quantidade

numérica, pois simboliza uma propriedade física que é algo além do que estamos acostu-

mados a pensar,  e também porque ele age sobre um estado para produzir  outro com mais

uma partícula.

Então imagine que se  aplicamos o operador de criação ao estado de Vácuo e se  cr ia  uma

partícula 1 no tempo t, iremos então criar uma partícula 2 em um tempo t (ou qualquer

número de partículas adicionais pela ação repetida deste operador de criação, mas devemos
6Lembremos  que o campo resultante no sentido clássico. por exemplo, de  um sistema de  duas particulas,

se r i a  a contribuição do  campo da  partícula 1 e do  campo da  par t í cu la  2, já, no caso quânt ico não  se  pode

qualificar dessa maneira, exatamente pelo fato de  termos particulas indistinguíveis(não rotuláveis), e

se  tentarmos dist inguidas,  acabaremos per turbando o s i s t ema ,  como consequência  desta  perturbação

não temos o conhecimento completo do  estado, por isso que a função de onda é algo matematicamente

diferente do campo clássico, apesar de ser algo continue no espaço o tempo.
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ter dois agora). Desta maneira, produzimos algo que tem, essencialmente, a natureza de

uma função de onda de duas partículas que involve ambas as posições e o tempo t .  E a

coisa importante é que estes requerimentos de simetria (ou antisimetria) sobre esta função

de onda pode  agora ser convertidos em declarações algébricas sobre esses operadores. Se a

situação é de simetria, como no caso dos fótons, os operadores de criação são multiplicados

em uma ordem ou em outra, o resultado é o mesmo para o estado das partículas, porém

essa independência encontra—se dentro do desenvolvimento da teoria quântica e nada tem

haver com as questões clássicas, pois lá tinhamos números, já aqui temos operadores, sendo

que esta independência da  ordem de  multiplicação produz simetria. Se é antisimetria,

como no caso dos elétrons, assegura-se que se eles são multiplicados em uma ordem, o

resultado é negativo do que ocorre quando eles são multiplicados na ordem inversa. As

propriedades destas duas classes de  partículas idênticas(ou, as suas estatísticas), passam

a ser substituídas pela propriedade algébrica destes operadores. Em resumo, ao invés

de falarmos sobre um sistema de um número de partículas definido, podemos pensar em

sistemas físicos com um número de partículas indefinido porque produzimos qualquer

número de  partículas que estivermos interessados pela aplicação deste operador criação.

Assim, transferimos a nossa atenção para este operador como o objeto  físico básico, isso

que se quer dizer com campo quantizado: é por um lado um campo, uma quantidade

matemática que varia continuamente no tempo e no espaço, e por outro lado, certamente

não é um campo clássico porque estes operadores não são quantidades físicas que podem

ser medidas simultaneamente. No caráter do operador, de fato o sentido da multiplicação

é significativo(de um modo muito mais profundo que se pode descrevê—lo aqui)temos os

elementos da  discontinuidade que são a essência do  conceito de  partícula.

Os  dois conceitos clássicos inteiramente não relacionados, ou seja, da  natureza dis—

creta das partículas e da continuidade do campo, são agora unificados nesta concepção

inteiramente nova do  campo quantizado. Um novo conceito, mais do que unificado, pois

transcende já, que a. nova concepção vai além. Os dois são, afinal de contas, incompatíveis

no sentido clássico porque não há  nada que seja discreto e contínuo. Chegamos a algo

que não tem nenhuma dessas propriedades, mas que, em domínios limitados podem ser

caracterizados em termos de  qualquer um desses conceitos convencionais.

Então,  aqui é a unificação fundamental, trazido por essa ideia de  campo quantizado.

Enfatizamos como o campo quantizado nos permite falar de forma signilicativa dos atos de
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criação, mas deve ser óbvio que, correspondentemente, o processo inverso de aniquilação,

em que as partículas são destruídas em vários pontos no espaço e no tempo, são igualmente

contabilizados pelo campo quantizado.

Historicamente o campo quantizado era apenas uma maneira conveniente de resumir

as propriedades matemáticas das partículas indistínguíveis, mas em breve, através do

desenvolvimento cada vez mais amplo da ciência experimental, o que foi concebido sim—

plesmente como uma idealização matematica tornou—se realidade. Nos referimos a capaci-

dade, se há energia suficiente disponível, para suprir a energia de repouso das partículas

de acordo comia  famosa relação de Einstein E = mcª :  dado a energia E que corresponde

à sua massa m ,  uma partícula física pode ser produzida. Pode ser necessário por outras

razões, tais como a conservação da carga elétrica , produzí-las em pares, como é de fato o

caso para  o e lé t ron carregado negativamente e sua  contraparte carregado positivamente,

o positron.

No início de  1930, estes experimentos tinham sido feitos. Anos mais tarde,  pares

de prótons e antiprótons,  de  nêutrons e antinêutrons foram produzidos para os quais

quantidades muito maiores de energia são necessárias, e agora experimentos tem criado

(pares) a maioria das outras partículas conhecidas que são os blocos de construção da

natureza. Estes experimentos sozinhos dão a realidade física ao campo quantizado, em

sua interpretação dos atos simbolizados na criação e a destruição.

Os experimentos continuaram, mais e mais propriedades refinadas tornaram-se conhe-

cidas, aplicações mais e mais nítidas da teoria foram exigidas. Por exemplo, no caso

de  elétrons em átomos,  do ponto de vista do campo,  estamos realmente preocupados

com a dinâmica de dois campos. Existe o campo quantizado que está associada com

os elétrons e também sua contraparte, os pósitrons; existe o campo quantizado que é

associado com o campo eletromagnético, ou, o campo de fótons. O campo do fóton e

o campo do elétron estão em interação. E como consequência, a identificação de cada

campo por estes nomes físicos são apenas aproximados. Apenas s e  a interação entre

os dois campos é fraca, como em grande parte é neste exemplo, podemos usar nomes

físicos em relação a estes objetos matemáticos. Mas em uma teoria mais refinada na qual

a interação entre eles deve agora ser levada em conta, temos de  reconhecer que o que

chamamos fisicamente um elétron é apenas parcialmente a ser associado a esse campo de

elétrons sozinho. Também é parcialmente associado ao campo de fótons, porque os dois
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estão em interação. Fisicamente, um elétron pode às vezes radiar um fóton, mas ele pode

também reabsorVê-lo. Em outras palavras, o que nós chamamos fisicamente um elétron,

em um nível mais profundo, pode ser  descrito por vezes pela ação do  campo de  elétron

somente, mas outra fração da  história total,  envolve também a ação do campo de fótons.

E ,  inversamente, o que chamamos de  um fóton, propagando através do  espaço vazio, não

é meramente o resultado do ato de criação de um campo de fóton análogo, porque o fóton

pode ocasionalmente materializar-se no  espaço e tornar—se substituído por um elétron e

um pósitron que, em seguida, no passar do tempo, recombinam—se para formar o fóton.

Em outras palavras, o objeto  físico que chamamos de fóton não é o que é criado

o tempo todo, aplicando o operador matemático criação de fóton ao estado de vácuo.

Os outros Operadores, as quantidades que representam a criação de elétrons e pósitrons,

também entram em jogo. Uma vez que se reconhece isso, estabelecemos uma distinção

entre os dois níveis de descrição física. Existe o nível fenomenológico em que recon-

hecemos as propriedades dos e lé t rons ,  dos fótons como os  observamos, fora é c laro,  da

análise enormemente detalhada dos experimentos microscópicos. Depois, há  a tentativa

de aprofundar a compreensão em termos de  objetos mais primitivos que são esses campos

quantizados, que já não  são  colocados em correspondência imediata com as partículas

fenomenológicas, mas através de uma cadeia de  desenvolvimento dinâmico. E ,  de fato,

este programa de renormalização, para mencionar o termo técnico, como foi aplicado

especilicamente para o caso de elétrons e fótons, através do  desenvolvimento do que é

chamado eletrodinâmica quântica, levou a uma descrição em um nível mais fundamen-

ta l  de algumas características mais finas do  comportamento do elétron e do fóton. O

que antes eram consideradas anomalias, coisas que eram inesperadas, tornou—se resultado

previsto deste entendimento aprofundado. A lição aprendida foi que nosso entendimento

mais profundo não é para ser mostrado em termos do que realmente vemos, mas em um

nível mais fundamental.

Ao longo da história da física, começamos com átomos como objetos fundamentais e

então tentamos entender as propriedades dos átomos em termos de  elétrons e um núcleo,

e analisa-lo em termos das  propriedades dos núcleos e assim por  diante.  Em termos mais

simples, esta  é concepção de como vamos em termos de partículas cada vez menores, a

regiões cada vez menores do espaço.

A análise de partículas tal como as conhecemos e como associamos elas com campos é
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uma tentativa de compreensão, em um nível mais aprofundado, que se esforça para uma

simplificação em termos de campos quantizados ainda mais fundamentais que tenham

poucas proriedades, a luta por mais profundas leis simbólicas com poucas constantes

arbitrárias. Por exemplo, ao contrário da  situação experimental em que a carga do elétron,

a massa do elétron, o momento magnético do elétron, são constantes independentes, a

compreensão mais profunda tenta explicar um ou mais destes em termos de um menor

número de  coisas fundamentais.

Assim tem sido no caso da  eletrodinâmica quântica. Esta tem sido uma aplicação

de muito sucesso dessa ideia que é a concepção de campo quantizado, a declaração do

nosso entendimento em um nível mais profundo do  fenômeno microscópico. Mas como

mencionamos, e ele deve nos ser familiar, a medida em que, no curso do desenvolvimento

de máquinas de  energia cada vez mais altas,  mais c. mais partículas se  tornem conheci-

das e estas tem aparecido em uma enorme gama de propriedades. Algumas delas São

estáveis, algumas delas são instáveis, decaem em cada outra  de  todas as formas ima-

gináveis possíveis. Com energia suficiente disponível, elas são produzidas repetidamente

como resultado obviamente de fortes interações. Elas avançam muito lentamente para de—

saparecer sucessivamente, movendo—se no final para partículas estáveis que conhecemos,

que são ainda os elétrons, prótons, mais algumas outras.

Agora, a s  interações que estão envolvidas aqui nestes estudos básicos do  fenômeno

nuclear são de um tipo inteiramente diferente do que da  eletromagnética. As forças eletro-

magnéticas são essencialmente fracas. E com base nisto, tem sido capaz de desenvolver

os métodos técnicos de lidar com essas interações. Mas quando tornaram—se muito mais

fortes os laços que  não somente mantém o núcleo junto,  mas mantém unidas as partículas

que compõe o núcleo, estamos em um nível muito mais difícil no sentido em que não

são apenas fenómenos desconcertanterncnto complicados, mas também a falta de meios

matemáticos pa ra  desenhar as implicações de  qualquer hipótese particular sobre o que

está acontecendo. Como resultado disto, há dúvidas sobre o que deveria ser a natureza

fundamental de uma explanação neste nível.

Será que deveria ser a continuação desse ponto de vista da  busca pela compreensão

mais profunda em termos preferencialmente de  um número muito  pequeno de campos

fundamentais, que  em sua  interação dinâmica, e como resultado da  complexidade dessa

dinâmica, finalmente tornaria a variedade da  natureza do  mundo como o vemos com-
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preensível? Ou  devemos realmente abandonar essa tentativa, substituindo as dificuldades

pela  antecipação da  impossibilidade fundamental, e simplesmente descrever a natureza

em termos do  que acontece quando tomamos várias partículas microscópicas e realizamos

experimentos sobre elas? Enviamos elétrons, prótons para os vários tipos de núcleos,

onde realizamos experimentos em que estas partículas entram em uma certa região muito

pequena. Não fazemos nenhuma tentativa de  descrever o que se passa lá  nesta região e

tentarmos simplesmente caracterizar finalmente o que emerge quando as partículas emer—

gentes, são separadas novamente. É a proposta da física teórica não ser mais do que uma

catalogação de  todas as coisas que podem acontecer quando partículas interagem cada

uma com a out ra  e separam? Ou  é para ser uma compreensão em um nível mais profundo

em que existem coisas que não são  diretamente observáveis(como o anterior campo quan-

tizado é), mas em termos de que teremos uma compreensão mais fundamental? Bem,

esta questão — idealizada, francamente, além de todo  reconhecimento — é, em certo Sentido

o problema de  fundo filosófico, que confronta a física teórica na fronteira da  física das

altas energias, onde tentamos entender a estrutura da matéria como é revelada para nós,

em toda sua complexidade, utilizando sempre o nível crescente de energia que se tornou

disponível para estudar os blocos básicos que compõem a matéria e, neste sentido, criar

novos t ipos de  matéria.
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Capítulo 3

Simbologia e Álgebra das Medidas

3 .1  Símbolos da  Medida

Começamos refinando o experimento de  Stern-Gerlach1 (que utiliza átomos de  prata

afim de medir uma quantidade física, chamada momento magnético numa direção prefe-

rencial7 pz, que toma apenas dois valores possíveis, conhecidos +,u e ——u), pelo tratamento

com feixes únicos, executamos medidas seletivas, que serão representadas na Figura 3.1.

Generalizamos a medida uz dizendo que ela um exemplo7 de  uma quantidade física A

que tem os valores possíveis a l ,  ag , . . . ,  an , onde um valor típico será designado como

a] ou a " .  O aparelho físico específico que mede ,uz e seleciona um resultado particular,

sugerido pela Figura 3.2, que se tornará então um aparelho não-especificado (a palavra

não-especificado, entra para fazer com que os aparelhos físicos específicos7 reais, possam

ser tratados pela abstração concebida na teoria da  medida.)

Medida de  A
, (3.1)

Seleciona a '

carregando a informação que a medida é uma ação física em uma região finita do espaço

(e tempo). A caixa de (3.1) é inconveniente como um símbolo. Simplificamos por

Medida de  A , ,——> In. a |, (3.2)
Seleciona a '

1O experimento de  Stern-Gerlach demosntra através de  medida direta que O elétron possui um mo-
..

mento magnético intrínseco E, sendo este associado a um moneto angular intrínseco S .  Escreve-se &

relação entre os momentos como E = —gsp5%  .
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l i ªm“  çíl
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2)  1 ““”“ l

W'i . + seld'ak [

Figura 3.1: O i tem 1),  nos mostra que o feixe resultante tem momento magnético + ,  no

item 2), nenhum feixe transmitido. Vale notar que o segundo aparelho está inclinado com

relação ao primeiro aparelho, pois o feixe resultante que sai do primeiro possui uma certa

deflexão. Então para que o segundo aparelho possa medir a mesma propriedade física em

questão,  tenta-se obter o ângulo de deflexão o mais  próximo de  zero possível, afim de  que

a direções dos campos magnéticos dos aparelhos, possam ser consideradas paralelas.

na  qual retém a implicação de uma região finita associada com a ação de medida. A

característica física A é implícita, adequadamente implicada por  a ,  . Mas por que a

repetição de  a]? Primeiro, ela  prepara o caminho para a generalização, segundo ela é um

lembrete que a medida seletiva envolve uma ação inicial seguida por sua veriíicação, como

na sequência do item 1) da Figura 3.1.
Introduzimos símbolos para duas ações particurlamente simples: o símbolo unitário,
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Figura 3.2: Aparelho físico específico que mede pz.

seleciona tudo

Aceita
—+ 1 (3.3)

Tudo

e o símbolo nulo, não seleciona nada

Aceita
—> O. (3.4)

Nada

Um passo a, favor da  construção de  uma álgebra pa ra  estes símbolos é fazer uma repre-

sentação sucessiva de ações de medida (deslocada no tempo) pela multiplicação sequencial

dos respectivos símbolos. Assim a generalização do item 1) da  Figura 3.1, nos informa

que a repetição de  uma medida seletiva confirma a medida, é simbolizada por

lala/| lalall = lalall. (3.5)

A generalização do item 2) da  Figura 3.1
” l /

a' 76 a" : la'a'l [a a | = 0. (3.6)

Então,  como afirmativa razoavelmente óbvia sobre a multiplicação dos símbolos de  medida

1 e 0 temos

Iaiall 1 = 1 lala/| = Ia'a'l,

1 1 = 1

1 0 = 0 1 = O, (3.7)

e

lalaIIO = Ola'a/|=O

00  0. (3.8)
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Regressando a notação de um aparelho não-especificado,

Medida de A Medida de A - a'
—-—> la'a'l (3.9)

Seleciona a '  Seleciona 0

Sabemos que a caixa à esquerda que corresponde a um aparelho não especificado, nela

está d i to  que a ação é seletiva, logo nesta  proposta de  equivalência temos algo no seguinte

sentido

Medida de A - a'
(3.10)

Seleciona 0

Nos mostra que se prepararmos um aparelho no qual selecionamos a '  previamente, dentre

os outros possíveis valores de ações medidas e ao fim e na detecção não observamos

nenhum valor, em outras palavras indica—nos que o valor aceitável do experimento com

a “retirada” de  a,  e a confirmação nula, só faz sentido se realmente o valor selecionado

inicialmente tenha sido a'.
. . . .  I I IProsseguindo com a discussao podemos nos perguntar o que entendemos por (a 7ª a )

Medida de (A — a') (A — a")
? (3.1 1)

Seleciona O

Isto corresponde a uma medida A na qual o resultado a' ou a", é aceito sem distinção.
Esta medida não tem seletividade, na qual é representada pela adição dos respectivos

símbolos

! ll Medid ª  de  A "' a“ ,  A '“ a ”  I I II Il u II I !
a7 ' za :  ( ) (  ) Elaa |+ | aa |= | aa l+ | aa | .  (3.12)

Seleciona 0

na qual incorpora a simetria completa entre a' e n,". Dessa forma,

a !  # a l l  # a ” !  # a l  :

Medida ,  de  A _“  a ,  A _ a”  A ' -  a ” ,  ; / , ,  ( ,  / / /  nr( ) (  ) (  ) Elaa |+ | aa |+ | aa |  (3.13)
Seleciona O

finalmente chegamos a

Medida de (A  — a i )  (A —— an) E |a1a1| + + Iana“! = z la'a'l. (3.14)
Seleciona () a
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A medida que aceita todos os possíveis resultados sem distinção é simbolizada por 1 .

Assim a soma (3.14), será igual ao símbolo unitário

Z lala'l : 1 ,  (3.15)
a ,

que afirma a completude dos símbolos de medida IaIaII .

Verifiquemos as simples propriedades de 0 com respeito à adição. Aceitando algum

resultado ou nada,

lala/ |+0 = O+|alal| = lalall

1+0  = 0+1  = 1

0+0 = 0 (3.16)
. .. . . I I ,Uma outra pergunta que surge sena, sao as propriedades conhecrdas de la a | consrstentes

sob a ação da completude za,  la'a'I : 1 ? Se for, teremos

(Z IG/a l l ) l ana l / I  : I a f / a Í / l  ( 3 .17 )

ª:,

(Lei distributiva da  multiplicação).

Abrindo-se as contas da equação (3.17),

(Z l ª ªm ª  ª l  = Zl ª ª l l ª  a l
a !  ª ,

l a i l a / [ I l a l l a l l l  + Z l a l a / I l a / Í a l l l

a'eéa")
I I  I !  N I !

= | a a |+0+ ._ .+0= | aa | .  (3.18)

Sendo assim aceitamos a lei distributiva da  multiplicação.
.. / Í , . . ,., / I /  I I I

A notaçao la a, | e conveniente para generahzaçao: la a [ , a 74 a . Uma pergunta

natural  que surge seria o que pode este novo símbolo significar? Para entendermos essa

questão. consideremos o arranjo experimental, que está no item 2) da  Figura 3.1:

O resultado como esperado e já visto no experimento é nenhum feixe ou medida.

Mas suponhamos que  na  região entre os dois seletores revertemos a direção do mo-

mento magnético. Um campo magnético homogêneo pode fazer isto, dessa forma o dipolo

magnético precessa em  volta  da  direção do campo, sua representação encontra-se na  Figura

3.4.
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Figura 3.3: Mostra o arranjo experimental do item 2) da Figura 3.1 em detalhes, utilizado

para uma dicussão mais elaborada.

«....

S.,

“ x

' " B “&

Figura 3.4: Campo magnético homogêneo que faz o dipolo magnético rotacione, mudando

assim a direção do seu momento magnético.

O resultado é uma medida seletiva na qual apenas momento magnético + entre e

apenas o momento magnético — sai: | + —|.

Para medidas sucessivas gerais deste t ipo, temos

' UI

lala'lllal'aml : la a | (3.19)

! I I  III I|aa Ha aºl  = 0, se a, # am. (3.20)

I III L' l » ; . . !

Temos o comportamento convemente para o Slmbolo unltano 1 dlante de la a

( z  l a l a / | )  l a , / a l l , !  Z l a l a / l l a l f a /N I  :

a' a'
' I  II II III I I  III= |M  | | “  |+o+...+0=|aa |. (3.21)
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Notemos também uma outra propriedade,

I I !  I I I

laa Ha a l  = la./all,
Iana'lla'aul = |a”a”|. (3.22)

Os resultados diferem apenas pela ordem da  multiplicação. Isto nos leva a concluir que

a ordem da  multiplicação é relevante, assim vemos que esta álgebra envolvida é não-

comutativa para a multiplicação. E como foi visto mais cedo em (3.6) ,

I I  I !a, # a" : Iaiall la a | = O,

: ». , , . . .. . .. . . I I II I! ,
esta algebra nao e uma algebra de diVisao, ou seja, nao Implica que la a | ou la a | e O .

De maneira similar no contexto generalizado temos,

, l l  / N I Naaéa  : [ aa l l aa l=0 ,  (3.23)

não implica lala/'I = O.

() resultado de  uma medida é um número, assim devemos ter  números do mesmo modo

que temos símbolos abstratos para medida na nossa álgebra. A definição dos números

básicos 1 e 0 são

1|a'a"| : lala/[LO |a'a"| : 0. (3.24)

Os números são convenientes para a sintetização dos produtos

/ // lu l v  l a l a / " I I  : 1 l a l a /T l  s e  a”  = a " ,  ” ln ; l vla. a. [la a [=  0 OI , '”| ” # m =õ(a  , a  )[a a | ,  (3.25)
= aa  se a a

2onde

,, 1 se a"  = am,
õ(a ,a, ) :  (3.26)

” I I I

O sea  a r éa ,

é o símbolo da  de l ta  de  Kronecker. Uma  outra  questão que pode ser levantada seria, qual
I I Io significado de lalaul + la a | ?

Aceitando—sc a lei distributiva da multiplicação ternos,

/ ! !

1|a1a1”|+1|ala"|=(1 + 1) [a a |. (3.27)
2Onde  usamos a. notação de simplificação 'v = '”.
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Dois naturalmente,

1|a'a”| + 1 |a'a”| = 2 |a'a”|. (3.28)

Com estas definições vemos que formamos uma estrutura algébrica dos símbolos de me-

dida, que matematicamente chamada de anel, sendo esse anel não-comutativo 3 .

3Verif icar  o apêndice A para uma breve explanação de  conceitos álgebricos associados a teoria dos

símbolos da  medida .
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3 .2  Vetores de Estado

Começamos esta seção pensando um pouco mais sobre o significado de Ia'al'l. Um
, l . .atomo tendo o valor a da  propriedade A, pode entrar tendo este valor (lido da  esquerda

parada direita, indicado por E —+ D aonde for necessário) e o que sai é um átomo a". Isto
; , / , ; ' , .e como se o atomo a que entra e destruido e em seu lugar um atomo a" e criado. Desta
forma pensamos num processo mental de dois passos que é indistinguível com relação ao

verdadeiro. Simbolizamos a composição através da  introdução de pequenos colchetes

I I[E —> D] |a'a"| E la') (a | (3.29)

Escrever estes pequenos colchetes até o momento é inócuo, mas damos um grande passo

se  vermos isto como o produto de dois símbolos de  um novo t ipo.  Então surge a questão

os dois símbolos são compatíveis com as propriedades algébricas conhecidas do símbolo

la'a."| ? “
Se for temos,

/ I I  I I Ila)<a Ila ><a/”| =5(ª”7ª
.. . . . " m l l  m . . ,onde a notação f01 Simplificada escrevendo (a la ) no lugar de (a | | a  ) e assrm seguira

l l l

)Ia'><a'”l, (3.30)

em todos os produtos subsequentes deste tipo. Observamos que (3.30) é satisfeita se

I I )  I I  I I I

>=5(a ,a )- (3.31)(a'llª
Verificamos o significado da  consistência física do símbolo acima

,, ,,, a "  = a," : Sim, re  resentado elo número 1,[E + D] <a la > = º º (3.32)' I  (N  ,., !(: # (1. : Nao. representado pelo numero 0,

se  esta  ação de  criação-aniquilação é considerada isolada7 ou seja, no sentido de que não

existe algo interfirindo fisicamente nesta transição, dessa forma temos a destruição de um
! , I /  . / /  I I I

atomo a'”, onde apenas um atomo a criado, a 7ª a , logo em termos do  processo de
. . .. , , ll ///

medida seletiva nao e poss1vel, somente quando a = a

Prosseguindo com 0 desenvolvimento, vamos utilizar um caso mais elementar para

elucidar o que vamos dizer adiante, seja os t rês  vetores unitários i , j , k do sistema de

coordenadas espaciais cartesiano, ou  de  ou t r a  maneira, ek , k = 1 ,  2, 3. Assim teríamos,

1 k :ek - 6; = ªº = 509,1) 5 5“, (3.33)
Ose  [$# !
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que caracteriza vetores ortogonais unitários. Esta definição sobre a ortonormalidade é

suplementada pela relação de completude,

Z ck  e], = 1 ,  ( 3 .34 )

k

que é uma soma de produtos diádicos4.

Devido as relações anteriores, falamos dos símbolos (a'l e la') como vetores. Notemos
que o produto é um valor numérico

(allan) = (Sm/,a") , (3.35)

envolvendo dois tipos de vetores, (n,/l simbolizando a ação de criação, não podendo ser

igualado a [a,), representando uma ação de destruição (lido E ——> D). Dessa forma o

espaço geométrico no qual estes vetores situam—se deve ser algo mais geral que o espaço

Euclideano. Denominamos (a/I como um vetor & esquerda, e la') como vetor & direita,, com
relação as respectivas posições no produto numérico. [Paul Andrei Maurice Dirac (1902 —

1984), denominou (allan) de bracket, dessa forma os vetores à esquerda de bm e à direita

de ket .]
4()  nome produto diádico, um outro termo para produto tensorial, no  resultado da  nossa equaçâo

(3.34), esse produto a matriz identitade de  dimensão 3 >< 3, j que estamos trabalhando com vetores

unitários no espaço tri-dimensional.
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3 .3  Medidas Sucessivas. Probabilidades

A medida do momento magnético na  direção 2, ou de  uma outra propriedade física A

é apenas uma entre as  inúmeras possibilidades de  medida de outras propriedades:

/

/1/

Figura 3.5: Mostra que depois que os átomos passam pelo primeiro aparelho(que se en—

contra do lado esquerdo), a próxima etapa é passar pelo segundo aparelho(que se encontra

do  lado direito) rotacionado de  um ângulo 8, com relação ao primeiro aparelho.

Em um aparelho rotacionado os átomos são também dcfletidos para cima ou  para baixo,

na  direção do  aparelho, pelo campo magnético rotacionado.

Uma nova possibilidade de medida,  torna—se mais clara no exemplo citado anterior—

mente, através do qual há a possibilidade de medir o momento magnético em uma direção

qualquer,  ou seja, suponha que escolhemos átomos que primeiramente tenham atravessado

um aparelho que  seleciona apenas momento magnético + ,  ao passar pelo segundo seletor

sendo que este está, rotacionado com relação a direção do  campo magnético do  primeiro se—

letor por 0 rad7 teremos como resultado todos os átomos m.m. + ("=— momento magnético + ) ,

significando que o feixe trasnmit ido foi direcionado completamente para cima, se  es-

tivéssemos trabalhando com um ângulo de vr md os átomos teriam como resultado m.m. -

(E  momento magnético -), o feixe trasmitido estaria completamente aposto para baixo.

Para  clarificar estes resultados ver o desenho esquemático da  Figura  3.5.

O que se pode  então dizer quando temos 9 = % md, pensemos da  seguinte maneira,

na situação inicial na qual o feixe transmitido esta inteiramente para cima momento
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+ seletor

+ seletor !

Figura 3.6: Desenho que corresponde a rotação de O rad e 7r rad, onde em 0 rad, temos o

resultado do momento magnético + e para 7r md, o momento magnético —.

magnético+, e deve ir mudando a medida que rotacionamos o segundo aparelho com

relação ao primeiro aparelho, de forma a se te r  menos átomos para cima e mais átomos

para baixo até voltarmos para 7r md, assim em % rad razoável pensar que tcnhmos metade

dos átomos para cima (m.m.'s+) e a outra metade com o feixe para baixo (m.m.'s—).

Percebemos que % md está entre os limites de  0 md e 7r rad. Não temos meios de  predizer o

que um único átomo i rá  fazer, mas podemos dizer o que acontecerá na  média para alguns

átomos,  assim mostramos a média do momento magnético em unidades de  M, para os três

de arranjos citados com seus respectivos ângulos, ver a Figura 3.6.

Pode-se obter um resultado para qualquer valor de  9?  É natural assumirmos que a

média do m.m., medida na direção 2 deva ser a projeção de 2 na direção dada pelo ângulo

0, dessa forma cos 0, ilustrado na Figura 3.7.

A média do m.m.  é a média ponderada dos dois possíveis resultados, +1 ,  —1, sendo

os pesos & fração de um número grande de  átomos de  feixes para cima,  ou  para baixo. A

fração dita nestes termos está ligada pelo sentido de probabilidades(aqui utiliza-se média

ponderada do momento magnético, alim de calcularmos as probabilidades associadas a
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Média

Í————l somen te  m.m.+  +1
9=0rad  T

e = Ttl2 rad  T

< 50% m.m.+, 50% m.m.— 0

e = n rad 1 i & somente  m.m.- _1

Figura 3.7: As médias dada em unidades de y ,  para os respectivos ângulos de 0 rad, % rad

e W md, com o segundo aparelho rotacionado em relação a direção m.m+ do feixe inicial.

+ cose

+ 1

Figura 3.8: Neste caso temos a projeção do m.m.+ na direção 0, sendo representado, pelo

+ cos 0.

transição do um feixe inicial, sendo trasmitido para o segundo aparelho rodado.).

Assim, partindo da  seleção inicial para átomos com mm.  + passando por um outro
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aparelho na direção 0, temos os momentos magnéticos em unidades # dados por,

[E —> D] cos0 = (+1)p(+, + )  + (—1)p(+, —) (3.36)

[E —> D] 1 = p(+, +) +p(+, —), (3.37)

assim as probabilidades seriam

substituimos

p(+a —) = 1 — p(+ ,  +)
em (3.36),

cosô : (+1)p(+,+)+(—1)(1—p(+7+))

cosâ = (+ l )p (+ ,+)+(—1)P(+»+)—1

1 + cosô = (+2)p(+, + )
1 + cosô _ c2 08262) ,  (3.38)P(“l', + )  = 2

assim

1+cos6  1 1—cosc9_1-—cos ( )
P(+v-)=1-P(+=+)=1—( 2 )=  __2—_—_ 2 = sin2(—g—). (3.39)

O resultado (3 .39) ,  u t i l i zou  a ident idade tr igonométrica

9 9 2 9 , 2  9 2 9 . 2 «9= _ _ = . _ _ — = -- —]_=  —2 — . . 4cos9  cos(2 + 2)  cos (2 )  s1n (2 )  Qcos (2 )  1 sm (2 )  (3  O)

A probabilidade de  obtermos um resultado —, par t indo de  uma seleção inicial m .m.  + ,  é

equivale a probabilidade de  obtermos um resultado + para um ângulo de  71' — 9, apenas

uma questão matemática de projeções. olhar a Figura 3.8.

27r  9 , 29___ .  = __  .41cos (2 2)  8111 (2) (3 )

Então o significado geométrico do  resultado (3.41), encontra-se na Figura 3.10.
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Figura 3.9: Mostra que a probabilidade de obtermos um feixe —, partindo-se de um feixe

inicial de  m .m.+ ,  em relação a um ângulo 9, o mesmo que projetarmos esse feixe inicial

de m.m.+ no ângulo de 77 -— 6, isso pode ser entendido pelo fato das funções cos e sin,

serem complementares.

I
I
I
O ».
l *— &
' &
. S
» «
' x

&

ª k ,
&

(OS( 1/2(n— e)) n/2 _ 9/2 , sen 9/2
&

!

Giz :

“”““—W

1

Figura 3.10: Apresenta o signifcado geométrico de (3.41).

Podemos escrever as probabilidades para uma seleção inicial de  m.m.  —(notemos que o

procedimento descrito para o caso de  uma seleção inicial m.m.  + é análogo para m .m.  - ,

mas  usamos o fato do que  a s  funções cos o sin são complementares fato que foi mostrado

na construção da equação (3.41), para sermos mais práticos:

[E —> I)]

2 0 2 71'
P(—,—) = COS ( ª )  : SH] (5  — ª

9 77 9

“_”“ : SM? : COSZÉ _ 5) , (3.42)



Figura 3.11: Mostra as projeções com relação a um ângulo 9 para feixa inicial de mm.—,

que teria a construção de suas probabilidades análoga ao que foi feito no caso do feixe

inicial de m.m.+ .

Observamos que a probabilidade de um resultado p(—, +) é o mesmo resultado da

probabilidade p(+, —), mas a probablidade p(+, —)  com um ângulo de 7r — 0 e vice-versa,

paras as outras probabilidades vale a mesma colocação, mais uma vez falamos que m.m.—

é análogo ao caso de uma seleção inicial m.m.+.

Em seguida resumimos em uma tabela todas as probabilidades encontradas,

p( , ) | + _

+ cos2(%) sin2(%)

— sin2(%) cosº(%)
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3 .4  Amplitudes de Probabilidade. Interferência

De uma forma mais geral do que a vista na  seção anterior, temos que para alguma

propriedade física A e selecionando-se um resultado particular a '  dessa medida, j á  vimos

que simbolizamos a criação de um átomo a'  como (a'! (lido E —> D).  Em seguida tomamos

um tipo de medida B não-especificada e simbolizamos ela por M (B), dessa forma temos

(a'IM (B) O passo final seria a aniquilação (detecção) do átomo a', resultando em um
número

[E —> D] p(a,, M(B))  = (allAI(B)|a/). (3.43)

Consideramos três tipos de A! (B):

1.  A medida B que seleciona apenas um valor bl

M(B)  = Ibl><b'|,
(P(ª', lb'b'l =)) P(a', bl) = (a/Ib')(bllal>. (344)

2. A medida B que seleciona bl ou b", b" # bl

M(B)  = Ib')<b'|+|b")<b"l,
p(a ' , b ' º ub" )  = (a'lb'><b'|a'>+<a'|b"><b"|a'>

: p(a ' , b ' )+p (a ' , b” ) .  (3.45)

3. A medida B que seleciona todos os valores bl sem distinção

M(B) = 2 |b'><b'| = 1
b,

p<a21> = Z<a'|b'><b'|a'> = <a'|1|a'>
b,

: m' ,  bl) = 1. (3.46)
b,

As propriedades acima, qualificam p(a ' ,  bl) para ser uma probabilidade de  que uma medida

B realizada sobre um átomo a '  i rá  passar a te r  o resultado específico b,. Continua sendo
' ª - . I N

verdade, mesmo numa medida sem espec1fic1dade que selec1ona b ou b , onde ambos os

átomos do feixe transmitido tem como probabilidade p(a', H) + Mal, b"). O resultado da
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medida sem especificidade que contém todos os possíveis valores da medida B, tem como

probabilidade z,); p(a', b') = 1.
Numa situação particular verificamos a fórmula de probabilidade, que seria quando a

nossa medida sem especificidade B é considerada como uma medida A especíiica, como

no caso visto para o momento magnético na seção anterior, para 9 = O rad ou 9 = 7r rad.
.. I I I

Entao os valores de a = + e a = —,

: u 1 se  a ,  = a”  I np(a , a  ) = , " = õ(a , a  ) (3.47)
0 se a 7ª a

e realmente escrevendo a probabilidade em termos da  notação da  simbologia da medida.

p(a,, a") = <a1|a1,)(a"|al) = [õ(a', (l'/)]2 = õ(a'. a”). (3.48)

Algo que torna—se claro é que os resultados obtidos e que o cosº(%), indicam que & proba—

bilidade é um número com valores entre zero e um.

Uma pergunta que surge seria, quais tipos de números seriam (a' Ib) para que (a'lbl)(b'|a')
encontram—se no intervalo definido pela  probabilidade?

Analisaremos a existência de duas possibilidades:

1. Se (a/Ib') é um número real e (bila') = (allb'). Temos,

P(ª', 5)  = (a'lb,)(b'la')[(a'lb')]2 Z 0 (3-49)

e juntamente com p(a',b') 5 1. Porém existe uma objeção que encontra-se no

conceito físico correspondente a

(Ela/> = (a'lbl),

ou  seja, estaríamos afirmando que o estado para um átomo criado e igual ao estado
, , I I . . .

para  o atomo destruido, tanto para a e b , isto baseando-se nos conceitos da  Slm-

bologia da  medida. Dessa forma vemos que os números reais não representam esse

t i po  de  número.

2. Se (a'lb') é um número complexo, com (b'la') sendo o conjugado, (b'la') = (allb')*.

Assim temos,

mail!) = <a'lb'><b'|a'> = <a'lb'><a'|b'>* = |<a'lb'>|ª 2 0. (3.50)
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A construção das probabilidades como quadrados absolutos atribuem um nome para os

números complexos (a'lb'): amplitude de probabilidade. Sendo esta uma descrição pura—
mente funcional. Entretanto, esta  relação pode ser introduzida por analogias, cujas quais

iremos desenvolver.

Considere uma sequência de medidas(em geral diferentes) de três propriedades físicas:

A, B ,  C .  Primeiro, realizamos uma medida A e selecionamos o resultado a], ou seja,

criamos um átomo a': (a'l (lido E —+ D). Então, realizamos uma medida E sem especifi-
cidade, simbolizada por Al (B)

Finalmente selecionamos o resultado c' da  medida O, simbolizado pela aniquilação

de um átomo c,. O número produzido nesta sequência é (all]VÍ(B)|c/), no qual é uma

amplitude de  probabilidade da  qual derivamos a probabilidade:

[E —> D] p(a ' ,  M(B), c') = |(a'|M(B)|c'>lº. (3.51)

Considermos três  exemplos,

1. Seja M (B) = lb,)(bll, uma medida seletiva

[pmi lb'b'l, 6)  =] p(a', b', c') = <a'|M<B>|c'><c'|M<B>|a'>
= (a'lb'><b'c'><c'lb'>(b'la'>
= |<a'lb'>I2|<b'lc')lº
= p(a',b')p(b',c') = |<a'lb'><b'|c'>|º. (3.52)

O feixe de átomos a, é submetido a uma medida seletiva que deixa a fração de

átomos p(al, bl). Então, estes átomos são submetidos a uma outra medida seletiva,
. . Í / . » . - .

de probabilidade p(b , c ), dando assnn a fraçao do conjunto ou probabilidade, como

o produto: ;)(al, bl)p(b', c,).

2. M(B)  = E,): lbl)<b'| = 1 ,  a medida que aceita tudo sem distinção, sem aparelho
; . ' Í .fismo. Para (a |1|c ), ternos equivalentemente,

(ªlla) = ZW/lb/Hb/lclla (353)
b,

e

p(al, 1, C,) = p(a/, cl). (3.54)
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Vemos que (3.53) é similar, a relação familiar vetorial 3—dimensional:

A-C=2Ak0k=ZA-ekek -C
k le

a evolução de um produto escalar em termos das componentes relativas à algum

sistema de coordenadas.

3 .  A medida não—seletiva b = B ,  cujo aparelho funciona medindo a propriedade física,

porém não há seleção de átomos b'. No exemplo do m.m., isto significa que os feixes

que defletem para cima e para baixo estão fisicamente separados, prossseguindo para

o próximo estágio.

A probabilidade p(al ,b,c/) ,  é a soma para cada esolha independente de b,, sendo

distinguidos fisicamente pelo experimento:

p.(n. bc )=Zp( / , l ) pab  (lb/c). (3.55)

Nem a medida B que aceita tudo e nem a medida não-seletiva !) : B, envolvem

uma rejeição dos átomos no estágio intermediário. Dessa forma a fração total ou a

probabilidade, para qualquer resultado é igual a um, para ambos os casos:

; p ( a ' , 1 , c l )  : Zp (a ' , c l )  : 1,

EM (a ,b , c )  Epapbc  (3.56)
!

( '

= 1 = 1

Apesar disso, temos em geral5 p(a', 1, c,) # p(a', b, C,).

As contas detalhadas das equações (3. 54) (3. 55), (3.56), encontram-se no Apêndice

B .
5Essa  nota serve para mais uma vez elucidar bem, o que temos até aqui desenvolvido na. teoria da

medida. Quando falamos das medidas b e 1, nas probablidades, falamos com o seguinte aspecto:

i) b : B representa a medida não-seletiva ou sem especificidade, que por sua  vez está  associada

fisicamente a um aparelho de medida que existe, porém não faz nenhuma seleção de  átomos.

ii) 1 representa a medida  que  seleciona. todos  os  resul tados possíveis sem nenhuma dis t inção,  isto

descri to  de  maneira abstrata pela  t eo r i a  da  med ida ,  po rém fisicamente está. associado a inex is tênc ia

de qualquer aparelho, por isso p(u', 1 ,  c,) : p(ul,c/).
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Figura 3.12: Nesta figura sintetiza—se, uma sequência de aparelhos dispostos em relação a

uma direção 2: de referência, assim o aparelho A encontra-se a 0 md, o aparelho B a % rad

e o aparelho O a 71' md.

Como exemplo consideremos A, B ,  C ,  com m.m. em três direções, representados na

Figura 3.12, mostra a forma como os átomos se dirigem aos aparelhos postos de  maneira

sequencial e como encontram—se os aparelhos em relação a direção z de referência.

Todas as probabilidades para o ângulo de % rad valem %. Para clarificar isto basta ver o

caso do m.m.+ e m.m.—, construído na seção anterior. Assim (lendo—se da E + D), os
resultados a seguir utilizam—se da equação (3.55) e da  tabela de probabilidades do fim da

seção 3 .3  (que nos fornece as probabilidades possíveis para dois aparelhos de medida)

(1, ( l  ( :

[ ) (  + =[ ) ,  + ) : Z [ ) (  + 7 l ) l ) ] ) ( l ) ' ,Á  + ) :

a b b c a b b 6
AA AA AA

= p(+—+)p(+, + )+p(+ ,  —)p(—,+)=
_ 334314
* 22 22—27
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= Míã<bw€rvf3+m€ã<ªm€TYfÚ
11  11  1

= 55+55“5
Porém,

a c a c
M<Puf$v=m1ãªrv=a

a (' a (
A A AAp(++1 - )=P(+ ,—)—1+

sendo o m.m. que é — na direção —Z 0 mesmo como + ao longo de +z .

(3.57)

(3.58)

(3.59)

Faremos, algumas contas de maneira mais detalhada que serão expostas no Apêndice

B,  com relação as probabilidades que mostramos em (3.57), (3.58) e (3.59), os resultados

serão utilizados no prosseguimento da  presente seção, Vejamos o que está associado com

a diferença de resultado que ocorre em (3.58) e (3.59), tendo—se que os termos cruzados
j á  foram calculados no do Apêndice B ,

a L' Ca C a C a

A A AA A AA|p<+ ,1,  + )lº=|p( + ,  +)|º=p( + , 1 , ' + ' )=p (+ ,  + )=0,

ALLAA ªº A) ;
= | (+ |+><+ |+><+ |+<+ l+>+

p(+b3+)  : — = a. b b ( '  c b b a
A A AAA+<+|<>M—l<?M+-|—><—|ªf> +

a b b c c b b a
AAAAAAAA

_3_  +<+ |—><—|+><+ |+><+ |+>+
2— a b b c c b b a

A AAAAAA
<+ i ' + ”><+ |+><+ |—><—l+ ) | º=

112
“5-5 ' - º



KAI/“mb> 1”“><—””ªi/WTI”? +
p(+aba_ )=%=

NTI /XN- bI /NNAIA)  
(A l , -«> +

a b b (.: (' b b a

3_  Hªm/m — |Ó><Ó|<P><T|T> +
2— a b b ( '  ( b b a

<T1T><Tiío<ôlô><ºlT>lº  =

= _ + _ 2 _ 1
2 2 |

a C a C

Podemos concluir das contas anteriores que p (  + , 1 ,  + ) seria igual p (  + , b ,  + ) a
ª C a C

Amenos de um termo, de  modo análogo para p (  + , 1 ,  — ) e p (  + ,b ,  + ) ,  esse termo

que chamamos até aqui de  termo cruzado, possui seus valores de acordo com a medida

que esteja se fazendo, no nosso exemplo ele toma os valores à e ——2 ,quando  estamos

trabalhando com a medida 1 ,  porém quando passamos para medida 2nào—seletiva. b, seu

valor vai a zero, pois esta medida perturba,  ou seja, interfere na medida que escolhe todos

os valores possíveis. No próximo capítulo será exposto de  maneira mais  geral, essa relação

de interferência e melhor comentada.
Assim temos situações com intcrfôucia típica de  fenômenos ondulatórios. Com base

nessa analogia, fala-se alternativamente da  amplitudade de probabilidade como uma

função de onda.
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3 .5  Medidas que perturbam o sistema

Na seção anterior, existe uma importante lição no fato de que p(a', 1, c,), não é efeti-

vamente uma medida B :

:º(a', 1,61) = |Z<allbl><bllcl)lº, (3-60)
b ,

é em geral diferente de p(al ,  b, c,), na  qual a medida B torna—se presente, mas todos os

átomos dessa característica física são conservados:

m', a e') = Epmd b'>p<b', e') = E l<a'|b'>lºl<b'|c'>lº =
b' b'

= E I(a'lb/Hbllc'Hº- (3-61)
b l

Este fato é geralmente expresso como “a medida que perturba o sistema”. Isto é muito

diferente da situação na física clássica onde é assumido que em princípio, como um limite

idealizado, que a medida não perturba o sistema. Consideramos um problema familiar de

medida do campo elétrico em um ponto, no qual responde ao colocar uma carga teste neste

ponto (o  próprio campo é uma idealização) e medindo a força sobre ela. A objeção deste

feito encontra—se na  presença da  carga teste mudar o campo que está sendo medido, mas

em geral diz-se: “sim7 porém pode-se tomar a magnitude da carga teste arbitrariamente

pequena.” Tudo vai certo, até alcançar o nível dos átomos e os elétrons dentro deles e

descobre-se que estes não são pequenas cargas. Em resumo a atomicidade da  matéria e

das propriedades físicas associadas com a matér ia ,  colocam um limite fundamental para a

idealização básica que está implícita na física clássica. Sendo isto o que permea a mecânica

quântica.
6Obtemos uma versão quantitativa da “medida que perturba o sistema” por questionar

6A medida que perturba o sistema refere-se ao fato de  que ;;:(ul, 1,01) # p(al,b,cl),  sabemos que

na  pm], 1 ,  c ) ,  1 representa uma medida dentro da  teoria, pois fisicamente como já dito não há  nenhum

aparelho associado a 1 ,  já o caso da  p(a'  , b, c,), b é uma medida que conserva os átomos bi e assim perturba

o sistema eliminando os termos cruzados de  p(al , 1 ,  cl) que seriam Zb '  #"  (a, lb,)ª' (b, la')" (a., |b") (b" In,), este

é o sentido de  perturbar o sistema, pois o sistema quando não o medimos possui todas as possibilidades

sendo representado por 1 ,  sendo o sistema preparado num certo sentido, quando o medimos acabamos

por filtrar parte desse sistema.
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um símbolo M;,, da  medida não-seletiva B7 para que

a(' ,b, c) =X“  a bº) (bÇC') = E |(a'|b'>(b'|c'>|º = [(a'lA/íb|c')|º (3.62)
b l

em um determinado sentido. Isto nos auxilia para voltar a p ( a ' , 1 , c ' )  e escrevemos ela

COIIIO

p<a',1,c'> = |Z<a"<"<a'<|b>b|c»2=Z >*<"*b|c> Z<<'|b"><b”|c'>=
l b !

= Z<a'>b>*<<'a'|bb>c'>*< ><'b|c>+ ZM >*<">b|c>**ab<:<'|"><b”<'>=
b l  #1)”

= zm <b> <b|c'<u>|º+Z > b” b'l >< >b><b”| > (363)
b l  b#b”

=p(a',b,c')

essa indexação do  somatório com h”, serve para diferenciar da  parte conjugada que surge

do cálculo da  probabilidade e auxilia no resultado do produto dos somatórios em duas

partes uma quando bl = b" que corresponde p(a',b,c') e outra devido a b/ 76 b", onde

aparecem os termos cruzados.

Vamos analisar a seguinte convenção feita para A/Íb,

M,, = z |b') eiªºªª') (b'|,
b l

I .. , . . A .onde os <p(b ) sao numeros reals, conhec1dos como angulos de fase. O efelto dessa con-

venção é dada por:
I [ I  I I  [>  I I I  ' I  I

(0 |b><b|0> —ª<ª lMÍ  " ) (b l c )

(ª lb >*“? ICV—+ <ªMb) “[<ª |C>- (354)
Com esta convenção vemos que não há mudança para termos de b' = b", cªlºwlleªªpwnª') =

|e"'*º(bl)|2 : 1, em

p<'.a lc =Z><a»b<('blc' »º++<az«» >* *eª'ªºª”'**><b|c> <a'lb'> “º“<b| >
>/ #1,”

= Daf<b>*e**'*<'*'><b'|c'>*<a'<b'>e*"*<º'><b'|c'> +

+ Z< a '>*|b <b |c> *<a'| b”><b”|c'>e-***ª>e**(* > =
b l  #bl l

: Za [<a ' l >< |b><b  l c ) > l2+WE , , ( lb<I>IC  <a , l b , / ) (bn l c ,>6_ i ªp (b l ) e i ª p (bn )7

bl &' =(,”
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porém como obtido acima os termos com bl # 1)" são multiplicados por e“ªªª(bl)eiªª(ª").

Conseguimos eliminar os produtos cruzados se cada Lp(b') não é um ângulo definido, mas

é uma quantidade distribuida aleatoriamente. Então um valor particular cp e 30 + 71', são

igualmente prováveis e a média é zero(e'w elª”") = e"r = —1).

Esta aleatoriedade das fases leva à natureza incontrolável do  distúrbio produzido pela

medida. Isto é importnate porque em um nível de medida clássica, os distúrbios pro-

duzidos pela medida podem ser admitidos se  eles são conhecidos e portanto podem ser

compensados.

A utilização,

Z |b"> aª ª" )  <b"|
bu

tem uma grande aplicabilidade se permitimos que alguns do go(b") assumam valores

imaginários, mais precisamente valores imaginários positivo infinito, ou  seja, ioo, onde

amºº) = (º“ = 0.
Se fazemos isto para todos os b' 76 b", então todos aqueles termos desaparecem e

ficamos com [g(b') real]

M = ew<b'>|b'b'|
onde o fator de fase restante pode ser ignorado no contexto de probabilidade I(a'IM |c')|º,

já que e—Mbl) eiª/ºw,) = eº : 1. Retornemos para a medida que seleciona apenas átomos b',

com todos os outros sendo descartados, a obstrução desses feixes agora sendo representada

por um tipo de absorção completa que é (fºº. Se as fases imaginárias infinitas são aplicadas

para todos os átomos, menos para algum bl e b" # b,, onde as suas respectivas fases são

reais e iguais: c,?(bl) = ',:(b'l). Em outras palavras, se estudarmos o segundo termo da

p(a' ,1,c'),  com ga(bl) : ioo e Mb") : ioo temos,

E (ª'lb'>*<b'Ic'>*<a'lb”>(b”|c'> e'ªwb'W-vw'» =
b / , ; éb /

=e" º º=0

= E (a'Ib'>*<b'lc'>*<a'lb"><b"lc'> eªm-fºº) +
b ”#b l

apo" )

(a'|b'>*<b'|c')*(a'|b")(b"|c')ei<v<b">—sº(b')> :

= (a'lb">*<a'lb")<b”Ic'>*<a'lb"><b"lc'>eº = |<a'lb">(b"lc'>lz—
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Agora estudando o primeiro termo da p(a', 1, c'),

Z|<a <b'<">|º>b|c
=Z<d |b><<'b|c> "'(a'lb')<blc'>e”ªªª(“eªªª(b')+

fase real
A

'

+<a'|b'>*<b'ic'>*<a'|b'><b'|c'>cªº/“W ªº“)
=<a'|Z <b<|c> < a'lb'><b'|c'> eiªºº-iºº) + <a'|b'>*<b'lc'>*<a'|b'><b'|c'> eº =

b
=()

: / * / I * I I I IÓ ' I I * I I * l / l l
=Z<alb> (biº) <a|b><b|0) e ºº+<a|bl (Iºle) (alb)(b|6)=

I),

= I(a'lb'Hb'IC'Hº.

A probabilidade ficou então como,

P(aÚbycl) = I(a'lb'><b'|cl>|º+|(a 'Ib")<b"| CW

E |«1'lb)<blc'>l2 = |<a'llc')|º-
b=b"

I I  I I

Dessa forma vemos que produzimos a medida Mb:  lb b | + Ib !) ], finalmente se todas as

go(b ) são reais e com as fases comuns, ou seja, todas as go(b )=  <p(b" ), chegamos facilmente

na medida que aceita tudo, que seria M (B) = 17.
Isso nos mostra que utilizando a definição da  exponencial com os ângulos de fase e

dependendo dos valores dos ângulos, se são reais ou  imaginários, conseguimos estudar os

símbolos de  medida sob um outro ponto de vista, onde vemos que a medida que perturba

o sistema, t em sua  natureza incontrolável, baseada na  forma como esses ângulos de  fase

são dados.

I !  N7Bas t a  proceder de maneira análoga ao caso da. medida Mb:  Ib & | + lb b [.
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Capítulo 4

Observáveis

A representação simbólica das  medidas e o uso de  probabilidades são  contraposições

para a física clássica, onde a teoria é formulada em termos dos valores das  propriedades

físicas. Mas is to deve ser latente na descrição quântica.  Pode—se mostrar um símbolo que

esteja associado com um valor de uma propriedade física como um todo?

Uma maneira natural de responder essa questão, é começarmos pelo valor médio, ou

valor esperado, de uma propriedade física B, produzida por uma medida em átomos a].

Nesse sentido,

[EªD] 03)“s p(a',b') b '=  <a|<Z|b'>b' <'b|)|a'> (4.1)
"' =<a'|b'><b'|a'>

na qual exibe uma clara separação entre o que é medida,

B = E |b')b b
b i

e a informação sobre os átomos (all, la'), denotamos também por7

(BM = (a IBM ). (42)

Vamos verificar o que B fornece como símbolo da  propriedade fisica B. Consideremos em

primeiro lugar,

<b' |B= Z <b'lb”) b' <b” | — b'b< | (4.3)
b" ='õ(b b")
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O resultado acima pode ser lido (E  —> D) como: um átomo b' criado e a propriedade B

medida, o resultado é um número bl. Um outro caminho ou versão é,

B|b"> ;= | b '>b '  <'b|b">=|b"”>b. (4.4)
à(b' b”)

Podemos apresentar os resultados anteriores em outro caminho. Consideremos1 B — b i l ,

onde um valor particular (valor fixo) 1)] é multiplicado pelo símbolo unitário:

B _ b l  E B ___ b l l  : E | b ” ) b ”<b ” |  .— b l  2 Ib i / ) (b l l l  : z l b , / ) ( bn  _ b / )<b l / I '  ( 4 . 5 )

b l l  b l /  b / I

Considerando um átomo (b/l criado e a propriedade B — bl medida,

<b'|<B _ b') = E: <b'>b”> <b” _ b'><b”> = 0. (4.6)
b”  =( , ;  [ I ! )=» ) , )

Para um átomo Ib"),

(B  _ [ ; ] -Hb” )  : z Ib i / ) (bn  _ b l )<b l l l b l l>1

b"  “,;

seria nulo desde que b" — b, = 0, ou seja, b" = bl, teríamos

B = b'1|b”> =

Um fato básico e esperado sobre o símbolo B,  é que se os possíveis resultados de  uma

medida sendo bl, bz, . . . , bm então os resultados da  medida B2 devem ser (b1)2, (b2)2, . . . ,

(bn)2 e de maneira similar para potências mais altas. Dessa forma,

132 = B B = ; |b'>b'<b'| ; |b”>b”<z/'| =

= 215)>b'b<'”><"b|b><zf<+2|b><b'º'><b|=z|b><b'> (4.7)
bl # , ”

De maneira similar e extendendo—se o resultado anterior temos,

B _ b1 = E |b")(b" _ b1)(b'|,
b /

N . ( . ; »1Es ta  notaçao mostra que  selecionmuos () valor 1) , se  lembrarmos que no terceiro cap i tu lo  os Simbolos

de medida possuem uma lei aditiva, dentro de uma determinada álgebra e com isso decorre o fato de  que

uma operação que envolva, somente s ímbolos de  medida. deve resul tar  a inda em s ímbolos  da  medida  po r

razões de natureza matemática da  álgebra, é razoável aceitarmos esse tipo de  notação.
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<B — b1><B — bz) = E |b'><b' — b1><b'| Z |b'><b' — bz><b'l =

= E !b'><><'b =b1><><b'lb"><b” =b2><b”|+2|b><<b —b1><b —b2><b|=
bçéb” _o

: Z|b')()'b —b1) (b—(b2)(b ! (4-8)

Para os valores bl, . . . , bn da medida B,

(B—bl)...(B—b )=1Í[(BB)—bk=—Ú2|b ' )  (b —bk)(b'
k=1 b,

=Z|b>><b —b1><b'| Zlb'><b'—bn><b
),

sabemos pelo princípio da indução matemática que se é válido para k = 1, k = n — 1,
então e' Válido para um n qualquer, assim supomos que é válido para n — 1 e procedemos

com os cálculos,

=1
A

= E |b'><b' — b1> . . . <b' — bn_1><b' — bn) <b'lb'><b'| +
f-A—

+ Z |b'><b' — bl) . . . <b' — bn_1><b'|b”><b" — bn><b”| =
Web”

(,
: XII)/)((b)'-b1  ...(b'—bn_1)(b'—bn)<b'|=

: z|b)(f]<'>b—bk1<bl (ªº)
I:: 1

desde que qualquer (3, seja igual a um bk, temos como solução

Zlb)  [H(b —bk)) ] (b ) :  o. (4 .10)
k: 1bi

Assim B obedece uma equação algébrica de grau n. Dessa forma, qualquer função de B

expressa por uma série de potências não é mais que uma combinação linear, com múltiplos

numéricos, de 1, B, Bº, . . ., Brºª. Uma tal função pode ser representada como,

)==Zf(b )Ib b |—' ; lb'>f(b')<b'|- (4-11)
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Tomamos então como & deíinição geral da  função f (B) do símbolo de medida B, ou do

observável B. Qualquer medida da  propriedade física representada por B, mede todas as

funções de B. Tudo que se é exigido da  função numérica f (b') é que a mesma tenha valor

bem definido para cada resultado de  medida bl.

Como exemplo de função de B expressa por uma série de potências de grau n — 1 ,  para

algum valor b' fixo temos,

õ(B,b') = H (?,-5%), (4.12)
Meet/)

um produto de n — 1 fatores lineares. Se  B tem o valor bl, esta  função é igual a um ou

símbolo unitário7 se B tem um valor diferente de b,, a função é igual a zero ou símbolo

nulo, donde acaba sendo a designação do  símbolo del ta .  Então esta  função em termos do

símbolo de medida é,

, B—b” B—b" B—b.”_603, g,, >= H(”_,/,)=<b,_b,1%)...(b,_bg_í>
valor fixo 1)" (aªª/)
b l "

IH— >[H(%,—— >1<—b'”|— Z |b”'>õ( ><b | — |b><b |—- Ib b | (4.13)
bml  bm

=õ(b'”,b')

o símbolo da  medida seletiva b'. Com isto, notemos que  multiplicando õ(B, b') pelo fato

(B  — bl) produzimos o polinômio de grau n que é zero como já  vimos. Assim

I l  /0=  B—b' õB,b' = B—b' b' b' = b" bH—b' b b( ) (  ) (  ) I ) ( | ; l ) (  ) ( ! ) (b |=
** =5(1/' ,»)

como deveria ser.

Eventualmente, o símbolo unitário 1 é também uma função de B,  sendo algo que tem

o valor 1 não importa qual o valor de  B:

(bl “l,, =<b|Z|b><bl=Z<b|b><w= 4, (bi. (4.14)
símbolo unitário 5"  6"  

=5 (bqb" )  número

Podemos mostrar o símbolo unitário como uma série de potências em B pelo uso da
.. , . » . . . l 'construçao da serie de potencias da medida seletiva Ib b |:

1 = Zimo”;=Z|b 'b ' |=22 |b” ' )” ' ,5(b  b') (b"' |=Zõ(Bb')
b l

: z H(B—b”) )=1+0+ . . .+0=1 .  (4.15)
b ,  b”  ()?Éb/
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Ou seja, para qualquer valor lO B, o lado direito será igual a 1 + O + . . . + 0 = 1 .

4 .1  Álgebra dos operadores de Pauli

Buscando uma ilustração para representação simbólica das quantidades físicas, junto

com a construção da  seção anterior, retornemos ao experimento de Stern—Gerlach, que foi

o nosso ponto de partida, assim sendo % possui os possíveis valores +1,  ——1. Seguindo

Pauli designamos esta quantidade física como az, que poussi os valores a; = +1 ,  —1.

Então

a: = Zlb'>b'<b'|=|+1>(+1)<+1l+|—1>(—1)<—1I=|++|—|——|,,
1 = Zlb'Xb'l=|+><+l+l—><—l=|++|+|——-l- (4.16)

b' .

Baseando—se na  expressão (4.8)7 temos para o caso do experimento de Stern-Gerlach

( a ,  _ 1)(az + 1) = of + O; - az _ 1 : of - 1 = E |b')(b' - 1)(b' + 1)(b'| :
b l

= |+>(1 — 1)<+| + |—>(—1+1)<—| =O (4-17)
(na  primeira desigualdade da equação acima utilizamos a propriedade distributiva da

multiplicação, isso segue do  fato que os símbolos de  medida j á  nos indicaram uma estrutura

algébrica, ou seja, a álgebra das medidas.), então podemos escrever os símbolos2 | + + |  e

| — —|, baseando—nos na expressão (4.12),

«vz—(021) |++|—|——|—(—|++|—|——!)_
|++l 1-(_1) : 2 _

_ |++l+|——|+l++|—l=—|_1+az
2 2 ”

l——| : ( f z—(a ; )= |++ l= l== l= |++I—|——|=

—1—(+1) —2
: |++|+l I 2< l++ |  | |)=12az. (418)

2Es te s  símbolos da  medida tem como referência a direção z no espaço tri-dimensional, por isso, estão
. , ' l ' . : A :escritos nos vetores de  base | ;  ) = 102) e ( :  [ = (021 , com isto temos as segumtes correspondencms para

os  s ímbolos da  med ida ,

21) l++ |  = |+)(+| = |+)z z(+|= I— —| = l—)<—| = I—)z z(—l;
b)  |+=l = |+><=| = H): z<=la l— +| = |->(+I = l_>z z<+l'
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A partir de of = 1, obtemos

ºf = E lb')(b')º<b'| = ( | ++| — | — —| )2
b l

(|++|-l-—|)(|++I—|——|)=

=|++n+H—rwW——r4——H+H+r—m——t
vamos analisar cada termo de 03, baseando-nos nos resultados prévios de | + +]  e | — —|,

|++| |++|

|++ | |—- |

|——||++l

1+az  1+crz  _ 1+022_ l  2_< 2 x 2 %% 2 )—40+m)—
1 1 1
Ã(1+1+20z )=Ã(21+20z )=ã (1+az )= |++ | ,

l — a z  1—0;  _ 1—022_ l  _ 2_( 2><2  >_<2 >—4u a ) -
—1—(1+1—2 ) — l ( 2 1 — 2  ) — l ( 1 —  )——| |4 º; —4 º; —2 a;  — ,
1+Uz 1—0; _1  _ _ l  __ _ 2 _

( 2 ) (T ) ' _4 (1+OZ) (1  ª z )—4(1  º ' z+ º ' z  º z )—

à ( l—o?)=0
1—0;  1+az  _ l  _ __ l  — _ 2 __

( 2 )( 2 )-—4(1 az)(1+0z)——4(1+oz az az)—

âu  - 03) = o. (4.19)

Como já descrito em maiores detalhes na primeira seção, o experimento de Stern—Gerlach,

nos informa que

1)  O elétron possui uma propriedade física, a qual chamamos momento magnético

designado por n .

2) A componente desse momento magnético segundo uma dada direção ( a direção do

campo magnético ) possui somente dois valores.

Assim associamos um observável a es ta  propriedade física. numa direção 5 que conven-

cionamos. Contudo estamos num espaço tri—dimensional no qual poderíamos convencional"

a direção do  campo nas out ras  direções espaciais também,  obtendo pela isotropia espacial

dois valores na direção escolhida, exemplo disto seria rodarmos o aparelho na direção

escolhida (lembrando-se que o sistema de coordenadas está fixo, só o aparelho é rodado),

ou seja7 alinhando—se o campo nesta direção.

Basicamente o que estamos fazendo é uma  projeção do observável associado a pro-

priedade intrínseca do elétron numa direção preferencial pré-estabelecida.
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Os resultados medindo—se para Um e % devem ser :|:1, assim devemos ter

ª = 1 ,0 ;  = 1 .  (4.20)

Uma er  unta natural ue sur e em com ara ão com a é ossível exibirmos as ro-Z)

priedades físicas em termos de | + —| e l — +], para este feito, se faz necessário sabermos
as propriedades da multiplicação,

l+—||+-l=0»|—+l|-+|=0,
l+—H—H=1+HJ—+H+4=l—4. em)

Se queremos construir símbolos que sejam quadrados unitários, podemos tentar começar

por

[| —+|+|+—[]º=1—+||—+L+|+—||—+l+|—+H+—l+l+—||+—L= 1,(4.22)
=o  =|++| = |__ |  =O

com is to  podemos escolher a definição

ax=!—+|+ |+—| .  (423)

Se tentarmos prosseguir com a mesma ideia construída anteriormente, fazendo-se agora a

diferença temos,

[| — +| — | +—|]º = 1—+|l — +l—l+—|| —+l—_|—+l| +—l+1—+ll +—L=
=vo =|1+| =|Í—1 =º

= ++++l—4=—L %%)
Observamos que falta algum número na nossa construção, para definirmos o ay, assim

sendo j á  que os números reais não  são  suficientes, passemos aos complexos, da  seguinte

forma,

[il —+| —z'l + —|]º = (—1)1—+H — +l+l+—ll —+l+
=vo =|1+1

+l—+||+—!+(—1)l—+ll—+l=
—|——| =º

= |++ l+ |——|=1 ,  (4.25)

dessa forma podemos definir.

ay =i| —+|—i|+—|. (4.26)
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Agora podemos explicitar os símbolos de medida | + —| e l — + |  em termos de nossas
construções convencionadas,

1 . 1| + —| = ª(a,  +wy), | — +| = ªm  — ay) (4.27)
no qual obtemos pelas propriedades de  multiplicação,

1
0 = [| + _”2  : ª(o-x + my)2 = 03 + ioyax + iaxay —— a; =

1: Ã“ — 1 + i(azay + 03,03”, (4.28)

segue-se ent ão,

clay + ayer = 0 => (Igor = —a$ay. (4.29)

Olhando para o produto,

1 . 1 . 1 . .
[+  “ | |  — + |  : l+  “H : ª ( ºw  + l ª y ) ª ( ºw  “ l ª y )  : Zºº.-r + Zª r ; ) ( º - r  + 2031) :

1 1
: Ocª—1.030"?! + iam + a; = Ã“  + 1 — 2iaxay] = 5“  — iazay) =

1
= ª ( l  + (T ; ) ,

implicando que

—iazay : az => away = iaz, (4.30)

a equação(4.30) acima juntamente com (4.29), nos leva

0340103, + ayaw) : 0

axamay + azayaw = O

(7v + 0201 = 0 ,

(gray + O'yO'z) % :

azoyay + ayozay =

wzay + Uy'LO'z :

G
O

O
D

ayaz + 0203, = (4.31)

79



Também temos,

(740301, + ayam)

azaxay + U,, Oya;
V
=-—'llz1z

ogame-3, — 203

020,03, — i l

020103,

(0103! + (71,01) az

0380s + 01,03 O';

=—iaz

axayaz — mf

UmO'yO'z

cry (azaz + Uzoz)

Uyam az + ayazaz
V
=—io'z

. z+20 ;  + ayazax

ayaz az = i1 . (4.32)

Mostrando-nos que os índices podem ser permutados ciclicamente,

azayaz  = ayaxaz : azazay  =i1 . (4.33)

Assim a expressão (4.30) é complementada por duas outras expressões via equação (4.33),

(f.,/(7201. :

(ayazax) 03 =

Uva: UI oz :
V
=”;

ayaz :
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020203, = i l

(azawoy) ay : wy

azar  ayay = ioy
V
=,;

azar = iay. (4.34)

A passagem feita da  álgebra dos quatro símbolos de medida |:l:d:| para a dos símbolos 1, am,

cy, cz é um tanto malfeito, mas as propriedades algébricas do operador vetorial de Pauli

a não é (com isto, atribuímos um formalismo matemático a construção inicial da  álgebra

dos operadores de Pauli) .  Uma maneira de expressarmos os símbolos compactamente,

seria considerarmos dois vetores, digamos &' e b. Então,

a - É a - _b) = (axam + ayay + azaz)(axbx + ayby + azbz) =

= awamawbw + axaxayby + axazazbz + ayayaxbx + ayayayby +

+ ayayazbz + azazawbz + azazayby + azazazbz  :

= azbmaª + aybyaâ + azbzaª + ayazaybZ + Uzayazby + azazazbz +

+ amazaxbz + awayazby + ayazaybz =

= (ambas + ayby + azbz)1 + z'aª,(aybZ — azby) +

iay(azbz — ambz) + iaz(azby — aybx) =
_ .

: ( c r -En  +ia . (& >< b). (4.35)

Com isto, unificamos todas as propriedades de multiplicação. Em particular, seja ã? = 5 =

H, um vetor unitário numa direção qualquer, temos

( amº=a -aa -a=(n -a )1+m. (nxa )=1 ,  (4.36)

isto mostra que uma medida da  componente de a em qualquer direção terá os resultadoes

+1  e —1. Apesar de termos a possibilidade da mudança contínua na direção de medida,

a não—cornutatividade dos símbolos de  diferentes componentes assegura os resultados dís-

cretos das medidas.
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4 .2  Símbolos Adjuntos, símbolos Hermitianos

Notemos que a simbolização de sucessivas ações de medida através da multiplicação

de símbolos correspondentes possui certa arbitrariedade, escolhemos eles na sequência da

esquerda para direita (E  —+ D).  Mas isto é apenas um modo de se trabalhar, podemos

igualmente ordena-los da  direita para esquerda, da  mesma maneira com a liberdade de

escolha dos sistemas de coordenadas, a validade de uma premissa física não pode depender

de quais convenções adotamos. Assim uma relação que seja correta, expressada em alguma

convenção, deve ser também uma relação correta quando mudamos sistematicamente para

outra convenção. Construímos isto pela condição de  uma operação matemática, chamada

o adjunto, ou conjugação Hermitiana e simbolizamos pelo dagger: T.

O símbolo de medida la,/a"! tem a interpretação de selecionar átomos a, e produzir

átomos a " ,  quando lido da  esquerda para direita - destralmente. Se  lemos da  direita

para esquerda, sinistralmente, isso significa selecionar átomos a"  e produzir átomos a ' .

Expressamos da  seguinte forma

I I Il aa I I  I

|* = la a | , (4.37)

dando uma nova interpretação para convenção original. Lendo-se como o adjunto (ou
I I  I .a a | .  Num exemplo particularconjugado Hermitiano) de Ida/'] é

|a'a'|* = |a'a'| , (4.38)

quaisquer desses objetos são ditos serem auto-adjuntos ou Hermitianos.

Os vetores esquerdo e direito (all, la') são lidos destralmente [E —) D] como a criação
de um átomo (a'l, destruição de um átomo [a,), respectivamente. Na convenção sinistral

[D —> E] , (cz/| simboliza a destruição, e la') a criação do átomo a]. Assim

(a'lJf : la') (criao), W))[ = (a/l (destruio). (4.39)

Aqui, e no geral, a repetição de "|" retoma O objeto original, como em

(Xl)l = X .  (4.40)

Ilustramos outra regra geral combinando com o que aprendemos:

(|a'>(a"l)l = la">(a'| = ((a"|)l(la'))T (4-41)
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OU.

(XY)l = l f ;  (4.42)

o adjunto de um produto é o produto dos adjuntos, na ordem oposta. Num exemplo mais

elementar temos,

(|a'b'||c'cí|)T = |c'af|*|a'b | f _— [da  ||b'a | .  (4.43)

Com a igualdade (4.43), obtemos um novo resultado

ti;/nad | = |a'><b'|c'>(cí | = <b'|c')|a'(/ | ,

ld'c'llb'ª'l = |f1'><c'w>'><a I—— <b<'*|c> was (4.44)
levando—nos para

((file/Mari,!)T = (b'IC'YIa'cÍIl, (445)

na operação adjunta, números são substituídos pelos seus complexos conjugados,

(AX)* = Wo , (4.46)

onde A é número complexo qualquer.

Observamos que a sequência reversa da  operação T, expressa na multiplicação, não faz

efeito sobre a adição:

(X + Y)T = Xl + Y* . (4.47)

Como consequência do resultado (4.47) o símbolo unitário é Hermitiano,

1f — (Z: | a ' a  | ) *_— 2 la a'|T = E [a./all = 1 .  (4.48)
a /

De fato, o símbolo de qualquer propriedade física,

B:  2 l ;  ('bl com Z) =b ,  (4.49)

é Hermi t i ano :

= (E  lb')b'(b'|)+ = ZGÓWUÍIV = E)“T b"

b' b' b'
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Agora, vamos trabalhar com os operadores de Pauli da seção 4.1, verificando se são

Hermitianos

1*=( |++ |+ |——|)*= |++ |T+I——I*= |++ |+ |———l=1 ,

ºl=(|++I—I——I)+=l++|l—|——|l=l++I—|——l=az,
ºl=(|—+|—|+—|)*=|—+|*—|+—|*=|+—|—|—+l=az,

0; = (il —+| -i|+—|)Jr = (il ++ | ) l— (H+-|)T = = i |+ - |+  |—+| = ªy- (4-51)

Por último observemos como a álgebra dos (fs comporta-se sob conjugação Hermitiana,

utilizando—se a regra (4.42) e o resultado geral (4.50)

«»

(U ' ãõ ' b ) l  = (a -g ) l (a—â ' ) l=a—50-ã=5-ã+iU-(5Xã)=

= (5 .5 )1  + ia - (5x  5), (4 .52 )

sendo o mesmo resultado de (4.35).

4 .3  Representação Matricial

Os operadores de Pauli am e % são exemplos de alguma quantidade física escrita,

em termos dos símbolos de medida de uma outra propriedade física, no caso em função

dos vetores de base <z'| e Iz'). Uma outra forma mais geral de escrevemos os símbolos

associados as propriedades físicas, é investigar mais a fundo o símbolo unitário 1

B : 1B1 = E |a'><a'| B E |a"><a"| =

= (la/)(a'i + - - . + |ª"><a"l) B (lª'><a'| + - - - + lª">(a"l) =
= (lª')(ª/|B+ .. .  + lª">(a"|B) (la/)(ªll + -- - + la”)(a"|) =

Z (a., [Ela,/) Info,/Il . (4.53)
I I Ia , a

. . . . .. . , . I II
Com isto, exrbnnos B como combinaçao hnear de nº SlmbOlOS de medrda |a a |, sendo

2. ; ' " »especrficado pelos valores dos n >< n = n numeros (a |B|a ). Estes numeros podem ser
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dispostos em uma forma quadrada n x n, ou seja uma, matriz:

(allBlal) <a1|Blan>
' ' ' (4.54)

(ªnlBlcu) (anlBlan)
Para uma exemplificação nos baseamos no  experimento que nos impulsionou (o  experi—

mento de Stern-Gerlach), utilizemos os operadores de Pauli, para mostrarmos as matrizes

associadas com os observáveis az ,  cy,  cz e o símbolo unitário para este caso 1 ,

ª z= | -+ |+ |+- | ,

<+lºz|+) = <+| (1—>(+| + l+>(—|) |+> = <+!—><+|+> + <+|+>H+> = 0,

(Hªvai-> = <+| (|->(+| + l+)<-l) H = <+|=><+I=> + (+!+)(-I-) = 1,

(-Iºz|+) = <-| (I—>(+| + |+)<—I) |+> = (=|—><+l+) + (=I+)(-I+) = 1,

HUA—) = (—| (I—)(+| + I+)(—I) !=) = (=|—)(+|—> + <—|+)(—|-) = 0,

a :  owm+<Hah> : 01
I PMàH<4wh> 10  ª

com os demais operadores procede—sc de  forma análoga resultando,

temos então

%=H—H—H+4,

(HaHháHUFNH—MNánH=KH4HdHHH4H=Q

(H%Ph4HWPNH—WN4HH=N+PMH4—MHHG++=%,

(4%HháªuPNH—WM4HH=M44HH%4GHM4H=L

(—lºyl-> = (—| (il—H+] - z'I+><—|) |—> = i(—l—)<+l—> - z'(—I+)(-|—> = 0,
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obtendo-se

a : <+|ªy|+) <+lvyl—> : 0 —z'
ªª <—|oy|+> Hau—> + 0 ,

ªz=|++I-|--—l,

<+lºz|+) = (+I (|+)<+l = |-)(—I) [+) = <+|+><+|+> - <+HH+> = 1»

<+l0z|—> = <+| (!+><+| — l—)<—I) |—> = (+I+)(+I—) — (+|—><—|—> = 0,

<-|ºz|+> = (=| (|+>(+l - HH)  |+) = <=|+><+|+> = (=|-)<—|+) = 0 ,

<=|az|—> = H (|+><+| — |—><-|) |—> = <=|+><+|—> — <—|—><—|—> = =1,

a, ( <+|az|+> <+|az|—> > : (1 o )
<=|az|+> Hall—> o -1

1=|++|+|——|,

<+|1|+> = <+| (|+><+| + |—><—|) |+> = <+|+><+|+> + <+|—><—|+> = 1,

<+|1|—> = <+| (I+><+| + |—><—|) |—> = <+|+><+:—> + <+|=><=|=> = &

<=t1|+> = <—| (|+)(+l + HH) t+) = <—|+><+|+> + <—|—><—l+> = 0,

<—u|—> = H (|+><+| + |—><—|) |—> = <=|+><+|—> + <—|—><—|—> = 1,
1: ( <+|1|+> <+|1|=> ) = (1  o)?

<—|1|+) (-|1|—) 0 1
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conhecidas como as matrizes de Pauli. Uma propriedade física pode ser representada

por sua respectiva matriz,  assim todas as operações algébricas, onde se encontrem esta

propriedade física, pode ser expressa em termo de sua representação matricial, isto é

claro válido para todas as outras propriedades físicas, Mostramos as operações algébricas

básicas:

Adição de B e C:

B+C = 1 (B+C) 1 = Z(a'|(B+C)|a')|ala'| = 1B1 + 101 =
I I I

(I  ,(L

—-Z<a |B>a” »>a'a"|+2<a'10|a">|a'a“|= Z<aHIB>a>+<a|c1a>|a'a”|
a l a "

implicando que

<a'|(B + C)|a") = (a ' |B |a / '>  + ( “em”) ,  (4.55)

Multiplicação de  B e C :

I I !  / I I I

>|aª !=BC = 1301 = E <a'|BC|a">|a'a“| = Z<a'|B1C|a
! I I  I I I Ia ,a a ,a

=Z<aIBZIa"> <a ICIa"))IGHamI — E EM(IBIa">( a"l0lal")|a'aml
(ll a l l !  (1, a l l !  ª l l

implicando que

(a IBCI am)= Zhi / IBM“)( « ” |C l t im) ;  (4.56)
II

a

Multiplicação de B por um número:

I I IAB=1AB1=Z(a '  |AB|a”)1a'a”|=A1B1= AEW '”|,xB|a ) | a a |=
/a , a”

——ZA<a IABla''a>|' a”!

(E, , !L”

implicando que

<a'|AB|a”> = Ma'u Bla") . (4.57)

Verifiquemos como a operação adjunta a tua  sobre um operador qualquer,

x = ZW 'pqa >|a”a'|, (4.58)
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Xt :  [ IX  / * / l l ,  4 . 5 9

Z( ª |  |a ) |aa |  ( )
l !a , a  / //Iaa |Í

nos informa que

<a'l X* Ia") = <a”|X |a'>* (4.60)
V v v V
l inha coluna linha coluna

a, matriz de uma quantidade adjunta é o conjugado complexo, transposto(linha mudar-se

para coluna e vice-versa). No caso de X ser um Hermitiano B, sua matriz é restrita por

(a lBla ) = (a' IBla >*, (4-61)

como aplicação chequemos as matrizes de Pauli,

U : <+|ax|+> (Hau—> : o 1
<—layl+> <-|a,.|—> 1 0

G+: <+|ar|+> <—|am|+> : o 1 (4.62)
, <+Iºz|+> Hal—> 1 0 ,

(r <+|ºy|+> ("HUM—> : 0 _ i

ª' <—lºyl+> <—|ay|—> ? o ,

T= <+ |UU|+>  (_ | ª y |+> : 0 —i ( 4 .63 )

<+|ay|—> <—|ay|—> : o 7

_ :  <+Iªzl+> <+ta:|—> : 1 0 ,
<—|az|+> <—|a21—> 1 -1 '

UT: <+raz|+> <—|az|+> : 1 0 (4.64)

ª <+|az|—> <—|az|—> o —1 ª

1_  <+|1|+> <+|1|-> ___ 10
<—|1|+> <—|1|—> o 1



11»: <+l1|+> <—|1|+> : 1 0  (465)
(+I1|—) <—|1|—> 0 1 ' '.

Notemos que a conjugação complexa é o adjunto para os números, isto é tomamos o

adjunto de suas componentes multiplicativas, como em

(a'lb'Y = Ib'>"(a'|T = (?>/lª'), (4-66)

(G"IXIª'Y = la')l(ª"|Í = (allxlla'l- (4-6?)

4.4 Traço

Sabemos de outras seções que O símbolo de medida Ia'aHI é o produto dos vetores
/ u , , . . - ,la )(a |, porem se mverternos & ordem da multiplicaçao dos vetores obtemos um numero:

(aula,/) : (;(al, a"). Este tipo de operação é chamada traço, assim sendo

trílalanl) = õ(a/, a”). (4.68)

Mas esta definição é consistente com a relação linear entre dois tipos de símbolos, ou seja

lb'b'l = ZlaHª )(”HGÓIGH | =

= Z W  lb)(b Ia >|a'><a"| = Z<ªllb'>(b Ia llª'a'l? (459)

A resposta vem do tratamento da primeira linha da equação acima (4.69),

trllb'bllll = t r i z  |ª>< )(b lª ><ª/[Il = 20?b" JHHIGHGHIHCLIIU) =
I II

(1,0

ll (: EC;/Ia)”) W[i)/<a, Ib) = (b |I)) =5(b',b”). (4.70)
m' a”)

O traço tem um significado simples em termos dos elementos de matriz:

X = Z<(t.,|X|a,/>

um = Z(a'la">trílf/«"Il=Z<a'IXIa"><a'Ia")=
! II I Na .a a ,a

: Z ( G I ' X I C I ' H > ô — ( a l j  a l l )  :

[I./,a,”

: Z<a'|x|a'>, (4.71)
ª l
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a soma dos elementos da  diagonal.

Tomemos o traço de um observável B patindo—se do resultado (4.71),

t r lB l  = ZW  IBIa) =Z:(a I ( i lbw b l ) l a  =Z(a'|b')(b'lal)b'=
a ' , b '

: Zp(a ) b )b : ; (Zp (a , ) b) )=%: (p  (a1,b)b + .-H_+P(ªmb)b)
a b a

= 21%. (4.72)
b l

concluímos então que o traço de um observável também é a soma de seus possíveis valores

de medida.

Como exemplo as matrizes de  Pauli da  seção anterior mostram um traço nulo para

cada componente do operador vetorial a :

a (o )  : 0. (4.73)

O símbolo unitário pode ser  apresentado numa forma mais geral utilizando-se a repre—

sentação matricial

(a'llla') = (WX la"'><am|)la"> = (alla'Ha'IaH) = (ª'lal') = Mºt/,ª"), (474)
m

a

obtendo—se

tr[1) : n, (4.75)

esse resultado representa o número dos diferentes valores assumidos por alguma pro-

priedade física.

Outra característica do traço é a de que qualquer número envolvendo vetores pode ser

mos t r ado  como  um t r aço ,  no  seguinte  sen t ido

Xia/'a'! = <Z<a'”'|><|a >va”'a'º|>|a”a'|= Z<aa'“'|><| >|a ”'><a'”|a”><a'|=
IH  / l l l  /

u , a  “ a, "1

= Z<a"'|X|a">la"'><a'l,
I I I

a

õ(a”  , a I" )

l l  /

la a IX = la'/ª/K Z (a["IXIa Hama] l)= Z (a ”'IXIa ”)la )(a ICI/"><a '”I =
m / m 1

“ a a " ! mª “ õ(a ,a )

z<allxla'”)lal')<a'"l,
a ' “

II
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tomando-se os seus respectivos traços

[ ] ]>  !

“ªlfª"? = MEW" '">lX<a>|a ><a'|>=Z<a"'>xla">tr<>a“'><a

: ZW "'|X|a' )6((a',a )=(a|X|a >,
III

a

|1=

tr<|a”a'|x> = tr<2<a ">|a|x<a"">><a'º|>=zw|X>a'º>tr<|a”><a'"<>=
a ' v

: Dc; |X|a'va>( a' Ja>= <a'la">,
ª, ")

implicando que

trpqa” a | >—_ “( (&&/|X) = (a |X|a”> (4.76)

Mostramos agora que o traço de um produto de símbolos é independente da ordem da

multiplicação,

X = Z W(IXIa">|a' a"|
I II

Y : Z u  (a l',|Y|al1')l ama/yl,

XY : Z < a 1a l x l au> > |a /an l  Z<am|Y |a1vH am lv“ l :

a , , ª l l  a l l / , al, ”

= E «' IXlª ")lªlHªl Iªm)“ |< HIIIIYI ”>=
/ H m / N-V—J

a ,a ,a ,(l ( K a n - a l l i )

= E «</Dºlº,»(a'/lYlªlºHa'Hªr'ºl;
a l ª / f a z 7

YX = E ((,/“mu )Iama/ | Z ( a  '">|X|a>|a'a”|=
ªll!—ªl,.

= E (ª" lYlª")ªm) (ª""lª)(ª IXIGH) =
' // III I,, Va a ,a ,“u Malai")

= 2 <ª “fª/lYlªHª/"H I(ªllxlan),
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trÍXY) = tri Z (a'IXIaIIHa'IIYIa'º)la')(a'"|]=
; /; l"

a ,a ,a

= >; <a |X|a"><a"|Y|a'º>tr«a'><a'º|>=
a ' , a” ,a , "

= ): <a'>x<a"><a"|Y|a'º>a<a',a'”)=Z<a'|><|a”><a"|Y|a'>,
a l  , a "  , a l v  a !  , a ”

t r ÍXY] = tri z <(aalI) >a(>"|<a'IX|a")l=

Z (0 "'IYIª)(ª IXIª >5(a
! II III(1 ,(1 ,cz

= Z<a”|Y|a'><a'IXIa">,
! II

(: ,<1

( I ) / l l

|I

implicando que

2<a'IXIa”><a"|Y|a'>—— De "<Y<a><a'»<|a">,
I I I  l l l

G J !  0 , 0

logo

teY] = tr[YX]. (4.77)

Depois de vermos a operação traço aplicada sobre o produto de símbolos, vejamos num

caso mais particular de duas propriedades físicas B e C como esta operação desenvolve—se

Bc = Z<a'|B0|a”>|a'a|”| =M) |<>Z|b>'bc<<b|c'> <c|>|a”>|a'a”|=
a l  all / II I !

cz ,cz 11.6

= E E m  Ib )b"(c(b [c)(  I'a )[a/aNI.
l l l / I

(: ,cz (> ,<:

tr«[BC] = tr[ZZ(a ">|b)"(bc<'b|c'><<c"|a>|a'a”|>=
! ”

=Xaâb<i|b> b"<c<">b|c «:'”ó|a><o.a' a “ ) :

= “55n b"(c<'b|c'>< c">|a =Zzbc  (">blc< a>a<"=Ib>

: 226%)<'b|c>< f|Z|a> «>||b> =Zb ' c  <'b|c><

: Éb'c'pwgc'). “ (4.78)
b',c'
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Como exemplo da simetria do traço apresentada na equação (4.77), apliquemos sobre o

produto de símbolos de medida (n?o -b )  : 7 - ?1+ i0 -7  >< —b)

tría-Úa—Í]=tr(?-_b)1]+itr[a-7xb]=tr[1]É-b>=2Ú—_b>.
=O

_)

t r í a  ba  'É )= t r« [b -?1 )+ i t r [0 -b0><71= t r [1 ]b  7=—) b 'É ,

considerando o fato de que o produto escalar é comutativo, acabarmos coníirmando a

simetria do produto de símbolos pela operação de traço

_)

t r í a -Úa—b)= t r í a  ba -  a )=23-  b .  (4.79)

O traço como uma operação que produz um elemento de matriz (4.76), pode ser aplicado

para fornecer—nos o valor médio

I I I )  a ) ”  I I It r l l a ' a ' lB l  = t 1 "< | a><a lz<a"a lB l  ><a | l=
II III(1. , a

= “ (Em "ªIBI a>a< lª"><a“|>=
a l l  ª l l ! (;(al a l l )

tlfíz<cíll3|<1"'>lfl><><"'|>= ZW'a'IBI' |a>= <a'IBIa'>=
>í ( ( l '  ª l l / )

= <B>an (4.80)

poderíamos ter também qualquer f (B) Sendo assim, consideremos o caso particular, da

função 5(B,bl) = [bibll (4.12),

trílaia/IHBH = tríla'a,l|õ(B,b')]> : tríla/aIIIblbII] = trHal) (<a/lb,) bill :

= (a'lb'><b'lu'> = pol l />= <a |6<B b ><a >= «(><-B b » <4.81>
Outra vantagem da  fórmula do traço, seria referente aos operadores de Pauli7 para isto

relembremos que

: 1+0z  , 1—0;az=+1z l++ |=  2 ;az=—1=|——|= 2 ,
que é equivalente a notação compacta

|a 'a | :  2(1+a ;az ) .  (4.82)
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Aplicando-se & mesma fórmula (4.82), para as propriedades físicas A e B, que correspon—
_)

dem respectivamente a a — n l  e o - 72, onde 71,2 são vetores unitários em direções

diferentes sob a operação de traço temos,

A : a .?1=1+0120"?1

B : (pªpªia

1+Ú12 'Ú  7 7 1 1 4 — 0 2 2 ' 0 '  3772tríAB] = tr ( ) _
1 ;

: ——tr[1+ala'71+0220-72+U'1020—710-72)

: —tr[1)+01tr[a 7 l l+02 t r [ a -  72]+0102t r [a  710  72]:
=() =O =271 72

1 / I I !

onde 0 é o ângulo entra as duas direções. Podemos observar que o resultado (4.83) é uma

forma compacta de escrevermos os resultados (apresentados na seção 3.3)

1 + cosâ 0
p(+, +) = p(—7 *) = _— = COSZH,2 2

1 —— cosô , 0
P(+v  _)  : p(_=  +)  : ___- : Sln2 (_ )v

2 2

concluímos com isto que

l l 1 l [

p(01, 02) = ª“ + 0102 cos 0). (4.84)
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Capítulo 5

Geometria Unitária

5.1 Vetores linha e coluna, funções de onda

.. . . !

Começemos mostrando a representaçao matrlcxal de O' - É em termos dos vetores la,),

onde utilizamos coordenadas esféricas para parametrizar o vetor unitário ?, assim sendo

temos

E) = sínôcosgo í-i—sinôsimp 57+cosz9 %,

a - É  = Ursin'ôcoscp+aysinâsin<p+azcosw9,

[ ll Í II

º"? : z<gz|U'—É|Uz>lazºzlª
( ”
zvªz

vamos estudar cada termo do somatório acima,

z(+|a - Éi+>z = Z<+Iam sinôcoscp + ou sinÚsincp + 0; cosôl+>Z =

= sin 19 cos <pz(+|az|+)z + sin 19 sin<pz(+|ay|+)z + cos 19 z<+|0z|+>z =
—o —0 —1

= cos 17,

z (+ | c r  - 3 1 4 2  : sin19cos<pz(+|ax|—)z +sinz9$ín<pz(+|ay|—)z +cos19z(+laz[—)z

—1 ——' —0
: Silll9 cosga —— isin19 sincp = sinz9 eª”,
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z (—|a  - "HIM; = sinôcosgaz(——|az|+)z +sint9singoz(—la,,|+)2 +cosz9,(—|az|+)z
% ——,_J w—J

=1 =i  =o

= sinôeiªp,

z (—|a -É |—)z  = sinôcoscpz(—|ax|—)z+sin195in<pz(—|ay|—)z+cos192(—-|az|—)z
—o —o —-1

= —cosz9,

temos a representação matricial,

, ,, +a -ÉÍ+Z  z+a -É—z cosz9 sinôe'iªª<azla—maz>= “ '  ' )  ( '  ' )  = . . -<s.1>
z (—|a -É |+ )z  z (—|a -_ I? |—)Z  3111196“ —c0819

Vejamos a representação da. medida IO'O' | em termos dos vetores |U; ),TL an

1 +ago-É  _ 1 +U;,(alsín'ôcosap+aysinvsincp—i-az cosz?)
l anan l  : 2 _ 2 7

Iaâºâl = z (aLI(|ºL>(ºLI)IºZ) lºbº/Á,

lªâºíll = z(+l(|ª;»ª;ll)|+)z| + +|  + z(+|(|ºÃºÃ|)l—)zl + “ |  + z(—|(lº;,º;;|)|+)z| _ + |  +
+ Z<“ | ( I º ; z ª ; z l " ' ) z |  "' “ | ,

lembramos que

1 +03;

1 — (fz
" '—|  = | _ ) :  z<_ |=  2 v

| +  “ ' !  : | +>z  z<_ |=  %% + l ª y )

1
| “ + |  : | “ ) z  z<+Í : ª ( º  my)

! I 1 + O'z
Ian,  Un|=  Z<+ | ( l anan | ) l+>z (  )+Z  <+“  I an  7LD'_  ) ”  (0-1? +i º ' y )  +

—ªz

1
&
>z< 2 ),z<—|<|a;a;,|)|+>z%(aí — m) + z<—t(|a;a;|>—
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para efeito de cálculo chamemos os esclares por letras, ou seja,

z<+|(lªílº;,|)|+>z = ª,
z +|(|ª;zºí.|)l->z = b,

z —i(lº'âº;l|)|+>z = c,

'

(

z<-1(lºílºn)l—)z = d,

assim sendo temos,

" , Í / 1 .
Iananl = lan)(an|  = ª ( a  [1 + U;] + b [ar + iay] + 6 [ar —— zag] + d [1 — 021) =

1
: ª ( ( ª  + d)1  + ( ª  + d)  ºz + (17 + c)a;,. + i ( b  _ C)ºy )7

podermos então igualar as duas formas de logo“ que são

1 : . .
ª ( l  + 0,1(035 sinôcoscp + % smi? smgo + a,, cos B)) =

= %((a + d) 1 + (a — d) crz + (I) + c)orz + i(b — c)ay)7

que nos leva aos sistemas lineares ,

a+d=1  => 2a=1+aí1cos19,a=H'—ºª2“lº
d : 1—0", cosô!a—d=ancos19  2

b+c=ansinz9cosgo => b+c=ansin19cos<p
,. . I . . . l . .

zb—zc=ansmi9s1nc,9 c—b=zonsmi981nga

, .
_ ans inôew
“ 2

b _ o]! sinôe'iªf' ,
2

temos a representação,

/ ; . 7 .
1+a  cosô a smúe  “º

I I / II a b _42— _1L._.2_ 2

( az l ( l anan | ) | o . z>  : c d = a;, s i núe ª ª º  1—0, (3059 ' (5 '  )

2 2
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Assim trabalhando com os valores a; = :l:1 e aplicando-os em (5.2) ,

1 +26
(ºÃÍUUÃUÁINUZ) = (Gêlº; = +1><ºâ= +1IUZ) = (ª'zl— ? l  ªz>—_

1+cos 19 sin de— “º
_ 2 2
_ sinôeiªfº 1—c0519 ,

2 2

melhornado o resultado obtido através do  uso das relações trigonométricas

a v_  20  ,219 , 20  20cos (2+2—) _ cos (2 )  sm (2), sm (2)+cos  (Z)—1
19 191 + cos19 : 1 + cos(5 + 5)  : cosº(—),

2 2 2

sin19 = simª + %) = Zsin(%)cos(%),

1 — 19 1— º + ºcos : cos(2 2)  : sin2(—),
2 2 2

temos como resultado

, , , ” 1+cos19 sink—ªlº

<az|<|azaz|>|az> = < Lla' ——+1><a' ——'+ua >= biºs,, =*E— _2_

_ cosª(%) cos(%)sin(%)e”iª'º (5 3)
cos(—2) s in (%)e ª ' ª ' ç  sin2(%) .

Na verdade, a matriz (5.3) é um produto de uma coluna e uma linha:

0cos — .( º )  ( coa—:(?) s ing)  cªiº ) ,  (5.4)
sin(%) e”

de  maneira alternativa, podemos multiplicar a coluna por  e— ªº” e a linha por  e ª “ ,  obtemos1

I /

(ºzlffn = H)  =

(ª;; : +1| º l z l>  : ( cos(%)e%º SÍIl(-122)€—%ªp ) . (5.5)

lA  no tação  para os  vetores l inha  e co luna ,  pode  a pr incípio ser um abuso de notação, j á  que vimos
. . » I ,que (alb) para  quaisquer dOlS vetores nos fornece um escalar., porem notamos que em (azlan : + ] ) ,  o

, . . , , . .nosso az : :tl fornece-nos dois valores, SIgmficando que (Uzldn = +1)  comporta dºis valores, assxm uma

maneira que surge, a que apresentamos nas  contas.

98



Conforme já visto ((fªla;L = +1)* = (a;1 = +1|a;l), os elementos das linhas são os
complexos conjugados dos elementos das colunas 2 .

De maneira análoga temos o resultado para a; = —1

/ / : Il : / I n / ]. '— 0' ' É ”
( az | ( | angn l ) l az>  : <Uz | ( l gn  : —1><Un : —1| ) I az>  = (O ' z l—í—Iaz )

_ sin2(%) — sin(%) cos(%) e'“?
— sin(%) cos(%) eiª” cosº(%)

: “Sin(5)ei_í<p ( —sin(%)e% 008022) 6% ) (56)003023) eª“?

Agora escrevemos um vetor qualquer lb,), como uma combinação linear de  vetores a :

lª) = l l b ' )  = (2  la')(a'|)|b') = z la')(a'|b')7 (5-7)

no qual exibe as componentes (a'ibl) do vetor lb,) relativas a um sistema ortonormal de

vetores (1 (sistema de coordenada a). Uma notação alternativa vem da chamada “função

de  onda”

(ª'lb') = WWI) (58)

dessa forma

W) = E lava/),;(a'). (5.9)

Imediatamente o adjunto da expressão (5.9) é,

|W = (b'l = 2w  (a')*<a'1. (5.10)
Para expressarmos o produto de dois vetores em termos de suas componentes, multipli-

camos diretamente,

(??/Ibi» = (Z'wb'(a')*(ª—'l)(zww(£l )Ia ) )=zw(a  laHWy'(a")=

: EW Mb,, a ' ) ,  (5.11)

2A palavra  “elementos”,  foi pos t a  em negrito para chamar atenção de que estamos t ra tando  apenas

do processo de  conjugação complexa. de cada elemento que constituem os vetores linha e coluna. Se

quisssemos falar sobre a operação dos vetores linha e coluna como um todo teríamos de  usar T, que

significa O conjugado transposto ou conjugação Hermitiana.
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ou utilizando 1 : za, |a')(a'|:

<b'|1|b"> = <b|b”> =<b|<z|d><a zfn=2<b"|a'><a'lb'>=
I

ª .

= 2,3w 
M,, a'.) (5.12)

Notemos que a norma ao quadrado do vetor b', procede diretamente da  expressão (5.12),

é dado por

<b<|b> =X Iwi (a)|º _ (5.13)

Neste ponto,  observamos que as componentes de  valores complexos dos vetores através

da  norma ao quadrado, é o que substitui a soma dos quadrados da  geometria Euclideana:

Este t ipo  de  geometria é chamada unitária.

A ortonormalidade dos vetores b' convencioda por

Em, / ( )()|a' º = 1,

#2w dwg/<a  ) = o. (5.14)

Voltando ao nosso exemplo do  início desta seção, mostramos as duas funções de ondaª:

, cos(%)e ”%*”
ipa- '  : ( ) : i 7" “ sin(g)e a

, — sin“a(º) ª º
Tha t : - l u ª )  : 192 

lªp (5'15)
cos ( í eeºªp

Verifiquemos as propriedades de  ortonormalidade das funções de  onda acima,

(º; = +1|ºa = H)  = (07,1 = +1lªll<º;z= +1lºz) Wªll,: +10( %;,ll“=+1(ºlz) =
, , ,“) cos(( º ) e  %“

= ( cos(%)eêª 51n(%) “ªº? —
s ín (  ) ez ª ª

: cos º ( º )  + Sín º (2 )—_ ,

3Como dito anteriormente na, nota  de rodapé (1), ( ” ª l ª n  = +1)  = rbd: =+1 (a : z ) ,  não denota um escalar,
"

. _ , !
mas 8111] um vetor coluna nesse caso, Ja  que  rrz = i l .
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(ª;. = -1Iªn = —1) = (ª;. = -1|02>(º'zlªíz = —1) = w,;=_1(a;)* w,;=_1(a;)=

= (—sin(%)e%ªp cos(%)e_%ªº)

1) 19
= . 2— 2— :sm (2 )+cos  (2 )  1,

(º; = +1|ºíl = —1) = (ª; = +1lºi><ªllªâ = —1) = wgg=+1(º'z)*wag=_1(02) =
N

—sin(%) 5%” ll:: ( 2 i i ?  ' º “399  )cos ez sm & z .
( º )  ( º )  cos(%)e%ªº

” > + (snig) «fªn <cos('—> eª“) =|| A O O (I
) A L

m
l.

..
“6

V
A

| (D ,..
.. D

A

| V (E
|

D
l“

' (
)

As duas funções de onda escritas em (5.15), corresponde a mesma função de onda,  já que

a; = —1 é a;, : +1  na direção —í>(posição oposta a É ) .  Basicamente mantendo-se a

mesma orientação de referencial feita para Tl), obtemos —?  pela substituição :? —> 7r — 19,

ap —> 77 —— Lp, dessa forma

= i ª 1. = iwºg=_1. (5.17)

Obtemos um fator i em (5.17), este fator não possui nenhum significado, uma vez que o
/ l , . , . . . . 'produto w_1(az) 'w_1(0z)* e arbitrarlo a medida em que introduzunos um fator de fase cªº,

para qualquer valor de  (v. Com isto não temos efeito sobre a ortonorrnalidade, nem sobre

o símbolo unitário, ou mesmo sobre a interpretação física em termos de probabilidade. A

interpretação da  ampli tude de probabilidade da  função de  onda pode ser expressa corno

Plªn: ª;) = lda/"(ªzllºv (518)

onde os resultados são conhecidos de seções anteriores

pe., +) = p<—, =) = mºgi
p<+, —> = p<—, +) = sua?)

101



5 .2  Duas componentes arbitrárias do operador veto—

rial de Pauli

Nesta seção usamos a definição de função de onda para redefinirmos as probabilidades

associadas a duas direções arbitrárias #1  e 72  do operador vetorial de  Pauli ( 71  e 72

são vetores unitários, especificados pelos ângulos 191, gol e 192, (pg, respectivamente), temos

/
az

(ªllá) = (Uílllªê>=(JN(ZIULWLIHUQ)=X<d|ºl><º£lªê>=

= Da,; (ª;)*1/),g(ª;)- (5.19)

Consideremos os valores 01 = +1  e (7ª = +1, em (5.19) e calculemos (0,1 = +1|aê = +1) =
(+, 1|+, 2), sendo idêntico a seção anterior

, cos(lr91) €_%W1
<ªa l+11> : , 21 ism(5191) 62901

(Uºl—In 1)* = (+ ,  IIU/z) = ( cos(%191)e%ªp1 sin(%191)e"%ºpl )

, cos(l'z92) FÉ”<az|+72> = , ªl ,
s1n(5192)62ªºº

(+ ,  1 |+ ,  2) = Elº/1 = +1|UL>ÁUL|UI2 = +12  =
V v

a _ Í * __  ' ,
:. —1Úª '1=+1(ffz)  _úag=+1(01 )

cos(%192) e ' ª º º  ) _

sin(%192) eª“)?
= <cos(%01)e%m sín(%z91)e*%ªº1 ) (

i 1 1 z
= cos(%191)cos(%192)eªm—ªº)+ sin(ãz91)sin(ªr92)e"í(ª'º1“ªªº). (5.20)
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Para o cálculo da probabilidade de (0,1 = +1|a'2 = +1) tem-se

|<oí = +1la'2 = +1>lº l
2
1 1 i (  _ ) . 1 .(cos(—2—191)cos(5192)eº ““ ªpº +sm(5z91)sm(

|cos< 191) mega» e ªw-º ª  + s imão)  audaz) eªm—mp =
2
1
2

i 1 i
(cos(%'01)cos(%192) c ªmª”)  + SÍII(5'I91)SÍII(%I92)6—5(w1_(p2)) =

1 1 . 1 . 1
c º82 (5 ' 91 )  º052('2'192) + Sln2 (5191)  sm2(5192) +

sin(%t91) COS(%291) SÍH(%792)COS(%192) (eªm—ªªª) + (“ºl—W)) =
x.__..._v._/

=2CºS(W1—íP2)

192) e-%(W1—<pz))* X

1 1 1 1
ª“ + cos Úl)ª(1 + (208192) + -2-(1— cos 191)—2—(1 — cos 192) +

% sin 191 sin 192 coS(801 _ %)
1
ª “  + 905191 cos 192 + sin 191 sin 192 cos(g01 —— 4,022] = cos2(-g—). (5.21)

v
=cos 0

Uma outra forma de  olharmos para as questões anteriores, começa da  seguinte forma

partindo—se a - 7?

a - 17 = (az cos go + ay sin <p) sim? + az cos 19, (5.22)

começamos com

ªxªr. : “"º-zºn

'íay : crzaI

0x cos <p + ay sin “,; = 01 cos «,O + wma; sin 4,9 =

= (a(cos cp + iaz  s in  <p) = 01 cos <p — iazgz sin ';

= (cos cp -— ia,, sin Wax. (5.23)

Isto dirige nossa atenção para

cos <p :i: ia,  sin <p —:— eiªªzºº, (5.24)
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onde utilizamos a identidade de Euler. Outra forma seria começarmos com a função

exponencial de aZ e seus dois valores possíveis, que dependem se (,O é positivo ou negativo:

- 1 a . 1— .
em” %Cw + _zgíeªºp = | + + |  (coscp+ isincp) + | — —| (cosgo — isinga)

=|++| =|——|
= (| ++ |  + | — —|)COS<,0+ ( |  ++ |  — | -— - | ) i s in<p : cosga+iazsin<p,

=]  = º :

. 1 z . 1_  Z . ' ' . .emª—ªp) = 20  eª“  + Tae“ = | + + |  (coscp — z51n<p)+ | — —|(cos<p+zsmga)
“F” E.,—«
=|++| =|——|

= ( |  + + |  + l — —|)cosnp+ (| — —| — | ++ | ) i s inga  = cos ;  — iazsingo, (5.25)
_,_.__z __  _ /

=]  =_ º - z

agora temos

' Ux cos g: + ay sin cp : ameiª“ = a_iª'ºªªam, (5.26)

onde as duas formas do lado direito da  equção anterior (5.26) são conectadas pela não-

comutatividade de em e az. Aplicamos a propriedade de não—comutatividade para obter-se

uma forma mais  s imét r ica :

—, ' . ' . . i iamem”z = (ax cos £ + % sm £ ) (cos  E + za, sm £ )  = axeºªpºzeªªºªª =
2 2 2 2

: e_%ªrº'<'fzo-Úc eà ª i º ª z7

cªma,, = (cos f —- iaz sin f)(ax cos f- + ay sin 53) = e—ÉªPºze_ãªPº'zO'$ =
2 2 2 2

= e—ªººªam eâªººz, (5.27)

dessa forma

(rm cos <p + a.” sin up = Kªwªzau, (fªçº:, (5.28)

e

o - E) : (al. cos g: + ou sin ga) sin 4,9 + 02 cos ga = 6—5W72 (a,  sin 19 + oºz cos Weªpºn, (5.29)

desde que

e—ªªªºªaz eªªººz = (cos É — iaz sin Z) ( r z ( cos  E + iaz sin íE) =
2 2 2 2

<P . . 90 (P . . <P: a cos — — w sm— cos -  + mªsm—

= cr, cª.—%Wªzeªª'ºªª = o , .  (5.30)
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Observemos que desde o resultado (5.27), encontra-se a ideia das propriedades exponen-

ciais, mas para operadores da  forma

e iAIAe iàzA : ei(>«1+>—z)A, (5.31)

cuja qual justificamos tendo em vista a equação (5.25)
. . . l , ll _ ,

ezAiAezàzA : z e r /X ia  l a la / |  z ezAza  la,/GIII : Z GMM/eum”  l a ' )  ( d i a” )  (a ' / |  :

a ,  a "  a ,  , a ”  =õ( ª l  , ª ” )

: Z ( ª rmani  I a ' a ' l  : emma/x,  (5.32)
!

a

Em uma forma análoga, com as considerações: a,: ——> 19, am —> 02, ay —> a r ,  a, —> ay,

ia, .  : UI,/UZ, 01,02 : —azay, ternos

nz cos '19 + a, sin 19 =,azeâvª" = e—Évªyoz : c ªvº ªazeâúº º  (5.33)

e

a - ? = e"%ªpª'(rrz cosr? + U;,fsi1'119)e%ªººz = e_%ªpºªe_%ºªª0z eâºººeª ªpºª  =

= U_IazU, (5.34)

onde

5i190 i '  o —1 —i ——19U=62  Ugº“ )  “U =e  297026  2 ª í ! ,

como resultado conhecido da álgebra linear, a inversa existe se

—1__  3190  Loo  —i,70 ;  —il9c7 _ 3190  —it90 _UU —e2 ”e ºVze º  e 2 ' J—eº  ”e ª  ª—l ,

_ _3, _r l—)1 L-_ __- 1U lU  : & Zvºº 'z  (j º v ª l / ( 421? !  ( ) 2Yª -  : € Tr ª -1629702  : 17  (5.35)—,_./

que ilustra uma regra mais geral proveniente da  teoria linear algébrica

(xm-1  : y - lx - l .  (5.36)

Antes de continuar a estudarmos as relações entre as diferentes quantidades físicas, su—

plementemos com a conexão entre os vetores no seguinte sentido,

ºz = E la; = rr'>a'<ol = º'l,
I
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0-71 (Z : | a=a )  )U=ZU1|a=a)a'a(z=a|U=

= Z | a n a = a ) a  (an =al, (5.37)

dessa forma

(ª;; = º'! = (º; = º'lU,
|U;l : a ') = U"1|alz= crl). (5.38)

.. . , . l ' I / ,A relaçao adjunta necessarla entre os vetores Ian = a ) e (an : a |, nos d1z que

«a=amu=a=am
(<aLIU)* = v ª lo» ,  (5.39)

onde o lado esquerdo da equação acima pode ser equivalentemente apresentado pela prof

priedade (4.41)

((ailUV = U*<a;|* = U*|a;> = Uªla 'z) ,  ' (5.40)
assim sendo

U*= U ,=U*U UUJf—= 1 (5.41)

O fato de que UT:  U 1 ,  pode ser verificado diretamente notando—se primeiramente que

(e ªm)?  = (cos 2 + ia,, sin f ) ]L  = (cos £ — ia, sin £ )  = eºâªpªz, (5.42)
2 2 2 2

de acordo com este resutaldo

UT = (e%ªººve%ªfªº=)T = (e%ªºªz)f(e%ººy)* = e % e—%ººªu_— U- (5.43)

A mesma propriedade de U garante, que assim como (72, a - 7? é Hermitiano:

(Ut)? : uTT : U,

((f - 7)?  = (UTOZU)T = (UZU)T(UJÍ)T = UTUZUTJÍ = UTrf = (7 — 7 .  (5.44)

Notemos ainda que ( a  - ? ) º  = 1 é satisfeito

(0 n) º  ——(U azU) º  = UazUU—I,  azU = U"1 of U = U“1U = 1. (5 .45)
=1 =º1
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5 .3  Operadores Unitários

Seja A uma propriedade tendo os possíveis valores a1,a2, . . . , o ” ,  seja também uma

propriedade B tendo os mesmos possíveis valores bl = a ] ,  . . . , bn = a" ,  agora consideremos

TL Tl

Uab = z |ªk)<bk|, Uba = z lbk>(ªk|,
k=1

UL,, = (2 |ak> <bk|> * ——Z<lak> (k) * — Z <br><ak| = Uba
k=1k=1

UL = (É: lbk><ak|>*—— Z<lbk> <>akl * —=X |ak>><k = Uab, (5.46)
k=1  [e:]

pelo qual

UabUba = E Iak)(bk| Z|b1><ªl| = z Iak) (bklbz><ªl| = z |ªk><ªk| = 1 ,

k=1 >=1 k.! _;(k 1)

UbaUab  = ; I b i s )  (mº l a ! )  <_bl l — Z Ibk>  <—bk|— 1 ,  ( 5 .47 )

=6(k. z)

dessa forma

Ugb—_ Uba—_ Ugb , Uga: Uab—_ Uga. (5.48)

Também,

TL

(akab = (ªkl (E |ªl><bz|) = 2(0k|01)<bz|= (bkl,
'=1 =õ(k,l)

Uablbk> = (É |a»<b>|>|bk> = la,»,

(TkUÓa:  (bl—|<“Z “ ” )  <a / | )=  <%,

11

vala/<> = (2 |b»<a»»ak> = Ibk>- <5.49>
z=1

Os símbolos U atua, ou opera, sobre um conjunto ortonormal de vetores para produzir

outro conjunto ortonormal. Eles preservam as relações da geometria unitária:

(bklbz)=(ak|UabUba|az)= (aklaz)= õkl (5.50)
=1
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são chamadas de operadores unitários. Realmente o termo operador é aplicado, matema-

ticamente, para todo elemento X da  álgebra de medida:

X:  z<a ( l l x l a l l ) | a l a l l | ,

ª l  ª ”

que pode ser pensado como operando sobre qualquer vetor para produzir outro vetor(do

mesmo tipo):

(a'lX = (a'|(X;(a IXIa )Ia) (a | )=Z(a l a " ) (  a ' l a ' ) ( ª " |=
!11,11"

= Z<a'|Xla”><a” |,
”

”.

Xla")  = (g (a  l a  )la)( a" I ) I a " )=ZW]IXI ª " ) | a ' ) ( a " I ª i ” )=
!u , a "  a

= Z<a'|X|a”)|a'>. (5.51)
!

a

A palavra ªºoperador7ªé frequentemente usada como sinônimo para “símbolo de medida”,

isto foi feito anteriormente quando falamos dos operadores de Pauli. Em particular o

operador Hermitiano

! lA = E la )a (a
a !

opera sobre um vetor a para produzir um múltiplo do mesmo vetor:

= (all (2  |a")a"(a"|) = a ' ( a ' | ,

A la ' )  = (E  lª")a"(a"|) lª') = a ' Ia ' ) ;  (5-5?)

tais vetores são denominados autovetores do operador. Os números a '  são chamados

autovalores. O operador Hermitiano B, ou o símbolo da propriedade física B, é

E = Zlbumbkl=2Umlak>ak<aklvab=
k Ic

= Um, . ( z I ak )ak ( ªk | )Uab=UbuAUub  (5-53)
]:

=A
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indicando a maneira pela qual Uab opera sobre A para produzir B.

A totalidade dos vetores () é expressa em termos dos vetores a por,

Iªn) = z |ªk><ªk|bl> (5.54)
k

Para ilustrarmos o resultado (5.54), nos baseemos no experimento de Stern-Gerlach, onde

A : UZ?

B = a . 737

UT : U,—1 : Uba  : U;; : e—âªp ª z  e—âôay

U-1 |g ;  
___ 

G ' )  : |U ;  : a'),

temos para

I

(ª; U$.) = (ªLIUbalªZ = ªÃ) = <ª£|6ªwzfâººº 0; = CT,/L),

com o auxílio dos resultados

(cªle—%?“ = ( a ª ( cosg  — ia ;  sin %) : ( c ª l l  co s?  — Maglaz s i ng  =

: (a'ZI cos?  — Koªla; s i ng  = e"%ªfºº;(a;[,

! I l

(O'l lz

! I l

(ªzlllºz

0 —i> : (, ,
2 0

1 0
) = ,

0 1

dessa  forma

( u _ i  ' I , , 19 H«ala.,» = e Wºwzio  msg — wysm 
ªum =

I !  I I!

UZXU'H : UZ

É s i s º  _ ' É vª?
: cos 26  iº S inãe i  2 . (5.55)

sin %eªªª cos ª e ??

A primeira coluna da matriz acima (5.55) corresponde a função de onda wan=+1(alz),
/ . .

a segunda coluna corresponde a wªn=_1(az), condrzendo com o resultado anteriormente

obtido em (5.15).
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5 .4  Bases de operador unitário. Complementariedade

Até aqui temos lidado sempre com o exemplo físico do experimento de Stern—Gerlach.

Chegou o momento de sairmos desse caminho, devemos fazer esta mudança considerando

algumas questões aparentemente inócuas.

Um operador unitário converte um conjunto ortonormal de  vetores em outro conjunto,

ou, possivelmente no mesmo conjunto. A unidade é um operador unitário:

1 = E lªk)<ªk|
lc

l i  = (ZM-Had“=Z|ªk)(ªk|=1v
k k

m = 11 = 1, (5.56)

de fato

(aill : (all, 1|a') : la'). (5.57)

Agora supomos um operador unitário que produz o mesmo conjunto de vetores a,  mas em

uma ordem diferente7 procedemos por numeral—los7 a l ,  az, . . . ,  an e então, por exemplo,

permutamo—os ciclicamente:

Ul ªk )  = |ªk+1>,
Ulan) : |a1). (5.58)

Como um exemplo disto temos O operador a,, = | — + |  + ] + —|:

Ur l—)Z  : ( | _>z  z<+|  + | + ) z  z<_ | ) | _>z  :

: | _>zz<+|_>z  + |+>zz<_ l_>z  : l+>Z=
=“0 T

Ur i+>z  : ( l _>z  z<+|  + |+>z  z<—| ) l+>z  :

: l º>ZZ<+l+>z+ |+>ZZ<—|+>z  : l—>z- (5-59)
T T

Se  repetirmos no  exemplo anterior (5.59) a aplicação do  operador UI. ficamos com aí =

= | ++| + | — —I
aí !—).?  = 1|—)z = l—>z

ªa2:|+>z 1 |+ )z  : |+>z=
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agora para o operador unitário U2 do exemplo (5.58),

Uz l ª k )  = U(U|ªk>) = Ulªk+1> = |ªk+2>s (5-60)

por indução finita,

U"| ª k>  = U(U"_1|ak)) = Ulªk+n—1) = |ak+n> = lah), (5-61)

onde o índice k é entendido por módulo n,

n+15n+1(modn)= l ,

n+25n+2(modn)=2 ,

n+k5n+k(modn)  =k .

Temos

U” = 1 = E WOW! (56?)
k

n é chamado o período de U. Pensemos sobre os números ,u' que satisfazem & equação

(5.62):

(M)" = 1
(H ) "  =1=627r i  ; k=1 ,2 , . . . , n

/

,u = emª ; k=1 ,2 , . . . , n  (5.63)

, . / .. , . , . ;dessa forma os vamos “ sao as n—esunas ralzes da  umdade  (para  n : 2, temos duas ralzes
/ « l  ªlu : e27712  : _11  e27r12  =1 )

O que es tá  sendo mostrado,  é que U obedece a uma. equação algébrica, como vista na

seção de observáveis
Tl

U" — 1 = H(U — ,uk) : 0 com ,uk = cºmª. (5.64)
k=1

A fatorização de  U “' — 1 com relação a um valor particular “ — M., ,  feito da  seguinte maneira

U
U"—1=(———)"—1,

,Uk
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utilizando-se a identidade matemática das séries geométricas,

(X —1)(1+X+X2+ +X"1)=X"—1,

obtemos para X = —Umc

U U 2“ U
_ " _ 1 _ _ 1 !

(Mk)  (Mk  ) I=0 (Mk)

este resultado pode ser mostrado de outra forma com uma mudança de índice já que

temos a condição de que Uº=  U"—— 1 ,  dessa forma I—— n é tão correto quanto [_— O

— — 1))Dªk =(U — m.) ã º)!  = Dºm = uk) = o (5.65)
[:O [:O “'ª' z=1 “k

sugerindo um símbolo para a medida de  U que resulta no valor Mk

1 " U
lHkMk-l = E Z(E) l  (5-66)

I : ]

de fato, Iukukl —> 1 para U —> pk.

Notemos que o operador Iukukl é Hermitiano4.

lume! = lit/Mmc!=(<uk|)*(luk>)l =()luk>(uk| =lukuk|l
= lnHz t= l  U_l1_1  U—l 1 2—1:( “ ª ” )  ”3,49 712 

_=1)  =p“)
1"—1 U , 1 " U,=_  _n—=_  __  5.67

A álgebra feita nesta seção é a mesma para um operador Hermitiano e de  fato um opera-

dor  unitário pode  ser considerado como uma função de  valor complexo de  um operador
. . r . ,Herrmtrano, como em eeº/ªª .

Consideremos

|Hk )< / ik l ª n>=%zl l i , ,—IUl l ªn>=3 i2N1ç l l a l> (568)

=luz)
4( )  símbolo Hermit iano,  muda,  a ordem na. mul t ip l icação,  porém na  soma a ordem não é influenciada.

por isso temos no desenvolvimento da equação (5.67)o seguinte, "—ZÍ  —“—k01(U—)" ' = 1nEt—_1((UTH

lltkllkI = luis/well
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temos por consequência

_1  . 1(calma) <li/clªn) — |< uklan>l =2IX : /LE  anlaz>= — = em“ = - .  (5-69)
=<Hkl ªn )

Escolhemos arbitrariamente (,uklan) = É e obtemos, de maneira consistente,

Ime>= %;: |az>e 231“ (5.70)

e

(|M—)): <_ukl— %ZCMW<ªzla (5.71)

no caso de

. 1 wk:

(Mat) = %e " (all-,, (5.72)

se 1 = n

_ 1 ªmx_L(”Man)—We _ X / H .  (5.73)

Temos assim, construindo o conjunto [mg) de n vetores ortonormais, definamos um segundo

operador unitário V ,  permutando os vetores ciclicamente

<Mk|V : <“k+1|7

<li/JV2 = <Mk+2|,

MIVV" = <uk+ml «,

<ul” = <Ukl— (5-74)

Dessa forma obtemos resultados já conhecidos

V“=1 e vl=emâ l=1,...,n, (5.75)

1 " Vk, =_  _ , 5.76IUMI Nªf t a )  ( )
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levando—nos

_1  ” —ªkt(unlvz)(vz|— n ªe  (ukl, (5.77)

1 escolhendo (unlvl)—_- %oobtemos
" ,

e então [(unlvmº :
TI.

1 a”“º'ºM
(”[I  _ «73:16:16 " ( ” k l v

lvl) = i " Me“—"ºl (5.78)WIFI

Sabemos que

]. 21 r ik l<pk|az> = Tãº "
consequentemente

fºi) — z bªh)>Te 627“ =;  Irªk) (MW) “— Iªi) (5.79)

=(Hklª1)

Dessa maneira retornamos ao conjunto inicial de vetores, o que temos então, é uma

definição recíproca de dois operadores unitários,

Ulm) = |'01+1)v(l1«k|V = <l%+l|- (5.80)

Estes operadores unitários obedecem o j á  conhecido resultado

U"=1,V"=1,  (5.81)

e derivamos mais algumas relações

ª_n”—(k+1)<(IMVU = <uk+11U=uk+1(uk+1I—— 6"  lik-+11:

(ukIUV = (uklemkV =623'k(uk|V=eªTik(uk+1l, (5.82)

segue das equações (5.82)

(MkIVU = 8 " “+ ><Mk+1 |=  € " “ M<Mk+1|
e_2__-r.'i

(Hk IUV =Tk<l lk+1 |

(ukIVU = eº—ª'wklvv

VU = eª—Ã'UV. (5.83)
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Como resultado mais geral de (5.83) segue

( ”ml lk  : <,“l Vl_1Uk  = ( ”m+l lU  [Jk—1 : 6%k(m+1)  <Mm+l|v

=<um+xl =eªai<m+v<um+n
(5.84)

(,umlUl = ([LmIU U'º_1Vl = cªlªm (“l Vl"1 = eªkLmHI ,

=e ªg im(um|  =( I lm+1 |

(5.85)

<#l lUk : € " leme " k l<U7n+l | v

21r i

( ”mlUl  : e " km<lum+l |7

VlU'º = eªr—Íík'UkV'. (5.86)

Para 71. = 2 temos

U2 = 1, Vº = 1, UV = —VU (5.87)

reconhecemos estes resultados como propriedades dos operadores das matrizes de Pauli,

az ,  % (ou qualquer outro par) ,  estes operadores Hermitianos são também unitários:

ala, = (al.)2 = 1 .  Dessa forma os quatro operadores básicos de n = 2 são construídos a

partir dos pares fundamentais U, V com U'ºV' , k,l : 1, 2:

UIV1 = away = —ayaw = iaz ,

UIV2 : U1 : U = a , ,

Uªv1 = 1V = V = ay,
U2Vº = 11 = 1. (5.88)

Para um n qualquer, Ul  com k, l  = 1, . . . , n,  dando n2 operadores, novamente temos
! . » . , . I I I

snnbolos da medula. Podemos cx1bn' cada um dos sunbolos da  medlda, por exemplo | ,11, ;1, |

em termos dos operadores Ul  ? Começamos com

1 U 1 _ ª
IML-MMM = gZ(l—Lí)l = “E  6 " “Ul-, . 1n1

Multiplicando—se o lado direito da  equação acima por  Vm—k, obtemos

1 2m'vm.=k  : = _ C_TklUl_k ,  5.89WWI Imc><um| ” ; ( )
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também aplica—se para m < k desde que por exemplo V"1 = = Vºl—1. Para um—1ª V

operador qualquer F ,  o qual é uma combinação linear dos n º  símbolos de medida | “ ' ; / |

é também uma combinação linear dos n2 operadores unitários U'ºVl :

F = E fklU'ºVl = f(U,V), (5.90)
k , l=1

é uma função dos pares fundamentais U e V.

Embora possamos pensar em U e V como funções de  valores complexos de  duas pro—

priedades físicas simbolizadas por operadores Hermitianos, é melhor trabalhar direto com

U e V.

A probabilidade pm] ,  rf)  que um valor particulcar v] virá de uma medida V feita em

átomos que tenham sido selecionados para terem o valor n '  de  U, é dada po r  (n '  = uk, v/ :

U;)

/ l l I I I 2

10 H , “  = U U = 111 U k = k vz( ) (M I(I )( DIM) (mel Mi lu )  I(ul )l
=(mclvz)'

1 º—"ikl 2 1 Zªki  1 _mkz  1n = n n = _ 5.91| «aº ! «Hª «Hª " < >
independente de uma escolha particular de ,u' e v]. Esta característica estatística de U

e V é enfatizada por considerar uma medida que inclue uma medida não-seletiva (como

feito na seção 3.4):

I I I  l l l l '  11  1 1

p(u ,v ,u)  E p(u ,v )p (v ,u )  [nn  "nz " ,  (59)
'n =1 l '"

n _ n

.. . - / I

em comparaçao com a medida que aceita tudo É“ ,  lv ><U | = 1,

IIml, 2 Iv')(v'|, u") IOL/| (E lrl><v/l) lll/Hº = Hulu")?
_V—z

=1
= POÁ/i") = 501 / l  ) (5-93)

a intervenção da  medida não-seletiva 'u remove todo  conhecimento do valor inicial de u , ,

ou seja., todos os resultados são igualmente prováveis, isto corresponde a equação (5.92).

As propriedades físicas cujas medidas interferem são  chamadas incompatíveis, U e V

mostram-se idealmente incompatíveis, sendo que ambos U e V são necessários na descrição
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do sistema é o que entende—se por U e V terem propriedades complementares, ou seja,

ambos são requeridos, mas a medição de um anula qualquer conhecimento do outro. Esta,

é a essência da  complementaridade de Bohr(1927): Todo objeto quântico deve possuir

propriedades mutuamente excludentes, isto é a mecânica quântica.

Vejamos o traço do operador F dado como função de U e V

F = f(U, V) = E fk,lU'ºV'.
k,l

. . l lO elemento de matriz com a linha # : ,um e coluna 7) : vr

(u'lFlv') = <%) 2 fiiu'ªvliw),
k,l

utilizando-se

( ”mlUk  : € : l km<ium|

viv i )  = ”T”"M
fazendo a substituição

(Mml kJUllvr)  = EficilUllª /r)  = siez'í ikme  ª l r< l ln i | º r  )“"—
k,i klk,!  ,

= foi,“ vimmivi) = f(u', v')<ií|v'> (5.94)
e então

t r lF )  = 20) IFlu) =X]  # |F (Z lv)( v l )  lu) =Z(M'IFIU')(U'IM') =
[L, [L (U

= Eh)  'a )(ulv)( =q  v)  I(ulbl)º=Zl'(ulyvl)p(ii—jwl)=

= E f(u )g = % E m' 777) (595)

Se  F é uma propriedade física temos.

F = E |f'>f'<f'| (596)
f /

desde tH l f ' f ' l l  = (f'lf') = õ( f ' ,  f ')  =
t r iF i—— t r i z  |f'>f <'f ii—— Ef  ('f if') =Zf' (5.97)

=õ(f' f')= 1
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isto é ,

Zf=  ª z  f(u v)  (598)
f ;: ,1)

Nesta situação, a soma de todos os valores físicos de f (U, V) é dado por um somatório de
todos os números f (;;/, v,), que são produzidos pela atribuição independente dos valores

de U e V .

Apresentamos um resultado preliminar, que será utilizado para estudarmos o traço

«sm = <uk|um> = omg) |v1><w|>mm> = Z<uklw><vzmm>= Z —eº—3ª“——1 e ª ª 'm

! z
: % ;  Cªrt—ªkle—º—Zªlm : % ;(eâly—m (5.99)

de maneira equivalente T—- k— m, ,u—- 6%"; Z = 1 , .

= É Engªnªm : l ZW)?" : 1 pªrª T = O , (5.100)n 1 ' n ” ,  Opa ra0<r<n

que é apenas uma propriedade das n—ésimas raízes da unidade, pk = cª '“ .  Consideremos

U = z WMV/|,
“ !

U'º = 2 WWW I,
n'

V = z |v/)v v

v[ = E |v'>«u'l<v'|
'U,

u'ºVI = (E IAM/img |v'>v'l<v'|> = E Iu'>u'k(u'lv')v"(v'| ,
[Ll 'n] : ;u ,v

trlU'ºVll = trizm'm'kwwv'wªw'n = Zu'kv'l<u'|v'><v'|u'> = Zu'kv'lv') =
I I / I ! I[L ,?) u ,v  p. ,?)

= 3 XX;/WU)! = ª z  eªífªm'ºeªpl. (5.101)
n

” ,  7”, m ,p
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Observamos que para k = I = n obtemos,

temos nº números
162_1r im21r i  F .N—n n _ _ _ "—pn : _ 2mm 27rzp :t r [UV)—tr [1 ]—n"enê  e l e1

mip  = =

: inº : n, (5.102)
'n,

t r f l ]  = n,
, .representemos U'ºVl na base ;; , ou seja,

21ri 21l'i

(;z'IUl|;:,") = (xtmlU'ºVllur) = €Tkm<l tml l ª r+ l l  = eT' ºmõULm, um),
'ILtríU'ºVll = Zollvkvllu)=Z<x:m|Ukvu:m>= «:º—"""<;:,,.|;:l+m>=

m:]

n

: z e ªg lkmõ(m,  [ + m) ,

rn=1

para k = 1, . . . , n — 1 e Z = 1, . . . , n  — 1, verifica-se diretamente que
71:

21r it r íUl]  : E eT'º'” 0 = 0,
=1

pa raocasoemquek=1 , . . . , n—1e l=n ,  temos
n

t r íUkVn1=  Z Bªhn ,

m=1

agora devido ao resultado visto na  equação (5.100) onde,

1 ,—Z( ,u ) r=0  para 0<T<TL,
n

sendo assim, o tríU'ºV") para 0 < k < 11

www:] :  26cºmº“ =

Logopa1*ak=1 , . . . , n—1e l=1 , . . . . n

uwkvl)  : 0. (5.103)

Is to é a generalização pa ra  as matrizes de Pauli  n = 2

t r [a ]  : O,

mostrando que o traço de cada componente é nulo, como visto na seção 4.4 .
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5 .5  Graus quânticos de liberdade

Sabemos da  seção anterior que para cada escolha de  n = 2, 3,  4, . . ., obtemos um par

diferente de quantidades complementares, correspondendo a sistemas físicos diferentes.

Entretanto, para n = 4 = 2 >< 2, ou  n = 6 = 2 >< 3, sendo representados de um modo geral

n = 711712, surge o seguinte questionamento natural, é possível considerarmos um sistema

n como sendo composto por  outros dois mais simples, caracterizados por 71,1 e n º .

Um ponto de partida vem da  seguinte consideração

U1 = U"º, U2 = Uªi
v1 = VW“, V? = vlºnl, (5.104)

onde [1,l2 são inteiros tais que

U;“ = Unªm = U" = 1, U32 = Unlªº = U" = 1,
V;” = Vªmºl = Vª" = 1, vgº = Vlºmªº = viº" = 1, (5.105)

como exemplos temos
2_1r_z' .V1U2 : V l i an i  : 6 " l i n i amvl lng  : 621rz l1U2V1

VlUl = VWUM = eªnºllªãUªªV'lªª = eílfllªªulvl,

neste ponto, se faz necessário uma pequena discussão sobre a questão da  divisibilidade

de  [171,2 por  n l ,  sob o ponto de  vista da  ari t imética modular,  mais precisamente através

das  classes de  equivalência. Sabemos que as possíveis classes de  equivalência na divisão

por nl  são Ú, Í ,  . . . ,m ,  sendo assim descartando a classe 6, pois como veremos nos

levaria ao resultado VIU] = UIVI,  percebemos que llng pertence há  alguma das classes

citadas,  suponhamos que  [1722 E 1 (mod n)  e l1712 esteja entre 1 e n l  — 1, assim, a única

maneira de  dois números ent re  1 e n,] —— 1 serem congruentes módulo n l  é se forem iguais

(ver detalhes maiores sobre classes de equivalências em [lO]), ou seja, llnz = 1, então

&11719  2—1";

V1U1= (5 "1 U 1 V 1  : € "1  U1V1 ,

precisamos agora, generalizar a álgebra dos operadores mostrada nos exemplos acima.

Fazemos isto utilizando uma analogia com a seção anterior, quando tínhamos um sistema
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de grau n com a relação

ª &(uml lk  : e n leme n “('um-HI

k 1 —'k(umlU V = 6 " “(umzl
l k  : eTk lUkVI ,

onde k,  Z = 1 ,  . . . , 71, em nossa situação se  faz necessário introduzir um contador no formato

matricial, já que em nossa álgebra temos dois conjuntos diferentes de operadores U1, V1

e Uz, V2, assim temos

1,1 1,2 1,712
2,1 2,2 2,712 (5.106)

”1 ,1  ”1 ,2  "1 ,719

onde temos 77,1 linhas e "2  colunas descritas por "1772 = n pares kl ,  kz, onde os valores de

k l  correspondem aos represetantes das classes módulo n l  6 kg as classes módulo nz. Os

operadores U], V], irão atuar nas linhas, enquanto os operadores Uz, V2 atuarão sobre as

colunas, vemos que para se haver a consistência da  álgebra, é preciso termos um vetor de

estado que dê conta do  fato que temos dois graus de liberdade diferentes ao trabalharmos

com operadores da  forma V1U2 : U2V1 e associado a este vetor de estado temos as raízes

da  unidade para os respectivos graus de liberdade n l  e nz, ou seja,
2_r_' 1 ª 2

“'“—71 = () "1  : v lk l  » ll'2k2 : g ª z  : 'U2n2 ( 5 ' 107 )

as definições recíprocas ou análogas são

H1k1z l t2k2 |V1  : <H1k1+1ap2k2 |7

21ri k
H1k17 /L2k2 lU1  : en l  l<u1k13u2k2 ia

(

<.“1A'17U—2kglv2 = <H1k17H2k2+1|

<
2111 .Thº(“IkluuºkiQ = 6 º (Hum/bal,

UI  lvikl , 0s )  = |U1k1+17 U2k2)7

UZIUI ÍCU 02 ,622)  : l v lk l  7 v2k2+1>7

ªº)“
Vl l lv lk lv  v2k2> : en l  l v l / 617  112152) ,

2—7");
VZIIUI ÍH  7 'Uzkº) : e nz  2 | v1k11v2kz>-  ( 5 ' 108 )
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Dentro de  cada conjunto U1, V1 e Ug, V2 temos os resultados j á  conhecidos

Uçl = Ví" = 1, U32 = vgª = 1,
21ri 21ri

V 1 U 1  = e íU lVl ,  V2U2  : CÉU2V2.

Não há problema quanto a ordem de atuação do conjunto de operadores

<H1k17H2k2|U1V2 = H1k1<lulklau2kglv2 = ,ulki<.”1k17l1'2kz+1|7

(Hi/muzklzUi = (H1k1,H2k2+1|U1 = #1k1</«ª1k1>#2kz+llv

assim

U1U2  = U2U1= V1V2 = V2V1,

U1V2 = V2U1, V1U2 = U2V1.

(5.109)

(5.110)

Propriedades físicas tais que a medida de  uma,  não altera a priori o conhecimento da

outra e cuja a sequência da  medida não importa, isto sendo representado pela comutativi-

dade dos símbolos associados, são chamadas compatíveis. O par de operadores U1,V1 é

compatível com o par de operadores Ug, Vg. Uma maneira útil  de  se pensar sobre UI ,  VI

e U2,V2, seria como se eles descrevessem dois sistemas independentes, que podem ser

criados individualmente, ou destruídos individualmente, em qualquer ordem

(uw/QI = (uiKuãl = <P2I<lu1|1
[ I  I I  I I  I I  I I  [ I

l v l avz )  : |U1)|U2) : |v2>|U1>a

dessa forma

l l/ I I I  I I I  I I I

(ul,/elba : ”z) = (ull'v1)<u2|'v2)=

. . , 21ou exphmtamente (analogo ao resultado (pklw) : %e  n ' “ )

( “1 ,613  N2k2 l 'U l l l ,  7vy2 l2>  : We  "1  X/_n_2€ - W
1 ª k , “  1 %k212_ 1 ezmê—íwªgâª)

(5.111)

(5.112)

O resultado (5 .112) ,  surge dire tamente  quando escrevemos (”IM,/1,2%] em termos de

(v111,n2k2|, o qual nos leva para (mkllvul), juntamente com (vu,, pgkzl em termos de
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(U111,'UQ[2|, o qual nos leva à ( sz lvz lz )

—'k1(Mr/muzica! = “_"—126“ 
11<Ulllau2k2i7

( “ l l l  ) ll'2k2 Iv l l l  , ”2162) :<P1k17H2kzlvllull2k2> = É26

"2
1 ª k  [

(121117 liz/QI = _ z e " ª  º º (0111, v2 l2 l1

1 71.2 ª k  [

( ”“ I  7 “2,52 i v l l l ª  0212 )  = 712 Z e "2  2 2 (73111 : ”212 l v l l l  7 73212)  :

12=1

1
=—-——e«E;

ª
7,2 

16212.

<ul/cl,H2kzivll17lL2k2><U1117H2k2|0111702l2> = <H1k17M2k2|011170212> = <M1klivlll><u2kglv2l2> =

= 1 eí—Tklll 1 8 % k 2 1 2

3 /71 ]  «77,2

1 ' km 5s__627M( "1  + "2  ) -

«E
As referências sobre a compatibilidade e incompatibilidade de propriedades físicas, di—

reciona a atenção para algo que permaneceu até agora implicícito: Começamos com a

medida de uma única propriedade física. De  um modo mais geral, para uma dada pro-

priedade A1, podemos adicionar outra propriedade compatível A2, assim uma medida

seletiva de ambas é simbolizada por

/ l l l !

| ª i ª1 | | ª2ª2 |  : lªzªzllªiªil— (5.113)

Continuemos com es ta  ideia até  encontrarmos um conjunto completo de  propriedades

físicas compatíveis: A1, A2, . . . ,AK(A), tal que qualquer propriedade adicional será incom-

patível com pelos menos algum membro do  conjunto completo. O símbolo para uma

medida completa é simbolizado por

I I Í , [ Í , l l ,

l a la l l  | a ,K (A )C lK (A ) |  : [ ( I /CLI  com a E (01 ,027 .  . . , aK(A) ] .  ( 5 .114 )
“___—W,.—
em qualquer ordem

Atomos selecionados para terem um conjunto particular de valores a '  são ditos estarem

no estado a]. A partir deste ponto, toda construção da álgebra de medida e a geometria
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procedem como antes7 a única diferença sendo que o resultado de uma medida não é um

único número mas uma coleção de números. Assim

Ela/cil = E |a1a3|.--|ai«A>ai«A>l=
! !al,...,a,K(A)

= (Z l ª i ª im  E iª2ª2|---iªK(A)ªK(A)i)=
a ! I /a2,...,aK(A)1

= (ZlaíaílMZIdza'zli-lzIak(A)ai<(A)l)=1, (5-115)
«; a;

ªi<(A)
_“T—jª'Tª

= = =1

e

| “  ª i = ia1a1|"ªiaK(A)aK(A)i = iªl ª '"7aK(A)><a17"'1aK(A)| = | ª><ª la

[unaul = luga/lll . . . |(L;<(A)(I,;<(A)| == la./1], . . . , (L&MXaí, . . . ,dª/((A” = la,/)(anl,

i ª , ª , | | ª n ªu i  = Iªj><ªiiªn>(ªl i = | ª 11 ' "  vaK(A)>< ª17 '  — 'vaK(A)|a1=' "vaK(A)><a1= - "7ªK(A)|7

( ª l i ª / [> = ( “ ªx ª ” )  = (Cl/17 - - -»ªi<(A)|ª iv - — - yªlli/qm) = ( ª i i  . - - <ªi<(A)||ªi> . - > Wigan) =
K(A)

= õ(a1,a1)õ(a2,a2)...õ(aK(A),aK(A)) = H 5(aj,aj). (5.116)
j=1

Façamos as coisas de outra maneira, construamos os símbolos de medida de uma quanti—

dade a partir das medidas completas. Assim

, / l l ' I

E l ª  ª | = E |ª1ª1|--- |ªK(A)ªK(A)| = 17

(
a

I Ia1 .....CLK(A)

l ª i ª / iHZIGIJ Í )  = | ª i ª i |<  z |ªiªii——-iªK(A)ªK(A)Í)=
! !

ª l º " ' ª ªK(A)

=1

= laiaiKZaaa/lm Z laêaêl . - - mªm =
I

(L] (L
: /
T. . . ,UKM)

! !  l /  l I

= i ª1ª1 | (  Z | a2a2 |" ' | ªK(A)aK(A) | )=
I /ª z º - "v ªm/ i )

= E lªiªiilª'zªlzi--'|ªi<(A)ªi<(A)i= Z l ª i ª /Hªl”)
! l / Iaz,...,aK(A) az,...,aK(A)
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. . ; l , . .para & medlda que selec1ona atomos com os valores a1 de A1 e a menor medlda seletlva

completa que seleciona a'1 e qualquer valor de (1/2, ag, . . . ,aíqA). Naturalmente

z l ª l ª l l  = 1 = z l ª l ª l l  = z l ª l ª l l  - — - |ªl<(A)ªl<(A)l =
a; a' a; .....a;“)

= (E  ª1ª1|)( Z lªíªlzl'"|ªl<(A)ªl((A)|) =
(1/1 aª,...,a;<(A)

I I I l l I

= (Z l ª l ª l l l  (E  lªzªzll ' -- E |ªK(A)ªK(A)| = 1 ,  (5-118)
a; (1/2 a;“A)E—f—JW—f

=1  =1  =1

e, por exemplo,

A1 = Zaâlaíaíl=Zªí< E la'a'l>=
! I (

(11 “1  az,.. . ,a;((A)

/ l / I I I / I

= ZCM E |ª1ª1|---|ªK(A)ªK(A)|) = z ª1 | ª  “ | =
a; ag....,a;((A) ªvença/Ã)

/
a

= zaga/aw : z |a.'>a.'1<a.'|. (5.119)

Notemos que agora l ª l ª l l  não é um simples produto de vetores. Isto é enfatizado con-

trastando com

t r í l a ' a ' l l  = t r l l a '><a ' | l  = (fi/la') = 1, (5120)

assim

t r í l ª l ª l l l  = t r i  z !ªl)<ª'|l= E t ª l ª / ) ( ª l l l

: Z 1 : 771.011), (5.121)

! , . . l , I ;
rn(a1) & multlphmdade de a],  o numero de estados a que possuem a]  em comum. Como

resultado,

t r íA l l  = t r lZ Ia í>a3<a í l l=Z ª ' 1 t r í l ª l> ( ª l l l=
! I

(Ll ( I ]

= Zefa Z 1)=Za1m<a3>=t r f z | a '>a3<a 'n=

/
ªzº-"'ªh'm)

Z aguíla'><a'|] : a'] . (5.122)
(L
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Naturalmente, começamos com qualquer outra quantidade, B] ,  de maneira geral incom-

patível com o conjunto A1, A2, . . ., e o suplemento das propriedades compatíveis formam

o conjunto completo B ,  com seus valores, b', e vetores (bil, lb,). Surge uma pergunta, o

que os conjuntos incompatíveis A e E tem em comum? O número total de estados, o qual

é a dimensionalidade da  geometria. Esta ideia segue da  evolução alternativa

t r íZ l ªH ª l l  = EMI “ )  (Z l b )  (b|)( ª l=  ; ( ªKZ Ib )  (II)—bINª

Ena <"!b><b">|a =Xl=n<A>

“(XII)/Hb,” = bztrllb) (GZ IGW b l l—ZWZIG

= 22 (b |a (  a l  b ) = 2 1 = n ( B )
b' a' b'

n(A) : n(B) = n. , (5.123)

Encontramos estas ideias em um caminho matemático no contexto do  problema de au—
. . . . l ..tovalor. Consrdere um espaço n dunenSional, com um Sistema de  coordenada la ) ,  entao

dado um operador Hermitiano B l ,  mostramos seus autovalores e autovetores, is to é,  solu—

cionando
/Bl l  ) = | >b1- (5-124)

Introduzindo o sistema de coordenada a ,  obtemos o sistema de equações

Bl l  >= |  >bl ,

B1= Z<a'rB1ra”>|a'><a”1 ,

ZW/IBllªlHaHª || )=| )b'p
I II V lª =“ =w(a">

multiplicando ambos os lados da equação acima por (all7

(a | Z(ª(|Bllª/')a>(ª1/)ª"=) (ªlli >bi
=u-(a')

Z (a'IB1la">(a'lal>w(ªr") = wmóbí,

ZW
a , a

"
(!

www") =w<a')b1, (5.125)
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para as componentes do  autovetor,

<a'l > = W). (51%)
Quando escrevemos sob a forma

<a ' | )= (a | 1 | )  XII/><" =X<ala><a|>=
=6(a',a”> =w(a”)

: Zõ(a l , a " )w(a / Í ) ,

Z(a'lBlla"><a"l ) = (ª'! )b'u
I I

a

Z<a'lBlla")(a"l >— (a'! >b'1 =O,
N

a

g(a'  |BllaH)w' ) -25 ( ' , ' a a)(1[la,”)b =o

Z[<alBlla">— õ(a  a
I I

a

I I  b l  I l

)b1]w(a )_=0, (5.127)

((ª1|31|ª1)— b '15 ( ª l a ª1 ) )w( ª l )+  ...+((a1|B1|an) " b í5 ( ª l , an ) ) lb ( ªn )  = 0

( ( a l l l a1>— bl15(a1,an))z/)(a1) + (<ª2IB1la2) _ bI15 (a2 , a2 ) )1LV(a2 )  + . _ . +

+(<az|B1|an> — b'15(a2, %))Wn) : 0

((anlBllal) — bllõ(ozm a1))1,L'(a1) + . . . + ((anIBllan) — bllõ(an., an))'u/v(an) = 0, (5.128)

; ; , . , .  _ H _
e possxvel que & fannha de equaçoes tenham & soluçao (Ma ) = 0, sendo esta uma soluçao

trivial, antes de prosseguirmos nas  nossas análises, escrevamos 0 sistema. de  equações na

forma matricial, representação de  B]  na, forma matricial

<u1|B1|a1> . . . ( a l lB l l an )

( a ' |B l | a ” )  = z a ,
(ªnlBllªl> (ªnlBllªn>
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para b'lõ(a', a") temos

b; o
b'11 = a s ,

o . b;

(allBlla1)— b; (allBllan)
<a'|B1|a”> — b í l  = s z ,

(anlBllal)  . . .  (anlBllan) —— bl1

. l l /  l . u . .com a matriz (a |B1|a )—b11, escrevemos o Sistema de equaçoes (5.128) na forma matrrcral
[

<c11|B1|a1> — b1 . . .  <ª1|B1ÍGn> zl)(a,1) ()

(anlBlla1> ' “  (anlBllan> _ bl  Mªn)  0

suponhamos que baseados em uma escolha arbitrária,  tenhamos pelo menos um dos ip's #

(), verifica-se pelo sis tema de  equações que o mesmo será satisfeito se

det[<a'|Blla”) _ b'15(a', a”)] = 0, (5.129)

deve-se ficar claro que demos um exemplo de que com pelo menos um dos ip's # 0,

para clarificar o resultado acima, pois de fato podemos ter  muitas possibilidades, mas o

resultado (5.129) sempre será mantido, assim de maneira mais explícita

<Cl1 |B1 |d1>  —- bí  . . . ( a l lB1Ian )

det  E E = 0 ,
!(anlBllal) . . .  (anIBllan) — b1

; .. I

no  qual e uma equaçao de  grau n para bl:

!(—b1)" + (—b'1)"—1tr[Bl) + . . . + det B1 = o, (5.130)

afim de mostrarmos o resultado (5.130), primeiro faremos um caso particular n = 3, o

qual nos elucida o funcionamento de (5.130) e em seguida para generalizarmos, ou seja,

chegarmos a forma acima, deve—se utilizar o princípio da  indução, então

(ªllBllªil * bi <a1|Blla2> (ªllBlla3>
( ª l lB l l ª n l  _ b iõ (a ' ,  ª ” )  : <ª2|Bila1> (GQIBIICQ) “ b i  ( ª 2 lB i l ª 3>

(ªslBllªll (GBIBIICW (ªslBllª3> “ bi
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de tKa / ÍB l l a” )  - 1915“ ,  CL,/)] = auAu  + a12A12  + a13A13

au  = <a1|B1|a1> — b,].

6112 = <a1|B1|a2>

a l s  = (allBllaa)

Au = (*1)2|D11Í ,A12 = (*1)3|D12| ,A13 = (—1)4|D13|,

onde IDHI, |D12I, |D13I, são os determinantes das matrizes Du ,  Dlg, D13, que escreveremos

nos desenvolvimentos & seguir

Dn : <a2|B1|a2> — bll <ª2|Blla3>

<ª3|B1|ªI2> (a3|B1|ª,3) _ [7,1 ª

IDH! = (( ª l l l ª 'z)  — b&)(WalBl l ª s )  “ 17,1) _ <ª2|31|03><ª3|31|ª2) =

= <ª2l31|ª2><ª3|31|ª3> “ bí<ª2|Bl |ª2> " (7/1 (ª?»lBllªz-a) + 5,12 “ (alllªsHaslBllflz),

D12=(<a2|B1|a1> <az|B1|a3> )
<ª3|Bllª1> (ª3lBllª3) “ 17,1

ÍD12| = <ª2|31|ª1><ª3|31|ª3> “ b1< ª2 |31 | ª 1>  “ (ªl1lª3)(a3|B1|ª1),

( «mmm» <a2|81|a2> —b; )
DIB : 7

MBM <a3|Blia2>

yDlgi = <a21Bma1><a3wB31a2> — <a2|Blla2><a3|B1ia1> + bí<a3|B1|a1>,

detí<a'|B1|a”> — biówt a")] = «allBliao — b&)<—1>º[<az|B11az><aalBl|as> — b1<az|B1|a2>—

—b'1<a31B1|a3> + b'º — <aZIB1|a3><a31Bllaz>1 + <a1nana»<—1>ª[<a2131|a1><a3wB1|a3>—

-5I1(ª2|B1|ª1> -(alllª3><ª3|B1|a1>]+(ªlÍBllªs)(—1)4[<02|31|ª1>(ªslBllª2)-
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“<ª2IBllª2)<ª3|Bllª1> + bl1<ª$|31| ª1>1 =

= (ªllBllª1)<ª2|B1|ª2>(ªslBllª3) _ bl1 <ª2|31|ª2)<ª3|31|03> " b í ( a2 |B l l ª 2 ) ( ª 1 |B l l ª 1 )+

+bl12<ª2|31|ª2) _ b/1(a3|B1Ia3)(a1|B1|a1>+ bíz<ª3|131|ª3> “ b/12<a1'B1+a1>_

“17,13 _ <ª1|B11ª1>(ªlllª3>(ª3|Bllª2>+

+bI1<ª2|Bllª3><ªslBlÍª2> _ (ªllBl|ª2><ª2ÍBllª1><ª3|Bllª3) + b í< ª2 |B l l ª 1>< ª1 |B l l ª 2>+

+<ª1'Bllª2><ª2|31|ª3><ªslBllª1>+<ª1|31|03><02|31|ª1><03|31|ª2>—

“(ªllBl|ª3><ª2|B1|ª2><ª3|B1|ª1> + b í< ª1 |31 | ª 3> ( ª3 | 31 | ª 1>  =

= —b'13 + b'12(a1|B1|a1) + bgº<a2|131|a2> + bgº<a3|Blpa3>+

bI1(<ª1|B1|ª2>(ª2|B1|ª1) " (ªllBllª1>(ª2!Bllaz))+

b í (< ª2 |B l l ª 3 ) ( a s |B l l ª 2>  * <a2|31|ª2><ª3|131|ª3>)+

+b'1(<ª1|Bllª3)(ªslBllª1> * (ªliBllª1><03|Bllª3)) +

<ª1|31|ª1><ª2ÍB1Íª2)<ª3|Bllª3>+

+<ª1|B1|ª2><ª2|Bl|03><ª3|31+ª1> + <ª1|31+ª3>(ª2|B1|ª1>(ª3|Bllª2> *

(ªllBl|ª3><ª2|131|02><ª3|31lºl)—

+(“1 |31 | ª 1>< ª2 |31 | ª 3>< ª3 |31 l ªn )  * <ª1|Bllªl2><ª2ÍB1|ª'1)(ª3|31|ª3> =

= (——b;)3 + (—b'1)2tr[Bl] + (—b,1)L((a1!B1lª1><ªlllª2> _ <ª1|31102><ª2|31|ª0l+
'=det  131
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+S<ª2|31|ªz><ª3|31|ª3> _ <ª2|31|ª3)<ª3|31|ª2)),+
l l=det  B l

+S(a1 |B1 |a l ) (a3 |B1 |a3 )  — (a1 |B1 |a3 )<a3 |B1 |a1 )U  + det  B]  :

IN=det  B1

= (—bg)ª + (—b'1)2tr[B1] + (—b'1)(det B'1+ det B; + det B;”) + det Bl, (5.131)

onde

, (ªllBllªh) <ª1|Bllªf1) ,, <ª2|31|ª2> (ªºIBllªs)
Bl  : 7B1  : 7

( ª l l l ª l )  (ª l l l ªz) (ªslBllª2> <ª3|Bllª3)

B'l" : <ª1|31|ª1) <ªl|31|ª3>
(a3|31|ªl) <ª3lBl|ª3>

dessa forma tendo em mente, o princípio da  indução, que nos diz que se é válido para um

determinado n e se verificamos que é válido para n + 1, então é válido para todo 11, isto

confirma que a equação (5.131) é válida, assim como a sua generalização (5.130). Como
simples exemplo dessa discussão, tomemos n = 2, Bl = am, A = a, :

I n ' , ,, _ b '  _

de tKºZI º I l º z )  _ b15 ( º z= ªz  )] = det <+|Uªº|+) 1 <+lºrl > :
( “ l ºw“ )  Hªll—)

—b'] 1
= det , =

1 4%

= HÁ? + Há) tax—[an + det? :
=O :

: b? _ 1 : º= (5.132)

nos conduz para b,1 : :|:1.
Dado uma raiz particular bil, retornamos à s  equações para os 1/)(a”)7s e as mostramos

dentro de um fator de fase, que é lixo dentro de uma fase arbitrária, pela normalização

Z Iwi/Jª “ : Elb l l ª  ><ª lb1> : <b1|b1> : 1-

l
O.

I
a

. l . , . .. .DOIS desses autovetores b1 assocrados com raizes diferentes, ou autovalores, sao ortogonals,

ou seja

em : b1<b1|bí> : <b1lbí>bí ,
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ou

(bi — bÍ ) (b í l b Í )  = 0

dessa forma

b1=bí=<bi |b í>=z<b1 |a><><a'lbí'> =Zwb<cí wma<a'>=0. (5.133)

Suponhamos que nem todas as n raízes são distintas, que algumas delas são múltiplas.

Por exemplo, que n = 4 e B1, obedecendo B? = 1 ,

BÍI>=31131 |>=Bí l>b l= l lb l º=1 |>= |>a

dessa forma existem apenas dois autovalores : +1  e —-1. Assim pelo det[(a']B1|a") —
bllõ(a', a”)] = 0, chegamos (bl1 —1)2(b'1+l)2. onde uma ou ambas devem ser múltiplas. Seja
a multiplicidade de b'l, m(b'1) = 2, 3, . . ., dessa forma existem m(b'1) soluções linearmente
independentes de (5.125). O fato de  existir a independência linear, dada pela multipli—

cidade, não implica na ortogonalidade dos vetores lb,], 1), . . . , |b'1, m(b'1)), porém pode-se
construir um sistema ortonormal(citamos o conhecido processo de Gram-Schmidt).

Supondo, termos o sistema ortonormal: lb'l,l),l : 1, . . . , m(b'1), mostramos um se-

gundo operador Hermitiano B2 que comuta com B] ,  B1B2 = B2B1 e

Bllb'l ,  z) = BzBllb'l, z) = lb'l, l)b'1. (5.134)

Isto nos diz que,  Bglbll, l)  é um autovetor de  31 com o autovalor bl1 e consequentemente
. .. . l .deve ser uma combinaçao linear dos m(b1) vetores conhecrdos

!m(b1)

B2|b1J> = 1 B2|b1,l>= Z |b1,k><b1,k|B2<b1,1> , <5.135>
k=1

onde a adequada rotulação do elemento da  matriz B2 é verificada pela multiplicação por
/ . .(b;, kl. Com este espaço m(b1)-d1mensional, buscamos os autovalores de Bg

B2lb /17>=lb1»b2=

ou com (b;, l|b'1,) = wºrld),

m<bí>

z<b17lz|btz>wi<k>ba <5-136>
l=1

132



conduzindo—nos para

det[(b'1,k|B2|b'1,l) _ õ(k, l)b'2] = 0. (5.137)

Se todas as raízes da equação acima diferem, ela nos fornece os vetores ortonormais Ibll, blz).

Caso contrário, procuramos por um terceiro operador comutante B3 e assim por diante.

Os operadores U e V7 ilustram essa discussão. Para um sistema com n estados, os

dois operadores Hermitíanos implícitos em U e V, tal que U" = V! = 1 e Mk = 'uk = 6 %

para k = 1, . . . ,n, cada qual possuindo n autovalores distintos, assim a multiplicidade de

qualquer autovetor é um. Nesta situação um único Operador U7 ou V, j á é completo. Se n

é um inteiro primo, que é onde reside 0 prosseguimento de nossa discussão, contrapondo—

se ao fato de que se n = nlng, podemos introduzir UI, VI de período nl e comutando

com UZ, V2 com período ng. Os autovalores de U 1  ou Vl são apenas 711 < n em número

e devem ser múltiplos, podemos formar varios conjuntos completos de propriedades com-

patíveis U1,U2; U1,V2; V17V2; V1,U2, conduzindo para vetores ortonormaislnlkl, ,uzkz),

|,LL1k1,'U212>, etc. Se nl e/ou TL2 são ainda fatoráveis7 este processo pode continuar, ter—

minando finalmente com vários sistemas irredutíveis em que 0 número de estados é um

inteiro primo y = 2, 3, 5, 7, . . ., a isto chamamos graus quânticos de liberdade.
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Capítulo 6

O l imite do contínuo

6 .1  A relação de comutação de  Heisenberg

Dando prosseguimento a ideia dos graus quânticos de  liberdade, vemos que com

exceção de y = 2, os demais ris são ímpares, com isto, torna—se conveniente, a escolha de
L

11kem pk=vk=e(  "i)k como

u=2k+l=k=
1 /—1

,2
k=o,ii,i2,...,i”—g3, (6.1)

em outras palavras, fizemos apenas uma identificação bíjetiva dos naturais k = 1, . . . , 1/

com os inteiros k = O,:i:1,i2, . . . , zizº—gl, do ponto de vista matemático são equivalentes.
25  = (32 ,  e sc revemosAgora, exibamos os operadores Hermitianos em U e V ,  para

(6.2)U=eº º ª ª ,V=e“7 ' , q l=q ;mp '=pk ,

mostrando que

W e
) (6.3)=O, i , : i : 2 , . . . , i—— .e € (€  2

_ fê, Chegamos k = É _ %,E
2

Qk=Pk=€k

Recordamos que

VlUk  : 6%ss

' - .. » x ' ' _*.2 [A .—ou  se  multiphcarmos & equaçao aCima & direlta por e :*"l [

_27n' . _ .(e 7 “v ' ) l ' ª
21n'e" u “Uh

—ªk1V—1)e%skvz(e v
V“'U'“V' = (6.4)
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. . & » ªi _a  _e se multiphcarmos a esquerda & equaçao VlUk = e v ik lUl  por e viklU '“

2VlUlc (e— :*klU-k) : e ºg ªk lU l ( e—2-L '—*klU—k)

U'ºvlu-k = e-ª'ªlv', (6.5)

substituindo pelos operadores da (6.2)

e—zlep  ezkeq  ec l ep  : e—zke leewkeq  : ezke (q—le )  ,

e ikcq  e i l q )  e—ikcq  : e—ikc lc  e i l c  : andy—ke)  , ( 66 )

' - — 2 27r » —ikele —ªºklcom isto Jus t i f icamos a escolha de  e = 77, ou seja, pelo fato de termos e = e v .
I / ;Tomando le : q e ke : p , retornamos as formulas (6.6)

. ' . l . ' . l /
e zq ;) e") q em p = e”) ((;—q ) , (6.7)

_ I , I , I . / I
e”) q e“? p e'“) q : eª” (p—p ) , (6.8)

notemos que as transformações unitárias es tão  em função de  operadores ,  uma função que

é definida por uma série de  potências. Assim, designando-se U como qualquer operador

unitário e A referindo-se tanto a q ou p, considerarmos motivados pelos resultados obtidos

anteriormente

—1 k _ —1 _ —1 -—l —1 _ —-1 kU AU—U AA...AU—U AUU AU...U AU-(U AU), (6.9)
kVGZGS kVGZGS

nos diz que7 & transformada unitária de  uma função é a função do operador transformado,

de  um modo mais geral temos como verdade

U—1f(A)Uf(U“1AU). (6.10)

para qualquer função de operador _/'(A)e qualquer operador unitário U. Com a equação

(6.10) em mãos, tratemos as equações (6.7) e (6.8)

, (  4 /  ' I  , (  
>2f1 /P  i ' l l ! )  

' I  (
e—zq pªm ([ P"; :º ___ FTP [6 ºf ] = (>?!) (q—q )

I I / ; . '  ' I I
' ' _ '  ' Ulq  " ' I " !  ' _ezpqempe  

IP (1 = eu: iª Pe ] :  em (p p ) .  (6.11)

Somos tentados a identificar os respectivos expoentes das equações (6.11), porém não

podemos identificar os respectivos expoentes, devido a. periodicidade das  exponenciais,
. , . : , . ,

ou seja, €*“? Pqe 'q  P 75 q — q , de maneira analoga temos o mesmo resultado para a outra
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exponencial. Se tomarmos o limite de v ——> 00, e —> 0, dessa maneira podemos garantir

a identificação dos expoentes, algo que nos ajuda neste sentido da  periodicidade, é a

Visualização do círculo de periodicidade (qk = pk = ke) Neste limite, como e —+ O, % —> 00,

tornando do ponto de vista topológico o círculo de periodicidade equivalente a uma linha

reta ,  infinita em ambas as direções.

Para evitar o fato de que,  a l inha reta é inânita em ambas as direções, deve-se im-

plicitamente restringir todas as aplicações as  situações físicas, onde os valores de  q e

p ,  embora possivelmente grandes, continuam finitos. Assim sendo, a periodicidade não

faz parte dessa restrição, os valores de q, e pl formam um contínuo, o qual permite a

identííicação de potência por potência. Temos então

/ !

—iqp i qp_  'e qe  “ f l—(17

eiª/ªpe"iplª = p — p, . (6.12)

Nos interessa somente a t é  a primeira potência

(1—iq'p+-.-)Q(1+iqlp+...) = q—q
(q—iq /pq+ . . . ) (1+ iq lp+ . . . )  = q—q'

q(1+iq'pq+...)—víq'pq(1+iq'p+...)+... = q—ql
£q+iq'qp+—-—)=(iq'fq—q'ºpqp+——-)+--; = q—q ' ,  (6-13)

=q+iq' (QP-PQ)+———

(1+zp'q+...)p(1—ip'q+...) = p—p
p(1—' ip /q+ . . . )+ f ip lqp (1—ip lq+ . . . )+ . . .  = p—p

(p+'ip'qp+---)(1—ip'q+---) = 1%?
(p—fz íp lq r . , , )+ ( ip /qp+p '2qpq+ . . . )+ . . .  : p—p,  (6.14)

=p+ipl(qpq)+--—

ambas as equações nos declara a não-connitatividacle

, 1cm — W = % ou ;[apl = 1. (6.15)

Isso é a essência da  descoberta de  Heisenberg da  não-comutatividade em 1925. Para a

formulação compacta na  forma da  relação de  comutaçã(6.15), Born contribuiu substan—

cialmente.
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A ação dos operadores unitários sobre os vetores

(lill = <Uk+t| »U'ºlvd = lºw)

podemos rerotular da  seguinte forma, como Vl = eu““ = eiª/Ip e Uk = 61q = eipnª

((I/lei!] ? : <q! + q , " ,  e i?  qlp'> : Ip! +13” ) ,  ( 616 )

empregando-se %" = eº e identificando ke = q', le = q” em

º_Wi , , !
,“!k = 6(  U )k  : e l e (ke )  ___ ezeq  &

v l  : e i ( l e )p  : eqp  .

21ri — . ' ”lik—H : e i ,—(k“)  : eze (ke+ le )  : eze (q  +q  ) 7 ( 6 .17 )

e para ke = p"., le : p' em

/ /
k_  ike  _ 'U —e(  )Q_e lpq ,

!27?!" - -'Ul : 671  : ezeUe)  ___ emp  ,

2—12 , , / ”7 ' k+ l  : e " (Ic—H) : ezeUe-Hce)  : eze (p  +p )_ ( 618 )

. I l

Vemos, por exemplo, que o operador unitário e“? ªº atuando em um autovetor & esquerda

de q, produz um outro auvotor com um autovalor deslocado, ou seja, a declaração de que
; - ” I n

q e“? p é um autovetor de  que com autovalor +q q q

<q / I e iq  pq  : ((II + qn ' q  : (q l  + qu)  <q ,  + qn ] ,  ( 619 )

W
. ! !

=<u'|fr“ª ”

. / , ” , z ;
ou eqruvalentemente,  se  «] [em ªº e um autovetor de  q — q com autovalor q

<q'|e"f”P<q — d) = o' + q”><q'ue'ªº"P — Miaº“) = dow/'" = <q'lqe'iª'ª', (6.20)
ou

Mq — q“) = W (621)
que é apenas a equação de  operadores (6.12)7 com q" no  lugar do  q'.  De  maneira análoga

temos a mesma construção para p ,  que se origina na  simetria U —> V ,  V —+ U“1, ou,  com
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U = eiª”, V = eiºp, com q —> P, P ** *G-
De fato

i = qp —pq —>;º(—<I) = (-q)p = qp—pq

e com q, ——>p'
. !  . !

——z z _e qpqeqp  _ q_q

Civ  qpe—ipq = p __ p _

Se aplicamos estas ideias à (q'IeiªHP = (ql + qul, obtemos (p'le'puª = (pl + pn], que corres-

ponde a operação adjunta "l' de  Giº/,ªlpl) = Ip, + p”).

6 .2  Representação do operador-diferencial

de Schrõdinger

Convertamos a equação vetorial q em uma forma numérica, multiplicando por um
vetor a direita | )

(q'leiº pl ) = (fl, +“  >— (6-2?)

assumimos | (, ser tal que (ql + q"| ) é uma função contínua de q", permitindo a expansão

em ambos os lados em série de potências de q", antes de prosseguirmos façamos certas
colocações para facilitar os resultados posteriores

(diª” ”| ) = <q'|(1 + iql'p + . . —)| ) = (q'lll ) + (allª/rl > +
expandindo (q + q | )=1/)(q + q ) em série de Taylor em torno de (]

wº  ;

<q'+q"|>=w(q'+q”>= ””é—WW =q'+>º I—WÍW +q -q> + .=

=WI') +w'(q')q" + " .  = (q'l Ha'/022! ] +... .
temos

(q'! )+iq"<q'|p| >+--.= (q'l )+q"ô<;q! ) +. . . ,

_õ<f1'| ' gqôq< !Z'(qlpl)  aq => (q|p|)= z—ôq, (6.23)
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Esta representação (6.23) do operador-diferencial do efeito de p é a essência da  descoberta

de Schrõdinger da  mecância ondulatória (1926). Afim de mostrarmos a equivalência disto,

com a relação de  não-comutatividade, consideremos

((I/](qp — pq>| > = (q'lqpl > — (q'IPQI > = q'<q'|p| > — 383,33! ) =

= [4333 — 33—3 <q'l > = (q'lil >, (6.24)
como deveria ser. Substituindo q —> p, p —> —q em (6.23) obtemos,

<p> = ql > = 3833! ),

(p'lql > = 3333 > <> | > 3333 >,

tendo como adj unto

(< ] ; q  »T = (<P/VM »3 = ( WIP/> = ( |Q|Pl>= (ia—'ª ( |P»= %(liw- (625)
A relação (6.23) e

(q'|f(<I>| > = f(q')(q'| >,
são combinadas em

<q'|f<q,p>|>=f(q' 33—3><q» (6.26)
dado que f (q, p) pode ser construído a part ir  de  estruturas básicas, pela adição e mul-

tiplicação. Vemos também que, se a representação do operador-diferencial é válida para

Nr  19) e f2(q, 13), comº é para f (4) e ?, então é válida para f1(q, p)+fz(q, p) 6 Mm p)fz(q, 10)-
De fato

<q'|[f1(q,p)+f2(q,p)]l> = <q'if1(q,p>l>+<f/lfz(q p>|>

, 1 z) , 1 a: [f1((l -, 73—611)+f2 (q ,23q l ) ]<q |>  (6.27)

<q'>f,(q,p>f,<q.p»> = foi 333 ><, If,< , p>|>=
, 7 , ,= f(q 33%.  3333><q» (6.28)

As relações correspondentes aos autovetor es de  p, são obviamente análogas

(p'|f(q,p)| > = f(íôílfm'Xpll ),

< |f(q p>|p>= <f3 % >< >p> (6.29)
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Capítulo 7

Princípio Quântico da Ação

A versão que apresentaremos aqui do Princípio Quântico da Ação não é a mesma versão

que está no livro do Schwinger ([I], cap. 5) e sim a versão modificada que foi apresentada

no trabalho [4]. Este capítulo, sobre o PQA, conforme falamos anteriormente, é apenas

para a completeza deste projeto. Os detalhes desta discussão estão na referência citada.

N osso objetivo aqui é a transcrição do PQA, onde iremos fazer a dedução dos comutadores

fundamentais entre as variáveis canônicas.

As maiores diferenças entre a formulação que apresentaremos e a do Schwinger são

que além das variáveis canônicas qi e pi serem consideradas operadores, as variações õoq e

õop serão consideradas também operadores e elímínaremos a variação õt = 0 do funcional

da ação. Desta forma o Hamiltoniano H é eliminado do gerador F.

7.1 Uma Nova Formulação do Princípio Quântico da

Ação

Consideremos um sistema quântico descrito pelas variáveis canônicas (qi, pi] que são

operadores, com uma Hamiltoniana H (ql—,pii). A íim de mantermos a discussão tão

simples quanto possível e evitarmos complicações não-essenciais devido ao spin, assumimos

que todos os observáveis podem ser escritos em termos destes operadores fundamentais.

Suponhamos que as configurações inicial e final do sistema ocorram nos instantes t1,t2.

Estabeleceremos o PQA como segue: Existe um  funcional das variáveis canônicas definido
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por
t z

W E dt (pg,. — piqi — 2H(q ,p ,  t ) )  (7.1)
t i

tal que sob uma  transformação das variáveis canônicas (õoqi, õopi sendo operadores)

%(t) _) (Tdi) == %(t) + 50%“)

(7.2)
mt) —+ ª ( t )  == Mt) + (Sapl-(t)

é transformado como õW = P(tz) — P(tl). Esta quantidade está relacionada a variação
da amplitude <XB, tg]XA,t1 > por

i
($ <XB, t2 |XA , t1>3= —g < X B 7  ÉzlõÍ /VIXA,  t l  > ( 7 .3 )

onde F(t1) e F (tg) são os geradores das transformações unitárias, atuando sobre os 65—

tados |X14,t1 > e |x3, t2  > .  De (7.2) temos
t z t º  _ . ôH BH

+ 2 /  d t (  — Pi 5041  + 50171" Qi _ 750% _ (SOM.—") -
t l  "'

(SW : (pi õOQi — õopi (li) 
a 01)i l

Assumindo o PQA, devemos ter õW : F(t2) — F(t1). Consequentemente, identificamos

FU)  : Pi 50% _ 50171" Qi (7.4)
:

O PQA fixa a parte restante como zero, is to é
t º  , _ €)]! _ OH

] (“<  _ Pi 50% + 50191" (Ii “ ã—Óoth " (Sopra—') = 0
tl (Ii Pi

e desde que as variações doqi, õopi sejam arbitrárias, devemos ter

ôH ôH
: _I I ' Í '  _ = . ,  . 7 .5alli p,, api ([ ( )

Agora, chequemos & consistência entre as transformações unitárias geradas por F and H .

Consideremos uma Hamiltoniana independente do tempo (isto é, %% = 0) e as seguintes

transformações

e ; ;FU)  &' JAHU—to)
lx,t>——> |i,t>=enF(t)|x,t>. |X,t0> —> |X,t>=e%H(t“tº)]X,t0>.

A consistência exige que

( iHU- io )  C#m N
lx,to> —+ Ix,t> ——> Ix,t>

c imo)  ( iHU- io )
lx,to> —> lícito> —> l í , »
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isto é7

JPG)  ___ 
e%H( t—to)e%F( to )e—%Hu—to)  _

Para uma transformação infinitesimal com õt = t — to, isto nos fornece, F(t) = F(to) +
%õt[H, F(t0)], ou equivalentemente

dF i_- = - -  F, H .
dt h[ ]

Utilizando (7.4), a equação anterior pode ser reescrita como

Pi 00%” + Pi 00611 * 5010141 _ 50131 (Ii = _ã  [Pi— H150Qi  _ %%%i  H]  + % õop i lq i ,  H]  + ;_; lºopi, HM:-

que dá

á'i : —' ":i H] :  Í'i : —%[] ) i7  11 ], ª, , . (7.6)
50111" = —ªglõoQi,H], 50191“ = —â[5013i,H]-

Os comutadores envolvendo as variações õoqi, õopi são em geral diferentes de zero, um

fato que somente é possível, por  considera—las como operadores. Outra condição surge

quando consideramos qi : —%[q,—, H] e tomamos a variação 60 diretamente desta relação:
5045 = “550%l _ Élqz'ÃoHl» que dá

[q,-, õoH] = O . (7.7)

Analogamente, obtemos

[ph õoH] : 0 . (7.8)

Estas equações são as condições de consistência para serem satisfeitas pelas variações

õoq.,-,õop,«. Torna-se claro que a escolha da  Hamiltoniana restringe os tipos de  trans-

formações (7.2) que podemos considerar para o sistema. Na formulação original do

Schwinger, [11], as variações õoqi, õopi foram assumidas para  comutar com as variáveis

canônicas. Consequentemente, as  equações que ele obteve são %% = “Hq“  õoH ], 60752. =

—%[pi, (SOH ] diferentes das nossas. As condições de consistência (7.7, 7.8) estão ausentes na
formulação do  Schwinger e aparecem aqui devido ao caráter de  operadores das variações

%% 60?-
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7 .1 .1  Os Comutadores Fundamentais

Não temos ainda determinado quaisquer comutadores fundamentais entre as variáveis

canônicas, consequentemente as equações anteriores não estabelecem qualquer aspecto

dinâmico do modelo. Assumimos que o gerador F ,  induz uma transformação infinitesimal

sobre as variáveis canônicas qi(t), pi(t) que escrevemos como ópqi E Épqi + õoqi, õppi E

ãFpi +õopi. Como veremos abaixo, os termos adicionais Épqi, Éppi são requeridos de forma

a garantir a consistência do formalismo no  caso em que õoqi, õgpi são operadores. A fim

de fixarnios o s  comutadores fundamentais, vamos considerar a ação do gerador F sobre o

operador K (q, 1), t ) .  Desde que F : pi õoqi — õopi qi não dependa em li, é razoável assumir

õFK(q ,  p, t )  :=  faq + õoq ,  )? + õop ,  t )  — KW,  ?, t )  5 ÉFK + õoK (7-9)

onde

OK ôK
5 K: :  ———6 » õ '— .10 ªqi Oqz + 01% api (7  0)

ÉFK := I((q, p, t) _ K(q, p ,  t) (7.11)

com õpK referindo-se à uma mudança na forma funcional do operador K induzida por

F .  Também,

õpK E (MU-1 _ K = —%[K, F] . (7.12)

De (7.9,7.12) obtemos a seguinte equação

õ , __ ' ' _ = _ — K  “ º  i—“i  , i _ i a i  —K,ô i iFÃ + aqi óoqz+5opzôpi h[ 
, a ]  oq hp[K õoql—l-hõop [K q]+h[ DW,

aqua ldá

ôK 2" 8K i
: "KM,  —=-K, '  7.13

8%“ h[ pz] ôpi # q ª ]  ( )

—. z' _ 2'

ÓFK : % lK= Óopi ]  ªli _ Epi  [K,  5045] . (7.14)

Vemos de (7.14) que ÉFK é determinado pelos comutadores de K com os operadores

õºqi, õopi. Em particular, tomando para K , o qk e pk em (7.12) obtemos as relações de

comutação

[%i  : inõz'jv [%l  = [Pia] = 0 - (7'15)
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Capítulo 8

Conclusões e Perspectivas

Conforme vimos ao longo deste texto, podemos dividir a abordagem do Schwinger

para a Mecânica Quântica em duas partes:

0 uma Álgebra das Medidas e

o o Princípio Quântico da  Ação.

Na  álgebra vimos o desenvolvimento da estrutura algébrica a partir da generalização do

experimento de Stern-Gerlach. Des ta  álgebra são obtidas as leis gerais da Cinemática

Quântica 1 .  Conforme o próprio Schwinger frisa no  seu livro (p.29): deseja-se um pro-

cesso de indução (ideal) que partindo dos experimentos s e  cheguem às leis da Mecânica

Quântica.

Poderíamos discutir muitos tópicos ao concluir este projeto.  A área de Mecânica

Quântica além de vasta e muito intrigante7 tem inúmeras dificuldades, ainda mais que

a base do tratamento do Schwinger diz respeito à s  medições quânticas.  Encontramos

neste tema muitas dificuldades e posicionamentos dos diferentes pesquisadores da  área,

havendo uma  enorme l i teratura,  que vem aumentando desde a consti tuição da  própria

teoria quântica. Estas questões vão da  epistemologia. ao problema de como formular uma
. . , . ( )

t eo r i a  cons1s ten te  matemat icamente  “ .

lNa  c inemá t i ca  quânt ica  estudam—se as  propr iedades  dos s is temas em um certo instante do  tempo (ver

definições ma temá t i ca s  precisas  em [12], p .66  e na  p .213  a comparação com a d inâmica  quân t i ca ) .

ºVon Neumann em [13] foi o primeiro a fazer uma formulação de  uma teoria matemática que buscasse

da r  conta. da s  in terações  do  s i s t ema  com os  aparelhos de  medidas,  sem ut i l izar  do  recurso inicial  da  MQ,

onde se dizia que o aparelho em regido por leis clássicas (interpretação de Bohr). Desde esta época
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O tratamento do Prigogine na “teoria microscópica dos processos irreversíveis”, define

“uma nova teoria de transformações” (em contraposição as transformações unitárias), com

as transformações não—unitárias, ou *-unita'rias, que transformam a equação dinâmica

para o operador matriz densidade. Esta equação, análoga a equação clássica de Liouville,

é composta de uma parte reversível e outra parte irreversível. Segundo Prigogine, o

problema das medidas é apenas uma ilustração do problema da irreversibilidade na MQ

([14], p.242, e outras referências no assunto, como [15], [lô]). Não é nossa pretensão

ingressar aqui nestas discussões. Levantaremos aqui pontos mais específicos referentes ao

que foi tratado no Projeto, que são algumas questões que para nós não ficaram claras no

desenvolvimento do Schwinger.

No que se refere à forma como foi induzida a estrutura algébrica, notamos algumas

dificuldades no aparecimento de certos elementos da álgebra diretamente a partir de e-

lementos das medidas. Vejam—'se as diferentes medidas que discutimos aqui nos três ex—

emplos da seção 3.4, p.48 (no livro é p.44, seção 1.5). A medida seletiva (caso 1), e mais

as duas outras que consideramos mais sutis (casos 2 e 3): a que “aceita tudo” (caso 2)

sem distinção, não faz medida alguma, “não tem aparelho físico” (é 0 1 da álgebra); e

a “sem medida" (caso 3), onde o aparelho separa o feixe, mas não seleciona nada, é a

medida não seletiva. Este último, onde o aparelho físico separa os átomos mas não faz

nenhuma seleção, tem certas semelhanças com o segundo caso onde se assume que “não

há aparelho”. Na  realidade ele necessita destas diferentes premissas, com estas distinções,

para poder construir uma teoria consistente. Apesar desta dificuldade, vimos na seção

3.5, no estudo das Medidas que perturbam o sistema, que estes dois casos realmente têm

estruturas diferentes, na fórmula (3.63) está explícito que no cômputo das probabilidades

cada uma destas medidas dá uma contribuição diferente 3.

que inúmeras tentativas foram feitas para melhor se entender o processo de medidas. Há diferentes e

controversas teorias no assunto. Questões e mais questões têm sido vasculhadas ao longo dos anos e

da própria evolução teórica e experimental (por exemplo, com as teorias de “QND measurement”, ver

em [9D Dentre as diferentes abordagens podemos citar as proposições do Grupo de Bruxelas, liderado

por Ilya Prigogine (físico-químico russo (1917-2003) ganhador do Prêmio Nobel de Química de 1977,

por suas contribuicoes para a termodinâmica do não-equilibrio e pela teoria das estruturas dissipativas).

Estabeleceram uma teoria 'rnicroscópica dos processos irreversrueªis, com regras para evolução não—unitária

do operador densidade durante processos irreversíveis, por exemplo, nas medições quânticas ([14], p.242).
3No livro do Schwinger estão na fórmula (1.64) da p.47.
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Não vimos nenhuma referência às usuais discussões encontradas na literatura sobre o

fato do aparelho de medida estar sendo considerado “clássico” ou “quântico”. Este tópico

é um dos problemas da interpretação de Copenhagen, a qual assume que o aparelho segue

as regras da  física clássica. Von Neumann criou sua teoria com a inclusão do aparelho

como um “entidade” também quântica. Para que o processo de evolução do sistema,

no ato irreversível da  medida, seja unitário, é necessário que o di to “sistema” seja na

realidade o conjunto sistema + aparelho. Um exemplo de situação deste tipo pode ser

vista nos trabalhos de A. Peres ([17], p. 688, e [18]), onde encontramos Hamiltonianos
que representam a interação do “aparelho” de Stern—Gerlach com uma “partícula de spin

1/2”. Associado com o Hamiltoniano há um processo de evolução unitária, nestes modelos
Énão há  o que é usualmente denominado de  “colapso da  função de  onda.” (ver detalhes na

bibliografia citada).

As medidas denominadas por von Neumann de “processos de primeiro t ipo” ,  ou ”ir—

reversíveis, são aquelas que tratamos aqui na seção 2.5, ou “medidas que perturbam

o sistema”. Note que Schwinger as introduz diretamente no cálculo da  probabilidade.

Sabemos que para somente o sistema, isto é,  sem o aparelho, tem que se levar em conta

a irreversibilidade do  processo, bem como as inúmeras questões levantadas desde a época

de von Neumann 4 .

Como era de se esperar, não há uma estrutura algébrica diretamente ligada somente

ao sistema quântico, pois este interage de forma irreversível com o aparelho. Lembre-

mos que para situações que não evoluem segundo a equação de Schrõdinger, estados não

puros, é conveniente se fazer a descrição através da  matriz densidade (introduzida por

von Neumann e Landau) ,  que é mais geral que o usual formalismo dos  vetores de  estado.

Ela incorpora além dos  usuais estados puros definidos pelos vetores de  estado, os estados

“não-puros”, ou “mistura estatística”, estes estados não podem ser definidos a partir de

superposição linear de estados puros, ou seja, como uma superposição linear de vetores

de estado (veja—se, por  exemplo, no Karl  Blum ([19], p.8, e p.11-12)). A mistura  tem que

4Ver a d iscussão desenvolvida sobre a Teoria das Medidas  no  livro do  Max  J ammer  [8] . e também

no Prigogine ([14], p.65—66, e p.242), onde ele mostra que as medidas transformam estados puros, os

quais  evoluem segundo a equação de  Schrod iuger ,  em misturas es ta t ís t icas .  I f t i l izando-se  as funções de

onda para os estados puros e a matriz densidade, p, para a mistura, um estado puro xl! : Zn  ano,, é

transformado numa mistura p = z lcnlºPn, onde P,, é um conjunto de projetores. Esta transformação é

irreversível.
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ser descrita se especificando a forma como ela foi preparada. Notemos que o Schwinger,

pouco se refere a este formalismo, mencionando-o somente através de exercícios (p.93 do

livro). Nos fica a dúvida de até que ponto podemos, com a MQ do Schwinger, chegar aos
mesmos resultados que outros inúmeros autores obtiveram com a matr iz  densidade.

Ainda sobre este formalismo, a matriz densidade atribui pesos estatísticos a cada es-

tado presente na mistura, e naturalmente descreve também o caso particular dos estados

puros. De uma forma geral, os processos de medidas quânticas podem levar a que estados

puros seja transformados em misturas estatísticas. Muitas vêzes este processo é denomi-

nado redução do pacote de ondas, e na abordagem do Prígogine ([14], p.66), & redução do

pacote de  ondas: não  pode se r  descrita através de uma, transformação unitária 5

Schwinger não entra no mérito destas questões inerentes ao processo de medidas, talvez

porque seu foco seja outro: a criação da álgebra das medidas. Seria bastante elucidativo

que no "Prólogo” de futuras edições do livro, fossem mencionados os pensamentos do

Schwinger sobre estas questões. Apesar disto, que são apenas fatos muito pontuais, e

talvez uma  l imi tação da  nossa leitura da  obra ,  vemos que  estas discussões,  suscitadas

pelo livro, tocam em pontos centrais da  teoria quântica, por demais interessantes, atuais

e que Vão muito além das limitações deste Projeto. No âmbito restrito deste nosso es-

tudo,  a idéia original do  Schwinger de  desenvolver uma álgebra das medidas diretamente

induzida a partir  dos experimentos, é uma abordagem diferenciada para a MQ,  inovadora

e contribui para um aprofundamento maior das diferentes teorias de medidas quânticas.

No seu desenvolvimento, os vetores de estados (ou as funções de onda), os operadores e

os demais elementos que aparecem na matemática da  MQ,  vão surgindo passo a passo,

sem a necessidade de que  sejam de  certa  maneira impostos na  teoria como algo “externo”,

apenas com o argumento de  que é adequado porque funciona, Assim, Schwinger foi além,

descnvolvcu um processo indutivo, onde a ltíatcmática decorre da  Física. Ficando como

mais uma das suas contribuições para a Física dos nossos tempos.

Antes de irmos para o segundo tópico tratado, enfatizamos que os principais resultados

diretos da  MQ do Scliwinger são:

o o estabelecimento do uma forma indutiva (la cinemática quântica;

. uma dinâmica quântica descri ta através de  um único princípio, o qual foi criado

por ele: o Princípio Quântico da Ação. Desta forma, completa-se um elo com a

5Ver  os detalhes nas várias referências do  A. Peres, que se opõe ao chamado “colapso”.
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Mecânica Clássica, onde as equações de  movimento do sistema são obtidas a partir de

um princípio geral, o Princípio da  Mínima Ação, também denominado Princípio de

Hamilton. No  caso quântico, Schwinger conseguiu também estabelecer um princípio

geral, análogo, e que permite a dedução, tanto das relações de comutação como

das equações de Heisenberg. Segundo nossos estudos, o PQA ainda tem muitos

meandros a serem investigados, tanto nos aspectos relativistas, quanto nos aspectos

não relativistas.

Um ponto interessante é que o PQA foi estabelecido pelo Schwinger no Physical Review

em 1951 (ver em [20]), de forma axiomática, e utilizado em uma sucessão de trabalhos,
onde estavam sendo estabelecidas, por ele, regras fundamentais para uma teoria quântica

relativista, ou seja para a Teoria Quântica de  Campos.  Note que inusitadamente o PQA

foi primeiramente estabelecido na sua forma relativista e somente depois (cerca de 10

anos) é que foi desenvolvido, pelo Schwinger, na sua contrapartida não—relativista. No

seu livro de  MQ,  ele faz uma espécie de “dedução” deste princípio não-relativista a partir

de resposta das amplitudes de probabilidades às translações infinitesimais no tempo. Uma

interessante discussão de  questões e de dificuldades existentes na  formulação realizada pelo

Schwinger pode ser encontrada em [4], onde se propõe uma modilicação no Princípio.

É conveniente mencionarmos que a Mecânica Quântica usualmente tratada na maio—

ria dos livros textos de graduação 6 ,  aborda questões referentes aos estados puros e a sua

evolução Hamiltoniana. Sabe-se que este tratamento é limitado às situações idealizadas,

conforme podemos ver na discussão realizada por V. E. Tarasov sobre as limitações da

MQ nesta forma tradicional (ver detalhes em [12], no “Prefácio”, p.V). Seguindo este

raciocínio7 dizemos que  os sistemas Hamiltonianos e estados puros podem ser  considera—

dos apenas como casos especiais de  sistemas dinâmicos quânticos. Os  sistemas fechados,

isolados e Hamiltonianos são idealizações que não são observáveis e, portanto, não exis-

tem no mundo real. Como regra geral, qualquer sistema é sempre embutido em algum

ambiente e, portanto. nunca é realmente fechado ou isolado. Frequentemente, o ambi-

ente relevante é em princípio não—observável ou  desconhecido. I s to  tornar a teoria de

sistemas quânticos não-Hamiltonianos e dissipativos como uma generalização fundamen—

tal  da  Mecânica Quântica.  Na  teoria quântica tradicional, com sistemas Hamiltonianos,

evolução uni tár ia  e estados puros., devemos destacar bem que estes são  casos especiais de

6Temos que citar aqui várias exceções, por exemplo, Tarasov [12], Weiss [21], Prigogine [14] e outros.
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uma abordagem generalizada. Podemos sintetizar estas idéias através de reflexões desen-

volvidas pelo Prigogine 7 :  “As leis da física em sua formulação tradicional, descrevem um

mundo idealizado, um mundo estável e não o mundo instável, evolutivo em que vivemos.

Segundo nosso entendimento, a álgebra das medidas na  sua forma original elaborada

pelo Schwinger, faz o cômputo global do processo, sem entrar em detalhes dos diferentes

processos dissipativos envolvidos. Assim também o próprio Princípio Quântico da Ação,

escrito através do Hamiltoniano do  sistema, descreve, até  certo ponto, casos particulares

de  casos concretos reais cuja a estrutura matemática,  quando existente, é bem mais com—

plexa, já que nem sempre podemos conseguir uma descrição Hamiltoniana 8 Conforme

mencionamos anteriormente, há  diversas tentativas neste sentido, por  exemplo, O próprio

livro do Tarasov citado acima, bem como os trabalhos do Grupo de Bruxelas do Prigogine.

Aqui  nes ta  nossa pequena empre i t ada  in ic ia l  nos rcstr ingimos também a es tes  casos par-

ticulares, mas esperamos futuramente prosseguir no estudo que iniciamos recentemente de

casos mais gerais, e considerados por tan to  mais  reais de  uma Mecânica Quântica aplicável

a sistemas dissipativos não-Hamiltonianos (ver definições em [12]).

Finalmente mencionamos que nas perspectivas de um prosseguimento do trabalho re-

alizado, tivemos discussões sobre uma possível aplicação do PQA à interação da  radiação

com a matéria, que pode ser estendida para a investigação de certos fenômenos da  As-

trofísica. Hã  modelos de certos processos dissipativos, da interação de moléculas com a

radiação eletromagnética, onde se  escreve um Hamiltoniano; este  problema físico é tratado

em ([24]). Esta situação física é muito semelhante a outras encontrados na Astrofísica,
por exemplo, na  interação do  meio interestelar com a radiação. Há  uma metodologia

tradicional de  quantização. cujo Hamiltoniano tota l  é H = E;; H;C + Him + HEM, onde

H ],. é a parte referente às m moléculas,  Hm representa a interação do dipolo induzido com

o campo eletromagnético e UEM é a parcela referente somente ao campo eletromagnético.

TDO livro “O Fim das Certezas - Tempo, Caos e Leis da Natureza” ([22], p.29).
ªSobre as limitações da  abordagem padrão da MQ é bastante interessante ler uma afirmação do  próprio

von Neumann: “ ]  would like to make a confession which may seem immoml: I do not believe 'in Hilbert

space any more." Detalhes desta citação estão em ([23], p.192). Sabemos que existe a formulação da

mecânica quântica através “espaço de Hilbert estriado, ou generalizado” (rigged Hilbert space), a qual se

propõe a ser  uma  teoria ma i s  geral ,  mas  que  só  se  tornou possível após a nova nlatemática da  teoria das

dis t r ibuições  e dos  espaços topológicos l ineares  t e r  s ido  cons t ru ída ,  i s to  se  deu cerca de  30  anos depois  de

von Neumann .  Há, uma  certa  semelhança  desta, construção com a do  Schwinger, pois  e l a  é também uma

idealização matemática das estruturas que se podem deduzir das observações físicas ver em ([23], p.197).
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Neste exemplo, com Hamiltoniano deãnido, podemos investiga—lo através da metodologia

do PQA, avaliando-se & possibilidade de serem obtidos resultados mais abrangentes que

os provindos da  metodologia usual.
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Apêndice A

Álgebra

Apresentaremos além da  es t ru tura  de  anel que está  relacionada com a álgebra dos

símbolos da  medida, outras estruturas álgebricas relacionadas com a definição de anel.

Leis de Composição

Definição. Seja E um conjunto. Um mapeamento de E >< E em E é dito uma lei de

composição em E .  O valor f (12, y) para um par ordenado (x ,y )  & E >< E é chamado a

composição de a: e y sob esta lei. Um conjunto com uma lei de composição é chamado

um magma.

A composição de a: e y é usualmente denotada por  escrever :o e y em uma ordem definida

e separando—os por um símbolo característico da lei em questão. Entre os símbolos mais

usados comumente estão + e -, esta  convenção pode ser omitida quando desejada.

Uma lei denotada pelo símbolo + é normalmente chamada adição(a composição $+  y,

sendo chamda soma de .T e ;!j). a lei denotada pelo símbolo - é usualmente chamada

multiplicaçáo(a composição J; . y : xy  sendo chamada de produto de a: e y) .  Outros

símbolos são denotados para leis de composição arbitrária T e _L.

Exemplo. Os mapeamentos (X. Y) .—> X U Y e (X.  Y) »—> X 0 Y são leis de

composição no conjunto dos subconjuntos de  um conjunto E .

Para maiores detalhes ver [25].

Ações

Definição. Seja Q e E dois conjuntos. Um mapeamento SZ no conjunto EE de mapea-

mentos de E em si mesmo, é chamado uma ação de O em E.
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Seja a r—+ fa uma ação de (2 em E. O mapeamento (a, a:) i--> fa(ªt)(respectivamente

(ac, a) r—> fa(r)) é chamado a lei de ação a esquerda(respectivamente a direita)1 de (Z em
E associada com a dada ação de (2 em E .

O elemento fa(a:) de E(para a 6 Q e rs e E) é as vezes chamado a transformada de

e: sob a ou  a composição de a e ac. Também é frequentemente denotada pela notação

de multiplicação a esquerda(respc. a direita) a — x(respc. x - a), sendo que o ponto pode

ser omitido, a composição de a e x é então chamada o produto de  a e cc. Outra notação

utilizada é a J. ac. Os elementos de Q são frequentemente chamados de operadores.

Exemplo. Seja E um conjunto. O mapeamento identidade de  EE é uma ação de  EE em

E,  chamada a ação  canônica. A lei de  ação correspondete é o mapeamento ( f ,  :c) v—-—) f (x)

de EE >< E em E.
Para maiores detalhes ver [25].

Grupos

Definição. Um conjunto com uma lei de composição associativa, possuindo um elemento

identidade e sob o qual todo elemento é inversível, é di to ser um grupo.

Em outras palavras, um grupo G é um conjunto G com uma operação

GxG—-—>G

(a, b) i—+ a - b

satisfazendo as seguintes condições:

(i) A operação é associativa

a - (b—c) : (a - b) - c, Va,b,c 6 G.

(ii) Existe um elemento identidade(neutro)

EleEGta lqueeva=a re=a ,Va€G.

(iii) Para cada elemento a e G existe um elemento inverso a“1 e G tal que

a -a ' 1=a '1 - a=e .

1Ou  às vezes chamado a lei externa de composição em E com O como um conjunto operante.
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O grupo é abeliano ou comutativo se:

(iv) A operação é comutativa7 ou seja,

a—b=b—a,Va ,b€G.

Exemplos.

I. O conjunto Z dos inteiros é um grupo com respeito à adição. A operação é associa—

tiva, zero é o elemento identidade, e —a é o inverso de a .

II. (Q, +), (R, +), (C, + )  são grupos (aditivos) abelianos.

III. (Q X [O], -), (RX [D]), -), ((E X (O], ) são grupos (multiplicativos) abelianos.

Para maiores detalhes ver [25], [26].

Anéis
Definição. Um anel é um conjunto A com duas leis de composição chamadas respecti-

vamente adição e multiplicação, satisfazendo os seguintes axiomas:

(I) Com respeito à adição A é um grupo comutativo (abeliano).

(II) A multiplicação é associativa e possui um elemento identidade.

(III) A multiplicação é distributiva com respeito à adição.

O anel A é di to ser comutativo se sua multiplicação é comutativa.

Segue que (x, y) +——> m + y denota a adição e (cc, y) +++ xy a multiplicação, O denota

o elemento identidade para  a adição e 1 para a multiplicação. Finalmente, —r denota

o negativo de m com respeito a adição. Os axiomas de um anel são consequentemente

expressos pelas seguintes identidades:

(1) 11: + (y + 2) = (x + y) + z(associatividade da adição)

(2) a: + y = y + x (comutatividade da adição)

(3) 0 + x = ac + 0 = :? (elemento identidade ou neutro)

(4) x + (—-x) = (—x) + ac = O (elemento inverso)
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(5) x(yz) : (xy)z (associatividade da multiplicação)

(6) 32.1 = Lx  = a: (elemnto identidade)

(7) (m + y).z : mz + yz

(8) :c.(y + z) = xy + mz

[(7) e (8) são distributivas].

Finalmente o anel A é comutativo se xy = ya: para todo x, y 6 A.

Exemplos.

I.

II.

III,

Anel Nulo: Seja A um anel. Para. 0 = 1 em A, é necessário e suficiente que A

consista de um único elemento. A condição é suficiente, por outro lado, se () = 1,

então7 para todo x 6 A, x = cc - 1 = J: - 0 = 0, um anel desse t ipo é chamado anel

nulo .

Anel 5 das funções reais: Seja ll um intervalo no conjunto IR dos números reais e

seja A o conjunto das funções contínuas definida em ]I com valores reais. A soma

f + g e 0 produto f - g de duas funções f e 9 são definidos por

(f + g) ( t )  = f(t) + g( t )  (fg)(t) = f(t)g(t)(t E 11)-

Seja R o conjunto de todos os pares ordenados de números reais e definamos as leis

de composição

(a,b) + (c,d) = ( a+C,b+d) ,

(a, b)(c, d) (ac, bc + d).

Uma checagem mostra que  as definições de  anel  são satisfeitas. Sendo o elemento

neutro da  lei de composição da  adição (0, 0). O anel é não comutativo, mas sem

elemento identidade com respeito a multiplicação é (1, 0).

Para maiores detalhes ver [25], [27].

Corpos

Definição. Um anel (K, +,  ) é chamado corpo se ele satisfaz a seguinte condição:
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Todo elemento diferente de zero de K possui um inverso com respeito a multiplicação,

isto é,

VrGKXíOj jyeK talque x -y=1 .

Exemplos.

(i) O conjunto dos números (Q,  + ,  -), (IR, + ,  -) e (C,  + ,  -), são exemplos de corpos, sendo

estes corpos comutativos.

(ii). Seja Q(i) = [ a  + bi | a,  b 6 Q] ,  onde Q corresponde aos números racionais, Q(i) é

um corpo, cujas operações de  adição e multiplicação são as usuais.

Para maiores detalhes ver [26].

Módulos

Definição. Seja A um anel. Um grupo abeliano aditivo (M, + )  dotado de uma multi—

plicação escalar

A >< M —> M

(a,  m)  r—+ a - m

é dito um A-mo'dulo se satisfaz os seguintes axiomas (Val, ag e AeVm1,m2 E M):

&) 316A /1 -  m1=m1

b) (a1a2)-m1 : (1,1 - (ag - ml)

c) (a1+a2)  -m1 = a1 .m1+a2-ml

d) a1—(m1 + mº) : a l  “ml + ul - mº

Se a e A e m E M, podemos também escrever am para denotar o elemento a - m.

Exemplos. &) Seja A = Z. Seja (G., + )  um grupo abeliano, onde definimos uma multi—

plicação escalar Z >< G —> G da  seguinte maneira

VzGZ,Vg€G,

(X
I

—g : g+ . . .+g  s ezZO,
—,_/

zvezes
-g  = (—g)+...+(—g) sez íO .

“_v—ª

N

2 vezes

155



Desse modo pode—se verificar que G é um Z—módulo.

b) Se um conjunto A é um corpo, então a noção de A-módulo coincide com a de espaço
vetorial.

Para maiores detalhes ver [26].

Espaços Vetoriais ( Espaços Lineares )

Definição. Um espaço vetorial é um sistema algébrico (£ ,  K ,  ) ,  onde E é um grupo

aditivo, K é um corpo comutativo, com uma lei de composição externa -, sendo uma ação

de  K em C ,  tal que Va & K e VI e E 3 um único elemento y 6 £ :  am = y ,  satisfazendo

os seguintes axiomas:

(ia) . r+ (y+z )  = ( z+y )+ :  Vx,y,z GL.

(ib) Existe um elemento 0 E E tal que O + a: = ac + 0 = :c Vac E C.

(ic) Para todo a: e E existe um elemento —:r e E tal que rr + (—zr;) = 0.

(id) x+y=y+x  Vx,y E E.

(iia) a (Bx)  = ( aB)  a: Va ,B  e K e Vx & £ .

(iib) em = 3: Vac & £ (6 é a unidade de K).

(iiia) a(:v+y) = ax+ay  Va € KeVm,y 6 £ .

(iiib) ( a+ [3 )x=  ax+6x  Vaz,/3 6 Ke 6 E.

Os elementos do conjunto E são chamados vetores.
Exemplos.

I. O conjunto C = IR dos números reais7 com a adição usual sendo a adição vetorial e

com K = R como o corpo dos escalares, é um espaço vetorial real, se a multiplicação

escalar az  é definida pelo produto  usual dos números reais. Chamamos es te  espaço

de  espaço linear dos reais. Similarmente, o conjunto E = (C dos números complexos.,

com a adição usual e com K = (C como os escalares, é um espaço vetorial complexo,

chamamos também de espaço linear complexo dos números complexos.
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II. Seja o conjunto IR" denotando o produto cartesiano ]R >< >< R no qual os elementos

estão ordenados pelas n-uplas (51, ..., €") de números reais. Seja K = R e definimos

& soma e o produto escalar

(517 - - ' a€1 i )+ (n13w77]n )  : ( € ]  + 771 ,  "4571  + nn) ,  (A .1 )

a ( í iw-Ãn)  = (aê,-",aên).

E evidente que as definições acima, satisfazem os axiomas de espaço vetorial. Este

espaço, R" ,  é o espaço vetorial real n-dimensional.

Para maiores detalhes ver [27].

Álgebras

Definição. Uma álgebra A é um módulo sobre um anel R, com identidade junto com

uma operação associativa interna,  frequentemente chamada multiplicação ta l  que

(1) A é um anel.

(2) A opreação externa (a ,  :c) r—> me é tal que

a(my) : (cm;)y : x(ay).

Exemplo. Todo anel comutativo A pode ser considerado como uma (associatividade e

comutatividade) A—álgebra.
Para maiores detalhes ver [28].

Aritimética Modular

Dizemos que dois inteiros a e b são congruentes módulo n, se a — b é um múltiplo de n

( a  — b = kn ,  n > 0).  Se  a e b são congruentes módulo n ,  escrevemos,

a E b (mod n)

Caso a — b não seja um múltiplo de n, dizemos que a é incongmente a b módulo n.

Exemplos.

11  E 3(mod  2)

11—3 = [92

k = 4
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10 E O(mod 5)

10 — 0 = k 5

k = 2

14 E 24(mod 5)

14-24 = k5
—20 = k5

k = —4

Proposição 1 .  Se a, e 1) são inteiros, temos que a. E () ("wd n,) se, e somente se, existir

um inteiro k tal que a = b + I; n.

Demonstração: Se a e b são inteiros, temos que a E b (mod n), então a — b é divisível
por n ,  isto implica na existência de um inteiro k ta l  que a — b = kn ,  is to  é7 a = b + kn .

Para a volta, temos que se  le existe, satisfazendo a = b + k n ,  tem—se k n = a — b, assim n

divide a — b, que nos leva para a E b (mod 77).

Proposição 2 .  Se  a ,  b, c, n são inteiros, com n > 0,  as seguintes asserções são ver—

dadeiras:

1. a E a (modn)

2. Se a E b(modn), então b E a (mod n)

3. Se a E b (modn) e b É d(mod n), então a E d(mod n).

Demonstração: (1 )  Como ” divide 0, sabendo—se que a — a = 0, logo 'n divide (a, — a),

implicando que a E a (mod n).
(2.) Se a E b (mod n), então a = b + kl n para algum inteiro kl, dessa forma b = a — kl n,

o que implica pela Proposição 1 que b É «, (mod n)

(3.) Se a E b (mod n) e b 5 c (mod/n,)7 então existem inteiros kl e kz tais que a —— b = kl n

e b + d : kz n,. Somando-se., membro a membro, as equações anteriores temos7 a — d =

(kl + 192) n, implicando em a E b (mod n).
Esta Proposição 2 ,  nos informa que  a relação de  congruência, definida no conjunto

dos inteiros, é uma relação de equivalência, pois nesta proposição existem as propriedades
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reflexiva, simétrica e transitiva.

Teorema 1 .  Se  a ,  b, c e n são inteiros tais que a E b (mod n ) ,  então

1. a+c5  b+c(modn)

2. CI,—CE b—c(modn)

3. ac E bc (mod n)

Demonstração: (1.) Como a E b (mod n), temos que a —— b = kn  e, assim, como
(L — b = (a + c) — (I) + () tem—se (a + (:) — (I) + c) = k n,, logo (1, + (: E b + (: (mod n).
(2.) Temos por hipótese que a — b = A: 71. além disso, a — b = (a — c) — (b — c), o que nos

conduz para (a — c) — (b — c) : kn  => a — c E b — c(m0dn).

(3.) J á  que a — b = I: 71, então c(a — b) = ck  n => ac  — b'c = c k n, nos informa que n divide

(ac — bc), portanto, ac E bc (mod n).

Teorema 2 .  Se  a ,  b, c, d e n são inteiros tais que a E b(modn)  e c E d(modn) ,

então

1. a+c+d(m0dn)

2. a—CEb—d(modn)

3. ac—Ebd(modn)

Demonstração: (I.) Por hipótese a E b (mod n) e c E d(mod 72), assim temos, a — b =

kl  n e (: — d = kz n ,  o próximo passo é somar as duas últimas equações, obtendo-se

(a  — b) + (c + d) = (a + c) — (b + d) = (k1+ kg) n, implicando a + c E b + ([ (mod n).

(2.) Subtraindo—se os membros das equações a — b = kl n e c — d : kg 71. tem-se (a — b) —

(c—d)  = (a— c) — (b—d) = (k] —ls72)n => a—CE b—d(modn).

(3.) Multiplicando-se ambos os lados de a— b = kl n por (: e ambos os lados de c—d = kg n

por  b, obtendo-se ac  — bc = ck l  n e bc — bd = bk2 n .  Em seguida, somamos os membros

das igualdades anteriores, ao — bc + bc + bd = ac  — bd = (ckl + b kg) => ac E bd (mod n).

Para maiores detalhes ver [29].
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Apêndice B

Contas referentes a Seção 3 .4

Começamos por mostrar como obtemos & equação (3.54), utilizando—se (3.53), sendo
assim

<a'<c'> = ;<a'|b'><b'|c'>
<a'lc'>*= <c'<a'> = ;<c'|b'><b'|a'>.

p<a',1,c'> = ><a<'º|1|b'>| a ' l l b ' )  <b'>'>|||c

= <a'l (ZW) <b|>|c><c'| (ZM <b|»a>

= Da ""c'lb><b>c>z< |b><b'|a'>= <a“c<c>< |a'>=
b' b'

= |<a lc)!2 =p(a , e ) -
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A equação (3.55) é mostrada da  seguinte forma

P(a', b, C,) = WRX lb,)(b/INC'H2 —
b l

(<a'lb1><b1|6'> + -- - + (a/Iaac/D ((Gilb1)(b1|al) + - - - + (ºilbn)(bn|ªl)) =
(allb1)<b1lcl)(cllbl)(bllal> + (ª'lbz)(bzlcl)(cllb2)(b2|ª') + - - - +
(a'Ibn)<bn|0'>(cllbn)(bnla'> =
p<a', b1>p<b1, e') + . . . + ,,(a', bn>p<bm 6) + Z <a'lb'><b'|c' >< c"'lb"><b Ia'>=

3%”

H
+

1
v
=O

: zp ( ª l v  b l )p (b l ,  c l ) -

b l

Por tratar—se de uma medida não-seletiva, onde o aparelho de medição não seleciona

nenhum átomo, é que o resultado de  p(a', b, c,), é a soma de  cada escolha independte de

bl, com isto Eb! #1)” (allb/Hb/IC,)(c'Ibllnla') = O. O próximo resultado a ser apresentado
é do conjunto equações (3,56)

Emma)  = Em! c'>= Da' |c'“><c|a>=

= a 'KZJM><'c|>|a'>= <a"l1>a>=
= p ' ( a ,1 )=1 .

Em  a bc )>=?“s c'>=DEM|b'><b'|a'><b'|c'><c'>b'»

=Z«a' ><b1|a>><'b1|c><c|b1>+ ...+(a'lm<bn|a><bn|c><d|bn»=

+( ( ª Íb l )<b1 l ª ) (b1 l º1>(c l l b1>  + -- - + <ª]lbl><bllªl><b1|0n>(6n|bll) + . .  - +
+(<ª,lb“)(bula/><bnlc1><cllbn> + . - - + <ª,Ibn)(bulª/>(bnlcn><cnlbn>) =

= (a'lb1><b1|a')((b1|cl> + . . . + <b1|cn)<cn|b1>) + . . . +

+(ªllbn>(bn|ªl)((bn|c1><61lbn) + - . - + (bnlcn><cnlbn)
= (allb1)(b1|al) ZªhlclHCIIÓI) + » - + + (ªllabnlaI) Z<bnlcl><d|bn>

_“ZX  (! '|b' )(bl | a '  ) Z<b'|c'><c'|b'> = Epp/,(!)  Spy/,(!)  = 1.
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Nossas contas sobre as probabilidades em (3.56), (3.58) e (3.59), são vistas mais detalhadas
para auxiliar no prosseguimento do capítulo como já dito

p<T,b,"—?>=%= |<)!“+ |(>!+ <—>+|+| —|>|"“>|º=
a b b c a c

=><'+“|'+“><'+“>í+“>+<?|'“—“>«“>T>lº=
a b b c a b b c

=«"+*|"+»<”+“>A>+ <A>A><Ó|A»><
(: b b

A A«+>+ Mªm/“H (“|/N — >”W>=
a b b c c b b a

=<T>T><1T|T><T|T>< +A>í“>+
a b b c c b b a

(“rf—“>< — >”+“><”+“>”+W<<+ KFM
(: b b c c b b a

+<T|Ó>«P|Ó><TIQ< — KFM
a b b c e b b a

«» — <Ó|A><T|Ó><T— |A>=
a b b c a b b c e b

=p<'?,”$“>p(?,?>+<T|Ó><Ó|T><íª|<ô><+”#>?u
a b b c c b b a a b

+<TIT><T|W<TIQCIT>+p<"+“,"—*>p<"—“,'+“+>=
a b b c e b b

=ââ+<€» -><Ó|T><T|T><'?<1“>+
a b b c e b b a

<”?><ª><”+“|”+“><'+“|"fx/>|"?+ll

a b b c c b b a

=> <T|Ó><Ó|?><'ÚP|T><'ÚP|/P>+

a b b ( ( b b «

+«>|<F>< + |T>«P|Ó><Ó|1»=

= Mªia?) —3 = 0
—,_._/ 2
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=</+“<'+“><+”ªl/“><ª“— KW?“ |A>+
HTF—“> (““I”—“><— «»/'ª+ >A>+

+<'+“<”+“><+ |Ó>< —fªl/“>< — |”“>+
(: [1
A A MAI/?(AA) (A,/"S):+<+|—>< <—|—>

b b ()
A A  A A  A A H A  A A A / “ W=p(+ bb,+)p(+ —)+<+|—> |'— ><—|+> <+|+>+

b b b

(““I/N<+ <ª> (>|/» (>< +Á>+p<'”“"—“>p (”>/“>=

=33+<'+*|"» (““I/“>< — |A><<+ |A>+
(TI/?HAI "“ WAV—“>< — <”W+33

=> <+|A><—|— ><"—“|d<+|'“?+

a b

+<'+?1'+“><'?|A><Ó<Ó> Cªl/W——
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M + 11,” + “) =p<' + + “) = 0 = |< + “«|+><+| +|—><—<)l' + “><ª =
a b b c a b b c

+ +I+>+<+I—><—I+>)><
b b

«”+“<"+“><T<'QW+ <i“<”%><'“<'+“»=
=p<'+“,/+“>p</+5A>+ <+ <A>(“<”W<':“+ <A><<+ <A>+
+<'“+“</'+“><'5b?<'f»<Á+ KFM?“— | + >++p< 'in/ZW +>=

=ââ+ (rl/» «NAM<+ <A><<+ <A>+
+<'í“< +>< + <A><+ «“W“—“ Hºg.

=> <+”LKW <Ó<T><A<A><Jª+ «E?

<T<T><ã>«»<â><Ó><Ó<m=
warn—393

=O

p<"+“,1,”-“>=p<?,”»=1=«'3?«<+><><—+<+<—>< >«”W<2=
a b b c a b b c e b b

=p<'3?,”+“>p<"+>fí“>+<T<Ó><Ó<©<Ó<T><T< + +
a b b ( (' b b a a b b c

+<Ó<Ó><T<Ó><Ó«W<Ó<W+p<'“*,"—“> «“,”—“>=
a b b (: e b b a

=àâ+<T<Ó><Ó<Ó><Ó«»«P< + +
a b b « (: b b a

+<?<T><?<Ó><Ó<Ó><Ó<T>+—
a b b c 0 b b a

= <ª“<"—“><'“—“<'—“><"—“<ª»<'3?< + +
a b b c c b b (:

<T<T><T<Ó><Ó<Ó><Ó<T>=

_”—
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