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Resumo

Neste projeto fazemos um estudo da construcao da “dalgebra das medidas” elaborada
por Julian Schwinger. Esta estrutura parte da ideia geral que podemos construir nm
processo de indugao ideal das leis gerais da Mecanica Quantica a partir dos experimen-
tos, particularmente, a partir do experimento de Stern-Gerlach. Antes de chegarmos a
algebra faremos, seguindo o Prdlogo do livro de Schwinger, wna discussao geral sobre a
Mecanica Quantica. Pela dlgebra das medidas se chega estrutura da cinematica quantica.
Schwinger também claborou uma ferramenta pratica fundamental para obter a evolugao
dinamica dos operadores quanticos, ou dinamica quantica, bem como obter os comuta-
dores fundamentais. Esta téenica, que abordaremos resumidamente. parte da resposta
do sistema estudado aos deslocamentos infinitesimais no tempo e denomina-se Principio
Quantico da Acao, obtendo-se, de uma maneira dedutiva. tanto as relacoes de conmtacao
fundamentais, por exemplo, [q;, p;] = ihd;;. quanto a evolugao dinamica de um operador
K (a equacao de movimento de Heisenberg), 4¢ = 2 — L[ H]. Esta formulagio é
diferente da usual, a qual asswme. por exemplo, que as relacoes de comutagao dos oper-
adores quanticos sao obtidas por uma correspondéncia destas relagoes com os paréntesis
classicos de Poisson. Finalmente. faremos algumas discussoes pertinentes, inclusive sobre
possibilidades de aplicacoes deste principio a Astrofisica.

Palavras-chave: Mecanica Quantica. Algebra das Medidas, Principio Quantico da

J'\(;ﬁu.



Abstract

In this project we study the construction of a “Measurement Algebra” as conceived
by Julian Schwinger. This is part of Schwinger’s proposal for constructing an ideal in-
duction of the general laws of quantum mechanics from a well-selected set of experiments,
particularly, the Stern-Gerlach experiment. Before dealing with the algebra, we present
a general discussion of Quantum Mechanics following the Prologue of Schwinger's book.
Then, we proceed to the measurement algebra where the general laws of quantum kine-
matics are obtained. Schwinger has also developed a tool to obtain the dynamical laws of
the evolution of the quantum operators. or quantum dynamics. as well as the derivation
of the fundamental canonical comutators, for example. [¢;. p;] = ihd,;. and the dynamic
evolution of an operator A (the Heisenberg equation of motion), % = %{% - ﬁi[l\'. H].
The response of the system to infinitesimal time displacements establishes the quantum
equations of motion from which the Schwinger Quantum Action Principle is derived. This
formulation is different from the usual one. which assumes, for example, that the relations
of the quantim operators are obtained by a mapping from the classical Poisson brackets
to the commutators defined on the space of quantumn operators. Finally, we discuss the
possibility of applying the Quantum Action Principle to astrophysics.

Keywords: Quantum Mechanics, Measurement Algebra, Quantum Action Principle.



Prefacio

Este projeto surgiu das discussoes que tive com o orientador do mesmo sobre a forma
como Julian Schwinger havia elaborado a sua abordagem da Mecanica Quantica (MQ). A
idela principal deste Projeto € fazer wma revisao de parte do livro de Mecanica Quantica
de Schwinger, onde tentaremos esmingar alguns pontos. Um dos principais aspectos da
sua abordagem ¢ a obtencao de uma estrutura algébrica a partir das medicoes quanticas’.
Seguiremos o sen livro texto de Mecanica Quantica, “Quantum Mechanics, Symbolism of
Atomic Measurements™, recentemente publicado [1]. Tentaremos expor de forma clara,
principalmente algumas partes que no livro nos pareceram nao muito claras, ja que ima-
ginamos uma possivel utilizagao futura deste projeto por estudantes de graduacao. En-
tretanto, e desejavel que o leitor tenha os conhecimentos da Mecanica Quantica na forma
como ela é usualmente ministrada nos cursos de graduacao. Buscaremos. em alguns mo-
mentos, apresentar as ideias principais confrontando-as com abordagens de outros autores.

E interessante notar uma linha de trabalhos realizados recentemente sobre diversos
aspectos da obra de Schwinger: a sua abordagem da MQ relativista, a hipdtese dos
quarks. o modelo padrao, a metodologia utilizada no livio de MQ. a Teoria de Fontes,
e outros. Nestes trabalhos discute-se a obra do Sewhinger sob o ponto de vista epis-
temoldgico®. Sendo assim, alguns consideram que sua obra vai além da propria Fisica.
Frisamos também que no sen livro de M@ ele chega no final aos mesmo resultados da
MQ) usual. porém o fato principal inovador é a maneira de formular a teoria quantica. Na
parte estrutural. ao obter a estrutura algébrica a partir das medicoes quanticas, a teoria,

Aqui neste Projeto, para simplificar. chamaremos a construgao realizada pelo Schwinger como a

“Mecanica Quantica de Schwinger”, ou outro termo equivalente. As duas construgoes principais foram

criadas por ele.

2Ver as refs. sobre isto, do Stapp e MacKinnon, respectivamente em [2] e [3], bem como as referéncias
citadas. Estes antores dizem textualmente que os fildsofos, dedicados as interpretagoes da MQ), nao temn

comsiderado o trabalho de Schwinger, e especulan sobre quais razoes poderiam ter levado a isto.



segundo Schwinger, tem o papel de fazer uma “codificacao™ e generalizacao dos experimen-
tos. E neste desenvolvimento que irao aparecendo os vetores de estado e os operadores.
Ja no Principio Quantico da Acdao (PQA), crion wma ferramenta pratica para obter as
equacoes dinamicas dos operadores bem como as relacoes usnais de comutacao. Na sua
MQ nao se tem necessidade de assumir as relacoes de comutacao de forma axiomatica,
conforme ¢ usual.

Nos fixamos na maior parte deste projeto, no contendo inicial do livro, ou seja, as
medi¢oes quanticas e as suas generalizacoes para a obtengao da “algebra das medidas”.
Devido a propria extensao do contetdo. ¢ do seu detalhamento, o Projeto ficon um pouco
maior do que imaginavamos. Optamos por abandonar a ideia inicial de abordar também
detalhadamente o Principio Quantico da A¢ao. Entretanto, para nao ficar esta falta, ja que
o PQA ¢ o que leva a parte dinamica da teoria, fizemos um capitulo resumido sobre este
principio. Na MQ de Schwinger, o PQA é a “ferramenta’” pratica, ja que através dele € que
sao obtidas as equacoes de Heisenberg dos operadores, ou seja, as equacoes dinamicas dos
operadores, e também as tao fundamentais relacoes usuais de comutacao. Este principio
tem wma enorme abrangencia, ja que a partir dele muitos desenvolvimentos e estruturas
podem ser obtidas. U exemplo disto ¢ a sua utilizagao para obtencao da algebra do
Grupo de Galileu *. No tratamento convencional da MQ, desde a época do Dirac, as
relacoes de comutacao sao assumidas como axiomas, ja no formalismo de Schwinger elas
sao dedutiveis a partir do PQA. Schwinger niao concorda de maneira alguma com opinioes
do tipo: “As leis da mecanica quantica nao podem ser derivadas .... Infelizmente, a
descricao da natureza pela mecanica quantica € muito abstrata para lornar isso possivel.”
(ver no seu livro. p.29, como ele discute estes estabelecimentos sobre a MQ) .

Para quem pouco conhece sobre a vida e carreira de Schwinger. ¢ interessante notar
que ele desde os anos 50. quando ministrava cursos de M(Q) regularmente em Harvard,
ja desejava escrever wn texto de MQ), mas varias décadas se passaram e ele continuava
relutando em escrever um livro texto. Sua razao era que nao havia, naquela época,
chegado ainda a wimna abordagem sua da NMQ. Ja havia escrito varios textos, inclusive as
suas notas de anlas, bastante disputadas pelos seus alunos, entretanto, nao havia ainda se
decidido quanto a um livro para ser publicado. Desta forma, acabou falecendo em 1994

sem ter publicado este livro. Devido a importancia desta publicagao, seus colaboradores

*Veja isto em [4],
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e amigos, juntamente com a ajuda e apoio da vitva Clarice Schwinger, o publicaram em
2000 4.

Nas notas de aulas, que dariam origem ao livro de Mecanica Quantica, Schwinger
havia colocado o titulo dbvio: “Quantum Mechanies”, além disto também continha o
subtitulo nada dbvio: “Symbolism of Atomic Measurements”. Com isto, como era seu
costume, firmava uma posicao em relagao a propria Fisica: a Fisica € uma ciéncia cujas
teorias devem ser testadas e confirmadas. O Prélogo do livro, que tem 25 paginas e que
foi retirado de gravacoes de conferéncias suas em 1960, é na realidade uma retrospectiva
tanto historica quanto tedrica da Mecanica Quantica. Abrange desde o Eletromagnetismo
e a Mecanica Classica. que antecederam a Mecanica Quantica. até ao desenvolvimento
que ele acompanhou e foi também um dos seus grandes elaboradores. Sao af discutidas
questoes que vao da cansalidade ¢ determinismo, até ao fato de que os operadores sao uma
necessidade natural da teoria quantica. Neste ponto, mostra de forma simples, porque os
operadores aparecem na M(Q) para representar as quantidades fisicas. e tém uma algebra
nao-comutativa. Também sio disentidas outras importantes questoes como o discreto, o
continuwo, as medidas quanticas, o vacuo quantico, ete.

Acreditamos que este Projeto de Final de Curso, ao abordar este tema, contribua
tanto na divulgacao desta obra ainda pouco conhecida de Julian Schwinger. quanto na
discussao destas importantes questoes referentes a Fisica dos nossos tempos. Lembremos
que a contribuicao de Schwinger para a Fisica do séeulo XX, nio foi somente aquela que
o levou a ganhar o Premio Nobel de Fisica ? de 1965 mas se faz presente até hoje em

mimeras areas da Fisica Teorica °.

Mais detalhes de como foi exeentada esta empreitada estao deseritos por B. G, Englert no Prefécio

do proprio livro.
"Fste premio ele ganhou juntamente com  Tomonaga e Feyimam  pela renonnalizagao  da

Fletrodinamica Quantica.
6083 interessados na sua vasta obra podem ler a excelente biografia de sua vida e de sua obra cientifica

e [5].
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Capitulo 1

Introducao

Iniciaremos aqui com as proprias palavras de Julian Schwinger sobre o papel dos

experimentos na Fisica, no livro texto (p.10) ele estabelece que

“...physics is an experimental science; it is concerned only with those statements
which in some sense can be verified by an experiment. The purpose of the theory is
to provide a unification, a codification, or however you want to say it, of those resulls
which can be tested by means of some experiment. Therefore, what is fundamental
to any theory of a specific department of nature is the theory of measurement within

that domain.

O fato € que esta tentativa de construgao da Teoria Quantica a partir das medidas
quanticas, ¢ algo que consideramos bastante inovador e 1inico !, pois em geral o que vemos
nos textos ¢ a matematica dos vetores de estado, operadores, etc., como uma estrutura
que € assumida em paralelo com suas aplicagoes (que dao certo !). Entretanto, a maneira
como ele desenvolve, ou seja, diretamente dos experimentos para a criacao de uma teoria.
¢ algo bastante interessante. Podemos concordar ou nao, ou mesmo discordarmos de
certos desenvolvimentosg, porém temos que considerar o fato que esta tentativa ¢ bastante
immportante na Fisica atual, onde em virias areas ha nma grande ruptura com os principios

que relacionam teoria x experimentos. NMencionamos ainda que o fato de Schwinger ter

'Segundo nosso conhecimento, desconhecemos outros desenvolvimentos semelhantes. Mesimo sobre a
sua abordagem, somente conheceinos mn tnico livreo de MQ, de K. Gottfvied, [6]. oude o autor segue
a abordagem do Schwinger com a dlgebra das medidas, onde o autor se baseou nos trabalhos originais
onde o Schwinger publicou pela primeira vez a sua dlgebra das medidas: Proc. Nat. Acad. Sc. 45, 1542

(1959); 46, 257, 570 (1960).



adiado tanto a publicagao de um livro em MQ deve ter tido sua razao em que ele sempre

dizia *:
“had not yet found the perfect way to do quantum mechanics.

Acredita-se que este problema foi resolvido quando ele nos anos 80 na Universidade da
Califérnia, ficon muito feliz com o estabelecimento do “quantum action principle” para a
MQ nao relativista. Como diz B. G. Englert (p.VIII do livro, no Preficio) ele teria assim
“found the perfect way to do quantum mechanics’.

Para podermos melhor entender ¢ mesmo de certa forma avaliar este trabalho do
Schwinger, nao podemos perder de vista que ele deu sua maior contribuicao para a Fisica
da segunda metade do século XX, exatamente na Mecanica Quantica, ou melhor na
Eletrodinamica Quantica. com virios trabalhos que o levaram (juntamente com Fevn-
man e Tomonaga) ao Prémio Nobel de Fisica de 1966, Assim, sua obra em Mecanica
Quantica ¢ a de um especialista da area, wm dos seus maiores tearicos. Logo, sua abor-
dagem deve ser avaliada com bastante cuidado. Estas nossas afirmacoes se devem ao
fato que até hoje pouca importancia tem sido dada ao tratamento que ele da neste seu
livro de MQ). conforme ja mencionamos e esta documentado nas referencias [2] e [3]. Os
autores nestas referencias, além de ressaltarem que na biliografia sobre as interpretacoes
da MQ pouco ou quase nada ¢ discutido sobre o trabalho do Schwinger, reconhecem que o
desconhecimento desta parte da obra do Schwinger também pode ser estendida ao ambito
da propria Fisica. Pode-se dizer que ela carrega junto também uma desconsideragao as
suas criticas ao maodelo padrao e a hipotese dos quarks. Na biografia do Schwinger. que
citamos [5]. pode-se ler, por exemplo. os problemas que ele enfrentou ao criar a “Teo-
ria de Fontes™ en oposicao a Teoria Quantica de Campos (de operadores). a qual havia
contribuido para a sua construcao. I lembremos ainda que o espirito revolucionario da
Teoria de Fontes, ou “evolucionario”™ como diz Milton na sua biograha, fica bem claro

quando no preambulo do primeiro vohune Schwinger escreve

“Se nao der para se unir o cles.

destrua-0s.”

Ver p.VII do livro,
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Estes fatos e ainda outros discutidos na sua biografia podem haver contribuido para uma
certa rejeicao preconceituosa a parte do seu trabalho . Porém acreditamos que esta
situagao podera mudar devido aos fatos recentes experimentais em altas energias. Pode
ser que novas teorias sejam necessarias para se explicar melhor o mundo subatomico. Com
estes pontos de vista em mente, gostariamos, com as limitacoes deste trabalho, polarizar
a atencao para estes diferentes aspectos da obra do Schwinger. Com as palavras dele
proprio, se estabelece: “quantum mechanics is a symbolic expression of laws of microscopic
measurement’ .

A abordagem que faremos do texto do Schwinger, trata inicialmente do Prélogo do seu
livro, onde se faz wma retrospectiva da MQ), incluindo-se a discussao de questoes como a
causalidade, determinismo. e ontras referentes aos paralelos com a Fisica Cldssica. Além
disto as questoes sobre o discreto ¢ o continuo, assint como interessantes discussoes do
porque do aparecimento dos operadores na M), Apds esta parte referente ao Prologo,
iremos para os diferentes pontos de abordagem relerentes ao Capitulo 1 do livro, onde é
descrito o processo de medidas e sua generalizacio. Nesta sequencia se apresenta a algebra
das medidas e consequentemente a matematica da MQ, com os vetores de estado, os oper-
adores, ete. Finalizada esta primeira parte, a mais extensa, apresentaremos sucintamente
o Principio Quantico da Ac¢ao, e em seguida faremos uma pequena discussao como con-
clusao sobre o que foi tratado. Nesta parte final falaremos sobre possiveis aplicacoes da

teoria ¢ alguns possiveis desenvolvimentos futuros.

INao estamos aqui nos colocando como defensores da “Teoria de Fontes”, inclusive pelo fato de que hd
trechos do desenvolvimento do Schwinger no Volume 1 da “Teoria de Fontes™ [7]. que nao concordamos
com a sua abordagem matemidtica. O que frisamos é o aspecto preconceituoso que tem se tornado rotina

em diferentes dreas da fisica tedrica. da Casmologia ao Modelo Padrao de Particnlas Elementares.
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Capitulo 2

Conceituacao Basica na Mecanica

Quantica de Schwinger

Este capitulo destina-se ao estabelecimento dos conceitos desenvolvidos na abordagem
do “Prologo” do livro . onde ele discute conceitos fundamentais tais como cousalidade.
determinismo, vacuo quantico ¢ muitos outros. Aléin disto faz um breve historico do surgi-
mento da Mecanica Quantica. Revela logo neste “Prologo™ que a teoria a ser elaborada ¢
uma teoria causal, mas nao-determinista. Seguiremos de uma forma geral sua abordagem

e quando tivermos que pontuar algo divergente de Schwinger, explicitaremos este fato.

2.1 ldeias Gerais

Existem questoes filosoficas profundas a serem aprendidas através da forma pela qual
os estudiosos de fisica tedrica pensam sobre os fundamentos da teoria, por exemplo. na
maneira em que eles abordam seus probleias. e tambim nos critérios gerais considerados
como balizadores do que seja wma solucao razoavel. Portanto, o aspecto importante e
mostrar a visao geral de mundo que o fisico teorico idealiza.

[sso ¢ particularmente significante na conexao com as implicagoes filosoficas da Fisica
Quantica, pois a Fisica Quantica ou a Mecanica Quantica. através da qual entendemos os
fenomenos microscopicos ou atomicos de modo racional. tem tido provavelmente o maior
impacto do que quaisquer outras descobertas da fisica sobre o modelo de pensamento on
“the world picture” do fisico, e, portanto. de maneira indireta sobre as outras pessoas.

Agora, se quisermos entender especificamente as origens da Fisica Quantica, devemos



voltar para ver como o cendrio foi definido através da evolugao da denominada IFisica
Classica, e entao o compararmos com a Fisica Quantica. Por Fisica Clissica, entendemos
a formulagao precisa de todas as propriedades da matéria como foram finalmente expressas
no inicio do séeulo 20, onde se formulam teorias cuja compreensio esta proxima das ideias
intuitivas usuais, e que sao vivenciadas por nos em nosso dia a dia. Ja em contrapartida,
a Fisica Quantica, desde os seus conceitos mais basicos. hd uma ruptura com estas ideias
intuitivas usuais presentes no ambito da Fisica Classica.

Para um certo entendimento da conceituacao nova da Fisica Quantica, divergente dos
conceitos intuitivos normais do cotidiano, ¢ bastante esclarecedor se entender como foi o

senl desenvolvimento historico.

2.2 Causalidade e Determinismo

A primeira grande teoria fisica, ¢ claro, foi a da Fisica Newtoniana, que ¢ uma teoria
de particulas massivas pontuais cuja interacao se da atraves de acoes a distancia. A teoria
tradicional da gravitagao ¢ o exemplo classico disto. E para caracterizar esta teoria de
i modo mais geral em termos de seus fundamentos filosoficos. a Fisica Newtoniana. ou
Mecanica Newtoniana é uma teoria causal e deterministica.

Por causal, entendemos essencialmente que quando o “estado™ do sistema ¢ dado em
mn tempo particular (depois retornaremos para precisar o que se entende por “estado”)
entao o “estado” é completamente determinado em qualquer outro tempo: isto € o que en-
tendemos por causalidade. Causalidade é inferencia no tempo: dado o “estado” das colsas
em um tempo. o “estado” das coisas é determinado unicamente em outro tempo. O que o
torna deterministico ¢ que o conhecimento do “estado” tambeém determina precisamente
todos os fenomenos fisicos possiveis.

Esta distingao entre causal e deterministico pode nao parecer muito importante. até
que cheguemos a wma situagao bastante diferente e que aparece na Mecanica Quantica. O
estado no contexto da Fisica Newtoniana nos é familiar quando especificamos, por exem-
plo, o estado do sistema de particulas, as quais interagem wmas com as outras por meio
de forcas instantancas. A forca gravitacional, como cra concebida na ¢poca, especifica
completamente o estado ao indicar precisamente onde as particulas estao em i deter-

minado instante do tempo e como elas estao se movendo. Nuna linguagenn mais técuica,
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¢ a especificagao das posigoes e momentos das particulas. Se estes sao conhecidos em um
dado instante de tempo, e assumindo-se por qual lei de forcas as particulas se movem,
por exemplo, pela da gravitacao, entao a situagao fisica é completamente especificada. O
estado em qualquer outro tempo pode ser predito e também, uma vez que esta ¢ uma
teoria deterministica, o conhecimento do estado é a origem do pleno conhecimento da
resposta a todas as possiveis questoes [isicas que podem ser feitas.

Para indicar que a Fisica Newtoniana nao ¢ algo que esta completamente para tras na
histéria da fisica. lembremo-nos do seu enorme triunfo, por exemplo, toda vez que temos
um anincio de uma missiao espacial bem sucedida. O que quer dizer que a Fisica Newto-
niana, como qualquer teoria geral da fisica. tem que permanecer perfeitamente vilida em
sen proprio dominio. Aqui, naturalmente, o dominio é o movimento dos corpos materiais
sob a acao de leis de forca conhecidas que sao interacoes instantancas o cobrem, portanto,
completamente o movimento de satélites artificiais no campo de fora perfeitamente con-
hecido que é fornecido pela atracao gravitacional da Terra. ou da Lua. dos planetas e
assim pov diante.

A fisica introduz novas teorias nao somente porque as teorias em um particular dominio
sao consideradas insatisfatorias, mas muitas vezes porque os dominios da fisica que en-
tram em questao estao sendo estendidos. Além disto, as técnicas experimentais estao
sendo sempre mais refinadas e novos fenomenos sao vistos, os quais ultrapassam o nivel
de acuracia das teorias anteriores, e assim, os dominios abrangidos pela teoria anterior vao
sendo estendidos . A introducao no século 17 dos conceitos Newtonianos levaram a um
desenvolvimento continuo dessas ideias que durou em torno de 200 anos. suas aplicacoes
sendo para fenomenos astronomicos, como também durante o periodo da Revalucao Indus-
trial. Foi, entretanto. durante o século 19 que novas dreas da experiencia fisica comecaram
a ser encontradas, em particular no dominio do cletromagnetisio.  E entao veio, final-
mente, na segunda metade do século 19. quando essencialimente wma nova teoria fisica
foi além do ambito da Fisica Newtoniana. Esta teoria ¢ a de campo de Maxwell. do
eletromagnetismo.

Na medida em que a ampla categorizacao destas teorias eramn realizadas, esta era

também mma teorla causal, deterministica. Mas o que a ez assim tao diferente foi o

IN6s aqui, particularmente, no desejamos entrar nesta questao sobre se ¢ possivel o nao serem sempre

estendidos estes dominios.
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que estava envolvido na especificacao do estado. As teorias Newtonianas foram conce-
bidas com particulas pontuais e a especificacao do estado era a indicacao de onde estas
particulas estavam e como elas se moviam em um determinado tempo. E uma descricao
discreta: um numero finito de particulas, e um mimero finito de quantidades é necessario
para caracterizar tudo sobre este sistema fisico. Em contraste, em uma teoria de campo,
continuemos a ter em mente o exemplo muito especifico do campo eletromagnético, a
especificacao do estado nao exige mm niimero finito de coisas (onde as particulas estao e
como elas se movem) mas um nimero infinito. Devemos, pelo menos em principio, especi-
ficar o que o campo cletromagnético esta fazendo, como os campos elétrico e magnético
estao localizados em qualquer ponto do espaco e em um dado instante de tempo. E o
que torna esta teoria causal ¢ que se conhecemos o estado, se conhecemos a distribuicao
atraves do espaco dos campos clétrico ¢ magnético em um dado tempo. entao podemos
predizer em ¢ualquer tempo posterior quais serao as distribuicoes dos campos elétrico e
magnético. Dado o estado em um tempo. o estado é unicamente determinado em outro
tempo, tornando a teoria causal.

De novo. o que a torna deterministica é que com o conhecimento do estado (o conheci-
mento dos campos elétrico e magnético) determinam completamente as respostas sobre
todas questoes que podem ser feitas sobre o campo eletromagnético. No dominio da
fisica classica e com a ideia que esta nao é a palavra final, sabemos contudo, que o
stucesso quantitativo da teoria de Maxwell ¢ demonstrado todo dia. Podemos olhar para
o desenvolvimento cada vez maior de sistemas de comunicacao de radio, microondas de
radar ou de televisao, sem mencionar os telefones celulares, e vemos que nao ¢ uma historia
passada no desenvolvimento da fisica, é sim algo cuja validade é confirmada o tempo todo.
O ponto. entretanto. € que isto se refere a win dominio limitado da experiéncia, que nao
¢ tudo do mundo fisico.

Assim, temos dois tipos muito diferentes de teorias fisicas, ambas causais e deter-
ministicas, mas bastante dilerente na natureza que caracteriza a especificacao de um
estado. m contraste, de wm lado. wma descricao discreta. onde um numero finito de
quantidades ¢ especificada. Do ontro lado, uma descricao continua, onde campos sao en-
volvidos, distribuidos atraves de todo espaco. Estes sao modelos de dois linites de com-
portamento classico: o discreto. o continuo. B particularmente interessante ver como estes

dois modelos classicos inteiramente diferentes de descrigao tem o sentindo de unificarem-se
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ou, talvez melhor, transcendido pelo desenvolvimento posterior da fisica quantica.

Ainda, prosseguindo com o desenvolvimento historico, no inicio do século 20 ocor-
reram importantes desenvolvimentos, associados com o nome de Einstein: o desenvolvi-
mento das teorias especial e geral da relatividade. Mas, ainda assim, estes nao foram
desenvolvimentos radicalmente novos no sentido que possui a mecanica quantica. Eles
estavam completando a estrutura da fisica classica. Foram o reconhecimento de que uma
vez que colocados os fenomenos de campo, especificamente o campo eletromagnético sobre
o mesmo patamar das teorias de particulas. houve uma modificacao do ponto de vista
estritamente Newtoniano. Enquanto ainda estamos lidando, dentro desta estrutura. com
particulas pontuais. elas ja nao interagem através de forcas instantaneas. Reconhecemos.
como € particularmente enfatizado pela teoria da relatividade, que as interacoes entre
particulas sao propagadas através do espaco por meio da intermediacao do campo. In-
cidentalmente, devemos salientar a diferenca entre os dois modelos classicos: do ponto
de vista estritamente Newtoniano ¢ wmna interecao instantanea a distancia; do ponto de
vista de campo € uma interacao local propagada de um ponto do espaco a outros pon-
tos contiguos. Dentro do conceito de campo, nao ha mais nenhuma ideia de propagacao
instantanea. I a propagacao atraves do espaco ¢ do tempo por meio de um mecanismo
no qual, é de fato, intrinsecamente limitada pela velocidade. Isto é, claro, a famosa
constancia da velocidade da luz, o ponto inicial para todas as investigacoes na teoria
especial da relatividade.

0 que finalmente surge de tudo isto é nma teoria com wm ponto de vista dualistico:
existem particulas e campos, lado a lado, nenhuma explicada em termos da outra. Uma
dualidade fundamental que é o ponto culminante da fisica classica ou o ponto de vista
estrito Newtoniano: disereto. de wina particula e que fol modificado, porque reconhecemos
que as interacoes entre particulas nao sao instantancas, mas sao propagadas através do
mecanismo do campo com seu ponto de vista continuo. O campo esta la para fornecer a
dinamica pela qual as particulas interagem.

A proposta dos desenvolvimentos da mecanica quantica é que estes dols conceitos
classicos distintos sao mesclados e tornam-se superados em algo que nao tem contrapartida
classica. O campo quantizado ¢ win novo conceito, uma unidade que substitul a dualidade
classica. Devemos tentar tracar o desenvolvimento da Mecanica Quantica, comegando

desta formacgao classica, até o mais profundo fundamento da Mecanica Quantica.
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Faremos um resumo que mal pode fazer justica a centenas de anos de trabalho duro
de muitos fisicos na tentativa de estabelecer as bases dessas leis, que agora chamamos
de fenomenos microscopicos porque era, é claro, na investigacao dos microcosmos(dos
fenomenos atomicos), que um mundo inteiramente novo e um novo sistema de ordem foi
aberto. Foi ai que se descobriu que as leis, que serviram muito bem a uma gama de ex-
periéncias comuns na Terra até as experiéncias extraterrestres, em termos dos movimentos
dos planetas, nao estdo em acordo com fenomenos observados. Quando nao nos voltamos
para fora, mas para dentro, mostramos novas leis de movimento. novas leis fisicas, novas
formas de pensamento, novas concepcoes filosoficas.

Agora, como isso aconteceu? E claro que em algumas sentencas nao da para se deta-
[har, de maneira fiel, a tremenda evolucao da fisica. a qual ocorreu durante os tiltimos anos
do séeulo 19 e inicio do século 20, Lembremo-nos que estes desenvolvimentos comecaram
no que pode parecer um paradoxo. Tal como salientado anteriormente, tnhamos duas leis
distintas de comportamento na fisica classica, e uma nunca misturada com a outra. Ou
tinhamos particulas, que eram objetos discretos, ou tinhamos campos, que eram objetos
continuos distribuidos através do espaco. Os campos podem ser atenuados o quanto se
queira. Uma onda de radio, medida em que viajamos através do espaco, torna-se cada vez
mais fraca e mais fraca de uma forma perfeitamente continua. Uma particula. por outro
lado, tem propriedades as quais traz sempre consigo. E assim a coisa mais notavel foi
a descoberta, em investigacoes de varios fenomenos atomicos. de um aparente paradoxo.
A luz. por exemplo, era conhecida, de varios fenomenos de interferéncia, que possui pro-
priedades tipicas de ondas, que sio fenomenos de campos: a luz é espalhada através do
espaco com forma caracteristica de campo. QQuando se realiza experimentos adequados,
descobre-se que essas ondas de luz sob certas condigoes experimentais parecem adquirir
propriedades de particula. Ao contrario da nocao classica de wma onda de luz, a gual suge-
re que sua energia é simplesmente distribuida continuamente em toda drea que ocupa. a
luz apresenta a capacidade de transferencia de quantidades definidas e discretas de ener-
oia. atnando como se fosse uma particula. Esta propriedade foi chamada de quantum de
luz, mas agora geralmente chamada de photon - cuja caracteristica, é claro. é ter associ-
ado a ele, um certo estado de movimento, wna energia definida, wm momento delinido.
Fstas duas nocoes clissicas bastante distintas e consideradas mutualmente excludentes,

sao realizadas conjuntamente no dominio microscopio. Um exemplo disto € o experimento



do efeito fotoelétrico, em que as ondas de luz, incidindo sobre metais, transfere energia
aos elétrons e os liberta, através do qual uma determinada quantidade de energia foi ab-
sorvida toda de uma vez, contraria a imagem do campo classico distribuido através do
espaco em que se pode absorver mais on menos energia, dependendo das circunstancias
acidentais desse elétron particular.

Foi portanto a luz, um exemplo caracteristico de um fenomeno de onda ou de campo
agindo como se fosse uma particula. O inverso também era verdade. embora a prova
experimental teve que esperar por cerca de 27 anos®. Os elétrons eram o exemplo carac-
teristico de particulas wmicroscopicas.  Os feixes de elétrons podem ser produzidos em
tubos com vacuo e eles se movem em linha reta. Quando expostos a campos elétrico e
magnético. mudam sua direcao, assim como os corpos materias deveriam fazer. Mas con-
tudo, sob circunstancias apropriadas, ou seja, quando mmn f[eixe de clétrons espalhado por
corpos cristalinos. encontramos aneis de interferencia, os quais sao tipicos de fenomenos
ondulatérios que é caracteristicamente associado com wn campo perturbado. Em outras
palavras, ao invés de serem espalhados como objetos materiais seriam, os elétrons, que
se movein através do cristal, sdo espalhados no caminho e produzem wn padrao de inter-
feréncia caracteristico, tal como faria a luz de um certo comprimento de onda. Aqui entao
foram objetos pensados originalmente para serem essencialimente particulas classicas que,
sob novas condicoes experimentais, iriam exibir um continuo on fenomeno ondulatorio.

Temos entao, wma notavel dualidade na qual aparentemente os mesmos sob certas
circunstancias, poderiam agir como particulas classicas, mas sob outras circunstancias,
poderiam agir como ondas classicas. Isso fol algo totalmente diferente de tudo que se
tenha conhecido.

Enquanto isso. a investigacao detalhada das propriedades dos atomos. foram reveladas
por experimentos espectroscopicos. A possibilidade de produzir espectros atomicos em
condigoes adequadas de gases rarefeitos, tornaram possivel o estudo do comportamento
de atomos individuais. Houve tentativas de entender os espectros observados em termos
do movimento de elétrons dentro dos dtomos. ¢ue terminou com nm fracasso completo

da fisica classica para explicar esses fenomenos. De fato, a simples existencia de atomos

?Esse experimenio é o da dilracao do elétron por eristais, elaborado por George Paget Thomson, lilho
do conhecido fisico Joseph Jolm Thomson, Com este experimento George, fol laurcado com o Nobel de

Fisica em 1937.



que irradiam precisas linhas espectrais ¢ um conflito com a fisica classica. Se aceitarmos
gualquer esquema de um atomo com elétrons movendo-se em torno de um nucleo central,
como Rutherford descobriu em 1911, entao, de acordo com as leis classicas do eletro-
magnetisio, as cargas aceleradas em seus movimentos ao redor do niicleo. continuariam
sempre a irradiar, até que finalmente, elas tenham esgotado toda energia possivel e deve-
riam cair no nacleo. Primeiro de tudo, isto significava que os dtomos nao seriam estaveis,
nm flagrante de violagio de uma simples experiéncia. Mais que isso, no decorrer deste
processo os elétrons irradiariam linhas espectrais cujas frequencias mudariam a medida
cur que eles se aproximam do nucleo. O que nao ¢ verificado experimentalmente, pois
o que se tem sao nitidas linhas espectrais. Claramente: as leis da [isica macroscopica
falham completamente dentro do mundo microscopico.

Na analise detalhada como foi realizada. principalmente pelas maos de Niels Bohr, o
outros membros da importante corrente de pensamento que acabou sendo denominada
de Escola de Copenhagen® ., verificou-se que a tinica tentativa bem sucedida para com-
preender as propriedades do espectro atomico, consistiria na introducao de uma hipétese
ousada: as quantidades fisicas, tais como energia e o momento angular (os dois exemplos
mais importantes) s poderiam ter certos valores definidos. Na mecanica classica, cles
assumiriam quaisquer valores possivels, ou seja, classicamente sao grandezas que variam
continnamente. A uma particula “classica” pode ser dada qualquer energia que se de-
seje, basta fornecer a quantidade adequada de energia e se considerarmos um corpo em
rotacao, o momento angular deste corpo poder assumir qualquer valor. Nao hd nenhum
conjunto particular de valores que sao naturais. Mas, contudo, a analise dos fatos da
espectroscopia atomica indicaram que os valores de energia, que atomos, ou elétrons em
atomos, nao poderiam ter esta continuidade. Assumiam valores bem definidos. Esta foi a
unica explicacao que poderia ser dada para a descrigao das linhas espectrais. Além disto
0s valores definidos dos momentos angulares sao multiplos simples de mma nova constante
natural, conhecida como constante de Planck.

Temos assim a primeira de todas as ¢uebras com as interpretacoes dos fenomenos da

denominada fisica classica: quantidades que classicamente deveriam ter valores continuos,

3De acordo com a interpretacao de Copenthagen, em qualquer medida o estado do objeto observado é
afetado pelo instrumento de medicao macroscopica, cuja existéncia e modo de operacao. cmbora necessario
para a possibilidade de observagao do processo quantico, nao contabilizado pela teoria quantica em si.

Para maiores detalhes ver [8], pg.4T3.



agora possucm valores discretos. Isto, em outras palavras, é a observacao geral do mundo
microscopico: que o fenomeno de atomicidade ¢ todo predominante. Devemos levar em
conta a existencia dos dtomos, que afinal, nao € mma concepcao classica. Classicamente
nao deve haver limite & medida em que se subdivide a matéria. O fato de que esta
subdivisao nao pode ser realizada indefinidamente, mas cessa quando chegamos a escala
atomica, € claro, a afirmacao mais fundamental de que algo novo esta envolvido. Aqui esta
o fenomeno da atomicidade, nao apenas na mera existéncia de atomos, mas também nas
leis da mecanica de movimento: uma atomicidade do momento angular, uma, atomicidade
da agao, para colocid-lo na forma mais geral. foi um fenomeno basico da fisica micros-
copica. E nos simplesmente temos que aceitar que as propriedades fisicas dos atomos
devent ser entendidas em termos de novas leis as quais transcendem, qualquer coisa que

antes era familiar, Isto ¢ um novo mundo.

2.3 [Estatistica

Além deste fenomeno de atomicidade, que marca como fato basico. o novo fato da
fisica microscopica, existe um outro que aparece ao mesmo tempo. Este é a natureza
estatistica dos fenomenos microscopicos, outra caracteristica fundamental que deve ser
aceita como a maneira que o mundo microscopico opera. Que o mundo microscépico é
necessariamente estatistico pode ser entendido pelo exemplo ja mencionado do fenomeno
de difracao de um feixe de elétrons, interagindo com um cristal, exibe. Pensemos, agora
como esse fenomeno de difragao viria. U eristal ¢ win arranjo regular de atomos com
uma distancia caracteristica que os separa e. em virtude dessa dimensao caracteristica,
para qualquer fenomeno ondulatdrio que incida sobre o cristal. havera certas direcoes
preferenciais definidas de espalhamento. selecionada pela relacao do comprimento de onda
a0 espacamento interatomico do cristal. Este fenomeno é, por exemplo, bem conhecido
no caso de raios-X. de [ato. sua demonstracao representou uimas das provas experimentais
de que 0s raios-N sao lenomenos ondulatorios. Entao, quando realizamos wim experimento
no qual wm feixe de elétrons incide sobre um cristal e entao se move em varias diregoes
em dirccao a wma tela, que ira produzir win padrao de interferencia caracteristico la: ao
inves dos elétrons chegarem mais ou menos ao acaso, com muma mtensidade uniforme em

toda csta tela, cncontran-se 111}._;&-1‘:_::_" In'l‘.['t‘.l"l\lnh.



No caso de um feixe tao fraco que nm elétron dentro de um intervalo de tempo perfeita-
mente definido mova-se através do cristal de alguma maneira, ird finalinente ser detectado
por pousar em algum lugar perfeitamente definido nesta tela. Esta pode ser uma tela de
cintilacao. por exemplo, e se voce tiver um feixe fraco de elétrons e olhar para a tela, voce
irda de repente ver umn flash de luz, ndo em toda a tela, mas em wm lugar. O elétron exibe
sua caracteristica de particula quando é finalmente detectado, quando ele finalmente ex-
ibe sua posicao através da producao de um processo quimico apropriado. cujo resultado
¢ um flash de Iuz, logo observamos que o elétron esta aqui. Para um tnico elétron, certa-
mente nao ha padrao de interferéncia. O padrao de interferénceia nao aparece de mma vez.
Agora, wm segundo elétron, que chega neste feixe muito fraco, o que acontecer com ele?
Sera que para no mesino lugar? Nao, para de maneira aleatéria, em outro ponto que nao
tem relacao com o primeiro. Mas a medida que continnamos, e os elétrons mais e mais
param nesta tela cintilante - todos com as mesmas condicoes experimnentais, mas cada wn
chegando independentemente dos outros, surge o padrao de interferencia. Muitos elétrons
chegam aqui, nenhum 14, e assim por diante. até a imagem final da intensidade ser al-
guma que de o padrao geral. Contudo, isto surge como resultado da chegada aleatédria
dos elétrons em varios pontos da tela.

Para enfatizar outro aspecto, supomos que foi realizado esse tipo de experimento
com dez bilhdes de elétrons e foi produzido um certo padrao de interferéncia. uma im-
agem de intensidade. Entao foi repetido o experimento, preparado extamente nas mesmas
condi¢oes. Ao ser ligado o disparador, temos o que acontece, novamente, o primeiro elétron
se move atraves do cristal. Sera que vai parar no mesmo lugar gque o primeiro elétron do
feixe anterior? Certamente nao. Comecamos tudo novamente. mas o modelo como um
todo se repete de forma aleatéria. O primeiro elétron do segundo experimento terminar
em outro lugar, e sem nenhuma relagao entre eles ou os elétrons do primeiro experimento.
Em outras palavras, as particulas individuais chegam de forma estatistica perfeitamente
aleatoria. Nao ha possibilidade de se controlar isto. Isto, é claro, uma generalizacao de
meio século de tentativas de faze-lo: a imagem que devemios aceitar € que no dominio dos
fenomenos microscopicos, somos incapazes de controlar como as particulas individuais irao
comportar-se. Mas o que é perfeitamente determinado, e ird ser reproduzido toda vez que
voce repetir o experitento, é o padrao de interferencia. As caracteristicas do padrao sao

previsiveis e reprodutiveis. Temos entao essa aparente dualidade de entidades: elétrons
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que comportam-se, sob certas condigoes, como entidades discretas, particulas, terminando
em locais definidos na tela, mas em outros aspectos agem como ondas, produzindo em
suas caracteristicas de intensidade global os fenomenos de interferencia de onda. Devermnos
aceitar que o padrao de interferéncia nao vai se repetir toda vez que em pequenas quan-
tidades os elétrons alcancem a tela. Portanto deve haver um aspecto de aleatoriedade
sobre onde os elétrons terminarao. A interferéncia padrao é finalmente a declaragao das
probabilidades relativas: com uma grande guantidade de repeticoes, encontram-se mais
particulas la do que aqui, e tudo de uma forima perfeitamente regular.

Num certo sentido quase wna inferéncia automatica de tudo que foi dito acima, ¢
que podemos interpretar como wma coisa mais fundamental: wma caracteristica basica
das leis dos fenomenos microscopicos que eles sao estatisticos. Nao é possivel prever. em
ceral, o resultado de wm evento especifico. Mas o gue se pode prever ¢ o resultado médio,
o resultado estatistico, a situacao liquida, pela repeticao de i numero suficientemente
grande de vezes do experimento. O propdsito da fisica microscopica ou Mecanica Quantica
fazer tais predicoes.

Tem-se assim o grande desafio da fisica microscopica gque existem estes dois novos
aspectos basicos que devemos incorporar a wma imagem de mundo.  Os fenomenos sao
atomicos e sao também estatisticos. Mas que a nova fisica é estatistica e portanto funda-
mentalmente diferente da fisica classica completamente deterministica, nao significa que
falhamos. Simplesmente reconhecemos o que a natureza dessa nova fisica deve ser. Nao ¢
para prever o resultado de cada evento individual. E de prever melhor, o que o resultado
deve ser e média. qual o resultado provavel deve ser. E como o experimento de espalha-
mento de elétrons(ou melhor, esta descricao simplista do experimento). indica, que isto é
algo que necessariaiente deve-se tolerar.

Devemos mencionar aqui que se tentarmos de algnma forma controlar exatamente
onde o primeiro elétron chegard, e sabemos que podemos realimente fazer isso, podemos
produzir nma nova situacao experimental na qual, com certeza todos os elétrons chegarao
num local pré-definido. No teremos o padrao de interferencia. Fan outras palavras, agora
existem duas sitaugoes que estamos falando. A primeira, ¢ que a mterferencia padrao
aparece, ¢ mma situagao experimental dehnida, e em que nao ¢ possivel prever ou con-
trolar de forma alguma aonde os elétrons individuais aperecerao. Depois, ha a segunda

situagao experimental, a qual podemos controlar e predizer onde os elétrons aparecerao no
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percurso de movimento através de algum aparelho. Sera um equipamento diferente onde
o aparelho nunca produzir um padrao de interferencia. Trata-se, por assiin dizer, de dois
aspectos distintos do mundo microscopico e requer uma situacao experimental diferente
para mostrar um ou outro.

Vamos pensar agora como, uma vez tendo reconhecido que temos duas caracteristicas
béisicas do mundo microscpico, os aspectos de atomicidade e a natureza estatistica dos
eventos microscopicos, passemos a construir uma teoria que incorpore esta situacao tao

estranha.

2.4 A Teoria Fisica e as Medidas

Devemos ter alguma teoria matematica que, de alguma forma, representara nm mode-
lo matematico apropriado ou idealizacao e nos permitira prever de forma coerente. da
mesina maneira como a fisica sempre fez - o que resulta dos experimentos sera, se aquilo
que fornecemos corretamente nos leva as condigoes que caracterizam completamente a
natureza do experimento. Para vermos o que temos que fazer devemos voltar atras e
pensar de maneira mais consciente a respeito de alguns principios fundamentais (chama-
los de filogoficos, se assim preferir) subjacentes fisica classica, ou fisica macroscopica,
porque agora ha distingao.

Pensemos especificamente na teoria da medida. E aqui, claro, temos de reconhecer o
conceito filosohico hindamental: que a fisica € wma ciéncia experimental, estd preocupada
apenas com as declaragoes que em algum sentido possam ser verificadas por um experi-
mento. A proposta da teoria € fornecer wma unificacao. uma codificacao, e os resultados
podem. ser testados por meio de algum experimento. Portanto, o que € fundamental para
qualquer teoria de uma arca especifica da natureza é a teoria medida nesse dominio.

O que era caracteristico da teoria da medida na fisica a classica macroscopica?’ Bem,
a coisa essencial que foi fundamental para ela, fol a concepgao de nma medida nao per-
turbada. E claro, perfeitamente 6bvio para alguém que nunca tenha chegado perto de um
laboratdrio de fisica, que no processo de medida, visando a obtencao de informagoes sobre
um determinado objeto, devemos interagiv com ele fisicamente de alguma forma. Mas,
no entanto, gostartamos de ser capazes de idealizar a interacao de forina que pudéssemos

significativamente estabelecer que a caracteristica seria como se a interagao nao ocorresse.



Pode-se tomar como modelo mais simples a insercao de um termometro em wm corpo com
dgua com o objetivo de determinar a temperatura da agua. Idealmente seria, sem qual-
quer perturbagao, por meio do termometro. Sem a presenca do termometro, entretanto,
nao ha meios de determinar qual que ¢ a temperatura. Como sabemos, sempre que a
interagao ocorre, deve haver algum distirbio como efeito liquido da interagao com o ob-
jeto em questao. A insercao de wmn termometro em um balde de dgua muda a massa
da agua. Mudara a temperatura que deve ser medida de alguma maneira. Mas o que é
caracteristico da fisica clissica é que podemos afirmar que essa interacao pode ser feita
tao pequena quanto se queira, sew 1o entanto. tornar-se zero, porque ser for zero nao
temos meios de obter informacoes.

Que a interacao seja tao pequena que nao perturbe o objeto de interesse, na verdade
nem sempre ¢ necessario. nem sempre ¢ possivel. Por exemplo, aleumas mudancas podem
representar mudancas quimicas, que sao grandes alteracoes na natureza da substancia , e
estas certamente nao sao desprezivels, [ aqui que o seqgundo aspecto da [isica macroscopica
entra em jogo. Uma vez que a fisica classica ¢ causal e deterministica. podemos calcular
como desejarmos e corrigir o efeito destas pertubacdes inevitaveis. I realmente familiar,
gue na fisica classica qualquer medida tenha wina desericao tedrica associada a ela, que
representa o reconhecimento do que a pertubacao foi e o caleulo de quao correta para ela
em ordem, portanto, volta ao que uma medida idealizada nao-perturbada seria. As duas

caracteristicas basicas das medidas em fisica classica sao:
) Tornar a medida arbitrariamente pequena.

2)  Se nao se pode tazer a perturbacao arbitrariamente pequena, pode-se calcular

seu cleito ¢ compensa-lo.

Na teoria da medida classica nao hd nenhwm limite para a precisao com que poderiamos
fazer medicoes simultaneamente de qualguer mumero de propriedades tisicas, como na
declaraciao do conceito de estado. por exemplo, na Fisica Newtoniana., Quando afirma-se
que o estado ¢ a especificacao das posicoes ¢ momentos de todas as particulas em questao,
entao implica na premissa, de acordo cont todo o esquenia. que na verdade pode-se realizar
as medicoes necessarias para fornecer os valores munéricos que essas quantidades tem em
todos os tempos.  Observacoes semelhantes se aplicam @ medicao da distribui¢ao dos

campos (.‘lull‘t.}lllalgu(‘t icos em todo o espaco.



Entao em resumo, a teoria classica da medida diz que nao ha limite para a pre-
cisao com a qual podemos atribuir valores niimericos para todas as quantidades que sao
necessarias para especificar o estado, e desde que todas essas teorias sao deterministicas,
isto significa. de uma s6 vez para todas as propriedades fisicas. Desde que as propriedades
fisicas possam ser atribuidos valores numéricos de forma consistente, na fisica classica nao
consta qualquer distingao entre as propriedades [isicas e os valores numéricos que eles te-
nham em um determinado momento. Na fisica classica, somos sempre capazes de atribuir
as propriedades fisicas, considerada como uma coisa abstrata, mma representacio muito
concreta por meio dos valores nunéricos gque uma medida nao-perturbada deveria mostrar
para elas em wn determinado momento.

Agora, por outro lado, qual é a sitnacao na fisica microscopica? Com base no vasto
conjunto de dados experimentais, aciunulados durante o curso de varias décadas. pode-se
resumir as propriedades da fisica microscopica em dois pontos basicos: atomicidade e a
natureza estatistica do fenomeno.

O que significa? Primeiro de tudo, atomicidade: atomicidade significa que as entidades
microscopicas tem muitas de suas propriedades realizadas em determinadas unidades
basicas. Nao ha metade de um elétron. O elétron tem uma massa definida ¢ possui
uma carga definida. Se as interacoes em questao sao de natureza eletrostatica, nao pode-
mos reduzi-las em grande numero, porque nao ha metade de uma unidade de carga.
[sso indica-lhe imediatamente, a diferenca basica entre as leis da medida microscopica e
macroscopica. Deve-se levar em consideracao o fato de que a for¢a de interacao, e que
deve estar presente nas medidas em tudo, nao pode em geral ser feita arbitrariamente
pequena. porque os objetos fisicos que interagem (os atomos, os elétrons) em geral tém
propriedades fisicas relevantes que vem em certas unidades: quanta, a origem do nome da
matéria que estamos discutindo, ou scja a mecanica quantica.

Agora, isto pode parecer como se nao fosse uma dificuldade intransponivel. Reconhece-
mos. mesmo na fisica classica, que podem haver circunstancias em que o ato da medida
produz disturbios definidos que nao poderfamos minimizar por causa do tipo especifico
de medidas que foram realizadas. Na fisica classica, dissemos que a sitnacao pode ser tal
que a interacao da medida é muito forte e nao pode ser feita arbitrariamente fraca, mas
1550 nao atrapalha a filosofia subjacente da medida porque pode-se calcular com precisao

arbitraria o que o efeito dessa interagao foi ¢ compensi-la de maneira correta.
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Pode-se ainda fazer isso agora, no ambiente das medidas atomicas? A resposta é
nao, porque € o lugar onde o segundo aspecto fundamental das medidas microscopicas
entram em jogo, ou seja, os fenomenos da estatistea, o fato de que nao podemos prever
em detalhes o que cada evento fara, mas apenas fazer previsoes em uma escala média on
estatistica. O ato de medir, envolve uma forte interagao. Na escala microscopica, € neces-
sariamente uma forte interacao, porque nao podemos cortar as forcas das cargas ao meio,
nao podemos mudar as propriedades destas particulas fundamentais, devemos aceita-las
como elas sao - e assim inevitavelmente a medida produz uma grande perturbacao, que nao
podemos corrigir para cada caso individual, pois nao podemos controlar o que acontece
em cada evento individual em todos os detalhes.  Podemos prever ou controlar o que
acontece, na média, nunca em qualquer instancia individual. Portanto. o programa de
compitar o que o cfeito do distiirbio era e corrigi-lo. agora na Mecanica Quantica ¢ em
geral, impossivel. Assim, os dois principios bdasicos da teoria da medida macroscopica
sao violados. Ou as interacoes nao podem ser feitas arbitrariamente fracas por causa do
fenomeno da atomicidade ou se quisermos aceitar isso e corrigi-lo, nao podemos fazer isso
porgue nao temos uma teoria deterministica detalhada de cada evento individual: temos
apenas a capacidade de prever on controlar a média estatistica.

Os dados experimentais para a fisica microscopica, mostram que se (uisermos construir
uma teoria, precisamos de toda uma nova teoria da medida microscopica, nos levando a
um esquema matematico. o que significa dizer que nao podemos mais falar de forma
significativa dos valores niimericos que as propriedades fisicas tem em um determinado
momento.  Dito de outro modo, o fracasso desses pressupostos [undamentais significa
igualmente bem wma falha na capacidade de representar fenomenos fisicos no dominio
microscopico pelos nimeros que mudam no tempo como fazemos no dominio macroscopico
ou classico. Algo de wma nalurcza matcmatica completamente diferente ¢ necessario. tal

que ele represente. ou imite. os fatos basicos da medida microscopica.

2.5 Numeros e Operadores

Yara enfatizar o ponto relevante, dizeimos que macroscopicamente, podemos medir uma
P fal ponto rel te, d | I te, pod |
propriedade fisica e atribuimos um nimero a ela, e se medimos uma segunda propriedade

fisica e atribuimos outro nunero a cla. Podemos entao falar deste par de nimeros como
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o par de valores das propriedades [(isicas em um determinado momento. Nao ha con-
tradicao aqui. Podemos perfeitamente voltar atras e verificar que a primeira propriedade
tem ainda o mesmo valor que antes, e de forma idealizada, realizar estas medidas com
rapidez suficiente, ou regenerar as circunstancias fisicas, de modo que pudéssemos repetir
a primeira medida.

Por outro lado, suponha que temos de fato consegnido medir, de algum modo uma
propriedade fisica de um sistema atomico. Agora vamos fazer a medida da segunda
propriedade fisica. Essa medida necessariamente implicard uma interagao, a forca desta
interacao nao ¢ arbitrariamente [raca ¢ o seu efeito nao é controlavel, de tal forma que ela
vai, em geral. produzir mudancas nas circunstancias fisicas que especificam as condicoes
da primeira medida. Em outras palavras. o sistema que esta sendo medido é perturbado
de forma incontrolavel de tal modo que se voltassemos e perguntassemos pelo valor da
priuneira propriedade fisica. verificando para ver se ela ainda tinha o mesmo valor de
antes, nao encontrarfamos agora o mesmo valor. mas um apanhado aleatorio de todos os
possiveis valores que ela poderia assumir, com as varias probabilidades que dependem em
detalhes sobre o que temos feito precisamente. Isto é assim porque a segunda medida tem
introduzido wma nova situacao fisica, a interagao da segunda medida perturba o sistema
fisico de interesse tao violentamente que nao temos como saber | exceto sob circunstancias
muito especiais, se o sistema foi deixado exatamente na mesma situacao fisica que nos
permita dizer que a primeira propriedade fisica ainda tem o mesmo valor que tinha antes
da segunda medida ?. Em outras palavras, uma vez que reconhecemos que o ato de medida
introduz no objeto de medida mudancas que nao sao arbitrariamente pequenas, e que nao
podem ser controladas precisamente, entao devemos reconhecer que cada vez que fazemos
wina medida, introduzimos wma nova situacao fisica que é essencialmente diferente da

situacao antes da medida.

lEste tipo -rlf‘ medida  possui ut-n "nnnll' especial. medida quantica nao-demolitiva ou
QND{guantum nondemolition). Considere wn sistema. que possua algun observavel A, o qual um
experimentador deseja monitorar. Assumindo que o sistema esta acoplado apenas ao mundo exterior pelo
aparelho de medicao do experimentador. Definimos mma medida QND de um observivel A, como nma
sequencia de medidas precisas de A, tal que o resultado de cada medida ¢ completamente previsivel, a
partir do resultado da primeira medida (possivelimente, comn mais alguma outra informacao sobre o estado
inicial do sistema). Nem todo observivel pode ser monitorado de forma QND. Para mais esclarecimentos

ver 9, na secio General Theory of Quantum Nondemolition Measurements, pg. 549.
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Entao medimos duas propriedades fisicas uma apoés a outra(que classicamente, é claro,
nao faria absolutamente diferenca). estas sao duas experiencias diferentes na esfera mi-
croscopica.  Temos duas situagoes fisicas diferentes, a medida primeiramente da pro-
pricdade A e depois da propriedade B, duas sucessoes de distiurbios que possuem o carater
microscopico. ja na ordem inversa., B e depois A, envolvem perturbacoes inteiramente
diferentes da ordem A = B. A situagao fisica final depende crucialmente em que ordem
as medidas microscépicas sao realizadas, em geral, ndo é mais possivel dizer que a pro-
priedade A e a propriedade B tem valores determinados. isso so teria sentido se pudésseinos
obter os mesmos valores numcricos das medidas, sem importar em qual ordem a medida
foi realizada.

Portanto. o esquema matematico para medidas microscdpicas nao pode ser certamente
a representacao das propriedades fisicas por miumeros, porque os niimeros nao tem essa
propriedade de depender da ordem em que as medidas sao realizadas. A atribuicao de
um par de mumeros para duas propriedades fisicas nao introduz senso de ordem, e nem
de sequencia. Devemos olhar para um novo esquema matematico em que a ordem das
operacoes fisicas € representada por wma ordem de execucao de operagoes matematicas.
O esqueia matematico que finalmente foi encontrado para ser necessario ¢ bem sucedido
¢ a representacao. em uma forma muito abstrata, de propriedades fisicas nao por nimeros
mas por elementos de wma algebra para a qual o sentido da multiplicacao importa. Em
outras palavras, a multiplicacio desses siimbolos algébricos, foi encontrado para ser a
contrapartida adequada do desempenho sucessivo das medidas: que a ordem das medidas
é signilicativa, como consequencia das perturbacoes inevitaveis. é refletido no sentido da
multiplicacao desses simbolos.

E assim somos levados a um esquema matematico muito sofisticado e profundo em que
as propricdades fisicas sao colocadas em correspondencia con elementos nao-comutativos
de uma algebra ou. como sao frequentemente referidos. operadores nao-comutativos em
cotmparacao coln a representacao mais elementar das propriedades fisicas por nimeros.
Além disto cada estado fisico(a ideia de estado reocorre) pode ser associado a um wvetor
em mm espaco abstrato adequado no qual estes operadores atuain.

Como resultado de tudo isto, mm esquema matematico muito bonito tem surgido o
qual da conta muito bem de todos esses fatos aparentemente estranhos e incompreensiveis

da fisica microscopica. Esta simbolizagao das medidas atomicas é a Mecanica Quantica,
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desenvolvida por Heisenberg, Born, Schradinger e outros, essencialmente nos anos de 1925
a 1927, ainda muito distante do nosso ponto de vista atual.

Podemos descrever, dentro do mesmo quadro geral, o que a Mecanica Quantica é. A
teoria ¢ causal: dado o estado em wm tempo, o estado em outro tempo, ¢ unicamente
determinado. O que a torna diferente ¢ que ela nao ¢ wma teoria deterministica. E
portanto, uma teoria causal, estatisticamente deterministica. O conhecimento do estado
em um momento estabelece o estado em outro momento, mas qual informacao é obtida
do conhecimento do estado? Recordamos que classicamente, caso se conheca o estado,
sabe-se tudo. 1sto ¢ conhecendo-se onde as particulas estao ¢ como elas se movem, pode-se
prever qualquer outra propriedade fisica que se tenha interesse em saber. e com precisao
arbitrdaria. Mas, como acabamos de dizer, precisao arbitraria de predicoes individuais
nao podem existir no mundo microscopico. No entanto, em uma ciéncia de observacao
devemos ser capazes de fazer previsoes precisas, e somos, so que na Mecanica Quantica
estas previsoes precisas sao de natureza estatistica. O conhecimento do estado permite
prever a estatistica, o resultado médio da medida de qualquer propriedade fisica, mas
nunca o resultado de gualquer evento especifico. Em outras palavras, se voceé conhece
o estado, pode entao prever qual o resultado dos repetidos ensaios da medida de uma
determinada propriedade fisica. Pode-se determinar perfeitamente previsoes estatisticas,
mas nao mais previsoes individuais.

As conexoes causais entre estados em diferentes tempos estda ainda presente, e isto
parece ser fundamental em qualquer ramo da fisica como conhecemos. Mas o que mudou
drasticamente é que o conhecimento do estado nao implica num conhecimento detalhado
de toda a propriedade fisica, mas em geral, de qual é o comportamento médio on es-
tatistico das propriedades fisicas. Isso, em mm determinado sentido. é o entendimento
final destes notaveis paradoxos no desenvolvimento inicial da teoria quantica. Eles agora

sa0 resolvidos em termos desta teoria estatistica e nao determinados individualmente.

2.6 Estados

Temos falado de estados, mas nao indicamos, de forma alguma como um estado ¢
definido. A resposta para isto pode ser dada se pensarmos em um modelo de nm sistema

fisico, que ainda se aproxima muito dos modelos classicos. Por exemplo, comegamos



pensando que os atomos eram simplesmente entendidos por elétrons(pequenos corpos
materiais, cada um deles carregando uma unidade de carga elétrica negativa) movendo-
se em wm determinado campo de forca, o campo de forga de atracao de Coulomb do
nucleo carregado positivamente. Aqui esta uma situacao que parece se adequar no modelo
Newtoniano, uma lei de forga definida, um nimero finito de corpos materiais. O que falha
nao € que a imagem dinamica nao seja correta, mas sim que as leis da fisica microscopica
sao diferentes. Fles nao sao de maneira a permitir uma previsao detalhada, deterministica,
mas tem wmn carater de teoria estatisticamente deterministica®.

Temos um modelo fisico que possui caracteristicas classicas. Quando descrevemos um
atomo, dizemos quantos elétrons existem e qual ¢ a carga nuclear ¢ a hmagem ainda é
classica, pelo menos na medida em que nossas mentes concebem. O que ¢ muito difer-
ente ¢ como caleculamos. Por simplicidade. pensamos em um atomo de hidrogenio. onde
existe apenas wmn elétron. Entao. aqui esta wn elétron e o elétron tem associado a ele
propriedades fisicas de posi¢ao e de momento, e classicamente, dirfamos que nao ha limite
para a precisao com a qual se podem medir as posigoes e momentos simultaneamente.
Mas o que os fisicos tém aprendido ao longo desta linha de desenvolvimento é o que
culminou no esquema matematico da Mecanica Quantica, ¢ nao ¢ a definigao propria de
um estado no sentido classico de um elétron em um dtomo. O melhor que podemos fazer
para especificar um estado nao é atribuir simultaneamente valores numeéricos a todas essas
propricdades de posicao e momento, mas apehas a uma parte delas.

Podemos. de fato, produzir situacoes experimentais em que sabemos exatamente onde
um elétron esta. Ele chega em uma tela de cintilagao. e o flash de luz revela essencial-
mente a posicao do elétron. ou podemos produzir situacoes experimentais em que sabemos
precisamente qual ¢ o momento da particula. Isso, na verdade. ¢ o gue se tinha em mente
guando descrevemos o experimento de feixe. Aqui esta a particula, movendo-se e mna
dire¢ao definida com uma velocidade definida. Se a massa também esta definida. i1sso
significa que se conhece o momento. mas quando conhecemos o momento, em um sentido,
nao posso saber qual é a posicao. e o apareciiento da interferencia padrao formada pela
chegada aleatéria de particulas na tela ¢ o sinal deste fato.

Por outro lado, poderia se produzir mma situacao experimental muito diferente, na qual

organizamos as coisas de forma que os elétrons sempre cheguem em wm determinado local.

"Enfatizamos que esta é a visao de Schwinger em relagio Mecanica Quantica.
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Entao, se tem wma medida da posicao, e podemos predizer precisamente qual o resultado
que tal medida deva ser. Logo nuneca teremos o padrao de interferéncia que é caracteristica
de uma situacao fisica muito diferente. em que os momentos sao perfeitamente definidos.

O que mudou basicamente, ¢ a natureza do estado. Se temos um certo niimero de
particulas(por exemplo, elétrons), a especificacao das quantidades de estados quanticos
diz onde as particulas estao em um dado momento ou, alternativamente, como elas se
movem também em um dado momento, mas nunca ambos juntos. Entao, na verdade, em
comparagao com o que seria uma especificacao completa do estado na fisica classica: onde
0s elétrons estao ¢ como se movem, na Mecanica Quantica o estado ¢ especificado por dizer
que. com wma precisao arbitraria, o resultado da medida seria parte das propriedades.
Mas entao somos completemante incapazes de predizer os valores individuais da outra
parte, que tera simplesmente as distribuicoes de probabilidade aleatoria.

Se forem feitas medidas de novo e de novo neste estado, sobre o qual vocé conhece
exatamente as posicoes, voce sempre encontrara essa posicao. Mas se neste estado, fazem-
se medidas de momento. nunca se encontrara wm valor definido, voceé encontrara uma
distribuicao estatistica aleatoria. E quanto mais precisamente se especificar a posicao,
maior sera essa distribuicao de momento.

Esta simples situacao ¢ essencialmente uma declaracao do que seja talvez o mais amplo
principio filosofico que surgiu a partir desses estudos da fisica microscopica. Isso é o que
conhecemos como o principio de Bohr da complementariedade. Temos usado, e devemos
continuar a usar, o exemplo chamado dualidade onda-particula, vinculado aos nomes
de Einstein e de Broglie, para a ilustracao da complementaridade. O desenvolvimento
geral, entretanto, estabelece que a dualidade onda-particula é apenas uma consequéncia
da complementaridade fundamental.

Assim, pela ideia de complementaridade queremos dizer a unificacao final, dentro
destes prinecipios gerais. do qual comegon parecendo ser um paradoxo. Elétrons, em
determinadas situacoes experimentais perfeitamente definidas, agem como particulas. e
el outras situagoes experimentais, agem como ondas(o que se tem expresso de forma
mais precisa utilizando a ideia de que a definicao de estado nunca se refere a todas
as propriedades fisicas mas apenas a wma parte delas). Tem-se o privilégio de realizar
experimentos em que diferentes escolhas sao feitas a respeito de quais serao as propriedades

fisicas. cujos valores sao precisamente conhecidos. Ondas, por exemplo, representam a
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opgao, a escolha por parte do experimentador, de produzir nma situacao experimental
em (ue os momentos sao selecionados para terem valores definidos, entao as posicoes nao
podem ser controladas.

O principio de Bohr de complementaridade ¢ a afirmacao de que temos na fisica
microscopica, antes de tudo, um novo mundo, em que analogias classicas falham. Mas,
no entanto, ha certas situagoes em que as analogias de uma natureza classica se mantém,
situagoes em que é possivel falar de forma significativa de particulas no que diz respeito
a certas circunstancias e certas medidas e outras situagoes onde elétrons, ou o que seja,
pode ser dito como ondas. Duas figuras classicas distintas podem manter-se sob situacoes
fisicas diferentes. nunca simultaneamente, e a aplicabilidade de uma forma impede a
aplicabilidade da outra, as duas analogias cldssicas sao mutuamente excludentes. Mas
ambas as figuras estao em pé de ignaldade, Podemos produzir situacoes experimentais
em que tanto a figura classica pode ser aplicada. e a outra é entao inaplicavel. A ideia da
complementaridade ¢ que a plena compreensao deste mundo microscopico so vern a partir
da possibilidade da aphcacao de ambas as figuras, nenhuma em si esta completa. Ambas
devern ser presentes, mas quando uma ¢é aplicada . a outra é excluida.

Isto ¢, em essencla, a situacao completamente nova, que nao tem correspondencia emn
nenhum dos modelos c¢lassicos do pensamento filosofico. 9 algo que simplesmente deve ser
aceito. Pelo menos os fisicos aceitaram, esta forma em que as leis da fisica microscopica
tem sido entendidas, e como resultado um enorme sucesso da Mecanica Quantica. Dentro
do espago de poucos anos, a aplicagao desses entendimentos e fenomenos microscopicos
foi completamente varrido, e era tradicionalimente considerado como os grandes problemas
classicos da fisica. Pelo menos em principio, se nao na pratica, uma reducao da quimica a
fisica foi trazida. A compreensao de todas as diversas propriedades da matéria em todas
as suas formas. sob todas as circunstancias normais ¢ reduzida a alguns fatos simples.
As leis da Mecanica Quantica e a especificacao de qual configuracio particular se esta
falando é tudo que se precisa, pelo menos em principio, e tendo grande sucesso na pratica,
no entendimento das propriedades dos corpos materiais, conforme indicado pela notavel
evolucao da teoria subjacente do estado solido e muitas outras aplicagoes.

Tudo isto ¢ em grande medida, a expressao do entendimento das leis da fisica atomica,
que tem sido codificada e unificada na Mecanica QQuantica.

Em wm sentido mais fundamental, isto foi concluido em 1927, Nao significa o fim



das investigacoes dos fisicos do mundo fisico. O desenvolvimento tem continuado no
sentido de procurar dominios inteiramente novos da experiencia fisica dentro do dominio
de altas energias e pequenas distancias. Temos falado de novo e de novo do atomo, mas
no centro do atomo existe o micleo, e dentro do nicleo existem os niicleons, e como agora
entendemos, os nmicleons sao compostos de outras entidades ainda mais fundamentais. A
busca continua.

Para entender um pouco mais em que linguagem este desenvolvimento é prosseguido,
precisa-se voltar a uma ideia que nos referimos anteriormente: a nocao de campo quan-
tizado, porque aqui temos talvez a expressao mais profunda do que foi aprendido den-
tro da estrutura destes fenomenos microscopicos. Pode-se apresentar isso em termos
de outra ideia filosofica basica, a qual é dada de maneira inteiramente nova dentro dos
fenomenos da fisica microscopica. Este ¢ o conceito de identidade on indistinguibilidade.
E perfeitamente claro que quando falamos. mesmo na fisica classica de elétrons, que a
mera terminologia indica que entendemos que um elétron deve ser ignal a outro. Se
medirmos qualquer uma das propriedades fundamentais nao-acidentais deste elétron, ou
dos elétrons(sua massa. sua carga) e quaisquer que sejam as propriedades mais sofisti-
cadas que se possa estar preocupado, estas sao invariavelmente as mesmas. Isto ¢ . a
concepeao fundamental da uniformidade da natureza sem a qual a fisica nunca poderia
comecar a operar. Devemos assumir que uma amostra de nma substancia em particular
¢ como qualquer outra amostra, se as circunstancias relevantes nao estao envolvidas.

Entao, se tomarmos quaisquer dois elétrons. descrevendo-os classicamente, no caso, se
tivéssemos dois feixes de elétrons movendo-se em alguma camara de vacuo, entao com-
preendemos que wm elétron ¢ ienal ao outro, e na Fisica Classica. nao ha implicacoes
especiais nisto, porque apesar da identidade. a indicernibilidade em prineipio de dois
clétrons, mas na fisica classica nunca teremos qualguer dificuldade para distingui-los.
Podemos dizer que este elétron é proveniente dessa regiao do espaco, o segundo elétron
daquela regiao do espaco. Classicamente, somos capazes de seguir em detalhies as tra-
jetorias dessas particulas. e posso dizer precisamente a cada instante de onde este elétron
particular veio e tracar seu caminho continuamente até o ponto de origem. Nao importa
0 quanto esses elétrons possam interagir de forma complicada dentro da camara de vacuo
ou um tubo de radio. por exemplo, en sempre posso identifica-los. pelos menos a principio,

utilizando nada mais que as leis classicas da fisica.



Agora, pode-se ver imediatamente que a situagao deve ser muito diferente quando
reconhecemos a realidade do mundo microscépico que nao é governado por estas leis
classicas. Considere, por exemplo, um experimento de colisao. Suponha que temos dois
feixes de elétrons. E, naturalmente importante perceber que as leis da natureza que
falamos regem todas as diversas manifestacoes da matéria. Se falamos de elétrons, é por
ser uma convencao historica. Mas poderiam ser, protons, neutrons. hyperons, mésons-m,
as leis da fisica sao as mesmas. Se os elétrons colidem, eles devem entrar em uma interagao
mais forte. E claro, que eles nio fazem como fariam classicamente, pols para termos uima
trajetoria detalhada, devemos fazer medigoes, sem perturbar a naturcza do experimento,
verificando exatamente o que um elétron em particular esta fazendo a cada instante de
tempo. o que exige wmmn grau de controle. e assim, do determinismo. que ¢ impossivel
no mundo microscopico.  Se tivermos produzido wm experimento no qual as particulas
principais sao direcionadas a uma outra. entao elas tem momentos bem definidos. Logo,
como enfatizado, as medidas complementares [isicas ja nao podem ser especificadas em
detalhe. Niao se tem nenhuma forma de saber precisamente onde estes elétrons estao, e
nao se pode dar significado a tais declaracoes como suas as posigoes.

Finalmente quando estes feixes estao separados, ja nao temos qualquer duavida so-
bre qual ¢ qual. nao se tem nenhuma maneira ou capacidade de dizer se este elétron é
esse ou aquele, porque nao se tem capacidade de acompanhar em detalhes o que acon-
teceu exatamente. Em outras palavras, estes fenomenos fisicos basicos, a atomicidade, e
a natureza estatistica das coisas. a incapacidade de controlar os eventos individuais em
detalhes. mplicam consequentemente a ausencia de uma habilidade, no sentido experi-
mental fundamental. para dizer qual particula ¢ qual em todas as fases de interacio. Isso
requer. portanto. que a nova descricao deve ter em conta esta falha fundamental de ser
capaz de colocar wina ctiqueta em cada particula. Repitimos: nao ha experiencia que se
possa realizar que da realidade a esse rotulo porque isso representaria uma intervencao
para este experimento. o desempenho de um experimento de localizagao microscopica de-
talhada, iria mudar completamente a natureza do experimento de colisao. E ele nao seria
mais uma colisao simples. haveria alguma coisa la. igualmente importante, interagindo
com estas particulas. F nma experiéncia diferente. Portanto se deve reconhecer que se
deve indicar precisamente em detalhe cada experimento, pois cada medida que se deseja

realizar provoca mudangas nas condigoes do experimento, produz wma interferencia forte,
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nao controlavel em outras coisas que estao acontecendo. O resultado de tudo isso é o re-
conhecimento de que a descricao de estados de varias particulas, necessariamente, s6 pode
ser feito de uwma forma que incorpora desde o inicio, o fato que elas sao indistinguiveis,
que rotulos particulares nao tem sentido. Isto significa simplesmente que quando temos
varias particulas indistinguiveis, os estados s podem ser descritos em uma maneira que
¢ perfeitamente simétrica entre todas as particulas que contribuem para isto.

Agora a palavra “simétrico” é para ser entendida em um sentido mais amplo. A maneira
tradicional pela qual os estados sao especificados em termos de quantidades numéricas
que sao conhecidas como funcoes de onda. Falamos de vetores, vetores de estado, que sao
entidades abstratas, e as funcoes de onda sio representacoes munéricas particulares destes
vetores abstratos. Se temos varias particulas identicas e a funcao de onda ¢ por exemplo
uma funcao de suas posicoes. A tnica descricao que é sustentavel ¢ aquela em que essa
funcao de onda ¢ completamente simétrica entre todas essas posicoes. de modo que todas
as particulas estao exatamente nas mesmas condigoes. Os rotulos arbitrarios(que poderia
dizer que esta particula é a primeira, ou ser a segunda particula, e assiim por diante)
devem ser privados de qualquer significado distintivo, insistindo em que, nao importa
como as etiquetas sao atribuidas, a fungao de onda do estado ¢ a mesia. Os proprios
estados devem permanecer inalterados, se decidirmos distribuir os rotulos arbitrarios de
forma diferente entre as particulas idénticas. Mas isso pode ser assegurado quer fazendo
os estados completamente simétricos ou completamente antisimétricos(no sentido mais
geral de simetria referido acima). Dessa forma. reconhecemos a existencia de dois tipos
muito diferentes de sistemas de particulas identicas. O féton pertence a esta classe de
estados simétricos e o elétron cal na estrutura de estados antisimeétricos.

Vamos dar wma olhada nessas funcoes de onda, comecando apenas com mna iinica
particula.  Sua funcao de onda ¢ simplesmente uma funcao de sua posicao, ou seja
U = (&, 1), ou se quisermos. das tres coordenadas que especificam a posicao e do tempo.
Aqui se pode dizer que temos, de certa forma, um campo, o campo (7, ). Pois um
campo ¢é fisicamente um objeto distribuido no espaco e no tempo. Isto seria analogo. ao
campo eletromagnético da teoria de Maxwell. porém como ja mencionamos a natureza
que especifica o estado na Mecanica Quantica ¢ diferente da Mecanica Classica. e de fato,
pode parecer que a funcao de onda seja um campo de algum outro tipo. Mas. assim que

lidamos com varias particulas, a fungao de onda nao se mostra como um campo no sentido

38



convencional®, ja que agora hd fungao de duas, trés, ou mais posicoes (e tempo). Aqui
temos algo bastante abstrato., um espaco de configuracao multidimensional, e nma funcao
de onda de multiparticula é uma maneira de indicar que as vidrias particulas estao fazendo
ce wma inica vez, representado num espaco matematico altamente hipotético, pois exis-
tem muitos espacos tri-dimensionais agora a serem considerados ao mesmo tempo(espacos
tri-dimensionais das particulas do sistema em questao).

Entao, nés temos estados de particulas individuais, de duas particulas. de trés particulas.
e assim por diante. Claramente a forma vai ficando cada vez mais complicada. Uma mu-
danca de perspectiva muito fecunda comeca por reconhecer que também ha v estado
de nao-particula, o estado de wvacuo. Estados com apenas uma particula podem entao
ser pensados como trazidos através da criacao de wma particula a partir do estado de
vacio. Primeiro se tem o vacuo, entao se cria uma particula ¢ se tem o estado de nma
particula. Se eriamos outra particula, se tem wm estado de duas particulas, entao mna
terceira, wma quarta particula, assim por diante. No momento, isso nao ¢ nada aléim
de uma idealizacao. do processo abstrato de criacao, que em um certo sentido, apenas
torna a contabilidade mais facil. O que torna 1til e importante agora ¢ que podemos
lidar com situacoes experimentais com nuneros de particulas variados, situagoes em que
as particulas sao fisicamente criadas e aniquiladas.

No esquema matematico, descrevemos a criagao pela aplicagao de mm operador denomi-
nado, operador criacao e aplicando-o, por exemplo, em um estado com cinco particulas,
o resultado é win estado de seis particulas. E um operador, em vez de uma quantidade
ninerica, pois simboliza wma propriedade fisica que ¢ algo além do gue estamos acostu-
mados a pensar, e também porque ele age sobre nm estado para produzir outro com mais
wia particula.

Entao imagine que se aplicamos o operador de criacao ao estado de vacuo e se cria una
particula 1 no tempo t, iremos entao criar wma particula 2 em um tempo t (ou qualquer

mumnero de particulas adicionais pela acao repetida deste operador de criacao. mas devemos

“],l‘lltin‘t-‘lllt'l.‘i-([llt‘. o campo resultante no sentido classico. por exemplo, de wim sistema de duas particulas.
seria a contribuigao do campo da particula 1 e do campo da particula 2, ja no caso quantico nao se pode
qualificar dessa mmancira, exatamente pelo fato de tennos particulas indistinguiveis(nio rotuldveis), ¢
se tentarmos distingui-las, acabaremos perturbando o sistema. como consequéncia desta perturbacao
nao temos o conhecimento completo do estado. por isso que a Tuncao de onda é algo matematicamente

diferente do campo eldssico, apesar de ser algo continuo no espaco e tempo.
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ter dois agora). Desta maneira, produzimos algo que tem, essencialmente, a natureza de
uma funcao de onda de duas particulas que involve ambas as posicoes e o tempo t. E a
coisa importante é que estes requerimentos de simetria (ou antisimetria) sobre esta fungao
de onda pode agora ser convertidos em declaracoes algébricas sobre esses operadores. Se a
situacao e de simetria, como no caso dos fétons, os operadores de eriacao sao multiplicados
em uma ordem ou em outra, o resultado é o mesmo para o estado das particulas, porém
essa independéncia encontra-se dentro do desenvolvimento da teoria quantica e nada tem
haver com as questoes classicas, pois la tinhamos niimeros, ja aqui temos operadores, sendo
que esta independéncia da ordem de multiplicacao produz simetria. Se ¢ antisimetria,
como no caso dos eletrons. assegura-se que se eles saio multiplicados em uma ordem. o
resultado ¢ negativo do que ocorre quando eles sao multiplicados na ordem inversa. As
propriedacdes destas dnas classes de partienlas identicas(on, as snas estatisticas), passam
a ser substituidas pela propriedade algébrica destes operadores. Em resumo. ao invés
de falarmos sobre um sistema de um nmimero de particulas definido. podemos pensar em
sistemas fisicos com um mimero de particulas indefinido porque produzimos qualquer
niumero de particulas que estivermos interessados pela aplicacao deste operador criacao.
Assim, transferimos a nossa atencao para este operador como o objeto fisico basico, isso
que se quer dizer com campo quantizado: ¢ por um lado um campo, uma quantidade
matematica que varia continuamente no tempo e no espaco, e por outro lado, certamente
nao ¢ um campo cliassico porque estes operadores nao sao quantidades fisicas que podem
ser medidas simultaneamente. No carater do operador, de fato o sentido da multiplicacao
é significativo(de um modo muito mais profundo que se pode descreve-lo aqui)temos os
elementos da discontinuidade que sao a essencia do conceito de particula.

Os dois conceitos classicos inteiramente nao relacionados, ou seja, da natureza dis-
creta das particulas e da continmdade do campo, sao agora unificados nesta concepeao
mteiramente nova do campo quantizado. Um novo conceito, mais do que unificado, pois
transcende ja que a nova concepeao vai além. Os dois sao, afinal de contas, incompativeis
no sentido classico porque nao ha nada que seja discreto e continuo. Chegamos a algo
que nao tem nenhuma dessas propriedades, mas que, em dominios limitados podem ser
caracterizados em termos de qualquer um desses conceitos convencionais.

Entao. aqui ¢ a unificacao fundamental. trazido por essa ideia de campo quantizado.

Enfatizanios como o campo quantizado nos permite falar de forma significativa dos atos de
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criagao. mas deve ser 6bvio que, correspondentemente, o processo inverso de aniquilacio,
em que as particulas sao destruidas em varios pontos no espaco e no tempo, sao igualmente
contabilizados pelo campo quantizado.

Historicamente o campo quantizado era apenas mma maneira conveniente de resunir
as propriedades matematicas das particulas indistinguiveis, mas em breve, através do
desenvolvimento cada vez mais amplo da ciéncia experimental, o que foi concebido sim-
plesmente como uma idealiza¢ao matematica tornou-se realidade. Nos referimos a capaci-
dade, se ha energia suficiente disponivel, para suprir a energia de repouso das particulas
de acordo com a famosa relacao de Einstein £ = me?: dado a energia I/ que corresponde
a sua massa m. wma particula fisica pode ser produzida. Pode ser necessario por outras
razoes, tals comno a conservacao da carga elétrica , produzi-las em pares. como é de fato o
caso para o eletron carregado negativamente ¢ sua contraparte carregado positivamente,
O positron.

No inicio de 1930. estes experimentos tinham sido feitos. Anos mais tarde, pares
de protons e antiprotons, de néutrons e antinéutrons foram produzidos para os quais
quantidades muito maiores de energia sao necessarias, e agora experimentos tem criado
(pares) a maioria das outras particulas conhecidas que sao os blocos de construgao da
natureza. Estes experimentos sozinhos dao a realidade fisica ao campo quantizado. em
sua interpretacao dos atos simbolizados na criacao e a destruicao.

Os experimentos continuaram, mais ¢ mais propriedades refinadas tornaram-se conhe-
cidas, aplicagoes mais e mais nitidas da teoria foram exigidas. Por exemplo, no caso
de elétrons em datomos. do ponto de vista do campo, estamos realmente preocupados
com a dimamica de dois campos. Existe o campo quantizado que esta associada com
os elétrons e também sua contraparte, os positrons: existe o campo quantizado que ¢
associado com o campo eletromagnético, on, o campo de [6tons. O campo do [6ton e
o campo do elétron estao em interacao. E como consequencia, a identificacao de cada
campo por estes nomes [isicos sao apenas aproximados. Apenas se a interagao entre
os dois campos ¢ fraca. como em grande parte ¢ neste exemplo, podemos usar nomes
fisicos em relagao a estes objetos matematicos. Mas e uma teoria mais refinada na qual
a interacao entre eles deve agora ser levada em conta, temos de reconhecer que o que
chamamos fisicamente wm elétron é apenas parcialmente a ser associado a esse campo de

eletrons sozinho. Tambeém ¢ parcialimente associado ao campo de tétons, porque os dois



estao em interagao. Fisicamente. um elétron pode as vezes radiar um f6ton, mas ele pode
também reabsorve-lo. Em outras palavras. o que nds chamamos fisicamente um elétron,
em um nivel mais profundo, pode ser descrito por vezes pela agao do campo de elétron
somente, mas outra fracao da historia total, envolve também a acao do campo de fétons.
E. inversamente, o que chamamos de um foton, propagando através do espaco vazio, nao
¢ meramente o resultado do ato de criacao de um campo de féton andlogo, porque o foton
pode ocasionalmente materializar-se no espaco e tornar-se substituido por um elétron e
um positron que, em seguida, no passar do tempo. recombinam-se para formar o féton.

Em outras palavras, o objeto fisico que chamamos de fé6ton nao ¢ o que é criado
o tempo todo. aplicando o operador matematico criagao de foton ao estado de vacuo.
Os outros operadores, as quantidades que representam a criacao de elétrons e positrons,
também entram em jogo. Uma vez que se reconhece isso. estabelecemos uma distincao
entre os dois niveis de descericao fisica. Existe o nivel fenomenoldgico em que recon-
hecemos as propriedades dos elétrons. dos [6tons como os observamos. fora é claro, da
analise enormemente detalhiada dos expernmentos microscopicos. Depois, ha a tentativa
de aprofundar a compreensao em termos de objetos mais primitivos que sao esses campos
quantizados, que ja nao sao colocados cm correspondéncia imediata com as particulas
fenomenologicas. mas através de uma cadeia de desenvolvimento dinamico. E, de fato,
este programa de renormalizacao, para mencionar o termo técnico, como foi aplicado
especificamente para o caso de elétrons e fotons, através do desenvolvimento do que é
chamado eletrodinamica quantica. levou a uma descricao em um nivel mais fundamen-
tal de algumas caracteristicas mais finas do comportamento do elétron e do [6ton. O
que antes eram consideradas anomalias. coisas que eram inesperadas, tornou-se resultado
previsto deste entendimento aprofundado. A licao aprendida foi que nosso entendimento
mais profundo nao ¢ para ser mostrado e termos do que realimente vemos, mas en um
nivel mais fundamental.

Ao longo da historia da fisica. comecamos com atomos como objetos fundamentais e
entao tentamos entender as propriedades dos atomos em termos de elétrons e um nucleo.
e analisa-lo em termos das propriedades dos micleos e assim por diante. Em termos mais
simples, esta ¢ concepeao de como vamos em termos de particulas cada vez menores. a
regioes cada vez menores do espaco.

A analise de particulas tal como as conhecemos e como associamos elas com campos €



uma tentativa de compreensao, em um nivel mais aprofundado, que se esforga para uma
simplificacao em termos de campos quantizados ainda mais fundamentais que tenham
poucas proriedades, a luta por mais profundas leis simbolicas com poucas constantes
arbitrarias. Por exemplo, ao contrario da situacao experimental em que a carga do elétron,
a massa do elétron, o momento magnético do elétron, sao constantes independentes, a
comprecusao mais profunda tenta explicar wm ou mais destes em termos de wmn menor
mimero de coisas fundamentais.

Assim tem sido no caso da eletrodinamica guantica. Esta tem sido uma aplicacao
de muito sucesso dessa idela que ¢ a concepeao de campo quantizado, a declaragao do
nosso entendimento em um nivel mais profundo do fenomeno microscopico. Mas como
mencionamos, e ele deve nos ser familiar, a medida em que. no curso do desenvolvimento
de magninas de energia cada vez mais altas. mais ¢ mais particulas se tornem conheci-
das e estas tem aparecido em wmmna enorme gama de propriedades. Algumas delas sao
estavels, algwmas delas sao instaveis, decacm em cada outra de todas as formas ima-
ginaveis possiveis. Com energia suficiente disponivel. elas sao produzidas repetidamente
como resultado obviamente de fortes interacoes. Elas avancam muito lentamente para de-
saparccer sucessivamente, movendo-se no final para particulas estaveis que conhecemos,
que sao ainda os elétrons, protons. mais algumas outras.

Agora, as interagoes que estao envolvidas aqui nestes estudos basicos do fendmeno
nuclear sao de umn tipo inteiramente diferente do que da eletromagnética. As forcas eletro-
magnéticas sao essencialmente fracas. E com base nisto, tem sido capaz de desenvolver
os métodos téenicos de lidar com essas interacoes. Mas quando tornaram-se muito mais
fortes os lacos gue nao somente mantém o micleo junto. mas mantém unidas as particulas
que compoe o nicleo. estamos em wn nivel muito mais dificil no sentido em que nao
sa0 apenas [enomenos desconcertantemente complicados. mas também a falta de meios
matematicos para desenhar as implicacoes de qualquer hipotese particular sobre o que
esta acontecendo. Como resultado disto. ha duvidas sobre o que deveria ser a natureza
fundamental de mmna explanacao neste nivel.

Serd que deveria ser a continnacao desse ponto de vista da busca pela compreensao
mais prolunda em termos preferencialimente de um munero muito pequeno de campos
fundamentais. ¢ue em sua interacao dinamica, e como resultado da complexidade dessa

dinamica. finalimente tornaria a variedade da naturcza do mundo como o vemos com-
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preensivel? Ou devemos realmente abandonar essa tentativa, substituindo as dificuldades
pela antecipacao da impossibilidade fundamental, e simplesmente descrever a natureza
em termos do que acontece quando tomamos varias particulas microscopicas e realizamos
experimentos sobre elas? Enviamos elétrons, protons para os varios tipos de nicleos,
onde realizamos experimentos em que estas particulas entram em wma certa regiao muito
pequena. Nao fazemos nenhuma tentativa de descrever o que se passa la nesta regiao e
tentarmos simplesmente caracterizar finalmente o que emerge quando as particulas emer-
gentes, sio separadas novamente. E a proposta da fisica teérica nio ser mais do que uma
catalogacao de todas as coisas que podem acontecer quando particulas interagem cada
uma com a outra e separam? Ou ¢ para ser uma compreensiao em wm nivel mais profundo
em que existem coisas ¢ue nao sao diretamente observaveis(como o anterior campo quan-
tizado é). mas em termos de que teremos mma compreensao mais fundamental?  Bem,
esta questao - idealizada, francamente, além de todo reconhecimento - é. em certo sentido
o problema de fundo filosofico, que confronta a fisica tedrica na fronteira da fisica das
altas energias. onde tentamos entender a estrutura da matéria como ¢é revelada para nos,
em toda sua complexidade, utilizando sempre o nivel crescente de energia que se tornou
digponivel para estudar os blocos basicos que compoem a matéria e. neste sentido, criar

novos tipos de matéria.
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Capitulo 3

Simbologia e Algebra das Medidas

3.1 Simbolos da Medida

Comecamos refinando o experimento de Stern-Gerlach! (que utiliza dtomos de prata
afim de medir uma quantidade fisica, chamada momento magnético numa direcao prefe-
rencial, jo.. que toma apenas dois valores possiveis, conhecidos 441 e —1). pelo tratamento
com feixes unicos, exccutamos medidas seletivas, que serao representadas na Figura 3.1.

Generalizamos a medida p. dizendo que ela nim exemplo, de uma quantidade fisica A
que tem os valores possiveis ay, as , ..., a, . onde um valor tipico sera designado como
a oud’ . O aparelho fisico especifico que mede g e seleciona um resnltado particular,
sugerido pela Figura 3.2, que se tornara entao um aparelho nao-especificado (a palavra
nao-cspecificado, entra para fazer com que os aparclhos fisicos especificos, reais, possain

ser tratados pela abstracao concebida na teoria da medida.)

[ Medida de -:\ l ;
(3.1)

Seleciona o' J
carregando a informagao que a medida ¢ uma agao fisica em uma regiao finita do espaco

(e tempo). A caixa de (3.1) é inconveniente como um simbolo. Shmplificamos por

Medida de A ( i
s o a . (3.2)
Seleciona a’ r

'O experimento de Stern-Clerlach demosntra através de medida direta que o elétron possui um mo-

mento magnético intrinseco @i, sendo este associado a win moneto angular intrinseco 5. Escreve-se a

relacio entre o5 momentos como j = —gspip E
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Figura 3.1: O item 1), nos mostra que o feixe resultante tem momento magnético +, no
itemn 2). nenhum feixe transmitido. Vale notar que o segundo aparclho esta inclinado com
relacao ao primeiro aparelho, pois o feixe resultante que sai do primeiro possui wna certa
deflexao. Entao para que o segundo aparelho possa medir a mesma propriedade fisica em
questao, tenta-se obter o angulo de deflexao o mais proximo de zero possivel. afim de que

a direcoes dos campos magncticos dos aparelhos, possam ser consideradas paralelas.

na qual retém a implicacao de wma regiao finita associada com a acao de medida. A

- - . i P 3 a ! LA I
caracteristica fisica A ¢ implicita, adequadamente implicada por a . Mas por que a
repeticao de ' ? Primeiro, ela prepara o caminho para a generalizacio, segundo ela é
lembrete que a medida seletiva envolve mna acio inicial seguida por sua verificagao, como
na sequencia do item 1) da Figura 3.1.

Introduzimos simbolos para duas acoes particurlamente simples: o simbolo unitario,



Figura 3.2: Aparelho fisico especifico que mede ..

seleciona tudo

x'l\ C (‘} fa

Tudo

e o simbolo nulo. nao seleciona nada

Aceita
(3.4)

Nada

U passo a favor da construcao de uma dlgebra para estes simbolos é fazer uma repre-
sentacao sucessiva de acoes de medida (deslocada no tempo) pela multiplicacao sequencial
dos respectivos simbolos. Assim a generalizacao do itemm 1) da Figura 3.1, nos informa

que a repeticao de uma medida seletiva confirma a medida. ¢ simbolizada por
laa||la'a|=]dd]. (3.5)
A generalizacao do item 2) da Figura 3.1
a #da :ladl lu”.n”| = {0, (3.6)

Entao. como afirmativa razoavelmente dbvia sobre a multiplicacio dos simbolos de medida

1 e 0 temos

ldd'|1 = 1ldd|=|ddal.
11 =1
10 = B1="10 (3.7)

ldd |0 = 0lad]|=0
00 = 0. (3.3)
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Regressando a notacao de um aparelho nao-especificado.

Medida de A Medida de A —a' ;i
= — laal (3.9)
Seleciona a’ Seleciona 0

Sabemos que a caixa a esquerda que corresponde a um aparelho nao especificado, nela
esta dito que a acao é seletiva, logo nesta proposta de equivaléncia temos algo no seguinte

sentido

Medida de A —a'
(3.10)

Seleciona 0

Nos mostra que se prepararmos un aparelho no qual selecionamos a previamente, dentre
0s outros possiveis valores de acoes medidas e ao fim ¢ na deteccao nao observamos
nenhum valor. em outras palavras indica-nos que o valor aceitavel do experimento com
a “retirada” de ¢ e a confirmacio nula, sé faz sentido se realmente o valor selecionado
inicialmente tenha sido a .

- - -~ ’ "
Prosseguindo com a discussao podemos nos perguntar o que entendermos por (a # a )

Medida de (A — aa) (A—a") " (3.11)

Seleciona 0

[sto corresponde a nma medida A na qual o resultado @ ou a , é aceito sem distincao.
Esta medida nao tem seletividade, na qual ¢ representada pela adigcao dos respectivos

siimbolos

.\[E_!{_li(_l['_l. (l(' f\ — f’ \ ot I” o "on "o T,
Sl i =laa|l+]aa|=laa|+]|aal. (3.12)

a +a

Seleciona 0

na qual incorpora a simetria completa entre o e « . Dessa forma,

a #d #+ad" #d :

o

Medida de (A —a') (A —a") (A =d") ] i (3.13)
T | O Dl

_ =ldd|+|a"d"
Seleciona ()

finalimente chegamos a

Medida de (A —ay) ... (A—a,)

= 1@y + ... + |@ntn| = Z la'd].  (3.14)
Seleciona () 5
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A medida que aceita fodos os possiveis resultados sem distingao é simbolizada por 1.
Assim a soma (3.14), sera igual ao simbolo unitario

Z la'a’| = 1. (3.15)

’
i

. - 5 I L
que afirma a completude dos simbolos de medida |a a | .
Verifiquemos as simples propriedades de 0 com respeito a adicao. Aceitando algum

resultado ou nada,

lda|+0 = 0+ldd|=|dd|

Il

0+1=1
0 (3.16)

1+0
0+0

Urna outra pergunta que surge seria, sao as propriedades conhecidas de |a a | consistentes

sob a acio da completude Y s ja'a’| =1 7 Se for, teremos
L ! " .’.’l s " P ot
{th al)jaa|=|aal (3.17)
“"
(Lei distributiva da multiplica¢ao).

Abrindo-se as contas da equagao (3.17),
(Z ld'd))a"d"| = Z la'a|la"a"|
"’ Ulr
= ld'd"||d"a"] + Z la'd||a"d"|

f:f[;—"’-n”]

= [(:”(r.”] +0+ ...+0= INHHJ

!

[. (3.18)

Sendo assim aceitamos a lei distributiva da multiplicacao.
i o 4 v ' o

A notacao |aa | é conveniente para generalizacao: |aa | . a # a . Uma pergunta
natural que surge seria o que pode este novo simbolo significar? Para entendermos essa
questao. consideremos o arranjo experimental, que esta no item 2) da Figura 3.1:

O resultado como esperado e ja visto no experimento ¢ nenhum feixe on medida.
Mas suponhamos que na regiao entre os dois seletores revertemos a direcao do mo-
mento magnético. Um campo magnético homogeneo pode fazer isto, dessa forma o dipolo
magnético precessa em volta da direcao do campo, sua representacao encontra-se na Figura

3.4.
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l + seletor , ‘ - seletor

Figura 3.3: Mostra o arranjo experimental do item 2) da Figura 3.1 em detalhes, utilizado

para uma dicussao mais elaborada.

| Wp Nl

Figura 3.4: Campo magnético homogeneo que faz o dipolo magnético rotacione, mudando

assim a direciao do seu momento magnético.

O resultado ¢ uma medida seletiva na qual apenas momento magnético + entra e

apenas o motento magnético - sai: | 4+ —|.

Para medidas sucessivas gerais deste tipo. temos
P T oo ? }
laallaa |=]aa ] (3.19)
E)
ron et t 1 s
laa |l a¥| =0, se a #a . (3.20)

I ; - e " "o
[emos o comportamento conveniente para o simbolo unitario 1 diante de |a a |,

(Z ldd])|a"a"| = Z la'a’||a"a”
H? Uj

" ‘

04 ...+0= |(.-”r:m|. (3.21)

Hon H
|(J. (F 3 Hfl. L



Notemos também uma outra propriedade,

ld'a"|la"d| = |dd|,

ld"d||la'a"| = |d"d"|. (3.22)

Os resultados diferem apenas pela ordem da multiplicagao. Isto nos leva a concluir que
a ordem da multiplicagao ¢ relevante, assim vemos que esta dlgebra envolvida é nao-

comutativa para a multiplicacao. I como foi visto mais cedo em (3.6) ,
r " LA oo
a#a :laallaa|=0.

ada|oulada|é0.

esta algebra nao ¢ uma algebra de divisao, ou seja, nao implica que

De maneira similar no contexto generalizado temos.
a #a :laal|laa|=0, (3.23)

nao implica |a'a”| = 0.
O resultado de uma medida ¢ wm munero, assim devemos ter muneros do mesmo modo
que temos simbolos abstratos para medida na nossa algebra. A definicao dos niimeros

basicos 1 e 0 sao
lla'a"|=|a'a"|.0 lda"| = 0. (3.24)

Os nuimeros sao convenientes para a sintetizacao dos produtos

v B B G, lu.J(fr*'| l|n!ur"l se ¢ =d” o e 1 b o
lea |la a¥| = =00a ,a )|aa' (3.25)
0 0‘ i ’P'[ o ?L e \
=0laa’l se a a
"’ulltl{'
1 " et

; . | sea =a -
r\(n”A a’ Y= (3.26)

0sea #a",
¢ o simbolo da delta de Kronecker. Uma outra questao que pode ser levantada seria, qual
o significado de '|rfru”] + |an”| ?
Acceitando-se a lei distributiva da multiplicacao temos,

l

Llaa”|+1 [a.f(:.ﬂl — (14 1)]a'a". (3.27)

2Onde usamos a notagao de simplificacao ‘v = .



Dois naturalmente,

(3.28)

laa'|+1|aa"|=2|da"].

Com estas definicoes vemos que formamos uma estrutura algébrica dos simbolos de me-

dida, que matematicamente chamada de anel, sendo esse anel nao-comutativo 3.

FVerificar o apendice A para uma breve explanacio de conceitos algebricos associados a teoria dos

sitnbolos da medida.

o
B8]



3.2 Vetores de Estado

Comegamos esta se¢io pensando wn pouco mais sobre o significado de |a'a”|. Um
atomo tendo o valor @' da propriedade A, pode entrar tendo este valor (lido da esquerda
parada direita, indicado por £/ — D aonde for necessirio) e o que sai é um atomo a”. Isto
é como se 0 atomo a que entra ¢ destruido e em seu lugar um dtomo a” é criado. Desta
forma pensamos num processo mental de dois passos que ¢ indistinguivel com relagao ao
verdadeiro. Simbolizamos a composicao através da introdugao de pequenos colchetes

.

[E — D] ]n’n“) = ,u.’) ((.'J [ (3.29)

Escrever estes pequenos colchetes até o momento € indgcuo, mas damos um grande passo
se vermos isto como o produto de dois simbolos de mm novo tipo. Entao surge a questio
os dois stmbolos sao compativeis com as propriedades algébricas conhecidas do simbolo
"

EHJ{'{ , ?

Se for temos,
la') (a"||a") (a""| = é(a”, aNa'Yad"], (3.30)

e ml _— T " " i o
onde a notagao foi simplificada escrevendo (a |a ) no lugar de (a ||a ) e assim seguird
e todos os produtos subsequentes deste tipo. Observamos que (3.30) é satisfeita se

’ » e

{a'la })=4éd(a ;a ) (3.31)
Verificamos o significado da consistencia fisica do simbolo acima

) o g ol a = a :Sun, representado pelo niimero 1, .
[E=2D] {dla )= By (3.32)
i a - Nao. representado pelo nimero (),

secesta acao de eriacao-aniguilacao ¢ considerada isolada, ou scja, no sentido de que nao
existe algo interfivindo fisicainente nesta transicao, dessa forina temos a destrui¢ao de nm
; " ‘ " 3 " "
atomo a . onde apenas nm atomo o criado, a # a , logo em termos do processo de
; . - . = " "
medida seletiva nao é possivel. somente quando a = a
Prosseonindo com o desenvolvimento. vaios utilizar um caso mais elementar para
elucidar o que vamos dizer adiante, seja os tres vetores unitarios ¢ , j , k do sistema de

coordenadas espaciais cartesiano, ou de outra maneira, e, , &= 1.2, 3. Assim teriamos,

ElL " €] o = (HA-', 1“) = tglg‘-.;._ ({{‘;)



que caracteriza vetores ortogonais unitarios. Esta definigao sobre a ortonormalidade é

suplementada pela relacao de completude,

Z ever =1, (3.34)

k
que ¢ uma soma de produtos diadicos?.
- — . » !
Devido as relacoes anteriores, falamos dos simbolos (a’| e |a') como vetores. Notemos

que o produto é um valor numeérico

" ¥ "

(a'la’y=6(a’.a") . (3.35)

. . ! . . -~ . - -~
envolvendo dois tipos de vetores, (o | simbolizando a acao de eriagao, nao podendo ser
igualado 4 |a ). representando uma agio de destruicao (lido E — D). Dessa forma o

espaco geomeétrico no qual estes vetores situam-se deve ser algo mais geral que o espaco

Euclideano. Denominamos (a | como nm vetor a esquerda e |a’)y como vetor a direita, com

relacao as respectivas posicoes no produto numérico. Paul Andrei Maurice Dirac (1902 -
. il = & 5 : :

1984), denominou (a |a ) de bracket, dessa forma os vetores a esquerda de bra e a direita

de ket ]

10 nome produto didgdico, um outro termo para produto tensorial, no resultado da nossa equacao
(3.34), esse produto a matriz identitade de dimensao 3 x 3, j que estamos trabalhando com vetores

nnitarios no egpaco tri-dimensional.



3.3 Medidas Sucessivas. Probabilidades

A medida do momento magnético na dire¢ao z, ou de wma outra propriedade fisica A

¢ apenas uma entre as inumeras possibilidades de medida de outras propriedades:

Figura 3.5: Mostra que depois que os dtomos passam pelo primeiro aparelho(que se en-
contra do lado esquerdo), a proxima etapa ¢ passar pelo segundo aparelho(que se encontra

do lado direito) rotacionado de um angulo 8. com relacao ao primeiro aparelho.

Em i aparelho rotacionado os atomos sao também defletidos para cima ou para baixo,
na direcao do aparelho, pelo campo magnético rotacionado.

Uma nova possibilidade de medida. torna-se mais clara no exemplo citado anterior-
mente, através do gual ha a possibilidade de medir o momento magnético em uma direcao
gualquer, ou seja, suponha que escolliemos dtomos que primeiramente tenham atravessado
i aparelho gque seleciona apenas momento magnético +, ao passar pelo segundo seletor
sendo que este esta rotacionado com relacao a diregao do campo magnetico do primeiro se-
letor por 0 rad, teremos como resultado todos os atomos man. + (= momento magnético +),
sienificando que o feixe trasnmitido foi direcionado completamente para cima, se es-
tivesseinos trabalhando com i aneulo de 7 rad os atomos teriam como resultado mom. -
(= momento magnético -). o feixe trasmitido estaria completamente aposto para baixo.
Para clarilicar estes resultados ver o desenhio esquematico da Figura 3.5.

O que se pode entao dizer quando temos ¢ = § rad, pensemos da seguinte maneira,

ta situagao inicial na qual o feixe trapsmitido esta inteiramente para cima moiento

&



+ seletor

6 =mrad l + seletor

+ seletor i o

Figura 3.6: Desenho que corresponde a rotacao de O rad e 7 rad, onde em 0 rad, temos o

resultado do momento magnético + e para 7 rad, o momento magnético —.

magnético+, e deve ir mudando a medida que rotacionamos o segundo aparelho com
relagao ao primeiro aparelho, de forma a se ter menos atomos para cima e mais atomos
para baixo até voltarmos para w rad, assim em £ rad razoavel pensar que tenhmos metade
dos atomos para cima (m.m.s+) e a outra metade com o feixe para baixo (m.m.'s—).
Percebemos que 5 rad esta entre os limites de 0 rad ¢ 7 rad. Nao temos meios de predizer o
que um unico atomo ira fazer, mas podemos dizer o que acontecera na media para alguns
atomnos, assim mostramos a média do momento magnético em unidades de p, para os tres
de arranjos citados com seus respectivos angulos, ver a Figura 3.6.

Pode-se obter um resultado para qualquer valor de 67 E natural assumirmos que a
média do m.m., medida na direcao > deva ser a projecao de z na direcao dada pelo angulo
f), dessa forma cos ), ilustrado na Figura 3.7.

A média do moan. é a média ponderada dos dois possiveis resultados, +1, —1, sendo
0s pesos a fracao de wim mimero grande de dtomos de [eixes para cina, ou para baixo. A

fracao dita nestes termos esta ligada pelo sentido de probabilidades(aqui utiliza-se média

ponderada do momento magnético, afim de calcularmos as probabilidades associadas a
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Média

l———l somente m.m.+ +1

8=0rad T

8 =mn/2 rad I [ /
< 50% m.m.+, 50% m.m.- 0
5

6 =mrad I \ i somente m.m.- -1
/’\

Figura 3.7: As médias dada em unidades de pi, para os respectivos angulos de 0 rad, % rad

[ E]

> rad, com o segundo aparelho rotacionado em relacao a dire¢ao m.m+ do feixe inicial.

+cose /

/;o+1
o,/
D/

Fioura 3.8: Neste caso temos a projecao do n.m.+ na direcao @, sendo representaco, pelo

+cosf.

transicao de um feixe inicial, sendo trasmitido para o segundo aparelho rodado. ).

Assim, partindo da selecao inicial para dtomos com m.m. + passando por um outro

o
~1



aparelho na direcao ¢, temos os momentos magnéticos em unidades p dados por,

[E— D] cosf = (+1)p(+,+) + (=1)p(+,—) (3.36)

[E = D] 1 =p(+,+) + p(+,-), (3.37)
assim as probabilidades seriam

substituimos

pl+.—)=1—p(+.4+)
em (3.36).

cos = (+L)p(+.+)+ (=11 = p(+.+))
costd = (+1)p(+,+)+ (—Dp(+,+) — 1

1 +cosf® = (+2)p(+.+)
1+ cost 5, 0 ;
Bl ) = 2 oeef( ], (3.38)
2 2
assim
1 ‘08 (/ 1 —ecosé 1 —cos? P <
p+,—)=1—p+.+)=1— (L;{L} =1- ;m = ;05 = sin“(a), (3.39)

O resultado (3.39), utilizou a identidade trigonométrica

0 0 L0 " 5, 0 Y _
costl = (-()5(3 Fg)= (-ns‘(s} — .~:m'{;}~) = 2('05"(3) —1=1- 25111“(;)—). (3.10)

A probabilidade de obtermos um resultado —. partindo de uma selegao inicial m.m. +. €
equivale a probabilidade de obtermos mm resultado + para um angulo de 7 — . apenas
uma questao matematica de projecoes. olhar a Figura 3.8.

5, 0 ;
) = sin®(=). (3.41)

i

| I

08°(—
( {2

d

Entao o significado geomdtrico do resultado (3.41), encontra-se na I'igura 3.10.
5 5 ; 5
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A
8/ +1
n—6

A

Figura 3.9: Mostra que a probabilidade de obtermos wmn feixe —, partindo-se de wn feixe
inicial de m.m.+, em relacao a wm angulo #. o mesmo que projetarmos esse feixe inicial
de m.an.+ no angulo de 7 — 6, isso pode ser entendido pelo fato das funcoes cos e sin,

serein colnj leentares.

cos{ 1/2(n=8)) sen B/2

Figura 3.10: Apresenta o signifcado geométrico de (3.41)

Podemos escrever as probabilidades para uma selecao inicial de mum. -(notemos que o
procedimento descrito para o caso de uma selecao inicial man. + ¢ analogo para m.m. -,
nias usamos o to de gue as funcoes cos ¢ sin sao complementares fato que foi mostrado

na construcao da equagao (3.41), para sermos mais praticos:

[F — D]
- 29 a2 {_’l
=, —) = (Un(QJ- h111(§—2}
g0 e -
p(—,+) = sin (3) = c0s () = (3.42)



Figura 3.11: Mostra as projecoes com relacao a um angulo # para feixa inicial de m.im.—,
que teria a construgao de suas probabilidades analoga ao que foi feito no caso do feixe

inicial de m.an.+.

Observamos que a probabilidade de wn resultado p(—. +) ¢ o mesmo resultado da
probabilidade p(+. —), mas a probablidade p(+4. —) com um angulo de 7 — f e vice-versa,
paras as outras probabilidades vale a mesma colocagao, mais uma vez falamos que m.m.—
¢ andlogo ao caso de uma selecao inicial m.m.+.

Em seguida resumimos em uma tabela todas as probabilidades encontradas,

p(.) \ + 3
+ cos?(§)  sin?(§)
sin®(%)  cos?(%)
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3.4 Amplitudes de Probabilidade. Interferéncia

De uma forma mais geral do que a vista na se¢ao anterior, temos que para alguma
i e . . ’ . .. .
propriedade fisica A e selecionando-se wmn resultado particular a dessa medida, ja vimos
que simbolizamos a criacao de um atomo a como (a | (lido £ — D). Em seguida tomamos
um tipo de medida B nao-especificada e simbolizamos ela por M(B), dessa forma temos
S i 2 % . % . ~ -~ . !
(a IM(B). O passo final seria a aniquilacao (detecgao) do dtomo a , resultando em um

numero
[E— D] pld.M(B))=(a'|M(B)|d). (3.43)
Consideramos tres tipos de M(B):
. A medida B que seleciona apenas um valor o
M(B) = |b){b],
(pla,|bb]|=)) pla.b) = (d|b){¥a). (3.44)
2. A medida B que seleciona b ou b . b # b

M(B) = b)Y+ p)®|
p(fzJ.I;(>1_| b)) = (rzrlz')J){b‘]u’) 1 {n’|bﬁ}(bnlu?)

= pla b)) +pla.b'). (3.45)
3. A medida B que seleciona todos os valores b sem distingio
M(B) = > _[b)(p[=1
pld.1) = ij<~’lb’><h’1~'> = (d[1]a’)

s
= Y pla,b)=1 (3.46)
F_r'r

. . & ' ' 1 .
As propriedades acima, qualificam p(a , b)) para ser uma probabilidade de que numa medida
B realizada sobre um atomo a ira passar a ter o resultado especifico b . Continua sendo
verdade, mesmo numa medida sem especificidade que seleciona b ou b, onde ambos os

Atomos do feixe transmitido tem como probabilidade p(a’.b) + pla.b'). O resultado da
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medida sem especificidade que contém todos os possiveis valores da medida B, tem como
probabilidade Y7, p(a’.b') = 1.

Numa situagao particular verificamos a formula de probabilidade, que seria quando a
nossa medida sem especificidade B ¢ considerada como uma medida A especifica, como
no caso visto para o momento magnético na se¢ao anterior, para ¢ = Orad ou 8 = 7 rad.
Entéo os valores de ' = + e d” = —,

P lsed=d o BT
pla.a )= ) , ¢ =0a,a) (3.47)
0 se a # a

e realmente escrevendo a probabhilidade em termos da notacao da simbologia da medida.

] " ] i

pla.a )= <”,l”,,>{””;“.> — [5{_”!.;;”]}2 =l 0 ) (3.48)

Algo que torna-se claro ¢ que os resultados obtidos ¢ que o cos®( ‘i—i) indicam que a proba-
bilidade é um mumero com valores entre zero e um,

Uma pergunta que surge seria. quais tipos de mimeros seriam (a'[b') para que (a'|b")(b'|a’)
encontram-se no intervalo definido pela probabilidade?

Analisaremos a existéncia de duas possibilidades:
1. Se (d'|b') é um nimero real e (b'|a’) = (a'[b). Temos,
pla’,b') = (@' [b)(0'|a)[(a'|b)]? > 0 (3.49)

] s ; > 4 . -
e jquntamente com pla b ) < 1. Porém existe wma objecao que encontra-se nHo

concelto fisico correspondente a
' Ei Eisior
bla)=(alb),

ou seja. estarfamos afirmando que o estado para wn atomo criado ¢ igual ao estado
; ' Fo .

para o atomo destruido. tanto para a e b, isto baseando-se nos conceitos da sit-

bologia da medida. Dessa forma vemos que os muneros reais nao representam esse

tipo de namero.

' ! ! - - f f 5 ’ ¢ ’ ’
2. Se (a'[b’) ¢ um mimero complexo, com (b'|a’) sendo o conjugado, (bla) = (a|b)*.
Assim temos,

! '

pla b)) = (a|b)bla) = (a|b)a )" = |{a|b)]* > 0. (3.50)
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A construcao das probabilidades como quadrados absolutos atribuem um nome para os
nimeros complexos (a'|b'): amplitude de probabilidade. Sendo esta uma descricao pura-
mente funcional. Entretanto, esta relacao pode ser introduzida por analogias, cujas gquais
iremos desenvolver.

Considere uma sequéncia de medidas(em geral diferentes) de trés propriedades fisicas:
A, B.C'. Primeiro. realizamos uma medida A e selecionamos o resultado a’, ou seja,
criamos um dtomo a’: (a'| (lido E — D). Entao, realizamos uma medida B sem especifi-
cidade, simbolizada por M(B).

Finalmente selecionamos o resultado ¢ da medida (', simbolizado pela aniquilagao

M(B)|¢'). no qual é uma

- 4 - . - . - f
de mm atomo ¢, O mimero produzido nesta sequencia ¢ (a

amplitude de probabilidade da qual derivamos a probabilidade:

[E — D) pla’ . M(B).c) = |{a |M(B)|c)*. (3.51)

Considermos tres exemplos,
1. Seja M(B) = |b}{b |, mma medida seletiva

(d |M(B)|eYE |M(B)|a))
(d DY | Y Wb |

= [ Kb}
pla’, bf)p(f;._(:’) = l{a.(lb;ﬂb’[c()lg. (3.52)

pld p'b).¢) =] pld.b.c) =

|
I

v - L . . B . . -
O feixe de atomos a € submetido a wma medida seletiva que deixa a fragao de
atomos pla b ). Entao, estes atomos sao submetidos a uma outra medida seletiva,
de probabilidade p(b . ¢ ). dando assim a fracio do conjunto ou probabilidade. como

o produto: pla’. Wpb'.¢).

2. M(B) = S, |b)(b] = 1. a medida que aceita tudo sem distingao, sem aparelho

(isico. Para (o |1]¢). temos equivalentemente,

<H‘|(‘J> = Z(u!|b!}<f}!|r:’). (3.53)

b

e
pla, 1.¢ ) =plase ) (3.54)
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Vemos que (3.53) € similar, a relacao familiar vetorial 3-dimensional:

R Z ACy = Z e
2 e

a evolucio de um produto escalar em termos das componentes relativas a algnm

sistema de coordenadas.

3. A medida nao-seletiva b = B, cujo aparelho [unciona medindo a propriedade fisica,
porém nio ha selecio de dtomos b'. No exemplo do m.m., isto significa que os feixes
que defletem para cima e para baixo estao fisicamente separados, prossseguindo para
O proximo estagio.

i ¢ Tia ; . '
A probabilidade p(a b, ¢ ). é a soma para cada esolha independente de b . sendo

distinguidos fisicamente pelo experimento:
pla’ .t E Pl ' b) (b . ¢). (3.55)

Nem a medida B que aceita tudo e nem a medida nao-seletiva b = B, envolvem
uma rejeicao dos dtomos no estagio intermedidrio. Dessa forma a fracao total ou a

probabilidade, para qualquer resultado é igual a wn, para ambos os casos:

Z;J{H’, 1,¢)= Z')(H’:(’!) =7,
Zp b Zp b Zp =1. (3.56)

" n

=1 =1

! Y ' !
Apesar disso, temos em geral”® p( a.1.¢)# pla,b.c).

As contas detalhadas das equagoes (3.54). (3.55), (3.56), encontram-se no Apendice
B.

SEssa nota serve para mais wina vez clucidar bem, o que temos até agui desenvolvido na teoria da

medida. Quando falamos das medidas b e 1. nas probablidades, falamos com o seguinte aspecto:
i) b = B representa a medida nao-seletiva ou sem especificidade. que por sua vez estd associada
fisicamente a wm aparelho de medida qne existe. porém nao faz nenhuma selecao de atomos.
i) 1 representa a medida que seleciona todos os resultados possiveis sem nenlnma distingio. isto
descrito de maneira abstrata pela teoria da medida, porém lisicamente estd associado a inexisténcia

de qualquer aparelho, por isso p(a’ . 1.0 ) = pla’.¢).
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A

1

Fioura 3.12: Nesta fieura sintetiza-se, uma sequencia de aparelhos dispostos emn relacao a
Figura 3.12: Nesta figura sintet ma seque | lhos d t lag
uma diregao z de referéncia, assim o aparelho A encontra-se a 0 rad, o aparelho B a % rad

e o aparelho €' a 7 rad.

Como exemplo consideremos . 3. (7, com m.m. em trés diregoes, representados na
Figura 3.12, mostra a forma como os dtomos se dirigem aos aparelhos postos de maneira
sequencial e como encontram-se os aparelhos em relagao a direcao z de referencia.
Todas as probabilidades para o angulo de 7 rad valem 1. Para clarificar isto basta ver o
caso do nm.+ e mum.—, construido na secao anterior. Assim (lendo-se da £/ — D), os
resultados a seguir utilizam-se da equagao (3.55) e da tabela de probabilidades do fim da
secao 3.3 (que nos fornece as probabilidades possiveis para dois aparelhos de medida)

i

’ ~ ~ f'r."‘\ /"'II"\ i po - —
p(+ b+ ) = Z;J{ FoLbplh, + ) =
B
7] fr b L ¥} b b i
P ey -
=p(+. +)p(+,+)+p(+, =)ol -, +)=
1 L1 1
BECPRSTIND)
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BTy = el =) =
d a b b e a b ] c
= (R ) (Y =)
Porém,
(L ) =p(F 5 ) =0 (3.58)

sendo que m.m. que + na direcao z, certamente nao é + na direcao —z. E que,

0 It a “
Wt —~ N o
pl+ . 1. —)=p( + . = )=1. (3.59)

sendo o m.m. que ¢ — na dire¢ao —z o mesmo como + ao longo de +:.

Faremos, alguimas contas de maneira mais detalhada que serao expostas no Apendice
B. com relacao as probabilidades gue mostramos em (3.57). (3.58) e (3.59), os resultados
serao utilizados no prosseguimento da presente secao. Vejamos o que esta associado com
a diferenca de resultado que ocorre em (3.58) ¢ (3.59), tendo-se que os termos cruzados

ja foram calculados no do Apendice B,

[t} 44 () (& 3 [ (13
¥ i R e T P e W F e N i e
(41, + Wo=p(+,+ )P =0+ 1L+ )=p(+, +)=0
a C
i W e ST
I+ + ) =
1 f h { I f h a
F i T i T e i s o i
| =+ "+ W+ + K+ 1+ W+ +3F +
r”lr }"b‘- T} = _) = 0l f i1 i s} b b 4
HE =W =T+ R+ T=H=T+} -+
a f b i ¢ 7 b a
T e A A A .
1 O+ | — W — |+ W o TS o U
__J: [t b b ¢ C b b i
= F e Lt i e e e ¥ ke ate
T+ RET 0+ T =K==+ =



o c i [& " i [+ il o
p{ + 51, = W=pC+y = W=p(+,1" = )=p(+, =-)=1

a h h c € b h a
€S ™ i e T

f! h b ¢ ¢ b b a
| l {AIA\ {/-'"—\/-/\-\ I,/—"H|a--"--\\ J,f-"\\r-‘i\-\._\ |
: =W = =g
5 a b b ¢ p b y P
- it O et e N i i I i S e WP
FF LR A~ ="T=R="T+ =
I L, {
fa [ 1 c
5 ; ; Yt S e —_ s TP g ¥
Podemos concluir das contas anteriores que p(” + 1.7 4+ ) seria igual p(" + ,b," + ) a
il c (r3 C
. P i T e R gy
menos de um termo, de modo andlogo para p(" + .1, — ) e p(" + b, + ), esse termo

ague chamamos até aqui de fermo cruzado. possni seus valores de acordo com a medida
que esteja se fazendo, no nosso exemplo ele toma os valores é © —i) quando estamos
trabalhando com a medida 1. porém guando passamos para medida nao-seletiva b, seu
valor vai a zero, pois esta medida perturba, ou seja, interfere na medida que escolhe todos
0s valores possiveis. No proximo capitulo serd exposto de maneira mais geral, essa relacdo
de interferencia e melhor comentada.

Assii temos situagoes comn interfencia tipica de fenomenos ondulatorios. Com base

nessa analogia, fala-se alternativamente da amplitudade de probabilidade como uma

funcao de onda.
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3.5 Medidas que perturbam o sistema

Na secao anterior, existe uma importante licao no fato de que p(a .1, ¢ ), nao é efeti-

vamente uma medida B:
pla 1,¢) = | ) (@ b)) (3.60)
by

. - ' ’ “
¢ em geral diferente de p(a.b,c ), na qual a medida B torna-se presente, mas todos os

atomos dessa caracteristica fisica sao conservados:

p(u’.b,tf) = Z;J b pf i)=Z|<nr| ) (b[(ﬂ

b

Z| ( |r‘; b|( \| (3.61)

Este fato ¢ geralmente expresso como “a medida que perturba o sistema”. Isto é muito

diferente da situacao na fisica classica onde ¢ assumido que em principio, como wm limite
idealizado, que a medida nao perturba o sistema. Consideramos um problema familiar de
medida do campo elétrico em um ponto, no qual responde ao colocar uma carga teste neste
ponto (o proprio campo é uma idealizacao) e medindo a for¢a sobre ela. A objecao deste
feito encontra-se na presenca da carga teste mudar o campo que esta sendo medido, mas
e geral diz-se: “sim, porém pode-se tomar a magnitude da carga teste arbitrariamente
pequena.” Tudo vai certo, até alcancar o nivel dos atomos e os elétrons dentro deles e
descobre-se que estes nao sao pequenas cargas. Em resumo a atomicidade da matéria e
das propriedades fisicas associadas com a matéria, colocam um limite fundamental para a
idealizacao basica que esta implicita na fisica classica. Sendo isto o que permea a mecanica
(ualtica,

Obtemos uma versao quantitativa da “medida que perturba o sistema’”® por questionar

YA medida que perturba o sistema refere-se ao fato de que pla’ . 1,¢') # pla' . b.e). sabemos que
1a p[u;_ 1.c), 1 representa uma medida dentro da teoria. pois fisicamente como ja dito nao ha nenhum
aparelho associado a 1. ja o caso da -p[ﬂJ,:‘J. r'r}. b é wina medida que conserva os atomos b e assim perturba
o sistema eliminando os termos eruzados de p(nl, 1.¢') que seriam Dov " {ur|h'}“ {r':i|r’}" {”,”’,,} " [;-‘:;._ este
¢ o sentido de perturbar o sistema, pois o sistema quando nao o medimos possui todas as possibilidades
sendo representado por 1, sendo o sistema preparado nim certo sentido, gquando o medimos acabainos

por filtrar parte desse sistema.
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um simbolo My, da medida nao-seletiva B, para que
pla’ b, ¢ Zp p(t ¢y =" [(a Y|P = (| M| )P (3.62)
b’

e um determinado sentido. Isto nos auxilia para voltar a p(a,1,¢) e escrevemos ela

COL110
pla, 1) = | (db)p]e)? = Z@ “|c)” bz«_;.’)f;’)(b”k-’}:
= .
= > (@)l (a |b)(b|(:) : Z<n'[b’)*(b’[c’>*<a’|b”)(b”|c’) =
b’ b A"
PN A e R A M A IO W R ST S (3.63)
B b b

essa indexacao do somatorio com b, serve para diferenciar da parte conjugada que surge
do calculo da probabilidade e auxilia no resultado do produto dos somatérios em duas
partes uma quando b = b que corresponde p(a’. b.¢') e outra devido a b # b", onde
aparecem os termos cruzados.

Vamos analisar a seguinte convencao feita para My,
My = E 16y e (|,

onde os (b ) sao numeros reais. conhecidos como angulos de fase. O efeito dessa con-
vencao ¢ dada por:
! "
{r;. |f'; }
gt ppl & PR RV _--J' B % « ]
la b)) (ble)y —s (a|b) e {b|c)". (3.64)

HJH|('J) (a |h \r (b b [(

\

' " '
) 3 5 3 ! & W Liglh =b)
Com esta convencao vemos que nao ha mudanca para termos de b = 7, ¢ @0 et b'=b})

|e “'*"“"i’[2 =1, em

p(”r‘ l.f'f] : Z lt” |{; })H’; |; ’I_ 4 Z {a l s,-\'_i;P(hflr.‘)" (”}IH,:“) ,:;-rh”_l (bér|‘“a} =

& ,‘_\'J

= LFH h' - *“"(f le ”{rf I\h}r "h‘t’f ]r

! fya o ek
Z L |f’, \ ’:b [;-’)‘<rr [b }{f’; [(_ }{ ia(b ) iy by _

VA"
=D Y@+ D (@) ple) (@ o ) (07| Ye i) giet),
B! v 2y
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porém como obtido acima os termos com b # 6" sao multiplicados por e—ie(t)civls"),
Congeguimos eliminar os produtos eruzados se cada (b)) nio é um angulo definido, mas
¢ nma quantidade distribuida aleatoriamente. Entao um valor particular p e o + 7, sao
ignalmente provaveis ¢ a média ¢ zero(e ™% ¢'PF) = 7 = 1),

Esta aleatoriedade das fases leva a natureza incontrolavel do distiirbio produzido pela
medida. Isto é importnate porque em wmn nivel de medida classica, os distirbios pro-
duzidos pela medida podem ser admitidos se eles sao conhecidos e portanto podem ser
compensados.

A utilizacao,

Z ,f‘)”> (_a.;[b”} (!)”

'
b

. ey .. "
tem uma grande aplicabilidade se permitimos que alguns do p(b ) assumam valores
lnnaginarios. mais precisanente valores hnaginarios positivo infinito. ou scja, 00, onde
‘,a'u'x) — e~ = ).

Se fazemos isto para todos os b # b . entao todos aqueles termos desaparecem e

ficamos com [p(b') real]
M = e*®|b'y|

(@' |M|cY)2,

onde o fator de fase restante pode ser ignorado no contexto de probabilidade

ja que e PP eelb) — (0 — 1 Retornemos para a medida que seleciona apenas atomos b,
com todos os outros sendo descartados. a obstrucao desses feixes agora sendo representada
por um tipo de absorcao completa que é e~ ™. Se as fases imaginarias infinitas sao aplicadas
N ! " ’ . v e
para todos os dtomos. menos para aleum b e b # b, onde as suas respectivas fases sao
reais ¢ iguais: 2(b ) = 2(0 ). Em outras palavras, se estudarmos o segundo termo da

pla .1_;")_ conl ,:{U'] — oo e ;{hn] — ina temos,

Z |y [ (' by | )=o) —

B =1
=g~ = =()
e N,
VA e TR Pty B ) T L TR o
= E (a b)Y (b | Y {a |b )b |e) V™) 4
1

H

=glb )

—_——

(@B )Y (@ [0 | Yeite®-p(0 )
= (@ [b") (@ ) (vl ) (@ W | )e = Ju

" T
2

by |
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A " ) '
Agora estudando o primeiro termo da p(a , 1,¢),

3 ) ) =
!‘?}
Z ( |b b (b |c ) (cf[bl)(b’\ci) ¢ ielb) givlb) 4

%
fase real
N

’

(@ ) 0|y (@ )y o) et 2 (b)
= S (@I B 1) @ ) B 1) €6 4 (a6 (B )Y (a5 )b | ) e =

r

J.\
=

’ + ’ ! ’ ! ! ’ /\\ ! ’ P 4 ! ’ ! ’ !
= Z{n ) (ble)alb)ble) e ™ +{a b)) (ble)(alb)b|c) =
1

= |{d'[b) (b |c )2

A probabilidade ficou entao como,

Dessa forma vemos que produzimos a medida Af, = [b'0'| + [6°0"|, finalmente se todas as

£(b') sdo reais e com as fases comuns, ou seja, todas as ¢(b') = p(b"), chegamos facilmente

pla . b, ¢) = [d b)Y+ (a6

"

> (@ Bl = [(a | Myl ).

b=b"

I

£

na medida que aceita tudo, que seria M(B) = 17.

Isso nos mostra que utilizando a definicao da exponencial com os angulos de fase e
dependendo dos valores dos angulos, se sao reais on himaginarios. conseguimos estudar os
simbolos de medida sob wm outro ponto de vista, onde vemos que a medida que perturba

o sistema, tem sua natureza incontrolavel, baseada na forma como esses angulos de fase

sao dados.

"Basta proceder de maneira andloga ao caso da madida M, = [bb | +|b b |,
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Capitulo 4

Observaveis

A representacao simbolica das medidas e o uso de probabilidades sao contraposicoes
para a [isica cldssica. onde a teoria ¢ formulada em termos dos valores das propriedades
fisicas. Mas isto deve ser latente na descricao quantica. Pode-se mostrar um simbolo que
esteja associado com um valor de uma propriedade fisica como um todo?

Uma maneira natural de responder essa questao, ¢ comegarmos pelo valor médio. on

4 T . . * 4
valor esperado, de uma propriedade fisica B, produzida por uma medida em atomos a .

Nesse sentido,

.

[E — D] (B)y =Y pla,b) b =(@|O_ )W ®Id), (1.1)
g b,‘

=(a'|t'){¥'|a)

na qual exibe uma clara separacao entre o que é medida.
! ! '
B= E |b)b (b,
b

e a informacao sobre os atomos {n’l._ |Hr), denotamos também por.
— § I I b)
(B)y = {a|Bla}). (1.2)

Vamos verificar o que B fornece como simbolo da propriedade fisica B. Consideremos em
primeiro lngar,

BB =" (b)) b B[ =b(b] (4.3)

H

B siel gty

-]
S



O resultado acima pode ser lido (£ — D) como: um atomo b criado e a propriedade B
- ’ i ¥ - ~ -
medida, o resultado ¢ um nimero b. Um outro caminho ou versao €,
Blb") §:| bbw>em)yi (4.4)
[b bl‘l‘ ]

odemos apresentar os resultados anteriores em outro caminho. -.-ﬂllﬁ.l(' ereinos — 0
Pod I t Itad t m outro caminho. C 1 IB-b1

. . L . . - . Ty
onde wm valor particular (valor fixo) b ¢ multiplicado pelo simbolo unitario:

B—b'=B-b1=> [0 —b D [p)®| =D )b —)@ . (4.5)
hf.’ 1!1” .'J”
Considerando um atomo (b'| eriado e a propriedade B — b medida,
bIB=b)=Y GG =) | =0 (4.6)
BIB—=b) =" W) 0" )0 .

i

B at ™y

3 i
Para wu dtomo |b )

B—b1)b =N 1690 =)' |b"
B-b1)p")y =3 )" —b) @)

’”
B =1

i " ! -
seria nulo desde que b — b =0, on seja, b' = b teriamos
I "
B-b1)p") =0

Um fato basico e esperado sobre o simbolo B, é que se os possivels resultados de uma
medida sendo by, by, ..., by, entao os resultados da medida B* devem ser (b))%, (b2)*, ...,

(b,)? e de maneira similar para poténcias mais altas. Dessa forma,

P)Q — B = Z Eb ﬂ) \h | Z |J"J ;}h .\,J‘; o=
= }:ugm;wm h\ E:m h)a|—§:m V(B2 . (1.7)

b £n" b

De maneira similar e extendendo-se o resultado anterior temos,
B - 1";1 = E Ih :}{b — Mj(bf
B

Esta notacao mostra que selecionamos o valor b se lembrarimos que no terceiro capitulo os shnbolos

de medida possuem uma lei aditiva. dentro de nma determinada dlgebra e com isso decorre o fato de que
uma operacao que envolva, somente simbolos de medida deve resultar ainda em simbolos da medida por

razoes de nalureza matematica da algebra. ¢ ruzoavel aceilarmos esse tipo de notacio.
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(B=bi)(B—bs) = D [B)0 —bi)(b] Y [b)(¥ —ba)(b| =
- ,

b
= Z D) (b —by) (B16) (0" — b)) (B + D [B)(b — b)) (b — bo) (| =
S e

B -0 b
= b —by) (b —ba)(b]. (4.8)
b.’
Para os valores by, ..., b, da medida B,
(B=by)...(B=1b,) = H —b) =D 1) —br) (b =
k=1

—Zlh (b — b)) (b Z| (b = b)) (D]

sabemos pelo principio da indugao matematica que se é vélido para k = 1, A = n — 1,
entao ¢ vilido para um n qualguer, assim supomos que ¢ valido para n — 1 e procedemos

com os caleulos.

- Z DY —by) ... (b —bu_y)(b —by) (B 4

’ ! ! /_;/\7\ " "
+ Z [6YB —b1)...(b —b—1)(bb )b —b)(b | =
B A6

]

b

= Z |h!){b‘ —bi). .. (bf — b )(f; —by) (f)(

= Y IO -l (4.9)
k=1

by

desde que qualquer b seja ignal a um by, temos como solugao
Z b H — b)(b'| = 0. (1.10)
¥ K=l

Assimn B obedece mma equacao algébrica de grau n. Dessa forma, qualquer funcao de B
expressa por tina série de potencias nao ¢ mals que wma combinacao linear, com multiplos

numeéricos, de 1, B, B2, ..., B" 1. Uma tal funcao pode ser representada como,

= SO =) )] (4.11)
b b
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Tomamos entao como a definicao geral da funcao f(B) do simbolo de medida B, ou do
observavel B. Qualquer medida da propriedade fisica representada por B, mede todas as
funcoes de B. Tudo que se é exigido da funcao numérica f(b') é que a mesma tenha valor
bem definido para cada resultado de medida b’
Como exemplo de funcao de B expressa por uma série de potencias de grau n— 1, para
algum valor b fixo temos,
sB.b)= ] (—Bi“—‘f’). (4.12)

ALy =
b (k)

um produto de n — 1 fatores lineares. Se B tem o valor b . esta fun¢ao é igual a um ou
simbolo unitario, se B tem um valor diferente de b, a funcao ¢ igual a zero on simbolo
milo, donde acaba sendo a designacao do simbolo delta. Entao esta funcao em termos do

simbolo de medida é,

) , B—¢ B<% B—%
0B, b )= = ) n-]
{ \\lf-’ ) ,,H, (U - ) f'h' == h'] ) ({’f = b” o )
\-’i-.il()l’ fixo B (b))
b P T g B g ¢ tod ”
=Y "|b") H fﬂ_] = B)a" b)) (b b)Y = [bb], (4.13)
.w : b.,,
_t’kb”j IJr.

o simbolo da medida seletiva 6. Com isto, notemos que multiplicando d(B. b') pelo fato
(B — b)) produzimos o polinomio de grau n que é zero como ja vimos. Assim
; ! W ' Fiopaeh ' " " ' L '
=(B-0)(B.b)=(B-=0)|b)(]|= E )b —=b) b |b)d|=0,
3 \W—/
=8(6" 0
como deveria ser.
Eventualmente, o simbolo unitario 1 ¢ tambéim wina funcao de B. sendo algo que tem

o valor 1 nao importa qual o valor de B:

(v 1 = > =D pp)e= 1 @l (4.14)
. " . " \_\H .
stimbolo unitario b LI T nunero

Podemos mostrar o simbolo unitario como uma série de poténcias em B pelo uso da

- . . . - ! !
construcao da série de poréncias da medida seletiva |0 b |

1 = Z|h,L|—-Z|z£h’|:ZZ|ﬁ Yo" )" =Y a(B.b)

!

I %4 fr ":
'J—|"r -
= ZH ; QAL ER Y [P (4.15)
B H[/h ,I
i3]



Ou seja, para qualquer valor fixo B, o lado direito sera igual a 1 +0+ ...+ 0= 1.

4.1 Algebra dos operadores de Pauli

Buscando uma ilustracao para representacao simbdlica das quantidades fisicas, junto
com a construcao da secao anterior, retornemos ao experimento de Stern-Gerlach, que foi
0 nosso ponto de partida, assim sendo ;;—1 possui os possiveis valores +1, —1. Seguindo
Pauli designamos esta quantidade fisica como 0., que poussi os valores o; = +1,-1.

Entao

or = Y W@ =+ D+ F 4+ | = (=1)(=1] =+ +]| - | - -]
Y

_.
|
Il

DW= H H =)= =1+ +H + | ==, (4.16)

N

Baseando-se na expressao (4.8), temos para o caso do experimento de Stern-Gerlach
(. =D(os+ ) =0l +o.—0.—1=0l=1=Y )b - 1)(b + 1)(b| =
h.f
= [ — 1 b (S = =0 T
(na primeira desigualdade da cquacao acima utilizamos a propriedade distributiva da

multiplicacao, isso segue do fato que os simbolos de medida ja nos indicaram uma estrutura

algébrica. ou seja, a dlgebra das medidas.), entio podemos escrever os simbolos® | + +| e
| — —|, baseando-nos na expressao (1.12),
N o . O e i o S e e 0
1=~ 2
[bb] & [ £ |k = [ =] B
2 ' — 8
- = o:—(01) [+ —|—=|—=|++H~]——]
—1—(+1) -2
R i e | B o e O .
5 === .18

“Fstes simbolos da medida tem como referéncia a divecao = no espaco tri-dimensional, por isso, estao
escritos nos vetores de base |2 ) = |o.) e (= | = (o.] . con isto temos as seguintes correspondencias para
os stimbolos da medida,

y x / ! . A - ! |-
a) | ++| = [+H+] = |+)2 (] . I= ==l =1=deal=)

b) |+~ =+~ =)z 2=+ [=H=-UH ==}z 2(+] -
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A partir de 02 = 1, obtemos

o = D IB)YEPEI=(++ === =(++ |- ++-]-=])=
b

[ = === = =l ==l =

amos analisar cada termo de o2, bascando-nos nos resultados prévios de |+ +| e | — —,
140,140 A+0ps 1 g
|[++H[++ = ( 5 ) 3 ) = 5 )—I(1+0’:) =
1 . 1 1
= 1(1+1—|—2rrz)=-I{_‘zl—f-zn:):;(ler):(JrJr‘
s O | O g
=== = (525 = (58P =10 -0 =

= l{l—f—l——‘_)rT_J——fZl—Zﬁv):13(1 0.)=|——]|
B
|+ 4] ==| = (HT{T"' )ﬂ_]:—(liﬂj(l—a_)fl(l—o‘ +o, —0-)=
- %(1_af)=u,
— Tz L+ T 1 1
|==ll-+4 = ==l =gl=njl+n]= jlto,—n=vw =
= 11(1_0‘;").— 0. (4.19)

Como ja descrito em maiores detalhes na primeira secao, o experimento de Stern-Gerlach,

nos informa que

1) O elétron possui uma propriedade fisica, a qual chamamos momento magnético

designado por p.

2) A componente desse momento magnético segundo uma dada direcao ( a direcao do

campo magnético ) possui somente dois valores.

Assim associamos wn observavel a esta propricdade fsica. numa direcao = que conven-
cionamos. Contudo estamos num espaco tri-dimensional no qual poderiamos convencionar
a direciao do campo nas outras direcoes espaciais também. obtendo pela isotropia espacial
dois valores na direcao escolhida. exemplo disto seria rodarmos o aparelho na direcao
escolhida (lembrando-se que o sistema de coordenadas esta fixo, s6 o aparelho ¢ rodado),
on seja. alinhando-se o campo nesta direcao.

Basicamente o que estamos Jazendo € uma projecao do observavel associado a pro-

priedade intrinseca do elétron numa diregao preferencial pré-estabelecida.

77



Os resultados medindo-se para o, e o, devem ser &1, assim devemos ter
2 _ 2 _ 52
c= Lipi=1, (1.20)

Uma pergunta natural que surge em comparacao com o., € possivel exibirmos as pro-
o (=) z
priedades fisicas em termos de | + —| e | — +], para este feito, se faz necessario sabermos
as propriedades da multiplicacao.
|+ =l + =1 =0,] =+ = +| =0,

[ = s bl = Hl i i e, Loth

Se queremos construir simbolos que sejain quadrados unitarios, podemos tentar comecar

por
| =+ 1+ I = [ =+ =+ =l = [ = =]+ =] = 1.422)
=0 =|++| :|_v_ | :-:J
com isto podemos escolher a definicao
Or = | —+|+ |+ —| (4.23)

Se tentarmos prosseguir com a mesma ideia construida anteriormente, fazendo-se agora a

diferenca temos,

=+ == = |=Hl=H- =l =H-[=H =+ =

=g
=)

o~ v
=|++| e =0

= |++]|—-|——|=-1. (4.24)

Observamos que falta algum namero na nossa construgao, para definirmos o o, assim
sendo ja que os muneros reais nao sao suficientes, passemos aos complexos, da seguinte

forma.,

[fl = #=d)+ =" = {=) | = H| =H+| £ ol =%+
:“ =|++|
D[ -4 =
0
== =

=|+++|--=1, (4.25)

dessa forma podemos definir.
SO Rre s o (4.26)
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Agora podemos explicitar os simbolos de medida | + —| e | — +| em termos de nossas

construcoes convencionadas,
1 1 .
|+ = = 5(0= +i0y),| - H = E(Jz —0y) (4.27)
no qual obtemos pelas propriedades de multiplicacao,
1 & . _ '
0 = [|[+~=|>==(0,+i0,)* =02+ 100+ 10500y — r;_j =
I :
= 1[1 =kt "'(U.r.gy + Gygs:”-. (128)
segne-se entao,
020y + 0,02 =0 = 00, = —0,0y. (4.29)

Olhando para o produto,

[+l =+ = [++ =

= =

|
O’ s "o—u} ){"’r.r' HT.’;J ==

l\..'li—‘

(rr +ioy) (o, + ioy) =
9 i ; 9 1 ’ l . .
= O, — 10,04 +10, +0, = _1[1 +3 2"”.;-0_4;] - 5(1 - ?ﬂ.z-gy} o

—(14 o),

b | =

implicando que
—i0,0y = 0, = 0,0, = i0;, (1.30)

a equacao(1.30) acima juntamente com (4.29), nos leva

o (0,04 +0y0,) = 0
Op020y + 02040, = 0
0.0, + 0.0, = 0,
(004 +0Oy0) oy = 0
0,040, + 0,00y = 0
id, 0+ oyio: = 0
oy0. +o.0, = 0. (4.31)



Também temos,

sty + Oyls)

0,0,0, — i0;
0.0,0, — il

00,0y

(005 +0y0,) 0

OO0

Ty Oz

"7..’; ( Tz0z I T:0z )

OyTp 0. + 0400,
——
=—iF;

S 2
—to, + 0,00,

Oy0.0y

0

1L,

0

il. (4.32)

Mostrando-nos que os indices podem ser permutados ciclicamente.

OgOy0; = Oy030; = 0300y, = i1.

(4.33)

Assim a expressao (4.30) é complementada por duas outras expressoes via equacao (4.33).
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=3

0,0, = 10y (4.34)
A passagem feita da algebra dos quatro simbolos de medida |£+| para a dos simbolos 1, o,
oy, 0. ¢ um tanto malfeito, mas as propriedades algébricas do operador vetorial de Pauli
o nao é (com isto. atribuimos um formalismo matematico a construcao inicial da dlgebra
dos operadores de Pauli). Uma maneira de expressarmos os simbolos compactamente,

seria considerarmos dois vetores, digamos @ e b. Entao.

g-a v b =(0.0.+0y0, + 0.0,)(0:b: + 0yby + 0.b;) =
= 0385050, + Op0z0yby + opazob, +oy0,0.b; + ayayoyb, +
+ oyay0.b. + 0.0;0,b, + 0.a.0,b, + 0.0.0.b. =
% 2 2
= a;b.0; + aybyo, + a.b.o; +oy0.a,b. + 0.04a.by +0.0.a.b, +
+ 0,0,0.b; + 0.0,a.by + 0y0a,b, =
= (@z0s + ayby + a.b,)1 + io,(a,b; —aby) +
ioy(aby — azb;) + io,(axby — ayby) =
= (d- b)Y + 10 (ad x b). (4.35)
Com isto, unificamos todas as propriedades de multiplicacio. Em particular, seja @ = b =

7, i vetor unitario numa direcao qualquer. temos

(c-m)y=c-do-n= 0 -mM)1+io-(i=xs)=1. (4.36)
isto mostra que uma medida da componente de o em qualquer direcao terd os resultadoes
+1 e —1. Apesar de termos a possibilidade da mudanca continua na direcao de medida,
a nao-comutatividade dos simbolos de diferentes componentes assegura os resultados dis-

cretos das medidas.



4.2 Simbolos Adjuntos, simbolos Hermitianos

Notemos que a simbolizagao de sucessivas acoes de medida através da multiplicagao
de stmbolos correspondentes possui certa arbitrariedade, escolhemos eles na sequéncia da
esquerda para direita (F —» D). Mas isto é apenas um modo de se trabalhar, podemos
igualmente ordena-los da direita para esquerda, da mesma maneira com a liberdade de
escolha dos sistemas de coordenadas, a validade de una premissa fisica nao pode depender
de quais convengoes adotamos. Assim uma relacao que seja correta, expressada em alguma
convencao, deve ser também uma relagao correta quando mudamos sistematicamente para
ountra convencao. Construimos isto pela condicao de wma operacao matematica, chamada
0 adjunto. on conjugacao Hermitiana e simbolizamos pelo dagger: 1.

O simbolo de medida |a'a”| tem a interpretacio de selecionar atomos a e produzir
dtomos a . quando lido da esquerda para direita - destralmente. Se lemos da direita
para esquerda. sinistralmente, isso significa selecionar atomos a’ e produzir Atomos a.

Fxpressamos da seguinte forma
! Moz n !
[aa|'=laal, (4.37)

dando uma nova interpretagao para convencao original. Lendo-se como o adjunto (ou

conjugado Hermitiano) de |a'a”| é |a"a’|. Num exemmplo particular
ldd|f=ldd]|, (14.38)

quaisquer desses objetos sao ditos serem auto-adjuntos ou Hermitianos.

Os vetores esquerdo e direito {(a |, |a ) sao lidos destralmente [F2 — )] como a cria¢ao

1 - f f - ~ - ’ - - . .
de um Aatomo (a |. destruicao de um atomo |a ). respectivamente. Na convencao sinistral

D — E] ., (a| simboliza a destruicao, e |a') a criacao do dtomo a’. Assim
(a'|' = |a') (criao). |a’)" = (a'| (destruio). (1.39)
Aqui, e no geral. a repeticao de T retoma o objeto original, como em
(X =X . (4.40)
Nustramos outra regra geral combinando com o que aprendemos:

(')} = la")a'| = (D (1)) (141)
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o1l
(XYt =vixt. (4.42)
o adjunto de um produto é o produto dos adjuntos, na ordem oposta. Num exemplo mais

elementar temos,

(la'®|lcd )T = |¢d||a'b|f = |dc||pd]. (4.43)

Com a igualdade (4.43), obtemos um novo resultado

'V ||cd] = |a)Yb W] = (f’;{|f'f}]ufrf].

AW = )W = 1) d ] (4.44)
levando-nos para
(bcHa'd ) = b|) |a'd]|. (4.45)
na operacao adjunta, nimeros sao substituidos pelos seus complexos conjugados,
(AX) = A XT, (4.46)

onde A ¢ niimero complexo qualquer.
Observamos que a sequéncia reversa da operacao {. expressa na multiplicacao, nao faz

efeito sobre a adicao:
(X+Y)'=X"+Y". (4.47)
Como consequencia do resultado (4.47) o simbolo unitario ¢ Hermitiano.

1= {Z |q’r,’|)| — Z |u-'(,’|i. = Z iNJHJi = (4.48)

De fato, o simbolo de gualquer propriedade fisica,

B=Y )] com b =0, (1.19)
h.‘

¢ Hermitiano:

B = (Yot = (@t =D @]
h.r

[ B

b)Y =D ) (=B, (4.50)
bf
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Agora, vamos trabalhar com os operadores de Pauli da secao 4.1. verilicando se sao
1 ¢

Hermitianos

Pt el =t | =l [t |
d=(+H === =+~ |-~ =|+H ~|-~| =0,
ai=(-H-l+-N=-H=]+-"=|+~I~ |-+ =0,

of = (i —+| =il + =T = (i| = +])' = (i| + =)' = =i| + |+ | =+ =0,. (4.51)
Por ltimo observemos como a dlgebra dos ¢'s comporta-se sob conjugacao Hermitiana,

utilizando-se a regra (4.42) e o resultado geral (4.50)

(c-do-B = (0-0)(c-@=0-bo-d=b-d+ic-(bx ) =
— (G-b+ioc-(@xb) =da-b—io-(dxb)=
= (b-@)1+io-(bxd), (4.52)

sendo o mesmo resultado de (4.35).

4.3 Representagao Matricial

Os operadores de Pauli 0, e g, sao exemplos de alguma quantidade fisica escrita,

em termos dos simbolos de medida de uma outra propriedade fisica, no caso em funcao
’ ’ . . -

dos vetores de base (z']| e |z ). Uma outra forma mais geral de escrevemos os simbolos

associados as propriedades fisicas, é investigar mais a fundo o simbolo unitéirio 1

B = 1B1=) [a){a|B_|a"){a"

a

= (JaWd |+ ...+ ]a)a"]) B (la'Wd |+ ...+ |a™){a"]) =
= [ |HJ>{UJ| B+ ...+ |a"}{a"|B) ( |<Jf:\lf:f.'}| + .o+ [a™) ") =
- Z@;’uz;u"}{.ﬁa”(, (4.53)

L
a .a

. . . - -~ . b , " ! "
Com isto, exibimos B como combinagao linear de n? siinbolos de medida |a a |, sendo

ok 9 i .- I - -
especificado pelos valores dos n x n = n* ntuneros (a [Bla ). Estes mimeros podem ser
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dispostos em wina forma quadrada n x n, ou seja uma matriz:

(a1|Blay) ... {(a1|Blay)

(an|Blay) ... {a,|Blay)

Para uma exemplificacao nos baseamos no experimento que nos impulsionou (o experi-
mento de Stern-Gerlach), utilizemos os operadores de Pauli, para mostrarmos as matrizes

associadas com os observaveis 0,,0,.0. ¢ o simbolo unitario para este caso 1,

UJ:|_+|+|‘|""|-.

{(Haal+) = (| U=+ FR=D I = =M R+ G- =0,
(Hloz|=) = H A=) H + DD =) = A=)+ HRA) = 1,

(102l t) = (=1 (=YH + FD ) = (== + (- (1) = 1,

(=lazl=) = (= (=) + =D =) = (=I=)H=) + (=== =0,
termos entao

(Hloel+)  (Flow]=) 0 1
(=lozl+) (=loz|-) 10

com os demais operadores procede-se de forma analoga resultando.

o, =i| —+| =il +—|.

(Hloyl+) = (FH @) F =il (=D [+) = il{+H =) — i+ (=+) =0,

(+Hloy|—) = (] Gl=)(+] = i) (=) =) = i{+]=)(+]|=) = i{+]+H){(=|-) = —i.

(=lay|+) = (G0 =il ) (=) ) = i) () == H(=[+) = 4,

(=) @) =)+ = i[HH=]) | =) = U=] =) {H =) = i{=|+H){=]-) =0,

Il

<_la.u!‘_>

=0



obtendo-se

0. =|++ ==,
(Hosl+) = H AR = =D ) = FHH ) = FH =) =1
(Hoz|=) = (H () H = =MD =) = (FHH{H=) = (+H=){=]-) =0,
(=losl+) = (= (| H){H = [ (=D [+ = =) = (==X =1+ =0,

(—lorel=) = (=L H = == =) = (=) = (==X 1) = -1,
g,(““’:'“ (Hol-) ) ) (1 0 )
(=lo=|+) (~lo=|-) 0 -1
1= 44+ ==|
(L) = CH IR+ =)D ) = ) + (H=) ) =1,
(H1]=) = A+ D) = GRS + (=) ) =0,
(1214 = (= (HHH + =R = R A == =0,
(=11=) = (1R {H + 1D =) = =)+ =01 =1

IR AN S WA
() -y ) (o)
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conhecidas como as matrizes de Pauli. Uma propriedade fisica pode ser representada

por sua respectiva matriz, assim todas as operacoes algebricas, onde se encontrem esta

propriedade fisica, pode ser expressa em termo de sua representacgao matricial, isto é

claro valido para todas as outras propriedades fisicas. Mostramos as operagoes algébricas

basicas:

Adicao de B e C:

B+C=1(B+C)1= )Y (a|(B+C)la)|a’a’|=1B1+1C1=

r "
a .

=) (d'[Bla")d'd"| + Y (a|Cla")a'a"| = Y (d'[Bla") + (d|Cla")|a'a"],

roon P ron
. 2 .l i .

implicando que
(("!HB 4 (_")]u”) = {HJ\Bluw + {frr](_']u”) 2
Multiplicacao de B e C:

BC = 1BC1 = Z (:‘:.}|B(‘-|u“}iu'u”| = Z (r.-:|Bl('|am)|u.*um[ =5

= Z (a'|B Z la"Y{(a"

L3 " ! M,
i ,a L

Cla") = Z Z (a'|Bla"Y{a"|Cla")|a'a"|,

b ME
@ . fl

" "
a a

T
a ,a

implicando que
(rl(\B('-\u.m) = Z(HJ\B\HHHHH\(‘-\um}',

"

a
Multiplicagao de B por um nimero:

AB=11Bl= Z{ua|/\B|r;”}|ufu”| =A1B1 =)\ Z(a.‘]/\ Bla Ya'd'| =

L o
a .d [

= Z Ma' |ABla")|a'a"|,

’ "
LAY

mplicando que

(d|ABa") = Xa'|ABla") .

!

Verifiquemos como a operacao adjunta atua sobre um operador qualquer,

K= Z (u.”

TR
i

X

uJ)fff.”u’| ;

(4.56)



X'= Z(HH,X,H!)* la'a|, (4.59)

u",uJ |”.r“H|.'
nos informa que
(@) Xt |dy = (a"] X |a')* (4.60)
- =~~~ =~

linha  coluna linha coluna
a matriz de uma quantidade adjunta é o conjugado complexo, transposto(linha muda-se

para coluna e vice-versa). No caso de X ser um Hermitiano B, sua matriz ¢ restrita por
’ " " . _
{a|Bla ) = {a |Bla)", (1.61)

como aplicacao chequemos as matrizes de Panli.

o (+|ow|+) (F+|oz|—) - 0 1

o\ (o) (o) 10 )

e (o +)  (—loz|+) _ 0 1 (4.62)

(Hoal ) (=loz|-) L o) '

o (+l”y]'+') ("i |”,u| > = 0 — .

T o) (el i 0

”1: <+'{TJJ(+> {_.‘Tu“:} B 0 — ‘ (1.63)
(+ayl =) {=lay|-) i 0

[ el (e Y _ 10

' (~loe+) (=laa]-) i~

4 ( (Hloal4) (—loul+) ) . ( L0 ) | o

' (+Hoal=) (o) 0 1

) ) L0

(1) (-11]-) 0 1



(HI (- ) 10
(+H1l=) (-f11-) 01

Notemos que a conjugacao complexa ¢ o adjunto para os nimeros, isto ¢ tomamos o

1" = (4.65)

adjunto de snas componentes multiplicativas, como em

{ar[b’)* = |F‘:’}T(r:’|? = (hj|n’) . (1.66)

(a"|X]a)* = o)X {a"|! = (@'|X1]a"). (4.67)

4.4 Traco

Sabemos de outras secoes que o simbolo de medida [aa | é o produto dos vetores
LV L . . . - ~ B
la )(a |. porém se invertemos a ordem da wmultiplicacao dos vetores obtemos um nimero:
Pty ity = ’ (13N = . - R .
(0 ) =0ola,a ). Este tipo de operacao ¢ chamada traco. assiim sendo
) " e ! " O
trf{laa |} =d(a.a ). (14.68)
Mas esta definicao ¢ consistente com a relacao linear entre dois tipos de simbolos, ou seja

BE| = D Ja)d [b) (b a ) a"| =

! "
a ,a
= Z(”J“’r)(h”|””)|”J'}' (d'| = Z(fl.,lh’)(hﬁ|f£H>'{.‘.F(I”|';’ (4.69)
! " r "
. .

A resposta vem do tratamento da primeira linha da equacao acima (4.69),

tr{|b'b’|} = n-{z|u'>(u'fz;"><s;”|u”}<””|}:z<b”1u.”)r_l-{|a’><u”|}(a’w’):

! " ! i
a . a ,a
" " T ) ] i T ] ] " i
= E bla)lala)alb)=(b|b)y=d0b.b). (1.70)
= —_—
a . F AEN
ola .a’)

O traco tem um significado simples em termos dos elementos de matriz:

X = Z{u: Xla"y.

i
.0

te{X} = Y (@' Xl )tr{Ja'a’|} = Y (@|X|a")(a'la") =

VI ro
a .a i a0

Z {r:f |X lr:p}fi{n.f_ a )

b
o .a

= Z(n;|X|r1!}. (4.71)

¢
@

Il
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a soma dos elementos da diagonal.
Tomemos o traco de um observavel B patindo-se do resultado (4.71),

tr{B} = Z (d'|Bla’) = Z (b)) |a’) = Z(a’|h’)(h’lu’) b =

’ogl
a b

= Zp b = Z Zp b)b) Z(p(ﬂ:.,,t’)f)br + ...+ play,b)b) =

’

a _.f.* fy

= ¥ ¥, (4.72)

concluimos entao que o trago de um observavel também é a soma de seus possiveis valores
de medida.
Como exemplo as matrizes de Pauli da secao anterior mostram wm trago nulo para

cada componente do operador vetorial o
tr{c} = 0. (4.73)
O simbolo unitario pode ser apresentado nmma forma mais geral utilizando-se a repre-

sentacao matricial

"

a ), (4.74)

(a'[1]a"y = {

' (Z la” W a" )a") = (d'|a'Ma|a"y = (d']a") = &(a,
rer
a

obtendo-se
tr{1} = n, (4.75)

esse resultado representa o nimero dos diferentes valores assumidos por alguma pro-
priedade fisica.
Outra caracteristica do traco ¢ a de que qualquer nmiumero envolvendo vetores pode ser

mostracdo como mn traco. no seguinte senticdo

‘\_ir;“u'| = Z {umJX|H”'>|HW£’:’"| :||H”NII| == Z {um

X

a®)a") (@”]a"Ya'| =
N,

W o T f‘i[u'”.u.j"]
= ("Xl e
fn’!!r
d X = Jd"d (S (@ X" a") = Y (@ [Xla")a") a'a" ) a") =
s um:ﬂl" J{fl’.uw]
= Z{a(|){|u"'—)|””){”rr|-

!
a’
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tomando-se os seus respectivos tracos

tr{X|a a'|} = tr{Z(nm|X.|r:”}|uw)<a‘|} = Z(u X|a Ytr{|a"}(d'|} =

"t
30

il
ri

L

Il

Xla"Yo(a',a") = (a |X|a"),

tr{la’ a'|X} = t-l‘{Z(n..’[X|u.”')|n”)(r.-.:"|} = Z(a’|X|(fj")t1'{|a”>(a;"|} =

L)
a't

= Z(u’|X|ul“')<5[f1”.u!") = (d'|X]a").

'
al

implicando que
tr{ X |”,,“r| } =itrd !rf”:.-’|}{} = {rf.i|X|u.”). (4.76)

Mostramos agora que o traco de mm produto de simbolos é independente da ordem da

multiplicacao,

X = Y (d|X]a")|a'a"],

foH
a .

¥ = ¥ 4"

e

Y] ﬂ.’r) la a" b

Hror,

Y|a*)a"a"| =

XY = Z<N.”X|EE”>|{I!(IHI Z (a"

ME Py
al

= (a |X]a"Ya'y (0" " Y a|{a" Y |a") =
2, (i) ol o a1

T T
Ha .o )

= Y @IXJaa [Y]a"Ya Y a"],
|

YX = Z '.:e:m|‘|'|u”':} HWHJJI| Z(rrfi}{|u”}|r1!(:”| =

oo, ror
a ur a .a

= Z rl::”.'ffIY|”J,.>UW> <”11_|“.;>(”.u

"o
a e a0

X u”> =

r‘}‘fn‘l .rrj" ]

= Y0 (1Yl a" (e X]a"),

A (]
a0 i
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tr{XY} = tr{ Z (a'[X|a"Y(a"|Y]a""}|a' }(a"|} =

Pty
a ,a

= Y (d|X]a" )@ [Y]a"yir{la ) a"]} =

= Y (aX]a")a"[Y]a")d(a',a") = > (a|X|a")(a"[Y]a),

Pt ron
a.a .av aa

tr{XY} tr{ Z (a"Ya'Ya"Ya"|(a |X[a")} =

& aa
- Z <Hm,\'"Ff.'r>({'IIIX,{FJ(>(}'(IJ.‘,_ r.'m) =

Pt
a .a .a

= ) (a"|Y]a)(a|X

! "
(7t

"
(o I}

implicando que

Y (@ |X]a"ya"[Y]a') = Y (a"|Y]a) (@' [X]a"),

! " r "
i @ .an

logo
tr{ XY} = tr{YX}. (4.77)

Depois de vermos a operacao traco aplicada sobre o produto de simbolos, vejamos num

caso mais particular de duas propriedades fisicas B e C como esta operacao desenvolve-se

BC = Z((z.’IBC’uHHajH”, = Z\!”?,(Z -fa’}hlf‘!(b’,r'i}(r'i,),u“‘),uru”, =

r rr ’ " ! !
a ,a a b .c

= Z Z([Lr]b’)b‘('!«f|('J}{rJ|n”}|u(u”|,

! " r r
T

t{BC} = tr{Y_ D (a'[b)bc (B [c)(c [a")]a'a"|} =

! " ! !
a.a b.e

= Z Z((!th!ﬂ;f'J(:f;fIr"l_'}-:;_'lf'JIfrf”_}r}'(rif,H“) =

’ " ! !
a.n b,

= ZZ(”’W)H(’ (‘hf|f-r‘|} :;:;-:iu'l;- = ZZf';("<h:|:_:’){f'!|<r!}{uh:h’) —

a b at W

= Z b)) Y_Ja) (@ ||b) =Y b)) =
b e o B

= Z!’;("p(h’.{:]. (4.78)
W



Como exemplo da simetria do traco apresentada na equagao (4.77), apliquemos sobre o

produto de simbolos de medida o - @ o - b =751 +io-d x 7

= = —F . —TF g =
tr{fo-do-by=te{d- b1} +itefo-dx b}=tr{1}T - b =240 b.
SRS PR
=0
— — =
tr{c- bo-d} = tr{? @1} +itr{o- b x T} = r.r{1}f @ =27 -7,
S—_— ———
=0

considerando o fato de que o produto escalar ¢ comutativo, acabamos confirmando a

simetria do produto de simbolos pela operacio de trago
> = : i3
tr{oc-do-b}=tr{oc- bo-d}=2d-b. (4.79)

O traco como uwma operagao que produz um elemento de matriz (4.76), pode ser aplicado

para fornecer-nos o valor mddio

tr{la'a |B} = tr{a’}a| Z (a"|Bla")a"Y(a"|} =

T
i 0

i

= a"|Bla”)|a') (d'|a"Y(a" |} =
{ ;H< et

e E
a . Stat oty

& t.1'{z(r@:’[B]a.w}!a.'){uwl} = Z(f;]Btam) (a"|a’) = (d'|Bla’) =

e ! "
a
Ma b )

= (B}, (4.80)

poderiamos ter também qualquer f(B). Sendo assim, consideremos o caso particular, da

funcao r?(B,_ba) = ]f:'rl’;[ (1.12),

l.-1‘{|r.'.Jrr?|_f'(B)] = rr{|uanﬂ|r5[13, r‘;!}} = t1'{|rrfr:f||h’(a’ = |'1'{|rfi)(uf|h;‘;- {IfH -

= (d b’\;‘{f; a)=p Hf_bj} — (a |6(B.b)|d) = {'rﬁlf[_)».h:}') r (1.81)
B f T / . a ;

Outra vantagem da formula do traco. seria referente aos operadores de Pauli. para isto

relembremos que

P 14 6. / 1 o.
A E— b, = =1 || = ———
1) - -)

que é equivalente a notacao compacta

;o ks i
lo.o.| = 5(1 bo,o,). (4.82)
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Aplicando-se a mesma formula (4.82). para as propriedades fisicas A e B. que correspon-
. 2 - & i Al i =
dem respectivamente a o - 7y e o - s, onde 7o sio vetores unitarios em direcoes

diferentes sob a operagao de trago temos,

1+o,0-7

‘A — (}'-?| - —-——-—-——gl‘g i
2

B — 07_1+J+ﬁ"’2

1+oy0-T11+0,0-1s
2 2

tr{AB} = tr{ } =

I ] _ ] ! ’
= —ltr{l +o,0- u.}_l + r’r:,fr-?-:-l-ffl(}'zﬂ"ﬁ}lﬂ"'?g}

_l ' ] . \ /] \
= - Il‘{l} +0, tr{o - ?1 } o, tr{o - FQ} +Ui 7 tl'{rT . ﬁ] T _”?2} e
b o * i = = L
—2 =0 —0 =

y 1 b
= —(24 20,00 13) = 5(1 + 0y 0, cos ), (4.83)

onde ¢ ¢ o angulo entra as duas dire¢oes. Podemos observar que o resultado (4.83) é uma

forma compacta de escrevermos os resultados (apresentados na secio 3.3)

1+ cost 5,0
p(+,+) =p(—.—) = e e (:(')S“(g),
1 —cosd 5 0
pl+, —) — p(—, {-) = ——;[L = Sin"(a),
concluimos com isto que
] ' 1 ’ ! A
ploy.o,) = 3{1 + 0, 05c080). (4.84)



Capitulo 5

Geometria Unitaria

5.1 Vetores linha e coluna, funcgoes de onda

' ~ . s = ’
Comegemos mostrando a representagao matricial de o - 1 em termos dos vetores |o,),
onde utilizamos coordenadas esféricas para parametrizar o vetor unitario n’, assim sendo

tenos

W= sindcosy X +sinsing y + cosv z,
o-n = g,sinvcosyg+ ogysinvsing + g, cos v,
_) ! __\ " ! Mo
-1 E {ﬁ:[rr n|€f:}|r’T:U: 3
£
{ + O ¢ g

varnos estudar cada termo do somatorio acima,

{+|o - o |+). A +|opsind cos ¢ + gy sindsing + 0. cos |+), =

= sinvcosp.(+o.|+). +sinvsing (+|o,|+). +cosv (+|o.|+). =
Vo AR il B B — —— SN B I
8] =1 |
s rf.
Ao m|—), = sindcose (4 loe| =), +sindsing . (+|o,|—). + cos? (+]o.|—).
SRS Sy i) s i/
I =—1 ==[)
sin ) cos 2 — isind sin g = sint«
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A—=lo -+, = sindcosy.(—|o.|+). +sinvsing .(—|oy[+). +cosd ,{—|o:|+).

— i ! =1 =()
= sind e,
A=lo - H|=): = sintcose.(—|oz|—):+sindsing.(—|o,|=): +cos? . (—|o.|—).
N——— N, _,.I_/
=0 =0 =
= —cost,
temos a representacao matricial,
/ " {+|o - ﬁl—l—)z o - ﬁ|—): cos?  sinde ¥ _
(oo - ﬁ)r_r:>: = _ . (5.1)
A=le= A+, A=lo-H|-). sint e’ —cosv

] - . ! ! !
Vejamos a representagao da medida |o, 0, | em termos dos vetores |, ),

ool = N A o, (0, sin cos g + o, sin v sin p + 7. cos )
Ty = 2 o 2 )
' ] i/ ' 4 " ’ "
oo = Y (ele)eon)ler) lo){o].
ol al
! ’ ! ! ! ’ ! !
Iguo--n - Z<+i(lﬂ—.-aﬂn|}t+>n‘-'l + +| T 3<+l(|ﬂnon|)]_>2| i _| + C<_|(|onﬁn.|)l+>3 ==} | =+

+ :(_[(1U;tg-:r|_>:| == _!'s

lembramos que

1l +a
lfi‘| = |+>: <}|: 5
1— o,
)-—_l = |_>’ -:<_|: D)
1
| t _1 - l+>2 (_| = 2(”! -{_ ”"rl_,'}
| .
| =+ = |=hea{H =5l —1oy)
! L L ’ l+' ; ’ ' ]- . \
'(T“(T” = 3<+|(|fTrr.n-n.|)|+>3( .)U“) {—2{\+|{|nn”n|}|”>'-'3(n—-|" + f(T_”} i
b 1 e i i o 1-g,
¥l 2<_|('ﬂrto-n|)|+>?-;(ail' o ”Ty} ir -:<_|(|Hrsgnl)_>f( 9 )



para efeito de calculo chamemos os esclares por letras; ou seja,

A+ (o) +): = a,
(H|(lonanl)l =) = b,
A=l(lenoa) e =¢,
A=(loponl)|-): = d,
assim sendo temos,
ERANE |a;><o;|=§<a [1+ 0]+ [z +ioy) + ¢ [oe —ioy] +d [1 —0:]) =

= %({a bd)14(a—d)o. + (b+ c)o, + i(b—c)oy),

podemos entao igualar as duas formas de |0, o, | que sao

5{1 + 0, (0gsin ¥ cos ¢ + o, sin ¥sing + o, cos ) =

Ik

= —((a+d)1+ (a —d)o. + (b+ c)o, +i(b— c)ay),

-

I

que nos leva aos sistemas lineares |

¢
. o Lta cost
a+d=1 Zn:l—#rrncos':),r.tz—%l
; == {—o), cosd
r - COS T
a—d=o,cos d = —u"=0

b+ ¢ = o,sindcosp b+ c=o,sindcosyp

—

- '
. . U 0 ¢ - . . q ~
ib —ic = o, sind sin ¢ c—b=1i0,sindsiny
S tT:f:ii]lr;’Ef'.
L= 0
. . ) o= i ¥
A _’r_,L~|n__: i
femos a representacao,
Ibo, cost) o sinde ¥
B § s B a b = s _—
<JZ|(IJ"0“ )l(}';> - - ol sini e -0 cosd : (92
o “f Lo 1 B ol + Soartistn

2 2

Y



" ¢ .
Assim trabalhando com os valores o, = +1 e aplicando-os em (5.2)

b

o i i , i ; c- 7 »
(U:|{|Uzda]”o—z> = (@fo'n - +1><ﬁw = +”(T:> = (U:[}+—2—‘O—z> =

. 2 2
sinde'? 1—cos
2 2

melhornado o resultado obtido através do uso das relagoes trigonométricas

gY Y Y . 9,V a2,V
(.Uh(g + 5) = Cos (5) — sin {EJ' sin (5) + cos (5) =1
1+ cosv 1+ cos(¥ + 2) 5 U
———— e et
2 2 2
Y. . Y .
sind = sin| 2 ! EJ = 2 sin( 2}{‘%( 3)
1—gosd @ I- cos(t + %) .
3 = 5 = sin (5},

temos como resultado

l4cosy  sine ¥
3

lll’ ! ’ I’ " o ' ’ e U i o - " . 2 2 s
\OZ (|(T;O—3|)‘O—E> o (Ui."aﬂ o +1><0—” = +1|UZ) == sin ety | —cos i
D) 2
cos?(L cos(2) sin(L)e
s os'(d)  cos@ain(d -
cos(§) sin(5)e'” siu‘(f_—j)

Na verdade. a matriz (5.3) é um produto de uma coluna e uma linha:

cos(2) B e B )
sin(g)r‘*" ((‘U*"{E) sinfs) e~ )., (5.4)

de maneira alternativa, podemos multiplicar a coluna por e 27 e a linha por €27, obtemos'

. * e 313
iy cos(5) e =¥
(rr;lg“:—f—l} = _,_ i
sin( ¥ )ez?

(y=+1ll) = (cos(d)et? sin(L)ede ). (5.5)

A notacao para os vetores linha ¢ colina, pode a prineipio ser um abuso de notacao, ja que vimos

aue (alh) para quaisquer dois vetores nos fornece um escalar, porém notamos que em (o.|o, = +1). o
! - . - s ] ’ L3 A - -
nossa o, = 1 fornece-nos dois valores, significando que (o], = +1) comporta dois valores, assim uma

maneira que surge, a gue le'{‘-S[’Iltﬂ.]]IOS nas contas.
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o, = +1)* = {0, = +1|0,), os elementos das linhas sio os

n

- o x '
Conforme ja visto (o,

complexos conjugados dos elementos das colunas 2.

De maneira analoga temos o resultado para o, = —1
' By " o ieay i ' " ' 1 == ﬁ "
(”;[{|f7n“n.|)lf’:> - (()’2“]{]‘” m _‘l><0-n = _ll)'gz> = (J;lTIJz)
sin®(%) —sin(¥) cos(¥) e
—sin(%) cos(%) e’ cos*(%5)
} [T

(5.6)

(%]
o

)t 'ér " 9 i 9 o
(—sm(g)e@ cos(s)e 2

! . ~ .
Agora escrevamos um vetor qualquer |b ). como uma combinacao linear de vetores a:

|g’,"} = 1“;) = (Z |f-"‘.><”;“|b‘> = Z |u-;)<r.f.j[b})‘ (5.7)

! !
i L

no qual exibe as componentes (a [b) do vetor |b) relativas a um sistema ortonormal de
vetores a (sistema de coordenada a). Uma notagao alternativa vem da chamada “fungao
de onda”

¢

(a

!

b) = yy(a) (5.8)

dessa forma

) = la by (a). (5.9)

’
(4

Imediatamente o adjunto da expressao (5.9) ¢,
) = (' = by (a)(al. (5.10)

i

Para expressarimos o produto de dois vetores em termos de suas componentes, multipli-

camos diretamente,

by = (Z Wy (a') (d]) (Z e (a)]a")) = Z Gy (@) {a']a ) vyr(a’) =

£ * ’ "
a i1 a ,a pf f My
=ala 0 )

= ) uyla) uy(a). (5.11)

'
il

7 s i . R . -

“A ])}ll;_l\'l';l “elementos”. foi posta e pegrito para chamay alencao de que estaimos tratando apenas
do processo de conjugacao complexa de cada elemento que constituem os vetores linha e coluna. Se
quisssemos falar sobre a operacio dos vetores linha e coluna como um todo teriamos de usar {, que

significa o conjugado transposto on conjugacan Hermitiana.

99



ou utilizando 1 = 3"/ [a'){a'|:
Gpy = @) = @1 la)a ) =D @'l W b)) =

¢
i

; (5.12)

= Y uy(a) e (@) .
L
4

- y ’ ‘ - .
Notemos que a norma ao quadrado do vetor b, procede diretamente da expressao (5.12),

¢ dado por

=) (5.13)

W) =3 ey ()

Neste ponto. observamos que as componentes de valores complexos dos vetores através

da norma ao quadrado, ¢ o que substitui a soma dos quadrados da geometria Euclideana:

Este tipo de geometria é chamada wunitaria.

J

A ortonormalidade dos vetores b convencioda por

SR = 1

V£V Y wpld) e (d) = 0.

_ g cos(Z) e 37
Yormrals) = | 5y iy
sin{%) e2¥
: —sin(Z) e 2
W b ) = = (5.15)
'Tru"] - il i
l'nh(%)r'f*

Verifiquemos as propriedades de ortonormalidade das funcoes de onda acima.

1 ¥ ! ] ¥ *
\ P o f o . : E
;au = 1 |0—Ir. = 1;“ - {_Ju = ljo =/ \Ip = f l |r’}'_) == P"'n? =+ z - z

4
\

(t-nhq%]:ﬁf sin(4) e 2%

-={UI. Csin( r')) ]

=  Ccos” el "t =k 5

Como dite anteriormente na nota de rodapé (1), -::17~|r1';J = +1) = v __ (e, ), ndo denota um escalar,
g n

]

Ias sitn wmn vetor coluna nesse caso, ja que o, = 1.
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(o = —llo, ==1) = (o, =—1lo)oLlot = —1) = Yr __1(02)" Yy 4 (07) =
AP , —gin(2)e—3¥
B (_Sin(%)ﬁ"; (‘.Os(f—;)l"_'i‘:) f) ;
(()3(5)(34

o U 5,/
= siu"(%) +- r.znﬂz(g) =T

(O-‘N. — +1](J’ = —'1> = <U:r = +1I(}—;><U;|O’:l = _l> = t-"';.a::I--l(.gz)* .t"ll‘rr;,—'—l{g::) -

= ((:os(g)f-5¢' siu(,’—;)e‘?*") L . =

2
I'.-} i x 1 ey v i N i o,

= (cos(5)e?¥) (=sin(5)e727) + (sin(5) e727) (cos(5;) €2%) =

= 0 (5.16)

As duas funcoes de onda escritas em (5.15), corresponde a mesma funcao de onda, ja que

! £ i : 2 = e
o, = —1¢é o, = +1 na direcio —7 (posicao oposta a .

n "

Basicamente mantendo-se a
mesma orientacao de referencial feita para ', obtemos — 1’ pela substituicao v — 7 — ¥,
p — T — ¢, dessa forma

cos(3(m — V) e~ 2779

"a" =+1
= il N =it __,. (5.17)

Obtemos mm fator ¢ em (5.17). este fator nao possui nenhum significado, uma vez que o
produto '_;(0.) ©_1(0.)" é arbitrario a medida em que introduzimos um fator de fase €,
para gqualquer valor de a. Com isto nao temos efeito sobre a ortonormalidade. nem sobre
o stimbolo unitario. on mesmo sobre a interpretacao fisica em termos de probabilidade. A

interpretacao da amplitude de probabilidade da fun¢ao de onda pode ser expressa como

pon. o) = [y (@)%, (5.18)

7

onde os resultados sao conhecidos de se¢oes anteriores

i
Pl = pl——]) = -:ros‘(;):

g ¥
P+, —) =pl—+) = si’(7)



5.2 Duas componentes arbitrarias do operador veto-
rial de Pauli

Nesta se¢ao usamos a definicao de funcao de onda para redefinirmos as probabilidades

(7, e

] . - —_— ; — ) : : i
associadas a duas direcoes arbitrarias n'y e o do operador vetorial de Pauli o

sao vetores unitarios, especificados pelos angulos vy, ¢y e s, ., respectivamente), temos

(Gilog) = (@}[1lay) = (@il (3 lool) lon) = S (arlo) o log) =

’
o,

b ' -
= E 'f."ﬂ*l{ﬂ'__} "aj(ﬁ:}' (5.19)
o
Consideremos os valores oy = +1 e 0, = +1. em (5.19) e calculemos (o, = +1|o, = +1) =
(4. 1]+.2), sendo identico a secao anterior

n_'nr{(%r)'; Je~ 3%

(o |+. 1) =

z

sin(3d,) e2¥

<U~| L = l|r’f} = ( cos(1d) e3# :‘%iu(%i)]}f"" 31 )

5

CARSS

(+:1+,2) = Y {0y =+1]o)) {o.loy = +1) =

: ; (.'()';5{_%1)2].,- 52

- ( ('.'“H{-J;“JJ}‘ 71 s .'l; ) ez ) . ;
) i sin(Ld,) e¥2
1 v T L] p—
B mh{-y 1), 0085 V) 67 f hm{.)f 1) sin(

f}_jj § I (121 =420 'I. [_J_”“J

S| -
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Para o caleulo da probabilidade de (o] = +1|oy = +1) tem-se

; i . 1 1 1 RNV [T e
oy = +1]oy = +1)]* = |(.’(JH(E'ih)LUb{sl)z}t G R ‘3]]1{21)1)5111(§i)2)f' Bl =2 —
. 1 Fhn 1 o b x oo
= ((;oh( 1) cos( §>‘ ) ez(¥1—w2) 4 Hlll(Ql)L)Hlll(;U‘ e aler—eiy
2 ]_ L(,, ey l . j- __"\{-n,_ai,J
X ({':(JS(EiM](Ub(—Ug) 3(e1=wa) 4 %111(3 }1)3111(3:33)1’ UV =

g 1
= ST (%U ) cos? (2} ) + sin® ()i]

Fa)

1 1 1
+  sin( {)L/ljms -y/)1 ) sin( Ziig)tob{

1 i 1
= 3(1 + cos th ) (l + coss) + 3(1 —costh)= o (1 — cosuy)
+ 5sin Uy sin vy cos(o) — @2)
bie ; ; , 5 2,0,
== 3:_1 b costh cos Uy + sin vy sin Us cos(y — )| = cos”™(5). (5.21)
:(::biﬂ -

Uma outra forma de olharmos para as questées anteriores, comeca da seguinte forma

. —
partindo-se o - 1

a1 = (0, c08 0+ a,sing)sind + 0. cosJ, (5.22)
COMECAIOS com
0,0, = —0,04,
oy = 0.0
4
Oz COSY + 0,8l = 0,C08¢ + 10,0, Sl =

= Ox(cosS@+ 10,81} = 0, COSY — 00,81

= (cosp — 10810 @)a,. (5.23)
Isto dirige nossa atencao para

cos ¢ + o, sing = 5179, (5.24)
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onde utilizamos a identidade de Euler. Outra forma seria comecarmos com a fungao

exponencial de o. e seus dois valores possivels, que dependem se ¢ € positivo ou negativo:

Yoy g 1=0p 4, i , s
g — e + s e = |+ +|(cosg +ising) + | — —| (cos — isingp)
2 2

4] i
= (|++|+]|—==|)cosp+ (| ++|— | ——|)ising = cos p + o, sin g,
21 =g

: i ]"I'U~ Sin ]-_(Tv Tl s i oo

gl = —)— g —2— ¥ =]+ +|(cosp —ising) + | — —|(cos ¢ + ising)
S — ——

|__ .-:l——l

(44| ==[}eoswp+{] —
] .

—| = |+ 4|)ising = cos g — io; sing, (5.25)

Il

agora temos
5 9R
5.26)

U G085 +F by Silip = T =& Py, (

H.26) sao conectadas pela nao-

onde as duas formas do lado direito da equcao anterior (5.
comutatividade de o, ¢ o,. Aplicamos a propriedade de nao-comutatividade para obter-se

umma forma mais stmetrica:

¥ . FNy P g Log. Loa,
0.6 = (0,c08 = + gy, sin =)(cos = + i0, 8in =) = g,€2977 €277 =
) 2 ¢ 27 2 2
T 5902
= €& 27 *g,e2r
. R . Y
e "¥%=g, = (cos 5 ~iozsin 3)(0_1. (;Uti% + oy sin 3) =g AP Py =
ey e 5
= g 2N 2g. eIV, (5.27)

dessa forma

i — Lo eles
T COS 0 F &, By = ¢ 5y g¥?
i T ] r 1

" = (0,089 + 0y sinp)sing + 0. cosg = e 27" (g, sind + o, cos)e2””*, (5.29)

a -

desde que

.  S—— 7 " x 2 ‘r’ . P
g % g, eTFTF = (L-nr-;_: —'m;HinT—)}rT_:[c"nH‘— + 10. 51115) =
= U.({'Uﬁﬁ — 4. sin i}(:“n&-&i + 10 r&illf)
' 2 ; 2 2 . 2
big. A -
= e TFhReiPl (5.30)

104



Observemos que desde o resultado (5.27), encontra-se a ideia das propriedades exponen-
Proj p

clais, mas para operadores da forma

(_::'/\[,-\(__‘.'.2\2.3\ = {:Ii(/\]—-\f_}]:\? (5»31)

cuja qual justificamos tendo em vista a equacgio (5.25)

f,é)nf\f.iz\gf\ - E :{,L\ulila’a’l E (‘MM” |”_”“”| _ E Pa)\mfﬁi/\zawa') <(L}|(I”) <a”l -
—
"
a

! ' " A -
% & itk =d(a’a")

Z eiM1+Aa)a |”’N’| — pilMi+A2)A (5.32)

#
il

Il

Em uma forma andloga, com as consideracoes: - — . 0, — 0., 0, — 0., 0. — 0,

&
0, = 0,0, 0,0, = —0,0,, temos
i 2 b — L = X B U
7. COS W+ o, sin - r_)_:('__)_a."r_, — g 2t 1,,”: e '—’UG!"(‘J’;("—’IMf" {;ﬂ‘;}
E\
i, J . $ o L ¥ i e
- = e 2¥° (0. cos ) + o, sin )e2¥7: = ¢ 29%: 3% g_ 300 e3v0: =
= & Y,
= U™&. 4, (5.34)
(}“(]l"
i 1 - i
= rlgtin,,(‘;_,,:cr- [j—l —z .E.,rl;f.—gurr”
como resultado conhecido da algebra linear, a inversa existe se
ll—l = r._.i_,drr:., ; _"-z,.‘(r._" Err ; —i;i‘r\,l = irm,,e—ﬁﬂa_,, =173
L - , 1
=1
UU = ¢ 279 ¢ 299002V 03705 — (739020590 — | (5.35)
A e e
=1
gue ilustra uma regra mais geral proveniente da teoria linear algébrica
(X =1 (5.36)

Antes de continuar a estudarmos as relacoes entre as diferentes quantidades fisicas, su-

plementemos com a conexao entre os vetores no seguinte sentido,
I r ! ’ r
&y = E o, =0)o (0, =0,
!
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dessa forma
(a:1 == 0':| = (oi = cr{]U.,
oy =0} =Uo, =) (5.38)

!

- . s . ’ ' ! .
A relagao adjunta necessaria entre os vetores |, = 0 ) e (o, = o |, nos diz que

[.<(f'n = )T == |G—‘:J = U’)
(oo |U) = U e, (5.39)

onde o lado esquerdo da equacao acima pode ser equivalentemente apresentado pela pro-

priedade (4.41)
(o l0)t = Ul(a, |t = Ufle,) = U o), (5.10)
assii sendo
Ul=Uu,utu=1UU"=1. (5.41)

O fato de que UT = U™, pode ser verificado diretamente notando-se primeiramente que

(e297:)t = (cos% +io. sin %Jf = (('{)ﬁ% — {0, sin %) — ™ 3% (5.42)
de acordo com este resutaldo
['T _ (['%T}ny{_\é"ggrjt - (.n'iir""-)1'({.15"}”r.-}'i' “ B L ‘:.T_(_—:E‘lf(YU =i -1 (r)i%)

A mesma propriedade de U garante, que assim como o.. 7 - 7 ¢ Hormitiano:

(U = Uit =1,

(0- ) = (Ule,U) = (¢, U)(UN)! = Ule, U = Ule,U=0-7. (5.44)

Notemos ainda que (o - )% = 1 é satisfeito

(- )2 =(U"10,U)2 =Us, DU 0,U=U"' o2 U=UU=1. (5.45)
)7 = ) — Iz,
s =1
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5.3 Operadores Unitarios

Seja. A uma propriedade tendo os possiveis valores ay, as, ..., a,. seja também uma

propriedade B tendo os mesmos possiveis valores b = ay. ..., b0, = a,, agora consideremos
n mn
[-"r:.fa = Z |al) (bk[s Ur‘m - Z Ibf\> <ak|-.
k=1 k=1
Uly = O lary (D)t = (law) (bi)' =D [ba)(ax| = Usa
k=1 k=1 k=1
Ul = O b (@)t = > (0@ = Y (bl = Ua. (5.46)
k=1 k=1 fe=]

pelo qual

[,’,,Ir,[;},” = Z |ﬂ {i)’(.| Z ||l)”\|'!g| Z 5”;\ {I);‘”J” Uf| = Z |(.‘|r \HM =

k=1 _m 1)
Uhalloy = Z ) ( WH V(| = Z b ) (by| = 1. (5.47)
(k 1)
dessa forma
Uj}h - Uhu. = L;uhl ; L_-:J” = Uah — Uhal‘ (Fjlﬁ)

Tambémn,

(ar|Uas = {ax| (Z lad) (b)) = Z (ac|a) {by] = (b,
=1 =1 —5(k.0)

raI'Mh e Z l" )I’I T ’(”t>

=1
(Bl Usa = (0] O b)) = (]
Ir ]

Uf?u]”ﬁ-':’ {Z |tf!,lf -’:H;|:I!H;,.> = |h;\\ (5.49)
t=1

Os simbolos U atua, ou opera, sobre win conjunto ortonormal de vetores para produzir

outro conjunto ortonormal. Eles preservam as relacoes da geometria unitaria:

<fjk.|f}£) = (H;\E UapUpa @i} = {u;\.|u;) Op (5.50)
=]

107



sao chamadas de operadores unitarios. Realmente o termo operador é aplicado, matema-
ticamente, para todo elemento X da algebra de medida:
- ' " L
X = E (a |X]|a )|a a |,
] "
a .a
que pode ser pensado como operando sobre qualquer vetor para produzir outro vetor(do

mesmo tipo):

{u.tlx

j= Z{ai|X|a”)(a'|a‘)(n”| =

"

(a I( Z (a |X|r':.”} |n) (a"

! "
a ,a a

= Z{nll}\'—jr'f”){r:.”|.

X

aMa'Ya'|a") =

X[ﬂ”} = {Z{r'ﬂf!X|r:”)|nf){u”| )1{1”) = Z(n!

oo '}
il i

= Z(u’ X|a")|a'). (

'
[

cn

51)

A palavra “operador”é frequentemente usada como sinonimo para “simbolo de medida”,
isto foi feito anteriormente quando falamos dos operadores de Pauli. Em particular o

operador Hermitiano
! J !
= E laYa (a |
!tlr

opera sobre um vetor a para produzir um multiplo do mesmo vetor:

(a'|A = (a| (Z la"ya"(a"]) = d'(d],

o
on
O
——

Ala') = (Z laYa (a"]) |a') = d|a’); (3.

tais vetores sao denominados autovetores do operador. Os mimeros o sao chamados

autovalores. O operador Henmitiano B, ou o simbolo da propriedade fisica B, ¢

B = Z ||{!L.‘)h;-<t'u,.| = Z I_.-'f,,lir:.;\.){.'.‘;;<(¢’.klL;ﬂh =
k k
= Un (O law)ar{ak]) Usy = UpeAUu (5.53)

k

\—“_/
sk
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indicando a maneira pela qual U,, opera sobre A para produzir B.
A totalidade dos vetores b € expressa em termos dos vetores a por,
b) = 3 lax) (anlte) (5.54)
K

Para ilustrarmos o resultado (5.54), nos baseemos no experimento de Stern-Gerlach, onde

Ulo,=0d) = |o
temos para

(0:10,) = (02 Uslo; = 0,,) = {az]e” ¥ e 2" |0 = a,,),

com o auxilio dos resultados

{O‘;|f —a¥0: (02|{(-05’§ — i, 8in g) = ((T;|Zl. (rn.u% -.r.'(o‘l,lﬂ: Hill% =
T - B TR L W PN S JPv
= (o,|cos - i(o,]o, hlllg = g ¥ (g,
Fi " U =%
(Jz (J'_,J,|(T:> =" 5
10
’ I3 J- 0
(o.|1]a,) =
0
dessa forma
. 2 f} "

(o.]o.) = e 297 (a.|(1 (-.us% — i, sin ;)[J:) =

! " ]
o \a, =0
g~ Ea il
cosse 37 —singe 2¥
= 2 3 : (5.55)
. gt SATLONY | e )
sin se2¥ co8 5e2¥

. . ) 3 = 2 s . '

A primeira coluna da matriz acima (5.55) corresponde a funcao de onda 1, —,1(0.).
! . .

a segunda coluna corresponde a ¢, =1 (0,), condizendo com o resultado anteriormente

obtido em (5.15).
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5.4 DBases de operador unitario. Complementariedade

Até aqui temos lidado sempre com o exemplo fisico do experimento de Stern-Gerlach.
Chegou o momento de sairmos desse caminho. devemos [azer esta mudanca considerando
algumas questoes aparentemente indcuas.

Um operador unitario converte um conjunto ortonormal de vetores em outro conjunto,

o, possivelmente no mesmo conjunto. A unidade é wm operador unitario:

1 = Z lag) (ag|
.

1t = (Z |:.';‘.)(r.';‘|)'i- - Z |“L->{”#~| =1,
-

z
IH=11=1, (5.56)

de fato
(@1 =(a]. 1d)=]d). (5.57)

Agora supomos um operador unitario que produz o mesmo conjunto de vetores a, mas em
uma ordem diferente, procedemos por numera-los, @y, as, ..., a, e entao, por exemplo,

permutamo-os ciclicamente:

Ulay ) |1}

Ulay) = |ay). (5.58)

Como um exemplo disto temos o operador o, = | — +| + | + —|:

"T.r:'.‘-:'_ = ] :r_ v;+|+%+>__<_|)|_a'
| \:.:<'}'|_}: +|}>_ { [=) I3
—_—— Rl ot
0 =
oot te = (|=Ve {4 +|4)e A=])4): =
= |=)ea{t|H): HA)e () = |-)e (5.59)
S N
=1 0

Se repetirmos no exemplo anterior (5.59) a aplicagao do operador o, ficamos com o2 =
I=[++[+]- -
.4 A\
U.-|_): &= J-| )—'| )+

24, = 1+ =4
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agora para o operador unitario U? do exemplo (5.58),
U?|ar) = U(Ulag)) = Ulars1) = |aria). (5.60)
por inducao finita,
Uag) = U(U" Y ag)) = Ulaksn-1) = |@hin) = |ax), (5.61)
onde o indice £ ¢ entendido por médulo n,

nt+l=n+1(modn)=1,

n+2=n+2(modn) = 2.

n+k=n+k(modn) = k.

Temos

o
(=)
b

Ut =1=) |}l (5.
J[‘.

- , - ! : -
n € chamado o periodo de U. Pensemos sobre os nimeros g que satisfazem a equacao

(5.62):

(J“?)n = 3
(J”’)” = 1= skb=10 ... n

! Il r

B = g she=1.2...., ] (5.63)
5 o = P Yy 5 g F

dessa forma os vdrios jo sao as n-ésimas raizes da unidade (para n — 2, temos duas razes

f D71 Qi =

i =ets = 1.3 =1).
O que esta sendo mostrado. é que U obedece a nma equacio algébrica, como vista na
2 1 RO sy

secao de observavels

T

U —1= H(If — i) =0 com py - 2 (5.64)

k=1

A fatorizacao de U — 1 com relacao a v valor particulay g — .. feito da segninte maneira



utilizando-se a identidade matematica das séries geométricas,

=AM X+ A =

obtemos para X = -
ik
I' [ n—1 U
J J
(___ra__l:{____l} (_!
Hi; M ; i

este resultado pode ser mostrado de outra forma com uma mudanca de indice, ja que

temos a condigao de que U” = U" = 1. dessa forma [ = n é tao correto quanto [ = 0,

n—1 = I .
U O e ’ -
U )3 =) Y (=) =D (=) (U - ) =0 (5.65)

i { I I
;L illfi' .’—1:‘[' 1_1"3‘

sugerindo wm simbolo para a medida de U que resulta no valor ju

1oty W
lipue] = ~ g(—} (5.66)

HE

de fato, |ugpr] — 1 para U — py.

Notemos que o operador [pp.| ¢ Hermitiano®,

lepe) = o) il = ((anel)! lm = () (k) wax-P
y .S 5 Ut 1 U
= G = Elgl=3 { =
{ — " fiy; n < ;:L,) e k Z i
. 1 T [H- .
= _Z Pl= N (—) (5.67)
o ,m 1 =1 Ho

\ algebra feita nesta secao ¢ amesma para wn operador Hermitiano e de fato nm opera-
dor unitario pode ser conziderado como wma funcao de valor complexo de wm operador
Heritiano, como em ¢277

Consideremos

| o o
e ) el ) = — Z;: f[u,,; Z'“* ) (5.68)

i=1

Iw

YO simbolo Hermitiano, muda o ordem na mnltiplicacao, poréim na somna a ordent nao ¢ influenciada.

i i i .. i 2 &G csrvitmbe A n—1 l.-' | S i J ¥
por isso temos no desenvolvimento da equacao (5.67)o seguinte, >, o (M P = L;_] e s

nehtn] = [pnse]!



temos por consequencia

B 1 2mik 1 "
n 1 ny — T - 30 - L = L - 569
{anlp) (pilan) = [(arlan)|? 2;!* anlag) = M ,,\-v-' " (2.0%)
={pglan)*

Escolhemos arbitrariamente (ju|a,) = ﬁ ¢ obtemos, de maneira consistente,

1) = Z lagye™ 5K (5.70)

.f--I

g

(Jue))t = (x| = 7 Z SRy, (5.71)
=l
no caso de
jar) = =4 (5.72)
WG —£ " | J.l 2
\/H
sel=mn
1 271 L. l. P
(| an) = —=€7 " = e (5.73)

Temos assitn. construindo o conjunto [py) de n vetores ortonormais, definamos um segundo

operador unitario V. permutando os vetores ciclicamente

(elV- = (e,
(elV? = (prsal

T Lg—

GulV" = (. (5.74)
Dessa [orma obtemos resultados ja conhecidos

Vi=1 e mp=1 o (P, . (5.75)

n

L o
e ¥k 5.7¢
ol == 3 (=) (5.76)

) t
k=1 ¢
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levando-nos

n

1 _2mig
(pnlon) (ol = = D€ (], (5.77)
i k=1
e entdo |(u, |v)|* = L, escolhendo (pi,|vy) = :}? obtemos
. J. - ‘wak';
(| = —= e gl
v
1 1 5
|'Uf> = — |p.k)e%’“. (:37'8)
Vi k=1
Sabemos que
7 1 2z g,
(prla)) = —=e = ™

3

consequentermente

n l > n
oy = i) =5 = 3 ) = [
; \/H Z k|G

" . k=1

(e lar)

—
on
=1
S
=
—

Dessa maneira retornamos ao conjunto inicial de vetores, o que temos entao. ¢ uma

defini¢ao reciproca de dois operadores unitarios,
Uler) = vier) s (el V = (aesa ). (5.80)
Estes operadores unitarios obedecem o ja conhecido resultado
=73 Nt = (5.81)
e derivamos mais algumas relacoes

(VU = (s |U = g (e ] = 5 E D (g
UV = (ule Y = f’zr'f’k{;u,.l\-’ = f-e*r;:""{;:;.._L: : (5.82)

(15,

segue das equagoes (5.82)

(e VU = e Vi) = e fiu':%{ffa- e1l s
(lUV = e My,
(VU = e= (uUV,
VU = en UV. (5.83)
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Como resultado mais geral de (5.83) secue
(w)

;:‘”?___r;\ﬂl___f'l" - (!"-m‘v Vigh = (.i-"-'rr¢+£|U gl = ('QTI_;!*(W.?-”<J["'1H+3|'
—— ——
:{;1,,, 4 || __lu%[m--f}{ﬂlm ]
(5.84)
(m|UFVE = (p,|U U = 50m (u [V VL = eS8 (il
— b el
:(.,2;’;" " | ={ptm+1|
(5.85)
(!-‘-m‘|\ﬂ J;I-' —_ £ I.:mf:"'-j-‘- H(ﬂm—-f[ .
<H_m '[_TK\;! — @ ir' fern {J“m—{l .
VIUF = YRV, (9:86)
Para n = 2 temos
U’=1. V=1, UV=-VU (5.87)

reconhecemos estes resultados como propriedades dos operadores das matrizes de Pauli,

o, (ou qualquer outro par). estes operadores Hermitianos sao também unitarios:

ﬂ.f."
f}lrr_,. = (7,)? = 1. Dessa forma os quatro operadores bisicos de n — 2 sao construidos a

partir dos pares fundamentais U, V com UV, k1 =1,2:

UV = 040y = —0y0, = i0r,

[:]\/’2 = U]_ = [ Ty

'[‘_’\'I - ] \' e \"’ = fTH-
=g =g, (.58

rlex r 2
Para nm n qualquer. UV com k.1 = 1...., n. dando n* operadores, novamente temos
siimbolos da medida. Podemnos exibir cada mm dos simbolos da medida, por exemplo [y g |

em ternos dos operadores UFV! 2 Comecamos com

I' A [- / 1 2mi
.\'.‘-:'; — — .:r )¢ —— _TL."L:E_
i) (| . E{ —) , E (

Fi /

Multiplicando-se o lado direito da equacao acima por V% obtemos

\ eI I 278 pp v by pom—k =
k) eV = i) (pen| = ;Z!:c SERE, (5.89)
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também aplica-se para m < k desde que por exemplo V7! = 1 V=1 = V"= Para um
—yn

: = ; 7 3 ¢ £ = T

operador qualquer ¥, o qual ¢ uma combinacao linear dos n® simbolos de medida | |

¢ também uma combinacio linear dos n* operadores unitarios UFV!:

n
F=Y fuU'V'=f(U,V), (5.90)
k=1
¢ uma funcao dos pares fundamentais U ¢ V.

Embora possamos pensar em U e V como fungoes de valores complexos de duas pro-
priedades fisicas simbolizadas por operadores Hermitianos, ¢ melhor trabalhar direto com
UeV.

A probabilidade p(p', v") que um valor particulear ¢ vird de wma medida V feita em

- . 3 ' 5 ‘
atomos que tenham sido selecionados para terem o valor po de U, é dada por (g = py, 0 =

)

p(e',v) = (W)@ D) = (el (vilie) = [(uwlv)]?
i
= (g lv)*
1 2t 4y 19 1 2= by 1 _ 27 gy 1 s
— — T fT= ——Fn —_— T = — ru.)].
5ol By - s " (5-91)

. ¥ ’ / # . » .
independente de uma escolha particular de g e v. Esta caracteristica estatistica de U
e V ¢ enfatizada por considerar uma medida que inclue uma medida nao-seletiva (como

feito na secao 3.4):

ol v, p )= E plpe v )plo.p )= E ——=n— = —, (5.92)
e e e e el 0 n= n
o 1 1 %
em comparagao com a medida que aceita tudo >~ v )(v]| =1

= )

U Y IO L") = 1 Qo ) D 1)

———
=1
= plp.p)=0d(p.p) (5.93)
- - 3 = . “ PR &
a intervencao da medida nao-seletiva ¢ remove todo conhecimento do valor inicial de g,
on seja, todos os resultados sao igualmente provaveis, isto corresponde a equacao (5.92).

As propriedades fisicas cujas medidas interferem sao chamadas incompativeis, U e V

mostram-se idealmente incompativeis, sendo que ambos U e V sio necessarios na descricao

[16



do sistema ¢ o que entende-se por UV e V terem propriedades complementares, ou seja.
ambos sao requeridos, mas a medicao de um anula qualquer conhecimento do outro. Esta,
¢ a esséncia da complementaridade de Bohr(1927): Todo objeto quantico deve possuir
propriedades mutuamente excludentes, isto ¢ a mecanica quantica.

Vejamos o trago do operador F dado como funcao de U e V

F = f(U,V) ZJHL g

~ . . r r
O elemento de matriz com a linha ¢ = pu,, e coluna v = v,

(:”i11:|" - 'H,Zfﬁ FI \flf

utilizando-se

! ';. I!\J'H' I3
{\:”m“' = € \;”m|

'\n"

ELia )
en |

Upp = |:.,;

fazendo a substituicao

(] Y FeaUFV o) = Z,/;._;_<u,,.|lr*'\--”i:.:,.‘;-—Z,rk\u-f*'“'e-’f"“ (o) =
k.l k.l k

!

= [ (s v )ty = FQ, 0 ) (00 (5.94)

e entao

tr{F} = Z(,u Flpu

Z|e (v']) |;1)—Z;r|r|:)e|;u_

It
"—v—/
i Z_J’I(IHFA !")(I;!Jlf‘fl‘)':i‘l|;ff:,‘-' - Z f{;;.f. J'J}g{:,uf|:"_}; Z ]\,u ; ];1 . :‘fJ =
Z S Z flp o) (5.95)
]

Se I é wma propriedade fisica temos.

=Y IO (5.96)
o
(l(*w{lell{H /[}—\]U)—;) =1

w{F}=a{} W UB=3F YIfy =3 F (5.97)
r oF S R

=o(f S )=



isto é,

’ ] ’ i/
/ / T et A (5.98)
4 o

Nesta situagao, a soma de todos os valores fisicos de f(U, V) é dado por um somatoério de

F P ] - 9 i - 5
todos os nimeros [(p,v), que sao produzidos pela atribuicao independente dos valores
deUeV

Apresentamos mn resultado preliminar, que sera utilizado para estudarmos o traco

! L ozmigy 1 2wy,
Ok = (ﬂ'k'lf"m = ﬂ.i.|(2|”> “D“fm Z(.”.‘.II{ ‘-‘la“m) = Z\/—Hf ” “ﬁ(’ B

1 T‘ 2 |;“|l Ip l '.!:_'f k \
o e S s 2 B —in rgg
n 4{—‘ n Z;“ ) (5.99)
de maneira equivalente r =k —m, ' =en'; l=1.....n,
2}, i, 1 . I para r=120 _
Okm = —Z Hem = 25y =4 . (5.100)
T i 0 para 0<r<n

que ¢ apenas wma propriedade das n-ésimas raizes da unidade, p; = e % Consideremos
E IZOVIRY4"

Tk
v = § Y

’

M

Vo= ) ],

’
1

Vi = Z e")r";(t"|,

¢
T

UtV = wa ) Zlf o'l (']) = lef S |y )

UV} = a3 1) 1 = 3 G W ) Zu Sl ) =
n' I”'_,.’

- 2 D W) = lzf.-gﬁ’*’%"’i’f’f. (5.101)

n : n .
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Observamos que para k = | = n obtemos,

temos »* numeros

1 2mi Dari J_ ¥’ 9 P
Ill{Un\('r”] = t[{]-} = E f"_’:_m'”'!'.pr” = — E e i, (.“‘_m;] =
T I e il e %
T e g =1 =1
L. 3
= Zn?=n, (5.102)
1
tr{l} =n,

G " s UMV na base .
representemos U na base g, ou seja,

R — ki, | — o2k _ Ems
UV ) = G| UV par) = €5 Gl ptr ) = €5 8 (ptms ptr),
1
tef UKV = 3 G UV ) = 3 (al URV ) = D 5 ™ (it =
o' m m=1
= Z en M (m. |+ m),
m=1
para k=1,..., —18 b= Ly n — L, verifica-se diretamente que
n
UV = "% o D=1,
m=1
para o caso em que k= 1,..., n—1el=n, temos
T )
rl.{{.‘.ﬁ'\;u} - Z FJ-‘#’E.’N.’_
m=1
agora devido ao resultado visto na equacao (5.100) onde,
: >y =0 0
. { = dell'a o o ¢
m 4 LA I
"
sendo assim, o tr{U*V"} para0 < k <n
m=1
Logo para k= 1... ., =1 B8 = Ly n
A1Thy £ 11
bV =0 (5.103)

Isto € a generalizacao para as matrizes de Pauli n = 2
o=t
mostrando que o traco de cada componente é nulo, como visto na secao 4.4 .
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5.5 Graus quanticos de liberdade

Sabemos da se¢ao anterior que para cada escolha de n = 2.3.4, ..., obtemos um par
diferente de quantidades complementares, correspondendo a sistemas lisicos diferentes.
Entretanto, paran =4 = 2 x 2, oun = 6 = 2 x 3, sendo representados de um modo geral
n = ning, Surge o seguinte questionamento natural, é possivel considerarmos um sistema
n como sendo composto por outros dois mais simples, caracterizados por ny e no.

Um ponto de partida vem da seguinte consideracao

Up=U", Upy=0Um™
Vy=Vbu = Ve (5.104)

onde [y, 5 sao inteiros tais que

[...T] - L‘.r.l-l_).r|| - '['rJ o I {‘i:g o '[..'”|N-_r = L;n s 1

\..u]-” - \__."fjrf;gul - \I,'hn . \,-b,f_:"' - \_;fzutu-‘; = \‘_,rfgrl — 1. ([']1(}5)
Como f.’.\'_elll'[',]](l.‘i temos
\"’l[h-t‘_! o \’llff'-|l'!."_)LTJ|J — ¢ %hu]ngl;r“ \(;I[uz = P?‘TJII.:QVI
¥ s fin T TS s f ey . 2T 1) g r
V,U; = Vimenz = o SUhmyneyhnz — en 1™V,

neste ponto. se faz necessario uma pequena discussao sobre a questao da divisibilidade
de lyny por ny. sob o pouto de vista da aritimética modular, mais precisamente atraves

das classes de equivalencia. Sabemos que as possivels classes de equivalencia na divisao

por ny sao 0, 1,....ny — 1, sendo assim descartando a classe 0, pois como veremos nos
levaria ao resultado VU, = U,V . percebemos que lyny pertence ha algnma das classes

citadas. suponhamos que Lins = 1 (modn) e lyn, esteja entre 1 e n; — 1, assim, a unica
maneira de dois nimeros entre 1 e gy — 1 serem congruentes maodulo ny € se forem iguais

(ver detalhies maiores sobre classes de equivaléncias em [10]), ou seja, [jn, = 1, entao
\_..- 2 e %I'II”'_‘I' \‘ . % T \__r
Uy =em ™ UV =en UpVy,

precisamos agora, generalizar a dlgebra dos operadores mostrada nos exemplos acima.

Fazemos isto utilizando nma analogia com a se¢ao anterior, quando tinhamos um sistema
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de grau n com a relagao

(;“'m I\’!; -U-i = € 2"##”” € 2_:1;‘ (Ju m—l—f!
<;L7nl'[_.lrk\(ﬂ = ¢ JE_’ km(,fﬂm_,_d
2

VIUE = ewHykyt

onde k. I = 1.....n, em nossa situacao se faz necessario introduzir um contador no formato
matricial, ja que em nossa algebra temos dois conjuntos diferentes de operadores Uy, V),

e U,, Vo, assim temos

1,1 1,2 1. no
2.1 2,2 2. 09
(5.106)
ni, 1 ng, 2 ny. o
onde temos nq linhas e o colunas descritas por nyns = n pares k. ks, onde os valores de

ki correspondem aos represetantes das classes modulo ny e Ay as classes modulo ny. Os
operadores Uy, Vi, irao atuar nas linhas, enquanto os operadores U,, V., atuarao sobre as
colunas, vemos que para se haver a consistencia da dlgebra, ¢ preciso termos um vetor de
estado que de conta do fato ¢que temos dois graus de liberdade diferentes ao trabalhiarmos
com operadores da forma V, Uy = U,V e associado a este vetor de estado temos as raizes
da unidade para os respectivos graus de liberdade ny e ny, ou seja,

2nty 2mi g,

ELOK ¥ -
g, = €™ = Uiy 3 floky = €20 = Uy, (5.107)
as definicoes reciprocas ou analogas sao
(J””-'|',‘II2L'_3|\"1 = <}"].1.'|—1-.H2!.:3|A
(Mg pona Vo = (i fokg+1]-
; o Ay
(#1ky + Hor | Uy €™ {Mhipys Hans |

.. . 2miy,
(Mg, Hor U = € (Iflﬁ.-,J"'.‘I.-,,|-
Urltieg - Vake) = [Vik=1: V2ka)s

[-_-::('f‘u.-I . f'zﬁ;-_,} Jf‘u-[, U9y 1):

i 2mi g,
Vilvig, o) = em™ : |'i‘1k,f“2k-_a>-
V|t vogy) = @ ny 2 |1k, . v, ) (5.108)
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Dentro de cada conjunto Uy, Vy e Us, Vi temos os resultados ja conhecidos

=Y =1 UF=VE=}
ViU =em U, Vy, VoUp =em UpVs.

Nao ha problema quanto a ordem de atuacio do conjunto de operadores

(Bky - 12k U1 Ve = iy (fkys 2o | Vo = paky (kg s H2ka+1]

(,u'!k] » ,u'2k3|V'ZL’-I = <#‘”~‘1 3 “21’-‘-_;-—] [L’.i s .rulkl (.”’lkl: ”25‘-3‘.4 |'- (5109)
assim
L‘|['_) == ['—_)L-] \*"'\."’-_; — \’_.-'2\,."]_
I_-'|-\-"-_3 = \3 [_] \."—] [.:»_) = [.-'-_J\'rl, (311“}

Propriedades fisicas tais que a medida de uma, nao altera a priori o conhecimento da
outra e cuja a sequencia da medida nao importa, isto sendo representado pela comutativi-
dade dos simbolos associados. sio chamadas compativers. O par de operadores U,V é
compativel com o par de operadores Us. V,. Uma maneira itil de se pensar sobre Uy, V,
e Us, Vo, seria como se eles descrevessem dois sistemas independentes, que podem ser

criados individualmente, ou destruidos individualmente, em qualquer ordem

(11 o] = (e [{pal = (ol

g5 v9) = oy Mwa) = Jug)luy ), (5.111)

dessa forma

" "

Jf I _r' X J \ . r rﬂ\l ' IH.
{ty, poley . ea) = (g oy ) (g lus ).

ou explicitamente (andlogo ao resultado (py|v) = e k)

vl

(ke B 1ty aty) = —=se i e T = —e 2 (5.112)

VT n Vvn

O resultado (5.112), surge diretamente quando escrevemos (pigp,, pran.| € termos de

{011, piaiy|, 0 qual nos leva para (o, vy, ). juntamente com (vy,. por,| em termos de



{11y, Vap,|, 0 qual nos leva a (pag, |vay, )
ny )
(fikys Poks| = 1 E ﬂ’i'_Tk'“(l'li F2ks |
K1Y 2 = . ‘1011 '3 |
VAl
1 I1=1
1 .
_ 1 Skl _
(ks Bais vy frokg) = N E e ey s flakg [V1y 5 k) =
1 =1
1 thak,lh
— e ni

1 nz ”
ﬂ’in"
<T-blh'.”'2.k‘.g| _— Z('"Q . ~<'|"”].'!.’gf,z|.

la=1
J_ L] ﬂkld’
{f-'m-#f‘.u--_.lf-'m-'i'zf-_,} = === gne ‘{f'm- *'31-3ff'|r.- f'-.wﬁ =
o lo)
I 2 fegly
— e R |
N
(I‘L&-ui’!ﬂ.--_»!f‘u.-!*'ﬂ::)(“lh-.!f-zf--g|f‘1f."f‘zr—_>> = (Haky s Mok |1ty v1,) = (ﬂu.-lh'm)(H-:;.-:|'f'3:-_,) =
1 zmy, 1 2mig
-— o mny —— ng

Vi N

L oriehail o %5ty

= —¢ ny n2
vn
As referéncias sobre a compatibilidade ¢ incompatibilidade de propriedades fisicas, di-
reciona a atencao para algo que permaneceu até agora implicicito: Comecamos com a
medida de uma unica propriedade fisica. De um modo mais geral, para uma dada pro-
priedade Ay, podemos adicionar outra propriedade compativel A, assim wma medida

seletiva de ambas ¢ simbolizada por
! ! ' ! I ’l ! ! - o
[ayay|asas| = agay||ayay]. (5.113)

Continuemos com esta ideia até encontrarmos um conjunto completo de propriedades
fisicas compativeis: Ay, As. ..., Ak(a). tal que gqualquer propriedade adicional sera incom-
pativel com pelos mwenos alguim mewbro do conjunto comnpleto. O simbolo para tmimna
medida completa ¢ simbolizado por

v C ' Pt ] ! ' ; 5 .
layay| . .. Jag ekl = laal com a = {ay, g, .., A (ayt- (5.114)

Mg

S

e qualquer ordem
Atomos selecionados para terem wmn conjunto particular de valores o sio ditos estarem

no estado a'. A partir deste ponto, toda construcio da dlgebra de medida e a geometria
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procedem como antes, a unica diferenca sendo que o resultado de uma medida nao ¢ um

unico numero mas mma colecao de nimeros. Assim

Z aal = Z layay. .. |“1\'[A}U;QA1| -

a o ‘I _____ u;“ A
= (Z layay])( Z |aya,]. .. |”-|{(A]”-K(A';|) =
a} Bgseliferay
! ’ ! ! ! ’ = =
= (Z layay) (Z |ayasl) .. ( Z lakayak@al) =1 (5.115)
“1 “:_f aiu,\]
:1 ;r] :1
(.'.\
la a| = |ayay] ... |lag@ayagayl = lag. ... A an {a - -l = la pa |,
ja"a’| = |”].I”t |l tia) | = | — aga)) s - agayl = la Ma B
’ '’ " " ’y ! " " ] ! ! ! " " " "
laalla a|=|a Wala Ya | = |”l" i ”I\'[.-\_.s><”1- - ._ul\'[_,\)|rrl S “1\'{A}><“1- e “[\'[A)|:
! " - ’ " ! ] " Hn ’ ! " "
(u. fer ) = dlgya )= <”‘l _____ ”‘i{(,-\]|”‘i-- i _AH,KM,) = (”li i <‘-"'I{[A}||”l) 3 2 ”K[_—\)> =
K(A)
= 0(ay,8y)0(ag, 85) - Slaxqay Oxiay) = H d(aj.a;). (5.116)
i=1

Facamos as coisas de outra maneira, construamos os simbolos de medida de uma quanti-

dade a partir das medidas completas. Assiin

oo LA 4 d

Z lo | = Z laya,|... |f-'f|\‘(_-\1“i\'c,-\]| =T,
I

{

frr] ..... u;\.l A
T o £ b ] i
lay | (Z|u al] = laglt Z layay] . lagayakayl) =
I|'J ({’]_ .!];\I \
=1
= |ajay |(Z layay ) Z lasay) . .. Jagayaxayl =
HJI fl:l_,. '(I‘;\I'.\:
b | 1] 1]
= |ayay|( Z |ayay) ... |”f<(.-\]'-’*|{(.—\;|) -
B s anin ”;u \
r !, + ' ' r’ ’ /
Z I”l”l””'ﬁ”.""‘|“I\'[_-\}”'}\‘[_-—\}I = Z laa|(5.117)
n'z ..... n:\,[‘,\} “T.’-""“rlq.\;



yara a medida que seleciona atomos com os valores a, de A, é a menor medida seletiva
1 1 1

. ' i ] ¢ i
completa que seleciona a; e qualquer valor de a,, ag. ... ag,). Naturalmente
! ! L3 ’ ’ ’ ! /
E lagéy;| = 1= E laa|= E layay] ... Jagayagayl =
:r"] a’ (et ay

] 1*’3}\‘(,41“1{{1\]]) =

err]rq] Z la,
fIl

l'

[\c A)
Z laya,)) Z |ty a) . Z |(.z ah )| =1, (5.118)
”1 e > I\‘\J
=3 = =

e. por exemplo,

A\lzz

Zu[ Z lr:rf]}

|F| -r,.

(A
' 7o / ' - oy )
= E ay( E |u]ul! o agayaxayl) = E alaa|=
! / ’ !
ay Qogoeiey ul\-f.-\l Ly ey [\{\I
! ! L3 \ ' ! !
== E H.]|H al E [ex >H’.E'<!'J'. l. (5.119)
! ’
a [t}

Notemos que agora |a;a;| nao é um simples produto de vetores. Isto ¢ enfatizado con-
Notemos q g 1| n 1 roduto d t Ist fatizad 1

trastando com

tr{|a a |} = tr{la)(d'|} = (d'|d’) = 1, (5.120)

assiin

tflajay)} = f DY )]} = Y u{ja)(d]}

:

! ’
ARy By yeeny@perny

= Y 1=m(a), (5.121)

Bl R

(s

o
o

mia,) a multiplicidade de a,. o nmimero de estados @ que possuem @, em comun. Como

resultado.

te{ A} = ) |a)ay(a |} =D ajtr{la’)a|} =

i

1
Z r!fl( Z 1) Z r:.J, m(r:al == I'.]'{Z |u}}r31 (HJI } ==
o r.".i_\.....r.l;\.l_l\. ”_.I a
- Zf.frlll'ﬂu'}{u'“ = Zu’l ; (5.122)
{J! rJf



Naturalmente, comegamos com qualquer outra quantidade, By, de maneira geral incom-

pativel com o conjunto Ay, Ay, ..., e o suplemento das propriedades compativeis formam

. ' ] ' 3
o conjunto completo B, com seus valores, b, e vetores (b |, |b). Surge uma pergunta, o

que os conjuntos incompativeis A e B tem em comum? O niumero total de estados, o qual

¢ a dimensionalidade da geometria. Esta ideia segue da evolu¢ao alternativa

tl'{Z|u.’)(u’|} = Zh{|u Zlb ') r:}—Zu|Z|{; Wb |)|a') =
ZZ (a' |b) (b ]a") —»Zl—n (A).
Zn{|b Z;” Wa D@1 =3 W10l )W d Dby =
= ZZMH (r.r h)—21—u([3]

J

e > |0) (b

n(A) =n(B) =n. (5.123)

Encontramos estas ideias em um caminho matematico no contexto do problema de au-
tovalor. Coonsidere um espaco n dimensional, com um sistema de coordenada [a ), entao

dado um operador Hermitiano By, mostramos seus autovalores e autovetores, isto ¢, solu-

cionando

Bil ) =1 )b;. (5.124)

[ntroduzindo o sistema de coordenada a, obtemos o sistema de equacoes

By| ) )b,
B, = Z(HFEB[:‘H”)|rf;:}{ra”|
lf’,””
S (@ Bila)a) @Il ) =1 .
a'a” — ™)

multiplicando ambos os lados da equacao acima por (a |.

(a] Z (@' |Byla")a Y (a") = (a]] )b,

’ i
a i dla's
P ! sy ., ' ’ " L r
Z{u |Byla ){a|a y(a ) = :(a )by,
I'([‘.I'?:’“

Z(urllh|r.-”)1-"'[r.-.") = 1h(a )by, (5.125)

4
i
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para as componentes do autovetor,

(u?\ ) = (a). (5.126)

Quando escrevemos sob a forma

@]y = (a1 )= (@O _la" V" )= (ala) (a"| )=

S
= Zﬁ(a'.an)t;..-'(un)‘

=80 0" ) =w(a")
"

@

i

Z (d'|By|a" ) (a"

t
i

) = {d] )b,

Z(u!|B]|uP){uN1 ) (u‘| )f}] = (

"

Z(nl Bila Yu(a") — Z (a’,a" yo(a" )b, =0,
D [a|Byla") = o(a’ a" )by Ju(a’) =0, (5.127)

"
a

({a1|By|ay) — bl{f(u,, ay))e(ay) + ...+ ({ay|Bila,) — h!](’i(u] ca))(ay,) =0

({az|By|ar) — {”15(“1, an))(ar) + ({a2|Bylas) — ‘{5'{1 d(az, az))w(az) + ...+

+({az|By|a,) — bf]ﬁ(u-z-;. an ) (ay,) =0

((an|B1lay) — hi}{i{n,,.r.-l)}f_'(_rq} + ...+ ({an|Bi|an) — f:l{)‘[u.,,_.u,,]]a.'[u,, = 0. (5.128)

¢ possivel que a familia de equacoes tenham a solucao v:(a | = 0, sendo esta wma solucao
trivial, antes de prosseguirmos nas nossas analises. escrevamnos o sistema de equacoes na

forma matricial, representacao de B na forma matricial

<”]IBI|”I> I:N.1|-E3||I’.f“>
(EI"B}IH.”> = : :

(anlBilar) .. (ag|Bylay)
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para b,d(a ,a’) temos

(ay|Bilai) = by ... (ay|Byla,)
(@ |Byla”) — b1 = : "> :
(a,|By|ay) oo {an|Bylan) — h’l

5 i " ' i = = i -
com a matriz (a |Byla ) —b, 1. escrevemos o sistema de equacoes (5.128) na forma matricial

(ay|Bylay) — 6, ... a ler,,) Ul a 0
(a1|Bilay) — by (a1|Bylay) 1)

(a,Bylay) oo A{ay|Bylay) = b, (e, ) 0]
suponhamos que baseados em wma escolha arbitraria. tenhamos pelo menos wmn dos 1/'s #
0, verifica-se pelo sistema de equacoes que o mesmo sera satisfeito se

"

det[(a'|By|a”) — byd(a’.a")] = 0. (5.129)

deve-se ficar claro que demos um exemplo de que com pelo menos um dos ¥'s # 0,
para clarificar o resultado acima, pois de fato podemos ter muitas possibilidades. mas o
resultado (5.129) sempre sera mantido, assim de maneira mais explicita
(ay|Bylay) — b, ... (a1|By|a,)
det : . : = (),

]

{a,|Bylay} vor {an|Bilan) — b,
o qual ¢ wma equacao de grau n para (}1:
(=by)" + (=by)""Yr{B;} + ... +det B, =0, (5.130)

afim de mostrarmos o resultado (5.130). primeiro faremos wn caso particular n = 3, o
qual nos elncida o funclonamento de (5.130) e em segnida para generalizarmos, ou seja,

chegarmos a forma acima, deve-se utilizar o principio da inducao, entao

<NJ|B[|!’£|> bJI <{'![|B]|Hg) <(1-1'B[|ﬂ-3>
(@ |Bila") = by0(d ,a") = (aa|Bilar)  (ao|Bilas) — by (as|Bias)
(as|By|ay) (as|By|az) (a3|By|as) — h’l
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det.[<u’|B] ‘(IH) = b)[()—'(ﬂ.’, a”)] == G-]]A]] G ﬂ'.lgAlQ + (!13AI;;

iy = (.";.||]§’»1|f.:1>—b’1
(a1]By]az)

iz = (:‘1-1 |B1 |(13>

2

An = (=1)*IDu| ; A1z = (=1)’|Di2| , A1z = (~1)*|Dug,

onde [Dyi]. |Dyo|, |Dy3l, sao os determinantes das matrizes Dyy, Do, D3, que escreveremos

nos desenvolvimentos a seguir

{(I.2|B| |n‘f2} = Ir)J] <H2|B| |H_-:;>

Dy = )
(a3 By |as) (a3 Bylas) — b,

ID11| = ({as|By|az) — b, )({as|By|as) — ffl) — (as|B,

as)(az|Bi|as) =

1

= (r..‘..QIB[|(I.g}(f'{3|B| |fi-3} - b] ((L3|B] |Hg> - bil (r.:;:,|B||a;;) + bl'j - (GQ'BI |(£3><[L;;lBl |{£g>,

(l‘.’fg|B] |(J'.]> <l’J‘.2|B1||’.I.3>
Dy = ; )

(az|Bilay) (az|Bilas) — b
|D|-.a| — (”-9|B| |”-!)(“:;|B| |”:1} = H} (”-‘EIBIJ“I) — (Ur‘_)|Bl|ﬂ'.‘i><Ur3|B1 |f-'1}<.

(t2|Bilay)  (aa]By|as) — b)

(as|Bylay) (as| B,

Difi_‘

az)
Dig| = (az[Bilar){as|Bslas) — (as|Bilas)(as|Bilar) + ’-.;] (as|Bifay).
:1l’t:{rrr|B1|u”} J';;]r)'('u'.c:”')] = ({ay|Byay) — b)(—1)*[{ay| By |az){as|B; |as) r";J| (as|By|ag)—
by (az|By|ag) + b? — (az|By|as)(ag|Bilaz)] + (a;|Bylaz)(—1)*[(az|Bylar) (as|By|as)—

by {as|Bylay) = (aa|Bylas) {as|Bilar)] + (a1[By]as)(=1)"[(az|Biar) (as|Bi]as)—
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—(as|Bilas)(as|Bi|ar) + by (as|By]ar)] =
= (a1|By |ar)(az|B1 |as) (as|Bilas) — by (az|Bi |as) (as|Balas) — by (as|Bias) (ar|Byfar)+
+bi*(as|Bi|as) — by (as|Bi |as) (a1 By |ar) + b (as[Bilas) — bi*(ar|Byar)—
—b;® — (a1|Bia1)(az| By |as) (as|By |az)+
+by (a2|By |as) (as By |az) — (a1 [By|az) (as|Bi|ar) (as[By|as) + by (as|Bifay) (a1 | By |as) +

+<f{] |B1

as){as|Bi|as) (as|Bilay) + (ay|Bylas) (as|By|ay) {as|By|as) —

—(ay|Bylag) (as|By|as) (az|By|ay) + hfl (a1|Bylag) (az|By|ay) =

= —b2 + b {a1|Bi|a)) + b2(aa|Bi|az) + b2(as|Bi|as)+

b;((“l By |ﬂ-2><“2|]31 lay) — (a1|Bi]ay){az|Bilaz) )+

h’l((ag]Bl|u3)(a3|B|I(r3> — (as|Bi|as){as|Bilas))+

-{—b!l((a[ |Bi|as){as|Bilar) — (a1|Bi|ay){as|Bilag)) +
(a1|By|ay) (az|By|as) (as|By|as)+

+(a1|Bylaz){az|Bi|as) (as

Bilay) + (a|Bylas){a:|By|ay)(az|By|az) ~

()| By las) (a2 By lag) (| By |ay) —

(a1|Bylay) {az|Byas) {as| B las) — (a1|Bylas){as|Bylay ) {as|Bi|ag) =

= (=) + (=b,)*tr{B1} + (=b))[({a1|B1]a;){as|B,

L

as) — {a,|Bylas)(as|B, |a|)))+

~

=det njl



‘|"£<(Ig‘[%|(f,L'_g)(U.;;‘B](('L;;) - <H2‘B|‘G;g>((?3‘B|‘{J’.g)l f

-~

"
=det B,

F ((a1|Bi1|ar)(as|Bq|as) — (a1|By |rf.3)(r'.=3|B1|r:.1)y 4+ det B; =

AL

=det Iij”

’ i

= (=0 + (—=b)%r{By} + (—b,)(det B] + det B} + det B} ) +detB;,  (5.131)

onde
& (a1|Bylay)  (ay|Bylay) B (a3|Bylaz)  (ay|Bylaz)
] (as|Bylay) (as|Bilas) R (as|Bilas) (as|Bi|as)
l-)m B <H]|R||U]> {(!||B[|N;;:i'

((I:i|B| ap) {”.’1|B| laz)
dessa forma tendo em mente, o principio da mdugao, que nos diz que se ¢ valido para um
determinado n ¢ se verificamos que ¢ valido para n + 1. entao ¢ valido para todo n, isto
confirma que a equacao (5.131) é valida. assim como a sua generalizacao (5.130). Como

sitnples exemplo dessa discussao, tomemos n =2, By =0,, A =0, :

(+loz|+) = by {+oz]-)

det[{o)|o |0y — bi8(os.00)] = det —
(~loal+)  (=lo=l~)
—brl 1
= det =
L =4
= | —h] )2 4 (—hl) tr{o,} +deto, =
S e N et
=0 =1
b2 -1=0, (5.132)

nos conduz para b, = £1.
Dado uma raiz particular by. retornamos as equacoes para os ¢'(a )'s e as mostramos

dentro de wn fator de fase, que ¢ fixo dentro de uma fase arbitraria. pela normalizacao
E [ 'h’l{”' ) = > {(byla Ya'lby) = (1by) = 1.
u" l’JI

Dois desses autovetores by associados com raizes diferentes, ou autovalores, sao ortogonais,
Ol seja

"

b, )by .

|

(by|Balby) = by (b, |b,) = (b,
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ou
(by — b)) (byb7) = 0,
dessa forma

by # by : (by]by) = Z{bnal)(a’ b)) = Z :?{:bfl(aJ)*-L_L'bflf(a!) = (. (5.133)

Suponhamos que nem todas as n raizes sao distintas, que algumas delas sao multiplas.

Por exemplo, que n = 4 e By, obedecendo B} = 1,

il

BY| ) =BiBi| ) =Bi| )b, = | )b =1]) =)

dessa forma existem apenas dois antovalores : +1 e —1. Assim pelo th’.t_'{uJ|B||n“} —
h’I gla’ r;”)] ). chegamos (b h Jl']g{b‘I +1)%. onde uma ou ambas devem ser multiplas. Seja
a multiplicidade de b, m(by) = 2,3...., dessa forma existem m(b,) solugoes linearmente
independentes de (5.125). O fato de existir a independéncia linear, dada pela multipli-
cidade, nao implica na ortogonalidade dos vetores by, 1). .. .. |6y m(b))). porém pode-se
construir um sistema ortonormal(citamos o conhecido processo de Gram-Schmidt).

/
Supondo, termos o sistema ortonormal: |hl B =1,...., m(by), mostramos um se-

gundo operador Hermitiano B, que comuta com By, BiB, = BaB, e
B|B2|fil.£> BgBﬂhirj‘) = Bg“fl.[ﬁ)-l. (I-Jli—l)
E : ’ ¥ ']
Isto nos diz que, Ba|b),I) é um autovetor de By com o autovalor b, e consequentemente
deve ser uma combinagao linear dos m(b,) vetores conhecidos
m {hf |

Bo|by. l) = 1 Bulb,. 1) = Z by k) (b, A

k=1

. (5.135)

onde a adequada rotulacao do elemento da matriz By é verificada pela multiplicacao por

b k|, Com este espaco m (b, )-dimensional, buscamos os antovalores de Bs
1 pag ! 2
B-_;“J],}r == [by; by
' ' § \
ou com (b, l|by,) = ¥y (1),
1

i f.l‘ J

> by k{Balby, Ly (k)b (5.136)
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conduzindo-nos para
det[(by. k|Balby, 1) — d(k, [)by] = 0. (5.137)

Se todas as raizes da equacio acima diferem, ela nos fornece os vetores ortonormais b, b,).
Caso contrario, procuramos por um terceiro operador commtante By e assim por diante.

Os operadores U e V, ilustram essa discussao. Para wmn sistema com n estados, os
dois operadores Hermitianos implicitos em U e V, tal que U" = V" =1 e pp = vp, = iR
para k = 1,....n, cada qual possuindo n autovalores distintos, assim a multiplicidade de
qualquer autovetor ¢ um. Nesta situacio um inico operador U, ou V. ji ¢ completo. Se n
¢ um inteiro primo, que é onde reside o prosseguimento de nossa discussao, contrapondo-
se ao fato de que se n = nyny, podemos introduzir Uy, V| de periodo n; e comutando
com Us, Vo com periodo ny. Os antovalores de Uy ou Vi sao apenas 1y <0 em numero
e devemn ser miltiplos, podemos formar varios conjuntos completos de propriedades com-
pativeis Uy, Uy: Uy, Va: Vi, Va: Vi, Uy, conduzindo para vetores ortonormmais|itie, , ftok, )
|f1ky - o, ), ete. Se ny efou ny sao ainda fatoraveis, este processo pode continuar. ter-
minando finalmente com varios sistemas irredutivels em que o numero de estados € um

inteiro primo » = 2,3,5.7,.. ., a isto chamamos graus quanticos de liberdade.
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Capitulo 6

O limite do continuo

6.1 A relacao de comutacao de Heisenberg

Dando prosseguimento a ideia dos graus quanticos de liberdade. vemos que com

excecno de v = 2, 08 demais ©'s sao Impares, com isto, torna-se conveniente, a escolha de

kem pp = vy = el % como
_ v—1
v=2k+1=k=—
. v —1 ’
B=0,£1,£2, i k—, (6.1)
em outras palavras, fizemos apenas uma identificacao bijetiva dos naturais b = 1, .. .. v
com os inteiros k=0, +1,+2, ..., +2-1 do ponto de vista matematico sao equivalentes.
Agora, exibamos os operadores Hermitianos em U e V, para % €%, escrevemnos
U= V=" 0 = .0 =P (6.2)
como A el a2 . chegamos k = 5 — L mostrando que
T ¢ o
g = pre =€k = 0, €, £2¢;. .., = ) (6.3)
e 2
Recordamos que
rlyh R LAYL
VIU* = e v MUV
ou se multiplicarmos a equagao acima a direita por e~ v by
Eae i B v, 4 4 (ISP J -3, 4 B R ik
(e- 7 My e HUbY! = (e VY Viy
- _amigok .
VTt = e PHE (6.4)

IE:



2

e se multiplicarmos & esquerda a equacio VIUY = ¢ 0 HUMV! por e o MU+

ek

vi{:k' ({I—JTI‘EII:'[.]' -k) = E_.-‘!J’T'A-!'{..'L'\g.f {‘_—";—_‘JM[I—#)
UNWIU* = g By, (6.5)

substituindo pelos operadores da (6.2)

t'_”'”’ Eli.k‘::.-,r (_}ﬁ.ic’p — g thele {,f'.f-'rq . IE__!@.‘{-(Q-- le) :
“_,iﬁ:n‘a .”n’:;i P--JI\'I 1 = p -thedt r_rh - (/u’t(;a ke) . {6{))
com isto justific: s a escolha de €2 = 22 seja. pelo f s termos e~ kele — o5k
sto justificamos a escolha de €2 = =5 ou seja. pelo fato de termos ¢ =g =,
Tomando le = ¢ e ke = p . retornamos as formulas (6.6)
g P PP — P W) (6.7)
¢ ! it . fy g
0 cid? =t = i (rr) (6.3)

notemos que as transformacoes unitarias estao em funcao de operadores, uma funcao que
¢ definida por mma série de potencias. Assim. designando-se {7 como qualquer operador
unitario ¢ A referindo-se tanto a ¢ ou p, consideratos motivados pelos resultados obtidos

anteriormente

UAMU =U AA. .. AU =UAUUAU.. . UTAU = (UTTAUY, (6.9)
e — S /
EVEZOS RVEeZeS

nos diz que, a transformada unitaria de wima funcao é a funcao do operador transformado,

de i modo mais geral temos como verdade
U~ F(A)US(UAL). (6.10)

para qualquer funcao de operador [(A)e qualquer operador nnitdario U. Com a equacao
(6.10) em maos, tratemos as equacoes (6.7) ¢ (6.8)

' ’

’ ‘ ; ;
¢ —ig p P EMMP — ip et Pgett ¥ — (=g ) .

' 4 ! il " . ¢ ; ,I i :
eI Pg=IR gt S # | = gt PP (6.11)

Somos tentados a identificar os respectivos expoentes das equacoes (6.11), porém nao
podemos identificar os respectivos expocntes. devido a periodicidade das exponenciais,

Lk .’ 5 . i
ou seja, e Pqe' P £ g — ¢, de maneira analoga temos o mesmo resultado para a outra



exponencial. Se tomarmos o limite de v — 00, € = 0, dessa maneira podemos garantir
a identificacao dos expoentes, algo que nos ajuda neste sentido da periodicidade, é a
visualizagao do circulo de periodicidade (g = pr = ke) Neste limite, como ¢ — 0, ‘L — 00,
tornando do ponto de vista topoldogico o cireulo de periodicidade equivalente a wma linha
reta, infinita em ambas as diregoes.

Para evitar o [ato de que, a linha reta € infinita em ambas as direcoes, deve-se im-
plicitamente restringir todas as aplicacoes as situacoes fisicas, onde os valores de ¢ e
p. embora possivelimente grandes, continuam finitos. Assim sendo, a periodicidade nao
faz parte dessa restricao, os valores de ¢ e p’ formam wn continuo. o qual permite a
identificacao de potencia por potencia. Temos entao

e PP =g —q,

’

s 1;!)‘ ipg _ P — pr‘ [f}l?)

Nos interessa somente até a primeira poténcia

(1—igp+..)g(0+igp+...) = q—q
(¢ —igpg+..)A+igp+...) = q—¢
gl +igpg+...)—igpgl +igp+..)+... = g—¢q
(@+igap+..)— (igpa—q¢°pep+...)+... = q—74q, (6.13)

=q —-r'flr‘{g“,l--pr;}

A+ipq+..)p(l—ipg+...) = p—p

pll — r';ajq R .';:Ir”;{] — i;}fr; o e = = .uJ
{p .f'pJ;HJ Fooao(l — ;‘p‘q Foo) p— p‘
(p— E;:I‘Hr; F o)+ (ip gp ;FW'JQ{ Foo)+... = p— '{Jf . (G.14)

pip (qp—pa)
:-tmimh s l-:“leli;(_nl'H 110= iti't'[i-lt';l A nao-connttat |\'1le1='

1 i e
iy P = i on = f,‘.;il = ]; [f}l))
.l

Isso € a essencia da descoberta de Heisenberg da nao-comutatividade em 1925, Para a
formulacao compacta na forma da relacao de comutaca(6.15). Born contribuin substan-

cialinente.
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A acao dos operadores unitarios sobre os vetores

Pl =i Wl b o e
(V' = (uppr| - U |og) = Jogga)
4 i’ 'k k' . M
podemos rerotular da seguinte forma, como Vi = ¢ilep — (10 P o Uk = pikeq — 1P ¢
r J;q”p r " '|IPIH q r ’ mn
(qle"P={q +q |, e?Yp)=1Ip +p). (6.16)
empregando-se *:—T = ¢% e identificando ke = ¢'.le = ¢" em

fi = (,{ﬂ%-)k = nz’c[kt_] - (Ju; )

"
-\_.nf = (_EH- n - [.J'rf » )

o

Wit = (,%f--lﬁ'-—fj - fuif.':—hl _ ielg +q ) {GITJ
e para ke = p .le =p em

I;AI = {Jf’{k:']q = (_r'pnr;‘

i . 5 3 E
0 = r--"r-'"? - ‘”If.(l't,l — plep
Smd et etk W )
Viesy = e (k) _ lelletke) _ cielp+p ) (6.18)

"
Vemos. por exemplo, que o operador unitario e'¢ ?

atuando em um autovetor a esquerda
de q. produz um outro auvetor com um antovalor deslocado. ou scja, a declaracao de que

fioa M B ] "
(g ]€" P ¢ um autovetor de que ¢ com autovalor ¢ + ¢

ool
g

@le"Pq={d +q'lg= (¢ +4 )¢ +q|, (6.19)
ASEE TR

; "
—{y |eta »

' "t | ' ‘
ou equivalentemente, se {g [¢' P & mm autovetor de g — g com antovalor ¢
| v / / {

" "

(@le" (g —q) = +aNale" " —q" (¢ le" "= ¢ (g e " = (g |ge" " (6.20)

(G181

1]

e Pg— ') =qe" P, (6.21)

= = 3 . i ! LA ¥ .
que ¢ apenas a equacao de o }(‘I'EIII(JI‘(‘H 6.12). com g no lnear do g . De maneira analoga
l ] 1 d r‘ o (=]

temos a mesma construcio para p, que se origina na simetria U — V., V — U~!, ou, com



T

U=¢e"9 V=¢"P comq—p, p— —q.
De fato

i= qp — pq — p(—f{) == (—'-}’)P =4qp — pq

!

!
ecom g —p

. ' s
fj ey P{}'f_’f”" r = (} . (f

; * W ’
ePIpe™4 = p—p.

’ . " r " ) _” ! "
Se aplicamos estas ideias & (g [ ? = (¢ + ¢ |, obtemos (p|e™? = (p + p |, que corres-

_ . ; as ' ’ o
ponde a operagao adjunta | de e ¥p ) = |p +p ).

6.2 Representagao do operador-diferencial
de Schrodinger

Convertamos a equacao vetorial ¢ em uma forma numérica. multiplicando por um
vetor a direita | )
' :WHP - ' " g
(qle"?|)y=(q +q|)- (6.22)
assumimos | (, ser tal que (¢ +¢ | ) € uma fungao continua de ¢ , permitindo a expansao
. ~ . " - .
em ambos os lados em série de poténcias de ¢ , antes de prosseguirmos facamos certas

colocacoes para Iacilitar os resultados posteriores
(1)) = (1A +ig"p+..)1 )= (g1 )+ {glig pl ) + ...

@ 7 ; " ) ’ " # r A
expandindo (¢ +¢ | ) = ©(¢ +¢ ) em série de Taylor em torno de ¢

* ]

vigq), »

" -':'[.f.l ’ ' ]
" (q ) (q }q—r,r)':...:

(ql + rj.r”| =g -'{'f;r + 8 )= (r;‘ S B r;} = q’)“ 4

0! 1!
5 Egidi W paiby a-r‘)'.iull k
=¢lg)+¢(glg +...=(e])+q —+
Ay
temos
Eiliy . ] ] -’rd ('L
(1) +id Gl + .= () +d DDy
g
i aq']) : Lag'| )
i{q1p) ) = ( — = lglpl ) == i I (6.23)
dq 1 g
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Esta representacao (6.23) do operador-diferencial do efeito de p é a essencia da descoberta
de Schrodinger da mecancia ondulatoria (1926). Afim de mostrarmos a equivalencia disto,

com a relacao de nao-comutatividade, consideremos

' / ! ¢ 1 d{g
(lap—pa)l) = (alapl) —(alpal ) =alalpl) ~ - EJ(;I )
#1 8 1d¢
= Wrgr~ ‘T](ff ) =(qlil ). (6.24)
(I l'; 1
como deveria ser. Substituindo ¢ — p, p — —q em (6.23) obtemos,
' 1a(p'| )
Gl-d) = 1782
4 1 O{p T r)(p
wlel) = ‘—.'—w > (plq| ) =1 I_Z
tOp oy’

tendo como adjunto

v giged i bl . : ¢ £y 3 I‘I).l ! ].
(la N'=(@) @ N =ld'lp)=lalp) = (iz=(Ip)) = =5
ip ]
A relacao (6.23) e
@@l = fad)dl)

sao combinadas em
o O ] o)
() ., p = 5 iy
{q¢1f(a.p)| )= I(q i 90

dado que [(q,p) pode ser construido a partir de estruturas basicas, pela adigao e mul-

a'l ), (6.26)

tiplicacao. Vemos também que, se a representacao do operador-diferencial é valida para
Jilg.p)e falq, p), como é para f(q) e p, entao é valida para fi(q, p)+f2(q.p) € fi(q. p) f2(q. ).
De fato

(@lha.p)+ Llep]l) = (glfile.p)])+{d|fa.p)])
» [ i) ) I (J
== lJJ { -+ I-J'[( 2 ()2?
(4 - ()(;J .I-f”)q]fl) (6.27)
Y : i R N S .
(g |fila.p)folap)) = filg.===)alfla.p)] ) =
1 (hy
TR B I R -
= Joltps— .—.J,,I’g{q : f:ﬁ}(r; t ) ; (6.28)
L g L dy
As relacoes correspondentes aos autovetores de p. sao obviamente analogas
oo NIT + T O
P |fla.p)| )= fliz=p)p|).
ip
[ [ 3l

W |p) - (6.20)

f j] J\
(| fla-p)lr HE
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Capitulo 7
Principio Quantico da Acao

A versao que apresentaremos aqui do Principio Quantico da Acao nao ¢ a mesima versao
que esta no livro do Schwinger ([1], cap. 5) e sim a versao modificada que foi apresentada
no trabalho 4. Este capitulo. sobre o PQA, conforme falamos anteriormente, ¢ apenas
para a completeza deste projeto. Os detalhes desta discussao estao na referencia citada.
Nosso objetivo aqui ¢ a transcricao do PQA, onde iremos fazer a deducao dos comutadores
fundamentais entre as variaveis canonicas.

As maiores diferencas entre a formulacao que apresentaremos ¢ a do Schwinger sao
que além das variaveis canonicas g; e p; serem consideradas operadores, as variacoes dpg e
dop serao consideradas fambém operadores e eliminaremos a variacao ot = 0 do funcional

da agao. Desta forma o Hamiltoniano H ¢ eliminado do gerador F.

7.1  Uma Nova Formulacao do Principio Quantico da
Acao

Consideremos wm sistema quantico descrito pelas variaveis canonicas {g;. p; } que sao
operadores, com wna Hamiltoniana H (g, p,.1). A fim de mantermos a discussao tao
simples quanto possivel e evitarmos complicacoes nao-essenciais devido ao spin. assumimnos
que todos os observaveis podem ser escritos em termos destes operadores [undamentais.
Suponhamos que as configuracoes inicial e final do sistema ocorram nos instantes £y, fo.

Estabeleceremos o PQA como segue: Eziste wm funcional das variaveis canonicas definido
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por

t2
W = / dt (p;r}z- — pig; — 2H (g, p, .-‘.)) {7}
Jt .
tal que sob wma transformagao das varidveis canonicas (dgq;, dop; sendo operadores)
¢i(t) — qi(t) == qi(t) + doqi(t) (72)

pi(t) — pilt) := pi(t) + dopi(t)
¢ transformado como OW = F(ts) — F(t,). Esta quantidade esta relacionada a variagao

da amplitude < \ g, la|x a, 1 > por

o

. d -
f3<',\'g.fg’)\’,1.f]>if _’_— <.'\;,—,||'3|f‘” |__\_1.f]‘> (
i

onde F(ly) e F(ty) sao os geradores das transformagoes unitartas. atuando sobre os es-

tados [\ a,t1 > € |xg, ta>. De (7.2) temos

o . : T i g .. BH, Ol
W = | p; 0pq; — dapi G +2 dt{ — pidoqi + dopi ¢; — — g — dopi— | .
b Ju, iy, ap;

!

Assumindo o PQA., devemos ter 0W = F(1,) — F(t;). Consequentemente, identificamos

F(t) = pidogi — oup fh" . (7.4)
t

O PQA fixa a parte restante como zero, isto é
o g .= OH. e ,
dt| — pi0ogi + 0opi i — ——00q; — Oppi—— ) =0
" g, p,

e desde que as variagoes doq;. Sop; sejam arbitrarias, devemos ter

OH . OH

— =i} . 7.5
f.):‘,‘; % { }

—Pp, =
' ip,
Agora, chequemos a consistencia entre as transforinacoes unitarias geradas por F and .

ail

Consideremos uma Hamiltoniana independente do tempo (isto ¢, 55 = 0) e as seguintes

transtormacoes

. Figin e L HIt-1y) R
. t>— |G t>=erfOxt> |xte> — |x.t>=ertlt0)|y ¢, >
A consisténcia exige que
E.‘%”[t ty) S () s
IX.to> — lx. t> + X t>
r,%F'ff”j N eHHt=tg) =2
Ix.to> —  |X.to> —7 Ix, t>
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isto é,

F ()

& #H(—to) o5 Flto) o~ Hit—t0)

= £h

Para uma transformacao infinitesimal com 06 = t — ¢, isto nos fornece, F'(t) = F(ig) +

L 0t[H, F(ty)], on equivalentemente

fi
dr _ P,
di h-

Utilizando (7.4), a equacao anterior pode ser reescrita como

¢ TR _—_ ! : § e i i

PrOug; + pidus — Oop @i — Oopi i = —}_ [,”a'- ”]f\(}fh = }_—P;‘l(’(af},- J”] 1 ;— O G }'_)r] -+ Y [:"(p]);._ [f](:,f,-
{] 1 ! 1

que da

i = —ﬁ[q,, 1], = —i[,u,—._ 1] (7.6)
Jo G = —i[boq, H]. Sopi = —i[dopi, H] . '
Os comutadores envolvendo as variagoes dgq,, dpp, sao em geral diferentes de zero, um
fato que somente é possivel, por considera-las como operadores. Outra condicao surge
quando consideramos §; = —+[q;, H| e tomamos a variagao oy diretamente desta relacao:

dogi = —71[0ogi. H] - %[q,-. ouH), que da

[¢i. 00H] = 0. (7.7)
Analogamente, obtemos

[pi, 0ot ] =0 . (7.8)

Estas equagoes sao as condigoes de consisténcia para serem satisfeitas pelas variagoes
Oo,- Oop,. Torna-se claro que a escolha da Hamiltoniana restringe os tipos de trans-
formacoes (7.2) que podemos considerar para o sistema.  Na formulagio original do
Schwinger, [11]. as variagoes dgq;, dop; foram asswmidas para comutar com as variavels
canonicas, Consequentemente. as equacoes que ele obteve sao dgg;, = —é[q,. SoH], dopi =
—ﬂp.l._ o | diferentes das nossas. As condicoes de consistencia (7.7, 7.8) estao ausentes na

’ Yol | diferentes da As condi le tencia (7.7, 7.8) estao ausentes ne

formulacao do Schwinger ¢ aparecem aqui devido ao cariter de operadores das variagoes

(!-“(11__ ’.)-E_lj"



7.1.1 Os Comutadores Fundamentais

Nao temos ainda determinado quaisquer comutadores fundamentais entre as variaveis
canonicas. consequentemente as equacoes anteriores nao estabelecem qualquer aspecto
dinamico do modelo. Assumimos que o gerador F, induz uma transformacao infinitesimal
sobre as varidveis canonicas g;(t). p;(f) que escrevemos como opq; = 0rqi + 00qi, OFpi =
}):;‘p.,- Fonpp,. Como veremos abaixo, os termos adicionais 3;,1;:.!-, 3;:;); sao requeridos de forma
a garantir a consistencia do formalismo no caso em que dgq;, dgp; sao operadores. A fim
de fixarmos os comutadores fundamentais, vamos considerar a acao do gerador [ sobre o

operador K (q, p,1). Desde que F' = p, doq; — dopi ¢i nao dependa em (., é razoavel assumir

opK{(qg.p.t):= K’[q + 80g. p+ dop. t) — K(g.p.t) = 6p K + 6K (7.9)
onde
. 27, IR _
0o = — g + dopi— (7.10)
iy, p;
Slr:f\' = f{'(r;, p.t) — K(q,p.t) (711

com 0p I referindo-se a uma mudanca na forma funcional do operador A induzida por

F. Também,
brK = UKU™ — K = —[K,F]. (7.12)
1

De (7.9.7.12) obtemos a seguinte equacao

anN . OK b - i = b . f e 3
Soqi + dopi= = ——[K. pildoq: — ;—pi[}\.:)[,q,-] + f—:\“p‘[f\ ] + 3 [K. dopila,
; i | )

orh p; h

S;.-f.\' —+

a qual d4

oK i OK i
B = -l —— = o 7.13)
i, h[ 3 IU] p, f.l[ = r’]] (7 '
Bult = Ii 1K Sopi] @i — !ip, (K, Soi] - (7.14)
! [

Vemos de (7.14) que 0p K ¢ deterninado pelos comutadores de K com os operadores
Soqi. dop.. Em particular, tomando para K, o ¢ e pr em (7.12) obtemos as relacoes de

comutacao

[q,-. _JJJ-] - ih f‘iu.. :q“ qj] = [p“'p“,-J = (7.15)
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Capitulo 8

Conclusoes e Perspectivas

Conforme vimos ao longo deste texto, podemos dividir a abordagem do Schwinger
para a Mecanica Quantica em duas partes:

e uma Algebra das Medidas e
e o Principio Quantico da Acao.

Na algebra vimos o desenvolvimento da estrutura algébrica a partir da generalizacao do
experimento de Stern-Gerlach. Desta algebra sao obtidas as leis gerais da Cinematica
Quantica ', Conforme o préprio Schwinger frisa no seu livro (p.29): deseja-se um pro-
cesso de inducao (ideal) que partindo dos experimentos se cheqguem as leis da Mecanica
Quantica.

Poderiamos discutir muitos tépicos ao concluir este projeto. A area de Mecanica
Quantica além de vasta e muto intrigante. tem imumeras dificuldades, ainda mais que
a base do tratamento do Schwinger diz respeito as medicoes quanticas. Encontramos
neste tema muitas dificuldades e posicionamentos dos diferentes pesquisadores da area,
havendo wma cnorme literatura, que venr awmmentando desde a constituicao da propria

teoria quantica. Estas questoes vao da epistemologia ao problema de como formular uma

teoria consistente matematicamente

INa cinemidatica quantica estudam-se as propriedades dos sistemas em um certo instante do tempo (ver
definicoes matematicas precisas em [12]. p.66 e na p.213 a comparagio com a dinamica quantica).

“Von Neumann ein [13] foi o primeiro a fazer mma formulacao de uma teoria matematica que buscasse

fiill' conta ‘15’-‘1 'Illll'l'ﬂt\'f-\ii'h [IU ststerna cont os (LEHETE thos de H-’f'n‘”d‘l’f.\'. SETIL IIH]IIZ%II' fIU recurso 11}5(‘5211 (Iél :\[(2

onde se dizia que o aparelho era regido por lels clissicas (interpretacio de Bohr). Desde esta época



O tratamento do Prigogine na “teoria microscopica dos processos irreversiveis”, define
“uma nova teoria de transformagoes” (em contraposicao as transformacoes unitarias), com
as transformagoes nao-unitarias, ou *-unitdrias, que transformam a equacao dinamica
para o operador matriz densidade. Esta equacao, analoga a equacao classica de Liouville,
¢ composta de uma parte reversivel e outra parte irreversivel. Segundo Prigogine, o
problema das medidas ¢ apenas uma ilustragao do problema da irreversibilidade na MQ
([14]. p.242. e outras referéncias no assunto, como [15], [16]). Nao ¢é nossa pretensio
ingressar aqui nestas discussoes. Levantaremos aqui pontos mais especificos referentes ao
que foi tratado no Projeto. que sao algumas questoes que para nds nao ficaram claras no
desenvolvimento do Schwinger.

No que se refere a forma como foi induzida a estrutura algébrica, notamos algumas
dificuldades no aparecimento de certos elementos da dlgebra diretamente a partir de e-
lementos das medidas. Vejam-se as diferentes medidas que discutimos aqui nos trés ex-
emplos da secao 3.4, p.48 (no livro é p.44, secao 1.5). A medida seletiva (caso 1), e mais
as duas outras que consideramos mais sutis (casos 2 e 3): a que “aceita tudo” (caso 2)
sem distingao, nao faz medida alguma, “nao tem aparelho fisico” (é o 1 da dlgebra); e
a “semn medida”™ (caso 3), onde o aparelho separa o feixe, mas nao seleciona nada, ¢ a
medida nao seletiva. Este ultimo, onde o aparelho fisico separa os atomos mas nao faz

.

nenhuma selecao. tem certas semelhangas com o segundo caso onde se assume que “nao
ha aparclho™. Na realidade ele necessita destas diferentes premissas, com estas distingoes,
para poder construir uma teoria consistente. Apesar desta dificuldade, vimos na segao
3.5, no estudo das Medidas que perturbam o sistema, que estes dois casos realmente tém
estruturas diferentes, na formula (3.63) esta explicito que no computo das probabilidades
cada uma destas medidas dé uma contribuicao diferente .

que inmeras tentativas foram feitas para melhor se entender o processo de medidas. Ha diferentes e

controversas teorias no assunto.  Questoes ¢ mais questoes tem sido vasculhadas ao longo dos anos e
cdla propria evolucao tedrica e experimental (por exemplo. com as teorias de “QND measurement”, ver
enr ) Dentre as diferentes abordagens podemos citar as proposicoes do Grupo de Brucelas. liderado
por Tlva Prigogine (fisico-quimico russo (1917-2003) ganhador do Prémio Nobel de Quimica de 1977,
por suas contribnicoes para a termodinamica do nao-equilibrio e pela teoria das estruturas dissipativas).
Fstabeleceram uma feora microscopicn dos processos irreversiveis, coln regras para evolucao nao-unitaria
do operador densidade durante processos irveversiveis, por exemplo. nas medicoes quanticas ([14], p.242).

*No livro do Sehwinger estao na férmula (1.6.4) da p A7,
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Nao vimos nenhuma referéncia as usuais discussoes encontradas na literatura sobre o
fato do aparelho de medida estar sendo considerado “classico” ou “quantico”. Este topico
¢ um dos problemas da interpretacao de Copenhagen, a qual assume que o aparelho segue
as regras da fisica classica. Von Neumann criou sua teoria com a inclusao do aparelho
como um “entidade” também quantica. Para que o processo de evolucao do sistema,
no ato irreversivel da medida, seja unitario, é necessario que o dito “sistema” seja na
realidade o conjunto swstema + aparelho. Um exemplo de situacao deste tipo pode ser
vista nos trabalhos de A. Peres ([17], p. 688, e [18]), onde encontramos Hamiltonianos
que representam a interacao do “aparelho” de Stern-Gerlach com wma “particula de spin
1/2". Associado com o Hamiltoniano ha um processo de evolugao unitaria. nestes modelos
nao ha o que ¢ usualmente denominado de “colapso da funcao de onda™ (ver detalhes na
bibliografia citada).

As medidas denominadas por von Nemmann de “processos de primeiro tipo”, on ir-
reversiveis, sao aquelas que tratamos aqui na secao 2.5, ou “medidas que perturbam
o sistema”. Note que Schwinger as introduz diretamente no caleulo da probabilidade.
Sabemos que para somente o sisterna, isto ¢, sem o aparelho, tem que se levar em conta
a irreversibilidade do processo, bem como as indmeras questoes levantadas desde a época
de von Neumann *.

Como era de se esperar, nao ha uma estrutura algébrica diretamente ligada somente
ao sistema quantico, pois este interage de forma irreversivel com o aparelho. Lembre-
mos que para situagoes que nao evoluem segundo a equagao de Schrodinger, estados nao
puros, é conveniente se fazer a descricao através da matriz densidade (introduzida por
von Neumann e Landau}, que ¢ mais geral que o usual formalismo dos vetores de estado.
Ela incorpora além dos usuais estados puros definidos pelos vetores de estado, os estados
“nao-puros’, ou “mistura estatistica”, estes estados nao podem ser definidos a partir de
superposicao linear de estados puros, ou seja, como uma superposicao linear de vetores

de estado (veja-se, por exemplo, no Karl Blum ([19], p.8, e p.11-12)). A mistura tem que

Wer a discussio desenvolvida sobre a Teoria das Medidas no livro do Max Jammer (8] . e também
no Prigogine ([14]. p.65-66, e p.242), onde ele mostra que as medidas transformanm estados puros, os
(quais evoluem segundo a equacao de Schrodinger, e misturas estatisticas., Utilizando-se as funcoes de
onda para os estados puros ¢ a matriz densidade, p, para a mistura. um estado puro W = %" ¢, @, é

transformado muna nistura p = 3" |, |* £, onde £, é um conjunto de projetores. Esta translormagao é

irreversivel.
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ser descrita se especificando a forma como ela fol preparada. Notemos que o Schwinger,
pouco se refere a este formalismo, mencionando-o somente através de exercicios (p.93 do
livro). Nos fica a divida de até que ponto podemos. com a MQ do Schwinger. chegar aos
mesinos resultados que outros imumeros antores obtiveram com a matriz densidade.

Ainda sobre este formalismo. a matriz densidade atribul pesos estatisticos a cada es-
tado presente na mistura, e naturalmente descreve também o caso particular dos estados
puros. De uma forma geral, os processos de medidas quanticas podem levar a que estados
puros seja transtormados em misturas estatisticas. Muitas vezes este processo é denomi-
nado reducao do pacote de ondas. ¢ na abordagem do Prigogine ([14], p.66), a redugao do
pacote de ondas: nao pode ser descrita atraves de uma transformacdao unitdaria ®

Schwinger nao entra no mérito destas questoes imerentes ao processo de medidas, talvez
porque seu foco seja outro: a criacao da algebra das medidas. Seria bastante elucidativo
que 1o “Prologo”™ de futuras edicoes do livro, fossem mencionados os pensamentos do
Schwinger sobre estas questoes. Apesar disto. que sao apenas fatos muito pontuais, e
talvez mma limitacao da nossa leitura da obra. vemos que estas discussoes. suscitadas
pelo livro, tocam em pontos centrais da teoria quantica, por demais interessantes, atuais
¢ que vao muito alem das limitacoes deste Projeto. No ambito restrito deste nosso es-
tudo, a ideia original do Schwinger de desenvolver uma algebra das medidas diretamente
induzida a partir dog experimentos, ¢ mia abordagem diferenciada para a MQ), inovadora
¢ contribui para wm aprofundamento maior das diferentes teorias de medidas quanticas.
No seun desenvolvimento. os vetores de estados (ou as funcoes de onda), os operadores e
os demais elementos gue aparecem na matematica da MQ). vao surgindo passo a passo,
sewn a necessidade de gque sejam de certa maneira impostos na teoria como algo “externo’,
apenas com o argumento de que é adequado porgue funciona. Assim, Schwinger foi além,
desenvolven i processo indutivo, onde a Matematica decorre da Fisica. Ficando como
mais mma das suas contribuicoes para a Fisica dos nossos tempos.

Antes de irmos para o segundo topico tratado. enfatizamos que os principais resultados
diretos da MQ do Schwinger sao:

e o cstabelecimento de uma forma indutiva da cinemidtica quantica;

o unn dinamica quantica descrita atraves de i dnico principio, o qual foi criado

por ele: o Principio Quantico da A¢ao. Desta forma, completa-se umn elo com a

"Ver os detalhes nas virias referéncias do A. Peres, que se opoe ao chamado “colapso”.
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Mecanica Classica, onde as equacoes de movimento do sistema sao obtidas a partir de
um principio geral, o Principio da Minima Acao. também denominado Prineipio de
Hamilton. No caso quantico, Schwinger conseguiu também estabelecer um principio
geral, analogo, e que permite a deducio, tanto das relacoes de eomutacao como
das equacoes de Heisenberg. Segundo nossos estudos, o PQA ainda tem muitos
meandros a serem investigados, tanto nos aspectos relativistas, quanto nos aspectos

nao relativistas.

Um ponto interessante é que o PQA foi estabelecido pelo Schwinger no Physical Review
em 1951 (ver em [20]), de forma axiomatica, e utilizado em uma sucessao de trabalhos,
onde estavain sendo estabelecidas, por ele, regras fundamentais para mma teoria quantica
relativista, ou seja para a Teoria Quantica de Campos. Note que inusitadamente o PQA
fol primeivamente estabelecido na sua forma relativista e somente depois (cerca de 10
anos) ¢ que foi desenvolvido, pelo Schwinger, na sua contrapartida nao-relativista. No
seu livro de MQ. ele faz uma espécie de “deducao” deste principio nao-relativista a partir
de resposta das amplitudes de probabilidades as translacoes infinitesimais no tempo. Uma
interessante discussao de questoes e de dificuldades existentes na formulacao realizada pelo
Schwinger pode ser encontrada em [4], onde se propoe uma modificagao no Principio.

I conveniente mencionarmos que a Mecanica Quantica usualmente tratada na maio-
ria dos livros textos de graduacao ¢, aborda questoes referentes aos estados puros e a sua
evolugao Hamiltoniana. Sabe-se que este tratamento ¢ limitado as situagoes idealizadas,
conforme podemos ver na discussao realizada por V. E. Tarasov sobre as limitagoes da
MQ nesta forma tradicional (ver detalhes em [12. no “Preficio”. p.V). Seguindo este
raciocimio, dizemos que os sistemas Hamiltonianos ¢ estados puros podem ser considera-
dos apenas como casos especiais de sistemnas dinamicos quanticos. Os sistemas fechados,
isolados e Hamiltonianos sao idealizacoes que nao sao observavels e, portanto. nao exis-
tem no mundo real. Clomo regra geral, qualquer sistema ¢ sempre embutido em algum
ambiente e, portanto, nunca ¢ realmente fechado ou isolado. Freqgiientemente, o ambi-
ente relevante ¢ e principio nao-observiavel ou desconhecido. Isto tornar a teoria de
sistemas quanticos nao-Hamiltonianos e dissipativos como uma generalizacao fundamen-
tal da Mecanica Quantica. Na teoria quantica tradicional, com sistemas Hamiltonianos,

evolucao unitaria e estados puros. devemos destacar bem que estes sao casos especiais de

b Temos que citar aqui varias excecoes, por exemplo, Tarasov [12], Weiss [21], Prigogine [14] ¢ ontros
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uma abordagem generalizada. Podemos sintetizar estas idéias através de reflexoes desen-
volvidas pelo Prigogine “: “As leis da fisica em sua formulacdo tradicional, descrevem um
mundo idealizado, wum mundo estavel ¢ nao o mundo instavel, evolutivo em que vivemos.

Segundo nosso entendimento, a algebra das medidas na sua forma original elaborada
pelo Schwinger, faz o computo global do processo. sem entrar em detalhes dos diferentes
processos dissipativos envolvidos. Assim também o proprio Prineipio Quantico da Acao,
escrito através do Hamiltoniano do sistema. descreve, até certo ponto, casos particulares
de casos concretos reais cuja a estrutura matematica. quando existente. ¢ bem mais com-
plexa, ja que nem sempre podemos conseguir wna descricao Hamiltoniana ® Conforme
mencionamos anteriormente, ha diversas tentativas neste sentido, por exemplo. o proprio
livro do Tarasov citado acima. hem como os traballios do Grupo de Bruxelas do Prigogine.
Aqui nesta nossa pequena empreitada inicial nos restringimos tambaém a estes casos par-
ficulares, mas esperamos futuramente prosseguir no estudo que iniciamos recentemente de
casos mails gerais, e considerados portanto mais reais de uma Mecanica Quantica aplicavel
a sistemas dissipativos nao-Hamiltonianos (ver definigoes em [12]).

Finalmente mencionamos que nas perspectivas de umn prosseguimento do trabalho re-
alizado. tivemos discussoes sobre uma possivel aplicacao do PQA & interagao da radiagao
com a matéria, que pode ser estendida para a investigacao de certos fenomenos da As-
trotisica. Ha modelos de certos processos dissipativos, da interacao de moléculas com a
radiacao eletromagnética, onde se esereve nm Hamiltoniano: este problema fisico ¢ tratado
el ([24]). Esta situagao fisica ¢ muito semelhante a outras encontrados na Astrofisica,
por exemplo. na interagao do meio interestelar com a radiacao. Ha wma metodologia
tradicional de quantizagao. cujo Hamiltomano total é H = 37" | Hy + Hypy + Hpay. onde
Hy ¢ a parte referente as m moléculas, [, representa a interacao do dipolo induzido com

o campo eletromagnético ¢ gy ¢ a parcela referente somente ao campo eletromagnético.

Do livio *O Fim das Certezas - Tempo. Caos e Leis da Natureza™ ([22], p.29).

*Sobre as limitacoes da abordagem padrao da MQ ¢ bastante interessante ler uma afirmacao do prdprio
von Neumann: ~f would like to make @ confession which may seem immoral: I do not believe in Hilbert
space any more.” Delalhes desta citacao estao e (23], p.192). Sabemos que existe a lormulacao da
mecanica quantica através “espaco de Hilbert estriado. on generalizado” (rigged Hilbert space), a qual se
l:|u|l\‘-t' A ser uina teoria mais ;:;f-l'nl. as ope 560 se tornou |>(J.~'-‘.j!'\f‘(3| i\l}f:‘l-'; a nova matematica da teoria das
distribuicoes e dos espacos topoldgicos lineares ter sido construida, isto se deu cerea de 30 anos depois de
von Neumann, HA nma certa semelhanca desta constrncao com a do Schwinger, pois ela ¢ também nma

idealizacan matematica das estruturas que se podem deduzir das observacoes fisicas ver em ([23], p.197).
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Neste exemplo, com Hamiltoniano definido, podemos investiga-lo através da metodologia
do PQA, avaliando-se a possibilidade de serem obtidos resultados mais abrangentes que

os provindos da metodologia usual.



Apéndice A
Algebra

Apresentaremos além da estrutura de anel que esta relacionada com a algebra dos

simbolos da medida, outras estruturas algebricas relacionadas com a definicao de anel.

Leis de Composicao

Definicao. Seja E um conjunto. Um mapeamento de E x E em E ¢ dito wna lei de
composigao em E. O valor f(z,y) para min par ordenado (r,y) € E x E é chamado a
composicao de x e y sob esta lei. Um conjunto com uma lei de composicao é chamado
um magimda.

A composicao de x e y ¢ usnalimente denotada por escrever z e iy em uma ordem definida
e separando-os por um simbolo caracteristico da lei em questao. Entre os simbolos mais
usados comumente estao + e -, esta convencao pode ser omitida quando desejada.

Uma lel denotada pelo simbolo + ¢ normalmente chamada adicao(a composicao x + y.
sendo chamda soma de x e y). o lel denotada pelo simbolo - ¢ usualimente chamada
multiplicagao(a composicao @ - ¢y = .y sendo chamada de produto de x e y). Outros
simbolos sao denotados para leis de composicao arbitraria T e L.

Exemplo. Os mapeamentos (X.Y) — X UY e (X.Y) — X NY sao leis de
composicao no conjunto dos subconjuntos de um conjunto E.

Para maiores detalhes ver [25].

Acgoes
Definicdo. Seja Q e E dois conjuntos. Um mapeamento € no conjunto E¥ de mapea-

mentos de E em si mesmo, ¢ chamado uma egao de () em E.

[5]



Seja a — f, uma agao de Q em E. O mapeamento (a,r) — f,(x)(respectivamente
(r.a) — f.(x)) é chamado a lei de acdao a esquerda(respectivamente a direita)® de §2 em
E associada com a dada agao de €2 em E.

O elemento f,(x) de E(para a« € Q ¢ x € E) é as vezes chamado a transformada de
x sob a ou a composi¢ao de a e x. Também é frequentemente denotada pela notagao
de multiplicacao a esquerda(respe. a direita) a - x(respe. x - a), sendo que o ponto pode
ser omitido, a composicao de a e r ¢ entao chamada o produto de a e z. Outra notacao
utilizada ¢ a L x. Os elementos de €2 sao frequentemente chamados de operadores.
Exemplo. Seja E um conjunto. O mapeamento identidade de E¥ ¢ wma acio de E¥ em
E. chamada a acdo canonica. A lei de acao correspondete ¢ o mapeamento (f. 1) — [(x)
de E¥ x E em E.

Para maiores detalhes ver [25].

Grupos
Defini¢ao. Um conjunto com uma lei de composicio associativa, possuindo um elemento
identidade e sob o qual todo elemento é inversivel, ¢ dito ser um grupo.

Em outras palavras, wm grupo G ¢ win conjunto G com wina operagao

GxG—G

(a.b) —r a-b
satisfazendo as seguintes condicoes:
(i) A operagao ¢ associativa

a-(b-c)y=1(a-b)-¢, YVa b.cc G.

(ii) Existe um elemento identidade(neutro)
Jdee Gtal quec-a=a-¢=a, Va € G.

(iii) Para cada elemento a € G existe um elemento inversoa™ € G tal que

- 1_H“|‘(f = 1,

LOu a8 vezes chamado a lei externa de composican et I com © como um conjunto operante.
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O grupo é abeliano ou comutativo se:
(iv) A operagao ¢ comutativa, ou seja,

a-b==b-aVabe Q.

Exemplos.

I. O conjunto Z dos inteiros é um grupo com respeito a adicao. A operacao é associa-

tiva, zero € o elemento identidade. ¢ —a ¢ o inverso de a.
II. (Q.+).(R,+).(C.+) sao grupos (aditivos) abelianos.
I (@ N\ {0}, ), (RN {0}), ), (C\ {0}.) sdo grupos (multiplicativos) abelianos.
Para maiores detalhes ver [25], [26].
Anéis

Definicao. Um anel ¢ um conjunto A com duas leis de composicao chamadas respecti-

amente adicao e multiplicacao, satisfazendo os seguintes axiomas:

(I) Com respeito a adicao A é um grupo comutativo (abeliano).
(IT) A multiplicagao ¢ associativa e possui um elemento identidade.
(I1T) A multiplicacao ¢ distributiva com respeito a adigao.

O anel A ¢ dito ser comutativo se sua multiplicacao ¢ comutativa.
Segue que (x,y) — = + y denota a adicao e (&, y) — xzy a multiplicacao. 0 denota
o elemento identidade para a adicao e 1 para a multiplicacao. Finalmente. —r denota
o negativo de x com respeito a adicao. Os axiomas de um anel sao consequentemente
expressos pelas seguintes identidades:
(1) x4 (y + 2) = (& + y) + z(associatividade da adigao)
(2) &+ y=y+ x (comutatividade da adigao)

(3) 0+ & = x+ 0=z (elemento identidade ou neutro)

(1) &+t (—;r:) = (—.I_') +x=0 ((_!1[_‘1“[?“'!! in\-’{".l'si'))



(5) x(yz) = (wy)z (associatividade da multiplicacao)

(6) =.1 = l.x = x (elemnto identidade)

(M) (z+y)z=x2+yz

(8) x(y+z2)=ay+ x=2

[(7) e (8) sao distributivas].

Finalmente o anel A é comutativo se xy = yr para todo .y € A.

Exemplos.

B
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Anel Nulo: Seja A um anel. Para 0 = 1 em A, é necessario e suficiente que A
consista de nm unico elemento. A condicao ¢ suficiente, por outro lado, se 0 = 1,
entao, para todo x € A, v = -1 = ¢ -0 = 0, um anel desse tipo ¢ chamado anel

nilo,

Anel & das fung¢ées reais: Seja I wm intervalo no conjunto R dos mimeros reais e
seja A o conjunto das funcoes continuas definida em I com valores reais. A soma

[+ g eoproduto - g de duas funcoes [ e g sao definidos por
(S +9)(t) = f(t) +g(t), (fa)t) = f()g(t)(t € T).
Seja R o conjunto de todos os pares ordenados de niimeros reais e definamos as leis
de composicao
(a,b) + (e,d) = (a—+e.b+d),
(a.b)(e.d) = (ac.bc+d).

Unia checagem mostra que as definicoes de anel sao satisfeitas. Sendo o elemento
neutro da lei de composicao da adicao (0.0). O anel é nao commtativo, mas sem

clemento identidade com respeito a multiplicacao ¢ (1, 0).

Para maiores detallies ver [25], [27].

Corpos

Definigao. Um anel (IS 1, ) ¢ chamado corpo se ele satisfaz a seguinte condigao:



Todo elemento diferente de zero de K possui um inverso com respeito a multiplicacao,

1sto é,

Ve K\ {0},3y €K talque z-y=1.

Exemplos.
(i) O conjunto dos niameros (@, +. ). (R, +, ) e (C,+. ). sao exemplos de corpos, sendo
estes corpos comutativos.
(i1} Seja Qi) = {a+bi|a.b € Q}. onde Q@ corresponde aos niimeros racionais, Q(i) é
um corpo. cujas operacoes de adicao ¢ multiplicacao sao as usuais.

Para maiores detalhes ver [26].

Médulos
Definicao. Seja A um anel. Um grupo abeliano aditivo (M. +) dotado de uma multi-

plicagao escalar
AxM-—M

(a.m)—s a-m
¢ dito um A-modulo se satisfaz os seguintes axiomas (Vap.as € AeVmy, ms € M):
a) AleA/1-m =y
b) (ayas)-my = ay - (as - my)
¢) (ay +ag)-my=ap-my+as-ny
d) ay - (my o) = ay oy 4 ay e

Se a € A e m € M. podemos também escrever am para denotar o elemento a - imn.

Exemplos. a) Seja A = 7. Seja (G.+) wn grupo abeliano, onde definimos uma multi-

plicacao escalar Z x G — G da seguinte maneira

V:eZ NMgeG,zoy = g+...+gsez>0,
e
z VEZES
Sy (=) et (—af) 88 2 £ 0.
~ v
z Vezes



Desse modo pode-se verificar que G ¢ um Z-modulo.
b) Se um conjunto A é um corpo, entao a nocao de A-madulo coincide com a de espaco
vetorial.

Para maiores detalhes ver [26].

Espacos Vetoriais ( Espagos Lineares )

Definicao. Um espaco vetorial é um sistema algébrico (£, K. ), onde £ é um grupo
aditivo, K é um corpo comutativo, com uma lei de composi¢ao externa -, sendo uma agao
de K em L, tal que Vo € K e Ve € £ 3 um tnico elemento y € £: ar = y, satisfazendo

0s seguintes axiomas:
(ia) r+{y+z)=(xz+y)t+z V.2 € L.
(ib) Existe um elemento 0 € L tal que 0+ =xr+0=1x Vr € L.
(ic) Para todo x € L existe um elemento —r € L tal que x + (—x) = 0.
(id) r+y=y+zx Vo, y € L.
(iia) a(Bz) = (af)x Va,3 € KeVx € L.
(iib) ex = x Vr € L(e é a unidade de K).
(iia) (e +y)=arx+ay Yo eKeVr,ye L.
(iiib) (a+ e =ax+ Fa Vo, 3 e KeVr € L.

Os elementos do conjunto £ sao chamados vetores.

Exemplos.

[. O conjunto £ =R dos niimeros reais, com a adicao nsual sendo a adicao vetorial ¢
com K = R como o corpo dos escalares. ¢ wn espaco vetorial real. se a multiplicagao
escalar ax é definida pelo produto nsnal dos mmeros reais. Chamamos este espaco
de espaco linear dos reais. Similarmente, o conjunto £ = C dos mimeros complexos.
com a adicao nsual e com K = C como os escalares, ¢ wm espaco vetorial complexo.

chamamos também de espaco lincar complexo dos nimeros complezos.
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Seja o conjunto R" denotando o produto cartesiano R x ... x R no qual os elementos
estao ordenados pelas n-uplas (&, ..., &,) de nimeros reais. Seja K = R e definimos

o s0111a € o })I'Udllt(J escalar
(giéu)"i' (”I-'--‘”u) = (El +”I1~--‘fn + f}':r)- (f\l)
“’(&1”'"{.”) = (“’KE[.,.,.,{I'&“).

E evidente que as defini¢oes acima, satisfazem os axiomas de espaco vetorial. Este

espaco, R™, é o espaco vetorial real n-dimensional.

Para maiores detalhes ver [27].

Algebras

Definicao. Uma algebra A ¢ wn mddulo sobre wm anel R. com identidade junto com

uma operacao associativa interna. frequentemente chamada multiplicacao tal que

(1) A ¢ um anel.

(2) A opreagao externa (o, x) — o é tal que

alry) = (ax)y = x(ay).

Exemplo. Todo anel comutativo A pode ser considerado como uma (associatividade e

comutatividade) A-algebra.

Para maiores detalhes ver [28].

Aritimética Modular

Dizemos que dois inteiros a ¢ b sao congruentes modulo n se a — b ¢ nm multiplo de n

(a

b=hkn.n >0). Se aebsio congruentes modulo n, escrevenos.

a = b{modn).

Caso a — b nao seja um multiplo de n, dizemos que a é incongruente a b modulo n.

Exemplos.

11 = 3(mod?2)
I1l—3 = k2
b



10 = 0(mod 5)

10-0 = k5
}E.' =

]

14 = 24(mod 5)
14-24 = k5

20 = kb5
k = —4

Proposicao 1. Se u e b sao inteiros. temos que a = b(mod n) se, e somente se, existir

i inteiro £ tal que a = b+ kn.

Demonstracao: Se a e b sao inteiros. temos que a = b(modn), entao a — b ¢ divisivel
|

por n, isto implica na existencia de wn inteiro A tal que a — b = kn. isto é, a = b+ kn.

Para a volta, temos que se k existe, satisfazendo a = b+ kn, tem-se kn = a — b, assim n

divide a — b, que nos leva para a = b(mod n).

Proposicao 2. Se a. b, ¢, n sao inteiros. com n > (), as seguintes assercoes sao ver-

dadeiras:
1. a=a(modn)
2. Se o =b(modn), entao b = a(modn)
3. Sea=b(modn) eb=d(modn), eutao a = d(modn).

Demonstracao: (1.) Como n divide 0. sabendo-se gque a4 —a = 0, logo n divide (a — «).
implicando que a = a (mod n).
(2.) Se a = b(modn). entao a = b+ ky n para algum inteiro ky, dessa forma b = a — ky n.
o que implica pela Proposicao 1 que b= a(maodn).
(3.) Sea=b(modn)eb=c(modn). entao existem inteiros by e ko tais que a — b = kyn
e b—d = kyn. Somando-se. tembro a membro. as cquagoes anteriores temos, a — o =
(k1 + ko) n, implicando em a = 6 (modn).

Esta Proposicao 2. nos informa que a relacao de congruencia, definida no conjunto

dos inteiros, ¢ uma relacao de equivalencia, pois nesta proposicao existem as propriedades
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reflexiva. simétrica e transitiva.

Teorema 1. Se a, b, ¢ e n sao inteiros tais que a = b (mod n), entao
l.a+e=b+ clmodn)
2. a—c=b—c(modn)

3. ac = be(modn)

Demonstracao: (1.) Como a = b(modn), temos que a — b = kn e, assim, como
a—b=(a+c)—(b+c)tem-se (a+c¢) — (b+c¢)=kn,logo a+c= b+ c(modn).

(2.) Temos por hipdtese que a — b = kn. além disso. 0 — b = (a — ¢) — (b — ¢). 0 que nos
conduz para (a —¢) = (b—c¢)=hkn=a—c=b—c(nodn).

(3.) Jaquea—b=Fkn,entao ela —b) = chn = ac—be = ¢k n. nos informa que n divide

(ac — bc), portanto, ac = be (modn).

Teorema 2. Se a, b, ¢, d e n sdo inteiros tais que a = b(modn) e ¢ = d(modn),

entao
1. a+c¢=b+ d(modn)
2. a—c=b—-d(modn)
3. ac=bd(modn)

Demonstracao: (1.) Por hipdtese a = b(modn) e ¢ = d(modn). assim temos, a — b =
kin e c— d = kyn. o proximo passo ¢ somar as duas iltinas equacoes. obtendo-se
(a—b)+(c+d)=(a+c)—(b+d)= (ki + ko) n, implicando a + ¢ = b+ d (modn).

(2.) Subtraindo-se os membros das equagoes a —b = kyn e ¢ —d = kan. tem-se (a — b) —
(c—d)=(a—c)—(b—d)= (k1 —k)n=a—¢c=b—d(modn).

(3.) Multiplicando-se ambos os lados de a —b = ky n por ¢ e ambos os lados de ¢ —d = ko n
por b, obtendo-se ac — be = chyn e be — bd = bhyn. Em seguida. somamos os membros
das ignaldades anteriores, ac — be + be — bd = ac — bd = (¢ hy + Dha) = ac = bd (modn).

Para maiores detallies ver [25]],
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Apéndice B
Contas referentes a Secao 3.4

Comecamos por mostrar como obtemos a equacao (3.54). utilizando-se (3.53). sendo

assim

() = Z{”’lb’(\<‘g,’](--*>

4

(alc) = (cla) = D (p)Pd).

i

pa 1) = P = 161 )G DI =
b]’

= (@ |Q_ YD )b D) =

[
= D () E]) D (€)Y a) = (@[ (c|a) =
I Faf
i o By yi kO
= [a&le=pluw.c )
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A equacao (3.55) ¢ mostrada da seguinte forma

pla b)) = |<“J|(Z|f”><bf])|‘~'f>|2:

= ((d |ba)(Balc) + ..+ (@' |ba) (Balc)) ((¢|br){brla’) + ... + (¢ |ba)(bala)) =
= {a |b){ba]e Y [by ) (bu]a’y + (a[ba) (ba]e V(€ |ba) (bala) + ... +
}(b”|(">((."|bn)(b,,_|ﬂ’) =]

= pa,b)p(by,c)+ ...+ p(a . b,)pb,.c )+ Z a'[bYB [ ) [67) (B a') =
b

t (u.’

e
=0

Z pfn’. b (b E_").
.JJ.’

Por tratar-se de uma medida nao-seletiva, onde o aparelho de medicao nao seleciona

’ - ! ’ - .
nenhum atomo. ¢ que o resultado de p(a .b, ¢ ), é a soma de cada escolha independte de

Pyq

b, com isto Sy (@ 1B | B )b

¢ do conjunto equacgoes (3.56)
Zp(ﬂ.“ 1,¢) = Zp(ﬂ & Z(ﬂ [( Y e [(f =
Z ') [u = (d'|1]a) =

= p(u._l) =

Z,{J a.b.c Zy‘p a. byplb.c)= Z(Z(uwh’)(h’ln 1M e |b'Y)

' ’
[ 15

= Z {la ]h,;(hl]n (bylc M |by) + . .. + (a|b,) (ba|a') (b,

) = 0. O préximo resultado a ser apresentado

c e b)) =

((d ;z;, (byla"Y(baler) er|by) + .. .+ (a |by ) (by)a Y (bylen) (calbr)) + ... +
F({a'|by ) (bala ) (baler) (ealbn) + - + (@ [ba) (bula’) (Bulen) {enlbn)) =
= (@ [bu)(bila’) ((Brler) + ..+ (Balen)ealbi)) + .-+

+(a'[b) (bnla) ((buler)erlba) + - .+ (balea) (calbn) =

(a [by)(hila \Z ble ) ton) + .+ (@ ba) (bola) Z(fh.ff'r}(f'lfhu} =

= Z{'HFHJJ}GJIENJ} Z !') l( If') Zp (e h ZP”' - _. .
%

‘
7]
-y

v~ “~

=1 |
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tas mais detalhadas

840 Vis

Nossas contassobre as probabilidades em (3.56), (3.58) e (3.59).

para auxiliar no prosseguimento do capitulo como ja dito
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