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RESUMO

Esse trabalho aborda um estudo sobre convexidade P3 em grafos com uma aplicagao na
area de Sistema de Recomendagao e influéncias. O objetivo é modelar e implementar um
algoritmo que possa ser utilizado de modo real e mostrar como um conjunto minimo de
usuérios pode influenciar os demais usuarios associados com o maximo de aceitagao.

Palavras-chave: grafos; TCC; convexidade; P3; algoritmo; busca-binaria; better-influence;

cordal; grade; infeccao-redes-sociais;



ABSTRACT

This work addresses a study on P3 convexity in graphs with an application in Recom-
mender system and influences area. The objective is to model and implement a algorithm
that can be used in a real way and show how a minimum set of users can influence the
other associated users with maximum acceptance.

Keywords: graphs; TCC; convexidade; P3; algorithm; binary-search; better-influence;

cordal; grade; social-media-infection;
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1 INTRODUCAO

“Ha duas maneiras de viver a vida: a pri-
meira € vivé-la como se os milagres nao
existissem. A sequnda € vivé-la como se

tudo fosse milagre”.

Albert Einstein

Na atualidade os sistemas de recomendag¢ao estao entre as aplicagoes mais populares
da ciéncia de dados. Eles sao usados, na maioria das vezes, para prever a “classificacao”
ou “preferéncia’ que um usudrio daria a um item. Sistemas de Recomendacao auxiliam,
através algoritmos computacionais, em sugestoes como livros, filmes, roupas e artigos. Sao
ferramentas poderosas que tém o poder extrair dados significativos para empresas a partir
de suas bases de dados. Quase todas as grandes empresas de tecnologia as aplicaram de
alguma forma, por exemplo: a Amazon a utiliza para sugerir produtos aos clientes, o
YouTube para decidir qual video reproduzir na autoplay ou para recomendacao de video

e o Facebook para recomendar paginas e pessoas a seguir.

Figura 1 — Exemplos de Grafos

Um grafo é uma estrutura que serve para modelar o relacionamento de elementos de
uma rede social. Grafos podem ser vistos como conjunto de pontos chamados vértices e os
pares nao ordenados destes pontos chamados arestas, cada aresta ligando um par de pontos
(extremidades). O grafo pode servir de base para analise de diversas situagoes-problemas.
Com grafos podemos modelar a disseminacao de uma infecgao, de uma informagao ou de

propaganda em uma rede social.
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Campanhas publicitarias, de marketing e politicas sao planejadas engajando vértices-
influentes (sado os vértice de maior poténcia de propagagao na rede) de forma direta ou
indireta. Tais situagoes muitas vezes podem ser pensadas como problemas em grafos, in-
clusive usando temas mais especificos como a convexidade em grafos, onde se comeca com
um conjunto inicial de vértices aos quais novos vértices sao adicionados a esse conjunto
sempre que vizinhos suficientes ja estiverem dentro do conjunto (RAMOS; SANTOS;
SZWARCFITER], 2014)), imaginando uma espécie de contaminagao na rede. Em particu-
lar, se um vértice é infectado quando pelo menos dois de seus vizinhos ja estao infectados,
temos a conhecida convexidade P3. No caso atual de pandemia ou de disseminagao fake
news, podemos por como objetivo delimitar o espaco de alcance de um subconjunto par-
ticular inicial. Dessa forma a convexidade pode ser uma forma de conter a contaminagao

de uma rede real.

1.1 CONVEXIDADE EM GRAFOS

Nos ultimos anos, surgiram muitas pesquisas sobre convexidade em grafos por traba-
lhos como (CENTENO, 2012b), (DOURADO; PROTTI; SZWARCFITER 2010), (PA-
LUGA; CANQOY], 2007). Uma das primeiras discussoes sobre convexidade em grafos se
deu nos anos 70 com artigos de (ERDOS et al., (1972)), (LEVI, 1951) e (MOON] [1972),
essencialmente relacionados a torneios. A partir disso muitos artigos foram publicados
explorando este tema. A complexidade computacional de varios parametros dessas conve-
xidades, quando restrita a certos grafos, ja foi e continua sendo muito estudada, inclusive
muitos dos importantes problemas relacionados a esses parametros ja se mostraram NP-
dificeis, como pode ser visto no trabalho (DOURADO et al}[2012). Além da convexidade
dos caminhos minimos, a qual é a convexidade naturalmente considerada em grafos, e
da convexidade dos espacos euclidianos, outras convexidades ja se encontram conside-
radas na literatura da teoria dos grafos, como a ja citada convexidade P; estudada em

varios trabalhos, como no recente texto (CENTENO, 2012b), além da convexidade mo-

nofonica (DOURADO; PROTTT; SZWARCFITER), 2010).

1.1.1 Definigcoes basicas sobre complexidade em grafos

Seja S um conjunto nao vazio proprio de vértices do grafo, que assumiremos ser o con-
junto de individuos inicialmente infectados. Seja I(S) o conjunto dos vértices infectados
por S. Obviamente temos que todo vértice inicialmente infectado também pertence ao
conjunto I(S) que é, por muitos, chamado de passo ou marcagao infecciosa de S. No caso
do conjunto S = I(.S), dizemos que o conjunto S é inofensivo para a infecgao, ou seja, nao
infectara nenhum vértice do grafo, pois depois de infectado, S tem o mesmo conjunto S
e, o nome desse conjunto sera convexo. Observe que caso S seja convexo jamais teremos

uma contaminacao generalizada no grafo inteiro e isso é de muita importancia, pois o
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interesse de toda pesquisa nesse tipo de infecgoes é, em geral, descobrir modos e formas
de proteger os individuos da contaminagao, além de entender o processo combinatoério e

computacional envolvido na infeccao.

1.1.2 OQOutras aplicagoes de convexidade em grafos

Além dos problemas essencialmente logisticos, citamos aqui o enorme uso de grafos
em redes sociais, ja que estamos vivenciando, hoje, em um mundo muito conectado, onde
decisoes importantes da vida humana ja sao tomadas a distancia por duas ou mais pessoas
apenas enviando ou recebendo uma mensagem de iMessage, Whatsapp ou utilizando o
Facebook. Comunidades humanas com as suas mais variadas formas de relacionamentos
sao também descritas e modeladas por grafos, tendo assim diversos de seus questiona-
mentos subordinados as leis combinatoérias que descrevem véarias propriedades dos agentes
envolvidos. Em trabalhos como (RUFINO et al., [2018), (RUFINO et al 2019) aplica-
se algumas dessas descricoes na resolucao de problemas epidemiolégicos. No trabalho
(CHEN] [2009) foi estudado a propagacao de influéncia através de uma rede social mode-
lada por um grafo, onde foi definido, para cada né do grafo, um valor fixado chamado
de threshold desse néd, de modo que um né do grafo adotara ou comprara um novo pro-
duto comercializado nessa rede, se esse nd tiver um nimero de vizinhos igual ao valor
desse parametro chamado de threshold. O objetivo do estudo é encontrar um pequeno
conjunto S de nos, tal que se o produto a ser vendido for consumido pelos nos de S,
entao tenderd a ser também comprado ou consumido por um grande ntimero de outros
n6s do grafo e o principal resultado desse estudo foi que, tentar encontrar qual serd o
menor conjunto S que tem a propriedade de influenciar o consumo demasiado no grafo, é
uma tarefa bem dificil do ponto de vista computacional, no caso tentar uma aproximacao
de uma solu¢ao minimizada de S ja nao seria facil. Alguns outros resultados sobre in-
fluéncia em redes sociais podem ser encontrados nos trabalhos (KEMPE; KLEINBERG;
TARDOS, 2003), (KEMPE; KLEINBERG; TARDOS, 2005), (MOSSEL; ROCH, 2007)),
(PASTOR-SATORRAS; VESPIGNANTI et al., [2003).

1.2 RELACAO ENTRE CONVEXIDADE EM GRAFOS E EPIDEMIAS

1.2.1 Conceitos gerais

A convexidade em grafos e o problema da disseminagao de epidemias em grafos estao
relacionados porque a teoria da convexidade pode ser usada para modelar a disseminacao
de epidemias em grafos.

A teoria da convexidade em grafos é usada para estudar as propriedades dos conjuntos
convexos em grafos, que sao conjuntos de vértices que incluem todos os caminhos, satis-

fazendo determinada propriedade, entre quaisquer dois vértices do conjunto. A teoria da
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convexidade em grafos é usada em varias aplicacoes praticas, incluindo a disseminacao de
epidemias em grafos.

No problema da disseminacao de epidemias em grafos, o objetivo é determinar como
uma doenca se espalha em uma rede de contatos. O modelo mais comum para este
problema ¢ o modelo SIR (suscetivel-infetado-recuperado), em que os individuos em um
grafo sao classificados em trés categorias: suscetivel, infetado e recuperado. O modelo
considera que um individuo suscetivel pode se infectar se estiver em contato com um
individuo infetado, apds o que ele se torna infetado, e eventualmente se recupera.

O que esta fora do escopo deste trabalho. Neste trabalho consideramos apenas
epidemias do tipo SI, ou seja, aquelas nos quais um individuos infectado permanece infec-
tado para sempre. Epidemias do tipo SIR e variantes estao fora do escopo deste trabalho.
Além disso, consideramos apenas transi¢oes entre estados, no qual um né infecta vizinhos,
mas nao consideramos o tempo entre transi¢oes. Em particular, modelos em que tempos
de disseminacao sao exponencialmente distribuidos estao fora do escopo deste trabalho.

O que esta no escopo deste trabalho. A teoria da convexidade em grafos seréa
usada para modelar a disseminacao de epidemias em grafos. A ideia é que a epidemia
se espalha a partir de um conjunto inicial de vértices para outros vértices do grafo, até
que todo o grafo seja infectado. A teoria da convexidade em grafos pode ser usada para
estudar as propriedades dos conjuntos cujo fecho convexo engloba todo grafo, e para prever
a rapidez com que a epidemia se espalhara em todo o grafo, sendo o tempo de propagagao

medido em nimero de transi¢oes de estados.

1.2.2 Conjunto de vértices minimo para que epidemia se propague por todo

grafo

A teoria da convexidade pode ser usada para determinar o ntimero minimo de nés
a serem contaminados no grafo, necessarios para fazer com que a epidemia se propague
pelo grafo todo. O ntmero de elementos neste conjunto de vértices minimo é chamado
de numero envoltorio. Diz-se que o conjunto de vértices minimo cobre o grafo todo, ou
seja, o fecho convexo do conjunto de vértices é o grafo todo, permitindo que a epidemia

se propague a partir deste conjunto para todos os outros vértices do grafo.

1.3 OBJETIVO

Neste trabalho, apresentamos aplicagoes de convexidade P3; em grafos na area de Sis-
tema de Recomendagao. O objetivo é modelar a propagacao de uma recomendagao em
uma rede de modo que um conjunto minimo de usuérios possam recomendar itens aos
demais usuéarios associados com o maximo de aceitacao e menor perda de informacao
repassada. De forma mais ampla, visamos fazer uma previsao de como um conjunto de

individuos pode afetar os demais.
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1.4 CONTRIBUICOES

Esse trabalho é continuacao do artigo sobre Sistemas de Recomendacao usando in-
fluéncia coletiva (PONCIANO) 2019) onde os autores criaram um modelo mateméatico
para o problema que vamos abordar. Nosso trabalho foi desenvolver um modelo com-
putacional em Python, usando um algoritmo randomizado e aproximativo, para achar o
minimo numero de noés a ser infectado no grafo para que a epidemia se propague pelo

grafo todo, tendo em vista que problema estudado na monografia é NP-completo.

Todos os algoritmos implementados ao longo deste trabalho de conclusao de curso

estao publicamente disponiveis no Github:

e <https://github.com /xiaoyongkong/TCC>

1.5 ROTEIRO

O restante deste trabalho esté organizado da seguinte forma. No Capitulo[2] apresenta-
mos nogoes bésicas sobre grafos e complexidade. No Capitulo [ apresentamos resultados
numericos obtidos com os algoritmos implementados, e o Capitulo |4 conclui. Finalmente,

nos apéndices apresentamos observacgoes finais sobre trabalhos relacionados.


https://github.com/xiaoyongkong/TCC

17

2 NOCOES PRELIMINARES

Bem-aventurado o homem que
acha sabedoria e o homem que

adquire conhecimento;

Provérbios 3:13

Alguns conceitos serao apresentados neste capitulo que facilitarao o entendimento do
problema estudado. Como referéncia basica sobre grafos temos o livro (SZWARCFITER,
2018; BONDY; MURTY], [2011} WEST, 2017) e sobre convexidade (PELAYO, 2013).

Vamos considerar apenas grafos finitos, conexos e simples.

2.1 CONCEITOS E DEFINICOES INICIAIS DE GRAFO

Podemos dizer que um grafo GG é uma estrutura composta por dois subconjuntos finitos
neste trabalho: V(G) é o subconjunto de vértices, e E(G) é subconjunto de pares nao
ordenados de elementos tomados de V(G), de arestas. Uma aresta e = (u,v) € E(G)
¢ formada pelo par de vértices u,v € V(G), neste caso u e v sdo vértices adjacentes.
Dizemos também que e é aresta incidente a u e v. Denotamos a tamanho de |V (G)| =n
e |F(G)| = m. Outra defini¢do de vizinhan¢a aberta de um vértice v € V(G) é denotada
N(w) = {u € V(G)|(u,v) € E(G)}. Ja a vizinhan¢a fechada de um vértice v € V(G)
¢ denotada N[v] = N(v) U {v}. Um grafo orientado as vezes é também chamado de
digrafo. O grau de um vértice v, denotado por d(v), corresponde ao ntimero de vértices
adjacentes a v, ou seja, a cardinalidade de |N(v)|. O grau mdzimo de um grafo G é
denotado por A(G) = max{d(v)|v € V(G)}. De forma similar o grau minimo é denotado
por §(G) = min{d(v)|v € V(G)}.

Dado um grafo G, e um vértice v € V(G), o grafo G\{v} é obtido a partir de G
retirando-se o vértice v de seu conjunto de vértices, e retirando-se também todas arestas
de F(G) incidentes a v. De forma semelhante, dada uma aresta e € E(G), o grafo G\{e}
¢ obtido a partir de G retirando-se a aresta e de E(G).

Dizemos que G' = (V', E') é um subgrafo de um grafo G = (V, E), quando V' C V e
E' C E. Quando o subgrafo G’ contém todas as arestas de E cujas extremidades estao
contidas em V' entdao G’ é o subgrafo induzido de G por V.

Um grafo G é um ciclo, que denotaremos por C),, se ele é uma sequéncia de vértices
U1, ..., U, vy distintos, onde v; # v; para i # j e (v;,vi41) € E(G), tal que n > 3.

Um grafo que nao possui ciclos é dito aciclico.

Um caminho P de tamanho k, ou de ordem k + 1 entre dois vértices vy e v ¢ uma
sequéncia de vértices distintos vy, vy, ..., Vg, onde v;v;41 € E, para 0 < i < k. Dizemos,
nesse caso, que vy e v sao as extremidades desse caminho e que v; , para 0 < i < k sao

os vértices internos de P.
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Um grafo G é conexo se existe um caminho entre qualquer par de vértices de G. Um
grafo é uma drvore quando é aciclico e conexo. Um subgrafo conexo de uma arvore é dito
subdrvore. A distancia entre dois vértices u e v, denotada por dg(u,v), é o tamanho do

menor caminho entre u e v.

O—EO—"—C—O

O—E0—0

Figura 2 — Exemplos de Grafos

2.2 CONVEXIDADE EM GRAFOS

Na geometria, um conjunto do plano euclidiano é definido convexo quando o segui-
mento de reta ligando quaisquer dois pontos desse conjunto estiver, inteiramente, contido
nesse conjunto.

Vamos agora definir a convexidade em grafos. Todas as definigoes citadas aqui, inclu-

sive outras correlatas, podem ser encontradas em (PELAYO, [2013)).

Definigao 1 (Espago Convexo). Uma colegao C de partes de um conjunto nao vazio e

finito V' € dita uma convexidade sobre V' quando:
1) 0,V eC.
2) C é fechada para intersegao.

Um espago convexo é um par (V,C), onde V' é um conjunto nao vazio e C uma conve-

zidade sobre V. Os elementos da cole¢cao C sao chamados de conjuntos convezos.

Exemplo 1. Dado o conjunto V = {a,b,c,d,e} e a familia de partes de V, dada por
C = {0,{a},{b},{a,b},V}. Temos que a familia C verifica as condigoes mencionadas

anteriormente, ou seja, C € uma convezidade sobre V.
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Seja G um grafo e u,v € V, um vértice x é dito ser uv-gerado ou simplesmente gerado
pelo par de vértices {u,v}, quando = pertencer a algum wv-caminho considerado pela
convezidade em questao. O intervalo I[u,v]| dos vértices u e v é o conjunto formado por

esses vértices juntamente com todos os vértices que forem uv-gerados.
Iu,v] = {u,v,w;onde w é vértice uv-gerado}

Seja S € V. O intervalo I[S] sobre o subconjunto de vértices S é definido como a

uniao dos intervalos de todos os pares de vértices de S, ou seja.
I[S] = U Iu, v]

Observe que, da propria definigdo, sempre temos S C I[S], no entanto a reciproca
dessa inclusao pode nao ser verdadeira, ja que um subconjunto de vértices do grafo pode
nao conter outros vértices gerados por seus pares de vértices

No caso em que tal igualdade ocorra I[S] = S, o conjunto S ¢é dito ser convezo,
observe que essa convexidade ocorre sobre o conjunto dos vértices V(G) do grafo. Na
mesma figura [3| temos que o conjunto Sy = {¢,d, e, f,g} marcado no grafo a esquerda
¢ um conjunto convexo, onde o intervalo considera os caminhos geodésicos, ou seja, o

caminho de comprimento minimo entre pares de vértices u e v € S.

b c f b c f
N
&
Oh Oh
a d e a d e

Figura 3 — O conjunto de vértices Sy = {¢,d, e, f, g} marcado no grafo a esquerda é con-
vexo quando se considera o intervalo dos caminhos geodésicos no grafo. Ja o
conjunto S; = {d, e, f} marcado no mesmo grafo a direita, nao é convexo sob
as mesmas consideragoes, pois I[S1] = {c,d, e, f,g} # 5.

A partir da definicao de conjunto convexo sobre V', é possivel também definir um
outro importante parametro do grafo relacionado a convexidade, denominado de numero
de converidade do grafo, ver (CHARTRAND; WALL; ZHANG, 2002) e (DOURADO et

all 2012), que é o tamanho do maior subconjunto convexo proprio de V(G).

e Fecho convexo: O fecho convexo H[S] de um subconjunto de vértices S de um

grafo, ¢ definido como o menor conjunto convexo que contem S

e Conjunto envoltorio: Quando H[S] = V(G) o conjunto S é chamado de conjunto

envoltorio do grafo
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e Conjunto envoltério minimo: Um conjunto envoltério cujo ntimero de vértices

¢ menor ou igual a qualquer outro conjunto envoltoério

e Namero envoltério: O tamanho do menor conjunto envoltorio de um grafo é um

outro importante parametro de convexidade, conhecido como nimero envoltério do
grafo (DOURADO et al., 2009).

Observe que esses parametros definidos acima, estao todos atrelados e relacionados a
uma convexidade em questao no grafo, pois para sua definigao usamos nogoes de intervalo
e fecho convexo que, por sua vez, se relacionam com alguma convexidade em questao,
fazendo com que, dessa forma, mudando a convexidade possa se mudar todo o processo
computacional para a busca do parametro estudado. Uma das mais conhecidas e estudadas
convexidades em grafos é definida abaixo. KEssa convexidade, a convexidade P3, é uma
convexidade de caminhos, ou seja, o espaco de convexidade em questao é formado por

uma cole¢ao de caminhos do grafo.

2.2.1 A Convexidade P3

A convezidade P3 é um tipo importante e muito estudado de convexidade conside-
rada em um grafo. Essa convexidade se caracteriza quando os caminhos considerados para
dois vértices gerarem um terceiro vértice, na computagao do intervalo, e forem caminhos
de tamanho dois, ou seja, caminhos do tipo P;. Desse modo, um subconjunto S C V é
dito ser convexo na convexidade P; ou ser Ps-convexo, quando todo vértice pertencente
a caminhos Pj3 entre pares de vértices de S, estiver também em S, ou seja, quando todo
vértice de fora de S tem no maximo um vizinho em S, dito de outro modo I[S]p, = S,
onde I[S]p, ¢ o operador de computacao do intervalo para esta convexidade (CENTENO,
2012b)).

Em 2011 foi mostrado no trabalho (CENTENO et al., 2011) que a determinagao do

numero envoltorio, na convexidade P3 para grafos gerais ¢ NP-dificil.

2.3 CLASSE DE GRAFOS

e Passeio: é uma sequéncia alternante de vértices e arestas vg, €1, V1, €2, Vo, . .., €, U,

que comega e termina em vértices.
e Caminho: é um passeio na qual todos os vértices sao distintos.

e Ciclo Simples: Quando, o primeiro vértice e o tltimo vértice do caminho tem arestas

entre si, dizemos que é um ciclo simples.

e Arvore: &€ um grafo conexo (existe caminho entre quaisquer dois de seus vértices) e

aciclico (nao possui ciclos)
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b b
c d ¢ d
a a
g g
d f e
Figura 4 — O conjunto S; = {a,b,c,g, f} marcado no grafo a esquerda é Ps-convexo,

equanto que o conjunto Sy = {a,c,g, f} marcado no grafo a direita nao é
Ps-convexo, pois o vértice b estd em um caminho P; de extremos a e ¢ sem
pertencer a Ss.

() () () ()
@ 61\V2Je2®e3\V4Je4\V5Je5@

Figura 5 — Ilustracao da caminho simples

Figura 6 — Ilustracao da ciclo simples

e Grade: uma grade de dimensao pxq é um grafo cujos vértices sao os pontos de
coordenadas inteiras (z,y) tal que 1 <z <pel <y <q e tal que dois vértices sdo

adjacentes se, e somente se, a distancia entre os pontos é igual a 1.

e Cordal: Um grafo é cordal se todo ciclo de comprimento pelo menos 4 tem uma

corda.
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Figura 7 — Ilustragao de arvore

Figura 8 — Ilustracao de grade

Figura 9 — Ilustragao de grafo cordal

2.4 COMPLEXIDADE DE ALGORITMOS

Um problema computacional é um par (I,Q), onde I é o conjunto de todas as pos-
siveis entradas para o problema chamado de conjunto das instincias e de uma questao
sobre essas instancias (). Dessa forma, resolver um problema computacional é desenvol-
ver um algoritmo correto cuja entrada é uma instancia do problema e cuja saida é uma
resposta a questao levantada no problema. Um problema computacional é dito ser de
decisao quando exigir uma resposta do tipo sim ou nao, apenas. Dizemos que um algo-
ritmo é polinomial ou de tempo polinomial, quando sua complexidade de tempo, que pode
ser pensada como a medida do nimero de passos que o algoritmo executa na busca pela

solucao do problema, for limitada por uma funcao polinomial, no tamanho da entrada.
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Os problemas de decisao para os quais existem algoritmos polinomiais, que os resolvem,
formam uma classe de complexidade chamada de classe P. Um problema de decisao é dito
ser nao deterministico polinomial quando possuir um algoritmo polinomial que certifique
a resposta SIM. E importante que essa certificacao ocorra em um tempo sucinto no tama-
nho da entrada do problema. Os problemas de decisao com esta caracteristica mencionada
formam uma classe de complexidade denominada de NP. A classe Co-NP é formada pelos
problemas que possuem um certificado sucinto para as instancias que produzem resposta
NAO.

Sejam IT; = (11, Q1) e Iy = (I, Q2) dois problemas computacionais de decisao. Uma
redu¢do polinomial do problema II; no problema Iy = (I3, Q2) ¢ uma f : I} — [ com

as seguintes propriedades:

1) f pode ser calculada em tempo polinomial.

2) Toda instancia I de I produz uma resposta SIM para IT; se, e somente se f(I) produzir

resposta SIM para I5.

Um problema de decisao II pertence a classe NP-completo quando as seguintes

condicoes forem satisfeitas:

1) I NP

2) Todo problema IT" € NP puder ser reduzido polinomialmente a II.

Um problema computacional II que pertenga a classe dos NP-completos é dito ser um
problema NP-Completo. E caso este problema nao necessariamente pertenca a classe N P,
entao o mesmo passa a se chamar de NP-dificil e pertencerd a uma classe chamada de
classe dos problemas NP-dificeis (SZWARCFITER) 1988)).

2.5 ALGORITMO DE BUSCA BINARIA

A pesquisa ou busca binéria (em inglés binary search algorithm ou binary chop) é um
algoritmo de busca em vetores que segue o paradigma de divisao e conquista. Ela parte
do pressuposto de que o vetor estd ordenado e realiza sucessivas divisoes do espaco de
busca comparando o elemento buscado (chave) com o elemento no meio do vetor. Se o
elemento do meio do vetor for a chave, a busca termina com sucesso. Caso contrério, se
o elemento do meio vier antes do elemento buscado, entao a busca continua na metade
posterior do vetor. E finalmente, se o elemento do meio vier depois da chave, a busca
continua na metade anterior do vetor.

Dado uma lista A de n elementos com os valores Agy, Ay, AA,, ..., A,,_1 ordenada de tal
modo que Ag < A; < Ay < ... < A,,_1, e um valor para pesquisa 7', a seguinte rotina usa

pesquisa binaria para achar o indice de T em A.
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1. Defina L para 0 e R paran — 1

2. Se L > R a pesquisa termina sem sucesso

3. Defina m (o indice do meio da lista) para £££ arredondado

4. Se A,, < T, defina L para m + 1 e volte ao segundo passo
5. Se A,, > T, defina R para m — 1 e volte ao segundo passo.

6. Se A,, =T, a pesquisa esté feita, o indice de T é m.

2.5.1 Envoltoéria Convexa

O intervalo P3 entre dois vértices u e v, I[u,v|, consiste de u,v e todos os vértices dos
caminhos de comprimento dois entre o par de vértices u,v. Sendo assim, o intervalo P3
de um conjunto de vértices S, I[S], é a unidao de todos I[u,v] para u,v € S.

Considere agora que a operagao intervalo P3 sera aplicada sucessivas vezes,I[S]; ou
seja, dado um conjunto S achamos I[S], em seguida, I[I[S]], e mais uma vez, I[I[I[S]]],
continuamos esta operacao até que nao seja possivel adicionar mais vértices ao conjunto.
Isto acontece porque obtivemos um conjunto P3 convexo, este conjunto ¢ chamado de
envoltoria P3 convexa de S. Definimos entao a envoltéria P3 convexa, hull(S), como
sendo o menor conjunto P3 convexo contendo S. Quando hull(S) = V(G), temos uma
envoltoria P3. Chamaremos o conjunto de vértices S de conjunto da envoltéria P3. O
numero de envoltéria P3 é a cardinalidade do conjunto da envoltéria P3 minimo, e sera
chamado de P3 — hull set. Exemplo na Figura
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a ?
(%
E S1={i,f,c,h}U{b,g,d,j,e,i}

I S0={if,c.h}
g

S2={i,f,c,h}U{b,g.d,j,e,i}U{a,m}=V(G)

Figura 10 — Na figura o conjunto SO é um conjunto de envoltéria P3 do grafo. Cada
vértice de S1 é contaminado, pois cada um tem dois vizinhos em SO que
conjunto contaminacgao inicial. Em cada interacao um vértice contaminado
passa a ser um contaminador, assim sucessivamente até que todos vértices
sejam contaminados.
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3 TESTES COMPUTACIONAIS E APROXIMATIVOS

Segundo os autores do artigo Numero envoltério na convexidade p3: Resultados e
aplica¢oes(NASCIMENTO; FERREIRA; COELHO, [2020)) os estudos da convexidade P3
em grande parte sao tedricos. Nosso objetivo nesse capitulo é a partir dos estudos teéricos
fazer estudos empiricos do problema para verificar possibilidades de solucao de problemas
reais no sentido de analisar a efetividade e os impactos do conceito de influéncia de
modo préatico, assim como nos artigos threshold influence propagation model (KEMPE;
KLEINBERG; TARDOS| 2015)) e On Finding Small Sets That Influence Large Networks
(Cordasco; Gargano; Rescigno, [2016), quando os autores descrevem cendrios ficticios onde
os conceitos de propagagao de influencias poderiam ser aplicados e também realizam
experimentos em data sets de redes sociais reais como Delicious, Facebook, Flikr, Higgs-
twitter, Last.fm, Livemocha, YouTube, dentre outras.

O algoritmo sempre encontrard um conjunto de envoltoria, porém nem sempre sera o
de menor cardinalidade. A aproximagao do resultado deste algoritmo sera avaliada nas
proximas segoes em que serao comparadas a aproximacao de cada resultado individual-

mente, categorizado por classes especificas de grafos.

3.1 PROPONDO UMA NOVA MODELAGEM DO PROBLEMA

Queremos encontrar o menor conjunto better influencer S que infecta V' (G) em tempo
t, utilizando caminhos Pj, ou seja, queremos o Ps-hull set. Um exemplo de iteracao pode

ser encontrado na Figura

Figura 11 — Ilustracao da contaminacao P3; com tempo t = 4.

Dado um conjunto S inicial é possivel validar se trata-se de um Ps-hull set em tempo
polinomial O(N + M), onde N é o ntimero de vértices do grafo G e M é o nimero de

aresta deste mesmo grafo. Queremos encontrar o menor S possivel.
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Perceba também que existira um conjunto F de vértices de G que estarao obrigato-
riamente no P3-hull set pois caso existam vértices isolados, ou seja, de grau 0, ou ainda
vértices de grau 1, estes tipos necessariamente precisam originar um caminho para con-
taminacao total do grafo. Essa é a solucao inicial trivial mas geralmente nao suficiente
para o menor Ps-hull set que satisfaga a infecgao total de G.

A solugao backtracking para esse problema é, geralmente, muito custosa. Pois dado
o restante dos vértices do conjunto W = V(G) — F seria necessario validar todos os
subconjuntos W' de W tal que a cardinalidade W’ + F fosse a menor possivel. O nimero
de subconjuntos de W dado que seu tamanho seja K seria 2%, sendo necessario uma
validagao na complexidade de tempo O(N + M) para cada um desses subconjuntos. No
caso mais geral, onde ndo ha conjunto F inicial trivial, nota-se que W = V(G), ou seja,
K = N e a busca pelo subconjunto desejado com backtracking exigiria a complexidade
O((N + M) * 2), a qual cresce exponencialmente, sendo inviavel para tratar problemas
reais desse tipo mesmo para grafos de tamanho reduzido.

A primeira proposta aqui nao é melhorar a complexidade de tempo de validagao
O(N + M), apesar do caso em que haja avancos na melhoria deste tempo de valida-
¢ao o algoritmo aqui descrito também contara com melhorias. Por outro lado podemos
melhorar a complexidade de tempo de busca, anteriormente 2%, por um tempo logarit-
mico. Podemos notar que para a modelagem proposta o que importa é achar o conjunto
W' de menor cardinalidade, assim podemos realizar uma busca binéria pelo tamanho do
conjunto final mantendo o intervalo de busca inicial em [0, K]. Fixado um iterador da
busca binéria J tal que 0 <= J <= K, para chegar a resposta 6tima seria preciso gerar
todos os subconjuntos de W’ com tamanho J o que ainda seria exponencial. O que acres-
centamos aqui ¢ uma variavel Y que representa o niimero de amostras de subconjuntos
de tamanho J com intuito de encontrar uma solu¢ao suficientemente pratica, nao neces-
sariamente a 6tima. Embora nao seja garantido encontrar a solucao étima, acrescentando
essa varidvel Y serd mostrado que para algumas classes de grafos teremos um bom grau
de aproximagao. A estratégia ao acrescentar validar em Y amostras de tamanho J é uma
heuristica para tornar o nimero de subconjuntos linear em Y.

Podemos ver na figura a seguir um exemplo do algoritmo de busca binaria especificado
acima. Imagine que o grafo tenha 9 vértices. A principio podemos ter uma envoltoria
convexa em que todos os vértices do grafo sejam necessarios. Porém nao é razobavel.
Entao podemos tentar encontrar conjuntos aleatoério de tamanho 5, ou seja, a metade
do nimero de vértices do grafo, que constituam um conjunto minimo para alcancar o
grafo inteiro com a operacao de convexidade. Realizamos Y amostragens, verificando a
validade disso. Como nao foi encontrado nas Y amostras conjuntos que alcancem todo o
grafo, entao sabemos que o conjunto minimo, possivelmente, tem tamanho maior que 5, e
eliminamos as buscas por conjuntos de vértices de tamanho menor. Apos isto, verificamos

que o tamanho do conjunto estara entre 6 e 9, sendo o elemento do meio o 8. Tentamos
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averiguar novamente Y amostras de tamanho 8 vértices que alcancem o grafo inteiro pela
operagao de convexidade. Uma vez encontrado um subconjunto entre as Y amostras
sabemos que o tamanho do menor subconjunto estaré possivelmente entre 6 e 8, sendo
agora o elemento intermediario deste intervalo igual a 7. Testamos o alcance da operagao
com Y amostras de 7 elementos e novamente encontramos um conjunto, o que significa
que o tamanho do menos subsconjunto sera entre 6 e 7. Testamos conjuntos amostrais
de tamanho 6 e nao encontramos nenhum que alcance todo o grafo pela operacao de

convexidade. Logo, neste caso, o menor subconjunto sera o de tamanho 7.

Figura 12 — Iteragoes da busca binaria no tamanho do conjunto de vértices

A escolha da busca binaria nao é aleatéria. Uma busca linear ja seria melhor que a
solugao em backtracking limitando-se a Y amostras. Porém, acrescentando-se essa varia-
vel Y perdemos muita precisao em encontrar a solugao 6tima mas poderia-se melhorar
isso executando-se tantas buscas a mais quantas fossem necessarias, mantendo-se a li-
nearidade no tamanho de ntmero de buscas. Isso acrescentaria um grau polinomial a
mais na complexidade de buscas. Para aproveitar-se desse fator (executar-se tanto mais
buscas) sem aumentar necessariamente o grau polinomial da complexidade, o que é um
problema préatico, utilizar um algoritmo logaritmico como a busca binaria é um artificio
complementar 6timo.

O processo de execucao de outras buscas binérias relatados ocorreriam como na ima-
gem a seguir. A diferenga entre o exemplo de busca anterior e este é que a cada novo

subconjunto encontrado o tamanho do subconjunto minimo a ser avaliado volta a ser ao
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menos 1 vértice do grafo. Isso é o equivalente a dizer que ha mais oportunidade de busca
pelo conjunto de tamanho minimo. Por exemplo, ao averiguarmos via amostragem que
nao existem conjuntos de tamanho 5 que contaminem o grafo inteiro é razoavel dizer que
o intervalo de busca nos tamanhos de 1 a 5 sao inviabilizados. Mas, no momento em que
encontramos um subconjunto de tamanho 8 que alcance o grafo inteiro recomegamos o
intervalo da busca binaria possibilitando que conjuntos de tamanho 1 a 5 possam ser tes-
tados novamente pois podem ter havido problemas devido ao processo amostral. Esse tipo
de algoritmo provou-se nos testes mais promissor pois encontrava conjuntos de tamanhos

menores.

Figura 13 — Iteracoes da busca binaria, com recomeco, no tamanho do conjunto de vértices

Além da amostragem tornar o nimero de subconjuntos linear temos outra vantagem:
a possibilidade de paralelizar a validacao das Y amostras. Nas anélises desse trabalho
nao entraremos nesse detalhe que impacta principalmente no tempo real de execucao,
mas uma das propostas principais fica mantida: a possibilidade de escalar o algoritmo de
modo pratico.

Por fim, o processo que tornou o algoritmo ainda melhor foi extrair informacoes do
processo de amostragem. Por exemplo, a cada amostragem conseguimos entender a im-
portancia de um vértice no resultado final pois testamos se com aquele vértice amostrado
o alcance do grafo melhorou de tal maneira a contaminar todos os vértices fora do con-
junto amostral. Se isso ocorre, é possivel atribuir um certo peso a este vértice na solugao

final, embora seja possivel que esse vértice ainda nao esteja na solugao 6tima. Se ex-
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trairmos essa informagao de importancia do vértice a cada amostragem, a cada iteragao
da busca binaria teremos um processo mais direcionado para realizar novas amostragens,
pois se escolhermos esse vértice com base no seu peso atribuido, estamos trabalhando na
convergéncia para uma solucao 6tima. E isso é exatamente o que o algoritmo faz. A cada
iteragao de busca binaria existe, para cada vértice, uma probabilidade deste vértice estar
na solugao otima. Entao é realizada um processo de amostragem, sem repeticao e com
pesos para selecionar melhores conjuntos amostrais. Essa ideia reflete a nocao de que
em possiveis solugoes locais possa existir parte de uma solugao 6tima, como em (SALES
GUILHERME DA COSTA| 2019)), o que ajuda os vértices melhores a se manterem sendo
escolhidos nesse processo evolutivo probabilistico.

A forma pratica com que fazemos a atualizacao de pesos é da seguinte forma: dado
que seja encontrado um subconjunto de vértices que contamine todo grafo, damos a esse
subconjunto, X por cento de probabilidade de reaparecer, exatamente, numa amostragem

em uma proxima iteracao de busca binéaria.

3.2 ALGORITMO PROPOSTO

Dado que o problema de decisao do niimero envoltorio é NP-completo (CENTENO
et al., 2011), obter um algoritmo aproximativo pode ser viavel para aplicagdes desse
parametro em rede sociais. Com este viés, a abordagem de um algoritmo de busca binaria

para o problema foi produzido nos seguintes moldes:

Chamada inicial: BUSCA-BINARIA(G, O, n)

BUSCA-BINARIA(G, inicio, fim)
se (inicio = fim) entao
encontrada resposta, fim
sendo
i = (inicio + fim) / 2
se (EXISTE-ENVOLTORIA(G, i)) entdo
faga a BUSCA-BINARIA(G, inicio, i - 1)
sendo
faga a BUSCA-BINARIA(G, i + 1, fim)
fimse

fimse

EXISTE-ENVOLTORIA(G,i)
sorteie de forma uniforme e aleatoria s subconjuntos de tamanho i de G

para cada subconjunto S, verificar se hull(S) = V(G)



caso

caso

exista ao menos um subconjunto S tal que hull(S) = V(G),
retornar VERDADEIRO

contrario,

retornar INCONCLUSIVO
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3.2.1 Explicando o algoritmo

A ideia do algoritmo é realizar sucessivas divisoes a fim de encontrar o nosso melhor
resultado. Ao aplicar o método "BUSCAS-BINARIA" no qual veremos o nosso resultado
6timo quando o inicio e o fim forem iguais. Caso nao sejam, iremos dividir o nosso vetor
pela metade (i) e verificar se o grafo possui o envoltério, através do método "EXISTE-
ENVOLTORIA". Caso o envoltorio encontrado esteja depois do nosso valor i, iremos
continuar na parte superior do grafo e assim iremos realizar uma nova busca, caso contra-
rio, a buscar serd na parte inferior. Ao realizar uma nova busca, o lado que escolhemos
serd o nosso novo grafo e assim iremos realizar novamente a busca seguindo o mesmo

processo de forma sucessiva até encontrarmos nosso valor étimo.

def optimize(graph, flexible = False):
# when flexible is True run a reset on minimum to restart binary search, it is equivalent to run binary search multiple times
minimum = 1
maximum = len(graph.available hull())
n = math.ceil (maximum / 2)
first_hull time = True
first_hull = True
while True:
print( ‘minimum: {}, maximum: {}, n: {}'.format(minimum, maximum, n))

if os.getenv( 'PARALLEL') == "True':

hull, indexes = run_samples_parallel(graph, n) # on hold for future
else:

hull, indexes = run_samples(graph, n)

if reach_threshold(hull, len(graph)):
if first _hull time or (hull.time <= hull time.time and len(hull.initial hull()) < len(hull_time.initial hull()))
first_hull time = False
hull_time = hull

if first_hull or len(hull.initial_hull()) < len(hull_best.initial hull()) or (len(hull.initial_hull()) == len(hull_best.initial hull()) an

if not first_hull and os.getenv('WITH_WEIGHT') == "True':
graph.available_hull().update_weights(indexes)
first_hull = False
hull_best = hull
print("tamanho do MELHOR FECHO INICIAL: {}".format(len(hull best.initial hull())))
print("numero de vertices alcancados pelo MELHOR FECHO INICIAL: {}".format(len(hull_best)))
print("tempo do MELHOR FECHO INICIAL: {}".format(hull_best.time))
print()
if flexible:
minimum = 1
maximum = n
n = (maximum + minimum) // 2
else:
minimum = n
n = n + math.ceil((maximum - minimum) / 2) # maximum - max(math.ceil((maximum - n) / 2), 1) # (maximum - n) // 2
if maximum - minimum <= 1:
break
return hull best, hull time

Figura 14 — Na figura temos parte do coédigo do algoritmo binério
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def infect(celf, vcontaminant, veontaminated):
if vcontaminated in self.infection:
if celf.infection[vcontaminated] is None:
return False
if len(self.infection[vcontaminated]) < int(os.getenv( CONTAMINANTS')) and vcontaminant not in self.infection[vcontaminated]:
self.infection|vcontaminated] add{vcontaminant)
if len{self.infection[vcontaminated]) == int(os.getenv( CONTAMINANTS')):
return True
else;
selt.infection|vcontaminated] = set()
self, infection[vcontaminated]. add{vcontaminant)
if len(self.infection[vcontaminated]) == int{os.getenv('CONTAMINANTS')):
# 50 existe essa condigdo para no futuro podermos evolutir pra qualquer N »= 1, agui no caso N=2
return True
return False

Figura 15 — Na figura temos parte do cédigo do Existéncia Combinatoria

3.2.2 Refinando o algoritmo

Para refinarmos os resultados do nosso algoritmo, utilizamos pesos na amostragem,
mencionando inspirados em algoritmos genéticos ou Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

Na literatura temos a discussao de processos de amostragem. Temos, por exemplo, o
processo de amostragem por pesos sem repeticao relatado em (EFRAIMIDIS; SPIRAKIS,
2006). Esse processo permite que para um dado conjunto W' seja possivel em tempo
linear priorizar com uma probabilidade acumulada de P um subconjunto de W’ pela
realocagao de pesos. Um exemplo, caso tenhamos uma tupla (1,2,3,4) representando
o conjunto 1,2,3,4, e seus respectivos pesos sejam (1,3,3,1), numa amostragem de 2
elementos desse conjunto de tamanho 4, teremos a probabilidade de 0.75 do conjunto 2,3
ser selecionado em uma amostragem por pesos sem repeti¢cao, pois o somatoério do peso
desses dois elementos 3 4+ 3 = 6 representa 0.75 do total (1 +3+3+ 1 =8).

Este tipo de artificio probabilistico é interessante pois podemos utilizar uma amos-
tragem guiada em que partes de uma boa solugao poderao pertencer a solucao 6tima no
problema de convexidade P3. No algoritmo da modelagem proposta é mostrado que W’ é
uma amostra aleatéria de W. Mas no processo de busca binaria, uma vez conhecido o me-
nor fecho convexo Z é possivel selecionar com maior probabilidade elementos de W N Z o
que num longo processo de amostragem se mostrou interessante pois de fato boas solugoes
possuiam partes de solugoes 6timas. Para grafos inflados, por exemplo, onde o problema
¢ dificil ser tratado somente com o algoritmo de modelagem proposta apresentado, esse
fator de amostragem com pesos sem repeti¢ao convergiu para solugoes 6timas.

A escolha do W’ inicial ainda ¢ aleatoria mas o que é mostrado aqui ¢ ainda que

houvesse um método heuristico para determinar um bom W’ inicial que fosse o menor fecho
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convexo P3 de G poderiamos utilizé-lo como etapa inicial dessa amostragem probabilistica

para possivel melhoria.

def run samples(zraph, n):
first = True
for cnt in range(@, int(os.getenv('LENGTH SAMPLE'))):
random_hull, idx = graph.available_hull().random_subset(n, os.getenv( WITH_WEIGHT') == "True')
hull = graph.nandatory_hull() + random hull
hull = graph.hull_algorithm{hull)
if first or (len(hull) > len(hull best)) or (lenthull) == len(hull_best) and hull.time ¢ hull hest.time):
if not first and os.getenv( WITH_WEIGHT ') == “True’:
graph.available_hull().update_weights(indexes, True)
first = False
hull best = hull
indexes = idx
if os.getenv( 'STOP_ON_FIRST BEST SAMPLE') == 'True' and reach_threshold(hull, len(graph)):
break
return hull best, indexes

Figura 16 — Na figura temos parte do codigo da amostragem com peso

3.2.3 Comentarios sobre o desempenho

Verificamos empiricamente que o algoritmo é capaz de encontrar a menor envoltoria

em inimeros casos.

e grade: surpreendentemente, esse foi um dos casos mais desafiadores para algoritmos

classicos, e nosso algoritmo foi capaz de encontrar uma solucao em tempo viavel

e small world: num grafo em que temos vérias comunidades fortemente conexas conec-
tadas por pontes, nosso algoritmo foi capaz de identificar que em cada comunidade

¢ necessario estabelecer um vértice que funcione como hub (Figura [22)

3.2.4 Comentarios adicionais

No processo de iteragao garantimos a finalizagao através da busca binaria e sobre
reinicializacoes dessas somente quando encontrado um conjunto W”, e consequentemente
W' de menor tamanho. No pior caso, as amostragens nao tem efeitos e o conjunto Z seré
igual a todos os vértices v do grafo, contudo nos resultados isso nao ocorre, principalmente
devido ao fator de convergéncia que sera descrito a seguir e que complementa o algoritmo
agora descrito.

Quanto a complexidade podemos assumir que a principal etapa sera uma busca binaria
sobre o tamanho de G. Como etapa central da busca binaria realiza-se Y amostras de
tamanho J onde cada uma serd checada para averiguar se ¢ um fecho convexo de G,

assim o tamanho médio das Y amostras serd 2+ N. Logo teremos Y * ((2x N) + M) para
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uma rodada de busca binaria. No méximo teremos N rodadas de buscas, logo teremos
N*xY x((2xN)+ M)=N=x*xY x (N + M). De modo geral a complexidade final ficara
por conta do Y mas, para 1 < Y <= N, a solucao ficard entre N? e N*, ou seja, em
tempo polinomial. Nota-se que paralelizar as amostragens também é uma solugao muito

boa pois a complexidade depende também de Y.

3.3 CONVERGENCIA APLICADA AO ALGORITMO PROPOSTO

A modelagem apresentada para esse algoritmo ainda nao é a ideal. Embora a variavel
de amostragem Y introduzida melhore o tempo de busca do algoritmo, sendo relevante
para o calculo da sua complexidade, amostragens aleatorias independentes nao nos forne-
cem uma boa solucao ainda. O objetivo de fornecer antecipadamente a modelagem, antes
de levantarmos a seguinte proposta é justamente fornecer de modo direto as etapas do
algoritmo que se manterao mesmo apoés aplicada a inducao e apresentar a complexidade
do algoritmo baseada nessas etapas.

Durante os estudos da convexidade P3 e implementacao do algoritmo percebemos que
para classes de grafos que tem poucas solucoes 6timas, como a classe de inflados ou grafos
escada, a convergéncia era muito dificil. Podemos imaginar que se um grafo possui N
vértices e precisamos escolher J deles, tal que 0 < J <= N, e s6 exista um conjunto Z de
tamanho J que seja o menor fecho convexo, escolher justamente esse conjunto sera uma
tarefa nao propicia para poucas amostragens, ou seja, ¥ pequeno. E mais, serd quase
impossivel escolher aleatoriamente este conjunto. Isso é verdade para a maioria dos casos,
mas nao se a escolha dos conjuntos for guiada de modo probabilistico.

Um algoritmo genético possui um fator importante de convergéncia, por exemplo.
O crossover entre os melhores individuos de uma populagao tende a gerar individuos
melhores ao longo das evolugoes. Poderfamos ter aplicado esse tipo de algoritmo aqui
mas a desvantagem é que por vezes o crossover considera a codifica¢ao/decodificagao
da solugao, e nota-se que um crossover ingénuo entre dois fechos convexos de tamanho
J nem sempre sera um fecho convexo do grafo. Mas inspirada nessa possibilidade de
convergéncia, que existe em outros tipos de algoritmo de otimizagao, propomos uma nova

solucao.

3.4 RESULTADOS

Os resultados e codigo do algoritmo proposto pode ser encontrado no repositério
GitHubl Foram testados também diversas configuragoes para execu¢ao do mesmo algo-
ritmo proposto. Essas configuragoes foram armazenadas em forma de variaveis ambiente
no projeto e poderao ser alteradas conforme demonstrado no arquivo README.md do
repositorio. Por exemplo, é possivel desabilitar a etapa de amostragens aleatoérias por peso

através da variavel WITH WEIGHT = False. Outro ponto relevente é que os resultados


https://github.com/xiaoyongkong/TCC
https://github.com/xiaoyongkong/TCC
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das execugoes sao salvos em formato CSV e para cada grafo testado é gerado um arquivo

resultado no formato *.gezf pronto para ser aberto no software open source Gephi.

As variaveis estao definidas no arquivo .env

INITTAL GRAPH: o nimero que representa o arquivo que contém o grafo. Por

exemplo, se o arquivo tiver o nome 01.txt entao esta varidavel deveré ter valor 01.

CONTAMINANTS: o ntiimero de vizinhos que devem estar contaminados para con-

taminar um vértice no problema do fecho convexo.

LENGTH SAMPLE: o ntimero de conjuntos aleatorios que deverao ser gerados

para buscar uma melhor solucao durante a fase de otimizacao.

STOP ON_FIRST BEST SAMPLE: se definido como True nao precisara gerar
LENGTH SAMPLE conjuntos para encontrar o melhor. No primeiro conjunto que
for melhor que a melhor solucao atual o algoritmo de geracao de conjuntos sera

interrompido para prosseguir para a proxima tentativa da fase de otimizacao.

FLEXIBLE BINARY SEARCH: se definido como True ira realizar o reset do ta-
manho do conjunto minimo para 1 sempre que encontrar uma melhor solugao na
busca binaria. E equivalente a rodar uma nova busca binaria sempre que encontrar

uma nova soluc¢ao melhor.

WITH WEIGHT: se definido como True fara a selecao do conjunto de vértices

pertencente ao fecho inicial aleatorio baseado em pesos.

VELOCITY: multiplicador do peso de um vértice ao encontrar uma nova solugao

na fase de geragao de conjuntos aleatorios.

Conforme relatado diversas configuragoes foram testadas, listamos abaixo as configu-

ragoes utilizadas como default de execugao:

CONTAMINANTS = 2

LENGTH SAMPLE = 100 ou 500

STOP_ ON_FIRST BEST SAMPLE = False
FLEXIBLE BINARY SEARCH = True
WITH WEIGHT = True

VELOCITY =1

ONE IN = 10 ou 100


https://gephi.org/
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grafo classe tamanho | tamanho de Z | Y | ONE IN | melhor execugao?
001.tgf | caminho | 100 57 500 | 10 Sim
001.tgf | caminho | 100 o7 500 | 100 Nao
001.tgf | caminho | 100 58 100 | 10 Nao
001.tgf | caminho | 100 61 100 | 100 Nao
002.tgf | caminho | 1000 569 500 | 100 Sim
002.tgf | caminho | 1000 575 100 | 100 Nao
002.tgf | caminho | 1000 575 500 | 10 Nao
002.tgf | caminho | 1000 599 100 | 10 Nao
003.tgf | arvore 100 52 500 | 10 Sim
003.tgf | arvore 100 53 100 | 10 Nao
003.tgf | arvore 100 54 500 | 100 Nao
003.tgf | arvore 100 55 100 | 100 Nao
004.tgf | arvore 1000 536 500 | 10 Sim
004.tgf | arvore 1000 538 500 | 100 Nao
004.tgf | arvore 1000 546 100 | 100 Nao
004.tgf | arvore 1000 551 100 | 10 Nao
005.tgf | grade 100 10 100 | 10 Sim
005.tgf | grade 100 11 100 | 100 Nao
005.tgf | grade 100 11 500 | 100 Nao
005.tgf | grade 100 12 500 | 10 Nao
006.tgf | grade 900 32 500 | 100 Sim
006.tgf | grade 900 33 100 | 10 Nao
006.tgf | grade 900 33 500 | 10 Nao
006.tgf | grade 900 34 100 | 100 Nao
007.tgf | inflado 128 32 100 | 10 Sim
007.tgf | inflado 128 32 100 | 100 Nao
007.tgf | inflado 128 32 500 | 10 Nao
007.tgf | inflado 128 32 500 | 100 Nao
008.tgf | inflado 1024 252 500 | 10 Sim
008.tgf | inflado 1024 252 500 | 100 Nao
008.tgf | inflado 1024 254 100 | 100 Nao
008.tgf | inflado 1024 255 100 | 10 Nao
009.tgf | ciclo 1000 562 500 | 100 Sim
009.tgf | ciclo 1000 568 500 | 10 Nao
009.tgf | ciclo 1000 578 100 | 100 Nao
009.tgf | ciclo 1000 591 100 | 10 Nao
010.tgf | ciclo 100 55 100 | 10 Sim
010.tgf | ciclo 100 56 500 | 100 Nao
010.tgf | ciclo 100 58 100 | 100 Nao
010.tgf | ciclo 100 76 500 | 10 Nao
011.tgf | cordal 4917 1216 500 | 100 Sim
011.tgf | cordal 4917 1244 500 | 10 Nao

A seguir mostramos a tabela de resultados da execugdes do algoritmo para diversas

classes de grafos e utilizando diversas configuragoes:
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grafo | classe tamanho | tamanho de Z | Y | ONE_IN | melhor execugao?
011.tgf | cordal 4917 1248 100 | 100 Nao
011.tgf | cordal 4917 1336 100 | 10 Nao
012.tgf | grade 3600 64 500 | 100 Sim
012.tgf | grade 3600 65 500 | 10 Nao
012.tgf | grade 3600 66 100 | 100 Nao
012.tgf | grade 3600 68 100 | 10 Nao
013.tgf | inflado 1092 364 500 | 10 Sim
013.tgf | inflado 1092 364 500 | 100 Nao
013.tgf | inflado 1092 366 100 | 10 Nao
013.tgf | inflado 1092 366 100 | 100 Nao
014.tgf | indefinida | 20000 1927 100 | 10 Sim
015.tgf | arvore 1999 1111 100 | 10 Sim
015.tgf | arvore 1999 1137 100 | 100 Nao
016.tgf | arvore 3999 2200 100 | 100 Sim
016.tgf | arvore 3999 2258 100 | 10 Nao
018.tgf | arvore 9999 5548 100 | 100 Sim
018.tgf | arvore 9999 6520 100 | 10 Nao
019.tgf | M(200,3) | 400 108 100 | 100 Sim
019.tgf | M(200,3) | 400 113 100 | 10 Nao
020.tgf | M(200,4) | 400 82 100 | 10 Sim
020.tgf | M(200,4) | 400 84 100 | 100 Nao
021.tgf | M(200,5) | 400 65 100 | 10 Sim
021.tgf | M(200,5) | 400 67 100 | 100 Nao
022.tgf | M(200,6) | 400 57 100 | 100 Sim
022.tgf | M(200,6) | 400 58 100 | 10 Nao
023.tgf | grade 3364 127 100 | 100 Sim
023.tgf | grade 3364 130 100 | 10 Nao
024.tgf | 3-regular | 1000 275 100 | 10 Sim
024.tgf | 3-regular | 1000 275 100 | 100 Nao
025.tgf | indefinida | 1000 83 100 | 10 Sim
025.tgf | indefinida | 1000 85 100 | 100 Nao
026.tgf | 4-regular | 1000 32 100 | 100 Sim
026.tgf | 4-regular | 1000 36 100 | 10 Nao
027.tgf | b-regular | 1000 18 100 | 100 Sim
027.tgf | 5-regular | 1000 19 100 | 10 Nao
028.tgf | 6-regular | 1000 10 100 | 100 Sim
028.tgf | 6-regular | 1000 12 100 | 10 Nao
029.tgf | 7-regular | 1000 7 100 | 10 Sim
029.tgf | 7-regular | 1000 9 100 | 100 Nao
030.tgf | 8regular | 1000 8 100 | 10 Sim
030.tgf | 8regular | 1000 9 100 | 100 Nao
031.tgf | caminho 10000 5823 100 | 100 Sim
031.tgf | caminho | 10000 8484 100 | 10 Nao
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grafo | classe tamanho | tamanho de Z | Y | ONE_IN | melhor execugao?
035.tgf | indefinida | 10000 5894 100 | 100 Sim
035.tgf | indefinida | 10000 7146 100 | 10 Nao
050.tgf | inflado 210 15 100 | 10 Sim
050.tgf | inflado 210 15 100 | 100 Nao
051.tgf | inflado 2450 50 100 | 100 Sim
051.tgf | inflado 2450 51 100 | 10 Nao
052.tgf | inflado 480 160 100 | 10 Sim
052.tgf | inflado 480 160 100 | 100 Nao
053.tgf | inflado 800 200 100 | 10 Sim
053.tgf | inflado 800 202 100 | 100 Nao
055.tgf | inflado 1500 507 100 | 100 Sim
055.tgf | inflado 1500 510 100 | 10 Nao
056.tgf | inflado 240 26 100 | 10 Sim
056.tgf | inflado 240 26 100 | 100 Nao
058.tgf | inflado 3000 1010 100 | 100 Sim
058.tgf | inflado 3000 1037 100 | 10 Nao

Para os resultados onde o tamanho da amostra Y verificada foi verificado tanto para
500 quanto para 100 amostras, que sao as amostras de 001 até 013, verificamos que quanto
maior o tamanho da amostra maiores as chances de encontrarmos o um fecho convexo de
tamanho menor. Desses 13 itens, 10 dos melhores resultados foram obtidos com tamanho
de amostra 500 enquanto somente 3 dos resultados foram obtidos com tamanho de amostra
100. H& assim uma tendéncia muito clara de que quanto mais amostragens maiores as
probabilidades de obtermos o Ps-hull set.

E importante notar que para grafos com um alto nimero de vértices, quanto maior
o numero de amostragens Y melhor o fecho convexo encontrado ao final. Porém, como
auferido, a complexidade do algoritmo depende diretamente do nimero de amostragens,
embora num cenario real as amostragens e verificagao se sao fecho convexo de GG entre uma
iteragao de busca binaria e outra poderiam ser paralelizadas. Esta consideragao também
¢ um avanco neste trabalho.

Além disso, dando foco as 10 melhores amostras de tamanho 500, verificamos que
o fator de probabilidade (ONE IN) numa amostragem sem reposi¢gdo e por pesos em
5 dessas amostras foi de 10% enquanto nas outras 5 amostras foi de 1% o que pode
indicar que a escolha de um fator de probabilidade para chegar-se ao P3-hull set pode
também ser aleatorio. Se considerarmos também todas as 38 execucoes, filtrando somente
o melhor resultado de cada uma, e colocarmos em evidéncia o fator de probabilidade para
amostragem, encontramos que 20 delas foram com 10% e outras 18 foram com 1% o que
parece ainda indicar que o escolha do fator de probabilidade inicial pode ser aleatoéria.
Isto indica que a técnica de amostragem sem reposicao por pesos pode ser utilizada em
contextos mais amplos onde se preza pela escolha de um subconjunto desconhecido em

que pretende-se convergir para o 6timo sem precisarmos antecipadamente escolher qual
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a probabilidade deste subconjunto ser a solucao atual. Precisa-se de mais estudos para
concluir a respeito disso, mas parece corroborar também a ideia empirica de que uma boa
solugao pode conter partes de uma solucao 6tima.

Utilizar o ONE_IN permite o trade-off entre os conceitos de exploration e exploita-
tion pois quanto menor for esse valor, maior a probabilidade do resultado da busca ser
considerado o 6timo pois havera menor chance de exploracao entre as amostragens. Ja
quanto maior esse valor, maiores as possibilidades de exploragao por uma nova solucao
enquanto é pouco assumido que o resultado de busca se trata de um 6timo. O conceito
de exploration e exploitation pode ser melhor entendido em (EFRAIMIDIS; SPIRAKIS,
2006). Este artificio técnico de amostragens por pesos sem repetigdo para obtengoes de
subconjuntos na busca pela manutencao de um propriedade, neste caso a convexidade em
grafos, nao parece ter sido utilizada antes e pode ser objeto de estudos posteriores.

Vejamos também nas execugoes apresentadas na tabela acima, para classes de grafos

onde o tamanho do P;-hull set é conhecido:

grafo classe solucao 6tima | tamanho de Z | Aproximacgao
001.tgf | caminho | 50 57 1,1
002.tgf | caminho | 500 569 1,1
003.tgf | arvore 50 52 1,0
004.tgf | arvore 500 536 1,1
005.tgt | grade 10 10 1,0
006.tgf | grade 30 32 1,1
007.tgf | inflado | 32 32 1,0
009.tgf | ciclo 500 562 1,1
010.tgf | ciclo 50 55 1,1
012.tgf | grade 60 64 1,1
013.tgf | inflado | 364 364 1,0
015.tgf | arvore 1036 1111 1,1
016.tgf | arvore 2074 2200 1,1
018.tgf | arvore 5178 5548 1,1
023.tgf | grade 120 127 1,1
050.tgf | inflado | 15 15 1,0
051.tgf | inflado | 50 50 1,0
053.tgf | inflado | 200 200 1,0
055.tgf | inflado | 500 507 1,0
056.tgf | inflado | 26 26 1,0
058.tgf | inflado | 1000 1010 1,0

Como mostrado na tabela acima o algoritmo é em diversas solugoes 1,1 aproximativo
em suas melhores solugoes encontradas. Isto é um 6timo resultado pois demonstra que
para diferentes classes de grafos seria possivel aplicid-lo sem necessidade de encontrar uma
heuristica eficiente. Para redes reais, onde se avalia contaminacao ou influéncia, este

resultado sugere uma nova abordagem técnica para o tratamento pratico da convexidade

P3.
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Figura 17 — Exemplo de uma solu¢ao encontrada para o grafo caminho 001.tgf. Fecho
inicial em verde.

Figura 18 — Exemplo de uma solugao encontrada para o grafo arvore 003.tgf. Fecho inicial
em rosa.
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Figura 19 — Exemplo de uma solugao encontrada para o grafo arvore 005.tgf. Fecho inicial
em rosa.
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Figura 20 — Exemplo de uma solugao encontrada para o grafo ciclo 010.tgf. Fecho inicial
em verde.
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Figura 21 — Exemplo de uma solugao encontrada para o grafo inflado 051.tgf. Fecho inicial
em verde.

Figura 22 — Zoom in numa soluc¢ao encontrada para o grafo inflado 051.tgf. Fecho inicial
em verde.
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4 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Concluimos este trabalho com a esperanca de utilizagao destes resultados nas diversas
areas de aplicabilidade deste estudo como biologia, web, sistemas de recomendagao, entre
outras. Em todas essas redes temos propagacao epidémica, seja de virus ou ideias.

Sabemos que o problema do niimero envoltério P3 é NP-completo. Logo, o algoritmo
produzido é aproximativo, utilizando a busca binaria e escolhas probabilisticas. Esse
algoritmo pode ser usado para calcular a envoltoria convexa em qualquer classe de grafos.
Nos resultados que tivemos, conseguimos empiricamente solugoes 6timas para os grafos
analisados na classe dos grafos inflados, grades e cordais e aproximagcoes para demais

classes de grafos.

4.1 TRABALHOS FUTUROS

Em trabalhos futuros podemos implantar uma rede distribuida para execugao e verifi-
cagao das amostragens checando na pratica o tempo de execugao para obter-se uma boa
solucao. Outro ponto interessante seria encontrar, por propriedades das classes de grafos,
o nimero de amostras Y ideal para executarmos o algoritmo proposto. O processo mais
evidente é que para grafos muito densos o tempo de contaminacao deverd ser menor e
assim o tamanho do conjunto de vértices no menor fecho convexo tende a ser menor. O
numero de amostragens nesse caso também tenderia a ser menor, mas nao sabemos ainda
o quanto. O fator probabilistico de amostragem por pesos e sem repeticao também é uma
incognita deste problema. Testamos um ntmero reduzido para permitir maiores explo-
racoes mas também permitir a chance de melhores solugoes serem buscadas mas pode-se

tentar induzir esse fator pelas propriedades de um grafo averiguadas em O(N + M).
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APENDICES

APENDICE A — MARKETING VIRAL USANDO CONVEXIDADE

"A mente que se abre a uma nova idéia
jamais voltard ao seu tamanho origi-

nal”.

Albert Einstein

A.1 MARKETING VIRAL E SISTEMA DE RECOMENDACAO

Com o crescimento das redes sociais, temos os chamados influenciadores que sao os
usuarios da rede capazes de emitirem informacoes ou ideias pela rede social e essas infor-
macoes serem capaz de estimular outros usuario da rede que a receberam a compartilha-
las com seu amigos, temos um marketing viral. Segundo (RODRIGUES; FONSECA|
2015) Marketing Viral é uma estratégia de marketing que tem como objetivo explorar as
conexoes entre os individuos da rede para se espalhar e viralizar como ocorre em uma
epidemia.

Durante as ultimas décadas, com o surgimento do Youtube, Amazon, Netflix e muitos
outros servigos da web, os sistemas de recomendagao tomaram cada vez mais lugar em
nossas vidas. Desde o e-commerce (sugerir aos compradores artigos que lhes possam
interessar) a publicidade online (sugerir aos utilizadores os contetdos certos, de acordo
com as suas preferéncias), os sistemas de recomendagao sao hoje incontornéveis nas nossas
jornadas online diarias. O objetivo das empresas é oferecer melhores direcionamentos de
servigos e produtos com intuito de transformar o usuério da rede em cliente consumidor.
Esses sistemas sao usados para prever a classificacao ou preferéncia que um usuério sinaliza
a um item pesquisado na rede e, assim, recomendar produtos e/ou servigos com maior
probabilidade de aceitagao pelo usuério.

O objetivo neste capitulo é propor um modelo de recomendagao representando a rede
de usuarios por um grafo e usando a convexidade Pj3 através de conceitos conhecidos de

convexidade em grafos.

A.1.1 Trabalhos Relacionados

No artigo (RODRIGUES; FONSECA| 2015)), é apresentado um modelo epidemiold-
gico SIR (Susceptible-Infected-Recovered) para estudar os efeitos de uma estratégia de
marketing viral. E feita uma comparacio entre os parametros da doenca e o aplicativo
de marketing, e sao realizadas simulacoes utilizando o software Matlab.

Ja em (HAFIENE; KAROUI; Ben Romdhane, [2020) sdo encontrados pontos chaves

e desafios para o problema de maximizacao de influéncia e detecgao de nods influentes
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em redes sociais dindmicas em contraponto a pesquisas anteriores que se concentram no
desenvolvimento de algoritmos em redes sociais estaticas.

No texto de (ESKANDANIAN; SONBOLI; MOBASHER/, 2019) uma pequena quan-
tidade de usuérios denotados como usuarios influentes possuem grande relevancia para o
marketing viral, uma vez que tais usuérios tém impacto sobre os outros usuarios. Essa di-
namica pode afetar o comportamento de uma rede sendo esse um dos principais problemas
de interesse da area.

Em (DREYER; ROBERTS, 2009) foram estudados modelos de disseminagao de do-
engas ou opinioes por meio de redes sociais em grafos. Nos modelos citado neste artigo,
os vértices possuem dois estados possiveis: 1 para infectado ou 0 para nao infectado. A
mudanca de um estado para o outro é chamado de processo de limiar irreversivel, onde
um vértice entra no estado 1 se pelo menos seus vizinhos estiverem no estado 1. Além
disso, um determinado vértice nunca sai do estado 1 uma vez que esteja nele. O objetivo
deste estudo em questao é que todos os vértices da populacao sejam alcancados. Foram
discutidas as maneiras de defesa contra tais conjuntos saturantes, como por exemplo, va-
cinando ou projetando topologias de rede. Foi resolvido o problema para caminhos, grafos
completos, arvores e limites para grafos r-regulares.

Em (NASCIMENTO; FERREIRA; COELHO], 2020) apresenta uma revisao sistema-
tica da literatura sobre os resultados e aplicagoes ao ntimero envoltorio na convexidade
P; em grafos sobre estudos tedricos e aplicados sobre o nimero envoltério considerando a
modelagem de fenomenos sociais. Os resultados da pesquisa mostram que o parametro é
pouco explorado para a modelagem de fen6menos em redes sociais.

Em um estudo dado por (CHEN} [2009) uma rede social foi modelada pela estrutura de
um grafo de modo que para cada usuario, representado por um vértice, foi fixado um valor
denotado por threshold. Com isso, cada usuario adotard ou comprarda um determinado
produto comercializado na rede se tal vértice possuir um ntmero de vizinhos igual ao
valor do parametro threshold. Este estudo teve como objetivo encontrar um pequeno
conjunto de vértices (usudarios) S tal que, se o produto a ser vendido for consumido pelos
usuarios de S, entao uma grande parte de outros usuarios tendera a se tornar comprador
ou consumidor do produto em questao. O principal resultado desse estudo foi obter o
menor conjunto S que tem a propriedade de influenciar o consumo demasiado no grafo
sendo esta uma tarefa dificil do ponto de vista computacional. E, para este caso tentar
uma aproximac¢ao de uma solu¢ao minimizada de S. Alguns outros resultados sobre
influéncia em redes sociais podem ser encontrados nos trabalhos (KEMPE; KLEINBERG;
TARDOS, [2003), (KEMPE; KLEINBERG; TARDOS, 2005) ¢ (PASTOR-SATORRAS;
VESPIGNANTI et al., [2003)).

Observa-se em (GONG et al [2016) a importancia do estudos de caminhos minimos
em redes sociais de larga escala. Segundo (KIM; SRIVASTAVA| 2007) as decisoes de

compra sao muitas vezes fortemente influenciadas por pessoas que o consumidor conhece
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e confia. Além disso, muitos compradores online tendem a esperar pelas opinides dos
primeiros usuarios antes de tomar uma decisao de compra para reduzir o risco de comprar

um produto fora das expectativas de consumo.

A.2 DEFINICOES BASICAS

Chamamos de itera¢ao do operador de influéncia I sobre um subconjunto de vértices
S ao conjunto I(I(...I(S))) = I*(S). Esses e outros conceitos sobre grafos podem ser
encontrados em (BONDY; MURTY] 2011)).

Seja S um subconjunto de vértices de um grafo GG, suponhamos que S seja um grupo
de influenciadores do grafo G. Partindo do conjunto S, iremos infectar o grafo através de
sucessivas iteragoes de [ passo a passo até obtermos um conjunto que nao infecta mais

nenhum outro vértice e esse conjunto ¢ o fecho convexo de S, denotado por H(S).

I:1°8) cIY(S) c I*(S) C..c PT(S) = H(S)

Caso H(S) = V(G), ou seja, o conjunto S infecta todos os vértices do grafo em um
numero finito de passos de infec¢do, dizemos que S é um conjunto de fecho do grafo (em
inglés, Ps-hull set). Alguns estudos de convexidade podem ser encontrados em (DOU-

RADO et al., [2009) e (NASCIMENTO; FERREIRA; COELHO, 2020) .

A.3 O PROBLEMA DE MAXIMIZACAO DE INFLUENCIA E BIBLIOGRAFIAS RE-
LACIONADAS

O termo marketing de influéncia foi primeiramente utilizado no texto "Consumer and
Industrial Buying Behavior" (VINSON et al., [1978). Marketing de influéncia é uma abor-
dagem de marketing que consiste em praticar acoes focadas em individuos que exercam
influéncia ou lideranca sobre potenciais clientes de uma marca. Como beneficio, os in-
fluenciadores interferem nas decisoes de compra dos clientes a favor de uma determinada
marca.

O objetivo do marketing viral na plataforma de redes sociais populares online é pro-
pagar rapidamente informagoes de marketing a um custo menor e aumentar as vendas.
No artigo "Discovering the influential users oriented to viral marketing based on online
social networks"(ZHU}| 2013) os autores propoem um método para ajudar as empresas
a identificar esses usuérios como sementes para maximizar a difusao de informagoes no
marketing viral.

Nas redes sociais em grande escala, o comportamento coletivo de grandes populagoes
pode ser influenciado por um pequeno nimero de usuérios (JIANG et al.| |2019). Tais
usuérios sao denominados better influencers. A identificacao dos better influencers ajuda

a controlar uma rede inteira ou uma grande parte da rede. O problema definido como
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encontrar better influencers em uma rede é formalmente definido como a maximizacao da
influéncia coletiva (PONCIANO;, [2019)).

De modo a sugerir meios eficientes de tratar o problema, iremos abordar alguns mo-
delos encontrados na literatura assim como introduzir uma nova proposta de modelo
computacional.

Domingos e Richardson propuseram um problema algoritmico fundamental para a
identificacao dos better influencers em (DOMINGOS; RICHARDSON]| 2001). Suponha
que um conjunto de dados em uma rede social tenha as estimativas da extensao em que os
usuérios influenciam uns aos outros, e ao se recomendar um novo produto o esperado seja
que o produto seja adotado por grande fracdo da rede. E mencionado que principio do
marketing viral é que, ao visar inicialmente os better influencers da rede e, dando amostras
gratis do produto, é possivel desencadear uma cascata de influéncia pela qual os usuéarios
ligados a ele recomende o produto a outros usuarios fazendo com que diversos usuarios
experimentem o produto. A grande questao se concentra no fato da escolha adequada de
usuarios que entre neste processo da maneira mais eficiente.

Neste trabalho (OLIVARES; MUnOZ; RIQUELME] 2021)),foi proposto um novo mo-
delo de otimizacao para ambas as perspectivas em conflito, através do modelo.

Segundo o modelo apresentado em conhecido na literatura como Linear Threshold
Model, cada vértice v do grafo é influenciado por cada um de seus vizinhos de acordo com
peso p,,, de modo que a soma desses pesos seja igual a 1. Segundo o autor, a dinamica
de contaminacao acontece da seguinte maneira: Cada vértice v escolhe um threshold
(limite) ¢, de maneira uniformemente aleatoria em um intervalo [0, 1]; isso representa o
nimeros de vizinhos de v que devem se tornar ativos para que v se torne ativo. Dada
uma escolha aleatoria de limites e um conjunto inicial de vértice ativos I, as interacao
I(I(...I(S))) = I'(S) sao realizada em t etapas, onde todos os vértices que estavam ativos
na tempo t — 1 permanecem ativos e sera ativado um vértice v para o qual o peso total
de seus vizinhos ativos seja pelo menos 6,,.

Outro modelo que podemos citar que é apresentado em (KEMPE; KLEINBERG;:
TARDOS, [2003) é o modelo Cascata Independente que se inicia com um conjunto inicial
de vértices ativos Iy, quando um vértice v se torna ativo pela primeira vez na etapa t,
¢ dada uma tunica chance de ativar cada vizinho w dele que ¢ inativo. O vértice v tera
sucesso com uma probabilidade p,, que é o parametro do sistema. Se o vértice v for
bem-sucedido, entao w se tornara ativo na etapa t 4+ 1; caso contrario, nao poderé fazer

outra tentativa de ativar o vértice w nas etapas posteriores.
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A4 UM EXEMPLO NO CONJUNTO DE BETTER INFLUENCERS RESTRITO A
GRAFOS INFLADOS

Seja G(V, E) um grafo. O grafo inflado G; de G é obtido por G trocando todo
vértice v de grau d(v) por uma clique Ky, e cada aresta uv por uma aresta entre dois
vértices da clique correspondente Ky, e K,y de Gy de tal forma que Gy que vem das
arestas de G forma um emparelhamento de G;. Os grafos inflados sao introduzidos por
(DUNBAR; HAYNES, [1996)). O estudo de dominagao e de outras variagoes do problema
de dominagao pode ser observado em (FAVARON| |1998; KANG; SOHN; CHENG/ [2004).
Seja G = (V, E) um grafo simples. O conjunto S C V(G) ¢ uma dominagao se para cada

vértice v € V — S. O vértice v tem pelo menos vizinho em S.

Figura 23 — Ilustragao da contaminacao G e seu grafo inflado G

O conjunto S C V(G) é uma dupla domina¢do de G se para cada vérticev € V(G)—S,
|S N Ng(v)| > 2, ou seja, cada vértice v no grafo tem pelo menos dois vizinhos em S. O
célculo da dupla dominagao minima foi provado em (CENTENO, 2012a)) que para grafos
bipartidos, cordais, bipartidos cordais, a complexidade do problema ¢ NP-completo. Note

que o conjunto de better influencers para t = 2 é também uma dupla dominacao.

Teorema 1. (PONCIANO et al.,|2022) O conjunto de better influencers parat =2 (uma
dupla dominagao) é NP-completo para grafos inflados.

Teorema 2. (PONCIANO et al., |2022) Seja G um grafo inflado. O conjunto dos usud-
rios considerados better influencers de G pode ser computado em tempo polinomial quando

nao temos as restricoes para tempo t.
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A5 DEMONSTRACAO DO TEMPO DE GERACAO POLINOMIAL PARA T=3

Provamos que podemos encontrar os better influencers de maneira polinomial para t=3

em uma classe restrita de inflados que mostram que ¢é polinomial para classe de grafos de
Sierpinski S(n, k), conforme definido em (GRAVIER; KOVSE; PARREAU, 2011). Em

particular, para S(n,3) sao grafos de Torre de Handi.

111

221

222

223 232 233 322 323 332
Figura 24 — Exemplo de S(3, K3).

Um subgrafo gerador S de um grafo G é chamado de k — fator de G, se d(u) = k,
Yu € S . No caso, particular de k = 2, S é a uma uniao disjunta de ciclos, chamado
2-fator.

Teorema 3. Se G tem 2-fator, entao G tem conjunto de better influencers de tamanho

minimo n com tempo de geracao igual t=35.

Demonstra¢ao. Suponha que raiz G de grafo inflado GG; tenha um 2-fator , entao grafo G
possui um subgrafo gerador que é a uniao disjunta de ciclos . Ao aplicar a operacao Gy
em G cada ciclo dobra de tamanho, tendo 2-vértices em cada clique de G;. Como ciclo é
par , tomamos metade dos vértices , um em cada clique. Aplicando o procedimento em
todos ciclos disjuntos de GGy vindo do 2-fator temos um conjunto de better influencers de
tamanho n, com tempo t=3, pois a outra metade dois vértices de cada clique é gerado no

tempo t=2 e o restante dos vértices da clique em t=3. O
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Figura 25 — Arestas vermelhas formam um 2-fator do grafo G

Figura 26 — Ilustragao da contaminacao t=3
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