


Resumo

Este trabalho visa a caracterizagdo de alguns aspectos dindmicos do asterdide
Thule, através da integragdo numérica das equagdes exatas do movimento
correspondentes ao problema restrito de trés corpos e da aplicagdo do modelo
simplificado para a ressonancia de primeira ordem (Sessin-Bressane,1988). A
integragdo € realizada através de um mapeamento simplético ¢ de um integrador
convencional (Bulirsh-Stoer), objetivando a possibilidade de maiores informag¢des sobre
a complexidade e a regularidade exibida pelo movimento.

Durante o processo de integragdo numérica, valores das constantes do
movimento associadas a0 modelo integravel sdo calculados e posicionados no diagrama
que norteia a classificagdo global do espago de fase (Sessin,1981). Este procedimento
foi proposto por S. Guillens e al (1994) no estudo da ressonancia 3:1 e resultados
promissores vem sendo obtidos, como por exemplo, uma explanagdo para a zona de
incerteza de Wisdom, que ¢ considerada a principal responsavel pela existéncia de caos
em grande escala. Tal fato motivou a proposta deste projeto.

Aqui, um fato interessante foi constatado, a conhecida caracteristica de libragao
-circulagdo (Tsuchida,1988, Stuchi,1991) foi reproduzida, quando da utilizagdo do
mapeamento simplético. Porém, a andlise evolutiva das constantes do modelo, no
diagrama de integrais primeiras, mostra que tal circulagdo ¢ na verdade uma circulagdo
paradoxal, ou seja, a mudanga de regimes se realiza sem o cruzamento de separatrizes,
durante todo o intervalo de tempo considerado na integragdo numérica. A configuragao
do espago de fase em cada ponto é sempre a mesma que aquela obtida com a aplicagdo
usual do modelo simplificado.
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Introducao

O modelo simplificado para ressonancias de primeira ordem ¢ utilizado,
diretamente, através do cdlculo das integrais primeiras ( £, ) a partir das condigdes
iniciais adotadas para o asteroide Thule (ressonancia 4:3), e de maneira indireta, como
suporte para uma descrigdo qualitativa da trajetoria a partir da evolugdo das series
temporais E(t)eG(t). Assim, uma descri¢do sucinta da obtengdo da hamiltoniana
média que o representa é apresentada no capitulo 1, bem como a classifica¢do geral do
espago de fase correspondente.

No capitulo 2 sdo colocados os aspectos principais envolvendo a construgdo do
mapeamento simplético de 4* ordem para as equagdes exatas do movimento (problema
restrito de 3 corpos).

Finalmente, no capitulo 3, estdo apresentados os resultados que evidenciam
particularidades da complexa trajetoria exibida por Thule, bem como a regularidade
observada em seu movimento.



Capitulo 1 - Modelo Simplificado para a Ressonancia de 1°
Ordem

O modelo consiste em uma hamiltoniana média simplificada (Sessin-
Bressane,1988) que fornece uma descrigdo qualitativa do movimento de asterdides
associados as ressonancias de primeira ordem. Esta hamiltoniana ¢ truncada na primeira
ordem na excentricidade do asterdide e de Jupiter. Os termos de longo periodo em
ambas as excentricidades ndo sdo considerados.

Aqui sera descrito o processo de obtengio da referida hamiltoniana que viabiliza
solucdes analiticas correspondentes ao problema restrito de trés corpos planar proximo
a uma ressonancia de primeira ordem.

O ponto de partida é a consideragdo da hamiltoniana associada ao problema
restrito de trés corpos:
F=F,+F

onde

¢ a integral da energia associada a0 movimento eliptico, e F, ¢ a fungdo perturbadora
para o caso coplanar, com (Crmos de at¢ primeira ordem na excentricidade (
Brower,1961):
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M - massa do Sol
k - constante de Gauss
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o = — -razdo entre os semi-eixos maiores do asteroide e de Jupiter
a,

g }‘. . .
bl =bly(a) -k - esimo coeficiente de Laplace

_ 74
D= (JT- g

cd

E conveniente ressaltar que todos os termos com indice J se referem a Jupiter.

Este sistema ndo ¢ autdnomo, pois o pardmetro A, ¢ uma fungdo do tempo. E

necessario extender o espago de fase introduzindo na hamiltoniana 0 momento ®, o
qual ¢ canonicamente conjugado a4, :

2

F=-n®+l +F
a7

|
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O sistema autdonomo ¢ candnico nas variaveis (L, ®,G-L A, 4,,@) ¢
apresenta trés graus de liberdade.
Uma transformagdo candnica de contato ¢ utilizada para que o angulo critico:

@=pi—-(p+1A,

seja uma nova coordenada. O novo conjunto de variaveis sera denotado por
(x,9".y,4",6,@") e a funglo geradora ¢ dada por

fr=(pA-(p+DA,)¢ +Aix+my,

cujas equagdes de transformagao sdo:

Y . Arsid
(p+1)

¢ =- : i) 0= pi-(p+1A,
(p+1)

y=G-1L o'=w

O angulo critico esta associado aos pequenos divisores:
k(pn—(p+Un,)=0,keZ",

que aparecem nos tratamentos analiticos classicos de perturbagio.

Agora, o proximo passo ¢ o procedimento classico da eliminagdo dos termos de
curto periodo. Assim sendo o sistema dinamico ¢ reduzido a dois graus de liberdade,
uma vez que a variavel A ¢ ignoravel.

Deste modo, a hamiltoniana adquire a forma :
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A, =Q2p+2) AL + AP
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6;.,- - delta de Kronecker .

A condigdo de ressondncia exata ¢ dada por
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Deste modo, a vizinhanga da ressonancia exata ¢ dada por:

n(p+l)-p £

-~

(x+ pg')’

Na ressonancia exata os valores para L,a ¢ ¢’ sdo:
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Uma transformagio candnica envolvendo o par (¢',6) ¢ realizada, a saber:

¢=¢'-0;.
sendo que ¢ = 0 corresponde a ressondncia exata .

As seguintes hipéteses sdo consideradas:
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A hamiltoniana nas vizinhangas da ressondncia pode entdo, numa primeira
instdncia, ser representada por:
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Realizando uma mudanga na escala de tempo, rzl————
2 M+m,

2z
nlf a,t, e

considerando que 45 e 4, sdo calculados para a— a3 , se obtem:

2
.3 m ,
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As equagdes do movimento associadas a esta representagdo simplificada sdo
dadas por:

d m;
Ei_ﬁ = E;’7[,4_‘@;i sen(6+ @) — Aye; sen(6 + wJ)]
EJX*&A e, sen(@+ @)
dr M *
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Como primeiro passo para a integragio analitica, as seguintes varidveis sdo
introduzidas:

h = e}, sen(0+ @) k = el cos(0+ @)
h, =e,sen(0+a@,) k,=e,cos(d0+wm,) ,
3 2
:_Eﬂ'_“ A= & (r"ru)
Ly a.L,

Com tais variaveis, € obtido o sistema ndo canonico de equagdes do movimento:

—C{é: Dh—-D, h, —(!—t?- =-2&
dA dA
dh dk
—=-D-2&k —=2&h
dA J dA d
dh, dk
——=-2¢k L =2Fh 5
L=k, L= by
onde
m, dap m, A,ap
. i
M 3p M 3p°

1 ; ; dg . :
Este sistema ¢ superabundante, pois tanto 4, e k£, quanto Y ddo a variagdo de

O emrelagdoa A .
A seguir sdo introduzidas as variaveis:

H=Dh-D, h, K=Dk~D; k, ,

as quais vao propiciar a integrabilidade do sistema.

Agora, o sistema anterior adquire a forma:

dA dA

dH dK

— =D =2&K —=2EH
dA Y A

com as integrais primeiras /' e (7 dadas por:
E*-K=E H? +K* =2D*(£-G),

Com isso, o problema se reduz a
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Zi_:_ =+ -P(Q) . PQ=& -2£8 +20°6+(E7 -2D°G).
Fe

A partir da solugdo para £ acha-se as solugdes para 0, H e K:

A

0=0,-2[zdn
H = +,[-P(&)
K=F-E .

As trajetorias H(K) correspondentes sdao dadas por:

H(K)=+JO(K) e O(K)=-K>+2D*JK + E +2D*G = -P(&).

O(K) corresponde aos polindmios (¢, (K) e O (K), que por sua vez
correspondem, respectivamente, a valores negativos e positivos de &.

O tipo de solugdo para & depende de um estudo das raizes do polindmio P, que
¢ fungdo das constantes (G e £. As curvas correspondentes as raizes do polindmio
dividem o plano das integrais primeiras (£,() em regides com possibilidades de
movimento distintas. Sessin (1981) elaborou um estudo detalhado de P(<), bem como
de ((K), resultando numa classificagdo global do espago de fase em fungdo dos
valores da integral extra (. Um rapido resumo dos métodos envolvidos na classificagao
se encontra no apéndice A.

A figura 1.1 mostra o plano das integrais primeiras com a normalizagdo sugerida

por Sessin (apéndice A). As curvas %,,F, e E,, onde ocorrem raizes multiplas de
P(&). dividem o plano (E(T) em trés regides. Na regido IlI, abaixo da curva’Z,,
P(&) possui 4 raizes complexas e portanto ndo ha movimento associado a valores de
E e G nesta regido. Na regido 1, entre as curvas E,e £,, P(£) tem 4 raizes reais e na
regido II, que abrange o restante do plano, 7(¢&)tem duas raizes reais e duas complexas.
Estdo representadas também as parabolas P: E* =2D°G e
P, G* = E (normalizadas), as quais sdo curvas auxiliares utilizadas por Sessin para a
referida classificagdo do espago de fase reduzido.
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figura 1.1- classificagdo do plano EG

As diversas configuragdes possiveis para o espago de fase sdo mostradas nas
figuras 1.2-1.5.

Basicamente, as trajetorias (H,K) correspondem a libragdes ou circulagies.
Dessa forma, as curvas do tipo 2 e 5 representam regimes de circulagdo, enquanto as
curvas do tipo 1 e 4 representam /ibragdes. As curvas do tipo 3 sdo separatrizes, que
separam curvas com topologias distintas. As separatrizes estdo associadas a curva -,
do plano £G. Conforme sua disposigdo em relagdo a separatriz, as circulagdes sao ainda
classificadas em circulagdo externa (curvas 5) e circulagdo interna ( curvas 2).

As curvas do tipo 1 sdo consideradas /ibragoes paradoxais, uma vez que,
embora suas formas sejam caracteristicas de libragdes, essas curvas sdo na verdade
continuagoes analiticas de circulagdes externas.

As curvas do tipo 2 sio também chamadas por Sessin de cirulagdes paradoxais,
pois apesar de corresponderem a um movimento onde o circula, essas curvas pertencem
a mesma familia topologica que as curvas do tipo 4.

Nas figuras 1.5 e 1.6 ndo existem separatizes, de modo que todas as curvas
representadas, quer representem libragdo ou circulagdo do angulo o, pertencem a uma
mesma famila topoldgica. Aqui, a separagdo entre regimes de libragdo ¢ circulagdo esta
associada a parabola P,, introduzida por Sessin para a classificagdo do plano £G.
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figura 1.3 -



figura14- G <1

figura1.5- 0< G <1
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figura 1.6 - G < 0

As trajetorias h(k) sdo obtidas a partir de H(K) adicionando-se¢ a oscilagdo
harmdnica com amplitude proporcional a ¢, e argumento (€+ @, ), como ilustrado na
figura 1.7.
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figura 1.7 - composi¢do de movimentos no plano hk
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Capitulo 2 - Mapeamento Simplético de 4° Ordem para o
Problema Restrito de Trés Corpos

A hamiltoniana do problema restrito de 3 corpos em coordenadas cartesianas ¢

l 3 3
H(x,y.2,px s Py> P2 0) = 5 (Px + Py +p§)——*;—’£f;——:+
2 1{.1" +y 4z
1 XX, +yy, 2z ‘

= kzm_, : == - - ‘ -
\{(‘r-xj) +(.V—'.VJ) +(:‘:.J) + (x}+y;+:;)

onde x, y, = s@o as coordenadas cartesianas do asterdide, py, py € p; s80 0s momentos
candnicamente conjugados as coordenadas; x,,y, e z, sdo as coordenadas cartesianas

de Jupiter e entram aqui como pardmetros. Por conta da dependéncia explicita de
x,,y,e z, em £, o sistema ndo ¢ autonomo. Os pardmetros x,,y, e z, também

podem ser escritos como fungdes da anomalia média /,, de modo que podemos escrever

H=H(x,y,z,l,,p,.p,.P..P;,)

onde p, ¢ o momento conjugado a /,, ¢ ndo aparece na hamiltomana. Fazendo uma
transformagdo candnica gerada por

Folxv.z,1;,F Poydys P )=-xP, - yP, ~ zP. —n,(t - }")P,_;

J=z" x2

¢ com equagdes de transformagdo

F 7F
X=—0;"-x p\,:—-( .
OP, ' ax '
AF: cF
:*:}j: Py == ‘—Pv
ar, oy
> :_(;"!'; - g o or, _p
oP, oz
éF, , ; oF,
[":'5}1 =yle=T)=ly B=Zm=h

obtemos como nova hamiltoniana

P T L Y S

o'l
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7

r ] 2
H' =Sy + Py + 1) =1y p, — et
VX + 4z

1 Xx, +yy, +zz

H;‘;

~k’m, : =
Yo + (-0, +-z,)+ (2+y2+2)"

Este novo sistema € autébnomo.

4

Esta hamiltoniana ¢ da forma /7 = A(p)+V(¢) . Um mapeamento simplético de
4% ordem de Yoshida (Stuchi,1993) ¢ dado por:

i , o N
" =4t e 2 A5 Yo
op;
g . Kel.3
k+1 = k‘i’d = +] 5{
P = g vl (@)

Uma rapida explanagdo sobre mapeamentos simpléticos ¢ oferecida no apéndice

No caso em questdo, as fungdes 4 e V sdo
s ] 4 2
A(P) = (Px +Pi +P2)=m; 7,
o M 2 1 XX, + VY, +2zZ,
G’)'—‘"“:’*“""‘—"k m; 5 ¥z
Jx 7+ \f(x~x_})2+(y~y‘,)2+(:—:u,) + («\’_3+.V}+Zi)
Suas derivadas parciais sdo dadas por
oA_, 2A_, oA_  o4__
Ppy Py o, Py op, * Z é,pb J
ov UX 3 ksz(x—.r,) " k*m,x, ‘
ox (x" +y? +2° )3"!2 [(r -x,) +(y-3,) +(z-z, )2]3{2 (xf +y;+z; )M
av MHy 4 kzm_,r(y “J"J) k’m,y,
= - e
W 2) e 2] ()
v _ Uz . kK’my(z-z,) k*m,z,
s 32 32 32
N T T ey E RO )
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Consideraremos x,,y, e z, como fungdes da anomalia média /,, que é nossa
quarta variavel. Temos entdo

é"V: ~ ksz(.T--’fJ) +k2mj X ~3J\U{J+yy',+::J dx,
: 32 ) 2 | |
| e x) - n) +e-2) ] (i+yi+z)"  (+riz) ) |4
) 4
3 kzmi(y‘y.f) +&2m Y B el P 4 il d)".r+
2 2 o PP T2, 2, 2\ 2, 2, .2V | dl
[(x—xj) +(y—y_,) +(._—~J) ] (‘xJ+y.!+"J) (x,f+y.f+".!) ] 4
:
o f(sz(:—:J) - z g Ry, dz,
5 . 3/2 43132 52
T R i (e e g
|

Agora as coordenadas cartesianas de Jupiter podem ser obtidas de seus
elementos orbitais através das expressdes

x, = afcosu—e)A+avl — e senuB
y; =—a(cosu—e)C +avl-e* senub,

z, =da(cosu—e)l: —av1-e® senul’

onde

A = cosw cosQ) — sen @ sen Q cosi
B = senmcos{ + cosm cos{2cosi
(" = senwcosQ + cosw sen L2¢os!
D = cos@cosC2cosi — sen @ senf
E =senisen{2
F = senicosQ

e u ¢ aanomalia excéntrica. Além disso, — =——.

; . du . -
Derivando x,,y, € z, no tempo aparecera o termo:i—, cuja expressido €
{
obtida derivando a equagdo de Kepler no tempo:

du N n;
dt  1—ecosu

Temos com 15s0:

14



dx, |

— = [—a senuAd + a1 ——e—;cosufi] l

dl, —ecosu
d

Vo _ [a senC +avl—e? cos u})]——*—l—-
dl, 1 —ecosu
=, _ [—-a senuk —av1—e* cos uF]

dl, l—ecosu

A anomaha excéntrica v ¢ calculada a partir da anomalia média / resolvendo
numericamente a equagdo de Kepler. A rotina utilizada ¢ aquela apresentada por Danby

(1989).
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Capitulo 3 - Investigagao Dinamica do Asteréide (279) Thule

3.1 - O modelo simplificado aplicado a (279) Thule

O asterdide Thule (279) ¢ o unico exemplar conhecido que se¢ encontra
capturado pela ressonancia 4:3 com Jupiter. Embora esteja proximo de Japiter ( razdo
de eixos a = 0,822 ) e portanto sujeito ao efeito de deplegdo do campo gravitacional
deste, 0 mesmo vem se mantendo em sua Orbita ressonante.

No cinturdo exterior, os asteroides que ainda sdo observados apresentam
configuragdes dinamicas particulares que minimizam as fortes perturbagdes de Jupiter.
Neste sentido, mecanismos de seleg@o natural atuam e apenas asteréides “protegidos”
dinamicamente permanecem (Nobili, 1989). Do ponto de vista astrondmico, uma
descrigdo detalhada do mecanismo de prote¢do dinamica de Thule pode ser encontrada
no trabalho de Takenouchi (1962).

Tsuchida (1988) estudou o movimento de Thule através de um tratamento
pertubativo médio baseado na expangdo da fun¢do perturbadora em torno do centro de
libragdo ( Ferraz-Mello,1987). A aplicagdo do modelo simplificado, para as condi¢des
iniciais referentes a observagdes de 1973, caracteriza Thule como librador. A posterior
evolucdo dos elementos a partir das equagdes do modelo revelou passagens episodicas a
regimes de circulagdo. Tsuchida observa que a classificagdo de Thule como librador ou
circulador € bastante sensivel as condigdes iniciais (em especial a excentricidade ), de
sorte que pequenas variagdes podem leva-lo de um regime ao outro. Ainda segundo
Tsuchida, a variagdo dos elementos orbitais de Thule se mostra bastante irregular.

Data a4 e 4 @
1973 42577 0,0326612 425291 466516
1984 42899 0,0066636 10,16273 474261

1992 42767 0.0119707 488727 274446

tabela 3.1 - elementos orbitais de (2 79) Thule

Stuchi (1991), ao aplicar o modelo simplificado a condigdes iniciais de 1984,
obteve Thule em circulagdo. Através de um mapeamento & - periddico para o modelo
simplificado, Stuchi conseguiu reproduzir as caracteristicas libragdo-circulagdo citadas
por Tsuchida. Adicionalmente, a referida autora obteve uma trajetoria periodica ao
variar a excentricidade de Thule.

No presente trabalho adotamos condigbes iniciais referentes a 1992, que
juntamente com as de Tsuchida e Stuchi sdo mostradas na tabela 3.1. A aplicagdo do
modelo simplificado a estas condigdes iniciais novamente apresenta Thule como
librador. Os valores das integrais do modelo £ e G obtidos a partir de tais condigdes
iniciais estdo associados a configuragdo exibida no figura 1.5 .

E conveniente ressaltar que Sessin ¢ Bressane (1988) argumentam que o
movimento devido a excentricidade de Japiter, mencionado no capitulo 1, pode alterar
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o regime predito em termos das variaveis (/,K) quando ndo existem separatrizes no
espago de fase correspondente.

3.2- Integragao das equagoes exatas do movimento

As equagdes de movimento exatas do problema restrito foram integradas através
de um algoritimo simplético, o qual foi descrito no capitulo anterior, ¢ outro nfo-
simplético (subrotina DODE). Daqui por diante, este altimo sera referido como
integrador convencional. O program que utiliza tal integrador para as equagdes do
problema restrito de trés corpos foi gentilmente cedido pelo prof. Gilson Gomes Vigira.

Para a integragdo numérica, as unidades adotadas foram a unidade astronomica
para distdncias, o ano solar médio para tempo e a massa solar como unidade de massa.

Varios passos de integragdo foram experimentados com o integrador simplético,
e verificou-se que o integrador ndo suportava passos maiores que 0.2 anos. tendo
comportamento satisfatorio para valores menores que este. Tal caracteristica ndo
chegou a ser problematica uma vez que nio se visava aqui fazer uma exploragdo
intensiva do problema. Dessa forma, foi utilizado passo igual a 0,1 anos solares médios
para periodos totais de integragdo de £.000 e 100.000 anos, ¢ passo igual a 0,01 anos
para 100 anos.

Para cada instante considerado as variaveis sdo transformadas em elementos
orbitais, conforme procedimento envolvido no problema de dois corpos (apéndice B). A
intervalos regulares de tempo, as variaveis (H,K) e (hk) relativas ao modelo
simplificado foram calculadas. Para as integragoes sobre um tempo total de 100 anos,
as variaveis do modelo foram calculadas a intervalos de 0,01 anos. Para 8.000 ¢
100.000 anos estes calculos foram feitos a intervalos de 0,8 ¢ 10 anos, respectivamente.

Os resultados para a evolugdo temporal do semi-eixo ( @ ) e excentricidade ( ¢ )
para os intervalos de tempo considerados estdo apresentados nas figuras 3.1 -3.6 .

As figuras 3.1 ¢ 3.2 mostram a existéncia de termos de curto periodo
mencionados por Tsuchida (1988). O referido autor afirma que este fato causa
dificuldade na escolha de condigdes iniciais para Thule, quando se aplica modelos
analiticos meédios. Pode-se observar que os resultados obtidos com o mapeamento
simplético apresenta periodos menores que os resultados obtidos por Tsuchida ¢ com o
integrador convencional. Para uma melhor analise das séries temporais para A — 8.000
e At — 100.000 anos ( figuras 3.3 - 3.6), uma filtragem em varias frequéncias seria
necessaria. Porém, isto foge ao escopo deste trabalho. O que se pode afirmar ¢ que de
modo geral, para um mesmo intervalo de tempo, o integrador convencional exibe uma
variagdo maior nos elementosae e .

Nas figuras 3.7 e 3.8 estdo representadas as projegdes (H.K) e (hk)
compreendendo um tempo total de integragdo de 100.000 anos. A maior complexidade
observada nas projegoes (/,k) se deve ao efeito da combinagdo das excentricidades do
asteroide e de Jupiter (Tsuchida, 1988).

O integrador convencional sempre apresenta Thule como librador, para os varios
intervalos de tempo . Considerando-s¢ uma variagao artificial na excentricidade inicial
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(€,=0002), com os demais elementos orbitais permanecendo inalterados, a figura
3.10 foi obtida. Em termos da proje¢do (h.k) o movimento nio é mais puramente
libratorio. Com o integrador simplético tal fato ndo ocorreu. Para diversos valores
iniciais da excentricidade o comportamento qualitativo permaneceu © mesmo
apresentado na figuras 3.7a e 3.8a .

De modo geral, os resultados obtidos com o integrador convencional revelam
riquezas de detalhe da complexidade exibida pelo movimento de Thule, principalmente
para Ar — 8.000 anos (figura 3.9 ¢ 3.10)

As diferencas entre os resultados sdo atribuidas ao fato que mapeamentos
simpléticos fornecem a evolugdo exata de um sistema hamiltoniano préximo ao
original. Se este ¢ sensivel as condi¢des iniciais, caracteristicas peculiares previamente
estabelecidas podem ndo ser reproduzidas. Tal fato foi evidenciado por S.
Guillens(1992), quando da integragdo de um sistema duplamente ressonante, com
condigdes iniciais associadas a Orbitas periodicas previamente calculadas. O
mapeamento de 4° ordem de Yoshida ndo preservou a periodicidade de trajetorias
imersas em regides cadticas. A trajetoria de Thule ndo se mostra caotica, porém a ja
citada presenga de termos de curto periodo em seu movimento faz com que esta se
torne bastante sensivel a pequenas variagdoes das condi¢des iniciais. Mapeamentos
simpléticos sdo reconhecidamente apropriados a exploragdo global dos espagos de fase
de sistemas hamiltonianos.

3.3 - Evolugao de Thule no plano (.G )

De posse dos resultados das integragdes numéricas em coordenadas cartesianas,

valores das constantes e G foram calculados em intervalos regulares de tempo e
plotados no plano representado na figura 1.1. S Guillens (1994) constatou que, através

das séries temporais £(f) e ((¢), uma caractetizagio da evolugdo da trajetoria,
advinda da integra¢do das equagdes exatas do movimento, pode ser facilmente obtida
em um unico grafico.

Na figura 3.11 estdo representados no plano (£,G) do modelo simplificado de
Sessin ¢ Bressane os valores de £(7) e G(r) para 100.000 anos, obtidos
respectivamente com o algoritimo simplético e integrador convencional. Para ndo
sobrecarregar a figura, ndo foram plotados todos os pontos obtidos, mas o resultado
observado se mantém para cada iteragdo do mapa. Para ambos integradores os pontos
(E(r).G (1)) permanecem numa regido do plano £G onde ndo ocorrem separatrizes,
com espagos de fase equivalentes ao representado na figura 1-5. O resultado gerado
pelo integrador convencional mostra que os valores de £(¢) e G(f) permanecem na

regidio do plano associada a libragdo. Em contraste, os valores de E(1) e G(r)

previstos pelo simplético transitam entre regides do plano associadas a regimes de
libragdo e circulagdio paradoxal, delimitadas no plano pela parabola 7. Essa mudanga
de regime ocorre em curto intervalo de tempo, ja sendo observada apos 1 ano de
integracdo. Pode-se observar que as densidades de pontos associados aos dois tipos de
movimentos sdo aproximadamente iguais.
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A analise da evolugdo das integrais no plano ~£G evidencia que, devido as sua
caracteristica propria de representar solugdes de um problema proximo ao original, o
mapeamento simplético traduz um comportamento geral de toda uma vizinhanga da
condigdo inicial adotada.

3.4 - Conclusao

Para ambos os integradores aplicados as equagdes exatas do problema restrito de
trés corpos, uma caracteristica geral ¢ obtida pela analise da evolugdo temporal das
constantes do modelo simplificado: ndo ha cruzamento de separatriz em nenhum
instante considerado. Do ponto de vista de sistemas dinamicos, tal fato evidencia a forte
regularidade que vem sendo observada no movimento do asterdide Thule.
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figura 3.10 - Trajetorias obtidas com o integrador convencional com e—0.002
para At— 8.000 anos.
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Apéndice A - Resumo da Classificagdao de P(¢&).
As raizes do polindomio P(&) sdo fungdes das raizes da resolvente cibica:
H(y)=y’ —4Ey* +8D°Gy+4D* =0

ou de sua rransformada cubica:

_ 28 3
T4 [81)2(; AR !’:’Z]Z % [L— i = D*GE + 41)“) =0
3 27 3
4F
onde y= Z——!—‘
3

As raizes da transformada cibica dependem do sinal de seu discriminante

AZ = -1024{ E* - G*E? - 2 D*GE + [292(;:-‘ + 27 ;)2)
4 64

que por sua vez esta associada a:
27 .\
AE = 81)2((}3 - f—f)z) .
32

E introduzida a normalizagio

o E
] £} ==

*

G* G3

G =

. 27
onde G ===-D*.
32

As raizes de AZ sdo dadas por
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= G 2 =l 12 1 =
E == +§[(:((;+8)] cos¢ ,G21
o 52 2 {7 2 | Fal
By == +§[(_,(c,+8)] cos=(¢-27) .Gzl
G Doy T I iz
—3——+§[( ((; +8)] cosg(@'v +27) ,G>1
18 _
)I')j = -'3;' , =1
gz ] - o it =13 o 2 /3
——t [(}“~20(}'3—8+8 (1-G7) | +[G“—20(—;‘"“—8—8 (1-53)'] } ,G <1
3 S |
G*-20G* -8
com cos ¢ =

[(_f (_:'_‘* + 8)]3;2

Por comodidade, a figura 1.1, que mostra a classificagio do espaco de fase, foi
aqui reproduzida.

As curvas £, , [, e £ dividem o plano £G em 3 regides, nas quais a natureza
das raizes de P(&) € caracteristica. Na regido Il P(&) tem 4 raizes complexas, na
regido [, duas raizes reais e duas raizes complexas e na regido I, 4 raizes reais. Sobre
[, o polindmio tem uma raiz real ¢ 3 complexas, enquanto que sobre £, e £, ocorrem

duas raizes reais simples e um raiz real dupla. Na intersec¢do das curvas £, ¢ I, (que
ocorre para G = le [ = 4/3 ) P(£) tem uma raiz real simples e um raiz real tripla.

Quando ocorrem, as separatrizes estio sempre associadas a valores de Z e G sobre a
curva £,.

Os sinais das raizes de (&), quando reais, sdo: &, >0, &, <&, <0. &, temo
mesmo sinal de £° —2D°G . Na figura, a parabola £? = 2D°G esta denotada por P,.

Por sua vez, as raizes de
O(K)=-P(&)=-K*+2D*JK + E +2D°G

estdo obviamente relacionadas com as raizes de (&). Quando ocorrem, suas raizes
reais tém sinais como K, >0, K, <0, K, <0 e K, com o mesmo sinal de G’ ~ £'. Na

figura a parabola (;° = E esta indicada por P,. A abcsissa do ponto onde 7, intercepta
E, é representada por (.
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Apéndice B - Mapeamentos Simpléticos

Sejam Z=(q,,p). i=1,..,n eH(Z) a hamiltoniana de um sistema
dindmico autonomo com n graus de liberdade e

a)_z(ﬁh’ o OH (;?]
J éq.i 0“[7_;- (7}'7_,- éq." ,

o operador parénteses de Poisson . As equagdes candnicas do movimento podem entdo
ser escritas como Z = @ Z , cuja solugio exata pode ser expressa como

Z= M({)Zn 5 M(_f_):exp(!w}zzi—la)”

=0 ¢
onde AM(7) ¢ um mapa simplético das condigdes iniciais para um estado qualquer do
sistema. Os algoritimos simpléticos sdo aproximagdes de M), com a particularidade de

preservarem as estruturas simpléticas.

Para uma hamiltoniana do tipo H(gq,p)= A(p)+V(g,), seja uma
transformagao canonica (qn, p{,) — (q, p) com fungdo geratriz:

F(py,q9)= pg— & H(p,.q),

com equagdes de transformacdo:

or . CA(py)
qm'_:(? (}‘.Iqm—bf——ﬁ—pf—?ﬁ—
‘Jﬁm — o .f
pi=i— Pf:;’f|1+§l£"q—(q£')' .
aq, aq,

Este conjunto de equagdes constitui um algoritmo simplético explicito de primeira
ordem. O integrador deYoshida de quarta ordem ( Stuchi,1993) pode ser escrito como:

(]"rm: q’i - CJ(SI’ET(%}J
opi : %
Vg fel g Ju0.3
pmj = P,-'} +dot = = qj,"“
oq;

onde g/ e p/ sdo as solugdes para cada instante 7 € 0s cocficientes s3o:
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i 1

€ =&y

T 22-27) 22"
] _ 2!-3 __21.-'3
gEgymaess ym e
22 -2 2 -2V
d, =0

que estdo associados ao fato que :

M,(t)= _ﬁexp(c,. tw,)exp(d, 1w,) = exp(tw+0(1")) .
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Apéndice C - Obtengao dos Elementos Orbitais a Partir de
Posigao e Velocidade

Usando o formalismo do problema de 2 corpos (Brower ,1969), definimos:

2 2 .2 . . - . N -
rP=x*+y*+22 , V*=i"+3*+2* e ri=xi+yp+zz

e temos as relagoes:

= L V?  (integral da energia)
r

R |®

PV —(rF) = ,ua(! —ez) (integral de area)

Com isto, obtemos os elementos dindmicos da orbita osculadora (semi-eixo maior €
excentricidade):

=]
a= y[—zﬁ* szi
r

é= \/}[r%’z —(}‘!")2] ,

Para as componentes do momento angular ( por unidade de massa) temos as
expressoes :

h,=yi—zy h, =zx — xZ h, = xp—yx
k= !hl senisenQ)  f, = ~|h|senicosQ A, = ]h‘cosi .

Com isso obtemos:

h J h
Cosi == senQ = b cosQ=——2

I [Hseni [H[seni”

que nos permitem calcular a inclinagdo ¢ a longitude do nodo ascendente.
As coordenadas cartesianas eclipticas podem ser escritas como:

x=A(cosu—e)+ B senu  i= L £(~ A, senu + B_cosu)
rVa
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v =A,(cosu—e)+ B, senu V= L g—(—A‘, senu+ B, cosu)

rNa
L ju
z= A (cosu—e)+ B, senu Z=— [=(~A, senu+ B, cosu)
rVa
onde
A, = a(cosQcosw — senQsen @ cosi) B, = —av1- €’ (cosQsenw + sen2¢os® cosi)
A, = a(senQcos® + cosCsen w cosi) B, = aV1-¢&*(—senQsenw + cosQcoswcosi)

A =asenwseni B. = a\1- é* coswseni

Podemos obter entdo o argumento do perigeu atraves das expressoes:

B,

A,
sen@ = — e COS D = ———— =
asent aseniy!l—e

Por fim, a anomalia excéntrica ¢ calculada a partir de:

rr ][rVZ }
costy=—| ——1]1.

senu =
ofar | 2
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