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.es NBo se pade celigir ebservagees nem evidéncia decumentaria se
primeires n2s se tem um preblema,

pier ainda de que a tentativa de aplicar um metede inaplice-
vel & o culte as {dele do cenhecimente certe, vu infalivel, eu ay
terizade, que n2e se deve cenfundir cem o ideal da ciéncia. Admie

tidamente, tedes nes ssfergames per evitar erre; o deveriames fi-

car tristes ae cemeter um engane., Tedavia, evitar erres e um ide=-

al pebrs: se nam eusarmes atacar preblemas’ tas dif{ceis que o er-
re soja quase inevitavel, ent3n n@n havera crescimente do cenheci
mente, De fato, & cem nessas tenrias mais ousadas, inclusive as
que s3e orrsneas, que mais aprendemns. Ningueém ssta isente de co-

meter enganes; @& grande coisa e apraender cem ales, [5]
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INTPTRODUGZXO

i

Estudar Mec@nica Celeste é situar-se muito proximo de uma no=

va realidade brasileira ne area das telecomunicagoes : & compra do

satélite doméstico pelo Ministéric das ComunicagGes. £ bom lembrar .

que no acordo de compra do satelite brasileiro, " o governo oxige
transferéncia de tecnologia PRINGIPALMENTE cu: 1to a sistemas de

controle terrestres nt dominio da lMecanica Celeste ¥¢iomo transfe

réncia de tecnologia dos siétemas de estabilize;ao do satélite,

eta. Diante disso, nada mais oportunc que concluir um curso de Me-

cAnica Celeste com um projeto afim & nova conjuntura tecnolégica

brasileira..

Vasculhando revistas de Meec&nica Celeste, nada se vé quanto &
aplicagao do método de Newcomb-Lapleoce na teoria do movimento  de
satélites artificiais, método este que parece feito sob medida pa-
ra aplicagao numa teoria gravitacional de primeira ordem, onde a
fungao de perturbagao R apresenta uma forma simples em funcao dos
elementos orbitais

R=R(r, i, wyw ),
de onde poderemos elementarmente obter as relagoes

R, OR, OR, OR, OR
Y7 3L oW R ow

y

para introduzi-las nas integragSes dos elementos orbitais perturba

dos

(SF"Swréii 6589

_ # Ref. [9] . 0 grifo e nossow.




Hipotese do Trabalho : 0 método de lNewcomb-Laplace simplifica con-

sideraveluente o tratemento de perturbagao
de sateélites artificisis pelo geopotencial,

uma vez que tal tratamento pela teoria pla-
{0y
netaria de TLagrange ( ¢ctudado durante o

curso de especializagio em Mecanica (eles-

&
te ) mostrou-se extenuante : alem de compoXr

- _:;“'
£ =
e

g

-se de 6 equagoes integrais , apresenta tam

bém 6 derivadas parciesirc da fungao de pexr-

turbagao em relagac o olementos que podem
nao aparecer  explicitamente em sua expresg
sio. ( ref. [2), pég. 186 ) |
Comegaremos ent&ao o projeto com a obtenceo do geopotencial pa
ra pontos exteriores a suparf{cie terregtre, onde introduzimos as
fungdes associadas de Legendre e o conceito (o harmonicos zonais,
que tera no harménico zonal de grau 2 o termo de perturbagao para
a teoria gravitacional de primeira ordem. A segulir impomos ao geo=
potencial as condigoes de Dirichlet e de estabilidede do modelo ma
temético,onde definimos o elipsoide de revolucéo que aproxima a su
perficie da Terra e chegamos a uma expresszo do geopotencial onde
somente consta harmonicos zonais. A simplifi:n;go para trafamento
com apenas um harmonico zonal fica por conta da teoria gravitacio-
nal de primeira ordem, que vem prestar um euxilio valiosissimo de e
conomia de tempo e trabalho sem contudo alterar a proposta basica
do Trabalho. Apresentamos nessa altura o método de Newcomb-Lapléce
guando se faz uma nova simplificagZo : desenvolver uma teoria em

primeira ordem nas excentricidades que, como veremos, se justifica

e



plenamente. Passemos intermediarismente pele obtengac das derivadaes

de fungao de perturbagdo para chegarmos, enfim, a parte mais labori

osa do projeto :.a integragao dos elementos perturbados.

. L
Avisamos, contudo, que o presente TralLolho esta longe de con- .

cluir o que enuncia : Perturbagszo de Satélites Artificiais ﬁelo Geo

potencial - Método de Newcomb-Laplace. Pretende preferivelmente es-

tabelecer conceitos elementares da referids teoria e acomodar num

plano de simplificaqﬁo basico e futura vivircia cientifica do estus
dante, reoém—chegado ao vasto dominio da liecinica Celeste.

Numa simplificagao complementar, notificamos que integrare-
mos os elementos orbigaie como =e ¢les fossem obtidos re=-
fereﬁciados a um sistema inercial, evitando assim acrescentar ter-
mos que apenas dariam conta de uma transferincia de sistema de coor
denadas. O artificio utilizado para compensar essa simplificagao se

’ " -
ra apregentado no tépico anunciado pelo 42 proposito.

fis



f‘m”irw m:'itfl‘ﬁﬂﬂ””"’:“[”r ;;f!l_l:J.!i'I%{Ei'f-Gii!'?i ! [ ' : ‘=‘: l,—-‘- Al “Im\“"rf'iﬂ!
L EITE B gl ?_--'-:I' ) ! B vl J| P Rt !

Jir b | |
IH:' ' y L id 1

P4 prop‘sita : Dbter o gespetencial para pentes exteriores a s

-

e

Pl

cie terrestre,

n
Censidere a fig, 1.1 ﬁzf'f":
L Pigod=l — ILei de
'gﬂ;ip 7 ) \\\) o o prineipio dg{
3 e i e posigao de campos.,

Se 3' e o campe gravitacienal em pontms P de uma superficie
6hada S devide a fentes interieres a essa superficie e M e a maﬁ_

't-tgl ne velume ¢ envelvida per S5, temes

(1-1') j{ 3.d5 = 3{!“1(2!\! ’ ( Lei de Gauss )

onde | i mrdo—',
5

0 = densidade de massa

Sabende que o campe gravitacimnal ngwtoniang‘;?é cnnsefvatiu-,
Eré ebtide a partir de um petencial es-alar V

-
g =Vv,
Segue que

{1+2) 'Vzu = -dﬂKZG’, ( Squagze de Peisson )

Em particular, para pentms exterinres & suporficie, ¢ =0 e
2 -
{1.3) Vv=0, ( rquacis do Laplace )

A equacas de Laplace para 2 fungam V(r,e,y) em cenrdenadas es-

foricas tem a ferma

2y

(1.4) Y2 = 1.9 (f%Qu) « 1 I (senpdy) + _1 _Jy=0,

rzc)r qr r‘sene J0 90 +*sened (},2




Censiderande e harménice esférice selids de grau n
n

V., = r ¥(e,y¥) ,

cemas selucie da equagam de Laplace, ebtempes -s selugees Y em (l.5)r‘“

densminadas harménices esferices supsrficisis de grau n,

(1.5) 3%y . cot @ gY «+ csczefd?\f + n(n+l)Y = 0 _ :
0)92 J0 ds.yz

que peles métedo de separagie de variaveis, assuminde selugwes Y da,

ferma

(1.6) Y(e,y) =@ (&)Y (Y) ,

resulta em
{1.7) 1%r“ + mzjyh 0y
. . 2 )
(I.B) L) + cot @ y +[n(n+1:‘ - m “\! =0
) @ — 0 g

sen _
2 ~ T e 5 . X
m® sendes uma censtante de separacas de variesveis, m inteire, que 1g

va ¥ ( variavel azimutal )&ter sslucoes de poriede 2T,

A selucae geral de (1.7) &

(1.9) 1ir C,ces (my) + C,sen (my) ¢

Cy» 82 constantes arbitrdarias,

Equacae (1.8) & referida ceme equacie 2ssaciada de Legendre que
na sua ferma algébrica, ebtida apes a transfermagas de variavel a.=
ces 9, se escreve :

(1.10) (1-52) g2@ -25 %j@ + 1 n(nsl) - m2 1{@ =0y
ds s Z

cujas selugmes sam da ferma

l-8”

(1.11) " PR (s) = (1-s7)™7 g" 0 (s)

dsm

para valeres naturais de n e m, ende Dn(a) 2o a8 pelinemies de Le-

gendre definides poer

10 | .



N :
(laaz)biiaie) =l 1 =i (o1)d (20.23 )] TR

: 2" §=0 'j!(n-3)] (n-29) |

N=_n 88ne par '
2

N = nel se n o impar

D) .

Cada Pn(s) e chamade uma funciae asseciada de Legendre de grau n -

e ardem m ,

Pare dades valeres de m & n,

Y:(a,%ﬁ = [jan’msan §m$§ + bn’mcws (mY{] Pg (8)

- L A -~ . |
um harmenice esferice superficial de grau.n e vdem m, Quande m =

@

Y8 (a,4) = b, o P (8) g

e es Pn(a) sae dites harmonices zenais, Quands D< m¢n, es Y:(s,v)
sas chamades harmenices tesserais, Quande m = n es Y:(a,?ﬁ sae cha=-
mades harménices seteriais.

Pede ser mestrade que se Un e um hermenice esferice de grau n,

entie r-(2n & l)u

A & um harmenice esférice selide de grau -( n + 1),
ambes selucees particulares da equacaes de Laplace, Ja que a equagae
de Laplace @ uma equagso diferencial puarcial linear, a sema de qual=-

quer numsre finite de aolug=és_é tambem selucas . Dai, funcees da

ferma

1]

n .
I 3 " Wy . 1 (my) | "
(1,13.,a) V =r m:ﬂ{:an,den(m’) " )n,mcmskh"; P (s)

-(Asl) -
(1.13.b) VvV =1 (nel) éga [_An’mssntmf} v Dn,n:zs(mvi] P: (s) 9

5 . & L L4
e B censtantes arbitiarias, sae tambem selu

cam a b A
nym* “n,m’ n,m Nym

goees particulares da equacie de Laplace,

Pedemes extender ns resultades a cembinacmes lineares de fun-
goes para 0 conj. infinito tUP,Ul,.,.,Un,... % de mede que
Al
-3 n r}-| ) / i m
(1.14,0) V= 2 ¢ = [a sen(my) + b Ifus(m%ﬁ/ P_(8)y
n-'--D m=0 f"l, m n ? 11 p n

"




A8

(*.14.b) VU = ! gTinel) %r; [ﬂ.n,msan(mw

=
1]

ser escelhidas de maneira a ser estahelaciqa, garantinde a cunuer?_éfi
géncie uniferme da serie infinita ( Fourier-Legendre ) para o dumiqff475
nie requeride dos varidveis independentas.

Procurames uma fungde harmdnice esférice V(r,0,¥) de mede’que g
1. V satisfaga 'UQU (r,0,¥) = 0 no dominie r >a, n.ﬁszﬂ',né_‘{’ < ZTK

2, Un ¥(r,0,¥) = v (6,¥) ; 1im U(r,0,¢) =0,
I-ba Fepie

3. V seja centinua ne deminie r2a, ncoc(l, 02% < 270, as derivadas

parciais de segunda erdem sejam centinuas no dominie 78, 05t957n‘

04y £ 21,

4; TV, rz(gifg Y 5 ¥ ( &zu) rz( iz% ) sze limitades, 'f§
A y:

Jr? D62 ﬁ
Ja que lin V(r,e,¥) = 0, admitiremos uma selugae V da ferma
T oo
e nsl " m i
(1,35 A= = L % ) E; Pn(s){#nn,msen(my) + Bn’mcos(m?EZ,
n=0 m=n :

snde (2) ¢ » raies equaterial da Terra,

Pedemes escrever (1.15) cemo

oo oo n o
B . n+l | \n+l m
(1.16) v =S (%) DH’UPn(s) + S _E, ) E B, m Pa L8
=N n=0 m=1

" cendicas de frenteira de Dirichlet e satisfeita quands

o0 o Ij!]' 0 oo ;
(X:17) N (9 y) = Z pn(s) + 2 ji, Bn’m Pn(s)cas(m‘f) + 2
. n=n n=N m=1 n=0
ji: Ay P (a)sen(m 5 .
m=1
tem os coeficientes Bn,ﬂ’ Bn,m’ ﬂn,m dades por
+1 (20
(1.18) By, 13 ™ 2n+1 Volo,y) P (s) dyds,
41 ) -1 Jo
+1 Qﬁ/ m
(1.19) 8 = (2041) (n-m). Vo(0,Y) PI(s) cas(my) dyds,
2 (nem) | -1 0

1d



[ | 1 (210 " |
AR320) R L (2n+1) (n-m). Vol6,Y1) P (s) sen(my) dyds,

) 27f(n+m)! ~1

N
- - 5 L .
que sas os ceaficientes da serie Feurisr-Legendre,

A tabela seguinte fernece as fungaes asseciadas de Legendre 8

te 4%ardem.
TABELA 1-1

' Ferma Explicita das Cince Primeiras Fungees Asseciadas de Legendre

iz - e . ————— 4 e i 1 4

0 1

1 cos sin 0

2 Beostt — } 3sin 0cos 0 Jsint 0 d

3 § (cos* 0 — 3 cos ) AP sin 0 (cost @ - ) IS tint 0 cos 0 15 sin 0

4 AP (cos* 8 — § cos* 0 + %) A% 5in @ (cos® § — § cos 0) 305 gin® 0 (cos? 0 — 1) 105 sin® 0 cos 8 105 sint @

5 % L4 " -
0 potencial gravitacienal sera ascrite entan come

V=ﬂ¥%1+ijm&wfCMMWNm¢+Suﬂ%ﬁmﬂ

a

2 0

i # (r_) [Coal(s) + Canl’s'(s) cos g -+ Cy, %H{s) cos 2uh
1 Spl00) sin ¢ b Sy P05 () sin 240
+ (_‘L)a [Caa(s) + Caal’yM(s) cos b 4 C,25%(s) cos 24
(1.21) ’ o

A Cy 1P 35) €08 3 4 S5 1 PMs) sin g + Sy o8%(s) sin 2

4 S0 sin )

(AN (A= Pt o O P cos b b O o HY cos 20

() P LY Ol o+ CuaPe) cos 2
T O ) cos 3 - Oy 4P () cos A 1 Seal’(5) sy

4 8, 2P E(s) sin 20 + S, 3P(s) sin 3P 4 Sy L) sin 4

wrie=l)

4_i(f)"i P (5)(Co e CONY -+ S ()]} ,

ende

;1
i}
3
2

B0, 0

Para maiores detalhes, recomendamos a referéncia L?] da bibli-

ografia.
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ficie gespetencial,

Ae aplicarmes o patencial V enterier para descrever campe
gravitacienal da Terra, sua adequajas as cendigases de frenteira de
Dirichlet nia © simplsa,jé que nae se tem um cenhecimente précia.
de fermate da Terra. Semes ebrigade & estabelecer uma figura de re
feréncia, um medele matematice,

Se ignerarmes a influencia da atmesfera ¢ .s efeites de mare

causades pele Sel e Lua, a Terra se nes apresentara mantends em -l i

quilibrie & camps tetal de seu petencial V e seu poton-i:

cial cantr{fug-JSE:
Na fermulagae de medele matem&ticu, assumiremes gue a suparﬂg
cie livre des sceanes esta em aquilibriu. Nae havera, pertante, cem
psnente de campe tetal paralele a uuparf{cie da égua. Dai, a super
ficie de mar e uma superficie equipetencial ne qual e petencial te

tal

?:Uq.iﬂgl*,

(2.1)

e
@ censtante, ende OC & s petencial contrifuge que para um pente na

superficie da Terra, participands e sua retacie, tem » valer

* ‘
(2.2) G2 =w? r? sen 2 9
2
Entae,
(2-3) @=U+M2r233n2&fl’
2
A figura de referéncia de melhar tratamentes ma-

’ - 4 . 4 » , *
tematice, que geralmente se us2 na pratica, e 2 de um elipseide de

revelucas de sixe maier (2a) e eixs mener (2b) cem as prepriedadess

14

2 ~ : ! 1

2% Propesite ; Impor a V as cendigees de Dirichlet e de eqtabilidqgw
' * , ;‘if'i, E

de dinamica d» medele matematice que aprexima a supst

Auk! o

|




L

1,70 velume de elipseide e 1gual ap velume de gﬂnidc ( entendide Cl-q;%

me a supsrflcie matematica de referéncia que se abtém prelengande

"1
nivel de mer peles centinentes )., 0 achatamente do elipseide & =
| e
f = a - b = 1 ;
a 297.0

2. Contends 2 mesma massa M que a Terra, o elipaiida gira em terne
de seu eixe mener cem a2 mesma velecidade angular que a Tarra' e
seu centrs de massa ceincide cem e Ja Terra, O elipséida aprasanfa
simetria equateriel,

3. 1 superficie de elipsgide & uma superfiric ecuipetencial para a
sema de seu petencial hagtonignoV'e seu pntancial centrifuge £?r.

Designa-se poar @ sou petencial tetal -8 mede que

* )
% =y 452 8V 4w ¢° sen "5 s censtante ,
2

0 elipséide de revelusae descrite acima tera um potencial gravita-

cienal V da ferma
cO
af : n
(2.4) V=_0,0 1+ E (a) Cn a P (cns Gif
¥ na2,4,6,058
se ® eixe z & escelhide ceincidinde cem o eixs de retacie. A equa-

cam (2.4) decerre de fate de que : ,
1, V & independente de Y — m=0;
2. pn(s) = = Pn(us) para (n) Impar, » que viela 2 hipatese de sime
tria equaterial,

Pela impesicas da eendicls de ostabilidade de medels mateméti
ce (4%- censtante ) pesdemms nbter 23 constantaes € a partir das

n,D
demzis grandezas fisicas da e1ips:idc Ao referencia ( veja Kaulas

£1] )

15



3% Propesite : N toeoria gravitacicnal de 1% ardem,’

Acrescentands a censideracie preliminor de simetria equaterial
a simplificagae pratica de traotarmes uma; tesria em 19 erdem, ostarg
mes alcangande, nde ebstante, e que tem side prepests pels presente e
trabalhe, ou seja, discutir e visbilidade do uplicagae dn métsde de
Newcemb-lLaplace para estudar a perturbag@e da Grbita de um satélite
artificial pels geepotencial, um dos principais agentes de parturhg

o
gae desses cerpes,

Com a simplificag2e admitida, pndemes screver
(3 1) U = aBU Al X % I'a 2 C (cos © ,u
r & ]

0 2¢ terme dentre des colchetes, o termo <2 perturbagas, tende
a zere rapidamente cem a dist&ncie e cansiste, ceme pode ser facil
mente viste, de bejeo da figura metematice aue utilizames. Ja o pri-
meire terme, que se identifica cem o fater que multiplica es celche
tes, consiste, pertante, deo geepstencial newteniane se tal_ figure

fosse uma esfera:

af

¥ T \
e que implice em

ende G @ a censtante universal da gravitacde o 1 a massa de elipsei-
de de ravelucae,

Sera cenveniente, nesse pontn, definirmes ceompletamente ® siste
ma de ceerdenadas esféricas que utilizaremes. Cem erigem ceincidente
cem ®» centre de massa do elipseide, nmsso sistema equaterial tera e
eixe-x dirigide para o pente vernal, e que sucsre elegermes as cenhe
cidas ceordenadas sstericas (r,./

,8) 1 r @ a “Jist@ncia radial de cen

tre de massa do elipseide, £ ¢ a ascensdae rets de satelite artifici-

16



al e { sua declinagao.

Assim, (3.1) pede sar ggopitan COMO

(3.4) U=..(/_U_+R)’
: 3
ende
2f
2 r3
2
(Re8) Ba0 * 2% By

0 sinal negative que preceds o lade direite de (3.4) indica que
o campe de gravidade exterisr av eolipseide & dade per -V,

Cemo trataremms o preblema do penta de vista de metede de
Newcemb-Laplace, que apresenta equagdes sndo se requer derivadas par

ciais da fungae de perturbacgas, m saber

(3.7) R , JR, JR , SR , OR ,
&I‘ alﬂ C}uu ’}Sa ‘_'?'i

precisaremes expressar, & segulir , as variaveis independentes em

(3.5) em termes das variaveis implicitas de @ sugeride per (3.7) o

Mas isto ¢ imediato, pois ( wveje Fitzpatrick EE] " pag. 121 )
(3.8) sen & = sen 1 sen (w + w),

Pedemes ver, desde ja, a que simplicidade se reduzire a sbten-
cae das derivadas parciais da funcie de perturbag@e pele meteds de
Newcemb-lLaplace nesse preblema particular que censiderames, Passare

L
mes a ver no que censiste tal metedn,

17



42 Propésito 3 O Método de Newcomb-laplace.,

Por volta de 1880, Newcomb aperfeigoou o© método de Laplace de
tratamento das perturbagdes planetirias pars chegar a teoria de mo
vimento planetério. A condicao basica que justifica .a aplicaqao
desse método no presente estudo ¢ que o sigtema Terra- Satélite AT
tificial seja um sistema isolado scbre o qual niZo atuem forgas ex
ternas. Consequentemente o centre o inérein do sistema move vuni-
formemente sobre uma linha reta em relagéc =~ gqualquer sistema esta:
cionario absoluto de coordenadas cortesianss retangulares. Com eg=

sa condigio seremos forcados o realizar as integragoes das pertur-

- s
bagoes em intervalos de tempo em (ue possamos considerar a trajeto
ria da Terra em torno do Sol aproximadamente retil{nea. Para isso
sera preciso reatuslizarmos as condicoes iniciais nas integrais

que localizam o satélite na orbita o a Orbite no espago varies ve-
~ges durante .o perfodo de vide util do satélite, .

Para tratermos o movimento do satélite artificial perturbado
pelo geopotencial, tomaremos o equador da Terra como plano funda-
mental e para plano orbital no sistema de coordenadas equatoriais
0 plano variavel passando pelo centro de massa da Terra onde, em
cada dado momento, a orbita do setélite ests situada.

As coordenadas que utilizamoa em nosso eatudo 880 mostradas
na figo 4-1. \

Figl4""l

Sistema de coordenadas retangulareg 0§7¢

T
e s g e
/
r T
/! ]
i

7 IFundamental

fame
[’H.ll.‘lL
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“ ' \ Com Eeferencia a figura, temoa
'w 1 anomalie. verdadeira
linha dos nodos
'N’; nodo ascendente} : !

2, 0£ S £ 360° : mscencao reta do nodo ascendente;

i ;.‘041 180°: angulo de inclinagao. O movimento é dito ser d:lir'é.j-:'-:

tose 041 90 e trogra 1o se 17 907,
wie argum:ento do verigeu., O angu]o w define o orientar;ao da c;rbﬂf&
no plano orbitsl, iy
D s época da pacsagem pelo perigeu. 0O parametro T especifica
~ i instante em que o satélite paesou velo perigeu Tr,
‘u : argumento de latitude. £ medido positivo ( assim como w )
direqﬁo do movimento mostrado na figura.
w =8l 4+ W : ascensao reta do vericentro. i frequentemente
se 1 = 0° ou i = 1‘8005 e W nao exichc
i 53 + u=w+ w : definido para i = O‘oou i = 1800.
L=W+M= W+n ( t-T ) : ascensao reta média na orbitad
130 =W+ n ("to-T Y3 ascensao reta media na orbita na época t
Claramente T = L, + n. ( % ‘I: Y ol et irez'e'_s_'
o simbolo (€ ) & usado para LO
do como elemento orbital ao inves de ‘1'.

Qutros elementos ‘ i

n =/A1/2 a“3/2 : movimento médio:‘ : e

’ -
a,e : que especificam tamanho e formate da drbitas

A expressao para a pertt.xrbac;o do logsritmo do raio vetor-,f,'
serd, ( veja Chebotarev, [37])

(4.1) an 1 (qu('-’.‘;+?ff_l}dt-—;jq( £ 20, ) At +
s _
nr,
+ KTP + K?q )y

onde

. , " Lad
n : raio vetor para orbite nao perturbades

(1 ~ecos ) Qe ,
-
dt
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.I“E\d‘ L I.I.! .-'-'.. |"%b~?l i
» @‘h sen 3“} E = anomalia ecentricas do satélite;
| P =cos B -~ e e = excentricidade;
& 01.., K]I‘ K"2 constantes de integracao,
-
i
oy ~ 1 ‘
to, na pra’tica as excentricidades, em gersl, iambém sao baixas CO=
& y - 3 11"'I'-“.._.
2 mo mostra a seguinte tabela extroida da referencia [4] . pég.“ 12'[_‘.-.,_ i
i o
" s
n e
o A . Nidiiiais e
» i Length Total Total |88
Satellite (deg) e q(km) arc days Obs. day | no. arcs obs.
‘L - ot %
A 590012 33 ] 0.183 557 15 7 2 226 |[ENE
_.,.'~.-7f§
~ 5900701 33| 0.190 515 15 10 4 541 K&
A 6000902 a7 | o0.012 | 1500 14 10 8 1094 ~ [
A 6100401 39 | 0,119 640 8 200 27 3995 [
| , .
| 6101501 o7 0.008 B70 15 5 10 838
' 6101502 67 0.008 870 15 5 19 1576
T 6102801 95 |o0.011 | 3500 30 20 1 205
6202%01% 45 0,292 95¢) 15 3 20 3144
N 6206001 50 0.007 1070 11 1 & 21 2505
gl 6302601 1 50 0.061 419 8 10 10 724
| 6304902% 2| 90 |[0.005 | 1080 3 181
1 6305301 1| 79 0.113 602 11 L5 9 1732
R 6400101 1 70 0.002 930 i8 7 8 1163
A 6406401% | 20 0.012 916 20 2 5 297
A 6508101% 1| 87 | 0.075 430 19 3 5 312
~ 6508901 1| 59 |0.072 | 1120 27 3 4 400
il —
|
@ *Dcsignates a new satellite.
& Precisaremos expressar a anomalin ecantrica na expressao dos e
" . ' -
~ lementos p e q em termos da anomalin verdadeirsa ja que as integrais
~ dos elementos perturbados de Vewconub=Lanlace rodem ser transforma -
™ das de integrais no tempo pars integreis nessq variavel, como vere-



mos mais adiante.

dos pela referencia bibliografica f4_], pég, 99.

Para isso, considere as relacoes E

2 - el
sen E= (1 ~43" ) :Z, ( ~ n _ al sen nw
| . L '
onde,
2
!6 = 1 -(1-ce )1/2 §
€ ‘
desenvolvendo ( 1 =~ 32 )1/2 em série de Tayl r ateé segunda ordem
nas excentricidades
g g2 )‘1/2'-51‘-_1___9.2,
entgo,
=1 -1 ¢+ 2/‘2 ] = i tud
f z e —p /3 ® £ 5 pubstituindo na eq. de sen B
e o I 2
sen B = 1 - ggy Zgi (" Tn-l (e 2 gen nw 5
4 n=1 2
e 001
< - s O )
g» o (-3 Y ( 2 )" sen nw ¢
n=l 2
desenvolvendo at@ primeira ordem nos excentricidades
(4.2) q = sen w - e sen 2w §
2 \
n—- -1
cos /3 % (1 o t2 ) 2? ¢ P 1(3n nw 4
novamente G
cos B = e + :;_, ( -1 )n—l ( e )ﬂ‘-" COS nw
2 n=] 2
assim
P =e40C08 W=~ £ COS 2W - €
2 2
(4.3) P =cosw-g¢ecos 2w- e
2 2
Como eestamos considerando termos de u-"arbaqao de 1% ordem
-y \ - -
(4.4) 0 = 2 J,d R 4 ﬂz 9 ( Veja Chebotarev [3] s PEZ. 34 )
0 p
s
onde,




4 OR dw , d%
Y ow T

—~

Sra
=
"‘k,
:IJ

Se a perturbacao do 1ogar1tm0 do raio vetor do eatelite e co

nhecldo, a perturbacao na anomalia verdadelr' sera dada por

ow

onde C. & constante de integragao. E ainda

3

. 2 :
(4.5) 5w=5_;§(SdR~dt+mc2 a';‘-_-(gf)\dt-rc3,
0

! 4 P
mC, = C-a'n . (Veja Chebotarev[3] , vég., 37 )

Resta determinar a posigao nt espaco do plano da orbita oacg
ladora que ¢ dada pelos dois angulos i e &2 W O anguio i
determina a inclinacao da orbita em relagao zo plano de referéncivﬂ"7
&y, no caso o0 plano do equador terrestre, enguanto o angulo S da
a ascensao reta do nodo ascendente em relaﬁT 20 ponto vernal na,i
época TO’ por exemplo, TO 1950.0. As pertur maﬁoes dos elementos'_

i e JS2 sao obtidas pelas equagdes de Lagrange ( Apﬁuﬁdcc 15
Chebotarev [ 3] )

di = cot i QR = cosec i aR
d‘b 2
_na Jdw na AV

453 = cosec i OR ; (
at ¢ :
di

’

n

na
onde 2, i,Sl,w, n s20 0s elementos da orbita do satélite; Re a
funcao de perturbagac. Se apenas perturbacoes em 1% ordem 820 con
sideredas, entao os valores nao verturbados dos elementos orbi-

tais sao usados como primeira aproximacaoc. A integragao dessas e~

quacces produz ( veja Chebotarew [3] » PBZ. 38 )

6 i = cosec i jf( cos i.&ﬂ - 0R ) dt + 04 9 (4.6)
na2 Qw SIS}/
S0 = cosec i 'LﬁR 8t o C
na '§ i
onde 04 ’ CS sa0 constantes de integracao.



Asg eqanSes para Ei, 531, 519 96.W descrovem as perturbaqSes
em primeira ordem da orbita do satélite em gualquer tempo t.

As setes constantes cl y 02 . E3 ,ﬂcd y 95 ’ Ki ’ K2 y Que a
parecem nos elementos perturbados nao sao independentes entre 8i,
ja que temos duas equacoes de 2% ordem e duss de 12 ordem, exigin
do, portanto, apenas seis constantes arbitrﬁrias que podem ser dg

terminadas pela condicgo de que no tempo de ngculacgo t.= to as

perturbacoes das coordenadss p e w , suss derivades tempo -

4 - .
rals e tambem os elementos perturbados g e JL sejam nue

los.' Assim, obtemos

(5F)t~t0"° ; (6w, =0 j

(el iy . =0, ( 26wy, =0,

o o]

0 at - ‘o



58 Propdsito : Ae Derivadas da Pungio de Perturbag@o do Geopotencial.

Temos

(30-5) R = Ga ( 3 sen d -1, . w,
2r3

usando (3.8)

(5.1) R = GaZ. 3 agen 2 i saugi W ) w_jj )
2r3

utilizando a conhecida equagfo de uma edonice

s
I = je)
l+e cos w

temos, apos aproximagoes de 1% ordem nas excentricidades

R = Ga 2,0 ( 1+ 3e cos v :(m( 3 geni = 1 ) -3 aen2i °
%3 = 2
2p
« QOB ('2“*‘2&} )J
onde ja fizemos a substituigso
senz(w+wU) =1 (1~cos (2w+ 2w) ),
2
Efetuando a multiplicagaa obtemos
(542) R = s 0 (3 aengi - 1 ) .366a2 o (3 sen2i -1l ) cos W -
g N 2 E SN 1), A 1
X3 4 *3 2
2p 2p
QeGa,
-3 52,0 sen®s cos (2w 2w) - 2°%% ¢ sen°i cos (3wr 2w) =
4 %3 X3
P 8p
9eGa senzi
- 2,0 cos (w+ 2w)
85>

Na obtengao das derivadas parcisis usaremos 2 eqe (5.1)e

(5.3) IR = JR Jr .
dp  IdT 3P

0 primeiro fator e evidente

2 3 sen’d menQ(Wr4U_ : i] e

OR =
oF

.p.

fl.')
ol |



Para obter o segundo fator procedemos de

r = eP
Com
_Q_I‘_ = OF = I o
of
Logo
A_E_l = - 3632,0 [3 senai Bena(vu-w) - '{.] r
3/" art
Ou se ja

(504) _(_)_!i; = "33 L]
JIp

E imediato que

(5+5) JR = 30&2’0 aon21 sen (2w+2w) ;
gf e
(546) IR - 3““2__,& sengh sen ( 2wr2w )
' dw 5, .3
(5.7) g_ﬁ -0t
(548) JR - 3“‘210 sen 21 sene('w+w)- :
o i o r3




éﬁ Propﬁsito ¢ Os elementos perturbados

dadeira w nao perturbada do problema dos dois corpos.

(6.1) v’ we=h P ( momento angular constante ) g

2

(6.2) at = aw ,

B

Assim trataremos a anomalie verdadeira guando ela aparece no
integrando como a anomalia na@o perturbada. Onde w aparecer no re=
sultado integrado, deve ser entendido como w do movimento nao per |
turbado e pode ser calculado como fungao de © pelas equagoes dos *
dois corpos quando valores iniciais sf@o prescritos. Entao,

(6.3) 6/0 - _g.__[qu (Q+2C, ) at = p ]J (Q+20; ) a4+ Kp +
2

o

+ qu J g
onde,
(644) Q = 2[&‘11 + OR
o7

d‘na(ngf,,_éR dw_\ At

at Jw dt

\ f

(6.5) AR _JORAfdAw 4 J R dw
-'a/dw aﬁ?

Temos que,

Y

l1+e cos w

afgﬁm._i.e.senw §

o (Lte cos w )d

(6.6) dg = e sen w
E;ﬁ 1+ e cos w )

que introduzindo em (6.5) ja como integrando, vem



a'R = E-;Ro sen W OR {dw 4
lte.cos w Hw

Usando (5.1), (5.5), as aproximegooes

( L+e cos w )3= 1+3e coz w, R
2
(lt+ecosw)=1t2e cos w,
e integrando, obtemos

(6.T) j A'R = 3332, [ 3 sen“i - 1 y © cos W - senzi cos ﬁ'_2w‘+' '

233 L2 2
2 . , 2 i
2w) - e sen'i cos ( 3w+2wW) ~ 3 e sen"i cos ( W+2W) =
2 2 - i
-3 e senzi cos ( Swe 4w )._'. e gen i cos (3w4+ 4w )}. o
20 4 ; 36

Introduzindo (6.7), (5.4) e (5.2) em (6.4), obtemos apos devidas re-
dugoes

(6.8) Q= _2,0 3(-l--;senl)_-30:‘emw-ge.-aeniooa(_-_-
2;3 2 J 4 b &,

wt 2W ) 4 3 Benai cog ( 2w+ 2w ), 25e Benzi cos ( 3w+ 2
2 A

i, 3

e se-nzi cos ( 3w+4w) = 9e sen‘i cos ( 5w+ 4w )} 1
e 10

Se no termo
(6.9) S p(Qt2c, ) at

introduzirmos (4.3), (6.2) e (6.8), realizarmos a integragao e mul-
tiplica-la por q como dado en (4.2), obtemos

(6.10) qu ( Q+2cl ) dt = G"'\‘:_»:_ﬂoi[- ( 6+ 3(}1 )e=-9e aenzi o

D

cos 2wy 27e sen2i] W sen ""’"r{ 3 sen’i cos 2w, 3 ( L =3,
4 8 2 2
2 2 ; r 2
.8ni,+ C - 3e gen'i cos (w - 2w) 45 sen i =
)T 3 Y| e
16 4
e 2 , 2
-9 =50, |8 cosw-~9¢ cenicos ( wr2w) 4 Je sen'i .
4 16 16

. co8 (( Wtdw) -”i( 1«3 sen?;
2 2 ) + Cl cos 2w -



4 &

E=N

+ 15 e sen‘i cos ( 53w+2w) = 3e z.:mzi cos ( IWsdw) =
16 20

- sen'?i cos ( 4w+2w) - 3e gen i cos (5w+ 2w) = 3e aanzi
8 16 40

2 M
o« co8 (5W+dw )4 3e sen'i cos ( Twidw ),
80

Analogamente obtemos

(6.11) PSq (Qt2c, )y dt = s ¥ f e sen’i sen 2¥ w cos W t
onp L4

3 aanzi cos 2W « 3 = C,+ 23 gen”i ;%] - Je aenz-i coo ( w -
'- 2 4 i 16

- 2w}y % * 54 36, - 27 Zexgi:j_._ y 988 4 e senzi. o

ecos (( w+ 2wW) __}gsen‘?icef-(-:-{-d,w):- _3,_.,.01
16 2

p
- 9 sen 21]008 2w 4 sen i cos ( :Z-;-:+2w}+g(9 4
4

- S g

& 501 - 45 aenzi ) cos 3w 4+ 3 e s-,pvrzzi cos ( 3w+ 2w) +

3
4 4

4+ e sen i cos ( 3w + 4w) = ..-,r*.,l'}: cos ( 4w + Zw) - 30' >
80 \' ]-1-6

. sen’i cos ( 5w + 20/) - 9e gen’i cas ( 5W + 4w) + 38 o
80 80

. senzi cos ( Tw + 4w)j"

Assim introduzindo (4.2), (4.3), (6.10) e (6.11) em (4.1), chegamos
finalmente ao resultado '

(6.12) 5/9 = {\.—- ( 6+ 30 ) - 9 senei cos 2w 4 27 aenaﬂ.
2nr’ hp v )

.ew Sen w - 9 e senz;'e_ gen 2W W cos W +( 3+ 2(:1 - 9 senai
4 2

+ (63 sen’i - 6 - 7C) )ecoswe—2le sen’i cos (w4
8 2 - 16

o 3

- senzi cos ( 2w+ 2w ) = t45 353‘;3;:_;‘;.1 = § e 503:[ e cos 3w + "_'*_

)



+2W) - aenzi cos ( 2w + 2W )4 3e smen i cos ( 3w+ 2

2 16
- 3e sen’i cos ( 3w+ 4w ) 4 3e sen-i cos ( 5w+ 4w) }
16 80
. : K
+ EEE ( coB8 W - Z cos 2W - € )1 _é_ (.sen w - e sen Al ),I
0 1'11:"0 5 A

Considere agora a eq. (4.5)

Integrando (5.5),cbtemos

2 s "1
(6.13) dRate =W, BB 3 J:g_ cos ((w+ 2w) . cos (2w + =
g'e ohp : 2T
T 2wW) , e cos { 3w + ZW)‘J;
3
@
(6.14) ____( J R dt y 4t =" 308, 5 #en 3 [9_ sen ( w+ 2W) +
W 2h2f;ﬁ 2
sen ( 2w+ 2W) + @ oen ( 3w + E»U):, .
4 9 /
Ainda,

az(l—ecoa};-;].‘dt h 1 -¢ecosB

n_q!—f(lJrecosE

~’
-

|
(6.15) mcgdt=§E-(E-;—eaenE}=
2 h

o

Por fim, utilizando (6.12) e (6.2}, obtemos



2
eoiagitiili ton? [ 11 ndpas = " B0 [ 3 4+ 2004~ 9 mentd
= w——— ( i ) w
2 243
T h'p e A )

-9 e senzi sen 2w Ww sen w 1-[6 + f:‘ﬂl + 9 senzi; co8 2Ww

= . 4 f7
2 - 5 |
- 27 sen 1J ewcos w~ 18, 21C, ~1llleend , o o w =
4 “ gt |

2

- 29 e sen’i sen (w+2w) - aen"_"‘_;;w sen ( 2w + 2W) =
16 4

¥

o
- 5e senzi sen ( 3w+ 2w) - e gen'd sen ( 3w+ 4w) +

48 16
2 2
e sen'i sen ( 5w+ 4w) -~ 9 e men i sen 2w cos W 3k
400 4
2 2 o Wb
- TS Kl w 4 o8 K:l sen w 4 * eKl 8eN 2W = 23232 oy
Y] cos W
2 x2 2 82 2¥2 v
n’.p h°.p 2h“p L2 %2 ;
' P
2
+ i K2 CoOB 2W
2,°4°

Introduzindo (6.14), (6.15) e (6.16) em (4.5) obtemos

2
(6417) Sws= "368‘2,0 - [gﬁ sen (w+ 2W) 4+ 1 sen (2w + 2W ) +

*
2112}) 4
2 .
e sen ( 3wy 2w 'E+eﬂf='fE)-aGa20(3+
+ - » -\ aen — gl
9 - h21§3

+ 2cl—g_sen2:‘. ) we-=90e aenzi sen 2wW waenw 4+ ( 6 +
2 4

+ 301+ 9 senzi- cos 2W - 27 senzi ) eW CO8 W = ( 18 +
4 4

21 2
4 Ll—l'?lseni)asenw“ﬁggenzisen("fzw)_

2
-3en2i sen ( 2w + 2w ) ~ 5e gen'i sen ( 3w+ 20 ) - e .,

4 48 16
2 2
. sen "i sen ( 3w+ 4w ), 3e sen’i sen ( 5w+ 4w) -9,
400 4
2 ) *'--—‘;2
« € sen i sen 2w cos 2w ‘[+(CK_L w 22 (K.
%2 * h 212 1
ap h'p

30



ex2

el
.senw-K,cosw) ca E, sen 2w 4 K, cos 2w ¥,
2h p '

Considere agora a eq. (4.6)

(4.6) d i = cosec i j(” cos L JR - _19_1:3 ) at 4+ ¢,
E Jw O ’
ne r) W &

onde, se introduzirmos (5.6) e (5.7) results, uviilizaendo os elementos

g

orbitais nao perturbados dentro do integrandc nume primeira aproxima = |

gao,

§1=cotgs( dRat 4, .
na2 J Jw

) oF
S T

A integral acima ja foi obtida anteriormente. Temos,apds simplifioca |

¢ao

2

(6.18) § 1w T 420, 5 AR = {_‘ cos (w+ 2wW) ;. 1eos ( 2w+ 2wW) +

& 2
4na hg ,

+ & cos (3w + EUJ)" + G,
3 . [

Considere, por fim, a eq. ( 4.7 )

(4.7) SQ = cosec i ( OR at 4+ C

'\.-5 ;
w? )3

que,utilizando (5.8), (6.2) e os elementos nio perturbados de dois

corpos como 19 aproximaggo nc integrando, produs

(6.19) SR = 3632'0 —— i‘J{:E + @ cos W - ¢ ¢08 (W+ 2W) =

2na’hp

-cos ( 2w+ 2W) - e cos ( 3w + f-"nt'}\ dw 4 05 3
2 i

onde

*
pﬂafl-ez);

2
n’ e = p=K (m,+rm ) ;K= cte, gaussiana

Integrando (6.19) obtemos

[ %]






CONCLUSZXO

Com a simplificagao admitide de nd@o trabalharmos no preaenxe?}‘i:
projeto com termos nao-inerciais, resultou, sem dﬁﬂida, uma redu
g0 significativa de operagdes o tratarmos perturbagdes de saté-
lites artificiais pelo geopotencial segundo o nétodo de Newconb-' §};P;

-Laplace, relativamente ao que se nos havia apregentado no trata--

mento segundo & teoria planetaria de Lagrange. )
Pica enunciado, assim, um projeto de pesguisa para responder
mais conclusivamente o que um estudo inicial mostrou satisfato=
rio, ou seja, & hipotese inicial do trabalho parece se cumprir -
Mas ha muito ainda o que fazer a partir do que, por ora, consti -

tui o ponto de partida, o projeto de final de curso, o projeto de

inicio de carreira.
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