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e... Não 8O pede co l ig i r  ebservações nem evidência decumentária se

pr imei re  não se tem um preblema,

: . b.
P ie r  a inda  de que a ten ta t i va  de ap l i ca r  um métede inapl icá-  dao !

TE "

| SRS
ve l  é e cu l te  se Í de le  de cenhecimente ce r t e ,  eu i n fa l í ve l ,  eu au RR

=> CENTA

ter izede, que nãs se deve cenfundir cem e ideal  da ciência, Adami»

tidamente, tedes nes esferçames per evitar erre; e deveríemes f i -

car t r i s tes  ae cemeter um engane. Tedavia, ev i tar  er res é um ide-

e l  pebra :  se não eusarmes a taca r  p rob lemas tão d i f í ce i s  que e er-  Ne

r e  seja quasa insví táve l ,  então nãe haverá crescimente de cenheci

"men te ,  De f a to ,  é cem nessas t es r i as  mais eusadas, i nc l us i ve  as

que  são  e r ráneas ,  que ma i s  aprendemos.  Nínguêm ns ta  i sen ta  de ce -

meter enganes; e grande ce i sa  é apronder com o les ,  [Cs]
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INTRODUÇÃO '
U

Estudar Mecânica Celeste é eituar-se muito próximo do uma nos Mi

va realidade brasileira na área das telecomunicações : A Compra ão

satélite doméstico pelo Ministério das Comunicações. É bom lembrar.
TV

A

que no acordo de compra do satélita brasileiro, " o governo. exige

transferência de tecnologia PRINCIPALMENTE qu:.ito a sistemas de

controle terrestres " - domínio da Mecânica Celeste Yeomo transfe À

rência de tecnologia dos sistemas de estabilização do satélite,

eta. Diante d i sso ,  nada mais oportuno que concluir um curso de Me- = s

cânica Celeste com um pro je to  afim à nova conjuntura ' tecnológica o

brasileira.

Vasculhando revistas de Mecânica Ce les te ,  nada se vê quanto à

aplicação do método de Newcomb-Laplace na teor ia  do movimento | àãe

satéli tes artificiais, método este que parece fei to sob medida pa-

ra aplicação numa teoria gravitacional de primeira ordem, : onde à

função de perturbação R apresenta uma forma simples em função dos

dmelementos orbitais

R=R(  Ty  i ,  Ww, ww ) s

de onde poderemos elementarmente obter  as relações

ÔOR,0R ,0R , ºR ,0dR
dp  dit ou  d8 Qu ,

para introduzí-las nas integraçõoes dos  elementos orbitais perturba.

dos

p r  ów ,  d i ,  $R ,

+ Ref. [9] .0. grifo é nosso,
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CLAN INST DAS sp t .  ca r  ' . n ; , ao  | . t a
;

curso de especial ização em Mecânica Celes-

te ) mostrou-se extenuante ; além de compor,

—se de 6 equações integrals , apresenta tam ,

bêm 6 derivadas parciaic da função de per- .
"mas  .

turbação em relação à elementos que

não aparecer explicitamente em sua exprem .;
" 14o a .  4

são. ( r e f .  [ 2 )  , vag. 186 )

Começaremos então o projeto com & obtenção do geopotencial pa

ra pontos exter iores à superf íc ie ter res t re ,  onde introdusimos ae

funções associadas de Legendre e o conceito de harmônicos rzoneis,
que terá no harmônico zonal de grau 2 o termo de perturbação para

a teoria gravitacional de primeira ordem. À seguir impomos ao gem-

potencial as condições de Dirichlet e de estabilidade do modelo ma

temático, onde definimos o e l ipsoide de revolução que aproxima a su |

per f íc ie  da  Terra e chegamos a uma expressão do  geopotencial  onde

somente consta harmônicos zona is .  A simpl i f icação para tratamento

com apenas um harmônico zonal f i ca  po r  con ta  da  teor ia  gravitacio-

nal de primeira ordem, que vem prestar um auxilio va l iosÍss imo de e

conomia de tempo e trabalho sem contudo al terar a proposta básica

do Trabalho. Apresentamos nessa  altura o método de Newcomb-Laplace

quando se faz uma nova s impl i f icação : desenvolver uma teor ia  em

primeira ordem nas excent r ic idades que, como veremos,  se justi f ica

Y tt,
ENE



Dona ae a ETTTTTRIIAAISÉôTETTT ETEIIÃ

da função de perturbação para chegarmos, enfim, à parte mais labori -

osa do projeto : . a  integração dos elementos perturbados, À
t

sa  "E.
ce ra  da

ocoÁ

Avisamos, contudo, que o presente Trabalho está longe de con= .

oluir o que enuncia ; Perturbação de Satélites Artificiais pelo Geo

potencial - Método de Newcomb-Laplace. Pretende preferivelmente es -

tabelecaer concei tos elementares da refer ida teor ia  e acomodar num

plano de simplificação básico a futura vivêrcia científica do estur

dante, recém-chegado ao vasto domínio da Mecânica Celeste. SA

Numa simplificação complementar, notif icamos que integrare- =

mos oe elementos orbitais como se e les  fossem obtidos re-

ferenciados a um sistema inercial, evitando assim acrescentar ter-

mos que apenas dariam conta de uma transferência de s is tema do coor

denadas. O artifício utilizado para compensar essa simplificação se

rá apresentado no tópico anunciado pelo 4º propósito.
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21º Prepésite 1 Obter e gesepetencial para pentss exterieres à supezsf- |

cias t e r res t re ,  o ”

Censidere a f i g ,  1.1 Pa o So  À dA

Fig.l-l — Lei de Gaussé
eo  princípio de sopro ô

Se a ee  camps g rav i t ac i ena l  em pontes P de uma supe r f i c i e  fe-'

Shade 'S:devide a fentes in ter ieres a essa superfície eM 6 a massa.

t e ta l  ne yelume 6 enve lv idá ;per  S ,  temes

(1.1) | f f  0 . 08  = “ak ?n , ( Le i  de Gauss )
: Ss |

ende o ras í a ,

: &
O = dens idade  de  massa

. sos  a

Sabende que e campe g rav i t ac i ona l  newtoniane E é censerva t i va ,

g 6 ebt ide a pa r t i r  de um pa tenc ia l  es-a lar  V O NA

VV ! i '
Segue  que

(1.2) q = MK O ,  ( Equação de Peisson )

Em particular, para pontas exterinres à suporfície, O = D e

( 1 .3 )  VV = o ,  ( rquação dae Lep lace )

A equaçãe de Laplace para a função Vír ,o,y)  em cesrdenadas es-
o ”f e r i cas  t em a f e rma

( 1 ,4 )  Vv  = 12, (1) + 1 2 (  seng AV) + 2U = ,
r 2)r d r  r sene do go  Aa  E



Cens ide rende  e ha rmôn i co  es fé r i ce  se l i da  de  g rau  n

É vo = "  vY(e,v) ,
cema seluçãe da equação de Laplace, ebtepss «s seluçeses Y em (1 .O

A
deneminadas ha rmên i ces  es fó r i ces  supa r f i c i a i s  de  g rau  n ,  & f as

61 .5 )  : y + ce to  dy- + CSC % ?y + n ín+1 )Y = , : j o
NT IV o

que pe le  méteda de separação de va r i áve i s ,  assumínde seluções Y da ,  “o

faerma E )

(1.6) ví(o,v) =O(o)Y(Y), "

| resultaem -
(1.7) qWº+niv.O, A .

( 1 .8 )  OM + ce tog '  + ( n (ns1 )  - .  x e

sen “o  |
nº  sende uma cens tan t s  de separação de va r i êve i s ,  m i n t s i r e ,  que le

o ! ; ! *

va W ( variável azimutal )áter seluções de pseríede 27,
A selução ge ra l  de (1 ,7 )

(1 .9 )  RW = C,ces  (my) + c , sen  (my) 9 ' ao

Cy) SC, censtantes a rb i t rá r ias ,

Equação (1 .8 )  é r e fe r i da  ceme equaçãe assaciíada de Legendre que

na sua ferma a lgéb r i ca ,  eb t i da  apés a t rensfermaçãe de va r i áve l  sa

cos  Ô ,  sa  asc reve  :

(1.10) (1-sº) 22 -2s EO + f n(n+1) o. JO o

cujas seluções sas da ferma

(1.11) pl (s) = ( 1289 /23  p ( s )
qds

para  va le res  na tu ra i s  de n e m, ende PÇ ( s )  são es pe l ínemies  de Le-

gend re  de f i n i des  pe r
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|' set PATR

(1.12) PJ ( s )= E. (=1)) (2n-21)] 972) 4 1n= 01,29,
; 2º deo g l  (n=-3)] (n-25) 7 GO
N= nb6Sn'é par o EA

e 2 Joe
N= nºl sen6ó impar | MENA

12 As
Cada P (s )  é chanmnade uma função assec iada  de  Legend re  de  g rau  n i

' i 1 W

Para  dades  va le ras  de nm en ,

vn ía  O = [ an  mer  (ny) + b , , n º º  (mp) | P ( s )  J)

HH um harmônice  es fe r i ce  supe r f i c i a l  de  g rau .n  e 1xdem m., Quands ma .

e...Rn nto) são di tes harmônices zenais, Quands D<md4n, es Y A ) .

sãs chamades harménices t esse ra i s ,  Quande m=naes  ves ,  Y) são che '

mades harménices seter ia is ,

Pede s6r mestrade que se V,  é um harménice esferice de grau n f

( 20  + dy ,  é um harmôn ice  es fé r i co  séelido de  g rau  - (  n + 1 ) ,entêe r

ambas saluçees pa r t i cu la res  da equaçães de Lap lace ,  Já  que à equação

de Lep lace é uma equaçãe d i f e renc ia l  pa rc i a l  l i nea r ,  a sema de quals=

quer númere finite de seluçãõesé também seluçãs . Daí, funções da
ferma

(1.13.0) ve  ão ,  nsenímy) + bh,peas(my)] PA (s),
(1.13.6) Va r  n t  =E Co ,  nsenímt) + OD, ,nenstat) | op?PR (5 )

21, º o o“ Écam a, P r  mº om 8 Ana cens tan tes  « rb i l i a r i as ,  sae tambem se lu

ções part iculares da equaçãe de Laplace,
Pedemes extender ns resul tades à cembinaçães l i neares  de fun-

çoes pa ra  O con j .  infinito Vo tem f de mede qus
(=)

(1 .14,a)  V = Ss, n À nesnímr) + b. pesstny) | p ”  ( s ) ,
1,nao  m=O n ,m

1



co : Mo
(1,14.b6) v=  Z2 pn )  = [ an, asentnt) + 8h uses(ny)| Pp (91 ,

n=O É

também se ja  se luçõe da equaçãe de Lap lace ,  ende às censtantes  devem * . .

se r  escpeihidas de maneira a se r  es tabe lec ida ,  ga ran t indo  a cenver= oo

gênc ia  un i fe rme da séries i n f i n i t a  ( Four ie r -Legendre  ) pa ra  e denil-' s s

n ie  r eque r i da  das vo r i ávo i s  indopondentes,

Precuramos uma funçae harmenico esfórico V í r , o ,  4) de mede'que " ro
1. V se t i s f aça  V 2, ( r , 6o ,  ”) = AO no  Jom in i s  r>a ,  needN,n4aY  & US

2 .  lim Vír,0,9) = V(O0,P) ; lim VÍrI,O0,4) = O,  opoe rm  SEN
3 .  V seja centínua no domínis r z  e ,  NeoeT7I, nº7Y 4 217; as derivadas o

pa rc i a i s  de  sagunda erdem se jam cen t í nuas  no  domínies 178 ,  OS  es ,

náv é 2 .
2 

ha

4 .  TV, Tr “ ( 2 v ) , r  2 o?  ) , r t  2 9?  ) sae l im i tades .  Y
dr 5 2 572 SS

Já que l im  V í r , o ,4 )  = O, admitiremos uma soluçãe V da ferma "”
T -poo "

= n+1 D m |(21.15) v=s 23 2 ) Ss Pr (s)  [ An, nsenta) + 8 ,  atestar), . É
n=O m=fo :

ende (a )  é e r a i s  equa te r i a l  da Te r ra ,

Padames escrever (1,15) cemo

(1.16) ve S (a mo Br, 0Pn(s) + ZE ( 2 )  ST PCS,
nan m=l meros

n

sos MY+ 2X (29  Ê An mPs) sen my.

A cendiçãe de fronteira de Dirichlet é satisfeita quande (7.77%

O O n m SS .(1.17) vp(e,f) = 3, Ben i )  + S ST BJ, Ph(s)ces(n)+S
n=N n=N nm=l nsO

SS n im  pM(s )sen (mt ) ,
m=1l

tem as cee f i c i en tes  8 B , A ,  m dades po rn ,0 º  “n,m ,
+ l  (27

(1.18) Bn,n = o Vo  Y )  Pp ( s )  dyds ,
=-1 O

+ l
(1 .19)  ; Ds. (20+1) ( nm)  | A t o ,  P ' ( s )  cas(my) dyds,y

O 2 (nem) ! - 1  0



O CU ' TA ANA SE
am : Teo  :

& NAS
Po + l  21  m ! ! . TS

( 1 .  zo) Ann  (2n+1) (n -m) !  VR(9,Y) PÇ (Ss) sen (a  ayds ,
. n s  . t oco  " 7

2NU(nsm) | - 1  /0 ARO sa,
Os Lt ques

- 9Ue são es ces f i c i en tes  da sé r i e  Feu r i s r -Legend re ,  | Co lo

A t abe la  segu in te  fe rnece  as funções asseciades de Legendre a- : A i
! t ed ,O %é 49erdem, UEBA,

TABELA 1 -1
Ferma Explícita das Cince Primeiras Funções Asscciadas de Legendre

i i ,  ————— — .——  —— mm 2 Do ,  "

" o ! ! 2 3 4 Do
L)

[1 Í - nO. ALTA  &

1 cos é sind U r  i
. 

a. r i ca
2 Fo to  dt Iaindcos O 3ointo E

3 É tcos 0 — Locos M Main (co 6 — |) WS tint 0 cos é 15 into
4 S íon to -  Gontoro,) Main (cos é — JeosM 395 sinto (cos? 0 — À) 105 sinº9 cos é 108 sin*é
mm . -

O pa tenc ia l  g rav i t ac i ena l  se rá  oscritoe então come

V = Bo h)  (E)(CPO + Crab) eosé + SP) sind]
- + (E)Cab) + CuaP9) tos d + Ca aPO cos 24

+ Sul ind 4 Sa) sin 24)
+ (E) CsaPa9) + Cost '209) cont + Ca sPs) cos 24
+ CaalPS(5) cos 3h + Sp P(S) sin y + Si PQ) sin 4 '
+ SP)  sin 34)

+ (E): MODA Ca aPA) cos + CAPA cos 24

(1 ,21 )

q Ou) cos Sb 6 CPIS) cos he | S i a )  s in

+ SiaPés) sin 2d + Si aPL() sin 30h + Spa PS) sin 44)

+ x (E )  DP PISO, e COMME) + Sa  BN ) )  9,

ende

Bo ,

— Para maiores deta lhes,  recomendamos a referência [2] de bibli-
ografia.
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28 P ropós i t o  :; Imper a Vas  condições de D i r i ch l e t  e de es tab i l i das
o TU

de d inâmica de medele matemáticas que aprexima a super

f í c i e  gespe tenc ia l .

1

2 
TT

Ae aplicarmes e pe tenc ia l  V en te r i s r  pare descrever e canpe:

g rav i t ac i ena l  da Te r ra ,  sua adequação às  cendiçass de f r en te i r a  de  ão

2 
SA

EE
si

ta
 EC

N e
.

D i r i ch l e t não é s imp les ,  j á  que não se tem um canhecimente p rec i se .

de f e rma te  da Te r ra .  Semes eb r i gade  à es tabe lece r  uma f i gu re  de  re ' ”

ferêôncia, um medele matemática, a -
Se ignerarmes a i n f l uênc ia  da atmesfara e às e fe i t es  de maré

causades pe le  Se l  e Lua ,  a Te r re  se nes apresentará  mantende em es

qui í l íbr ie  e cempe tetael de seu pe tenc ia l  | | V o seu peten='., i d

c ia l  centrífuge SL. o co

Na fermulação de medele matemat ice,  assumíremes que à super f f

cie l iv re des eceanes está em equilíbrie, Nãe haverá, pertante, cem
penen te  de  campe teteal pa ra le l e  ã supe r f í c i e  da  água .  Da í ,  a super  ;

f íc iea de mar é uma supe r f í c i e  equ ips tenc ia l  ne qua l  + pe tenc ia l  te

t a l  .: '

+

( 2 .1 )  . ava

Cd t ,
é constantes,  ende 50 é » pe tenc ia l  con t r í f uge  que para  um pen te  Na

supe r f í c i e  da Te r ra ,  pa r t i c ipande  de sua re tação ,  tem e va le r

*(2.2) 5 «w irt sento ,
2

Entãe,

( 2 .3 )  Pav  wW2r2 sen 26  ,
2

A f igura de re fe rênc ia  de melher tratamente mae-

t emá t i ca ,  nua ge ra lmen te  se  usa  na  p rá t i ca ,  a 2 de  um e l i pses ide  de

reveluçãeo de e i xe  ma ie r  ( 28 )  e eilxs maner ( 2b )  cem as  p rep r i sdadess

11



1 .0  velume de e l i pse ide  é i gua l  as velume de gss ide  ( en tend ide '  ce ;

e
a

=.

ne .  supe r f í c i e  ma temá t i ca  de re fe rênc ia  que  se  ebtóm p re lengande  - e .
RAN TA

n íve l  de mar pe les  cen t i nen tes  ) .  O acha tamen te  de elíipseidea e :  E .

i CO No

f ab  Fondo os
a 297 .0  |

2 .  Contende à mesma massaM que à Terre,  e e l ípse ida g i r a  em terne |

de seu  e i xo  menser cem a mesma ve loc i dade  angu la r  que a Te r ra  o

seu cen t re  de massa ce inc i de  cem e da Te r ra .  C s l i pse ide  apresenta  >”.

s imo t r i e  equa to r i a l , 4 .

3. A superfície de elipssíde é uma superfícies enuipetencial para à
*

sema de seu pe tenc ia l  newtonianoV & seu po tenc ia l  cen t r í f uge «O .

Designa-se pe r  Q sou pe tenc ia l  t e t a l  +e mede que

*
Q = V 45  =V  +0Wº r º  son o = cens tan te ,

2.
o e l i pse ide  de revo lução  desc r i t s  acima t e rá  um po tenc ia l  g rav i t a -

c i sna l  V da  f e rma
co

(2 ,4 )  V=  oa  l 1+  > (2) Cn,o P (ces os |
n=2 ,4 ,6 ,5 ;  0 .0 .

se ve i xe?z  é esce lh ide  ce inc i d i nde  cem n e i xe  de retaçõãe. A equa-

ças (2 .4 )  decerre de fa te  de que : !
1. V é independente de Y —» m=n;

2 .  PRÓS) = .  PL ( - s )  para (n)  impar, o que v i e l a  a hipétese de sime

t r i a  squa t rn r i a l ,

Pela imposição da condição do ostabi l idado do modelo mateméti

ce  ($ -  cons tan te  ) pedemes nb te r  as constantes  C a pa r t i r  dasn,O
demais grandezas f í s i cas  do eliípsíºide o re ferênc ia  ( ve ja  Kaula

[ 17



3 P repés i t o  ! À tee r ia  g rav i t ac i ena l  de 1º e rdem. ' *
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Acrescentands à censideraçõe pre l im inar  de s imet r ia  equater ia l -;

a s imp l i f i cação  p rá t i ca  de t r a ta rmos  uma; t es r i a  em 1º  ordem, estaro ”

mes alcançande,  não ebs tan te ,  o que tem s i de  prepostes pe lo  p resen te
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t raba lho ,  eu se ja ,  d i scu t i r  a v iob i l i dade  de eplicaçãe da méteda de -:

Newcemb-Laplace pa re  es tuda r  a pe r t u rbação  da ó rb i t a  de um sa té l i t e

a r t i f i c i a l  pe le  geopo tenc ia l ,  um dos p r i nc i pa i s  agentes de perturba :
- £ “ he

ção desses ce rpos ,  | S

Com a simplificaçõe admitida, pedomes cscrever :
ENO- : v i- NANA

(3 .1 )  V = 25 .0  13  (& Son  Pa(ces o i ,

' " - ENA
D 2 º  t e rmo  den t re  does co l che tes ,  e t e rmo  de pe r t u rbação ,  tende ã

a zere rapidamente cem a distaâncie e cans i s t c ,  come pode ser fac i l  :

mentes v i s t e ,  do be je  da f i gu ra  matemática que u t i l i zames .  Jo  pri.

me i re  terme,  que se i den t i f i ca  com e fa te r  que mu l t i p l i ca  es  ce l chs

tes ,  cons i s te ,  paertante, de gseepotencial neu ten iane ,se  t a l  f i gu re

f esse  uma es fe ra :

aB ' o(3.2) V=GM= 00 ,  :
r r ' '

s que  implica em

ende G 8 a cons tan te  un i ve rsa l  da grav i taçõe o M a massa de e l ipse i -

de de reveluçãoe.

Será  conven ien te ,  nesse  pen te ,  def in i í rmos comp le tamen te  e s i s te

ma de cesrdenadas es fé r i cas  que u t i l i za remes .  Cem er igem ce inc i den te

zom «e cen t ra  de massa do el ipsóoide,  nesso s is tema equa te r i a l  te rá  e

ej ixe-x d i r i g i de  pa ra  o pon te  ve rna l ,  e que suge re  e l ege rmes  as  cenhe

cidas ceordenades oestéricas (1 ,0  ,0)  : r ea  istâêância rad ie l  de cen

t re de massa de e l ipse ide, .  é a ascensae reta de satel i te artif ici-

16



" al e ó sua declinação. |

Aesim, (3.1) pede ser .aegorita COMA

(3.4) ves fen to  '
r

ande

Ea  o (Seen  ?ó -1 ) )( 3 .5 )  R = 24
2 r

2
( 3 .65 )  2 ,0  su n & Ca,0o  *

O a ina l  negative que precede e leade d i re i te  de (3 .4 )  ind ice que.

e campe de gravidade exterier ae elipseida é dade per -VWVV.
Come t ra teremes e preblema do pen ta  de v i s t a  de métede de

Newcemb-Laplace, que apresenta  equações ende se requer  der ivadas por.

c ia is  da funçãe de perturbação, a saber

(3.7) dR ,0R ,0R , 9 R,2R,
d r  de du  IR E

precisearemes exp ressa r ,  G&SEgUÍIT , às  va r i ave i s  independentes om

(3.5)  em ternos das variáveis impl íc i tas de R sugeride per (3,7) .

Nas is to  é imediato,  pois ( ve j a  Fitzpatrick [2] 9 pág. 121 ) e

(3.86) sen ó = sen i sen (e  + ) .

Pedemes ve r ,  desde j á ,  a que s imp l i c i dade  5 º  reduz i rá  e obten-

ção das derivadas pa rc i a i s  da funçãe de perturbaçãe pele méteda de

Newcemb-Laplacea nesse  p reb lema  pa r t i cu l a r  que  cens ide rames ,  Passe re

mas a var ne que censíste ta l  mótodo,

17
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42 Propósito s O Método de Newcomb-Laplace.

Por volta de 1880, Newoomb aperfeiçoou o método de Laplace ãe

tratamento das perturbações planetárias para chegar à teoria de  mo

vimento planetário. À condição basica que just i f ica a aplicação

desse método no presente estudo é que o sistema Terra- Satélite ár

t i f ic ial  se ja  um sistema isolado sobre o qual não atuem forças ex
ternas. Consequenteamante o cantro de inérc ia  do  sistema move uni .-

formemente: sobre uma linha re ta  em relação a qualquer s is tema es ta :

cionario absoluto de coordenadas cartesianas retangulares. Com es-
sa condição seremos forçados a real izar as integrações das pertur-

bações em intervalos de tempo em que possamos considerar & t ra je tó

ria da Terra em torno do Sol aproximadamente retilínea. Fara seo
será preciso reatuelizarmos as condições iniciais nas integrais
que localizam o satél i te na órbita e a órbita no espaço várias vez

ses durantes eorfodo de vida útil do satélite, -
Para tratarmos o movimento do  sa té l i te  ar t i f ic ia l  perturbado

pelo gaopotencia l ,  tomaremos o equador da Terra como plano fundae-

mantal a para piano orbital no s is tema da coordenedas equatoriais

o plano variável passando pe lo  cent ro  de massa da Terra onde, am

cada dado momento, a orbita do satélite está situada,
AS coordenadas que ut i l izamos em nosso catudo são . mostradas

na fig. 4-l. Ss

Pig.4-l Om
Sistema de coordenadas retangulares O$7£

Fundamental
plane

18 '
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Com referência à figura, temos | ue  .
w: anomalia ve rdade i ra :  ! ” | : co  F
ON : linha dos nodos; ”

N' :  nodo ascendente; ? : " e .
(e 0£  SL E 360 : ascensão re ta  do nodo '  ascendente; . | ”.

1, 0£4i ÉÉ 280” :  ângulo de inelinação. O movimento é d i t o  se r  dire 1

; to' se 0É1É90” e retrógrado se 177 90º, ANNA.
W:  argumento do pe r igeu .  O ângulo w de f i ne  « or ientação da órv i ta,  '

no plano o rb i t e l ,  o :
T :  ênoca  da  pasrsagem pe lo  pe r i geu .  O parâmet ro  T espec i f i ca  um

à à ins tante em que o sa té l i t e  passou ve lo  pe r igeu  TI. E &

ui: argumento de l a t i t ude .  É medido pos i t i vo  ( essim como w ) na

direção do movimento mostrado na figura. ns : *
WsS+W : ascensão re ta  do ve r i cen t ro .  É frequentemente usado: E

se i  = Oº ou à = 180 ;eWnao  ex i s te ,  : Tebtes
$ r r  + u = UV: w : de f in ido  para 1 =Oou i s 2180 .  E E

I T=xW+M:=  W+n  ( t -T  XY): ascensão  re ta  méd ia  na o rb i t a l ”  Na  ”
— . ” A 12

rg swWw+n( í  tyXT ) : ascensão re ta  média na  órb i ta  na época t g  + “

Claramente L = T4 +n í t o  t o  Y .  Às.  Vezes ,  ás .

o s ímbolo  (€ ) é usado para L, e ( € )  9 usa- " :

do como e lemen to  o rb i t a l  ao  invés de  7 .

Outros elementos ;: SANTAS

n = ur? a 3/0? : movimento medio; NE
a ,6  : que espec i f i cam tamanho e fo rma to  da i r v i t a .  | à

A expressao para a perturbansão do logmrítmo do ra io  ve to r ,  ps,
será, ( veja Chebotarev, [3 ] )

(4.1) p r  1 (afotarom )AM-=2falaream a t
nro

[À 4 LL bar ,  : r a i o  ve to r  para  o rb i t e  não ner tu rbade +

n= (1 l - eccosE)dE ,
, J

Tt

19
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” : - .
Prec i sa remos  exp ressa r  a anoma l i n  ecen t f r i sa  na exp ressao  dos e

. ”
l ementos  p e q em termon da anomslian vcr?inds i sa  j a  que as in tegra is

dos  e l emen tos  pe r tu rbados  de  Newcormb=Lanlace -. jdem se r  t ransforma -
. º é

das de  i n teg ra i s  no  temvo  vara i n teg re i s  nessas va r i ave l ,  como ve re -

40 bp

” à ” sen E; E' = anomalia ecent r ica  do satél i te:

PA Pp =cos  E -+ -e :  e .  excen t r i c i dade  :

W Cas vó K, —— > cons tan tes  de in tegração,

A Será desenvolvida uma teoria também'em 12º ordem nas excentri-. ...*
- c idades o que se  j us t i f i ca  vlenamente tendo em v i s ta  o ob je t i vo  ão

OD p ro je to .  Como se não bas tasse  O carác te r  averas  t eó r i co  do p ro j e  - ”

R t o ,  na prát ica as excen t r i c i dades ,  em gerc1l, também são baixas com O

= mo mos t ra  a segu in te  tabe la  ex t ra ída  da  re fe renc ia  [4] ; pago 227 .

PR 1 o : .

Fam ' . |

Pr vc

“

A Sa te l l i t e  (de, ) e 9 (km)  ento doi Obs .  d no a res  bs.| g ays ay

- 590012 33 | 0 .183  557 15 7 2 226
5900701 33 |j0.190 | 515 15 Lo 4 541 Ro
6000902 47 | 0.012 | 1500 14 10 8 1094 > [

- 100401 39 [0.119 640 8 200 27 3995 1
O 6101501 67 |Jo.008 | 870 15 5 10 838 |"
“ g101502 é? | 0.008 870 15 5 19 1576 7
” 6102801 95 [0.011 3500 30 20 1 205
O 6202901* 45 10.292 | 9506 15 3 20 3144
R 6206001 50 0.007 | 107.0 11 15 21 2505
— 6302601 1| 50 | 0.061 419 8 10 10 724
A 6301902* 2| 90 10.005 | 1080 3 181
Hd 6305301* 1| 79 0.113 602 1 15 9 1732
À 640010! 11| 70 | 0.002 930 18 7 8 1163
À 6406401*t 11 20 [0.012 916 20 2 5 297
A esosio!* 1| 87 | 0.075 430 1 3 5 312
A esog901* 1| 59 0.072 | 1120 27 3 4 400
ni

A

es A Des igna tes  a new  sa te l l i t e .
PA
PR
Oq

PR

Px
Po
-
-
PP
PP
PP



USA | H SR HE

Tao

mos mais adiante. Para i s so ,  considere as re laçoes E = f (  w ) as o
. dos  adus re fe rênc ia  bibliográfica [ a ]  9, vago 99 .  . |Es  =

sen E = (1 -0  > ( 1  t g  senmv LA
n=l À : co

onde, É :

2 1/2 o .

e o .
e? 2/2desenvolvendo ( 1 — em série de Taylor até segunda ordem“. *

nas excentricidades Co

(1 -  e? VW? 4 TY-l1l e º  , ' o í

2 A
então, à

:f i r an1+e /  —> p ra  7 substituindo na eq. de sen E =
e oo 2 e

sen E= . ,  21 - ú, >. ( —T pl ( e  YE gen nw , NE
4 * nel 2 É

e oo ' |

q"  ( 2 )  ( e )  sen nw,
n=l. 2

desenvolvendo até primeira ordem nas excentricídades í
(4 .2 )  aq=senw-esen?2?wnj

2 co '

cos E = B+ (1 -0 º )Z  (AY  cos  no
novamente — n=1
cos E= e, 3 (1) (e) con ,

2 n=l 2?
assim
Pp *EpFpCoswWw- ecos adWw-e,

2 ?

( 4 .3 )  p *cosw-ecos  2 Ww- e ,
2 ?

Pe

Como estamos cons iderando termos: de ner tu rbaçao de 12º ordem

(4.4) q=2  | a'R4IÍR 4 ( Veja Chevotarev [3] » pág. 34)
de

onde,

21  À



+ aaa.
di. o " NS ' ' | a t e

a R= , / IN Ap, RAW, Mt) SAN
Ss dt wa r

Sea  perturbação do logarítmo do raio vetor do satelite é
MNhecido,  a perturbação na anomalia verdadeira se ra  dada por

(4 .5 )  Eme  a, ( f o ram 2d  nóp inso ,  9,

onde C, é constante de integração. E ainda i oa

Va 2 ie. a .mo, "C -an .  ( Ve ja  Chebotarev (3) s D to  3%)  | OS

Res ta  determinar a pos içao no espaço do rlano da orb i ta  oscu

ladora que é dada pelos do is  ângulos i e SS “ .O  ângulo i ”

determina a inclinação da  órb i ta  em re lação ao plano de referênci & o

a ,  no caso o plano do equador t e r res t re ,  enquanto oO angulo SS às
a ascensão r e ta  do  nodo ascenden te  em re lação ao ponto vernal na .

época  To po r  exemp lo ,  Tg = 1950 .0 .  As per turbações dos elementog

i e SL são obtidas pelas equações de Lagrange ( Anândios,
Chebotarev [3]  ]

E = cot 1 AÉ = cosec 1'dR. ”
na Sw naº dSL2 | o

4.53 = cosec 1 OR , .at 2 àna i

onde a, i,Sd,WwW, n são os elementos da orb i ta  do sa te l i t e ;  Ré  a .

função de  perturbação.  Se  apenas per turbações em 19  ordem sao  con

sidereadas,  entao os  va lores  não perturbados dos  e lementos orbi»=

ta is  sao usados como pr imei ra  aprox imação.  E integração dessas e-

quações produz ( veja Chebotarew [3] » pag. 38 ) :

ó i  =» e EaErES iaa  cos i dR - y a t  + CS, J ( 4 .6 )

dw xs

= cosec 1 JR  dt, TOe sssas a f da T t  (4.7)
na PE

onde Cr , Cs são constantes de in tegração.

dd



As equações para ó i ,  6 ,  óp  , ów  descr:vem as perturbações

em primeira ordem da órbita do saté l i te  em qualquer tempo t .
g r  hsE ,As se tes  constantes Cc. , Cc, " Cx 9, 7 2 o

parecem nos e lementos perturbados não são independentes entre s i ,

r qUe a

j á  que temos duas equações de 22º ordem e duas de 12º ordem, exigin

do ,  portanto, apenas se i s  constantes arbitrárias que podem se r  de

terminadas pe la  cond ição  de  que no tempo de  oscu lação t . =  tÊ  as.

perturbações das coordenadas P e w , Suas derivadas tempo

rais e também os elementos perturbados i e SL se jannm-" '

l o s .  Assim, obtemos

Cóp ia  J (wo  J

a ó N Fo ;CE ço  (abs), o ;

(61 Ne DO CER or, o .

as

,
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Sê Propósito : As Derivadas da Função de Perturbação do Geopotencial.

Temos

( 35 )  R=  2,0(3 sen 24 1 ) ,  ' Nm EE
— "

usando (3 .8 )

( 5 .1 )  | R=  2 ,0  [3 sen 2 i sen? Ww = 1
— 4a

utilizando a conhecida equação de uma cônica
* ' LU ' . =

r = P oo
l1+€e cos  w

temos, após aproximações de 1º ordem nas excentricidades

e ( 1+  3e eos w )  | à senti = 21 ) gema  e

« cos Came)  |

onde j á  fizemos a substituição.

sent (w+w)  = 1 ( 1 cos (2w+20 )  ) ,
2

Bfetuando a multiplicação obtemos
Am Ga 2 3eGa, 2 CSA(5.2): R=  2 ,0 (3sen i -1 ) ,  2,0 ( 3 sen 1 -1  ) cos w -  :

253  2 23º 2
Pp

o 2,0 sen'i cos (2w+ 21) - 299582 0 sen“i cos (3w+-2u)
4 *3  *3p & '
9eGa sen i- 2,0 "cos (w+2w) ,.

82?

Na obtenção das derívadas parciais usaremos a eq. ( 5 .1 ) .

(5.33 dR=QR Or,

O primeiro fator é evidente

OR = — 268,2,0 [3 sen ?, sen cw  Hw) - 1 )»
o r  27º

UM J



Para obter o segundo fator prooedemos de

r=e l

o e. so !  IE
. NL  UE

' ” ”
, " O

A : oLogo : QTO| SENA
OR = .  368, 9 3 sen“i sen (w+w)  - 1) F r ,  MSN

4 ELESd/ 2r Po

Ou se ja  D

( 5 .4 )  ] R | =3R .

É imediato que

(5.5) Jd R=  9% 0 gen"i sen (2w+2Ww) ; NAS

dd" 27  | ES

dE 3082 o senút: sen ( 2wu+ 2w »; " o
” W ) x? i ' . i | - .

(5x6)

(527): O R = O . 
SN

08" | .
3682 0 senz i  sent (w+w) e |

J
2 xr?

( 5 .8 )

Es



6º Propósito : Os elementos perturbados

No desenvolvimento de uma teoria em primeira ordem podemos W

substituir o tempo como variavel de integração pela anomalis ver SisÁ

dadeira w não perturbada do problema dos dois corpos.

(6.1) rw=h  J ( momento angular constante )
| TE, ! S

(6.2). at = x awe. du to
h

Assim trataremos a anomalia verdadeira quando ela aparece no. e
integrando como a anomalia não perturbada. Onde w aparecer no re-

sultado integrado, deve ser entendido como w do movimento não per Cr
&

*
turbado e pode ser  calculado como função de t pelas equações dos o

dois corpos quando valores iniciais são prescritos. Então, so *

(6 .3)  óP a f e fe  ca ra ,  ) at = p ía (Qr20 ,  a i nooo

“o E

e ! Ê

dR=(/ÔRAP dR dv, à t ,
Pp  Quwu dit

(6.5) àrR drRafaN;4 OdRAN, |
“ apê  Px

Temos que,

r=e l = - J
l1te cos  w

ef ap= = pe .  sen w 1

a (1+te cos w )?

( 6 .6 )  df = esenw
a l 1+e  cos w )

que introduzindo em (6.5). j á  como integrando, vem

Ll6



* .  RAIAS
Y* o nai| | AS

"o  dR=  —3Re sen vw , dw, oo  TRES
!  1 t e . cos  w rã  ESA  : oo

- SAS  oa  RO
Usando (5 .1 ) ,  (5.5), às aproximações A

( 1+e  com w )?=2+36 cos ww,

( 1+e  cos w a 1+26 cos w ,  | SSENE NM

o integrando, obtemos ' | ” " EIA

(6.7) d 'Ra  368, 5 C 2 seni - 1  e cos  — Senti cos bia +
| 

$*3 2 ' 2 2 .  ES  no

27p  
o

2 )  = .  sen“i cos ( 3n+2W) = 3 e sen“i cos ( eo
2 o | 2

ne  "

- 3e  senx. cos ( Sw+4w) '4, e sem1 cos Ea
20 4

a
x a r  * 'tp

"ES

FSNaIntroduzindo ( 6 .7 ) ,  (5 .4 )  e ( 5 .2 )  em (6 .4 ) ,  obtemos após devidas re- " s

duções

(6 .8 )  Q=  62 0 3 ( 1 -3  sen“i Y ”  30 cos w — 2 e senºi cos na -

233 2 4 NA
w + 2W) , ;  à sen“s cos ( 2w+ eu ) ,  250 mem cos ( +24  Da

”

3º  sen“i cos ( 3W+ 40 )  - ge sen cas ( m tas .
N

Se no termo

(6.9) S p (Q0 tac ,  ) a t ,

introduzirmos ( 4 .3 ) ,  (6.2)  e ( 6 .8 ) ,  realizarmos a integração e mal»
tiplicâ-la por q comodado em (4 .2 ) ,  obtemos

(6.10) a j »  (Q+20, ) dt  = Ga, e i  |- ( 6730 ,  j e  2 º  sen“ "TAP
cos + ão sena | m sen " l i  sen i cos 2W,  3 ( 1 " *

. sens + CO = 3e gen“i cos (w  = 2w)  45 senti -a % * =
- 950 ,  & cos w - e sen“i cos ( w+2w)  + 3e sen“ .

à 16 16

. cos ( w+4w) EX: 1 = 3 sen?s
2 :  F + cos 2w -

d?  x



- senºs cos ( 2u+ 2wW) E sen“ = 9 so, & cos 3w + *

+ TAM sen4 cos ( 3a+2wW) - 3e sen4 cos ( IN 44uw) = É
20  | agi ta

- sen“ cos ( aw+2uw) - 3e sen“i cos (5w+ 2) —30  sena vá
NE 16 40

. com (5wW+d4w)+ 3e sent cos ( Tw+4W),. & Se

Analogamente obtemos

(6.11) r a  ( Q+20 , D)at=*%0 “2.0 20 e sen“i sen 20  wo08 W +
2hp | | o

2 - PE  CEA
+ |  2 Sen 1 cos 20 — 3 — C. + 29 sen i - 3e sen ' i  com (wn=. is

> 2 4 4 26 é Es
2 2 DE-2W) ,30 ,54+30 , -27  se i ,  cow ;   esmen t .  CE

4 4 4 o :
| . cos ( w+t 2W) ,  3e sent cos ( w+  4wW) - 3+ã

16 2

- 9 sen *a cos 2W+ sen“1 cos ( 2N + 2W) ,  t ,  9+
4 4 â

+ 50,  - 45 senti, cos  3w + 3 e senºs com ( 3w + 2W)  +
4 sá à

+ 30 sen“i com ( 3w + 4wW) — sen“ i cos ( 4u + 2w)  = 3e .
80 8' 16

e. sen“i cos ( 5w + 2W)  - 96 sen  i cos ( 5m + 4W) 4 30º
8o 80

- senúi cos ( Tw + dw ) .

Assim introduzinão ( 4 .2 ) ,  ( 4 .3 ) ,  (6.10) e (6.11) em (4.1), chegamos
finalmente ao resultado

(6.12) óP = 240 11 - ( 6+  30, ) = gana  cos 2uw, L i es ) .
2nrº Ap

.ev sen w-S9%e sen“ sen 2wW w cos W à, ( 3 + 20, - E |
4 2 o

1 (6a sent =6 -10  ) é cos w=  21 e sen“L cos (wu +
8 16

SE



o t  2W)  - sen“i cos ( 2w + 2W)4+ 3e gen cos
2 : 16  | " É SO

- 30 sen“i cos ( 30 + 4 + 3oe senºs. cos ( Sw + 4us ) J | AS  :

à. 8o e ERRO
NS a

+ = ( cos w - 2 cos 2w - : + = ( . sen  w-ecsendn) o

nr, ' nr, , 2 o " d i  '

Considere agora a eq. (4.5)

(4.5) ówe  2 ( f ôna t ,  mo -28nóad t i cC
o

Integrando (5 .5 ) ,  obtemos | " ó o
— As  ps2 ! : 4

(6.13) ORâàt=" 368,7 9 sen + e 005 ( w+  2w) ,  cos (2w +
: * 2 CANAS NES

t 2w )  , e o0os( 3w+ 2w)  |, | . Ma r
]J : o A3 — ;

e. :
36 enºi .(6.14) 1, ORAL i t s  2 ,0  | e sen C w+ 2W) +

2 EM 2% 2 :To 2h p

sen ( 2u + 2W)  , e sen ( 3w + 2 )  | e
4 9 1 )

Ainda,

mc  2 2 |2d t=  | (C-an)dt=| O d t -a  | n d teGw-
re * rº 2 h
" O o o

“ 1 - ecoskE  gear  | aE =
a 1 =ecosE) 2 !  h 1 -6  cosE

- gm- ( (1+7ecoE)dE ,
h

|( 6 .15 )  f c  C remes ) ,
2 h

ro
Por fim, utilizando ( 6 .12 )  e ( 6 .2 ) ,  obtemos

à



2
(6.16) 28” 2 nópat = O eo  ( 3720 ,  - 2  sentas  rº nºs * ao

=-98e sen“i sen 24  wesenw 1,6 + 306, + 2 sen“: cos 2w-

= 271 een's | ew cos w - . ,  18 ,  210, - 171 sen“
4 | 8 ) e sen "-: “O .

- 29  sen“ sen ( wu + 2w)  - sen“i sen ( 2u + 2 )  «=
16 4

-- 5e senfi sen ( 3w+  2w)  - e sen“i sen ( 3u + 4u  ) +
48 16

3e senºi sen ( 5W+ 4w)  — 2 e senºi sen 2u  cos ” - e
400 AA
ea“K ax aº e 2 PBR- 18  1 sen ww + É) gen 2w — ?a K, SENDO
2 +2 2 s2 2, 22 Ddsdiiaiih INEASSho .p ho .p 2hp nº :

, P

2
+ ea  E, cos 2W .

2nº +? |
TIntroauzindo ( 6 .14 ) ,  (6.18) e (6.16) em (4 .5 ) ,  obtemos:

: 2 :

(6.17) óÓvÇva 362, 2,0 . [ s  sen ( w + 24 ) + 1 sen (2w +24 ) +
2 4

2
+ gem Caneco )  cn  se  sna )  - Eniolo À

9 243

+ 20,- 92 men i ) w -90  sen“i sen 2Ww w sen w + (  6 +
2 4

+30 , + 2 senfi cos 2W= 27 sen“i ) ev cos wu -— ( 18 +
4 4

214 — 171sentt3 3 ) e senw-290  sent sen (w+24 ) -+

—- sen“: sen ( 2w + 24  ) - 5e sen“ sen ( 3wW+ 24 )  = e
4 48 16

. sen | sen ( 3W + 4w)) 4 38 sen“i sen ( 5w+  4w)  - 9.
400 4

« e sen'1 sen twoos  2n  | + ( 0 -%M Ww 22 º

30 À



. sen w-K, cos ww) ,  ea” (CX  senêm i x  comam) ,  |

2nºsº

Considere agora a eq. (4.6) NA  ne
( 4 .6 )  ó 1 = coseo i [( cos i 2dRR - dr ) dt + O ,  'A

na? du 9d8 e t  A

onde, se introduzirmos ( 5 .  6) e (5 .7) :  resulta, utilizando os elementos SS

orbitais não perturbados dentro do integrando numa primeira eproxina o

óim=cotg1l( d ra t i o
2 IN :

cho nt
FA integra) acima j á  foi obtida anteriormente. Temos ,após sinsplifica :

” | ARTS e Do

(6.18) —d1=7 92,9 —]  cos (w+2w) ,  1 cos ( 2wN+ 2W) + .
: 2 ,  *X 2 2? o

àne hp oe

+ & eos C3n + 20) | + O

Considere, por fim, a eq .  ( 4 . 7  )

( 4 .7 )  ET=) = conseesse t | SEOR dt + Cc55

1

que, utilizando, ( 5 .8 ) ,  ( 6 .2 )  e os  elementos não perturbados de dois
corpos como 19 aproximação no integrando, produz

2na hó [1
%

(6.19) 5X  = 362, o cos e )  1 + e cos w -e  cos (w+  24 )  -

- cos ( 2v + 2W)  - e cos ( 3w + 2UW) àw + O, 9
2

onde : |
p=a í l - 0 ) ;

2 2
na  ==  (m, + m , ) ;K=c te ,  gaussiane

Integrando (6 .19 )  , obtemos
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( 6 .20 )  sº - Ja, cos à [E  + e sen u -— é sen ( w+  20 ) :
as  e : o)

— 1 sen ( 2W+ 2WwW)- e sen ( 3 +24 )  +o ,
2 6 '

[

É.

-
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Com a simplificação admitida de não trabalharmos no presente .

projeto com termos não-inerciais, resultou, sem dúvida, uma redu

ção significativa de operações mo tratarmos perturbações de sató-

lites artificiais pelo geopotencial segundo o mótodo de Newoomb= | " .
co  Ee  k o

ch ,  2 :
i2 cntas tica

Laplace, relativamente ão que se nos havia apresentado: no treta-

mento segundo à teor ia  planetária ãe Lagrange.

Fica enunciado, assim, um pro je to  de pesquisa para responder

mais conclusivamente o que um estudo inicial mostrou satisfató=

r io,  ou se ja ,  a hipótese inicial do trabalho parece se cumprir ..

Mas há muito ainda o que fazer a partir do que, por ora, coneti -

tuií o ponto de part ida, o p ro je to  de final de curso, o pro je to  de

início de carreira.
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