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SUMARIO

Trata o presente projeto do estudo da precessao e da
posigao média. O histdorico aponta o uso dos eclipses da Lua para
a obtencao da longitude celeste das estrelas, a descoberta da pre
cessao, as interpretacoes de seu descobridor Hiparco: a esfera das
fixas e a retrogradagao do ponto vernal. Apresenta, em seguida, as
explicagoes de Copérnico, de Newton e aborda a aplicagao do movi-
mento giroscospico na precessao.

E efetuada a conceituagao da precessao e dos planos
fundamentais, com a apresentacao das definigdOes julgadas relevan-
tes.

Sao passadas em revistas as principais conseqliéncias
da precessao, denominadas "efeitos": mudangas seculares das cons-
telagdes e polos celestes, variagcao na data do inicio das estagOes
do ano, a retrogradagao dos signos zodiacais em relagdo as conste
goes gue lhes deram os nomes, o deslocamento do periélio e a alte
racao da duragao do ano tropico.

E apresentada a classificagdo obrigatdria e ja histo-
rica da precessao nos tipos: luni-solar, planetaria e geral.

As coordenadas médias isto € a posigao média das es-
trelas, sao analisadas com especial cuidado. As redugOes para oOs
varios equindcios e épocas sdo tratadas com énfase especial: méto
dos aproximados e rigorosos, bem como tabelas sao examinados e
discutidos.

A precessao diferencial & igualmente analisada, pois
seus efeitos sao, praticamente, importantes nos estudos tedricos
das Orbitas das estrelas duplas.

Os varios anexos nao sO apresentam tabelas Uteis para
a redugao das posigoes médias, como atualizam os valores das cons
tantes fundamentais inbutidas nos calculos precessionais, e de
acordo com as resolugOes mais recentes da Unido AstrondOmica Inter
nacional.

O trabalho procura, antes de mais nada, conceituar di
datica e historicamente a precessao bem como apresentar criterio-
samente os métodos mais adequados para as varias possibilidades

das transferéncias das coordenadas médias de uma origem para outra.
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capiTULO I

HISTORICO

Introducao

A variagao secular das longitudes a que se dia o nome
de precessao, foi descoberta no segqundo século antes de Cristo pe
lo Astronomo Hiparco (161 A.C. a 125 A.C.), comparando a longitu-
de da estrela o virginis (Espiga da Virgem) por ele determinada /
com a que Timocharis tinha obtido um século e meio antes.

Sabendo-se que os antigos - por nao possuirem reld-
gios de precisao - nao podiam obter posicdes absolutas das estre-
las por meio das passagens meridianas, suas observacoes eram efe-
tuadas indiretamente atraves de medidas relativas. Nesse sentido,
referiam, durante 3@ noite, a posicao (distancia angular) das es-
trelas a Lua ou aos planetas brilhantes (Venus em particular).

Em seguida, durante o crepisculo, ou mesmo, quando possivel, em
pleno dia, era efetuada a medida da distancia angular do astro de
referéncia ao Sol. O seu movimento proprio, de oeste para leste,

na época conhecido, era, como é obvio, levado em consideracgao.

Timocharis e Hiparco utilizaram, também, uma engenho-
sa variante, tomando como ponto de referéncia, durante os eclip-
ses lunares, a regiao mais obscurecida (centro da sumbra projeta-
da da Terra), cuja longitude celeste difere de 180° da do Sol.
Esse ponto se encontra em oposicao, sendo sua longitude igual a
Lo+1800’ onde L € a longitude do Sol, obtida das tabuas alexan-

drinas do movimento solar.

Dessa forma foi possivel a Hiparco levantar as primei
ras tabuas numéricas, pela fixacao das epocas em que o Sol  pas-~
sava pelo perigeu. Com isso, era possivel determinar a posicao /
do Sol no zodiaco para uma data posterior. Os dados obtidos nao
ultrapassavam, no entanto,.a 600 anos, posto que, como havia su-

:
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posto o proprio astrdénomo, os erros iniciais eram cumulativos. De

passagem, tal assertiva @ notavel para a época, Boquet {1925).

Timocharis, em 273 A.C., conseguiu, pelo processo da
referenciagﬁd de a ﬁﬁrginis ao centro da sombra projetada da Terra
na Lua obter para sua longitude celeste o valor de 172°. No ano
129 A.C., Hiparco encontrou 174°, Explicou a diferenga - 2® em
144 anos - pelo deslocamento até entdo insuspeito do ponto vernal,
a origem da contagem das longitudes celestes e igualmente conheci
do como ponto equinocial da primavera (para o hemisfério geografi
co norte) ou, mais modernamente, e mais precisamente, por equindo-

cio de margo, Danjon (1963).

A precessao de Hiparco: esfera das fixas

Hiparco comparando as longitudes por ele determinadas
com as obtidas, dois séculos antes, para as mesmas estrelas, por
Aristille e Timocharis, concluiu que todas se achavam aumentadas
de cerca de 2,5° ao passo que as distancias ao pdlo da ecliptica

permaneciam sensivelmente constantes.

Havia duas hipdoteses a escolher:

a) o ponto vernal retrogadava cerca de 50" por
ano;

b) as estrelas, como um todo, estariam animadas
de um movimento paralelo ao plano da eclipti-
ca, descrevendo circulo menores, lugares geo-
métricos dos pontos de latitude celeste cons-
tante.

Para a primeira suposicao, e tendo-se presente que o
ponto vernal pertence simultaneamente a‘ecliptica e ao equador ce
leste, @ necessario que o eixo dos pdlos role conicamente ao re-
dor do eixo da ecliptica, mantendo constante a sua obliquidade /
(angulo determinado pelos planos da ecliptica e do equador celes-
te).
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Nesse caso, a Terra sendo suposta fixa no centro do
mundo, convicgao admitida em quase toda a antiguidade (salvo espo
radicas excecgoes), o deslocamento cdnico da linha dos pOlos se re
fletiria numa mudanca continua da latitude de cada lugar, ©o que

nao se mostrava real pelas medigoes efetuadas.

Por esse motivo, a segunda hipotese pareceria mais [/

£
plaisivel, lancando entao Hiparco a afirmativa que as estrelas de
viam se mover lentamente em torno do eixo da ecliptica, fazendo /

uma volta completa em:

360° _ 1 296 000" _ 25 920 anos

50" 50"

ou, aproximadamente, 26 000 anos.

Como as estrelas eram supostas fixas, tal deslocamen-
to global sO0 poderia ser explicado por um movimento da esfera cris

talina, na gqual se achavam encrustadas como pontos brilhantes.

Geometricamente, esse movimento lento e continuo era
imaginado como ocasionado pela rotagao de uma esfera exterior a
das fixas a qual por sua vez, gira em 24 horas siderais em torno
da Terra - movimento diurno. Dessa forma, a chamada "maguina do

mundo & estruturada como na figura 1.1 :

Flg. 1.1

A esfera exterior, com eixoc PP', gira em 24 horas ao
redor da Terra (& a origem do movimento diurno). Por dois pontos,

EE', estaria ligada (espécie de mancal) a esfera das fixas. O mo



vimento da mais externa causa a sucessao dos dias e das noites .
Ao mesmo tempo, a esfera interior girava, em torno dos pontos EE',
no sentido direto (de oeste para leste), oposto ao movimento diur
no (de leste para oeste) com o periodo de 26 000 anos, aproximada

mente.

A Terra imdvel no centro do mundo seria constantemen-
te perfurada nos pontos p e p' pelo eixo imdovel PP', de sorte que
as coordenadas geograficas permaneceriam invaridveis, enquanto [/
que o observador terrestre veria as estrelas - em massa - girarem
lentamente (independentemente do movimento diurno) em torno da [/

ecliptica.

O ponto Y permaneceria imovel, mas as lontitudes ce
lestes das estrelas aumentariam pouco a pouco, porque seus meridia
nos se afastariam desse ponto no sentido das longitudes crescentes
Por exemplo, as estrelas situadas sobre o paralelo de 23° de dis-
tancia do pdolo da ecliptica desfilariam diante do pdlo P do equa-
dor celeste ou da ultima esfera, de maneira a se tornarem estrelas

polares, uma apds outra, na sequéncia dos séculos, Faye (1883).

A precessao de Hiparco: retrogadacao do ponto vernal

"os antigos determinavam o comprimento do ano por duas

maneiras distintas, conduzindo ao mesmo resultado: a primeira ,
observando o retorno do Sol as mesmas estrelas (nascer ou o0caso
heliacos de determinadas estrelas brilhantes); a segunda, determi
nando, como atualmente, os instantes dos equindcios, isto e, os
instantes em gque o Sol passa pelo equador celeste (por efeito de
seu movimento proprio). A primeira avaliacao fornece o ano side-

ral; a segunda, © ano trodpico.

De acordo com a primeira, a revolugao anual do Sol de
via se cumprir em 365,256 dias. Hiparco tendo avaliado pelas 7
observagoes de Aristille e Timocharis os instantes dos equindcios
para duzentos anos antes de sua época, poude compara-los com seus
valores observacionais, bastando para isso acrescentar 200 vezes
365,256 dias 3 data do antigo equindcio. Achou, deste modo, uma
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diferenga de 2,8 dias (trés dias aproximadamente). Por esse moti
vo, 0 equindcio observado chegava 3 dias mais cedo, isto & prece-
deria de 2,8 dias a época em que teoricamente deveria ter ocorri=-
do. A esse avan¢go da chegada do Sol ao primeiro ponto de aries ,
denominou, com propiedade, de precessdo dos equindcios.

Resultava deste modo para o ano tropico uma duracao mais curta de
2,8/200 anos = 0,014 dias/ano, passando a valer 365,242 dias.

Se a revolugao do Sol em torno da Terra parece diferen
te de acordo com a origem que se considera como ponto de partida,
uma estrela ou o ponto vernal, e desde que somente um destes pon-
tos nao € fixo, & necessirio que © ponto vernal se mova em senti-
do retrdgado cada ano, de uma distancia igual a que & percorrida/
pelo Sol em 0,014 dias, isto &, de 0,014 x 59'8" = 50" (onde 59'8"=

-

3548" & o valor do movimento angular médio diario do Sol), (Faye
. 1% .

A precessao de Copérnico

Admitindo-se contrariamente que a Terra Se move anual
mente em torno do Sol, ao mesmo tempo que gira em um dia em torno
da linha dos pblos, as estrelas devem ser consideradas como pontas
distribuidos a qualquer distancia da Terra e nao como pontos de
uma mesma esfera, interligados por uma mesma superficie, na dqual
estariam engastadas. Com essa suposicao, naoc mais se compreende/
gue sejam animadas por um mesmo movimento angular em torno do ei-
x0 da Orbita terrestre. Assim o ponto Y & que se desloca em sen-
tido retrogrado sobre a ecliptica fixa, de maneira a descrever 360°

em 26 000 anos em torno de uma linha paralela ao eixo da eclipti-

ca.

Desta forma as longitudes celestes de todos os astros
aumentam de 50" por ano, devido ao recuo, sobre a ecliptica, do
ponto vernal dessa mesma quantidade. A verdadeira revolugao do
Sol e, entdo, a sideral, isto @ 365,256d.- A revolugdo tropica nao
& senao o periodo dos retornos sucessivos do Sol ao ponto vernal/
ou aos solsticios. Em resumo, a precessio dos equindcios & devi-

da a retrogradagiao dos pontos equinociais, Koyre (1934).
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Por outro lado, como as coordenadas geograficas dos /
pontos da Terra permanecem invariaveis, @ o globo terrestre, como
um todo, que, sob a agao de uma causa desconhecida na época de
Copérnico, deve girar como um pido, com eixo de rotagdo inclinado

sobre a vertical (giro cOnico ao redor da vertical).

Explicacao de Newton

Supondo que a Terra seja um elipsdide de ;evolugéo b
achatado e homogéneo, qual seria o efeito da atragao solar sobre
sua rotagao? Demonstra-se facilmente que ela se traduz nao apenas
por uma forga, que faz gravitar a Terra em torno do Sol, mas tam-
bém, por um par de forcas, que tende a fazer coincidir o plano do

equador terrestre com o da ecliptica.

_ Mostraremos primeiro que a atragéo solar sobre a mas-
sa contida no interior da esfera C, tangente interiormente ao
elipsdide em seus dois pdlos, se reduz a uma forga. Figuraremos,
entao a secgao desta esfera por um plano contendo os centros do
Sol e da Terra, Fig. 1.2:

Fig. 1.2

Sejam A e B duas fileiras de elementos materiais, nor
mais ao plano da figura e simétricos em relagao ao centro C. As

forgas de atragado fl e f2 que o Sol exerce sobre essas duas cama-
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das nao sao equipolentes, em geral, visto que nao poder ser simul
taneamente iguais em intensidade e paralelas. Podem, no entanto,
ser substituidas por uma forga aplicada no centro da Terra e por
um par cujo momento € normal ao plano da figura. Se reduzirmos /
da mesma maneira as forgas de atracao exercidas pelo Sol sobre as
fileiras de elementos A' e B' simétricos das camadas A e B em re-
lagao ao plano tracado por C perpendicularmente a CS, obtemos uma
forca igual aquela que dao as camadas AB, € um par, cujo O momen=
to &€ diretamente oposto ao primeiro. Como a massa da esfera pode
ser inteiramente decomposta em grupos tais que ABA'B', o par re-

sultante & nulo.

Por outro lado, ao par aplicado a parte do elipsdide/
exterior, hachuriado na figura 1.3, e que Newton denominou dilata-

cao equatorial, a simetria que assegurava, no caso anterior, a /

compensacac dos momentos nao mais existe. A agao do Sol sobre a
Terra inteira se traduz por uma forga aplicada no centro C ( isto
& a forca sob o efeito da qual a Terra gravita em torno do Sol )
e por um par cujo momento estad situado no equador terrestre nomal
mente ao plano da figura. O par se anula apenas em dois casos :
gquando o centro atrativo S esta situado no plano do eqﬁador terres
tre (para o Sol na éepoca dos equinocios), ou sobre o eixo do

elipsdide (que jamais ocorre para a Terra, o Sol, ou mesmo a Lua).

Fig. 1.3
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Se V e W sao elementos pontuais da dilatagao equato -

rial (fig.l.3) escolhidos no equador terrestre e no plano da figura,
gimétricos em relagao a C, & possivel decompor a forga de atragao
f. que o Sol exerce sobre o ponto material V em duas outras, uma,

1

wl', dirigida segqundo CV e cujo momento & nulo em relagao a C, a
outra, wl, paralela a CS; do mesmo modo, se decompoe a forga f2 /

aplicada a W em duas outras ¢2 c ¢2'.

Pode ser facilmente verificado que as forcas wl e wz
variam na razao inversa dos cubos das distancias ao Sol, VS e WS.

Sendo V (ou W) um elemento pontual da dilatagao equa-
torial terrestre, de massa dm (fig. 1.3), a a distancia CS, r a
distdncia CV (ou CW), p a distancia VS (ou WS). Se a massa do Sol
€ 1, a forgca exercida sobre a unidade de massa situada no ponto V
(ou W) e: k/pz. Pode ser decomposta em dois vetores respectiva -
mente segundc VC (ou WC) e segundo uma direcao paralela a CS. 0
primeiro desses vetores tem um momento nulo em relagao a C; nos
ﬁodemos desprezar. O segundo vetor, que & responsavel pela forga
perturbadora, tem por grandeza; ka/pB, onde k @ a constante gaus-

siana da gravitagao.

Observa-se que para um dado instante a forga de pertur
bacdo depende da distdncia, p , do elemento pontual ao Sol, enquan:
to que a distancia a, de C & S, independe da posicao do elemento
pontual. As forgas de gravitagao fl e f2 sendo elas mesmas inver
samente proporcionais ao quadrado das distancias, o momento das /
forgas fl e f2 € representado por um vetor normal ao plano da fi-
gura, e dirigido para dentro; seu efeito & fazer gira o segmento/
VW no sentido dos ponteiros do relogio, isto & de diminuir a in -
clinagdo do plano equador terrestre sobre a ecliptica, suposta fi

Xa.

Em resumo, e sem alongar mais, podemos concluir que o
Sol exerce sobre o elipsdide ao qual & assimilada a Terra, um par
cujo momento & variavel com a sua declinagdo. Tal par & nulo nos
equindcios e maximo nos solsticios (o Sol nao se aproxima suficien

temente dos pdlos para que O par atinja seu maior valor tedrico e



9

decresga em seguida). O momento desse par & situado no plano do

equador terrestre e tende a fazer decrescer a obligliidade.

M

Fig. 1.4

E facil construir um vetor que possua qualitativamen-
te estas propriedades. Seja, no plano do equador do plano terres
tre (Fig. 1.4) Ml

de mesmo mddulo que o primeiro, mas simétrico de M

um vetor invaridavel para o ponto Y; M2 um vetor

L enm relagao a
I

reta CU, normal ao circulo horario CS do Sol.

A resultante M desses vetores & nula nos equindcios e

maxima nos solsticios.

Estudemos, agora, separadamente o efeito dos momentos
Ml e MZ' O primeiro tende a imprimir ao globo terrestre um movi-
mento de rotagao em torno de C, no sentido indicado. Consideran-
do a Terra em rotagao em torno do seu eixo, sua velocidade angular
.pode ser representada por um vetor, dirigido para o pdlo norte ,
P. A perturbagao causada pela atragao solar tende a aproximar ,
sobre a esfera celeste, o pdlo P do ponto y. Em outros termos ,
o pdlo instantaneo de rotacao se desloca de tal maneira que sua

velocidade v permanece tangente ao circulo horario do ponto Yy /
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(Fig. 1.5). Desta forma o circulo hordrio permanece também tan-
gente ao ponto P, em um pequeno circulo tendo por centro o polo
Q da ecliptica, sendo PQ= ¢ (e @ a obliqliidade da ecliptica) :
Apresenta a diregéo.tangente comum aos dois circulos. O ponto Q
suposto fixo,0 pold P descreve esse pequeno circulc, e a obliglii-
dade, medida pelo arco PQ, permanece constante. O movimento do
polo P sobre o circulo & uniforme e retrdogado. Quanto ao equador
celeste, seu deslocamento elementar consiste em uma rotagéo em
torno de um diametro MM' perpendicular ao circulo horario P, vis
to que a velocidade v do ponto P € contida no plano deste circu-
lo.

Flg. 1.5

Em um ano, o ponto Y retrogada de 15,8" sob a agao do

monento perturbador M O deslocamento corresponde ao circulo de

l.
centro Q &, evidentemente, 15,8" sen € = 6.3". Desse valor tam-

bem gira, o equador celeste em torno de MM'.

O efeito instantaneo do par de momento M, e o seguin

: 2
te: se o par agisse sozinho, o vetor velocidade do ponto P sobre
a esfera celeste estaria contido no circulo horario do ponto fi-

gurativo do momento M Ora, esse ponto & movel sobre o equador

T
e completa duas revolugoes tropicas em um ano trdpico, nas passa
gens do Sol pelos equindcios; €& oposto ao ponto vernal, e com ele

coincide nos solsticios. A velocidade do ponto P, & pois, movel
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em torno de P, no plano tangente 3 esfera (nesse ponto) e comple

ta duas revolugOes por ano. Em consequéncia:

1?9) o deslocamento do ponto P correspondente ao
" momento M, se faz segundo uma orbita perido-
dica, que se afasta pouco de um circulo de
0,55" de raio, com um periodo de 6 meses ,

Danjon (ob. cit.);

29) esta nutacao se traduz por um deslocamento/
periddico do ponto Yy, e por uma variagao pe

riddica da obliquidade.

A semi~amplitude da nutagao (em longitude) do ponto
Yy &€ de 1,3";aquela, da nutacao em obligliidade € maxima nos equi-

ndcios e minima nos solsticios, Danjon (ob. cit.).

Compondo os efeitos da precessdo e nutagao solares /
ter-se-a: a trajetdria resultante do pdlo & uma curva de forma/
cicloidal, (S) Fig. 1.6, seus pontos de reversao correspondem aos
equindcios; nesses instantes, o binario perturbador se anula, co

mo ja foi exposto.

s e
&,
- Y Y 'Y Y =

N
!

3“‘“’“5 . 37 0

Fig. 1.6
E o pSlo & estacionario (velocidade nula). A amplitude dos arcos

-

€ de 3,2" sua altura de 1,1". O pdlo descreve 2 por ano, Danjon

{ob. cit.).
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Tudo o que foi referido a propdsito do Sol pode se

aplicar a Lua. As forgas perturbadoras estao na razao direta das

massas dos corpos perturbadores, e na razao inversa do cubo de

suas distancias. Acha-se assim que o par perturbador devido a

Lua vale em média 2,2 vezes mais que o do Sol. A precessao lunar

atinge cerca de 34,6" por ano, se bem que o deslocamente total do

ponto Ysob a agao da Lua e do Sol seja de 50,37" por ano. Esse efei
to constitui a precessao luni-solar.

Quanto a nutagao lunar, como calculada por Newton, &
muito pequena: seu pergpdo é de meia revolugao trdpica da Lua ,
ou 13,7d. O ponto podé avangar ou retardar de 0,2" e a obliquida
de pode ser aumentada ou diminuida de 0,09". Pode-se representar
aproximadamente esta nutagao pela revolugao do pdOlo sobre um peque
no circulo de raio de 0,09". Compondo com a precessao, obtem-se
a trajetoria do pdlo sob a acgao exclusiva da Lua, que ainda & uma
curva de forma cicloidal, contando com cerca de 27 arcos por ano,
semelhante aquela devida apenas ao Sol, com uma relacao de simili
tude igual ao produto da razdo entre o més trdpico e o ano trdpi-
co por 2,2, ou seja cerca de 0,16 (Fig. 6, em L) (a acao da Lua &
2,2 vezes mais forte que o Sol e o movimento em longitﬁde da Lua

-

& 13,4 vezes mais rapido que o do Sol).

Para obter a trajetdria do pdlo verdadeiro, & suficien
te compor a precessao luni-solar com as duas nutagoes, solar e /

lunar.

A precessao e o movimento giroscopio

O movimento cOnico da Terra, conhecido pelo nome de
precessao, & semelhante ao movimento de um piao (Fig. 1.7) giran-
do rapidamente em torno do seu eixo OC inclinado de um angulo 1
com a vertical OD. O & o seu ponto de contato com uma superficie

horizontal
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A

e —————

SSMIVCARRLYY
e
t: &,

Cleg=x

Fig. 1.7

Se G for o centro de massa do piao, seu peso, atuando
na diregcao GE, no sentido de G para E, dara origem a um momento /
em relégéo ao ponto de contato O. A primeira vista, seu efeito /
éeria de aumentar o angulo CaD(zi), fazendo tombar o piao. Devi-
do, todavia, a sua rotagao em torno de OC, o movimento resulta /
completamente diverso. Com efeito, o seu eixo OC & obrigado a gi
rar uniformemente em torno da vertical, OD, com o que, cada ponto
B do seu eixo descrevera um circulo, paralelo a superficie de
apoio, tendo como centro um ponto da vertical (no caso, o ponto D.
O eixo do piao, OC, varrera, assim, no espago, uma superficie c6-
nica. Ao invez de cair sobre a superficie de apoio, o eixo OC ,
em cada instante, desloca-se perpendicularmente ao plano determina
do por OC e OD. Esse movimento do eixo & denominado precessao.

Consideremos agora a terra girando rapidamente em tor
no do seu eixo polar, sob a agao das forgas de atragao gravitacio
nal ocasionadas pelo Sol e pela Lua. Supondo a Terra uma esfera,
a densidade de sua matéria em cada ponto depende somente da dis-
tancia ao centro. As direg¢des das atragOes solar e lunar, passa-
riam através do centro e nao causariam mudangas no eixo de rota -
¢do. Como & um esferdide, com o equador como o plano principal ,

e ndo estando o Sol e a Lua situadas ne plano equatorial, exceto /
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em duas ocasioces durante seus periodos orbitais (nos equindcios e
nos nodos, respectivamente) as diregoes das atragGes gravitacio-

nais do Sol e da Lua nao passam pelo centro da Terra.

Desta forma, as forgas atrativas apresentam momentos/
em relagao a esse centro. Para o Sol, o momento de sua atragdo/
teria por efeito obrigar o plano equatorial da Terra a sSe mover em
diregao a ecliptica, tal como no caso do piao (Fig.l.7): O momen-
to do seu peso em relagao ao ponto O faz com que seu eixo se apro

xime da superficie em que se apodia.

Tudo se passa, dinamicamente falando, como se a Terra
fosse um gigantesco pido, girando em torno do seu eixo instantaneo
de rotagao e apresentando a tendéncia de se deslocar para o plano
da ecliptica. O eixo de rotagdao da Terra em cada instante move-se
perpendicularmente ao plano contendo o proprio eixo terrestre e o
Sol. Consequentemente, apresenta um movimento cOnico relativo do
eixo da ecliptica, cujo pdlo & Q (Fig. 1.8). O ponto vernal, Y ,
por sua vez, move-se retrogradando ao longo da ecliptica, na dire
¢ao yy'. A agao principal da Lua na diregado do eixo de rotagao /
da Terra & de natureza similar. Ao movimento retrbgrado (do pon-

to vernal) resultante da agao do Sol e da Lua se denomina preces-

sd3o luni-solar. Cerca de 2/3 do efeito

& ¥

Fig. 1.8
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e devida a Lua, dada sua proximidade da Terra, Smart (1971).

Valores historicos da precessao

A titulo de informagao, o quadro 1 fornece, resumida-
mente, os valores da precessao anual como apresentados por varios
autores. E interessante ressaltar a disparidade desses valores ,

que se dispersam entre 36" e 50" por ano.

O quadro 2, igualrente sintomatico, @ extraido de /
P. Tannery (1893).



Quadro

Valores histdricos da precessao

1

OBSERVACAO VALOR ANUAL
S i ANTERIOR POSTERIOR DR PRECESSRO|  wonrrs
a virginis 1°em 80 anos Timocharis Hiparco 45" ou 46" |S.L.E.Dreyer
(294A.C. e 283A.C.) {129 A.C.)
4 estrelas | 1%em 100 anos Timocharis e Hiparco Agrippa e Menelaus 36" idem
Obs:valores comparados por Ptolomeu . .
(em geral) woma 100 anos 150 anos antes de Hiparco 36" W.M. Smart
Hiparco
a virginis 2%em 150 anos Timocharis e Aristille Hiparco 48" Arthur Berry
a virginis 2%em 150 anos Timocharis . Hiparco 48" F. Boguet
moma 150 anos Aristille e Timocharis Hiparco 48" idem
1°em 100 anos ? Hiparco 36" Arthur Berry
a virginis 2%m 144 anos Timocharis Hiparco 50" André Danjon
1%em 100 anos Aristille e Timocharis Hiparco um: Pierre Simon-
M.De Laplace
1°em 100 anos ? Hiparco 36™ Pierre Duhem
2%°em 150 anos ? Hiparco 48" M. 1'Abbé Halma
€@ virginis 2%m 200 anos Timocharis Hiparco 36" idem
1°em 100 anos Ptolomeu 36" idem




Quadro 2

VALORES DA PRECESSAO SEGUNDO P.TANNERY

OBSERVACAO VALOR ANUAL
ESTRELA INTERVALO ANTERIOR POSTERIOR DA PRECESSAO
o Leonis 2° 40" em 265 anos Hiparco Ptolomeu 37"
Pleiades 3° 45' em 375 anos Timocharis| Agripa em 36"
Bityhe
{93 D.Cs)
a virginis wo 45' em 379 anos Timocharis| Meneles 35.6"
a Scorpii 3° 55' em 391 anos Timocharis| Meneles 36"
: em 300 anos Hiparco 36"
4% 29'8" em 345 Hiparco 46 ,8"

anos







CAPITULO 1II

CONCEITUAGEO

A precessao e o planos fundamentais

Seja, na Fig. 2.1

P, e P, os pdlos do equador para os intantes t, e t

1 2 ¢ 2
E, eE, as eclipticas para os instantes tl e t2
Yy €Y, oS equinocios para os instantes t, ety
Al e A2 O0s equadores celestes para os instantes t1 e t2

M & o nodo ascendente de A, em relagao a A

2 &

N & o nodo ascendente de E, em relagao a E

1

Obs.: supondo t, posterior a

2
tl; Em caso contrario & neces

sario substituir ascendente /

por descendente

Pla. 2.1

j= ao éngﬁlo entre os equadores dos instantes tl e t,

k= ao angulo entre as eclipticas dos instantes tl e t2

~19
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A mudanga de coordenadas ficara completamente determi

nada pelos valores atribuidos a N, M, j e k.

O calculo das coordenadas equatoriais az e 52 de uma

conhecendo-se as coordenadas al e 61

nao oferece, em principio /

estrela para o instante t2,
da mesma estrela para o instante tl'
grandes dificuldades.

Seja t= t2 = tl da ordem de dezenas de anos (no maxi-
mo, um século). Procurando-se exprimir o angulo j (Fig.2.1) em
funcao do tempo aparecera um termo periddico (representando a pre
cessao de Hiparco) cujo periodo pode ser considerado como grande,

visto atingir cerca de 26 000 anos.

Todavia e mais comodo utilizar um desenvolvimento em
série, limitado a alguns termos. O desenvolvimento & levado, ge-
ralmente, ate a 32 ordem, deste gque t nao seja demasiadamente lon
ge. Acha-se também, na expressao de j termos de curto periodo re
representando a nutagao, que nao podem ser representados da mesma

forma. Serao representados pela notacao I, (P) + I
s

(P): Ter-se-
= tl
-a, desta forma:

j= at + bt2 + ct3 + Zt (P) + zt (P), =—————- (1)

2 1

sendo os termos periddicos no intervalo t. Para os arcos ylM,
sz, YlN, YZN, assim como para as coordenadas celestes das estre-

las fixas, obter-se-3o expressdes similares.

DEFINICOES BASICAS

Qualquer que seja a grandeza representada, a expressao

da forma 1 incluira:

1?9) Termos seculares: designam os termos depen-

dentes das primeira poténcias de t;

29) Termos periddicos.
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Todavia, como afirma Danjon (ob.cit.), a diferenca _/

acima nao & essencial, uma vez que os termos seculares podem ser
considerados como periddicos de periodo muito longo. Podem exis-
tir, ainda, termos seculares verdadeiros, por exemplo na express

aa longitude celeste de uma estrela fixa ha um termo em t, corres

pondente i precessdo, que cresce de 360° em 26 000 anos.

De qualquer forma, & dado o nome genérico de precess
aos termos que dependem diretamente do tempo e de suas primeiras/
poténcias, quer se trate de termos pseudo-seculares, isto e, pro-
venientes do desenvolvimento de termos periddicos de periodo mui-
to grande. quer de termos seculares verdadeiros. E dado o nome
geral de nutagao a soma de todos os termos periddicos explicitamen

te conservados como tais.

A precessao, cujo valor numérico, nulo na época ini-
cial, cresce sem cessar, pode ser representada em fungao do tempo

por um arco de parabola, geralmente cubica.

Quanto a nutagao, cujo valor na origem ndo & nulc, va
ria de maneira muito mais complexa, permanecendo limitada entre /
dois extremos. Sua variacao & representada por uma curva ondula-
da. A figura 2.2 representa esquematicamente a precessao P, a nu
tacao N e seus efeitos combinados, a soma S.

Isto posto, concebe-se que ha-
ja vantagem em separar o calcu

lo da precessdo do da nutagao.

S Esta divisao conduz a uma dis-
tincao basica.
P % )
a. Planos Verdadeiros
' N b. Planos Medios

Pig. 2.2.
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Plano Medio & o plano fundamental afetado unicamen

te pela precessao.

Na Fig. 2.2, o arco de parabola, P, correspondera a
um elemento médio. A curva S correspondera ao elemento verdadei

ro (afetado simultaneamente da precessao e da nutagao).

Desta forma, referem-se as coordenadas de uma estre
la fixa, seja aos planos verdadeiros (afetados da precessao e

da nutagao), obtendo-se as coordenadas verdadeiras (ou posigao

verdadeira) seja aos planos médios (afetados somente da preces-

sao), obtendo-se as coordenadas médias (ou posigao media).

Precisemos ainda alguns pontos. O equador verdadei
ro e, a cada instante, o plano normal ao eixo instantdneo de ro
tagao da Terra, o qual se afasta muito pouco do seu eixo princi
pal de inércia. Como ja foi visto, a precessdao e a nutagdo que
afetam a posicdo desse plano sao devidas as acoes perturbadoras

do Scl e da Lua na rotagao da .Terra.

A definigao da ecliptica demanda, porém, explicagoOes
mais complexa. A ecliptica verdadeira &, em cada instante, o
plano que contem o raio vetor Terra-Sol e o vetor velocidade or

bital terrestre.

Deve ser aqui lembrado que o ponto material, ao qual
se aplicam as leis do movimento kepleriano, nao &, na realidade
0 centro da Terra, mas sim o centro de massa do sistema Terra-
-Lua (denominado na geo-dinamica de baricentro). A ecliptica /
verdadeira €, deste modo - e com todo rigor - definida pelo w
centro do Sol, pelo baricentro e pelo vetor velocidade relativa

do baricentro em relagao ao Sol.

Em Mecanica Celeste essa definigao da ecliptica /
corresponde ao plano da oOrbita gsculatriz do baricentro, Danjon
(ob.cit,).
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Quanto a ecliptica média, difere da verdadeira devi

do as perturbagoes planetarias de curto periodo, as quais nao /
esta afetada. As principais sao devidas a agao de Venus e Jupi

ter.

Querendo conservar as expressoes verdadeiro e médio

no sentido geral que lhes e atribuido acima, deve-se definir o

equindcio verdadeiro como o nodo ascendente da ecliptica verda-

deira com o equador verdadeiro. A expressao da nutagdo (nutagao
em longitude e em obliquidade) encerraria, neste caso, os ternos
planetarios correspondentes as perturbacdes exercidas, princi -

palmente, por Venus e Jupiter. Uso diferente tem prevalecido /
nas efemérides astrondmicas. O equindcio verdadeiro nao &, aqu,
empregado, em seu sentido pleno, visto que essas coordenadas [/
nao sao afetadas de uma nutagao planetaria, como seriam se fos-
sem referidas a ecliptica verdadeira. Essa observagao, de gran

de valor conceitual, e encontrada em Danjon (ob.cit.).

Com as ressalvas acima, e facil justificar, a con-
vengdo em uso. A observagdo meridiana nos fornece imediatamen-
te as coordenadas equatoriais dos astros, referidas ao equador/
verdadeiro; Nenhum método, atualmente, permite obter as coorde
nadas eclipticas, que, portanto, aparecem apenas como interme-
diarias no calculo. Como consequéncia, pouco importa que elas
sejam referidas a ecliptica verdadeira ou a ecliptica média. Os
calculos serao obviamente simplificados adotando-se o plano me
dio para referir o sistema de coordenadas definidoras das posi-
¢goes dos corpos celestes, O mesmo se aplica ao equindcio, ori-
gem convencional das ascensoes retas, por nao ser diretamente /
acessivel as observagoes astronomicas. Nao o afetando da nuta-
cao planetaria em ascensao reta, os calculso sdo facilitados ,
sem perda do rigor.

E ainda oportuno ressaltar a diferenga entre os ter

mos equindcio e época. Equindcio & a origem do sistema de coor

denadas que referenciam a posigao média dos corpos celestes. E

representado por simbolo numérico com 5 algarismos, © quarto
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separado do ultimo (O) por uma virgula. Os quatro primeiros in
dicam o milésimo astrondmico e quinto, o inicio do ano ficticio
de Bessel, Por exemplo: equindcios: 1950,0, 2000,0. Epoca &

o instante que referencia os movimentos proprios (e ¢ M) Ao

corpos celestes. No SAO (Star Catalog) a época e o equindcio /
(1950,0) sao coincidentes, o que facilita sobremodo as redugoes
astronomicas. No catalogo de Yale (SUPPLEMENTARY VOLUME TO THE
YALE ZONE CATALOGUES), o equinocio & 1950,0 e a época 1932, 2
(anexo 1).

Como observagao final, o comprimento do ano trdpico

&€ bem definido, mas o mesmo nao sucede com a sua origem. Os as
tronomos, de acordo com a sugestao de Bessel, definem o inicio/

do ano tropico (ou solar) como o instante para o qual a ascensao
reta do Sol médio (ou a longitude celeste média do Sol verdadei
ro) for exatamente 18h 40min ou seja 280°. Esse instante ocor-

re sempre nas proximidades do comego do ano civil (19 de janei-

ro). O ano convencional assim definido & denominado em homena-

gem ao grande astronomo alemad, de ano ficticio de Bessel. Assim
Smart (ob.cit.), 1931,0 corresponde a 1931 Jan. 1,3229 (T.U.) ou
seja 7h 43,68min T.U. do dia 1 de janeiro de 1931. Para 1932 ,

_basta acrescentar 365,242 dias ao valor acima. Desta forma: /
1932,0 = 1932 Jan. 11,5644 (T.U.).

Para facilitar o cd3lculo do inicio do ano trdpico,
a tabela 2.1 fornece, segundo as tabuas de S.Newcomb o interva-
lo de tempo, expresso em dias solares médios, entre o comegco do
ano civil (19 de janeiro, Oh T.U.) e o comegco do ano ficticio /
de Bessel. Para compatibilizar a tabela 2.1 com as tabuas de
Le Verrier subtrair 0,000 3 dias até 1966, inclusive e 0,000 4
dias, a partir de 1967.



TABELA 2.1

Comeco do ano trdpico

25

1940 | +0,5014% | + 0,00137% 1960 | +0,3453% | 4+ 0,00005%| 1980 | + 0,1892" | 4 0, 00052*
1 --0,2564 - 70 - 1 - 0,4125 - 113 1 - 0,5686 - 156
2 - 0,0142 - 4 - 2 - 0,1703 - 47 2 - 0,32064 - g9
3 | +0,2280 + 62 3 | +0,0719 + 20 3 - 0,0842 = 23
4 | +0,4702 + < 129 4 | +0,3141 + 86 4 +0,1580 + 43
5 | -0,2876 - 79 5 - 0,4437 - 121 5 - 0,5998 - 164
6 - 0,0454 Lol 12 6 - 0,2015 ~ 55 6 - 0,3576 - 98
7 | +0,1968 + 54 7 + 0,0407 + 11 "9 -0,115¢ - 32
8 + 0,4390 + 120 8 + 0,2829 + 717 8 +0,1268 + 35
9 | - 0,3188 - 87 9 | -0,4749 | - 130 9 | - 0,6310 - 173

1950 |[-- 0,0766 - 0, 00021 1970 | - 0,2327 - 0, 00064 1990 [ - 0,3888 - 0,00106
1 + 0,1656 + 45 1. | +0,0095 + 3 3 - 0,1456 | - 40
2 | +0,4078 + 112 2 | +0,2517 + 69 2 + 0, 0956 + 2€
3 | -0,3500 - 96 3 | - 0;5061 - 139 3 - 0,6622 - 181
4 | - 0,1078 w 30 4 | - 0,2639 - 72 4 - 0,4200 - 115
5| +0,1343 + 37 5 | -0,0217 - 6 5 - 0,1778 - 49
6 | +0,3765 + 103 6 | +0,2205 [ «~ 60 6 + 0, 0644 + 18
7 | - 0,3813 - 104-- 7| - 0,5373 - 147 7 - 0,6934 - 190
8 | - 0,1391 . 38 8 | -0,292 | - 81 8] «~04512 { 124
9 | +0,1031 + 28 9 | - 0,0530 - 15 | 9 | - 0,209 - 57

1960 | + 0,3453 + 0, 00095 1980 | + 0,1892 + 0, 00052 2000 |+ 0,0332 + 0, 00009
Exemplo: Determinar o inicio do ano tropico para 1981.

Pela tabela 2.1, tem-se:

d

1981 -0,5686

Inicio do ano civil: Jan. 1l: Oh T.U.
Inicio do ano trépico: Jan. 1l: Oh - 0,5686d=

1980 Dez 31,4314

1980 Dez 31 &s 10" 21™®

12,96° T.U.







CAPITULO III

EFEITOS

Introducao

A precessao dos equinocios, além de ocasionar uma
variag¢ao na posicao dos corpos celestes que sera estudada com to-
das as minlGcias nos proximos capitulos, produz efeitos que devem

ser mencionados, a titulo de exemnlo, ainda que resumidamente.

Mudancas seculares das constelacoes e polos celestes

£ considerado como fixo, (vide fig. 3.1) o pdlo da

ecliptica, Q, situado na constelacao do Dragao (Praco). O polo
P da rotagao aparente da esfera celeste descreve em torno de Q um
circulo_de raio 23927' em aproximadamente 26 000 anos. Ha 4 000
anos 0 polo Pestava vizinho da estrela o Draconis. Nos nossos /
dias, ele esta situado a
menos de 1° de aUrsae. Mi-
noris que & a estrela po-
lar para o hemisfério bo-
real. Em seguida o polo
P atravessara Cepheu, e,
em 12 000 anos, passara
nas proximidades de Vega
(0 Lyrae), que, entao sera
a estrela polar norte, a

Polaris da época.

Inicio das estacoes do ano

A retrogradagao do ponto y corresponde a um avango, a

cada ano, do inicio do equindcio, avanco que justifica a denomina-

¢do precessao dos equindcios dada a essa retrogradagao.

27
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Esse movimento de retrogradagao causa ainda, a dife-
renga entre o ano sideral (intervalo de tempo necessario para que
a longitude celeste do Sol aumente de 360°) e o ano trépico (o in
tervalo de tempo que decorre entre duas passagens consecutivas do
Sol pelo ponto y). E este Ultimo que condiciona o ciclo das esta
¢oes. A diferenca de duragao corresponde ao tempo necessario pa-
ra-ique a longitude celeste do Sol cresca de 50,26" (ou 3:4%) no
qual o Sol leva 0,0141d {on 20™ 23%) para percorrer sobre a eclip
tica o arco de precessao. A tabela 3.1, fornece as duragoes pre-
vistas para as Estagoes do Ano.

Tabela 3.1

Duracao das Estacoes do Ano

ARCO ESTACAO DO ANO DURAGCAO ATUAL
(hemisfério norte) d h

1> T% Primavera : 92 21

2. I Verao 93 14

3. IT° Outono 89 19

4, IT Inverno 89 00

Retrogradacao dos signos zodiacais

Ao deslocamento do ponto y correspondera, fatalmente,
uma retrogradacao dos signos do zodiIaco. O inicio das cras de
Aquario, Peixes e Carneiro, por exemplo sao determinadas -pelo des-
locamento do ponto vernal, 19 ponto de Aries, sobre a ecliptica.

Esse movimento secular & lento e nao uniforme, Em /

1900 seu valor era de 50,2564"/ano. No ano 2000 seri: 50,2787"/ano.

Assim em 1867 A.C. o ponto vernal passou de Taurus /
para Aries (dando inicio a chamada era de Carneiro). FEm 69 A.C.
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.

entrou na constelagao de Pisces (inicio da era de Peixes).
Atualmente o ponto vernal deve ainda percorrer 9°

(nove) em Pisces. Somente no ano 2597 & que se encontrara no

limite que demarca a constolagao de Aquarius, dando-se, entao e

s6 entao, o comego da denominada era de Aquario, Meceus ( 1979 ).
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A Fig. 3.2 ilustra a confiquracao dos limites moder-
nos das constelagoes zodiacais (U.2.I. Uniao Astrondmica Interna-
cional, Assembléia Ceral, 1925) e dos signos zodiacais ( zodiaco
trdpico, como alguns pretendem identifica-los) e foi extraida de
Culver e Ianna (citado por Kelly, 1280)
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Deslocamento do periélio

A observacao mostra, ainda que o periélio da orbita
terrestre apresenta um deslocamento de 11,46" por ano, no sentido
direto. A mecanica celeste atribui esse movimento as perturbacoes
planetarias sobre o sistema Terra-Lua. Devido a retrogradagao do
ponto vernal, a longitude do periélio cresce anualmente de 61,71".

Como curiosidade, no ano 1250 havia igqualdade entre

os arcos I'. e II'', bem como entre os arcos It o, £3g. 3.3

A duracao que separa duas passagens consecutivas da

Terra pelo periélio & denominada de ano anomalistico. £ igual a

3653 gl 13™ 535

ou seja 365,2596412 dias.

Variacao na duracao do ano trépico

O termo em t2 da precessao geral provoca uma ligeira
diminuicao progressiva da duracao do ano tropico de uma fracao do
dia igual a 0,00022 _ T 10-8 dias (1), seja 0,53s por século,

3548
Tardi (1949)

(1) O numerador 0,00022 exprime em segundos o dobro do coeficiente

do termo em t? da precessao geral dada pela formula:

= 50,256"t + l,l"(t/lOO)z, t sendo expresso em ano juliano de









cAarITULO IV

TIPOS DE PRECESSAO

Precessao luni-solar

Supondo-se invaridvel a posicao do plano da ecliptica
no espago, o polo P da esfera celeste descrevera um pequeno circu
lo, cujo centro & o ponto Q, polo da ecliptica, a razao de 50,37"

por ano (fig.4.l1), por efeito da precessao luni-solar.

Em um intervalo de tempo infini-
tamente pequeno dt, o eguindcio
(y ) retrograda do arco di

(dA= yy' ); o equador celeste
gira em torno da pernendicular /
MM' & linha dos equindcios, de
um angulo dj. O equindcio trans
porta-se de y a y' . O polo P
descreve um arco infinitamente
pequeno PP', que pode ser consi-
derado como carregado pelo circu
lo horario inicial, gue passa por

Y . O arco yy; mede o angulo dj.

Pig. 4.1 Tem-se assim, PP'=dj

Chama-se precessao em longitude celeste ao arco di;
precessao em ascensao reta ao arco au=y,v"'; precessao em declina-
¢ao ao angulo dj=yy,. Os sentidos positivos sao tais que A, pu e
j sao funcoes crescentes do tempo. Tem-se evidentemente:

duy= dA cos €

dj= dX sen ¢

Fazendo:

m = du

dat at

g& cos €

n =dj = d\ sen ¢
dt dt

33
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Se a unidade de teﬁpo for o ano tropico, ter-se-a:
m = 46,1"
n = 20,0"

A letra j nao tem, agora, a mesma significagao, que a da relagao
(1) do capitulo II. Daqui por diante representara soma dos ter-
mos seculares do secundo membro desta relacao (com exclusao dos
termos periodicos). Em outros termos, ela representa unicamente

a precessao, e nao mais a soma da precessao e da nutagao.

Sejam 1 (longitude celeste) e b (latitude celeste) as
coordenadas eclipticas de uma estrela firxa. Tem-se evidentemente.

dl _ dx s
- B = e = & )
dt dt dt

A, sendo a posiqéo de uma estrela fixa na esfera celeste, o tri-

anrqulo esférico POA fornece (Fig. 4.2)

¢ -

7 \ PQ_ED ; §=90°+a
Gle Lados PA = 90 - g Angulos

AN o GiDe 0 =90° -1

X Qn = 90 b
rig.4.2 L _ = ~
Como PQ e QP sao retos, o triangulo PQ e bi-retangulo,

tem—se:

send = cose senb + sene cosb Sen 1 s.cecvesssans (4.1)
cosa cosd = gosb COB L e msmos & @ ewe s iEe s sEit et

cos§ sena = —-sene senb + cose cosh sen 1l ....(4.3)

Derivando e supondo £ e b constantes vem:

coséd8 = sene cosh cos i 4l
dt at
d§ = sene cosa dl

dt dat .

A relacao (3) fornece da/dt:
cosd cosa da - sena send d8 = cose cosa cos$§ dl
at dat dt
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cos§ cosa da _ sena send sene cos dl 4+ Cose cosa cosé dl

dt | at _ at

I

cosé cosa da (cose + sene senc tgé )coss cosa dl

dt dt
28 (cose + sene senc tgé )-(-1-l
dt dt

Seja enfim

ag _
” =m f nsena tgé m = 46,1" = 3,075
onde s woessne 1lR)
48 - ncosa n = 20,0" = 1,345
dt

Gracgas as expressoes (4.4), é facil reconhecer o sen-
tido da variacao de cada uma das coordenadas. A declinagcao & /
crescente em todo hemisfério onde cosa for positivo. Este hemis-
fério tem por polo, o ponto Y. Ela & decrescente no hemisfério /
oposto. Estes resultados podem ser enunciados a oriori. Como o
circulo maximo participa do movimento do seu pdlo Yy , a declinacao
de uma dada estrela fixa & alternativamente crescente e decrescen
te com um periodo de 26000 anos.

Fica, portanto, compreendida entre um maximo e um mi-

nimo.

Quanto a ascensao reta, € geralmente crescente, em ra
zao da preponderancia do termo m. £, todavia, estacionaria ou
decrescente em certos pontos da esfera celeste. Ela é estaciona-
ria para todos os pontos da esfera celeste definidos em um instan

te dado pela equagao:

m+nsenﬁ tg6=0 ...c---..-.cio...(4'5)
substituindo m, n dados por: )
m = d)A COSE

dt

n = d) sene ,
at

em (4.5), vem: d\ cosg + d)\ sene seno tgs =0
dt dt
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dividindo-se por d) vem:
dgcse + sene sena tgd = 0
Substituindo tgé§ por:
tgd = send /cosé , e simplificando tem-se:
cose cos$§ + sene sena send = 0
esta equagao exprime que o triangulo Astro, P6lo da Ecliptica e
Polo do Equador Celeste & retangulo no astro.
Observa-se cue as coordenadas invariaveis (no p6lo /

h

norte: o = 18,8 =90°- €), com a condicao, todavia, de considerar

a ecliptica como fixa em relagao as estrelas.
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Precessao geral

As formulas da precessao luni-solar dadas no paragra-
fo anterior sao apenas aproximadas, pois foram estabelecidas na
hipétese de uma obliqliidade invariavel. Cabe agora definir a pre-
cessao levando em conta o deslocamento da ecliptica.

Para o fazer, & conveniente retornar a figura 2.1l.
Desta feita, os planos representados serao méveis: um para a época
inicial (zero) e o outro para uma época qualquer (t). Os elemen -
tos relativos a época inicial serao chamados fixos. Os outros (re
lativos as épocas t) serao considerados moveis.

Chama-se precessao luni-solar - y - ao deslocamento Y,Y'
do ponto equinocial de marco ( y ) devido a agao gravitacional do

Sol e da Lua, supondo que a ecliptica permane¢a invariavel.

Chama-se precessao nlanetaria - Y - ao deslocamento /

do equindcio X=; Y2 devido ao deslocamento secular da ecliptica.

Precessao geral em longitude & a diferenga A=yaN-y;N

Precessao geral em ascensao reta € a diferenca

H=Y2M~Y 1M

Precessao em latitude & o angulo k da ecliptica movel

com a ecliptica fixa.

Precessao em declinacao & o angulo j dos dois equado-

res.

Para a determinacao da posigao dos corpos celestes em
relacao aos planos moveis e aos planos fixos, & preciso conhecer o
valor dos arcosP =y;M e ¢ =y;N no instante t, assim como, a
obliqliidade média, €.

Para empreender o calculo da precessao, & necessario
determinar os valores numéricos das diéersas quantidades enumera =
das. Adota-se como unidade de tempo, o ano trdopico; como época
inicial, 1900,0 ; tem-se, entao, Danjon (ob.cit.).
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= 90°- 23,043"¢t

o

¢ = 173°57'3" - 8,694"t

¥ = 50,3708"t - 0,000107"¢t>

x = 0,1247"t - 0,000238"t>

A\ = 50,2564"t + 0,000 111"t> (4.6)
W = 46,0851"t + 0,000 140"t°

« = 0,4711"t - 0,000 003"t>

j = 20,0469"t - 0,000 043"t%

e = 23° 27' 8,26" - 0,4684"t - 0,000 000 6"t>
ey= 237 27% 8,26 + 0,000 006 1"t?

A notacao €; representa a obliquidade do equador mé-
vel referida a ecliptica fixa. Seu valor é praticamente invaria-

vel, visto que sua expressao nao contém termos de primeira ordem.

As constantes das expressoes 4.6 das quais se solicita
o valor numérico a observagao sao: a obliquidade inicial, e a cons-
tante da precessao, isto € o fator de t na expressao da precessao

geral em longitude. Os valores numéricos dos outros coeficientes

sao fornecidos pela mecanica celeste.

Em outras palavras, caso se deseje adotar para a
ecliptica e equador fixos nao mais ecliptica e o eguador de 1900,0,
mas os planos médios para 1900,0+1, outros valores para os coefici
entes numéricos das expressoes 4.6 deverao ser empregados. As.
quantidades p , ¢ , ¥ , etc... sao funcoes de duas variaveis T
e t. Sendo a epoca para a qual se referem os elementos fixos e
T +t época para a qual se exprimem os elementos moveis (1). For-
neceremos a sequir expressoes mais significativas de u e j. Os
termos T e T+t sao contados a partir de 1900,0 em anos tropicos.

De acordo com Newcomb, vem:

= mt+mlt2+m2t3
" 2 3 .'Ol....'...ll.‘l.(4.?)
3 = nt+nlt +n2t
com
m = 46,08506"+ 0,27945"—T—+ 0,000 12" (—I—)2

1000 . 1000
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m = 0,000 139 73" + 0,000 000 12" LS

1000
m, = 0,000 000 036 32"

..... .(4.8)
n = 20,046 85" - 0,085 33" —I— + 0,00037" (—%—)2
1000 1000

n,= - 0,000 042 67" - 0,000 000 37"-Tie

1000

n,= - 0,000 000 041 80"

(1) (Na pag.422 do livro de Danjon, (Ob.cit.) a Tabela XVI sumari
za os valores das diversas precessoes em fungao dessas duas

variaveis, ver anexo 4).
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Para terminar, as formulas (4.4) podem representar as deri

vadas das coordenadas equatoriais de uma estrela fixa com a condi

¢ao de substituir as constantes m e n por fungdes lentamente vari
aveis com o tempo. .

Nesse sentido, seja Oxyz a posigao do sistema equato
rial de referéncia para época t(Fig.4.3). Sua posicao para época
T +dt € obtida por uma rotagao dj, no sentido retrégrado, em tor-
no de Oy, seguida de uma rotagﬁo du, de sentido retrogrado, en
torno de Oz. As formulas de transformacao de coordenadas sao for

necidas por:

r X,= xcosdj + zcos (90°+d7)

f/ X, = xcosdj - zsendj

A) W=Y

zq= zcosdj + xccs(goo—dj)

y z,= zcosdj + xsendj

A/ésa X,= xcos dj + 0.y-send]

1) y;= 0.x + y. + 0.z

Fig. 4.3 2= xsendj + 0.y + zcosdj

ou com a forma matricial, corresnondentes as figuras 4.3.a e 4.3.b,

Ven:
3w, Xy cosdj O -sendj\ [/ x
(a) Yl - 0 ) 0 X
oy zq sendj O “cosdj Z
—
2
' _ o
% xz = xlcosdu + ylcos(QO +dyp )

¥y = xlcos(QOO-du )+ylcosdu
!

X, = xlcosdu - ylsendu +0.z1

¥, = xlsendu +ylcosdu +0.zl

B = O.xl + O.Yl + zq




X, cosdy -sendy 0 X1
(b) Y, _ sendy cosdy 0 yl

De (b) em (a) vem:

X, cosdj 0 -sendj cosdyu -sendy
Yo} = 0 1 0 sendu cosdu
( z., sendj 0 cosdj 8 ° = o 1

Efetuando o produto nmatricial vem:

cosdjcosdy -cosdjsendy -sendj X

#2
y2 - sendu cosdu 0 V'
z, sendjcosdyu -sendjsendyu cosdj z

Como as rotagoes sao infinitesimais tem-se que:
cosdu= 1 cosdj = 1 sendu= dy sendj = dj
sendjsendu= djdu= 0

X, 3 -dy -dj X

Y2 - du 1 0

z, aj 0 1 z

x2 0 -dyu =~}

y2 =0 eyl 0 0 +

Z, dj 0 0 z
Xy 0 ~du ~dj X 1 0

z, dj 0 0 z 0 0 1 z

logo temos:
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dx X, = X 0 -du ~-3J

dy | = ¥y =¥ i® du 0 0

dz z, - 2 dj 0 0 z
ou ainda:

dx = -ydy -zdj
dy = xdu (4.9)
dz = xdj

Voltando, agora, as relacoes (2), porém utilizando as
notacoes do presente paragrafo:

du “mnir) e % = n(t )
at  t=0 dt =0

reencontra-se as formulas (4.4) do paragrafo anterior

do = m + nsena tgd
dt
(4.10)
g8 . ncoso
dt

Sendo, agora, as quantidades m e n funcoes de T

As formulas (4.9) resolvem ainda o sequinte problema:
sendo x,y,Z, as coordenadas de um ponto, referidas ao sistema equa-
torial da época, calcular as coordenadas x', y', z' do mesmo ponto
para a época T + dt Tem-se:

ax
at

= -my -nz

Y w mx (4.11)
at

dz

—_—

dt

Il

nx

Se o0 intervalo de tempo que corresponde a precessao for
pequeno, pode-se escrever (m e n para a eépoca T), por simples inte -

gracgao: '
x' =x~- (my + nz) t
Y' = y + nxt (4.12)
z' = z + nxt
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onde em radianos, m € n Sao0 expressos por
T
1000

m= 0,000 223 427 + 0,000 001 35

-
I

0,000 097 - 0,000 000 41 —T%—
1000

As formulas (4.12) servem, particularmente, para refe-
rir a um equindcio qualquer as coordenadas retilineas X,Y,Z do Sol

publicadas nas efemerides astronomicas.
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Observagao:
0 efeito da precessdao geral nas coordenadas celestes,
de acordo com a Fig.4.4, Newcomb (1295), & dado por:

w
; ot
-
gamaﬂ. J//////// A
]
2 \
: M&{f 3 - PARA M
¥ ' N Ay
_//,/f:;///ﬁfi
‘Fig. 4.4

-

A, e By sdo respectivamente o equador e a ecliptica

na época inicialt e A, e E,, na éooca sequinte, T +at;
YITu= dY, a precessao luni-solar;

Yly'—y'yz cose = dX , a precessao geral em longitude
Yly'= db, a precessao em latitude
Tyl = @k & precessao planetaria no eguador

Supondo-se os deslocamentos em um curto intervalo de

tempo dt, como infinitesimais.
A precessao geral em ascensao reta é:
XYy = mldtﬁd$ cosey - dy
A precessao em declinagao:
XY= ndt = dwsenel

Portanto o efeito da precessao geral nas coordenadas

equatoriais celestes durante o intervalo de tempo dt é:

A=y = (ml+nsenaltgﬁl)dt
(4.13)

62~ Gl ncosaldt

Considerando o intervalo de tempo, por exemplo, igual

a um anb, as formulas (4.12) tornam-se:
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oy, — oy = m1+ nsenaltgﬁl
L (4.14)
62 §, = ncosa,
Se 1 e b sao as coordenadas eclipticas de uma estrela
qualquer, o efeito da preccssao geral em suas coordenadas, de acor
do com a Fig. 4.3, serao, em longitude e latitude celestes:

dl = dx = dy - dxcoscl
(4.15)

qlY =Y stenel

1

db

Quando dy= 0 e dA= dy recai-se no caso da precessao
lunisolar, supondo que a ecliptica seja fixa..
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' Constantes da precessao para 1980

Para a exata aplicagao das formulas até agora apresen

tadas € necessario empregar os valores atualizados e compatibi-

lizados dos coeficientes relativos a precessao.

Nesse sentido

sao transcritos, sob forma de tabela (tabela 4.1), os valores

que se acham na pag. 9 da American Ephemeris and Nautical A lmanac

para o ano de 1980.

Tabela 4.1

Constantes da precessao

obligqliidade média

precessao geral anual
precessao anual em A.R. (m)
precessao anual em Dec. (n)
longitude do eixo da ecliptica

rotagao anual da ecliptica

angulos definido a
precessao total a partir da
época para o eqguinodocio de
1950.0

23° 26' 30, 782"= 23,441884°
50,2742"= 0,0139650°
3,07383%= 46,1074"
1,33600°%= 20,041"
n=§%;174° 40,9' = 174,681°

= g§.= 0,4705 = 0,000 130 7°
r=-11' 31,58" = 46,106°

s= ~11' 31,51" = 46,1015

j= -10" 01,24" = ~40,082°







CAPITULO V
POSIGAO MEDIA

Coordenadas médias: méetodo aproximado

Quando a estrela para a qual se quer calcular a preces
sao entre as épocas T e 1T+t nao estad muito proxima do pdlo e quan
do o intervalo de tempo nao for consideravel, pode-se utilizar for
mulas aproximadas, sob a forma de desenvolvimentos finitos, em /

funcao de t, colocando:

2 3
z alt + a2t + a3t KR

Q
|
Q
I

(5.1)

2 3
T dlt + dZt + d3t =

o
i
o
Il

Na pratica, sao conservados, de acordo com cada caso,

1, 2 ou 3 termos. Os coeficientes a; e dl, a2

dem das coordenadas a, € 51 para a época T , assim como do pro-

e d,, etc... depen
prio tempo.
Pelas expressoOes obtidas no 19 paragrafo do cap, IV,

formulas (4.4) que fornecem imediatamente as derivadas primeiras

das coordenadas sao:

do _ dy + dj senotgs

dt dt dt

ds _ djcosa b
dt dt

du e dj sendo as rotagoes do triedro de coordenadas ao redor de

O0Z e OY. Tem-se portanto:

dzu - dzu % d2j sena tgs + 1 ,dj,2 sen2a(l+2tgzﬁj + du, ,dj, cosatgs
dt dt dt ;
18.3)
dza_ dzj soEn - Sl (QH + 4J senatgd) sena
dt2 dt2 dt 'dt dt
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Obter-sera sem esforgo as derivadas das ordens imedia-

tamente superiores.

Por outro lado, as rotagoes py e j foram apresentadas
sob a forma

_ 2 3
H = mt + mlt + m2t

j = nt + n,t + 112t3 (5.4)

os coeficientes m, n, etc..., sendo fungOes de T cujas expressoes
sao dadas em (4.8).

Calculando agora os coeficientes das formulas (5.1):

- (4o, _
a,= (gp)=m+ nsena, tgaT

.-t
dl— (dt) ncosa_
T 1.2 2 2 1
= 5 (Q_%)— (m +n,sena tgd ) + 7 n'sen” (1 + 2tg's ) + 5 mcosa, tgs,
dt
_1 a2, _ 1
d= 3 (5230 =n, cosa_ - > nseno_ (n1+-nsenattg61)
ebei.a

Essas quantidades que dependem de 3 parametros a, T ,
6§ nao podem ser comodamente tabuladas, senao para uma época deter
minada. E contudo facil levar em conta as variagOes de m e n nos
primeiros coeficientes a, e dl‘ As tabelas XVII 3@ XXIII de Danjon
(ob. cit.), trans~ritas no anexo 4 fornecem, para o equindcio /
1950,0 as quantidades acima mencionadas, bem como os coeficientes

a3 e d3.

As tabelas referidas sao extraidas de J. Peters, com-
pletadas por duas tabelas auxiliares (XVII), dando uma, os valores
de m e n para uma época qualquer, T, compreendidas entre 1850 e
2050 e a outra, o fator pelo qual se deve multiplicar nseno e
ncosa, para obter os valores correspondentes aquela mesma época

T. .Dever-se-a, portanto, multiplicar por esse fator os dados for
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necidos pelas tabelas XVII e XIX. A variagao dos termos de 22 &

32 ordem nio atigem, para nenhum deles, a um milésimo de seus va
lores por século. Com esse reciocinio, as tabelas, como se apre

sentam, podem ser utilizadas, de 1850 a 2050.

Os catalogos de estrelas fornecem, em geral, além /

das coordenadas médias de cada estrela para a época, suas deriva
das primeiras e segundas; as derivadas primeira sao dadas na co-
luna intitulada: Brecesséo: devem ser multiplicadas pelo tempo
t expresso em anos. Quanto as derivadas segundas, isto &, seu /
produto por 100, figuram habitualmente nas colunas intituladas

variacao secular. A unidade de tempo & o ano. Devem ser multi-

-plicadas por t2/200. Nosanexos 6 e 1 & fornecida uma cdpia, a
titulo de exemplo} do catalogo SAO e do catalogo de Yale. Contu
do, o uso tende a se modificar: os catalogos mais recentes, pa-
ra as derivadas segundas, dao o produto por 50 e nao por 100. O
fator correspondente &, entéo,_EE. Quando a declinacao da estre-
la ultrapassar 750, e convenie%%g introduzir, no calculo, o ter-
ceiro termo. FEm geral, seu valor, tirado do catalogo, deve ser

multiplicado por ( t )3.

00

Quanto a variagdo das derivadas primeiras em fungao
do tempo puder ser suposta linear, com uma boa aproximagao ( o
gque acontece para valores moderados de t e para distancias ao
polo suficientemente grandes) se obtém um valor aproximado de /
suas integrais, multiplicado pelo intervalo t os valores dessas
derivadas para a época intermediaria %+%t. Sendo m', n', a' e

§' os valores de m, n, a e § para esta época, pode ser escrito:

d L} L} 1 L]
a-—aT I dt= (m' + n'sena'tgd')t
& (5.5)
e - — ] ]
4 GI X dt= n'cosa't

Pode~se tira m' e n' de uma tabela especial publica-
da para cada and, por exemplo, no The American Ephemeris, pag.9,
1980, que consta no anexo 2 ou qualquer outra tabela de preces-
sao. As coordenadas o' e &' para época intermediaria, podem /

ser obtidas, com a aproximag¢ao adequada, por meio de:
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a=a,., + 32:- (m'+n'sen o, tgéy)

(5.6)

]
Cosor

Nos casos de estrelas muito proximas do pdlo e para
intervalos de tempo consideraveis, & preciso utilizar formulas

rigorosas.
Exemplos

1?9 - Calcular as coordenadas médias da estrela o Cygni para
1980,0 sabendo-se que as suas coordenadas para 1950,0 sao:

20P39™43,539°

1

Ot

] n
5= 45°06 03,12

]

A estrela é bem distante do pdlo, o intervalo de tem
po bem pequeno para que o método aproximado se aplique com vanta
gem. Os valores, m' e n', para adpoca intermediaria sao forneci-
das pela tabela XVII, anexo 4, ou pelo "The American Ephemeris
and Nautical Almanac" ("The Astronomical Almanac", a partir de
1981) .

Para a época intermediaria (1965) tem-se:

3,07355° = 46.10325 "

Il

mt

n' = 1,33609° =20,04135"

Por outro lado,

tgs_= 1,003527124
senaT=—0,?66813361

cosa, = 0,641870135
e pela formula (5.6)

309,9314125%+0,128063805%= 310,0594763° = 20"40™14,2743119°

'
a —
8§'= 45,10086667°+0,05359963F = 45,15446630°

i
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logo,

]
tgé = 1;005406480
sena'= ~0,765379317
cosa = 0,643579317

O movimento proprio anual é&:

M= 0,0001°

“6= 0,005

E preciso aplicar as correcoes correspondentes para 30 anos:

h, m

309,9314125° + 0,255675700° + 0,000125° = 310,1870982° = 20°*40"44,9041678°

o=
§ = 45,10086667°+0,10748501° +0,00004167° = 45,20839417° = 45°12 30,21604092
ou seja

a = 20P20™44,904°
1980,0
O [ ] L1}
§ =45°12 30,22

Pelo "Aparent Places of Fundamental Stars" para o ano
de 1980,0, ter-se-ia:
a = 20"40™40, 812°
1980,0
0 ¥ n
§ =45711 64,35

Obs: e bem como a e § aC i sao obtidos do
Mo “5 1950 1950 pREa ygni

S.A,0. Star Catalogue (1966).

29 - Calcular as coordenadas médias da estrela u Ursae Majoris
para 1980,0. Acham-se suas coordenadas médias e as componentes do
movimento proprio para 1950,0 no S.A.O0., e com os coeficientes

das formulas (5.1), fornecidos pelas tabelas, que constam no ane-

X0 4:
L kP W s o,."* "
GT"lO 19 21,469 = 41745 6,25
100a, = 358,03 1004, = -1841,05
2 L n
(100) 32 = 1,772 (100)2d2== 6,9
(100?a3:: 0,02 (100)°aq= 0,2

Uy = =0,0074° Hg=0,030"
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As componentes u e uddo movimento proprio devem ser
adicionadas aos fatores a, e dl. Tem-se portanto, exprimindo-se
t em anos:

)2

- E 43
100

S
2 v 0,02 (-1—06

u—uT=&5nft+1Jf(

_ - " " B " _t_“ 5
§ GT 18,3805 + 6,9 (100) + 0,2 (100)

seja, para t=30 anos,
S s s s
o=, = 107,1870" +0,1593 +0,00054~ = 107, 346840

§ -8 =-551,415 +0,621" + 0,0054" = -550,7886

a=10"21"08,816°
1980,0
§ =41°35 55,46

Obs: os coeficientes das formulas (5.1), também s3ao dados no FK4,
anexo 3, como exemplo.

Coordenadas médias: método rigoroso

Quando o emprego de formulas diferenciais ou das for
mulas aproximadas nao € legitima, isto &, se a estrela e vizinha
do polo ou se o intervalo de tempo € consideravel, as formulas ri
gorosas desenvolvidas abaixo resolvem completamente o problema.

Sejam A e A' (Fig.5.1) os equadores médios para a épo
catetT+t, P eP seus polos, e os equindcios médios corres-—
pondentes. Possuimos além disso as relagdes do 29 paragrafo no ca
pitulo IV.

» /ﬁ\ .
P = My'-My =u THY =]

e em consequéncia: fazendo

p=909-r u+p=090%+s

r e s sendo fungoes do tempo, que se anulam para t = 0.
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-

-

-
-
- e s

=

(Fig. 5.1)
seja uma estrela X, a_ e GT suas coordenadas médias
para o tempo T e a e § suas coordenadas no tempo T + t .
No tridngulo PP'X, Fig.8.1

PX =T =90°-§,_ XPP' =90° +qa; —p =0 +r
P'X =T'=90° -5 XP'P=90%-q + (u+p)=180° - a+ s
PP' = j
Escrevendo: A=or+r A' = a- s ,
tem-se:

senT' cos A’ -cos Tsenj +senT cos j cos A

sen T' sen A'

sen T sen A (5.7)

cos T' = cos Tcos j+senT sen jcos A

Quando a estrela @ vizinha do pdlo, a 32 dessas equa
¢Oes nao oferece interesse pratico. Num exemplo sera indicado co
mo se pode resolver as duas primeiras levando em conta que os va
lores de j, T eT' sao bastante pequenos.

_ O triangulo pode ser resolvido com ajuda das analogias
de Neper e se tem (caso geral):
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1 A sen% (T +3)
tg > (A' + AW) = tg i3 T
sen —- (T -3)
1 e “%‘ (T+3) (5.8)
tg = (A! - AW) = tg == g
2 2 i ;
cos - (T -3)
cos -]'T(A'—ﬁw)
e sen

1 i

tg - = tg T x4)

S 2 cos % (A'+AW)
sen

Obs: no sistema (5.8), guando no primeiro membro da Ultima formula

adotar-se o sinal menos, corresponde tomar no segundo membro o co-

seno,

e quando for positivo, no segundo membro se usa O Sseno.

Multiplicando as duas primeiras equacdes do sistema 5.7

por -senA e +cos A, respectivamente, e em seguida por cosA e

senA , vem:

donde:

logia

cos§ sen (A' -A) = send_senjsenA -cosd;cosAsena (1-cosj)

i

cos 8, (L-cosAsenj (tgd,+ cosA tg j))

; _senjsend (tgdy + tg(j/2) cosA)
tg A'-A) = ~
g e l~-cosA senj(tgdr+tg (j/2) cosA 2

g=a"=p'- K+8+1

A precessao em declinacdo & dada diretamente pela ana

de Neper:
O _ ar _
o sen (1807 -R' -2,
tg-_z_“ :tg-jT (8] U
— (180 - A +A)
2
o - cos —%~ (A" +A)
tg((90 —GT);(S)O =6)) _ tg .512_
cos -i‘— (A'-A)
1

cos -T?.— (A +A)

tg —%—(6—5T)= tg -3
1 -
[ele]:] -—2—(A""A)

Os coeficientes numéricos necessarios para o calculo,

sao transcritos no anexo 4.
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r = (23042,53"+139,75"¢ +0,06"(3)t + ( 30,26"-0,27". )t +18,00"t
s = r+ (79,27"+0,66"¢ ) £~ +0,32"t" (5.0}
j = (20046,85"-85,33"1~0,37" ;) t + (-42,67" =0,37" )¢t -41,80"¢’

O tempo T € contado a partir de 1900,0 em milhares de

anos tropicos; a mesma unidade & empregada para t.

Exemplo:

para 1980,0

Calcular as coordenadas médias da estrela 10G.Octantis,

sabendo que as suas coordenadas em 1950,0 eram:

ar =10734™08,536° §. = -85°49'55,73"
T =0,05 t = 0,03

r = 0,19208700°

s = 0,19210683°

j = 0,16701747°

A = 158,7276537°

T = 175,8321472°

Utilizando as fdrmulas5.7, & infltil calcular cos T'

que se acharia muito vizinho da unidade. Com as duas primeiras re

lagcoes obtem-se:

cosA= 0,93186644. cos j=0,99999575 cos T= -0,99735541

sen A

sen T'senA'

I

0,36280151 sen j =0,00291500 senT= 0,07267862
0,02636791 '

(
sen T cosA' =-0,06481919

tgA' =-0,40679179; A'= 157,8639120°
s = 0,19210683°
o = 158,0560189° = 10™32™13,445°
8 = (o] Q

sen T' = 0,0699771 ; = 90~ - 175,9873285

a= 10%32™3,445°
1980,0 .
§ = -85°59'14, 38"
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Este método &€ o que contém o menor numero de operagoes,
poréem requer que se proceda decisao sobre o quadrante adequado.

Resolvendo o mesmo problema com ajuda das formulas 5.8

tem-se: : )
tgs- = 5,32485378 tgp=5,32485378
gen%— (T+3) =0,9993906 cos-%— (T +j) =0,0349068
sens (T -3) =0,9992846 cos—é— (T -3) =0,0378199
tg3- (A' +AW)=5,3254226 tg> (A'- AW)=4,9147104

A'=157,8639121°
s = 0,1921068°
@ =158,0560189° =10"32™13,445300°

tg-%—— (T - §) =26,4222193 tg-—:zl— (T +3)= 28, 6302696
cos—%— (A'- AW)= 0,1993853 sen—%—- (A'=AW)=0,9799212
cos% (A'+ AW)= 0,1845530 sen—%— (A'+AW)=0,9828226
T T

tg—- = 28,5457497 tg—- =28,5457498
I'-87,9936642° T o
3 ' 2 =87,9936642

T=175,9873284°
T=175°59'14,3824056"
5§ =-85°59'14,3824056"

a= 10732™13,445300°

1980,0 &
§=-85"59'14,3824056"

com a corregao de movimento prdoprio anual, vem:

By = -0,0016°
e = 0,004"
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Para o intervalo de 30 anos, ter-se-a, finalmente:

o= 10"32™13,445300°5 - 0,0480°

8 =-85°59'14,3824056"+ 0,120"

h,.m

a= 10732™13,3973°

1980,0 o6
= -85759'14,502"

Este método € o mais seguro, pois a tangente & dada em fun
¢ao do arco metade, sendo mais imediata a decisdo do quadrante.
Obs.: os dados para ascensao reta, declinagdo e componentes do mo
vimento proprio, para 1950,0, foram extraidos do SAQ Star Catalogue
(1966) .

Os resultados obtidos podem ser facilmente comparados se
agrupados conforme a tabela 5.1.

Tabela 5.1
Comparagao dos Resultados (*)
¢ Ursae Minoris
1950,0/1980,0
Coordenadas Metodo Tabelas Metodo Apparent Places of
aproximado rigoroso Fundamental Stars
1980
& 16048%25,735°5 | 1674757, 124° |16747%58,049° | 1624778, 06°
s 82°04'19,53" | 82°%04'25,55" |82°%04'19,54" [82°04'19,56"

(*) Para 1950,0 foram usados os valores do SAO Star Catalogue
(1966) .

Observagao final:- O erro residual (a,eé), para cada caso, e obti
do efetuando-se a diferenga dos resultados /
obtidos com os diversos métodos pelo o que e
fornecido do Apparent Places of Fundamental /

Stars, 1980. O método rigoroso & o que fornece

o menor residuo.






CAPITULO VI

PRECESSAO DIFERENCIAL

Introducao

O deslocamento do plano fundamental e de sua origem
ocasiona uma variagao nas coordenadas diferenciais de um ponto /
da superficie da esfera celeste em relagao a outro. Essa variagao

lenta com o tempo & denominada precessao diferencial.

Coordenadas Polares

Sejam A e B (Fig. 6.l.a) dois pontos proximos da su-
perficie da esfera celeste, tais que o quadrado do arco AB seja
despresivel. As coordenadas do ponto A sendo § e 8 , & natural /
escrever as coordenadas d5 ponto B soh a forma
Os angulos AV e AB® sao as coordenadas diferenciais de B em re-
lagao a A. O angulo A8 & pequeno em todos os casos. O angulo Ay
também o &, com a condicado todavia que o pohto A nao seja vizinho
do polo das coordenadas.

Fig.6.1l.a

Pode se expressar de outra maneira a posigao de B em
relagao a A.
Fazendo: r = AB, w = PAB,

60
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O angulo w & chamado de angulo de posigao de B em

relagao a A. Contar-se-a de 0° 3 360°, no sentido trigonométrico
para um observador situado no centro da esfera celeste, a direcao

da origem sendo aquela do polo positivo de coordenadas, Fig.6.l.b:

Y
B
[ e
x A
Fig. 6.1.b

Suponhamos enfim gue se tenha tracado dois eixos de
coordenadas retangulares pelo ronto A, no plano tangente a esfera
nesse ponto (Fig.6.la). O semi-eixo Ax € paralelo ao plano funda-
mental e dirigido no sentido positivo deste. O semi-eixo Ay e
tangente ao circulo maximo AP, e dirigido para o pdlo positivo.
Se o sistema de coordenadas esféricas & dextrorso, o gue esta sen
do suposto, os eixoc retangulares, vistos do centro da esfera,sao

orientados como indica a figura 6.1b.

Sendo suposto desprezivel o quadrado de r, podem ser
escritas as seguintes relagoes entre as coordenadas retilineas /

(x,y) e as polares (r,w ) de B:

Il

X

4

rsen u
(6.1)

rcos w

Nessa ordem de idéia, as coordenadas x,y e r,w podem

ser imaginadas’ como coordenadas diferenciais planas de B em rela

¢ao a A.

As duas Ultimas sao particularmente interessantes, /
por serem acessiveis a mensuracgoes objetivas (micrometros). As
duas outras podem ser medidas nos coordenatografos, por meio de

placas fotograficas.
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Vamos mostrar como se pode obter as coordenadas dife-

rencials esféericas, Aye EB , a partir das diferenciais planas.
O problema que agora focalizamos € o do relacionamento de um as-
tro movel, planeta ou cometa, de uma estrela nao catalogada a uma
outra de coordenadas conhecidas, ou ainda, do posicionamento de

uma estrela dupla.

Estabeleceremos primeiro a relacao geral que da a
diferenca de dois lados de um triangulo esférico gualquer. De
acordo com as formulas que relacionam 3 angulos 2 lados e 2 angu-
los, ter-se-3,Fig.6.2

< coshsen2 = cosBsenC + senBcosCcosa

a
A senbsen? = senasenB (6.2)

(o

Multipliquemos a primeira relagao por sena, a segunda por -cosa ,
adicionando-as:
senacosbsenA - cosasenbsenA = senacosBsenC + senacosasenBcosC -
= senacosasenB,
Grupando vem:
senAsen (a-b) = senacosBsenC - senacosasenB (l-cosC),
ou dividindo m.a.m. por senA e grupando a parte comum do 2°membro:
sen(a-b) = sena (cosBsenC - cosasenB(l-cosC))
senA
pela 2a. relacao de (6.2) a lei dos senos (como & conhecida) tem-

5e.
sena = senc
senh senC
logo:
sen(a-b) = senc (senCcosB - cosasenB(l-cosC))
senC
entao vem:
sen (a-b) = senccosB - senccosasenB l-cosC
senC
- sen2C
no 29 termo do 29 membro tem-se: l-cosC = ) = tgC
senC senC cosC 2

2 2
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logo:

sen(a-b) = senccosB - senccosasenBtgC

pondo em evidencia senc no 2?2 membro tem-se:

sen (a-b) = senc(cosB - cosasenBtgC)
- 2

Voltando agora ao triangulo PAB. Uma relagao dada pe
los 4 elementos (2 lados e 2 angulos) aplicada a este triangulo /

fornece imediatamente:
senbcosw= cosbcot r - senwcotAy

Tem—-se, finalmente:

tgdy = senrsenw )
cosrcosf - senrcoswsens
(6.3)
senldfd = senr (cosw - senwsendtgldy).
2
As relagdes sao rigorosas e podem ser aplicadas a

dois pontos quaisquer da esfera celeste mesmo que suas distancias

nao sejam despreziveis.

Sendo possivel desprezar o quadrado da distancia, e
substituindo

senrsenuw por X = rsenw

Senrcosw por Yy = rcosw

cosr por 1
vem:

cosf tgAy = X
' l1-ytgb
(6-4)

senAd = y - xsenb tgAy
2

As formulas (6.4) sao aplicaveis, com a reserva fei-
ta a proposito de r, gualquer que seja a posi¢ao do ponto A sobre
a esfera, mesmo nas vizinhangas dos polos das coordenadas.
Para o problema inverso, é suficiente resolver as equa-

¢oes (6.4) em relacao as novas varidveis desconhecidas. Acha-se,
entao:
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b
I

cosftgldyl - tgdsendy
1 + senzatg&wtgég
2

(6.5)
senAb_+ sen® cosf tgly tgly/2
1 + sen®0tgaytgAy/2

v
Il

Nessas ultimas formulas,, € legitimo de substituir os
denominadores pela unidade, salvo quando Ay nao for um angulo pe-
queno, o que nao se pode apresentar senao nas vizinhancas imedia-
tas de um polo. Além disso, dentro das formulas (6.4) e (6.5),
pode-se, em qualquer caso, confundir sendA® comAf, na condig&o su-
posta de cue r seja pequeno. (A8 expresso em radianos, como & Gbvio).

Finalmente, se o ponto A nao for vizinho do pdlo, o
angule AU permanece pequeno, os termos de 2a. ordem em relagao a
X, Y, Me A0 sao todos despreziveis, e as formulas (6.4) se redu
Zzem as seguintes: '

cos 8 .My = x = rsenw,
A" = y = rcosw. (6.6)

As formulas (6.6) s3o de uso corrente. Por esse moti
vo vamos deduzi-las diretamente. A primeira se obtém da analogia
dos senos:

senAPB senPB = senPAB senAB.

Quando o angulo APB e o lado AB sao pequenos, se pode
confundir um e outro com seu seno; pode-se assim confundir senPB
com cosé obtendo-se a primeira das formulas (6.4). Quanto a se-
gunda, ela exprime gue, nas condigaes enunciadas, a diferencga dos

lados PA e PB se confunde com a projecao do lado AB sobre PA.

Exemplos: 0 = +23%26' 58"
Sendo r = 288,2" , obter x e y Aye A8
w = 298°9,1"

As condigoes para aplicagoes das formulas (6.6) estao
evidentemente satisfeitas. Tem-se:
sech = 1,0900,
senw =-0,8817,
cosw = 0,4718;

x =-254,1", Ap=-277,0" = -18,46°
y =+136,0"; A6=+136,0".
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29 Conservando os valores precedentes de r e w, de X e y, mas

sendo, agora, 6=+88°56' 58,2", obterAy e Af
A origem, agora esta situada a apenas 63' do pélo. £, portanto,
necessario recorrer as formulas (6.4).

secg = 54,54,

tgh = 54,53, x = -254,1" = -0,0012319

send = 0,9998; = 136,0" = 0,0006593;
tgay = —2:06713 _ _ _4 06970,
1 - 0,0395
Ay= -3°59'14" = -15™ 56,95,

R0 M . <, 0348,
2

Ao= 136,0" - 8,8" = +127,2",

Sejam P e P' duas posigOes consecutivas do polo celeste (Fig.
6.3) nos instantes T0 e t. Sabe-se que:

] 7 PP'=n(t—to) n=20,05":0,00560=0,000 097 rd.

dw

O circulo horario do ponto X gira, no tempo dt

de um angulo dw (Fig.6.3) contado positivamente

no sentido inverso dos angulos de posicgao.

Tem-se portanto:
Fig.6.3

cos § g% = N8BN O cenvnsssssssl6.T)

Se, no instante t_, o angulo de posigao de um ponto B  em

relagao ao ponto X & w, . DO instante t, elc tera por valor
w = w_  + nsec § sen a(t—to) ..... siEsEE & e CB e B

As coordenadas diferenciais de B, fig. 6.3, tém por expressao:
X = cosdAo = rsenw

y = A8 = rcosw

-



66

Diferenciando, ter-se-a:

cos§ d(Ad ) - senSlAa ddé= rcoswdw
cosS§ d(Aa ) - senSAa dé=AS8 dw
d(A§ ) = -rsenw dw
d(As ) = -coséAodw
com:
d§ = ncoso dt; dw = nsecd sena dt.

Todas redugoes feitas, se obtém as derivadas das coor

denadas diferenciais:

g% = nsecd (Aa cosa send + sena secd )

: (6.9)
%% = = nlAa sena

A formula (6.8) serve para corrigir os angulos de po
sicao dos efeitos da precessao diferencial. Assim, quando & pro-
posto determinar a Orbita de uma estrela dupla cujas, as observa-
¢oes abarcando grande intervalo de tempo, & indisaégéével referir

os angulos de posigao ao mesmo equinodcio, \_

Desta forma, dos adngulos de posigao medidos deve ser

subtraida a seguinte expressao {corregao):
nsec§ sena (t-t_) = 0,0056° secs sena (t-t,)

onde t e t_  representam respecitvamente a época (t e t  expressos

em anos tropicos) da observagdao e a época adotada como origem.

As formulas (6.8) servem para calcular as coordenadas
diferenciais para época t, conhecendo-se seu valor para época to’
Quando necessario deve ser levado em conta os movimentos proprios

relativos dos astros, caso sejam conhecidos

Exemplos
19) Reduzir para 2000,0 o angulo de.posigao da estrela dupla
J 1031 (2000,0 : a= 15'52,8™; &= +48° 9'). Seu valor em

1950,08 era: w_ = 163,52, .



Tem-se: n= 20,0383" (1)
sena= =-0,8499
secg= 1,4988
t -~ t0= 49,92 anos

A corregao a suprimir &, de acordo com a formula (6.8)
-0,0540 = 0,4.

0 angulo w sera dado por:

w = 162,5% « 0,48° = 162,1°

Obs.: o e § sao tirados do CATALOGUE GENERAL DE 3350 ETOILES
DOUBLES DE FAIBLE ECLAT OBSERVEES DE 1906 A 1962 de ROBERT
JONCKHEERF para o equindocio de 2000,0, onde J 1031 refere-se ao
cddigo da estrela. O angulo de posigao & extraido do mesmo ca-
talogo.

29 ) Duas estrelas tém por coordenadas médias aproximadas:

ol 18 538 +56° 51 26*

1900,0

h

g 3 o8

o]

+56° 32' 49"

Medidas micrométricas precisas forneceram, para a
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mesma época, O seguinte valo para a diferenca de suas dclinagdes:

A§ = 1116,49"

Reduzir esta diferenga para uma época qualquer. O movimento pro-

prio relatio sendo desprezivel.

A segunda formula de (6.9) responde a questao. E
necessario fazer:

n= 0,000097 Aa=1" 31% = 1365" sena = 0,5423

Acha-se imediatamente:

Ao = 1116,49" - 0,072"(t - 1900,0),

t sendo a data expressa em anos. Se o-intervalo de tempo for con

. - < : ; a
sideravel, deveria ser introduzido o termo de 2= ordem.
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YALECATALOGUEL

ZONE CATALCGUE, =2° to -6° 35

A£G Magn RA Prec. and Decl Prec, and Proper Motions BD

No |[Spect 1950 % Sec. Var 1950 * Sec. Ver. in RA in Decl No
3739 |9.4G5| 934" 2267 +2%948 -.10|-5°38"32"43 -16113 -12.6)-"00426]-"0146|-5°2846
3740 | 8.4G0| 9 34 14.420 3.0222 .I4| 3 40 5436 16124 12.7{- 69 6{+ 135 6 3 2726
3742 |G IF3] 9 35 10,306 33,0199 .I4] 3 52 IL.46 16172 I12.7}° 4 gl= &7 9| 3 2729
3744 | 9.1 GO| 9 35 13.535 3.0I12 13] 4 29 47.08 16,175 12.6]- 65 9|+ 3 9] 4 2678
3745 | 9.0 9 35 15321 3.0325 .I6] 2 57 43.76 16177 12.7]- 18 6|~ & 6] 2 2940
3747 19.9G0|l 9 35 35.147 +2.9825 -.09|-56 34 31.76 ~I6,194 -I2.5)+ 28|~ 12*8|-6 2960
3749 |o. 1Kol 9 35 48.649 3.0033 .II| 5 4 59.32 16.205 I2.5)- 17 8|+ 15 B8] 4 2683
3751 | 8.9F0] 9 35 52.601 3.0206 I4] 350 927 16209 12.6]- 57 9|+ 13 9| 3 2734
3756 |8.7Kol 9 36 44.041 3.0305 .I5| 3 7 47.95 16253 12.6(- I5 7|+ L 7] 2.2847
3759 | B.8Gs) 9 36 56.094 3.0355 .I6) 2 46 12,90 16263 12.6(- 20 9|- 19 9| 2 2949
3761 | 9.2 g 3 7.058 +3.0182 =-.13{-4 2 27.90 -I6.272 -I2.5|- 166 46| -3 2740
3765 |s.1K0| 9 38 12.032 3.0I65 13| 4 10 54.19 16,327 12.4|+ s 1 ¥7 91 52742
3768 |9.1F5| 9§ 39 6.200 3.0274 14| 3 24 14.53 16,373 12.4]- 44 6 4 6] 2 2954
3769 | 8.9 A5| § 39 I6.4I1 3.0233 .I4| 3 42 45.10 I6.382 12,41~ 31 9|+ 23 9] 3 2745
3770 | 9.1 K2| 9 39 20.9I9 3.0249 I4] 3 36 I1.74 16,385 12.4]- 2z 6 16 6| 3 2746
3777 | 9.0K2] 9 40 25.303 +3.0105 ~.I12|-4 41 53.62 -16.,439 -12.2| - 41%9]- 3Ixg| -4 270I
3778 {9.0Ka| 9 40 30.361 3.0376 .I6| 2 40 20.72 16,443 12,31~ 1I7 9|/~ 17 9] 2 2958
3783 | 8.8F5| 9 41 20.411 3.0232 13] 346 B.85 T6.485 122]- 4r Tl I5 Q1 2 2755
3784 | 8.8K0| o 41 22.372 3.0249 14 3 38 3432 16.487 12.2|- 32 8| - 27 8] 3 2756
3785 | 8.7Ks| 9 41 28.814 3.0121 12| 4 36 32.59 16.492 I2.I| - g 9|- 15 g| 4 2704
3791 {9.1G0| 9 42 22.281 +3.0005 -.I0|-5 30 12.89 -I6.536 -T12.0/ = 83 £9|- 73%9] -5 2888
3793 | 9.1 Fs] 9 42 47.585 3.0385 .I5| 2 38 46.93 16557 I2.1f - 36 6 0 6 2 2965
3794 |8.0G5| 3 43 12.795 3.0180 .12| 4 12 30.54 16.578 12.0/+ 53 g|=- 101 9| 3 2765
3799 | 9.0G0| S 43 39.085 3.0407 .16} 2 29 2I1.I2 16,599 I2.I o g1~ I8 9] 2 pa9fe
3820 | 9.I1F5] o 45 54191 3.0I64 II] 4 24 26,33 16,709 IL.B| - 7 Bl- 44 8 3 2783
3848 [ 6.26G0] 9 SI 39.693 +3.0I79 ~-.I0|~4 27 44.41 -16981 ~IL3|+ 23=x7(- 22%7|-4 2750
3926 |s.3K2f10 4 47.420 3.0181 .O7| 4 54 7.81 17.563 10.2| - 18 8| - 7 8] 4 2803
3934 | 8.8Goj10 7 15.750 3.0205 .07| 4 46 49.27 17.666 10.0] - 16T 8| - 41 8| 4 2807
3966 |9.1K5|10 14 0.081 3.0464 .IT| 2 34 36.04 17.937 9.5| - G 4 9| 2 3106
3990 |9.0F8)10 17 9,091 3.0280 .06| 4 27 54.61 18.058 9.2 - 50 g|l- 23 9] 3 2897
3993 |9.0Kz2|10 17 40.768 +3.0295 -.06]-4 20 39.03 -18.078 - 9.2] - 3.&49] = 5x9| -3 2901
4004 |9.0Ko|10 20 8.351 3.0226 .04 5 8 684 18.I70 8.9 - 36 gl - 19 9| 4 2853
~.4007 |9.I Ko|l1o 20 24.954 3.0288 .05| 4 31 2.68 18.180 8.9] - 31 9|+ 17 9| 4 2855
40I3 |9.6Ko|10 22 19,507 3.0I24 .OI| 6 I7 3935 I8.250 871 - B3 8|+ I 8| 5 3060
4016 | 8.9 K5|10 22 47.032 3.03I4 .05| 4 21 32.33 18.266 g7l = zIB Pl 4 7] 3 2916
4017 |9.0G5|10 22 52.873 +3.0I72 -.02|-5 49 42.34 -18.270 - 8.7} - 47 *8|+ 13 28| -5 3061
4018 9.1 G5|10 22 55.942 3.0308 .05| 4 25 38.44 18.272 gl v 28 Bl = 5 6] 3 2917
4019 | 9.4 45|10 23 40.20I 3.0296 .04| 4 34 36,78 18.298 8.6| - 5 9|~ 2 9| 4 2869
4022 | 9.3K5|10 24 10,535 3.0I38 .00| 6 15 34I4 I8.3I6 8.5] - 9 B8] - 656 8| 5 3063
4031 |9.0Ks5|10 25 22.852 3.0224 02| 5 25 10.20 I8.359 85l - 36 9|- 10 9| 4 2877
4039 [9.3G5]10 26 22,511 +3.0322 -.04| -4 25 49.60 -18.393 - 8.4 + 22 =8|+ 2 £8 -3 2930
4044 19.2Go|10 27 3.631 3.0229 -.02| 5 27 47.46 18.417 8.3] - 108 g - 5 9| 4 2888
4078 (8.9Go|10 33 59.180 3.0I93 +.02| & I7 33.09 18.648 771 = 33 9= 24 91 5 3104
4080 |9.3F8|1C 34 30.477 3.0280 .00| 5 I8 54.61 18.664 7.7 - 90 9| - 15 9| 4 2912
4084 |9.1K0}I0 34 53,509 3.0I85 +.03] 6 26 41.19 18.677 %6l - 13 8- I 8} 5 3107
4088 [ 9.4 45|10 35 40,562 +3.0255 +,0I|-5 40 42.84 -I8.70I - 7.5| - 1029 1029| -5 3111
4089 |9.3Goj10 36 IL.775 3.0341 -.0I| 4 4T 0.6 18.718 a5t = 5 8 g2 8] 4 2917
4095 | 9.1 kC|I0 27 54.014 3.0222 +.,03| 6 13 I6.86 I18.771 7.3l = 58 8 0 8] s 3121
4102 |9.2G5|10 39 32.975 3.0308 +.0I| 5 I7 1600 18.820 7.2] + 9 g+ 11 9| 4 2927
4105 {9.3K2}10 40 26.491 3.0213 +.04| 6 3I 33.47 18.847 7.1 = 38 9| - 1 9| 6 3216

Xean epoch of observation 1933.2







PRECESSIONAL CONSTANTS, 1980

Mean obliquity
Annual general precession
Annual precession in R.A.
Annual precession in Dec.
Rotation of the ecliptic
Longitude of axis
Annual rate of rotation
Angles defining total precession
from epoch to cquinox
and equator of 1950:0
Coefficients for approximate
reduction of R.A. and Dec.
Coeflicients for approximate
reduction of ecliptic
coordinates and orbital
elements

Epoch 19800

€ 23°26°307:782 ==
? 50"2742 =
m 3%07383 ==
n 1533000 =
T 174"40"9 =
71 0"-4705 =
{y, —11'31758 =
z —11'31"51 =
8 —10'01%24 =
M —Q2%200 =
N —40%082 =
a —25" 0812 =
b — 14712 =
c +5“ 14"8 ==
(4

237441 884
0013 9650
4671074
20™0401

174681
0°-000 1307
— 46% 1006
—40%101

— 40%082
—1383710
— 601724
—0%4189z2
—0%003 922

+5%246

2 +5°39"9 = +5°665

Formulae for reduction to 19500

a + M 4 Nsinagtan 8§,

ay =
§g = & + Ncosay

2o = A+ a-bcos(A4c)tan B
Bo = B+ bsin(l+c)

2, = 2+ a-bsin(Q4c)cots
ip = & + bcos (2+4¢)

We = -+ bsin (2+¢) cosec i

Epoch 19810
23°20"30"313 = 23441 754
5072744 = 0°-013 9651
3%07385 = 40"1077
1%-33600 = 207:0400
174° 4174 = 174°:690
0":4705 = 0000 1307
—11'54764 = —47%043
—11° 54756 = —47%638
—10'21728 = —41%418
—95%280 = — 1429720
—41%418 = — 0621728
—25' 58740 = —0° 43289
—14"59 = —0%004 053
+5°% 14"1 = +35%235
+45° 40”1 = - 5%6068

Formulae for reduction from 19500

Dma~oa

-

L T

[

do
)

Bo
2,

fo
Wy

oy — M — Nsinay tan gy
— N cos ay,
a-+bcos (L,+c) tan B,
bsin (lo+c¢")

a+bsin (2,4 ¢) cot 1,
b cos (£2,4-¢")

bsin (£2,+¢’) cosect,

Subscript zero refers to epoch 1950°0; ag, &g refer to the mean epoch.

Values for epoch 1980-0

sin ¢ 40397 81867 cosec £ +2°513
sec £ +1-089
cot £ +2:300
tandf —o-0o1

cos £ 0917 46400
tan ¢ 0433 60082
sin § —o-002 91488
cos § +0:999 99575

70806

96095
23680

45744

Values for epoch 1981-0

sin ¢ 40397 81659 cosec £ +2:513
cos & +0°917 406497
tan £ +0-433 o412
sin # —o-003 01203
cos  +0999 99546

sec £ + 1089
cote +-2-300
tanif@ —o-001

Formulae for the reduction of equatorial rectangular coordinates

To 1950°0 X = -4
from 19800 y = —
z = —
To 19800 x, = +
from 19500 ¥y, = +
2y = +
To 19500 x —
from 19810 ¥y = —
z = —
To 19810 x, = +
from 19500 y, = +
2, = +

0999 97327
0000 70537
0002 91486

0:999 97327
o000l 70537
0002 91486

0999 97146
0-006 92890
0003 01201

0°999 97146
0-006 92890
0003 01201

Yo
*o
o

¥o
Xo
Xo

+ 0006 70537 ¥,
+ 0999 97752 ¥,
— 07000 00977 ¥,

4

-+
+

-+

0006 70537 ¥
0999 97752 ¥
0000 00977 ¥

0-006 92890 ¥,
0999 97599 Yo —
— 0'000 01044 ¥,

0006 92890 ¥
0999 97599 ¥
0000 01043 ¥

+ 0-002 91486
— ©0°000 00977
+ 0°999 99575

— 0002 91486
— 0°000 00977

+ 0999 99575

-+ 0003 01201

0000 01043
0:999 99546

0003 01201
0'000 01044

0°9Y9 99540

72123
95988
25117
50002

RLs
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54 EQUINOX AND EPOCH 1950.0 AND 1975.0
r dx e dp :

No. Name Mag. | Sp. Ep.(2) () (p)

Na ag P x T ld'[’l Iz T p(x)f mix) [ mp

1266 23 Sex 6.53 B3 10 15™27%090 + 309'808 — 0220 - o'0b2 o'ooo | 22.00 2.1 i
10 19 44.528 + 309.699 - 0.21§ - 0.062 n.000

186 s UMa 3.21 Ks, 10 19 21.469 + 357.292 - 1.765 — 0.741 +0.007 | 15.21 1.8 g
10 20 §0.682 + 350.413 - 1.7§2 - 0.7319 +0.007

1268 204 G. Vel 4.99 Kgs 10 20 10.666 + 257.373 + 0.663 - 0.250 +n.001 | 12.74 5.1 24
10 21 15.051 + 257.707 + 0.673 - 0.256 0.000

1267 27 LMi 5.83 Aj 10 20 13.366 + 345.466 — L3I0 - 0.099 o.000 | 24.54 3.0 5
10 21 40.151 + 344.813 — 1.301 — 0.000 0.000

387 3o H. Ulla 4.92 Ao 10 20 33.038 + 432.297 — 5.656 - 0.149 —0.001 20.19 3.6 19
10 22 20.760 + 429.457 — 5-584 — 0.149 —o0.001

388 25 Sex 6.10 Bg 10 20 54.805 + 303.233 — 0.060§ — 0.355 0.000 | 19.38 2.0 12
10 22 10.609 4+ 303.202 — 0.059 - 0.355 0.000

1269 64 G. Ant 5.40 Aj 10 21 17.608 + 262.751 + 0.500 =i B 3T8 —n.o12 | 11.63 4.8 32
10 22 23.423 + 203.053 + 0.608 - 1.378 —0.012

3ot I Car 4.08 s 10 23 24.484 + 119.023 — 1.175 - 0.438 —0.024 10,38 12.7 61
10 23 54.166 + 118,429 - 1.203 - 0.444 —-0.024

189 ¢ Hya 4.00 Ks 10 23 40.213 + 200.176 + 0.213 - 0.917 —0.005 | 13.01 Eof *
10 24 52.771 + 29u.284 + 0.219 — 0.918 —0.005

392 o Ant 4.42 Kg 10 24 §1.646 + 274.600 + 0.502 — 0.587 —0.003 | 10.62 2.8 14
10 26 o0.328 + 274.853 + 0.510 — 0.588 —0.003

3"90 £ LMi 4.41 Ko 10 23 50.888 + 346.831 — 1.452 — 0096 +0.002 | 17.03 1.0 5
10 26 26.505 + 1346.107 — 1.441 - 0.99% +0.002

303 196 G. Car 4.08 Fo 10 26 2.328 + 220.293 + 0.842 — 0.179 —0.003 | 19.50 niy 40
10,26 57.454 + 220.717 + 0.856 — 0.180 —0.003

1270 | & Sex 524 | Bo 10 26 56.300 + 304.60% — 0.084 — 0.344 —0.001 | 15.13 2.2 1
10 28 12.469 + 304.654 — 0.078 — 0.344 —0.001

1271 +29°2057 LMi | 6.92 Ko 10 27 §.709 + 316.308 —~ 1.047 + 0.057 0.000 | 28.08 2.9 17
10 28 20.743 + 335.876 — 1.039 + 0.057 0.000

394 36 UMa 4.84 Fs 10 27 26.446 + 383.735 - 13236 - 2.140 +0.026 | 21.70 2.8 13
10 29 2.178 + 382.124 - 3.20% - 2,134 40.026

1272 46 Leo 5.74 Mo 10 20 3L.730 + 370.233 - 0.523 — o0.282 +0.001 | 20.87 2.6 10
10 30 51.756 + 319.973 — 0.517 — 0.282 +0.001

396 | p Leo 3.85 Bop| 10 30 10762 + 315.868 - 0.383 — 0.059 0.000 | 10.15 1.2 5
10 31 20.70§ + 315.677 - 0.378 — 0.059 0.000

397 | 203 G. Car 358 | Bsp| 10 30 14.487 + 213.393 + 0870 | — 0280 | —o.004 | 15.69 bo| 38
1o 31 7.890 + 213.832 + 0.885 - 0.281 —0.004

1273 219 G. Vel 5.14 Ko 10 30 50.030 + 253.321 + 0.829 - 0.136 —0.001 | 19.50 7.8 47
10 31 53412 | + 253739 | + o841 | — 0136 | —o0.001

395 | 9 H. Dra 504 | Gg 10 30 54.070 + 509.188 —12.975 — 0.844 +0.028 | 20.32 54 24
10 33 0.563 + 502.779 —12.663 - o837 +0.028

399 44 Hya £.32 K2 10 31 33.019 + 285.400 + 0.387 - 0.000 0.000 | 14.29 2.2 13
10 32 49.393 + 285.506 + 0.395 — 0.090 0.000

398 37 UMa 5.16 Fo 10 31 57.350 + 386.260 — 3.415% + o0.8153 —0.008 | 21.64 2.9 13
10 33 33.704 + 384.570 - 3.380 + 0.813 —0.008

1274 236 G. Hya 5.85 F3 10 34 2.883 + 208.739 + 0.13§ + 1.781 —0.013 | 22.68 2.6 14
: 10 35 17.576 + 208.808 + 0.142 + 1.778 —-0.013

401 y Cha 4.10 Mo 10 34 53.647 ++ 70.904 - 3.701 - r.298 —0.048 | 15.17 | 16.2 | 105
10 35 11.139 + 69.022 — 3.828 - I1.310 —0.049

1275 | 37 LMi 4.97 Go 10 35 54.672 + 337.561 — 1.182 + 0.007 o.000 | 25.16 2.4 1t
10 37 18.989 + 316.972 - 1L.173 + 0.007 0.000

402 225 G. Vel 4.37 Go 10 37 18.653 + 238.830 + 1.013 — 0.267 —0.004 | 19.64 S.0 41
10 38 18.424 + 239.341 + 1.029 — 0.268 —0.004

404 33 Sex 6.40 Ko 10 38 51.535 + 305-199 — 0.035 - 0.932 —0.003 | 18.48 1.4 3
10 4o 7.830 + 305.159 — 0.079 — 0.933 —0.003

403 | 35 H. UMa 5.23 Ko 10 39 31.060 + 429.235 — 6.813 + 0.021 —0.003 | 22.20 4.5 19
10 41 17.94§ + 425.857 — 6.698 + 0.020 —0.003

1277 78 G. Ant 5.73 Ao 10 40 23.909 + 278.170 + 0.615 - 0.234 —o0.001 | 17.01 5.0 25
10 41 33.490 + 273.480 + 0.624 - 0.234 —0.001

1276 Pi1oh135 UMa| 5.28 Fo 10 40 37.108 + 352.462 — 2.040 — 2.610 +0.022 | 30.00 35 14
10 42 5.097 + 350-447 — z.022 — 2.605 +0.022



EQUINOX AND EPOCH 1950.0 AND 1975.0

4 dé d*d du! -
No. é S <t ' e Ep.(6) | m(9) | m GC N30
ar g Iz T p- (9) (9) (19

1260 + 2°32' 30178 —181139 — g'29 — o'68 oloo 20.00 3.4 16 14204 2457
+ 2 24 §7.35 —=1816.01 - 917 - 0.68 0.00

386 +41 45 6.25 -1811.08 —10.66 + 301 +0.05 08.29 2.4 9 14232 2460
+41 37 32.82 —1816.37 —10.48 + 3.02 +0.04

1268 —41 23 52.28 —1812.00 - 7.52 + 513 +0.02 10.65 5.2 24 14248 2462
—41 31 25.75 —1815.74 — 7.4% + 5.13 +0.02

1267 +34 9 40.67 —1818.40 —-10.23 — Loy +0.01 21.22 3.7 14252 2463
+34 2 5.43 —1823.47 —10.00 - LoO7 +0.01

387 +65 49 12.47 —1821.03 —12.85 — 2.53 +0.01 13.83 2.8 13 14260 2464
+65 41 36.41 ~1827.38 —~12.54 — 2.53 +0.01

3588 — 3 49 14.54 ~1810.89 — 8.86 — 0.0§ +0.02 19.63 3.4 16 14268 24658
— 3 56 50.00 —1824.29 — 8.7% — 0.04 +0.02

1269 —37 45 19.89 —1827.11 - 7.56 -~ 5.88 +0.08 11.57 5.2 30 14281 2466
—37 52 §7.14 —1830.88 — 7.49 - s5.86 +0.08

391 —73 46 36.88 —1832.01 — 3.15 - 3.14 +0.03 12.36 4.8 23 14323 2474
—73 54 15.08 —1833.57 - 3.0 - 3.13 +0.03

189 —16 14 40.56 —1838.15 — 8.21 — 834 +0.05 13.23 2.3 11 14326 2477
—i16 42 20.61 —1842.23 — 8.1 - 8.33 +0.0§

392 —30 48 45.30 —1833.14 — 7.66 + 0.59 +0.03 12.81 3.7 19 14352 2482
—30 56 24.06 —1836.95 — 7.58 + 0.90 +0.03

300 +30 57 50.88 —1845.06 — 9.76 — 10.5§ +0.06 12.69 2.8 1 14358 2485
+36 5o Q.1 —1849.90 - 9.50 — 10.54 +0.00

393 —358 20 115 —1838.74 - 6.00 — 0.58 +0.01 14.43 5.0 29 14388 2491
—38 36 41.21 —1541.73 — 5.95 — 0.58 +o0.01 5

1270 — 2 28 g§y.21 —1843.08 — 837 — 180 +0.02 15.74 3.3 17 14403 2493
— 2 36 3850 —1847.24 - 8.25 - 1.80 +0.02

1271 +28 5o 135.73 ~1842.19 - 9.28 - 0.37 0.00 26.04 3.8 23 14400 2404
+28 42 34.61 —~1846 79 - 9.12 - 037 0.00

394 +56 14 16.65 —1846.50 —10.54 — 3.49 +0.12 14.50 2.9 10 14427 2465
+56 6 33.37 —1851.72 —=10.31 - 3.46 +0.12

1272 +14 23 40.08 —1848.28 — 8.57 + 1.83 -+0.02 16.47 4.0 14 14465 2497
+14 15 57.48 —1852.54 — 8.44 + 1.83 +0.02

306 + 0 33 §52.22 —1852.00 — 8.40 — o061 0.00 09.19 1.9 7 14487 2499
+ 9 26 B8.47 —1857.07 — S.27 - 0.61 0.00 :

397 —61 25 39.68 —1851.93 — 5.53 + 0.57 +0.02 16.28 4.3 23 14489 2500
-b61 33 23.01 —1854.69 — 5.49 +  0.57 +0.02

12712 —46 44 4318 —1854.42 — 660 | + o0.0§ +0.01 20.50 6.9 37 14505 2504
—46 52 27.20 —1857.71 — 6.54 + 0.05 +0.01

103 +75 ¢8 17.36 ~1855.31 —13.65 ~ 0.62 +0.05 09.31 2.4 9 14507 2505
+75 50 32.09 —1862.01 —13.16 - 0.61 +0.05

309 —23 29 12.97 —1855.37 - 7.42 + 1.74 0.00 14.53 3.7 22 14524 2506
—23 36 57.28 —1859 0b - %.33 + 174 0.00

398 +37 20 27.14 —1854.63 —10.18 + 3.54 -0.04 13.29 2.8 11 14527 2503
+57 12 42.85 —1859.606 - 9.95 + 3.53 —0.04

1274 —11 §7 40.42 —1032.94 - 7.62 — 67.09 —0.00 20.03 4.1 22 14582 2514
—12 44.13 —1936.73 - 7.51 — 68.01 —0.00

401 -%8 20 §3.72 —1866.05 - 1.44 +  1.60 +0.07 15.71 4.7 27 14604 2519
—-4%8 28 40.32 —18066.96 - 1.19 + 1.62 +0.07

1273 +32 14 1:.49 —1870.68 -~ 8.43 + 0.8 0.00 17.21 3.2 13 14624 2521
+32 0 23.30 —1874.85 — B.27 4+ 018 0.00

402 —55 20 32.70 -1875.27 — §.74 - 0.00 +0.01 15.15 6.8 38 14662 26524
—35 28 21.88 —1678.12 - 5.68 - .00 +0.01

403 i 48 41.50 —1592.45 - 7.20 — 12.50 +0.03 16.36 23 12 14694 2529
- 1 36 35.07 — 1 806,00 — 7.7 — 12.49 +0.0§

103 +69 20 13.38 —~1883.57 —10.36 ~ 1.03 0.00 15.14 3.1 % xa 14713 2533
+6g 12 26.85 —~1885.67 —~10.0% - 163 0.00

277 32 27 13.42 -1884.82 - 6.49 ~ 0.24 +0.01 20.05 54 25 14732 2536
-32 35 4.03 ~-1888.04 - 0.40 - .24 +0.01

116 +45 28 1.go —1592.43 — 8.26 — =20 +0.13 2¥-39 43 14 14737 2538
+46 20 8§.28 —18g6.51 | - 8.0 - 87 +0.12
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XVi

PRECESSION .

Les formules suivantes donnent la précession
entre deux époques quelconques T et T+t, d'apres
Newcomb, Les temps T sont comptés A partir de
1900,0; T et t sont exprimés en milliers d'années
tropiques. Les autres notations sont celles des pa-
ragraphes 44 et 46.
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XVI-XVII

NUTATION

Les farmules suivantes donnent la nutation
d'aprés Newcomb. Dans ces formules, o est 1a longi-
tude moyenne du soleil et @ la longitude de son péri-
gée; (est la longitude moyenne de la lune, § 1a longi-
tude moyenne de son nceud ascendant, M' son ano-
malie moyenne. T est le temps, en sigcles juliens de
36 525 jours, écoulé depuis 1900,0

(9 =173°57'3" + 32869" T + 567+ (- B694" -55" 1)1+ 3"1?
K = (471707- 6751 + 05712 t
+(-3737+0757T)t2+ 0105 % .

£ =23°27'8726- 468", 447~ 06077+ 1", 837>,

E.=£+(6,06-9"207) t?- 7", 73 t3

w = (50370", 84+ 49", 307 - 0", 041 t
+(-107".20-1",4817) t*-1",53 ¢'.

X =(124",73- 188", 70 7- 0", 14 %) t

+(-238",07-17,573) t*-1", 66 t*.

A= (50256, 41+ 222", 291+ 0", 261%) t
+(1117,1540",267) 2+ 07,10 t?,

k= (460857, 06+ 279", 45 7 + 07,12 1) t
+(1397,7340".121) t74 36", 32 t°.

j =(20046", 85- 85", 337- 0", 3717 t
+(-427,67-0",371) t2-41". 80 t3.

r=2-p=(23042".53+139 731+ 0", 0679 t
+(30",23-0",277)t*+18°,00 t°,

s=r+(79".27+0",667) t*+ 0,32 t°,

duw=+0". 089 cos 2 {+0", 018 cos 2 - )

N=-(17",234+0",0171) sinf+ 0,209 sin 20

-1",272 sin20+ 0", 126 sin (O-w) + 0", 021 sin (O+w)
- 0", 050 sin (30-m) + 0", 012 sin (20- 0).

dN=-0" 204 sin2C+ 0", 068 sin M'- 0", 034 sin (2C- 0)
-0", 026 sin (2C +M") + 0,011 sin (2 (- M")
+0",006sin (2C-20)+0",015sin (2 -20-M").

Q-=4(9",210+0",00097T) cos -0, 090 cos 2 0
+0",551 cos 20+ 0", 022 cos (30-w)- 0", 009 cos (O+)
- 0",007cos (20- f) .

+07,011cos (2 +M")-0"005 cos (2 {-M").

XV

COEFFICIENTS POUR LE CALCUL DE LA PRECESSION
Ny

i o m n f= .
n!SSO
1850 | 3%07141 = 460711 | 1333674 = 20,0511 | 1.000426
60 159 0739 668 0503 | 1,000383
70 178 0767 663 0494 1.000341
80 196 0795 657 0486 | 1,000298
90 215 0823 651 0477 | 1,000255
1800 234 0851 646 0469 | 1.000213
10 252 0878 640 0460 | 1,000170
20 271 0906 634 0451 1,000128
30 290 . 0934 629 0443 | 1.000085
40 308 0962 623 0434 | 1,000043
50 327 0990 617 0426 | 1,000000
~ 60 346 1018 612 0417 | 0,999957
70 364 1046 606 0409 0,999915
80 383 1074 600 0400 | 0,999872
90 401 1102 594 0392 | 0,999830
2000 420 1130 589 0383 | 0,999787
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XVIH-Xix TABLES NUMERIQUES
XVIIl. TABLE POUR LE CALCUL DE LA PRECESSION EN ASCENSION DROITE
n sin o (1950, 0)
[Pu =m+n sin octang&\]
& 0h+ 1h+ 2hs '3}'+ PN s5hy
12h. 13b. 145 15h- 16h- 17h.
0" 0‘0000 0;3458 " o,’ssa:z51 0.’9443204 1?15721‘3 1;2906 - 60"
5 0,0201° o 0,3739 0.6932 | 0.9552 1.1m5 1,2079 55
10 0, 0583 0.4018 " 0.779 ' 0,9851 1,1852 1.3045 50
24 60
15 0,0874291 9,4295075 0.7423 | ~1.0046 1.1984 1.3105 45
20 0.1165 0.4570° 0.7664 1.0236 1.2110 1.3159 40
290 273 237 1 120 47
25 0, 1455 0, 4843 0.7901 1.0421 1.2230 1.3206 35
. 289 270 233 . 180 115 41
30 0,1744 0.5113 0.8134 1.0601 1.2345 1.3247 30
289 268 229 174 10 35
35 0,2033 0.5381 0, 8363 1.0775 . 1,2453 1.3282 25
287 266 226 170 103 29
40 0.2320 0, 5647 0.8589 1,0945 1,2556 1.3311 20
287 263 221 165 97 22
45 0, 2607 0.5910 0,8810 1.1110 1.2653 1.3333 15
285 217 159 a0 16
50 0.2892 0. 6170 0.9027 1.1269 1.2743 1.3349 10
284 9
55 0,3176 0,6427 0.9240 1,1423 1.2828 1,3358 05
282 254 . 208 149 T8 4
60 0.3458 0,6681 0.9448 1.1572 1.2906 1,3362 00
1175 10"+ 9h . 8"y 7h, 6"+ .a
23% . 22h. 21b. 20" 19h- 18h-
XIX. PRECESSION EN DECLINAISON
p §(1950.0)
a 0h+ 1h+ 2h+ 3h+ 4h+ 5h+
‘120 13h . 14h- 15 16" 17h-
o™ 200426 | 193596 17)3574 14)1722 | 1000213 | 571874 60™
4
5 20,0378 19, 2419 17, 1345 13, 8597 9,6403 4,7638 55
143 310 3857 4258
10 20,0235 19, 1149 16,9037 13,5406 9,2546 4, 3380 50
236 2389 3900 4279
15 19,9997 18 9789 16, 6648 13, 2150 8 8646 3,9101 45
334 1450 e 4292
20 19,9663 18,8339 16,4179 " 12,8831 8,4704"" | 34800 40
429 15 2547 3380 3983 4320
25 19, 9234 18,6798 16,1632 12,5451 8,0721 3, 0489 35
523 1629 2624 440 40 3286
30 19,3711 . 18 5169 15, 9008 12 20113 o 7 670040“ 2,6161 sk 30
1
35 19,8003 18 3452104 15,6300 11,8514 | 7,2642 | 2,1820 | 25
40 19,7381 | 18,1648 15,3535 11, 4959 6,8550 | 1,7468 20
BOG 1892 2847 3608 4125 4360
45 19,6575 17,9756 15,0688 11,1351 6,4425 1,3108 15
900 1976 2919 4156 4366
50 19,5675 17,7780 14,7769 | 10, 7689 6,02594m1 o 8742 10
993
55 19,4682 | 17, 5719 14,4780 | 10, 3975 5,6085 | 0 4372“2 05
60 19,35‘36mbﬁ 17, 3574 14,1722 10 0.413 5,1874 0, 0000 00
11h. 10M. gh. gh. 7h. eh- o
23h s 22hs 21hy 200+ 19h 4 18hs+

83
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XX. SECOND TERME DE LA PRECESSION EN ASCENSION DROITE

(n multipller par (fbﬂ)‘)

(1950, 0)
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XXU-Xxim TABLES NUMERIQUES 425

XXIl. TROISIEME TERME DE LA PRECESSION EN ASCENSION DROITE

-3 5 (n multiplier par (T%b)')

(1950, 0)
Déclnaison) o | 40" | se* | 62 | e6* | 70* | 7w | 7 | w6 | 70t | w0t | mt | sz | sy | e [Déclinaison
e —— ——
Ob |,0{01 | +0102 | +0%05 | +0706 | +0708 [ 40712 [ 40715 | +0;10 | 4024 | +0;33 | 40748 | +0;50 | +0;74 | +0:97 | +1°32 12 h
1 1 2 5 7 10+ 16 21 28 40 50 0,85 1,25 1,70 2,14 3,69 13
2 w 1]% 3 4 8 8 14 19 26 8 59| o909 1.33| 1,86 | 2,31 | 4,25 1
3 0 0]+ 1|+ 1|+ 2]+ 5|+ 7|+ 11 |+ 17|+ 28| +0,51 | 40,71 | 41,02 | 41,25 | 42,49 15
4 0| - 1] - - 4| - 8- B|- 10})]- 12 |- 16 |- 21 -0,29 | -0,36 | -0,44 | -0,57 | -D,76 16
5 0 2 7 9 13 19 25 33 45 85 1,02 1,33 1,80 2,25 3,83 17
[} 0 3 B 11 18 24 31 41 56 B3 1,31 1,73 2,35 2,93 5,07 18
7 0 2 7 9 13 19 24 32 44 64| 1,00 ( 1,32| 1,79 | 2,23 | 3,80 19
8 0l - 1] - 3| - 4 |- 6|~ 8| - |- 12 {- 16§)|- 20| -0,28 | -0,34 | -0,42 | -0,54 | -0,72 20
1 0 Dj{+ 1]+ 1)+ 3}+ 65|+ B|+ 12|+ 18| + 30| +0,53 | 40,73 | +1,05 | +1,20 | +2,54 21
10 + 1|+ 1 L [} ] 15 19 27 30 60 1,00 1,35 1,89 2,34 4,29 22
11 1 2 5 k| 11 17 22 29 40 60 0,96 1,28 1,72 2,18 3,71 23
12 1 2 5 8 8 i2 15 18 24 | + 33| +0,48 | 40,58 | +0.75 | 40,97 | 41,32 9
13 1 2 3 3|+ 4|+ 4|+ 4]+ 4|+ 21~ 2| -0.13 | -0,24 | -0.43 | -0.47 | -1,42 1
14 + 1]+ 1|+ 11+ 1 0| - 2] - 41 - B |- 14 27 0.52 0.76 1.14 3. 37 2,01 2
15 0 0 0| - 1 - 2 5 7 11 ;) 29 0,52 0.72 1,05 1.28 2,53 3
16 0 0] - 1 1 2 3] - 5] - 6 |- 9|- 13| -0,19 | -0,24 | -0,32 | -0,43 | -0.60 4
17 0 of- 11~ 1 - 1]- 1 0| + 1 + 3 + B | +0.20 | +0.31 +0,51 +0,56 | +1,52 5
18 0 ID 0 0 0|+ 1|+ 2 4 9 17 0,37 0.56 0,87 0,99 2,43 6
18 0 0 0| - 11 - 1 0 0| + 1 + 4| + 8 | +0.21 +0,32 | +0,52 | +0.57 | +1,54 7
20 0 0| - 1 1 2| - 3]- 41 - 6 | - 8)|- 12| -0,18 | -0,23 | -0.28 | -0,40 | -0.55 8
21 0| + 1 0| - 1 - 2 4 7 10 17 28 0,50 0,70 1,02 1,25 2,48 )
22 +« 1 1 + 1] + 1 0] - 2] - 41 - T7|- 14 26 0,51 0,74 1.12 1,33 2,92 10
23 + 1 2 3 3|+ 4|+ 4|+ 4|« 4 |+ 2| - 2| -0,12 | -0,23 | -0,42 | -0.45 | -1.40 11
24 +0,01 +0,02 | +0,05 | +0,06 | +0,08 | +0,12 | +0,15 | 40,19 | +0,24 +0,33 | +0,48 +0.59 | +0.74 | 40,97 | +1,32 12
XXIIl. TROISIEME TERME DE LA PRECESSION EN DECLINAISON
d,r%g—g(ﬁ multiplier par (fﬁf]
Changer le signe lorsque la déclinaison est négative.
(1950, 0)
mp%‘iﬁ’e”“ o° | 40° | se° | ez | ee" | 70" | 72° | 7 | wes | 7e° [ soc [ sxc | s2° | s3c | st [PGonAeO"
Oh ~-02 | -0,2 -072 -0,2 -02 -0y2 -0y2 -0v2 -0y2 -0y2 -072 -072 -0Y2 =052 -072 12 h
1 2 2 3 3 3 4 4 4 0,5 0,6 0,7 0.7 0,9 1.0 12 13
2 2 2 4 4 5 6 6 T 0.9 1,0 1,3 1,6 1,8 2,3 2,9 14
3 1 2 4 4 5 i} B 9 1 | 1,4 1.8 2.1 2,6 3.2 4.2 15
4 -1 2 3 4 5 8 7 8 1,0 1,3 1,8 2,1 2.5 3,2 4,2 16
5 ] -1 - 2 - 2 - 3 - 4 - 4 - 5 -0,6 -0,8 -1,1 -1,3 -1,6 -2.0 -2.6 17
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0,0 0,0 0,0 | 0,0 0.0 0,0 0,0 18
7 + 1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 4 + 4 + 5 +0,7 +0,8 +1,1 +1,3 +1.6 +2.0 +2,17 19
8 1 2 3 4 5 8 7 8 1,1 1,3 1,8 2.1 2.6 3.2 4,2 20
9 1 2 4 5 5 7 B 9 1,1 1,4 1,8 2,2 2.6 3.2 4.2 21
10 2 2 4 4 5 6 6 T 0,9 1.1 1,4 1,6 1.9 2.3 2,9 22
1 2 2 3 3 3 4 4 1 0,5 0,6 0,7 0,8 0.9 1.0 1,2 23
13 2 2 2 2 2 2 7 1 + 2 +0,2 +0,2 0.2 0,2 0.2 0,2 0.2 0
13 2 1 O S T S O (B | 1 0 0,0 0,0 0.1 0,1 0,1 0.1 0.2 1
14 2 1 + 1 0 0 0 1 + 1 +0,1 +0,2 0,3 0,4 0.5 0,8 1.1 i
15 1 |+ 1 0 o |+ 1]+ 1 1 2 0,2 0,4 0,6 0.8 1,1 1,5 2 3
16 ¥ 1 0 0 0 1 1 2 2 | 03 05 | 07| o9 1.2 | 17| 2.4 4
17 0 0 0 0 + 1 + 1 + 1 + 2 +0,2 +0,3 +0,5 +0,6 +0,8 +1,2 +1.6 5
18 0 0 0 o 0 0 0 0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0.0 6
19 = 0 0 0 o|l-1]-1]-1|-02]-03]|-05]|-08]-08]-1.1/-1.8 7
20 1 0 0 o |- 1 1 1 2 0,3 0,4 0,7 0,9 1,2 1,7 2.4 8
21 1 ]-1 0 0. |- 1= a 1 2 0,2 0,3 0,6 0,8 1,0 1,4 2,1 9
21 2 1 - 1 0 0 0 1 - 1 -0,1 -0,2 0,3 0,4 0,5 0,7 1.1 10
23 2 1 1 - 1 -1 = 1 1 0 0,0 0,0 0,1 0,1 0,1 0,1 0,2 11
2 .02 |-0,2]-02|-02]-021|-02}-02]-02]{-02]-02]-02]-02]-02]-02]-02 12
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Summary. Expressions for the precession quaniities
“enabling one to precess o and from an arbitrary epoch
are developed as a function of the Tundamental as-
tronamical constants. The expressions with numerical
values of the cocfficients are given relative to cpoch
120000 in Table 5 for the 1AU (1976) System of
Astronomical Constants adopted at the XVI1 General
Assembly of the TAU in Grenoble. They must be used
with the miroduction of the new constants into the
ephemerides and in constructing the new fundamental
reference sysiem. the FKS. Finally, the developments
presented heve are applicable for revising revelant pre-
cession quantities whenever tlie system of astronomical
constants 'i.\ C]':‘.ll\gcd.

Key words: precession expressions — reference system —

astronomical constants

Introduction

in comparing astronomical observations with calculated
places of celestnl objects. reductions have to be made to
refer either the observed or the calewlated positions to the
same reference coordinate system. Such reductions in-
clude <uch weil-known effects as aberration. parallax,
precession and  nutaton. Although rather  lengthy
numerical expressions are usually given for the param-
cters describing precession, the expressions, in fact, only
depend upon a rather imned set of basic parameters or
fupndamental constants and are thus amenable to re-
vision

In this puper we will examine the structure of the
expressions usually emploved in ealeulating the effects of
precession and we will outhine the methed by which the
expressions are revised to account for changes in the
fundamental astronomical constants. it will be shown
that the basie set of parameters. upon which the lengthy
polvnemials for calculating the mean obliquity of date
and the clements of the precession muitrin Jepend.

consists of the mean obliquity and the speed of peneral
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precession in longitude at a fixed epoch & together with
the svstem of planetary masses. We will also present the
new  precession quantities at epoch 120000 (JED
2451545.0) which result from the revision of astronomi-
cal constints adopted by the International Astronomical
Union (IAU) at the XVI General Assemibly in Grenoble
(Transactions TAU 16B. 1977).

Attention should be drawn to the fact that as it was
cxpressed by Newcomb (1906, p. 226). “There is no
formula by which the actual posittons of the two poles
[those of the ecliptic and the equator] can be expressed
rigorously for any time. But their instantaneous motions,
which appear as derivatives of the elements of position
relative to the time, may be expressed numerically
through a period of several centuries before and after any
epoch.” .

The development of the usual precession quantities
depends upon the dvnamical motion of the ecliptic pole
relative to a fixed ecliptic. due to planetary perturbations,
and it depends upon the dynamical motion of the celestial
pole due to luni-solar torques on the oblate carth. The
former effect is treated by Newcomb (1894) who cal-
culates the components of the carth’s angular momen-
tum upon a fixed echptic of 1830.0. while the Jatter effect
(Newcomb, 1906 Andoyer, 1911 : deSitter and Brouwer.
1938) is treated by inferring Newcomb's “Precessional
Constant™ P, (which depends upon the internal structure
of the earth) from an observationally-determined value
of the “general precession™ (more rigorously called the
“speed of general precession in longitude™). Based on
Newcomb's values, Andover (1911) has derived the
cxpressions for the precession quantities referred to the
basie epoch of 1850.0: m the annual volumes of the
Connaissance des Temps the same expressions reduced 1o
19000 are given.

In this paper we have divided the development into
sections on Defintions, Motion of the Ecliptic Pole.
Formulaton for a Basic Epoch, Formulation for an
Arbitrary Epoch, concluding with sections on Lcliptic
Mouion Relative to Basic Epoch. Numenical Results and
SUmmnary.
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Definitions

In developing the precession quantities, three epochs
often occur: a basic epoch (&), an arbitrary fixed epoch
(6 ¢) and the mean ecpoch of date (¢p). It is apparent that
at least &, and &), must be present, but it is somewhat less
obvious why onc also requires a second fixed cpoch & It
often happens that although one might have expressions
for &), relative to &, he requires the expressions for &),
relative to &, For example, in the currently employed
precession quantitics. &, is 1900.0 (the basic epoch for

which the fundamental constants are defined). vet most -

astronomers employ another epoch &, (viz. 1950.0) in
analyzing and discussing their data, Similarly, Newcomb
(1894) develops expressions for the motion of the ecliptic
pole relative to the ecliptic of 1850.0 (&), yet we might
require the comparable values relative to 1900.0 (&)
where the fundamental constants are defined. Or, as in
the current situation, our basic epoch &, will be 12000.0,
‘and we must find a means of relating to Newcomb’s
results for the motion of the ecliptic pole relative to
1850.0. It is for the purpose of transferring from one fixed
cpoch (&) to another (& ¢) that itis convenient to develop
the expression quantities relative to two fixed epochs.
One first solves the casier problem of expressing the
quantities for &, relative to £, and one then develops the
expressions for &, relative to &

ALY sk et a!
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Fig. 1. Celestial sphere depicting mean
ecliptics and cquators at epochs &, and &,
Ecliptic poles arc represented by Coand €
with P, and P representing the pole of the
equator at the two epochs. Light lines
represent curves on the back side of the

(see text)

In Figure 1 we depict the celestial sphere with ecliptics
and cquators shown for two epochs & and &), P, and P
represent the mean pole of carth’s equator at the fixed
cpoch &, and the epoch of date &, while C, and C
represent the ecliptic pole at those two epochs, Light lines
represent portions of great eircles on the back side of the
sphere. The vernal equinox at &, is denoted by Y, while
the mean equinox of date is denoted by Y. The relevant
precession quantities are also depicted in the figure and
the symbols are further defined in Table 1. In Figure 2 we
present a polar diagram of the precession quantities. As
given in Column 2 of Table 1, we have atiempted to
develop a consistent method for describing the accumu-
lated precessional angles and their rates. We have
attempied to develop a system of notation which does
not contain any ambiguity, which has a logical structure,
and which retains as many elements of the conventional
notiation as possible. In the past there have been nu-
merous conflicting sets of symbols employed and much
confusion exists in the notation for precessional quan-
tities.

Since it often is important to carefully distinguish
between the angle due to the accumulated precessional
displacement (a,) from a fixed cpoch. and the -
stantancous rate of change (x) of a4 precession quantity.

o Sge—— e - - - - 2 - -

celestial sphere. The point R is employed n
Newcomb's definition of general precession
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we hine developed the followmg mcthod of notation.
{'nless otherwise noted. the time s regarded as dynami-
cal time and 18 measured i Julian centunies of length
16525 days.

Let Trepresent the time from & to &, (e.g. £, being
1900.0. and &, being 1950.0). Let t represent the time
from & to the mean epoch of date &,. and let T represent
time from &; to &, so that t =T+ 1. Let the symbol 2,
represent the accumulated precessional displacement in
anangle fromepoch & to the mean epoch of date &), Let
a, represent the analogous displacement from &, to &,
and let 2, represent the displacement from &, 10 &, each
displacement bemg measured mats relevant system., Then
in general we seek to obtain expressions for the quantities

a, =2, +S(2T+13T2]I + [3:'1 .|_1’I’rlr2 +g-l:f_1
%, =, (T=0.4=T)=0,T+a, T +4;T°
a,=2(T=0,1=1)=2,1 4+, 1" +aj7° 1

which describe the accumulated precessional displace-
ments. Although x, and %, are of the same class (both
being measured from T=0.1e. &,). and hence only one
usually would be sulficient, we exphaitly distinguish
between the accumulated angles from ), to &, (z,) and
from &, to &4(2 ) n the subsequent developments. It may
be noted that our formulaton is also applicable in
precessing from one fixed equmox at &, to another at &,
by identifying &, with &, and &, with &,

For quantities which cannot be regarded solely as
displacements (e, [T, &, w,). we mclude additional
terips. as gnen i Table 1, which are independent of +.

By the symbol % (no subsciipt) we will denote the
instantaneous rate of change of the corresponding angle

1;(.‘{%‘.) =, +a,T+o; T, (2)
at iy

Itis seen that in our notation, the power of time (1 or
1) present in the accumulated precessional displacement
is represented by the sum of subscripts and superscripts
(e.2. ay, 25 and af contain time to the third power in the
accumulated precessional displacements. namely T3,
Tt and r') The convention adopted for o is the usual one
for precessional speeds. but itavoids confusion by clearly
showing at which point it is evaluated. Note that for
angles measured relative to an equinox, z is the speed
relative to the equinox of date (since t=0). and is
fundamentally  different ftom  (dx, dt); ., (vide
Clemence. 1948 and errata). Simalarly, denoting by 2" and
2" (no subscripts) the quantities

P I 'n""? \
e

1 fd?
e 3!(‘;1:“],

we niny alse wite Bguation (1) in the compact form
i

%, =H 4l 2

It should be noted that for 1. & and w which designate
mstantancous values, Fguation (2) has to be replaced by
2=(2,4)i-0-

Various notations which have been employed by
other authors are listed in Table 2. From the table (entry
p,) it is scen that the “gencral precession™ (strictly, the
speed of gereral precession in longitude) is represented
by the sxmbol p, where

p=p,+p, T+pyT? (3)

in accordance with conventional usage. Note that here
we e¢mploy the symbol p, to represent the gencral
precession atepoch &,. and not for speed of the luni-solar
precession as other authors do. The new symbol for the
speed of luni-solar precession (entry y ) is p =y, + ¢, T
+y,T? where y, is the speed at &,

The equatorial precession quantities { . =, and 0 (see
Figs. 1 and 2) are the angles most appropriate 1o precess
from a fixed cquinox and cquator at cpoch & to the
mean cquinox and equator of date &,. the transfor-
mation in eqratorial rectaagular coordinates being

(x.¥.2)p, =063, 2), RU=C 00 DR(— 2 ) =(x.v.2), . A

(4)
where
cosz —sina O]
R(x)=|smma cosa 0
0 0 i
and
cosa 0 sina]
Qlz)= 0 1 0
—sina 0 cosa ]

Performing the matrix multiplications yields the
elements of the matrix A= R(—{ )Q(0)R(—z,)

= cos{ cos0,cosz,—<in{, sinz,

<}
|

a,,= cos{ cosl,sinz, +sin{, cosz,

a2
a,3= CO8¢ 4 JHEOA

4y, = —sing  cosl, cosz, —cos{ ,sinz,

Qxs = —S5ing, cosl, sinz, -Hcos{  cosz, (3)
@,y = —sin{ (sinl

ay, = —sinl cosz,

ay,=—sinl, sinz,

(yy = COs0,

which are given in numernical form (for Newcomb's value
of general precession) in the Explanatory Supplement (p.
34). The precessional parameters moand n, used in
describing the speed of precession in right ascension and
declination, are represented by

d
= 'J:'(;'d.:"l‘ LSy F S 2T Sy 2 T?
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TABLE 1. MOMFNCLATURE
.
Symbol General Form Nawe Reference Plane Inicial Poinc
2 y vay d e |
" lq] AL FLIRS q]_T Tt h] * qpTle” + gt Angle betwwen ecliptics | Inclinatlon l' ecliptic ’D ecliptic
T o B :
A T+ ure e Q‘T Inc linacton l‘] ecliptic ﬂ_ ecliptic
= . wed
" LU U M Inclina ton & eeliprn &y eeliptin
a 1 0,2
A 3 * T+ lz! * {'I + yz‘[)l + e Longltude of node of ‘F wcliptle J;, equinex ‘EI wcliprie
. moving ecliptic wpon
fined eclipeic
LA xg + T e rt & eclipeic £ equinox £ eclipets
H 2
n LRETARS & ecliptic £ equinox &) eclipet.
"
.
sin w, sin I, | (s, + 2,7 + :‘TZ}: ML liT}:! + |';:3 ‘F eclipric
Expresslons
i 2 3 {via Newcomb) for
sin " ain I'Il 'll' + -;r + "l'T planetaiy percurha=- & ecliptic
tiona of ecliptic i
plane
sin 7 stn R T T
A A 1 1 1 'ro ecllipeic
sinn, con M | o) + ey + eyT)e + (e} » el v ! 4 eclipcte
Expressions
- ] 3 {via Newcomb) for
sin ", co8 F‘ T+ t;'l' +eT planetary percurba= ’0 eclipele
tions of eclipeic
plane
stn 7 cos M |c 1t +ered 4 ened
" " 1 1 L 'D eclipeie
e [4 Obliquity of the Inclination & ecliptic equacor
0 L eclipeic s %
" e "T*T!jl'"};"’
" £, [rl £y £y e+l +eTje  + el Inclinacion J'D eclipric ‘D equator
- T Vgl e d
£ Eg* T+ CFLE Inclinat lon d’F ecliptiv ‘F equator
T4 e+ utmaed e ute? Incli J
“ € CHEE wie nelination of suving Inclinacion J'. ecliptic ’D equatar
equator on flixed
eclipeic .
- s |
[N kg ® ui? +uiT Inclination !o eclipeic l'r equAtar
" , * u‘rz + u"\']
CA 0 1 1 Inclination ‘a eclintic ‘D equater
2 .
.& [.‘ 4T 4 .,: ]: + (.; + ¢z‘l‘.'ul + '::3 Luni-solar precession J'F eclipric J", equinox J'D equator
v, 5T+ 0t s ger?
'n 1 1 | % eclipeic co equinox " equator
; T+ .'12 + rt)
e " 1 i ‘D eclipele -l;] equinux l'u equator
% vt ent)e e ap e gned wand?] e
a ( 1 I3 3 l:. xThe A lanetary precesdiun ‘n equator l., ecliptle J'n equinon
X or + :'Tl + 1"1'] P
A 1 1 | y #quater ‘0 eclipeic ‘P equinox

P b ]

+ + "
11t lll :It

ﬁ’ equator

-% scliptic

£ equines




" W spressians for the Proc < s 00 noab
i - = e e e - [ - -— =" - - - - —
LS {eneral Form Name l Eofvience Plane Initial Teint
! et el W et
," - Ecliptic longitude of ’B ecliptic '{D equinox \fr ecliptic
axis of rutation
_T‘* = €. ecliptic & equinox (‘6 ecliptic
.r.‘ - ‘D ecliptic ‘D equinex % ecliptic
Py = A =1 pr ¥ BT+ T o+ (oY + pitde? + puc? | General precession A € ecliptic | A: & & ecit
" " ( | 2 3 Pty P P i € rcliptic 3 I}equlncm F e ptic
{Andoyer)
i € ecliptic | I t!': equinox FD ecliptic
ot — oo o3 3
L TR pT+ p;;‘ + 9T A: ‘f ecliptic | A: & equinox ’0 eclipric
n: Jb ecliptic | I &, equinox l'r ecliptic
P, = A - ﬂ‘ BT p;lz + p'l'tJ A: & ecliptic | A: "D equinox ‘D ecliptie
* n: ‘0 ecliptic | A: "o equinox \’D ecliptic
' PO (TS
Py B ¥ I ‘12Tit‘ + nje General precession ‘F ecliptic & equinox Rn(CF}
(Newcomb)
e ‘0 eclipric "n equinox lrit‘ol
P *
W o ecliptic (’O equinox ln(Ca]
£ 2 S ?} 5 g -
A (& gt ST L ] L3To% + ghe Tquatorial precession € equator ’F equinox JD equator
parameter. Description
is for 90° -
A -
= 2 e
."! -'.]T + ;i1 + ,,lr ’El equater l’.n equinox f-F equator
i : o o
ta SRR AL S £y equator d_'o equinox £, equator
| 2 \ ipn o d w3
3 ! {; + 2.7 + 2.7 1: + (e, ¥ 2 T)e" + 2t Fguatorial precession ‘D equator & equinox & equator
A | 2 3 i 2 1 o F
! parameter. Descriptioa
| is for 90" + 2z
A
= 2 o
- 3T+ t;T + T f‘ equater IF equinox #, equaror
:h 3T+ ‘;‘2 + :'|'|3 "n squator ¢, vquinox {0 equator
2 . P w3
L] {B + 0.T + 0T }l + {8 + 0lT)ct" + 6%e Equatorial ;um:e:s'!on inclinatfon £ equator £ equator
A ] 2 i 1 2 ] F o
parameter. Angle
between eguators
B 8,1+ 81+ anp’ Inclination £ equater . equater
& | 1 i 1] | flefa
: 16,1+ gte? 4 png? inclination & equator & equator
®i Je 1 o ], Sond L
)
Sl - . H . e AT,
._»,m..;: ) "L‘ fepresents the hasic epoch (e.g., J7000.0)
é’; tepresents an arbitrary fixed epoch (e.g., J2030.0)
"u represents the meun epoch of date
(2 T represents tice fros {‘u te ‘l‘
v represents time from & to LS
T = T+ ¢ represents time from ’u to &,
7 -
th The svabol 5 = day 4 4T 4 a,T Je s fag 4 niTh’ + n'l'r topresents the scoumulated angle from I‘f te J‘D
T ehal n, = T B T T e ) 5 Tat agl - s
wy Sy It 0, ] 4 1 +y roprescents the wilated angle from £ to &
The mymbul 3, = (T 0, 1 = 1) w0 " s aj1” e a;"-‘ represents the o cmulated argle from ?u e 4-'['
(B9} Ths symbal g = "“A'd“:-(‘. Ta iy the Instamtaarius rate of Jhange ot et piee 1
) s Thie .-:Fln A ernotes The arcamelats 1 withiu! ex eplion =
-
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and
d 2
n=E(04),=0=91+92T+83T : (6)

We will now proceed to develop the formulation
which yields values for the various coefficients in the
expressions for the precession quantities x .

Motion of Ecliptic Pole

The motion of the ecliptic pole atepoch &, relative to the
fixed ecliptic at the basic epoch &, is generally described
in terms of the angles 7, and I1,. in the form given in
Table 1 which represents the angular momentum com-
ponents,

% L T T ) P | w3
sinf sinll =5, 1+5;71° +5]1
" e T v 3 S

sinft,cosll ,=c,t+cyt° +cjT. (7)
These quantities s and ¢, coupled with ¢, and p, enable
one to calculate power scries expressions for all the
precession quantities. Although we will also give the
individual components ny and [T, in our final cx-
pressions, it is to be understood that the more basic

92

J. H. Lieske et al s Fxpressions for the Precession Quantities

Fig. 2. Polar diagram of precession
quantitics depicted in Figure | Shown are
the ecliptic poles Cyp. € and equatorial poles
P,. P. The arc PP is a portion of a great
circle passing through the celestal poles.
Also shown are the equinoctial colures

quantities are sinm,sinfl, and sinm, cosll, the in-
dividual angles being determined by their trigonometric
relations.

Newcomb (1894) derived values of k sin L and x cos L,
which are equivalent to d(sini sin/l,)dr and
d(sin @, cos ﬁ,)..f(."r, respectively. Newcomb’s values, how-
ever, were expressed relative to the fixed 1850.0 ecliptic
for epochs 1600, 1850 and 2100. Since 1830.0 will not, in
general, be our basic epoch &, we will employ
sin* sin[T* and sinz* cos[1* to represent Newcomb's
data in the form

sina* sin[T*=s¥T, +s¥' T +s¥'T)
sinn*cosT*=c*T, +c¥' T2 + "' T (8)

where T, is measured in Julian centuries relative to 1850.0
(taken as JED 2396758.20358093). The epochs 1600 and
2100 are assumed to lie exactly 2.5 Julian centurics on
either side of 1850.0. We subsequently will develop a
means of obtaining sinft, sinfT, and sinf, cosll, re-
lative to the fixed basic epoch &, given the values relative
to 1850.0.

The planetary components ksin/. and xcos/l are
presented in Table 3 for Newcomb's planctary masses at
epochs 1600, 1830 and 2100, The values in parentheses
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TABLE 2 EQUIVALENT NOTATIONS FUR DISPLACEMLENTS AND RATES®
NEW Beasel Opp Newcomb Andoyer deBall 1AU wal Licske ARL CdT AE
Displacements
A ¥ k (k) ., " n (r) &
n, n 180°-N w °n n, n, m v
e, e, e, ., ' e, <,
“ ¢ (¢) (e), € H
Wy ¢ € (ey) (€, € T, (ey) W,
Va r W -9, 2 v ) v
Xa a ) {a), 0 by (a) x 2
Aq (w) A
pal=AL-11,) ! (w)-() (A), Ll AT, ) A
A P L 90°-(p) P § g, 1. W«N)  9%0-p |,
F m-p z (p)-90" m-p 7 T (N)ﬂm)—?ﬂ'wr?o‘ z
e, ‘" 8 7)) . v J ] (n) / [
Ty  d (r) k % 4 n 4
n, n (n ) n n mn, n
“© w (€) ¢ € (e) ¢ e & € w €
Va v ) v (-¥) v
Xa A (a) X (a) T
A @
Pa v, ) Wy (A) A-I,
fa r @ 90"-p L
i, z (mp) p-90° z
'R L (n) i L
Rat (qgé)
ates|| o bl
v Ly P f/ -¥ P 1y ! ¥ P v
X A x a P: 3 ¥ e X
» L, ! h A P M [ v P
{ §m, km ks im, km 13 im §m km
] §m, ym ir im, im LT gm pm im
[} n, n s n, a w n n n
*Sources
NEW: Natation used in this paper
Bessel: Bessel, F W, 1830, Tabulac Regiomontanae.
Opp: Oppolzer, Th. R v. rﬁgnﬂﬁ!_{h_m[ Aahnbestimmung der Kometen und Plancien, |. Bd., 2. Aufl,, Leipzig.
Newcomb: Newcomb, S, 1906, A Compendium of Sphencal Astronomy, New York.
Andoyer: Andoyer, H. 1911, Bull_Astr. 38, 67.
deBall: de Ball, L. 1912, Lehrbuch der Sphanschen Astronomic, Leipzig. ‘
1AU: International Astronomical Union, Tranwctions 6, 346 (1938).
wasC: Woolard, E W, and G. M. (lemence, 1966, Sphencal Astronomy.
Lieske: Lieske, J. H. 1967, NASA Technical Report 37-T044
ARL: Astronomisches Rechen-Institut Heidelberg: cf. KopfT, A_ and F. Gondolatsch 1950, Grundbegriffe de¢
: Sphanschen Astronomie.
CdT: Connaisance des Temps ( Bureau des Longitudes, Paris), annual volumes from 1914 onwards.
AE: Astronomical Ephemens, in particular: Explanatory Supplement to the A E., London, 1961.

are the original numbers of Newcomb (1894, p. 377),
while the extended precision values hiave been derived by
repeating Newcomb's calculations. The entries for Pluto
arc due to Clemence (1948). The extended precision
values are needed for two reasons: (a) Newcomb's
originai values were only given to 07001 which results in
truncation difficultues with the highier-order terms upon
integrating K sin /. and x cos L to obtain sina® sinf1* and
sina® cos 11*, and (b) round-off errors are introduced in

el T

calculating the componenis of xsinL and wcosL for
revised values of planciary masses. In addition, it is
impossible to duplicate Andoyer’s (1911) expressions for
the precession quantitics if one employs Newcomb's
components listed in Table 3. The reason is that Andoyer
cmployed the pre-rounded sum of the components,
which is no longer available. (Il one sums the com-
ponents, excluding Plute, for x’sin L at epoch 1600, for
example, hie finds+47274, but Newcomb listed the sum

e ——— e
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Table 3. Newcomb values of - (sin e ™" H“) for 3 epochs®
de cos
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xcosL= ‘%{sin n%cosll%)

Planet Newcomb inverse  WsinL= i’ (sinn$ sin %)
Muss di
M.\-rl e s e e - N S N . p=—vemonr =4, .- oL I L
1600 1850 2100 1600 1850 2100
Mercury 7500000 +0.247266 +0.2508 1% +0.254359 —-0.211715 — 0.209848 - 0.207971
(+0.247 +0.251 +0.254 - 0212 - 0210 - 0.208)
Venus 410000 +6.789930 + 7411897 + 8031934 — 28472881 —28.332065 - 28185002
(+6.790 +7.412 +8.032 —28473 —-28.332 ~28.185)
Mars 3093500 +0.617570 +0.634309 +0.650891 — 0.7348319 - 0.719136 = 0.702991
(+0617 +0.634 +0.651 - 0.735 - 0719 - 0.703)
Jupiter 1047.88 —2.804002 —-2.511528 —2.224385 — 16.169696 — 16.046919 — 15919290
(—2.804 -2.511 —-2.224 —16.170 —16.047 —-15919)
Saturn 3501.6 —-0.574201 —0.542325 —-0510169 — L3 — L.318BRG62 - 1.325625
(—0.574 —0.542 -0.510 - L310 - L3I8 - 1325
Uranus 22756 +0.002028 +0.002375 +0.002720 — 0.00790v - D.7873 - 0.007831
(+0.002 +0.002 ©+0.003 — 0.008 = 0.008 - 0.008)
Neptune 19540 —0.003798 —0.003694 —0.003589 — 0.004388 — 0.u4377 — 0004364
: (—0.004 —0.004 —-0.004 - 0.004 - 0.004 - 0.004)
Pluto 360000 -0.0004 - 0.0004 =0.0004 - 0.0012 - 0.0012 - 0.0012

*  Units are arcseconds per Julian century and are referred to the fixed ecliptic of 1850.0. Values listed in parentheses are Newcomb’s original

numbers taken from Astron. Pup. 5. Part 4, page 377 (1894)

as+47275.) For these reasons it was found necessary to
repeat Newcomb's calculations and to derive the exten-
ded precision results listed in Table 3. [n redeveloping
Newcomb's (1894) values, we employed his basic data
regarding planctary orbits (pp. 336-338). Newcomb's
values result from employing the disturbing function (p.
305)

F=§{PR+( +eAPR+APHR+ )
+{ee’ P\ +¢PY + ...} cos(w—w)+ ... 9)

where P are Newcomb operators and where e, ¢’ and o,

w’ are the eccentricities and arguments of perihelion,

respectively, for inner and outer planets. We employed
Newcomb’s general formulation for the operators P} in

terms of orbital elements, rather than the low-precision

numerical values (“Special Values™) which he also listed'.

In redeveloping the extended precision expressions
listed in Table 3 it was also found that Newcomb'’s
calculated results for Saturn employed the wrong mass.
Apparently (see p. 336 entry log M = 3.58865, implying M
=3878.4) Newcomb employed the wrong mass p in
calculating the mass factor for Saturn’s effect on the
carth,

M =ngamy /n (10)

! The relevant operators are given by Newcomb on pages 350351,
356-357, 363-367 for planctury perturbations on the earth, The
following typographical errors were corrected:

Venus p. 357 P32,1922g should read 92247

Mars p. 363 PO - 368347 should read - 36.83q°
Maurs p. 364 P - 12Mat should read ~ 1.2 Mgt
Jupiter p. 364 PO =200 Amat should read - 200 3ma?
Uranus p. 367 A should read -~ 2.1 ma?

Neptune p. 367 P3): should read 1 255m T.oma’

where ng is the earth'ssidereal mean motion, x=ag/ay,
and pt=1+my. The correct equation is pu=1+mg, as
used for other calculations. This error accounts for the
Saturn disagreement in Table 3 between Newcomb's
original value and our extended precision value.
Newcomb's original result corresponds to a Saturn mass
of my ' =3503. With the preceding discrepancics taken
into account, we are able to duplicate Andoyer’s series if
we employ the masses given in Table 3.

To derive the series [or sinz* sin[1* and sinn* cos IT*
from the data in Table 3, we proceed as follows. Denote
by x_,, 2, and «, the sum of the planetary contributions
to xsinL for epochs 1600, 1850 and 2100, respectively.
Let f3; denote similar results for x cosL. If the mass of a
planet relative to the sun is denoted by M (the inverse
masses M ! are listed in Table 3 for Newcomb and in
Table 4 for the recently adopted IAU values). then. for
example, we will have for % (sinm* sin[T*)atepoch 1600

1
referred to the ecliptic of 1850.0,

a_, =07247266-(7 500 000M ;) + 67789930 (410000 M )

+07617570-(3093 500 M ;)

— 27804002 -(1047.88 M,,) (11)
—07574201-(3501.6 My, ) +07002028-(22 756 M ;)
—07003798-(19 540 My)— 070004 (360 000 Me).

We can thenobtain, at time T, from 1850.0, the power
series expansion, relative to the 1850.0 ecliptic, from
Stirling’s interpolation formula as
sinn*sin[T* =2, T, + % (2, —a_ )TE+ F o, — 2%,

© da,)T? (12)
sinn*cosli*=f,T,+ (B, —B. DTE+ 5B, - 28,
18 )T .
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(Pcos i'" - p’] sin :‘ dr

These expressions define the quantities st, s, s§” and ¢},
c}’, ¢t” of Equation (8). Previous questions as to the
accuracy of Newcomb’s expressions for the motion of the
ecliptic pole have béen largely answered by Lieske's
(1970) theoretical comparison via a numerical in-
tegration, and on the observational side, by Duncombe
and van Flandern (1976).

We subsequently will develop means to refer
sinmt* sin/T* and sinn* cos [T* to the basic epoch &,. At
this stage, however, we may assume that the parameters
5, 51, 81, €, €}, and ¢ appearing in Equation (7) are
known at epoch &,. We next need to develop the motion
of the equatorial pole and to derive the precession
quantities for epoch &, relative to &,.

Formulation for Basic Epoch

In Figure 3 we depict the equatorial pole P, and ecliptic
pole €, at epoch &, along with the equatorial (P) and

Fig. 3. Polur precessional diagram for cpoch
& relative to &, The enlarged portion
depicts the spherical triangle PDP". The
celestial pole P moves in a small circle PP’
about the ecliptic pole of date C

ecliptic (C) poles at epoch &,. The celestial pole of date P
moves in a small circle about the ecliptic pole C with
speed  (Pcosi, — pyjsin'éd where P is Newcomb’s
“Precessional Constant™ (Newcomb, 1906, p. 228).
Hence, in the interval dt, we have the geometry given in
triangle DPP’ of Figure 3. The small parameter p, is the
so-called geodesic precession (de Sitter and Brouwer,
1938), given by them as

p,= 11 —ed)ng (13)

where k is the constant of aberration. The value of p,,
used here is

p,=1792  per century.

As shown by Barker and O’Connell (1970), this smull
relativistic effect is one-hall the earth’s relativistic motion
of its longitude of perihelion [Sce their Equations (14),
(28) and (76a)].
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‘D ECLIPTIC

Fig. 4. Definitions of ecliptic-equator
precession quantities for meun epoch of
date &, relative to fixed basic epuch &, The
vernal equinox at , is represented by T,

CD ECLIPTIC

From the geometry depicted in Figure 3 one can write

the dynamical equation (Lieske, 1967)

sintw, —-—==(Pcosi,—p,)sink cos};‘4
déd s ; .-
d—::(Pcose:A—pﬂ}snﬁ:ASInZA
~ e ool oo o B
—L=cos(4, _”")T (sin®t cosll,)
dr
0 e Al v | g
—sin(A,—IT,) - (sinz sinlT )
dt :
i 5 Ty A dm
sin® - cos
2 Ay
and, for the equatorial parameters, ’ (14)
d0 4 e
-3;4={Pcosed—p,)sms‘cos:,.
.o dC s Lt g
smﬂd—&%—=(Pcossd—p,)sm?:,,_sm:u. J

The various angles are depicted in Figure 4 for epoch &,
relative to epoch &,

From Equdnonn(?}and(l 1}—(14)itis seen thatif one
is given the set of planctary masses, together with the
constants &, P and p, at epoch &, then one can solve
Equation (14) for the other precession parameters and
thus obtain power series for the angles %, as listed n
Table 1. Newcomb's “Precessional Constant™ P is a
function of the moments of inertia of the earth and also
of the elements of the earth’'s orbit (deSitter and
Brouwer, 1938). Because it hag been impossible, so far, to
calculate P from its theoretical dependence upon geo-
detic parameters, P has to be inferred from obser-
vationally determined values of the general precession p.
Hence P is replaced by the general precession pin the list
of astronomical constants. There is a slight dependence
of P upon timcﬂ’:[’ + P, 1), the variation being appro-

ximately P == 0"0016‘Jp¢.ru.nlur> which is due mainly

N!\ :

€ EQUATOR i & ;
while Y represents the mean egquinox at

€, EQUATOR epoch £,

to changes in the eccentricity of the carth’s orbit. From
the work of de Sitter and Brouwer (1938) it can be shown
that the centennial variation is

P, =—-0700001 —7.313 x 107 7p—=2"5x 1073y (15)
where p is the general precession (units: arc seconds per
century) and where v is defined by the mass of the moon
relative to the earth (u),

%—=;¢=0.0123(1+v}. (16)

The resultant series one obtains for %, will not be
presented in this section, but are a pdrt{wz 2., %y, %)) of
the terms given later relative to & The basic develop-
ments of de Sitter and Brouwer (1938), Woolard (1953),
Woolard and Clemence (1966), Lieske (1967), and Hristov
(1970), all depend upon the original work of Andoyer
(1911).

Before proceeding to the development relative to an
arbitrary fixed epoch &, we will briefly discuss several
definitions of the accumulated angle sometimes called
the general precesion in longitude. As employed in this
paper, and originally developed by Andoyer. we denote
the accumulated angle p, (which corresponds to the
instantaneous rate p of general precession) of “general
precession in longitude™ by the symbol p,=.1,—11 .
Our measure is thus defined by the subtraction of two
angles measured in diffcr::nt planes. As may be seen from
Figure | and Table 1, A, is measured along the mean
ecliptic of daté from lht'. equinox of date to the point N,
which is the interscction of the ecliptic of date with the
fixed ecliptic, while the angle [T, is measured along the
fixed ecliptic from the fixed equinox to the point N. We
prefer Andoyer's definition since in any rigorous re-
duction for precession one will generally employ rotation
matrices, or their equivalent, and our angles [T, and A,
implicitly are calculated. However, Newcomb {IOU(), p.
234: see also Woolard and Clemence., 1966, 237)
employs the definition shown in Figure 5, where p\ is the
are L, R. Newcomb thus defines the accumulated general
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Te ECLIPTIC POLE C,

precession as measured along the fixed ecliptic from the
fixed equinox Y, to the point R, which is the intersection
with the fixed ecliptic, of the great circle from the equinox
ofdate Y to the fixed ecliptic pole C, atepoch &. The two
definitions differ only by 070005¢° but we prefer
Andoyer's definition since it places more emphasis on the
accumulated precession via Eulerian angles (and is more
readily handled by rotation matrices), while Newcomb's
expression is perhaps more readily understood in discuss-
ing instantancous rates. With cither definition, the in-
stantancous rates are identical, so that the fundamental
constant p represents both interpretations. Aside from
the accumulated precessional displacements p, and py,
no other quantitics are affected by adopting Andoyer’s
definition of general precession.

From the geometry shown in Figure 5 it is seen that
the two eapressions for the accumulated angles p, (our

Fig. 5. Diagram showing Newcomb's
measure of the accumulated general
precession in longitude py: the arc,
measured along the fixed ecliptic. from the
fixed cquinox T, to the point R, which is
the intersection with the fixed ecliptic of the

€, EQUATOR great circle from € ato Y

Eu ECLIMTIC

£, ECLIPTIC

Fig. 6. Diagram showing the ecliptic
precession quantities for three epochs &, &
and &,

recommended definition, due to Andoyer) and py
(Newcomb's definition) are related by

tan(y, — py)= cosm tany (17
and, as given in Tables | and 5. by
Py =pat gy +0y D+t

where the iy values [see Equation (22) and Table 5] are all
less than 0700053,

Formulation for an Arbiltrnry Epoch

Having, in principle, expressions for the precession
quantitics at epoch &, relative to the basic epoch &, we
can proceed to develop them relative to an arbitrary fixed
epoch & The ecliptics and relevant angles at epochs &,
& and &, are depicted in Figure 6, while the equatorial



G-, Ta=s -0,
0 =90"- ta '"r.é-w'ol“
TQ = 90" +x, T =907 4T,

quantities for similar epochs are shown in Figure 7. The
development proceeds as follows,

From the expressions developed in the preceding
section, one in principle has the known quantities
sinz,sinll,, sinit, cosll,, ,, p, P, and p,. From the
expressions in Equation (7) we can also write the known
series for sinf sinfl, and sinw,cos/T, at epoch &
relative to epoch &, as

sinft sinfl,=s, T+s,T?+5{T?
sinft coslT =c, T+, T* +¢;T3, (18)

and similarly, for the accumulated precession p,,

Pa=A—0,=p, T+p,T>+p.T>. (19)

From the triangle NNN in Figure 6 we can relate .

sinm sin /1 and sinr , cos [T, at epoch &, relative to & to
the known series for the quantities given in Equations (18)
and (19). From the well-known relations of spherical
trigonometry we have

sinn sin(A,— 1) =sin¥ sin(iT,— 1)

sinm, cos(A ,— IT,)=sint, cost , cos(IT,—I1,)

—sinit  cosi,, (20)
which yields the desired expressions

sinm sin T, =(sin¥,, sin /T ) cos(.1,— 1T,)
+(sinf, cos T ) sin(A, —11,)
m,

5 sinfsin A, cos(il,—11))

—2sin?

o o v X
_,snm,,suhld(l~2$in2 2‘)
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£_ EQUATOR

L

t. EQUATOR

Fig. 7. Diagram showing the equatorial
precession quantities for three epochs &, &
and 4,

and (21)

sinm cosIT  =(sin7 , cos [T ,)cos(A , — IT,)

—(sint, sin /1 ,)sin(A,~11,)
DA ik oo A el A
sin” —=sinm cos A cos(/1, 4)

2

The coefficients s, 5,, sy, etc. for sinm, sin/l, and
sinm cos T, described in Table | may be derived from
the known series. From the differential equations in
Equation (14) and the geometry shown in Figures 6 and 7,
one finds the following expressions for the coefficients of
the precession quantities [Andoyer (1911); or Lieske
(1967), who uses Andoyer's development but introduces
p,] using the notations of Table 1:

.= - . o
—sinf,, cos;ld(l-zsm'—").

Equation 22

Constant Terms
Xo=tan" (s, /e,)
Coefficients of t

£, =¢,

X1 =S5, esceg

Y1 =P, +1,C0sgg
Po=(p, +p,)seceq+ 1,
zl-—xfl =0

7+, =y, COsEy— Xy
0, =y, sing,

4, =(s7+ci)'"?

Yi=les) = 5,6 }:'Iflf
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Coefficients of t*
£ =c)—=5,p,/2
iy =8,10,/2 ~
¥y =c,yp, cot2e,+ (P, cose,—c,p, tane,)/2
11=(s) +¢,p,)csceg
Py =w\ — i coseyg+35,¢,/2
ny==56,/2
7 =0 = —va)Bw,
Ll =y cosey— 1y =2,=(,
0, =y sing,
4y =(5,8, +¢,¢)/4,

yi=(c,s] _-‘lcf;)f‘l'f =yl +s5, )¢

Coefficients of t*

gy =ci—(28,p, +5,p))/3—c,(p} —s{ ~c})/6

wy = sing,(2y' 1, + v, 11)/3

3y =(c,P, +£\Py)cos 2e, csce, — p, | cote,
=y (e + 112 = py(3ct +2€ coteg)/2

11 =57 +¢\p, +¢,p) — 5,0 cotey—s,pi/2)cscey + 11/6

Py =W — X cose, +sine, [(€) +w))x, +¢,1,1/2
2ny =P1(5f "C?)"‘(Slc't +c,5})

z;—{7= See entry after coefficients z,—{;, of Tt?

2+ =y cosey— 1| +y7 siney(yp, cosey —3x,)/12

07 =y sine, +y, sinky(377 + 6y, 1, cose,
—ylcosle,)/24
4y =(2s,5y +2c,¢; +57 + )= q\7)/2q, + q/6

Coefficients of T
X =2y, +p,

Coefficients of Tt

$, =25\ +c,p,

€2=2¢\ —5,p,

£, =c, =2¢)

¥, =—c, Pysing, +P, cose,

L2 =5, CSCEG—C ), COtE,

P2=Y,— (2 C08Ey+C, %, Singg=2p)
2—{,=0 i

3+, =y, c088,—c p, singg— y;=2(z) +{})
0y =y,singy + ¢,y cose, =20]

4 =(s,s,+¢.¢)q, =24,

Vo= Meyst = s, c)qi =y, () +5,9,)e,

99
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Coefficients of Tt:
sy=3s]+2¢\p, +¢,py = s,(pl =51 = c})2
cy=3e]
£y =Cy=3c{
py=— jiPycose, — &\ Py sineg —c,P, sing,
L3 =S8,08Cr,—C, 7, C0tg,

+ (3 ed — & cotry)
Py =1Wy;3— (3C08&q + ¢, 8ing,

+&\ 1, singy + jeiy, cose,
z2,—{;=0
23+ {3 =y, cose,—c,p,singy— ¥,

—dclyp, cosey — &\, sing,
0,= q)_,‘fh;an +ey1py coseg + £\, COsE,
T aey sing, =0)

g, =053 +¢3+2Asi55+¢,03)—431/2q,

Coefficients of T*:

xy=(c,83~5,¢3)/q? = 2x (¢, +5,y,)c,

Coefficients of Tt*:
Sy =357 +cipy 5,57 +¢7)/2
¢y =3¢} —s\py +c (5] +ci)2
gy =C3 = (52p) +5,P2)/2=3¢]
Wy =($,p, —5,9,)/2
2y’ =Pq cscegc, cos 26, — ci(cotey + sin 2¢,)]
4¢P, csceg(cos 26, —sin?e,)
+p, csceg(cq cscey — ¢, COSEy)
L=(sy+¢,p,+c,p,)esce,
—c¢, cote, csceys|, +¢,py)
Py =3+ ) singy— 15 cosey
+(s,c, +¢,5,)/2
M= —(5;¢, +¢,5,)/2
=G =00y —wai/v )+ v — i)/ 3w,
71 —{1=135-0)
25+ {5 =y| cosey—c, ) singg— gy =23+,
42 =(5,85; 515, +¢, ¢y + ¢\, —~414))/9, =4,
&, =y singy—c, g cose, =0,.

Employing the two argument form x ((T. 1), where the
first argument represents &,~&, and the second &,
— &, one can derive some of the identitics given in
Equation (22). Since &, =2 ,(0, T+1), we can write, for
example, &,=¢,(0, T+¢) which from geometric con-
siderations is also & (T, r). Thus, relations such as & (7. t)
=g,(0, T+1)=¢,(T+1¢0), R (T )= —n, (T+t, —1),
0T, )= =0T+, —1t), z(T,0)=—{,(T+t,—1) and
(AT )= —z,(T+t,—1t) yield identitics given in
Equation (22).

Ecliptic Motion Relative to Basic Epoch

The expressions given above are the desired coefficients
for all the precession quantities. From the development it
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is seen that they depend upon relatively few fundamental
constants: the general precession p, the obliquity of the
ecliptic ¢, and the system of planetary masses. One slight
problem, however, is still present. From Newcomb's
development as given in Table 3 we have values for the
coefficients describing the motion of the cecliptic pole
relative to 1850.0. Usually, however, the other fundamen-
tal constants are referred to the basic epoch &, which
may be 1900.0 for the currently employed precession
quantities or J2000.0 for our revised expressions. Hence,
some method must be developed to update the values of
sinz* sin [7* and sinnt* cos [T* in Equations (8)and (12)to
epoch &, knowing only the astronomical constants &,
and p at epoch &,. One may iterate, using the results in
Equation (22) to develop expressions for the quantities
relative to 1850.0 and then update them to & which is T;,
Julian centuries from 1850.0 with the proviso that the
relevant constants in Equation (22) refer to 18500 and T
is replaced by 7, in Table 1.

However, since the updating is really only sensitive to
the value of general precession p, we can perform the
iteration only once, employing some arbitrary value p*
and express the results for the updating of sinn* sin [T*
and sinm*cos[1* to epoch &, by employing p=p* + 4p*,
the algebraic quantity 4p* handling any difference from
p*. In performing the updating, it is necessary to
introduce fourth powers of time to conserve precision.
We will use

sinft* sin[T* = (st + 53T, +s3 T2 +s:TP)e
+ (T +s3 T +s¥TH + (st +53"T)?
(23)
sinft*cos [T* =(ct +c3T, + A TE +c2T3)c

e+ T+ TH + (¢ +c3"T)

where sf, st', s1” and the corresponding ¢*’s are defined
in Equation (12). The quantities s}, s¥" and s¥”(j> ) upto
third order are given in Equation (22) (interpreted
relative to 1850.0) and it is found that the fourth-order
terms are
st=c pl+cyp +chp — e pi+s5(2si+ 1c))

+ 35,6,
sy =chp +e\py 5GP+ Lol +3s])+ 5,000
53 =cip, +5,(s,5] +¢,c})
and (24)
c§=5,P1 —$:P\ ~ 5P, + g 5,p) + €Y (357 +2eD)+ 15,008,
¥ =—5p, —Sipy+\Gpi+3ci+ Lsh+ Is,¢.5,
€3 =—s1p e (s, sy +¢c))
with all terms being evaluated at 1830.0. The basic
quantities required for our general expressions in
Equation (22) relative to ¢, and &, are then, by inspection,
sy=st+s3T, +53T2 +s517
Syt 453 43T

A
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and (25
a=ct+AT,+c3T +a3T,

i =ct +e¥T,+c3'T}

cy=c}"+ci'T,. '

We will evaluate the expressions in Equations (23) tc
(25) for the value p* =502970966 per Julian century a
J2000.0 using p=p* + dp* to handle any other values ol
general precession. The following equivalent values of p*
may be useful for various epochs in determining the
appropriate dp*:

p* =5029:0966 per Julian century at J2000.0
50277878 per tropical century at 1950.0
50262767 per tropical century at 1900.0
50257656 per tropical century at 1850.0. (26

The reference value p* has been selected to coincide with
the value recent'y adopted by the IAU. The value Ap* =
— 17127 is appropriate for Newcomb's general pre-
cession of p=>5025764 per tropical century at 1900.0.

We find for the basic quantities in Equation (25
relative to &, the following expressions:

sy =0+ T, [(x, —x_,)/5+0.02436 5588 8,
—0.000222 690 4p*]

+ T2[ - 0.16029 68152, + 2(x, +a_,)/25

+0.00487312(8, —B_,)—8.49 x 10" % 4p*
— 070002 5207]

+ T2[272506 x 107°]
sy =(x; —a_ Y10+ T, [2Ax, — 225 +2_,)/25
+0.00243 656(8, — ) +2.72 x 10 "4p*
+1739%x 107 7]+ T2[=372512x 107 °]
s =2, =2ty +a_,)/75+ T,[8:201 x 10™°]
and (27

¢, =Bo+ T, [(B, - B_,)/5—0.02436 55882,
—0.00002 583 4p*]
+ T2[—0.16029 68156, + 2B, +B_,)/25

—0.00487 312(2, —x_ )+ 3.654 x 10~ %4p*
~ 57386 x 10™°]

+ T[—-2/473x 10°¢)
"’| =(ﬂ1 ““ﬂ_ll.*"10+ TI[EI:UI. "2ﬂu+ﬁ~ 1”25

~0.00243656(x, —2_,)—9.37 x 10~ 74p*
— 17220 x 1079]

+T2[-3"746 x 10™°]
i =28, —2Bo+B_ )75+ T,[47655 x 107°]

where all quantities are expressed in arc seconds an

where T, =&, — 1850.0, expressed in Julian centurics.

The quantities x;, and ff; arc dependent upon the
system of planctary masses and are defined in Equation
(Lh 12y and Table 3. The value {p* is expressed i an

secutids per ety
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Table 4. Astronomical constants employed in
precenien calculations

Obliquity at J 2000.0 (JED 2451545.0)
Speed of general precession in longitude at J 2000.0
Rate of change of Newcomb's Precessional Constant®
- Geodesic precession?

=23 26217448

p=502970866 per Julian century
P,= —0700369 per Julian century
p,= 1792 per Julian century

Inverse Planctary Masses M !

* Note that P, and p, are not part of the IAU
(1976) System of Astronomical Constants,

but are derived from them via Equations (13)
and (15)

Mercury 6021610
Venus 4085235
Mars 3098710
Jupiter 1047355
Saturn 34985
Uranus 22869
Neptune 19314
Pluto 3000000

Table 5. Numerical expressions for precession quantities®

sinz , sin T,
smur, cosll,

Ta

(471976 — 0775250 T+ 07000431 T3 1 4 (0719447 + 07000697 T)1* —0.000179¢*
(—3678150— 0700117 T + 07005439 T3 )1 (0705059 — 070037 12T + 07000344 ¢
(3770029 — 0706603 T -+ 07000598 T2) £ + ( — 0703302 + 07000598 T)r? + 0700006017

", 174 52347982 + 328974789 T + 0760622 T3 + (— 86978089 — 0750491 T) £ +0703536¢°
o 23267217448

T, £,—36"8130 T— 0700059 T+ 07001813 T*

By T+ (=I678130— 0700117 T +07005439 T2 + 1 — 0700059 + 07005439 THe? +07001813¢°
w, Z,410705127 07009186 T — 07007726°

V. 13038777844+ 0749263 T — 07000124 Tyt +(— 1707239 — 07001 106 T) £* 070011472
i (1075326 — 1788623 T + 07000096 T )¢ + (= 2738064 — 07000833 T) e —07001125¢*
P (502970966 4 2722226 T— 07000042 T3 ) £ + (1711113 — 07000042 T)r? — 07000006 12
Py P4 +(0700048 — 07000085 T)1* — 07000107 ¢*

i (2306721814 1739636 T — 07000139 T) 1 + (0730188 — 07000345 T)e2 + 07017998 ¢

L (230672181 + 1739656 T—0:000139 T )¢ + (1709468 + 07000066 T)¢* + 07018203 ¢*
f, (200473109 — 0785330 T— 07000217 T*)t +(— 0742665 — 07000217 T)1* — 07041833 ¢°

* Basic epoch & is J2000 (JED 2451545.0). The parameters T and 1 are §— &, and &,— &, respectively, measured in Julian centuries of
36525 days, T=[JED (&) JED(£,)]/36525, t=[JED (£,) - JED (&£;)]/36525

We now have the means available for obtaining
numerical values for the precession quantities relative to
any basic epoch &,. As noted earlier. the fundamental
constants are the obliquity of the ecliptic £, and the
general precession p at epoch &, coupled with the system
of planetary masses which vield the basic quantitics s and
¢ of Equation (27). With these values one can evaluate all
of the precession quantities of Table 1, as given by the
formulas in Equation (22).

Numerical Results and Summary

Employing the fundamental astronomical constants lis-
ted in Table 4 we have evaluated the expressions of
Equation (22) for the precession quantities and obtain the
numerical results given in Table 5 for the basic epoch &,
0fJ2000.0. All the quantities are expressed inarc seconds
and time in Julian centuries. The symbol T represents &
—J2000.0 and 1 represents &, — &. Normally the table
will be used with T=0 (viz. precession to and from
12000.0), but means are available via Tto adopt another
Spoch & Often one is required to precess from one fixed
equmox at epoch & to another fixed equinox at &,. [t
sheuld be noted that our formulation is also applicable to
ilis e zifone identifics ¢, with & and &, with 4, in the
v U fovemnlation: The values in Table 4 ave those
: XN 5 o Aomably of sl 1AL

(Transactions 1AU, 16B, 1977). The value of p results
from Newcomb's value of general precession p= 5025764
per tropical century at 1900.0, coupled with Fricke's
(1967, 1971) correction to luni-solar precession Jy =
+ 1710 per century at 1900.0 and the correction to
planetary precession at 19000, 4z= —07029. which is
due to the revised system of masses. These corrections
yield, for the general precession at 1900.0, p='y — g cose,
=5026"7666 per tropical century. This value cor-
responds to the newly adopted value p= 502970966 per
Julian century at &,=1J2000.0, using the conventional
values of 36524.2198781 days for the length of the
tropical century and JED 2415020.31352 for the ¢poch
1900.0. The value newly adopted for the obliquity at
J2000.0 (g, =23 26°217448) corresponds to the previously
adopted value at 1900.0 (g, =23°27'8726) evaluated at
J2000.0 using the revised rates of change.

The expressions at epoch & for the rates per Julian
century of general precession in right ascension and
declination are, from Equation (6),

d
m= 4tz 0 =461214362+ 20793127
- 07000278 T

and

f "
W L 0 00 (0083300 000217
' > £
| L
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It is often convenient, especially in constructing star
catalogues, to employ a Taylor series expansion for the
precession reductions

2p+t . + 42 ¢2), 4
o =Xl - Ll e
de/._, ¢ { gl S

15 , {d?d
JD=6,+I(‘—) + 2'-:-( ‘) +... (29)
=0 1=0

de de?
where (a2 d;) represent the right ascension and de-
clination at the catalogue equinox (£,) and where (2, 3,)
represent similar quantitics at an equinox (&,) which is ¢
centuries from the catalogue equinox. Woolard and
Clemence (1966, pp. 278—279) list the components of the
expansion as

dx .
— =m+nsinxtand
dt
dd
— = ncosa
dt
Pz, . . - ;
= =n*sin2x[3 +tand] +mntand cosx
de?

dm dn s,

+ — + —tandsinx

dr dt
L S NERPERCSER._. (30
— = —n“sin“atand —mnsine + —cosx.
a‘;z df )

If we denote [, +z, by m, and if we denote 0, by n ,,
then the series can be written in our notation of Equation
(2) as

dm d’m
my=mt+ yt?— + ¢ JTfrT

drt
&
de?

=mt+m't+m"t?

- 1 G
ne=nt+ 0" —+ g1 =nt+nt*+n"t (31)

dt

where
m=m, +m,T+m,T?
=, +z)+(;+2,)T+(+ '-'3)T2

n=n,+n, T+ n3T2=01 +02T+03T2 ;

From Equation (31) one can readily deduce the values
of dmj/dr and dn/dt required in Equation (30) as twice the
coelficient of ¢* inm, and n . Because of the relationships
among the cocflicients given in Equation (22), it can
readily be shown that the expressions for dm/dt and dn/dt
can also be obtained from the expressions for m and n of
Equation (28) as

dm * dm
dt — dT
dn dn

and it may be noted that the values given in the FK4
(Fricke and Kopff, 1963) were obtained in this manner.

In comparing our results with other expressions, the
reader is cautioned to remember that our times are
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measured in Julian centuries and one must be careful 1o
clearly distinguish the reference planes for the various
angles. For example. the expression given in the
Explanatory Supplement (p. 38) lists :

=173 57:06 + 5477 T,

and it should be noted that the T given there is measured
relative to the mean equinox of date, with T, in tropical
centuries from 1900.0. Qur expression

IT, = 17452347982 + 328974789 T + 07606227
+(— 86978089 — 0750491 T)t + 07035361

is measured relative to the fixed equinox &.

The value of [T given there corresponds to our value
T (T=1,t=0), since in general z (T=1,t=0) yiclds an
angle measured relative to the fundamental plane of date.
while 2 (T=0,t=1) or %, yields the angle meusured
relative to the fundamental plane of epoch.

The expressions presented here are intended to be
used with the introduction of the revised system of
astronomical constants upon which they are based. The
expressions and their derivation serve to thoroughly
document the dependence of the precession quantities on
the astronomical constants. It is hoped that the for-
mulation will also provide suitable means for the revision
of the precession quantities if in the future any changes in
the system of constants will become necessary.
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