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SUMÁRIO

Trata o presente projeto do estudo da precessão e da
posição média. O histór ico aponta o uso dos ecl ípses da Lua para

a obtenção da longitude ce leste  das es t re las ,  a descoberta da pre

cessão ,  as  interpretações de seu descobridor Hiparco:  a esfera das

fixas e a retrogradação do ponto vernal. Apresenta, em seguida, as
explicações de Copérnico, de Newton e aborda a aplicação do movi-
mento g i roscôspico na precessão.  |

É efetuada a conceituação da precessão e dos planos
fundamentais, com a apresentação das definições julgadas relevan-
tes ,  |

São passadas em revistas as principais conseqiências
da precessão, denominadas "e fe i t os " :  mudanças seculares das cons-
telações e pôõlos ce les tes ,  variação na data do in íc io  das estações
do ano, a retrogradação dos signos zodiacais em relação às conste
ções que lhes deram os  nomes, o deslocamento do periélio e a alte
ração da duração do ano trópico.

É apresentada a classificação obrigatória e j á  histó-
rica da precessão nos t ipos :  luni-solar, planetária e gera l .

As coordenadas mêdias isto é a posição média das es-
t re las ,  são analisadas com especia l  cuidado. As reduções para OS.
vários equinócios e épocas são tratadas com ênfase espec ia l :  mêto
dos aproximados e r igorosos,  bem como tabelas são examinados e

discutidos.
À precessao diferencial e igualmente analisada, pois

seus efe i tos  são ,  prat icamente, importantes nos estudos teóricos

das órbitas das estrelas duplas.
' Os vários anexos não sô apresentam tabelas úteis para
à redução das posições médias, como atualizam os valores das cons
tantes fundamentais inbutidas nos cálculos p recess iona is ,  e de

acôrdo com as resoluções mais recentes da União Astronômica Inter
nacional.

O trabalho procura, antes de mais nada, conceituar di
dãtica e historicamente a precessão bem como apresentar cr i ter io-
samente os métodos mais adequados para as várias possibi l idades
das transferências das coordenadas médias de uma origem para outra.
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CAPÍTULO I

HISTÓRICO

Introdução

A variação secular das longitudes a que se dão nome
de  precessão,  foi descoberta no segundo sêculo antes de  Cristo pe
lo Astrônomo Hiparco ( 161  A .C .  a 125  A .C . ) ,  comparando a longitu-
de  da  es t re la  a v i rg in is  (Espiga da Virgem) por e le  determinada /
com à que Timocharis tinha obtido um sêculo e meio antes.

Sabendo-se que os  antigos - por não possuírem —reló-
gios de  prec isão - não podiam obter  pos ições absolutas das  est re-

l as  por me io  das  passagens mer id i anas ,  suas observações eram efe-

tuadas indi retamente atraves de  medidas re la t i vas .  Nesse  sent ido,

re fer iam,  durante à no i te ,  a posição (d is tância angular) das es-
t re las  à Lua ou  aos  planetas br i lhantes (Venus em par t i cu la r ) .
Em segu ida,  durante o crepúsculo,  ou mesmo, quando possíve l ,  em.
pleno d i a ,  era efetuada a medida da d istância angular do astro de |
referência ao So l .  O seu movimento própr io,  de oeste para les te ,
na época conhecido, e ra ,  como é óbvio, levado em consideração.

Timocharis e Hiparco ut i l izaram, também, uma engenho-
sa  var iante,  tomando como ponto de  re ferênc ia ,  durante os  ecl ip-

ses  lunares,  a região mais  obscurecida (centro da sumbra projeta-

da da  Te r ra ) ,  cu j a  longitude celeste d i fe re  de 180 º  da  do So l .
Esse ponto se  encontra em oposição,  sendo sua longitude igual a
LL +180º ,  onde L, é a longitude do So l ,  obtida das tábuas alexan-
drinas do movímento so lar .

Dessa  forma foi  possivel a Hiparco levantar as  primei

ras tábuas numêricas, pela f ixação das épocas em que 0 Sol pas-
sava pe lo  perigeu. Com i sso ,  era possivel determinar a posição /
do Sol  no zodíaco para uma data posterior. Os dados obtidos não
ultrapassavam, no entanto, a 600 anos ,  posto que, como havia su-

1.



2
posto o próprio astrônomo, os  erros in ic ia is  eram cumulativos. De

passagem, tal assertiva é notável para a época, Boquet 11925).

Timocharis, em 273  A .C . ,  conseguiu, pelo processo da
referenciação de a virginis ao centro da sombra projetada da Terra
na Lua obter para sua longitude ce les te  o valor de  172 º .  No ano
129  A .C . ,  Hiparco encontrou 174 º .  Explicou a di ferença - 2 º  em
144 anos - pelo deslocamento até então insuspeito do ponto vernal,
a or igem da  contagem das  longitudes ce les tes  e igualmente conheci

do como ponto equinocial da primavera (para O hemisfério geográfi
co nor te)  ou ,  mais modernamente, e mais precisamente, por equinó-
cio de março,  Danjon (1963 ) .

À precessão de Hiparco: esfera das f ixas

Hiparco comparando as  longitudes por e l e  determinadas

com as  ob t idas ,  do is  sécu los  an tes ,  para as  mesmas es t re l as ,  por

Ar is t i l l e  e T imochar is ,  concluiu que todas se  achavam aumentadas
de cerca de 2 ,5 º  ao passo que as distâncias ao pólo da eclíptica
permaneciam sensivelmente constantes,

Havia duas hipóteses à escolher:
a) O ponto vernal retrogadava cerca de 50" por

ano;
b )  as es t re las ,  como um todo, estariam animadas

de um movimento paralelo ao plano da ec l íp t i -
ca ,  descrevendo círculo menores,  lugares geo-

métricos dos pontos de latitude celeste cons-
tante.

Para a primeira supos ição,  e tendo-se presente que O

ponto vernal pertence simultaneamente à ecl ípt ica e ao equador ce
les te ,  é necessário que o eixo dos pólos role conicamente ao re-
dor do eixo da ec l íp t i ca ,  mantendo constante a sua obliquidade /

(ângulo determinado pelos planos da ec l ip t ica e do equador ce les -

t e ) .
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Nesse  cásóo, à Ter ra  sendo  suposta f ixa no centro ão

mundo, convicção admi t ida em quase  toda a an t igu idade ( sa l vo  espo
rád i cas  exceções ) ,  o des locamento côn ico  da  l i nha  dos pó los  se  re
f i e t i r i a  numa mudança con t í nua  da  l a t i t ude  de  cada  luga r ,  o que

não se mostrava rea l  pelas medições efetuadas.

Por esse  mot i vo ,  a segunda h ipótese parecer ia ma i s  /

p laús ive l ,  lançando então Hiparco a af irmativa que as  est re las de
v iam se  mover lentamente em torno do eixo da ec l íp t i ca ,  fazendo /
uma vo l ta  completa em:

360º 1 296 000" 25 920 anos
50"  50"

ou, aproximadamente, 26  000  anos .

Como as es t re las  eram supostas f i xas ,  t a l  deslocamen-
to global sô  poder ia se r  expl icado por um movimento da es fera  cris
t a l i na ,  na qua l  se  achavam encrustadas como pontos b r i l han tes ,

Geometricamente, esse  movimento lento e contínuo era
imaginado como ocasionado pe la  rotação de uma es fera  exterior ã
das f ixas a qual por sua  vez ,  g i ra  em 24  horas s ide ra is  em torno
da Ter ra  - movimento d iurno.  Dessa  forma,  a chamada "máquina do

mundo É estruturada como na f igura 1 .1  :

F i g .  1 .1

A es fe ra  ex te r i o r ,  com e ixo  PP ' ,  g i r a  em 24  horas ao
redor da Terra (é  a or igem do movimento d i u rno ) .  Por  do i s  pontos,
EE ' ,  estar ia ligada (espéc ie  de mancal )  à esfera das f i xas .  O mo
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vimento da mais externa causa à sucessão dos d ias e das noites .
Ao mesmo tempo, a es fe ra  inter ior g i rava,  em torno dos pontos EE",

no sent ido direto (de oeste para l es te ) ,  oposto ao movimento diur

no (de leste para oeste)  com o período de 26  000  anos,  aproximada
mente.

A Terra imóvel no centro do mundo seria constantemen-

te perfurada nos pontos p e p '  pelo eixo imóvel PP ' ,  de sorte que
as coordenadas geográficas permaneceriam invariáveis, enquanto /
que O observador terrestre ver ia as estrelas - em massa - girarem
lentamente (independentemente do movimento diurno) em torno da  /
ecl ípt ica.

O ponto y permaneceria imóvel, mas as lontitudes ce
lestes das estrelas aumentariam pouco à pouco, porque seus meridia
nos se  afastar iam desse ponto no sent ido das longitudes crescentes
Por exemplo,  as es t re las  s i tuadas sobre o para le lo  de 23 º  de d i s -

tância do pólo da ecl ípt ica desf i lar iam diante do pólo P do  equa-
dor ce les te  ou da última es fe ra ,  de maneira a se  tornarem estrelas

polares,  uma após outra, na sequência dos séculos,  Faye (1883 ) .

A precessão de Hiparco: retrogadação do ponto vernal

"os antigos determinavam o comprimento do ano por duas

maneiras d i s t i n t as ,  conduzindo ao mesmo resu l tado:  a primeira ,

observando o retorno do Sol  às  mesmas est re las (nascer  ou Ocaso
helíacos de determinadas estre las b r i l han tes ) ;  a segunda, determi
nando, como atualmente,  os instantes dos equinócios,  i s to  e ,  os
instantes em que o Sol  passa pelo equador celeste (por e fe i to  de
seu movimento p róp r i o ) .  A primeira avaliação fornece O ano s ide-
ra l ;  a segunda, o ano trópico.

De acordo com à primeira, à revolução anual do Sol  de
via se  cumprir em 365 ,256  d i as .  Hiparco tendo aval iado pe las  /

observações de Ar is t i l le  e Timocharis os instantes dos equinócios
para duzentos anos antes de sua Época, poude compará-los com seus
valores observac ionais ,  bastando para i s so  acrescentar  200  vezes

365,256 dias à data do antigo equinócio. Achou, deste modo, . uma
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di ferença de 2 ,8  dias (três dias aproximadamente), Por esse  moti
vo ,  o equinócio observado chegava 3 dias mais  cedo ,  is to ê prece-

deria de 2 ,8  dias a época em que teoricamente deveria ter ocorri+-
do .  A esse  avanço da chegada do Sol  ao primeiro ponto de  aries ,
denominou, com propiedade, de precessão dos equinócios.
Resultava deste modo para O ano trópico uma duração mais curta de
2 ,8 /200  anos = 0 ,014  d ias/ano,  passando a valer 365 ,242  d i as .

Se a revolução do Sol  em torno da  Terra parece diferen
te de acordo com à origem que se  considera como ponto de part ida,
uma es t re la  ou  o ponto vernal ,  e desde que somente um destes pon-
tos não É f i xo ,  é necessário que o ponto vernal se  mova em sent i-
do retrógado cada ano ,  de uma d is tância igual a que ê percorrida/

pelo Sol  em 0,014 d ias ,  i s to  é ,  de 0,014 x 59 ' 8 "  = 50"  (onde 59 '8 "=
-3548" & o valor do movimento angular médio diário do So l ) ,  (Faye

ob .  c i t . ) .

A precessão de Copêrnico

Admitindo-se contrariamente que a Terra se  move anual
mente em torno do So l ,  ao mesmo tempo que g i ra  em um dia em torno
da linha dos  pó los ,  as est re las devem ser  consideradas como pontes
distr ibuídos a qualquer d istância da  Terra e não como pontos de
uma mesma es fe ra ,  in ter l igados por uma mesma super f í c ie ,  na  qual

estar iam engastadas. Com essa suposição,  não mais se  compreende/
que se jam animadas por um mesmo movimento angular em torno do ei=-

xo da Órbi ta te r res t re .  Ass im  o ponto y é que se  des loca  em sen-

tido retrogrado sobre a ecl ípt ica f ixa,  de maneira à descrever 360º
em 26  000 anos em torno de uma linha paralela ao eixo da eclípt i-

ca .

Desta forma as  longitudes celestes de todos os astros

aumentam de 50 "  por ano, devido ao recuo,  sobre a ec l íp t i ca ,  do
ponto vernal dessa mesma quantidade. A verdadeira revolução do
Sol e ,  então, a s idera l ,  is to  é 365 ,256 º . .  A revolução trópica não
ê senão o período dos retornos sucessivos do Sol  ao  ponto vernal/
ou aos solstícios. Em resumo, a precessão dos equinócios é devi-
da a retrogradação dos pontos equinociais, Koyre (1934 ) ,
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Por outro lado, como as coordenadas geográficas dos /

pontos da  Terra permanecem invar iáveis ,  é O globo t e r res t re ,  como

um todo, que, sob a ação de uma causa desconhecida na época de
Copérnico, deve girar como um pião,  com eixo de rotação inclinado
sobre a vertical (giro cônico ao redor da ve r t i ca l ) .

Explicação de Newton

Supondo que a Terra se ja  um elipsóide de revolução /

achatado e homogêneo, qual ser ia  o efe i to da atração so la r  sobre
sua rotação? Demonstra-se facilmente que e la  se traduz não .apenas
por uma fo rça ,  que faz gravitar a Terra em torno do So l ,  mas tam-
bém, por um par de fo rças ,  que tende a fazer  coincidir o plano do

equador terrestre com o da ecl ípt ica.

| Mostraremos primeiro que a atração solar  sobre a mas-
sa contida no interior da esfera C ,  tangente interiormente ao
elipsóõide em seus  do i s  pó los , se reduz à uma fo rça .  F iguraremos,

então a secção desta esfera por um plano contendo os  centros “do
Sol e da Ter ra ,  F i g .  1 .2 :

Fig. 1 .2

Sejam A e B duas f i le i ras de  elementos mater ia is ,  nor

mais ao plano da figura e simétricos em relação ao centro C. As
forças de atração f ,  e £ ,  que o So l  exerce sobre essas duas cama-
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das não são equipolentes, em gera l ,  visto que não poder ser simul
taneamente iguais em intensidade e para le las .  Podem, no entanto,
se r  subst i tu ídas por uma força aplicada no centro da Terra e por
um par cu jo  momento éê normal ao plano da f igura .  Se reduzirmos /
da mesma maneira as  forças de atração exercidas pelo Sol  sobre as
f i le i ras  de elementos A '  e B '  simétricos das camadas A e B em re-
lação ao plano traçado por C perpendicularmente à CS ,  obtemos uma
força igual àquela que dão as  camadas AB, e um par ,  cu jo  O momen-
to é diretamente oposto ao pr imeiro.  Como a massa da esfera pode
se r  inteiramente decomposta em grupos tais que ABA 'B ' ,  O par re+
sultante é nulo.

Por outro lado, ao par  aplicado à parte do elipsóide/
exter ior ,  hachuriado na f igura 1 .3 ,  e que Newton denominou di lata-
ção equator ia l ,  a s imetr ia  que assegurava,  no caso anter ior ,  à /

compensação dos momentos não mais ex is te.  A ação do Sol sobre a
Terra in te i ra  se  t raduz por uma força aplicada no centro C ( is to
é a força sob o efei to da qual a Terra gravita em torno do Sol )
e por um par cu jo  momento está s i tuado no equador terrestre nomal
mente ao plano da f igura.  O par se  anula apenas em dois casos o
quando o centro atrat ivo S es tá  si tuado no plano do equador terres

tre (para O Sol na época dos equ inóc ios ) ,  ou sobre o eixo ão
el ipsóide (que jamais ocorre para a Terra, o So l ,  ou mesmo a Lua).

o
aaa SL . *

Renay . sand OA.pr A Amir,
————— RS

,

F ig .  1 .3
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Se Ve  W são elementos pontuais da dilatação equato -

r ial  (fig.1.3) escolhidos no equador terrestre e no plano da figura,
&gimétricos em relação à C ,  é possível decompor a força de atração
f ,  que o So l  exerce sobre o ponto mater ia l  V em duas ou t ras ,  uma,

Vs  dirigida segundo CV e cu jo  momento é nulo em relação ã C ,  a
outra, Vas parale la à CS;  do mesmo modo, se  decompõe a força £ ,  /
aplicada à W em duas outras Va e LER

Pode ser  faci lmente ver i f icado que as forças VV. e V>

variam na razão inversa dos cubos das distâncias ao So l ,  VS e WS.

Sendo V (ou  W) um elemento pontual da di latação equa-
torial terrestre,  de massa dm ( f i g .  1 .3 ) ,  a a d istância CS, r à
distância CV (ou  CW), p a distância VS (ou  WS).  Se a massa do Sol
é 1, a força exercida sobre a unidade de massa s i tuada no ponto V
(ou W) e :  k/pº?. Pode ser  decomposta em dois vetores respect iva —

mente segundo VC (ou WC) e segundo uma direção paralela à CS. O
primeiro desses vetores tem um momento nulo em relação à C; nos
podemos desprezar .  O segundo vetor ,  22º é responsável pe la força
perturbadora, tem por grandeza. ka/p*? «, onde k é a constante gaus-
siana da gravitação.

Observa-se que para um dado instante a força de pertur

bação depende da d i s tânc ia ,  p , do  elemento pontual ao So l ,  enquan>

to que a d is tânc ia  a ,  de  C à S ,  independe da  posição do elemento

pontual. As forças de gravitação f ,  e £ ,  sendo e las  mesmas inver
samente proporcionais ao quadrado das d is tânc ias ,  o momento das  /
forças f ,  e f, é representado por um vetor normal ao plano da  f i -2
gura,  e dirigido para dentro;  seu  e fe i to  é fazer  g i ra  o segmento/

-VW no sent ido dos ponteiros do re lóg io ,  i s to  é de diminuir a i n —

clinação do plano equador terrestre sobre a ecl ípt ica,  suposta fi
xa.

Em resumo, e sem alongar ma i s ,  podemos concluir que o

Sol exerce sobre o elipsóõide ao qual é -ass im i l ada  a Terra,  um par
cujo momento é variável com a sua decl inação.  Tal  par é nulo nos
equinócios e máximo nos solst íc ios (o  Sol não se  aproxima suficien
temente dos pólos para que o par atinja seu maior valor teórico e
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decresça em segu ida) .  O momento desse par é situado no plano do
equador terrestre e tende a fazer decrescer a obligiidade.

” F i g .  1 .4

É faci l  construir um vetor que possua qualitativamen-
te  es tas  propriedades. Se ja ,  no plano do equador do plano terres
t re (F i g .  1 .4 )  M, um vetor invariáãvel para o ponto v ;  M, um vetor

de mesmo módulo que O primeiro, mas simétrico de M, em relação a
reta CU,  normal ao círculo horário CS do So l .

A resultante M desses vetores é nula nos equinócios e
máxima nos so ls t í c ios .

Estudemos,  agora,  separadamente o efe i to dos momentos

M, e M , -  O primeiro tende à imprimir ao globo ter res t re  um movi-

mento de rotação em torno de  C ,  no sentido indicado. Consideran-
do a Terra em rotação em torno do seu e ixo,  sua velocidade angular

:pode ser  representada por um vetor ,  dirigido para o pólo norte ,
P.  A perturbação causada pela atração so lar  tende a aproximar ,

sobre a es fera  ce les te ,  o pólo P do ponto y .  Em outros termos ,

o pólo instantâneo de rotação se desloca de ta l  maneira que sua
velocidade v permanece tangente ao cí rculo horár io do ponto y /
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(Fig. 1 . 5 ) .  Desta forma o círculo horário permanece também tan-
gente ao ponto P ,  em um pequeno c í rcu lo tendo por centro o pólo
Q da ec l íp t ica ,  sendo PQO= e (e ê a obliagtiidade da  ec l íp t ica)  :
Apresenta a direção tangente comum aos dois  cí rculos.  O ponto Q
suposto fixo,0'póló P descreve esse pequeno cíÍírculc, e a obliqii-
dade, medida pelo arco PO, permanece constante.  O movimento do

pólo P sobre o cí rculo é uniforme e retrógado. Quanto ao equador
ce les te ,  seu  deslocamento elementar consiste em uma rotação em
torno de um diâmetro MM' perpendicular ao c í rcu lo  horário P, v is
to que a velocidade v do ponto P é contida no plano deste c í rcu-
l o .

F ig .  1 .5

Em um ano, o ponto y retrogada de 15 ,8 "  sob a ação do
momento perturbador M O deslocamento corresponde ao c í rcu lo de2º

centro Q é ,  evidentemente, 15 ,8 "  sen  € = 6 .3 " .  Desse valor tam-
bêm g i ra ,  o equador ce leste  em torno de MM ' .

O efei to instantâneo do par de momento M, e O seguin

t e :  se  O par ag i sse  soz inho ,  o vetor velocidade do pônto P sobre

à esfera ce les te  estar ia contido no c í rcu lo horário do  ponto f i -
gurativo do  momento M , .  O ra ,  esse  ponto é móvel sobre o equador

e completa duas revoluções trópicas em um ano trópico, nas passa
gens do Sol  pelos equinócios; é oposto àão ponto vernal ,  e com ele
coincide nos solst íc ios.  A velocidade do ponto P ,  é po is ,  móvel
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em torno de P ,  no plano tangente à esfera (nesse ponto) e comple
ta duas revoluções por ano. Em consequência:

19) o deslocamento do ponto P correspondente ao
* momento M, se  faz  segundo uma órbita perió-

dica,  que se  afasta pouco de um círculo de
0 ,55 "  de ra io ,  com um período de 6 meses ,
Danjon (ob .  c l i t . ) ;

29 )  esta nutação se  traduz por um deslocamento/
periódico do ponto Yy, & por uma variação pe

r iódica da obliquidade.

A semi-amplitude da nutação (em longitude) do ponto
y é de 1 ,3 " ; âque la ,  da nutação em oblighidade é máxima nos equi-
nócios e mínima nos .so ls t íc ios ,  Danjon (ob .  c i t . ) .

 Compondo os  efe i tos  da precessão e nutação so lares /

ter-se-ã: a trajetór ia resultante do pólo é uma curva de  forma/
c ic lo ida l ,  (S) F ig .  1 .6 ,  seus pontos de reversão correspondem aos
equinócios; nesses instantes,  O binário perturbador se  anula, co
mo já  foi exposto.

Fig. 1 .6

E o pólo ê estacionário (velocidade nu la ) .  A amplitude dos arcos
é de 3 ,2 "  sua altura de 1 ,1 " .  O pólo descreve 2 por ano,  Danjon
(ob.  c i t . ) .
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Tudo o que foi re fer ido a propósi to do So l  pode se

aplicar à Lua, As forças perturbadoras estão na razão direta das
massas dos corpos perturbadores, e nã razão inversa do cubo de
suas d i s tânc ias .  Acha-se ass im que O par perturbador devido ã

Lua va le  em média 2 ,2  vezes  mais que o do So l .  A precessão lunar
at inge cerca de 34 ,6 "  por ano, se bem que O deslocamente total  do
ponto ysóba ação da Lua e do So l  se ja  de 50 ,37 "  por ano. Esse  efei

to  const i tu i  a precessão lun i -so lar .

Quanto a nutação lunar ,  como calculada por Newton, ê

muito pequena: seu período ê de meia revolução trópica da Lua ,
ou  13 ,7%.  O ponto pode avançar ou  retardar de 0 ,2 "  e à obliquida

de pode se r  aumentada ou diminuida de 0 ,09 " .  Pode-se representar
aproximadamente es ta  nutação pela revolução do pólo sobre um peque
no c í r cu lo  de ra io  de 0 ,09 " .  Compondo com a p recessão ,  obtem-se

a t ra je tór ia  do pólo sob a ação exclusiva da Lua,  que ainda é uma
curva de  forma c i c lo ida l ,  contando com cerca de 27  arcos por aàno,

semelhante àquela devida apenas ao So l ,  com uma relação de  simili
tude igua l  ao produto da razão entre o mês trópico e o ano trópi-
co por  2 ,2 ,  Ou se ja  cerca de 0 ,16  (F ig .  6 ,  em L) ( a  ação da Lua &
2 ,2  vezes  mais forte que o So l  e o movimento em longitude da  Lua

é 13 ,4  vezes mais rápido que o do So l ) .

Para obter a t ra jetór ia  do pólo verdadeiro, é suficien

te compor a precessão luni-solar com as duas nutações, solar  e /

lunar.

A precessão e o movimento giroscópio

O movimento cônico da Terra,  conhecido pelo nome de

precessão,  é semelhante ao movimento de um pião (F ig .  1 .7 )  giran-
do rapidamente em torno do seu  e ixo  OC inclinado de um ângulo i

com a vert ical  OD. O &éêo seu ponto de contato com uma superf íc ie
horizontal
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Fig. 1 , 7

Se G for o centro de massa do p ião ,  seu peso,  atuando
na direção GE ,  no sent ido de G para E ,  dará or igem à um momento /

em re lação ao ponto de contato O .  àA pr imeira v i s ta ,  seu  efe i to  /
ser ia  de aumentar o ângulo COD(= i ) ,  fazendo tombar o p i ão .  Devi -
do ,  todavia, à sua rotação em torno de OC, o movimento resu l ta  /
completamente d iverso.  Com e fe i to ,  o seu  eixo OC é obrigado a gli
rar uniformemente em torno da ver t ica l ,  OD, com o que ,  cada ponto

B do seu eixo descreverá um c í rcu lo ,  paralelo à superfície de
apoio,  tendo como centro um ponto da vert ical  (no  caso ,  o ponto D.
O eixo do p ião,  OC, varrerã,  ass im ,  no espaço,  uma superf íc ie cô-
n i ca .  Ao invez de ca i r  sobre a super f íc ie  de apo io ,  0 e ixo OC ,

em cada instante, desloca-se perpendicularmente ao plano determina
do por OC e OD. Esse movimento do eixo é denominado precessão.

| Consideremos agora a terra girando rapidamente em tor

no do seu eixo polar ,  sob a ação das forças de atração gravitacio
na l  ocasionadas pelo So l  e pe la  lua, Supondo a Terra uma es fe ra ,

a densidade de sua matéria em cada ponto depende somente da d is -

tância ao centro.  As direções das atrações so la r  e lunar ,  passa-

riam através do centro e não causariam mudanças no eixo de rota -
ção.  Como é um esferóide, com o equador como O plano principal , .

e não estando o Sol e à Lua situadas no plano equatorial, exceto /
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em duas ocasiões durante seus períodos orbitais (nos equinócios e
nos nodos,  respectivamente) as  direções das atrações gravitacio-

nais do Sol  e da  Lua não passam pe lo  centro da Terra.

Desta forma, as forças atrativas apresentam momentos /
em relação a esse  centro. Para o So l ,  o momento de sua atração/

ter ia por e fe i to  obrigar o plano equatorial da  Terra a se  mover em

direção à ec l íp t ica,  ta l  como no caso do pião (Figl./): O momen-
to do seu  peso em relação ao ponto O faz com que seu eixo se  apro

xime da superfície em que se  apóia.

Tudo se  passa ,  dinamicamente fa lando,  como se  a Terra

f osse um gigantesco p ião ,  girando em torno do seu  eixo instantâneo
de rotação e apresentando a tendência de se  deslocar  para O plano

da ec l íp t i ca .  O eixo de rotação da Terra em cada instante move-se

perpendicularmente ao plano contendo o próprio e ixo  terrestre e o

So l .  Consequentemente, apresenta um movimento cônico relat ivo do
eixo da  ec l íp t ica,  cu jo  pólo é Q (F ig .  1 .8 ) .  O ponto ve rna l ,  Y ,
por sua  vez ,  move-se retrogradando ao longo da ec l í p t i ca ,  na  d i re

Ção yy ' .  A ação principal da  Lua na direção do eixo de  rotação /

àa Terra é de natureza s im i la r .  AO movimento retrógrado (do pon-
to vernal) resultante da ação do So l  e da Lua se  denomina preces-
são luni -solar .  Cerca de 2/3 do efeito

F ig .  1 .8
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é devida à Lua, dada sua proximidade da Terra, Smart ( 1971 ) .

"Valores históricos da precessão

A t i tulo de informação, o quadro 1 fornece,  resumida-

mente,  os valores da precessão anual como apresentados por vários
auto res ,  É interessante ressa l ta r  a dispar idade desses valores ,

que se  dispersam entre 36 "  e 50 "  por ano.

O quadro 2 ,  igualente sintomático, é extraído de /
FP. Tannery (1893).
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I I  CONCEITUAÇÃO



CAPITULO (TIL

CONCEITUAÇÃO

À precessão e o planos fundamentais

Se ja ,  na F ig .  2 .1

P ,  e ?,

E,  e E ,  as  ec l íp t i cas  para os  instantes t ,  e ta,

v ,  1, OS equinócios para os  instantes t ,  e t ,

os pólos do equador para os intantes t ,  e t ,

à, e À, os  equadores celestes para os  instantes t ,  e t ,

M é O nodo ascendente de A, em relação à A,

N é O nodo ascendente de E, em relação à E12

Obs . :  supondo t, posterior à
2

t , ;  Em caso contrário ê neces

sário substituir ascendente /
por descendente

F ig .  2 .1

j=  ao ângulo entre os equadores dos instantes t, e t ,

k= ao ângulo entre as eclípticas dos instantes t ,  e t ,

19
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A mudança de coordenadas ficarã completamente determi

nada pelos valores atribuidos a N ,  M ,  j e k .

O cálculo das coordenadas equatoriais ão e 8 ,  de uma
estre la  para o instante ta, conhecendo-se as  coordenadas a ,  e s ,

da mesma est re la  para o instante t a .  não oferece, em princípio /
grandes di f iculdades.

Seja t= t ,  - t ,  da ordem de  dezenas de anos (no mâxi-
mo, um sécu lo ) .  Procurando-se exprimir o ângulo j ( F i g .2 .1 )  em
função do tempo aparecerá um termo periódico (representando a pre
cessão de Hiparco) cu jo  período pode ser considerado como grande,
v is to  atingir cerca de 26  000  anos.

Todavia & mais cômodo ut i l izar um desenvolvimento em
sé r i e ,  limitado a alguns termos. O desenvolvimento ê levado, ge-
ralmente, até a 3º  ordem, deste que t não se ja  demasiadamente lon
ge .  Acha-se também, na expressao de j termos de curto período re
representando a nutação, que não podem ser  representados da mesma
forma. Serão representados pela notação EL (P)  + Z, (P ) :  Ter-se-

2 1—ã, desta forma:
2 3j=  at  + bt” + ct” + E r  (P) + PA (PD), =====-- (1)

2 1

sendo os termos periódicos no intervalo t .  Para os arcos vêto

Y2P:  vê  Yv2N, ass im como para as coordenadas celestes das estre-
las f ixas,  obter-se-ão expressões similares.

DEFINIÇÕES BÁSICAS

Qualquer que se ja  a grandeza representada, a expressão

da forma 1 incluirã:

19) Termos seculares:  designam os termos depen-
dentes das primeira potências de t ;

29 )  Termos periódicos.
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Todavia, como afirma Danjon (ob . c i t . ) ,  a diferença 7

acima não é essenc ia l ,  uma vez que os  termos seculares podem ser
considerados como periódicos de período muito longo. Podem ex is-
t i r ,  a inda ,  termos seculares verdadeiros,  por exemplo na expressão
da longitude ce les te  de uma es t re la  f ixa há  um termo em t ,  corres

pondente à precessão, que cresce de 360º  em 26 000 anos.

De qualquer forma, é dado o nome genérico de precessão
aos termos que dependem diretamente do tempo e de suas pr imeiras/
potênc ias ,  quer se  t rate de termos pseudo-secu lares ,  i s to  e ,  pro-

venientes do desenvolvimento de  termos per iódicos de período mui-

to g rande.  quer de termos seculares verdadeiros.  E dado o nome
geral de nutação à soma de todos os termos periódicos explicitanen
te conservados como t a i s .

A precessão,  cu jo  valor numérico, nulo na época in i -
c i a l ,  oresce sem cessa r ,  pode se r  representada em função do tempo
por um arco de parábola, geralmente cúbica.

Quanto à nutação, cu jo  valor na origem não é nulo, va
r ia  de maneira muilo mais complexa, permanecendo limitada entre /
dois extremos. Sua variação é representada por uma curva ondula-
da .  A f igura 2 .2  representa esquematicamente à precessão P ,  a nu
tação N e seus efeitos combinados, a soma S.

Is to posto,  concebe-se que ha-
j a  vantagem em separar o cálcu
lo da precessão do da nutação.
Esta divisão conduz a uma d i s -
tinção bás ica .

a .  Planos Verdadeiros

b .  Planos Médios
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Plano Medio é o plano fundamental afetado unicamen
te pela precessão.

Na F ig .  2 .2 ,  O arco de parábola, P ,  corresponderá a
um elemento médio. A curva S corresponderá ao elemento verdade.

ro (afetado simultaneamente da precessão e da nu tação) .

Desta forma, referem-se as coordenadas de uma estre
l a  F ixa ,  se ja  aos  planos verdadeiros (afetados da precessão e

da nu tação ) ,  obtendo-se as  coordenadas verdadeiras (ou  posição
verdadeira) se ja  aos p lanos médios (a fe tados somente da preces-

são) ,  obtendo-se as coordenadas médias (ou posição média) .

Precisemos ainda alguns pontos. O equador verdadei
ro e ,  a cada ins tante ,  O plano normal ao eixo instantâneo de ro

tação da Terra ,  o qual se  afasta muito pouco do seu eixo princi
pal de inércia. Como j ã  foi v is to ,  a precessão e a nutação que
afetam a posição desse plano são devidas às  ações perturbadoras
do Sol  e da Lua na rotação da .Terra.

A definição da ecl ipt ica demanda, porém, explicações
mais complexa. A ecliíptica verdadeira é ,  em cada instante,  o
plano que contêm o raio vetor Terra-Sol e o vetor velocidade or
bital terrestre. |

Deve ser aqui lembrado que o ponto mater ia l ,  ao qual
se aplicam as l e i s  do movimento kepler iano, não é ,  na real idade

o centro da Ter ra ,  mas s im o centro de massa  do s is tema Terra-

“Lua (denominado na geo-dinâmica de bar icentro) .  A eclíptica /
verdadeira é ,  deste modo - e com todo r igor - definida pelo — /
centro do So l ,  pelo baricentro e pelo vetor velocidade relat iva

do baricentro em relação ao So l .

Em Mecânica Celeste essa definição da eclípt ica /
corresponde ao plano da órbita osculatr iz do baricentro, Danjon
( ob . c i t . ) .
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Quanto a eclíptica média, difere da verdadeira devil
do às  perturbações planetárias de curto período, as  quais não /
estã afetada. As principais são devidas a ação de Venus e Júpi
te r .

Querendo conservar as expressões verdadeiro e médio
no sen t ido  gera l  que lhes éê atr ibuido ac ima ,  deve-se def in i r  o

equinócio verdadeiro como o nodo ascendente da  ec l í p t i ca  verda-

deira com o equador verdadeiro. A expressão da nutação (nutação
em longitude e em obliquidade) encerrar ia ,  neste caso ,  os termos
planetár ios correspondentes às  perturbações exerc idas,  princi -
palmente,  por Venus e Júpi ter .  Uso  di ferente tem prevalecido /
nas efemérides astronômicas. O equinócio verdadeiro não é ,  aqu,
empregado, em seu  sent ido  p leno ,  v i s to  que essas  coordenadas /

não são afetadas de uma nutação p lanetár ia ,  como ser iam se  fos-
sem referidas à ec l íp t ica verdadeira. Essa observação, de gran
de va lor  conceitual ,  é encontrada em Danjon (ob . c i t . ) .

Com as  ressalvas acima, é fác i l  j us t i f i ca r ,  a con-
venção em uso .  A observação meridiana nos fornece imediatamen-
te as  coordenadas equator ia is  dos as t ros ,  refer idas ao  equador/

verdadeiro;  Nenhum método,  atualmente, permite obter as  coorde
nadas ecl i ípt icas, que ,  portanto, aparecem apenas como interme-

d iar ias no cá l cu lo .  Como consequência,  pouco importa que e las
sejam refer idas à ec l íp t ica verdadeira ou  à ec l íp t ica  média. Os
cálculos serão obviamente simplificados adotando-se o plano mê
dio para re fe r i r  o s is tema de coordenadas def in idoras das pos i -

ções dos  corpos ce les tes ,  O mesmo se  ap l i ca  ao equinóc io,  or i -

gem convencional das ascensões re tas ,  por não ser  diretamente /
acessível às observações astronômicas, Não O afetando da nuta-
ção planetária em ascensão reta,  os cálculso são faci l i tados
sem perda do r igor.

É ainda oportuno ressal tar  a diferença entre os  ter
mos equinócio e época. Equinócio é a origem do sistema de coor
denadas que referenciam a posição média dos corpos ce les tes .  É
representado por símbolo numérico com 5 a lgar ismos,  O quarto
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separado do último (O) por uma v i rgu la.  Os quatro primeiros in

dicam o milésimo astronômico e quinto, o inicio do ano f ic t íc io
de Besse l ,  Por exemplo: equinócios: 1950 ,0 ,  2000 ,0 .  Ê£poca ê
O instante que referencia os movimentos próprios (up, , v s )  ãos

corpos ce les tes .  No SAO (Star  Catalog) a época e o equinócio /
(1950,0) são coincidentes,  O que fac i l i ta  sobremodo as reduções
astronômicas. .No catãlogo de Yale (SUPPLEMENTARY VOLUME TO THE
YALE ZONE CATALOGUES), o equinócio é 1950 ,0  e a êpoca 1932 ,  2
(anexo 1 ) .

Como observação f i na l ,  o comprimento do ano trópico
é bem def in ido,  mas o mesmo não sucede com a sua origem. Os as
trônomos, de acordo com a sugestão de Besse l ,  definem o in íc io/
do ano trópico (ou  so la r )  como o instante para o qual a ascensão
reta do Sol  médio (ou a longitude celeste média do Sol  verdadei
ro )  for exatamente 18h 40min ou se ja  280 º ,  Esse instante ocor-
re sempre nas proximidades do começo do ano c iv i l  (19 de j ane i -
r o ) .  O ano convencional ass im  def in ido é denominado em homena-
gem ao grande astrônomo alemão, de ano f ic t ic io  de Besse l .  Assim
Smart ( ob . c i t . ) ,  1931 ,0  corresponde a 1931  Jan. 1 ,322 º  (T .U . )  ou
se ja  7h 43,68min T .U .  do dia 1 de janeiro de 1931, Para 1932 ,

“bas ta  acrescentar 365,242 dias ao valor acima. Desta forma: /
1932 ,0  = 1932  Jan. 1 ,564d  (T .U . ) .

Para faci l i tar o cálculo do in íc io  do ano trópico,
à tabela 2 .1  fornece,  segundo as tábuas de S.Newcomb o interva-

lo  de tempo, expresso em d ias  solares médios ,  entre o começo do

ano c i v i l  (19 de jane i ro ,  Oh T .U . )  e O começo do ano f i c t i c io  /
de Besse l .  Para compat ib i l i zar  a tabe la  2 .1  com as  tábuas de

Le Verrier subtrair 0 ,000 3 dias até 1966 ,  inclusive e 0 ,000  4
d ias ,  a part ir  de 1967 .



TABELA 2 .1

Começo do ano trópico
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1940 | +0,5014º | +0,00137º] 1960 | +0,3453º | + 0,00095º] 1980 | +0,1892º | + 0,00052º1 | - 0/2564 | - O . 1 | - 04125 | - 113 1 | -0;5686 | - * 1562 - 0 , 0142  - 4 2 - 0 , 1703  - 47  2 - 0 , 3204  - 2893 + 0,2280 + 62 3. + 0,0719 + 20  3 - 0,0842 - FE4 | +0;4702 | + 129 4 | +0 314 | + 86 4 | +0,1580 | > 43
5 - 0 , 2876  - 19 5 - 0 , 4437  - 321  5 - 0 , 5998  - 1646 [-00454 |- 2 6 | - 09,2015 | - 55 6 |. - 0/3576 |.- 98
7 + 0 ,1968  + 54  7 + 0 ,  0407 + 11 o - 0 , 1154  - 328 + 0D,4390 + 120  8 + 0 ,2829  + 77  8 + 0 ,  1268  + 35
9 - 0 , 3188  - 87  9 - 0 , 4749  ') - 130  9 - 0 , 6310  - 173

1950 |-- 0,0786 | - 0,00021 1970 | - 0,2327 | - 0,0090064 | 1990 | - 0,3888 | - 0,c01061 + 0 ,1656  + 45  1 .  + D ,  0095 + 3 1 - 9 , 1456  - 402 + D, 4078  + 112 2 + 0 ,2517  + 69  2 + 0 ,0956  + 2€
3 -+ 0 ,3500  - 95  3 - 0 ; 5061  - 139  3 - 0 , 6622  - 18 )4 | - 01078 |. 30 4 | - 022639 | - 72 4 | - 054200 |. 115
5 +0 ,1343  + 3?  5 - 0 , 017  | - 6 Fr 5 - 0 , 1778  - 496 | +03765 | + 103 6 | +02205 1 60 6 | +0:0644 | + 167 - 0 , 3813  - 104 - "  7 - 0 , 5373  - 147  7 - 0 , 6934  - 1908 - 0 ,139]  - 38 8 - 0,2952 - 81 8 - 0,4512 - 1249 + 0 ,1031  + ., 28  9 - 0 , 0530 .  - 15 ,  9 - 0 , 2090  - ST

1860  + 0 ,3453  + 0, 00095 1980 + 0 ,1892  + 0 ,00052  | 2000 o. D ,  0332 + 0 .  00009

Exemplo: Determinar o início do ano trópico para 1981.
Pela tabela 2 .1 ,  tem-se:

d1981  —0,5686

Início do ano c iv i l :  Jan. 1: Oh T.U.
Início do ano trópico: Jan. 1: Oh - 0,5686º=

1980 Dez 31,4314 =
1980 Dez 31 às 10P 21"Íº 12,96º m.u.



IIT EFEITOS



CAPÍTULO III

— EFEITOS

Introdução

A precessão dos equinóc ios,  além de  ocasionar uma
variação na  posição dos corpos celestes que será estudada com to-
das as  minúc ias nos próximos capí tu los ,  vroduz e fe i tos  que devem
ser  mencionados,  a t í tu lo  de  exemvlo,  ainda que resumidamente.

Mudanças secu lares das constelações e pólos ce les tes

É considerado como f i xo ,  (v ide f i g .  3 .1 )  0 pólo da
ec l íp t i ca ,  Q ,  s i tuado na  constelação do Dragão (D raco ) .  O polo
P da rotação aparente da  esfera celeste descreve em torno de  OQ um
círculo de  ra to  23 º27 '  em aproximadamente 26 000 anos .  Há 4 000

anos o pólo Pes tava  v iz inho da  es t re la  a Dracon is .  Nos nossos /
d ias ,  e le  es tá  si tuado à
menos de 1º de  au rsae .  Mi-
norís que é a es t re la  po-
lar para o hemisfério . bo-
r ea l .  Em seguida o po lo
P atravessarãá Cepheu, e ,
em 12 000 anos,  passará
nas proximidades de  Vega

( a  Ly rae ) ,  que, então serâã
a est re la  polar  nor te ,  a

Polaris da época.

Início das estações do ano

A retrogradação do ponto y corresponde a um avanço,  à

cada ano, do in íc io  do equinócio,  avanço que j us t i f i ca  a denomina-
ção precessão dos equinócios dada à essa retrogradação.

27
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Esse movimento de retrogradação causa ainda, a d i fe -

rença entre o ano s idera l  ( intervalo de tempo necessário para que
a longitude celeste do Sol  aumente de 360º )  e o ano trópico (o in
tervalo de  tempo que decorre entre duas passagens consecut ivas do
Sol pelo ponto y ) .  É es te  último que condiciona o c i c l o  das esta
ções. A di ferença de duração corresponde ao tempo necessário pa-
ra:ique a longitude ce les te  do So l  c resça de 50 ,26 "  (ou  3 ,4 )  no
qual o Sol  leva 0 ,0141º  (ou 20 "  23 º )  para percorrer sobre a ec l ip
t ica o arco de precessão.  A tabela 3 . l ,  fornece as durações pre-
vistas para as Estações do Ano.

Tabela 3.1
Duração das Estações do Ano

ARCO ESTAÇÃO DO ANO DURAÇÃO ATUAL
(hemisfér io norte) d h

1. TZ Primavera . 92  21
2 .  EM Verão 93 14
3 .  TC Outono 89 19
4 ,  DV Inverno 89 00

Retrogradação dos s ignos zodiacais

Ao deslocamento do  ponto y corresponderá,  fa ta lmente,

uma retrogradação dos s ignos do zodíaco.  O iníc io das eras de
Aquário, Peixes e Carneiro, por exemplo são determinadas -pelo des-
locamento do  ponto verna l ,  19 ponto de  A r i es ,  sobre a ec l í p t i ca .

Esse  movimento secu lar  é lento e não un i forme.  Em /

1900 seu valor era de  50 ,2564" /ano .  No ano 2000 será ;  50 ,2787 " /ano .

Assim em 1867 A .C . o ponto vernal passou de Taurus /
para Aries (dando início a chamada era de Carne i ro) .  Em 69 A .C .
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entrou na constelação de Pisces (inicio da era de Pe i xes ) .

Atualmente o ponto vernal deve ainda percorrer 9º
(nove) em P i sces .  Somente no ano 2597 é que se  encontrará no
l imi te  que demarca à consto lação de  Aquar ius ,  dando-se,  então e
só então,  O começo da denominada era de  Aquár io,  Meeus ( 1979 ) .

VR.  LEO CNC GEM TAYU ARE
” CTT>»

Da ve .Seo4
,

A CAS AE FARO E heat qtosSs , 77  ' p I IATO . .
9 y f ee  H . ,

Ss Em) |) lecuênicaEXPTCA / (FO N TN
E SS D/ ' N/+ S ] H PaEN A o HÁ rn  r=  [D A Em, h

ed 4 “  t t - l  i Fo=)  | 1 | o

VIR LEO CNC GEM TAU AR

caP soR OT IS

T ===NESTA [MAN EST S
( F i  aniEA [1 Ar

À rr 1
Voe Lan  —

PSC AGR CAP s6R  Sço LB

A F ig .  3 .2  i lustra a configuração dos limites moder-
nos das constelações zodiacais (U .A . I .  Uniao Astronômica Interna-
c iona l ,  Assemblé ia  Ge ra l ,  1925 )  e dos  s ignos  zod iaca i s  ( zod íaco

t rópico, como alguns pretendem identif icâá-los) e foi extraída de
Culver e Ianna (c i tado por  Ke l l y ,  1980 )
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Deslocamento do per iê l io

A observação most ra ,  ainda que o periíélio da órbita
terrestre apresenta um deslocamento de 11 ,46 "  por ano ,  no sen t ido
direto.  A mecânica ce leste atribui esse movimento às perturbações
planetâr ias sobre o s is tema Terra-Lua. Devido a retrogradação do
ponto verna l ,  a longitude do periêélio cresce anualmente de  61 ,71 " .

Como cur ios idade,  no ano 1250  havia iqualdade entre

os  arcos T I  e IT ' ,  bem como entre os  arcos T%Y' 79 ,  f i g .  3 .3

A duração que separa duas passagens consecutivas da
Terra pelo per íé l io  ê denominada de ano anomalíst ico.  É igual à
365º 6º 139 535 ou seja 365,2596412 dias.

+

Fig. 3.3

Variação na duração do ano trópico

O termo em +?  da precessão geral provoca uma l i ge i ra

diminuição progressiva da duração do ano trópico de uma fração do
dia igual à 0,00022 ,çg., 09 8 dias (1), seja 0,53" por século,

3548
Tardi ( 1949 )

(1) O numerador 0,00022 exprime em segundos o dobro do coeficiente

do termo em +tº da precessao geral  dada pela fórmula:
= 50 ,256 " t  + 1 ,1 "  ( t / 100 )? ,  t sendo expresso em ano juliano de



31

365,2422 d ias ,  o denominador 3548 = 360x60x60 , ê Oo acrêscimo diã
365 ,2422

rio da  longitude do So l ,  em segundos de arco,
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CAPÍTULO IV

TIPOS DE PRECESSÃO

Precessao luni-solar

Supondo-se invariáãvel a posição do plano da ec l íp t ica
no espaço,  0 pólo P da  es fe ra  ce les te  descreverá um pequeno círcu

l o ,  cu jo centro é o ponto O, pólo da  ec l íp t i ca ,  à razão de  50 ,37 ”
por ano ( f i g . 4 .1 ) ,  por efei to da  precessão lun i -so lar .

F ig .  4 .1
Chama-se precessão em longitude ce les te  ao arco d i ;

t

Em um intervalo de tempo i n f i n i -
tamente pequeno d t ,  o equinócio
( y  ) retrograda do arco d i

(dàá= yy '  ) ;  O equador ce leste
gi ra em torno da  perpendicular /
MM' à linha dos equ inóc ios ,  de
um ângulo d j .  O equinócio trans
porta-se de y a y '  . O põlo P
descreve um arco inf ini tamente
vequeno PP ' ,  que pode se r  cons i -
derado como carregado pelo círceu
lo horário i n i c i a l ,  que passa por
Y . O arco yy,  mede O ângulo d j .
Tem-se ass im,  PP '=d j

precessão em ascensão reta ao arco au=y Y '7  precessão em declina-

ção ao ângulo dj=yy,y- Os sent idos posit ivos são ta is  que à), p e
j são funções crescentes do tempo. Tem-se evidentemente:

du= dá  cos c
d j=  dk sen c

Fazendo:
m = du = À cOS €

dt  a t

n=d j=d   senc
dt dt

33
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Se a unidade de tempo for o ano trópico, ter-se-á:

m = 46 ,1 "

ns=  20 ,0 "

A letra j não tem, agora, a mesma signif icação, que a da relação
(1 )  do capítulo IT .  Daqui por d iante representarã soma dos ter.

mos seculares do segundo membro desta re lação (com exclusão dos
termos pe r i ód i cos ) .  Em outros te rmos,  e la  representa unicamente

à precessão, e não mais a soma da precessão e da nutação.

Sejam 1 (longitude ce les te)  e b ( la t i tude celeste)  as
coordenadas ecl ípt icas de uma es t re la  f ixa .  Tem-se evidentemente.

Za  2 DD;x
dat ã t  dt

o

A,  sendo a pos ição de  uma es t re l a  f i xa  na  es fera  ce les te , o tr i-

aânqulo es fé r i co  POA fornece (F ig .  4 .2 )
? =

% PQ =e  o : p=  90 º  + a
” Lados PA &=90 ' -&  ângulos o

À = -—-

Fig.4.2 — . - .
Como PQ e QP sao re tos ,  o triangulo PQ e b i - retangulo,

tem-se:  '
*

senó = cose  senb + sene  cosb sen 1 . . » . .Aecvoev rve»(4.1)

cosa coséó = cosb Cos  l acccoceceoscescccecececse r(4,2)

cosó sena = -sene senb + cose cosb sen 1 . . . . ( 4 .3 )

Derivando e supondo ceb  constantes vem:

cossds = sene  cosb cos 1 dl.

àt at

dó = sene  cosa  àl

a t  d t .  .

A relação (3) fornece da/dt :
cos6 cosa da - seno senó dê = cose cosa cosó dl

àt dt a t
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cosó cosa da ., sena senó sene cos dl + CoOse cosa cosóé dl

at | at : at

cosô cosa da = (cose + sene sena tgô )cosó cosa dl
at at
2º = (cose + sene sena tg Edt  dt

Se ja  enf im

daae =nm + nsena tgô m = 46 ,1 "  = 3 ,07 º
onde ecc  (4 .4 )

É — ncosa n = 20,0" = 1,34º
dt

Graças as expressoes (4 .4 ) ,  é faci l  reconhecer o sen-
tido da variação de cada uma das coordenadas. A declinação ê /
crescente em todo hemisfér io onde cosa  for  pos i t i vo .  Es te  hemis-
fêr io tem por pó lo ,  o ponto y .  E la  é decrescente no hemisfér io /
opos to .  Es tes  resu l tados podem ser  enunciados a v r i o r i .  Como o
cí rcu lo máximo part ic ipa do movimento do seu pólo y , a declinação
de uma dada est re la  f ixa  é alternativamente crescente e decrescen
te com um período de 26000 anos.

Fica,  portanto, compreendida entre um máximo e um mí-
nimo. | .

Quanto a ascensão re ta ,  é geralmente crescente,  em ra
zão da preponderância do termo m. É ,  todavia, estacionária ou
decrescente em certos pontos da es fe ra  ce les te .  E la  é estacionã-

r ia  para todos os  pontos da es fe ra  ce leste  def inidos em um instan
t e  dado pela equação:

m + nsena tgôó = O . . v cocescosc rsnoceo(4,5)
substituindo m ,  n dados por:

m = di cosc
dt

n = di sene ,
at

em (4 .5 ) ,  vem: dA cose + di sene sena tos =O0
de dt
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dividindo-se pór di) vem:

tose + sene sena tg6ô = O
Substituindo tgó por :

tgó = senó /cosó , e simplificando tem-se:

cose cosó  + sene sena senô = O
esta equação exprime que O triângulo Astro,  Pólo da Eclíptica e
Pólo do Equador Celeste é retângulo no as t ro .

Observa-se que as  coordenadas invariâaveis (no pólo /
norte: a = 188 ,6  =90º-  e ) ,  com a condição, todavia, de considerar
a eclíptica como f ixa em relação as  estre las.
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Precessão geral

As fórmulas da  precessão luni-solar dadas no parâágra-
fo anterior são apenas aproximadas,  po is  foram estabe lec idas na
hipótese de uma obliqiidade invar iave l .  Cabe agora def in i r  a pre-
cessão levando em conta o deslocamento da ecl ípt ica.

Para o f aze r ,  éê conveniente retornar à f igura 2 .1 .
Desta fe i ta ,  os  planos representados serão móve is :  um para a êpoca
in ic ia l  ( ze ro )  e o outro para uma êpoca qualquer ( t ) .  Os  elemen -

tos relativos à época inicial serão chamados fixos. Os outros (re
lat ivos ãs  épocas t )  serão considerados móveis .

Chama-se precessão luni-solar - à - ao deslocamento Y .Y '
do ponto equinocial de março ( y ) devido a ação gravitacional do
Sol e da Lua, supondo que a ec l ípt ica permaneça invar iável .

Chama-se precessão planetár ia - x - ao  deslocamento /
do equinócio x= ;  Y2 devido ao deslocamento secular da ec l í p t i ca .

Precessão geral  em longitude ê a diferença A-y2aN-y1N

Precessao geral  em ascensão reta é a diferença
UFY2M=Y1M

Precessão em latitude é Oo ângulo k da ecl ípt ica móvel
com a eclíptica f i xa .

Precessão em declinação é o ângulo j dos dois equado-
r es .

Para a determinação da posição dos corpos celestes em
relação aos planos móveis e aos planos f i xos ,  é preciso conhecer o
valor dos a r cosP=y iM  e d=syN no instante t ,  assim como, a

obliqiidade média,  ex .

Para empreender o cálculo da  precessão,  ê necessár io
determinar os  valores numéricos das diversas quantidades enumera -

das .  Adota-se como unidade de tempo, O ano t rópico;  como êpoca
inicial, 1900,0  ; tem-se, então, Danjon ( ob . c i t . ) .
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p = 90º- 23,043"t
d = 173º 57'3" — 8,694"t
W = 50,3708"t - 0,000107"t?
x = 0,1247"t - 0,000238"tº?
à = 50,2564"t + 0,000 111"tº (4.6)
un

x
3j
€

E

= 46,0851"t + 0,000 140"t?
= 0,4711"t —- 0,000 003"t?
=.20,0469"t - 0,000 043"t
= 23º 27' 8,26" - 0,4684"t - 0,000 000 6 " t

1= 23º 27' 8,26" + 0,000 006 1"t

2
2
2

A notação e )  representa a obliíquidade do equador mó-
vel referida à ecl ípt ica f i xa .  Seu valor é praticamente invariá-
ve l ,  v isto que sua expressão não contém termos de primeira ordem.

As constantes das expressões 4.6 das  quais se  so l i c i t a

o valor numérico à observação são :  a obliquidade i n i c ia l ,  e a cons-
tante da p recessão,  is to  é o fator de  t na expressão da  precessão
geral  em long i tude.  Os valores numéricos dos outros coef ic ientes
são fornecidos pela mecânica ce leste.

Em outras pa lav ras ,  caso se  dese je  adotar para a

eclípt ica e equador f ixos não mais ec l ípt ica e o equador de 1900 ,0 ,
mas os  p lanos  médios  para 1900 ,0+1 ,  outros va lores  para os  coef ic i

entes numéricos das expressoes 4 .6  deverão se r  empregados. As .
quantidades p ,4d  ,W,  e t c . . .  são funções de duas variáveis 7
e t .  Sendo a época para a qual se referem os  elementos f i xos  e

T + t  época para a qual se  exprimem os  elementos móveis ( 1 ) .  For-
neceremos a segu i r  expressões  ma i s  s ign i f i ca t i vas  de  up e j .  Os

termos T e ' T+ t  são contados a partir de 1900 ,0  em anos t rópicos.
De acordo com Newcomb, vem:

p=  mtimt+m,t?
2 3 eccccoseceoscoacçaese0s(4.7)

j =  ntt+n,t tn. t :
com

46,08506"+ 0,27945"—T+ 0,000 12" (—L—) 21000 : 1000
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m, = 0,000 139 73" + 0,000 000 12" t—

1000 .
= 0,000 000 036 32"

"2  cecvoc (4 .8 )

n = 20,046 85" - 0,085 33" —T. + 0,00037"(—E)2
1000 1000

ny= - 0,000 042 67" - 0,000 000 37"-Í:—1000n,= - 0,000 000 041 80"

( 1 )  (Na pag .422  do l ivro de Danjon, (Ob .c i t . )  a Tabela XVI sumari
za  os  valores das d iversas precessõoes em função dessas  duas
var iáveis,  ver anexo 4 ) .
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Para terminar, as fórmulas ( 4 .4 )  podem renresentar as  der i

vadas das  coordenadas equator ia is  de  uma es t re l a  f i xa  com a condi
ção de  substituir as constantes m e n por funções lentamente vari
âveis com o tempo.

Nesse sent ido,  se ja  Oxyz a vosição do s is tema equato
rial de referência para época T(Figq.4.3). Sua posição para êpoca
T +dt é obt ida por uma rotação d j ,  no sentido re t rógrado,  em tor-
no de  Oy ,  seguida de uma rotação dy ,  de  sent ido re t rógrado ,  em
torno de Oz. AS fórmulas de transformação de coordenadas são for
necidas por :

32
22

09
90

00
)

F. x,= xcosdj + zcos (90º +dj)
Õ ” ox.= xcosdj  - z send j .V A 1

A 2," zcosdj + xcos (90º -d j )
PR | Y 217 Zzcosdj + xsendj

P du. Xx,= XcCOS d j  + O .y - send3

PA | Y,= O.x + y .  + O.z
VV Fig. 4.3 z27= xsendj + O .y  + zcosdi

O Ou com à forma ma t r i c i a l ,  correspondentes as  f iquras 4 .3 .a  e 4 .3 .b ,

O vem: |
O 71?  x t  cosdj O -sendjl / x
OS, '

— (a )  Pé  -= O 1 0 y

z send o "cosãdiji zeo e 1 " "

” ",
OX

oDR x .  = x ,  cosdu + y,cos (90 +du )

oo  Fig. 4.3a Y2  = X ,COS  (90º-dyu )+y ,  cosdyu

- Ne a 22“ ?1
' àu - +0.2A x ,  = x,cosdy - y,sendu +0.z,

W ya  = x,  sendyu +y, cosdu +0 .2 ,
* =PP. sz kh z 7 0 . x ,  + 0 . y ,  + z .

= Fig. 4 . 3  ou ainda

O

OS

O
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x,  cosdu -sendyu 0 x.

Ob) Y2 sendyu cosdyu 0 Y ,
z ,  0 0 1 z .

De (b) em (a) vem:

x .  cosdj o -send+3) cosdu -sendyu

Ya |= 0 1 o sendu cosdyu
z ,  send+j ) cosd3j o ”  o .

Efetuando o produto matr ic ia l  vem:

x ,  cosdjcosdyu -cosd jsendu -sendj x
Y2 = sendu cosdu 0 y
z7  sendjcosdyu -sendjsendu cosdj  z

Como às rotações são infinitesimais tem-se que:
cosdu= 1 cosdj = 1 sendu= du sendj == d j

sendjsenduz d j du=  O

x,  1 “du -dji x

Ya) =| du 1 o y
z ,  d j  0 1 z

xa o) -âu -d i  1 Oo 0 x
Y2|*? au o o + o 1 o y
zo  d j  0 0 o) +) 1 Zz

x.  0 -du -a j  x 1 o o x

Ya l= au o 0 y i +1O 1 (o Yy

z ,  d j  [0 o) z o o 1 z

logo temos:
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dx x.  7x  0 -aàu -ãj x

dy | =|y, - y = ( du  o O y
dz 25, 7 às  o 0 z

ou ainda:
dx = -yvdu —-zdj

dy = xdyu (4.9)
dz = xdj

Voltando, agora,  às  relações (2 ) ,  porém utilizando as
notações do presente parâgrafo:

au = m í t )  e Cs = n (1 )
d t  t=O d t  t=0

reencontra-se as  fórmulas (4,4) do parágrafo anterior

==m+ nsenao tos

(4.10)

— = ncosa

Sendo, agora, as quantidades m e n funções de 1

As fórmulas (4.9) resolvem ainda o seguinte problema:
sendo x , y , z7 ,  às coordenadas de  um ponto ,  re fer idas ao s is tema equa-
torial da  êpoca,  ca lcu lar  as coordenadas x ' ,  y ' ,  z '  do  mesmo ponto
para a época T + dt Tem-se: |

& - ny -nz
at

XY = mx (4.11)

Se o intervalo de tempo que corresponde a precessão for
pequeno, pode-se escrever (m e n para a época T ) ,  por simples inte -

gração:
x '  = x -  (my + nz )  t
Y '=y+nx t  - (4.12)
z '  =zZ + nxt
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onde em radianos,  m e n são expressos por
T

1000
m = 0 ,000 223 427 + 0 ,000 001 35

n = 0,000 097 - 0,000 000 41 —
1000

As fórmulas ( 4 .12 )  servem, part icularmente, para re fe-
rir a um equinócio qualquer as coordenadas ret i l íneas X,Y,2 do Sol
publicadas nas efemérides astronômicas.
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Observação:
O efeito da  precessão geral nas coordenadas ce les tes ,

de acordo com a F ig .4 .4 ,  Newcomb (1895),  é dado por :
PN AR

Es

x mate O 
1

1 O :
A ' >- i As

AMAM ' :

Fig. 4.4 :
A, e FE, são respectivamente o equador e a eclíptica.

na évoca i n i c i a l t  e A ,  e E , ,  na  évoca sequinte, T +d t ;

Ye l ' =  dy ,  a precessão luni-solar ;

LE RAiea dh fi cose ,=  àd  , à precessão geral em longitude

| v r ' =  db, a precessão em lat i tude

n r=dxa  precessão planetária no equador

Supondo-se os deslocamentos em um curto intervalo de
tempo d t ,  como i n f i n i t es ima is .  '

A precessão geral em ascensão reta ê :

XY = mydt=dy . cose ,  - dx

A precessão em decl inação:

XVY29P7 ndt  = d isene ,

Portanto o efe i to  da  precessão geral nas  coordenadas
equatoriais ce les tes  durante o intervalo de  tempo d t  é :

a” 4 = (my +nsena, t gó ,  A t

6 ,7  dy, = ncosa,dt (4.13)

Considerando o intervalo de tempo, por exemplo, igual
à um ano, as fórmulas (4.12) tornam-se:
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a. = A = m, + nsena, t gó ,

- = ( 4 ,18 )ô ,  s ,  ncosa,

Se l e b são as  coordenadas ecl ípt icas de  uma estrela
qualquer, o e fe i to  da precessão geral  em suas coordenadas,  de  acor
do com a Fig. 4 . 3 ,  serão,  em longitude e latitude ce les tes :

à l  = dá  = dy - dxcose,

( 4 .15 )
U

db = EX = y y ,Sene ,

Quando dy= O e dA=  dy  reca í -se  no caso da precessão
lunisolar, supondo que a ec l íp t ica se ja  f i xa . .
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' Constantes da precessao para 1980

Para a exata aplicação das fórmulas atê agora apresen
tadas é necessário empregar os  valores atual izados e compatibi-

l izados dos coeficientes relativos à precessão. Nesse  sent ido

são t ranscr i tos,  sob forma de tabela ( tabela 4 .1 ) ,  os valores
que se  acham na pag .  9 da American Ephemeris and Nautical Almanac
para o ano de 1980 .

Tabela 4 ,1

Constantes da precessão

obliqiidade média
precessão geral anual
precessão anual em A .R .  (m)
precessão anual em Dec .  (n)

“ longi tude do eixo da eclípt ica
rotação anual da etlíptica

ângulos definido a
precessão total a partir da
época para o equinócio de
1950.0

23º 26º 30, 782"=23,441684"
50,2742"= 0,0139650º
3,07383”= 46,1074"
1,33600º= 20,041"

n=89-274º 40,9' = 174,681º
Lu Se = 0,4705 = 0,000 130 7º
r= —-11' 31,58" = 46,106?
s= —11' 31,51" = 46,1018 |
j= —10' 01,24" = —40,082º



V.  POSIÇÃO MÉDIA



CAPITULO V

POSIÇÃO MÉDIA

«Coordenadas mêdias:. método aproximado

Quando a est re la  para a qual se  quer calcular a preces
são entre as épocas Te ?t+t não es tá  muito próxima do pólo e quan
do o intervalo de tempo não for considerável,  pode-se ut i l izar  fór .
mulas aproximadas, sob a forma de desenvolvimentos f i n i t os ,  em /

função de t ,  colocando:

2 37 a , t  + a t  + az t  + . . .LR ! f- "

(5 .1)
2 3xt d,t + d,t + dz3t + . . .6 -8

Na prát ica, são conservados, de acordo com cada caso,
1, 2 ou 3 termos,  Os coeficientes a ,  e d . .  a ,  e d , ,  e t c . . .  depen
dem das coordenadas a ,  £& 6 ,  pa raa  época T , assim como do pró-
prio tempo.

Pelas expressões obtidas no 1º parágrafo do cap,  IV ,
fôrmulas ( 4 .4 )  que fornecem imediatamente as derivadas primeiras
das coordenadas são:

da du +d j  senatgó
dt dt dt

( 5 .2 )dê  djicosadE" de

du e dj  sendo as rotações do triedro de coordenadas ao redor de
OZ e OY.  Tem-se portanto:

2“ da  Ldyu  + É) sena tgó + 1 ,83 ,2  sen2a (1+2tgº  8)  +(du, d j ,  cosatgô
atº ato at? 2 at at “at

18.3)
2 2 .  :ds  dd) - dj ,du, dj senatgó) senaae eh Ono o e Ge td
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Obter-se;á sem esforço as derivadas das ordens imedia-
tamente super iores.

Por outro lado, as rotações uy e j foram apresentadas
sob a forma

= 2 3
uv =n t  + mt  + m,t

j = sn t+  n,t + n , t?  ( 5 .4 )

os coeficientes m ,  n ,  e t c . . . ,  sendo funções de 1 cu jas expressões
são dadas em (4 .8 ) .

Calculando agora os coeficientes das fórmulas ( 5 .1 ) :
— /ãdo, :a,= (ae) = m + nsena, tg5.

d.= (ã&) ncosa

a=-+ (o= (m tn seno tos.) + qnsen (1+ 29 6,) + 3 moosa too,at
= 1,8%, - 12 3 2 | Mm cosa, mz nsena, (m + nseno tod)

e tc . . .

Essas quantidades que dependem de 3 parâmetros a ,  1 ,
é não podem se r  comodamente tabuladas,  senão para uma época deter

minada. É contudo fác i l  levar em conta as variações de m e n nos
primeiros coef ic ientes a ,  e d , .  As tabelas XVI I  à XX I I I  de Danjon

(ob .  c i t . ) ,  t ranscr i tas no anexo 4 fornecem, para o equinócio /
1950 ,0  as quantidades acima mencionadas, bem como os coeficientes
a, e d3 -

As tabelas refer idas são extraidas de J .  Pe te rs ,  com-

pletadas por duas tabelas aux i l ia res (XV I I ) ,  dando uma, os valores

de m e n para uma época qualquer, t ,  compreendidas entre 1850 e
2050 e a out ra,  o fator pe lo  qual se  deve mul t ip l icar  nsena, e

ncosa, , para obter os valores correspondentes àquela mesma êpoca
T .  .Dever-se-ã,  portanto, multiplicar por esse fator os  dados for
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necidos pelas tabelas XVII  e XIX.  A variação dos termos de 22 e
38  ordem não a t igem,  para nenhum de les ,  a um milésimo de seus va

lores por sécu lo .  Com esse rec iocín io ,  as tabelas,  como se  apre .:..
sentam, podem ser  ut i l izadas, de 1850 à 2050.

Os catálogos de est re las fornecem, em ge ra l ,  além /
das coordenadas médias de cada es t re la  para a êpoca,  suas deriva
das pr imeiras e segundas ;  as derivadas primeira são dadas na co-

luna in t i tu lada:  p recessão;  devem ser  multiplicadas pe lo  tempo
t expresso em anos .  Quanto às derivadas segundas,  is to  é ,  seu /
produto por 100 ,  figuram habitualmente nas colunas int i tu ladas
var iação secu la r .  A unidade de tempo é O ano. Devem se r  multi-

-p l icadas por t º /200.  Nos anexos: 6 e 1 é fornecida uma cópia ,  a
titulo de exemplo, do catálogo SAO e do catálogo de Ya le .  Contu
do, o uso tende a se  mod i f i ca r :  os catálogos mais recen tes ,  pa-

ra as derivadas segundas, dão O produto por 50 e não por 100 .  O
fator correspondente é ,  en tão ,  + º .  Quando a decl inação da estre-

l a  u l t rapassar 75 º ,  ê convenieftd i n t roduz i r ,  no  cá l cu lo ,  o ter-

cei ro termo. Em ge ra l ,  seu va lor ,  t irado do catá logo,  deve ser
multiplicado por ( t ? .

100

Quanto a variação das derivadas primeiras em função
do tempo puder ser  suposta l i near ,  com uma boa aproximação ( o

que acontece para valores moderados de t e para d is tânc ias ao
pólo suficientemente grandes) se  obtêm um valor aproximado de /
suas in tegra is ,  multiplicado pelo intervalo t os valores dessas
derivadas para a êpoca intermediária a+l t .  Sendo nm', n ' ,  ad' e2
$ '  os valores de m ,  n ,  a e ó para es ta  época,  pode se r  escr i to :

aa =E  dt= (m'  + n ' sena ' t gó ' ) t

à ' : ( 5 . 5 )
6 -6 ,  = dE dt= n'cosa't

Pode-se tira m' e n '  de uma tabela especial publica-
da para cada ano ,  por exemplo,  no The American Ephemeris,  pag.9º,
1980 ,  que consta no anexo 2 ou qualquer outra tabela de preces-
são. As coordenadas a '  e 63' para época intermediária, podem /
ser  obt idas,  com a aproximação adequada, por meio de :
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asa ,  + 5 (m'+n 'sen a ' t gó< )

(5.6)e .  JN
EE + = cosa,

Nos casos de est re las muito próximas do pólo e para
intervalos de tempo consideráveis,  é preciso u t i l i zar  fórmulas
r igorosas.

Exemplos

19 - Calcular as  coordenadas mêdias da estre la a Cygni para
1980 ,0  sabendo-se que as suas coordenadas para 1950 ,0  são :

az= 20P39"”43,539º !
tS1= 4506 03,12

A es t re la  é bem d is tante  do pó lo ,  o intervalo de tem

po bem pequeno para que o método aproximado se  aplique com vanta

gem. Os va lores ,  m' e n ' ,  para aépoca intermediária são forneci-
das pe la  tabela XV I I ,  anexo 4 ,  ou pelo "The American Ephemeris

and Naut ica l  Almanac" ( "The  Astronomical A lmanac" ,  a part i r  de

1981 ) .
Para a êpoca intermediária (1965) tem-se:

m' = 3 ,07355 ”= 46,10325)
n '  = 1,33609” = 20,04135"

Por outro lado,

tgê, = 1,003527124

sena, = -0 ,766813361

cosa, = 0 ,641870135

e pela fórmula (5.6)

a = 309,9314125º+0,128063805º=310,0594763º= 207 40P14,2743119º
S'= 45,10086667º+0,05359963$'=45,15446630º .
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logo,
'e

tgôê = 21;005406480
sena' = -0,765379317

'

cosa = 0 ,643579317

O movimento próprio anual é :

un = 0,0001º

un

ug= 0 ,005

É preciso aplicar as correções correspondentes para 30 anos:

a = 309 19314125º + 0,255675700º0 + o ,000125º = 310,18709 82º = 204044 9041678”

o o o o O. - "
é = 45,10086667 +0,10748501 +0,00004167” =45,20839417 =45 12 30,21604092

ou se ja

a = 20P40"44,904º
1980,0

[4  n

6 =45º12 30,22

Pelo "Aparent Places o f  Fundamental S tars"  para O ano
de 1980 ,0 ,  te r -se- la :

a = 20º 40"40,812º
1980,0

o , nn8 =45º11 64,35

Obs: pu, e u ,  bem como f io5o E Sos, para aCygni são obtidos do
S.A .O .  Star Catalogue ( 1966 ) .

29 - Ca lcu la r  as  coordenadas mêdias da est re la yu Ursae Major is

para 1980 ,0 .  Acham-se suas coordenadas médias e as componentes do

movimento próprio para 1950,0 no S .A .O . ,  e com os coeficientes
das fórmulas ( 5 .1 ) ,  fornecidos pelas tabelas,  que constam no ane-
xo 4 ;

h..m ia, =20"19"21,469º S1=" 41º45 6,25
100a, = 358,03 i00d, = —1841,05"

2 . ”"(100) 22 = 1,775 (100) “a, = 6,9
(100)a,= 0,02 (100) ?a3= 0,2"

Ha& -0,0074º Us = 0,030”
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AS componentes un, e p ão movimento próprio devem se r

adicionadas aos fatores a ,  e d,.- Tem-se portanto, exprimindo-se
t em anos :

a -a ,  =3,5729ºt + 1,77 55)? + 0,02 E”

8-6. =-186,3805+ 6,9 (KEY + 0,2 CE8T J 1” “100 100

se ja ,  para t=30 anos,

s s s sa = a, =107,1870 +0,1593 +0,00054 = 107,346840

6-6, =-551,415 +0,621" + 0,0054" = -550,7886
a = 10P21"08,816º

1980,0
o ,' "

$=41"35  55 ,46

Obs:  os coeficientes das fórmulas ( 5 .1 ) ,  também são dados no FK4 ,
anexo 3 ,  como exemplo.

' Coordenadas médias: método r igoroso

Quando o emprego de fórmulas d i ferencia is  ou das fór
mulas aproximadas não é legítima, is to é ,  se  a estrela é vizinha
do pólo ou se o intervalo de tempo é considerável, as fórmulas ri
gorosas desenvolvidas abaixo resolvem completamente o problema,

Sejam A e A '  (F i g .5 .1 )  os equadores médios para a épo
ca te t+ t ,PebP '  seus pó los ,  e os equinócios médios corres-

pondentes. Possuimos além d isso as relações do 29 parâgrafo no ca
pítulo IV.

º TTvYM=p MY'-MYy=y YMY'=)-

e em consequência: fazendo

p=900 - r  p + p=90º+s

r es  sendo funções do tempo, que se  anulam para t = 0 ,
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(F ig .  5 .1 )
se ja  uma estrela X ,  a e s .  suas coordenadas médias

para o tempo 17 e «q e ó suas coordenadas no tempo 1 + t .
No triângulo PP 'X ,  F i g .8 .1

PX =7T =90º - 6. XPP' =90º +a, -p=a7+r

P'X = T'=90º -6 XP'P=90º-a +(u+p)=180º - a+'s

PP' = 3

Escrevendo: A=a ,+ r  A '  = q- 8 ,

tem-se:

sen T '  cos A '  = -cos Tsenj  + sen T cos j cos À
sen T '  sen A '  = senTsenA (5 .7 )

cos T '  = cos T cos i j+sen T sen jcos A

Quando a es t re la  é v iz inha do pó lo ,  a 32 dessas equa
ções não oferece interesse prát ico. Num exemplo será indicado co
mo se pode resolver as duas pr imeiras levando em conta que os va
lores de j ,  TeT '  são bastante pequenos.

: O t r iângulo pode se r  resolv ido com ajuda das analogias

de Neper e se  tem (caso ge ra l ) :
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a Sen = (T+3 )
tg + (A' + AW) =tg

2 sen (T 3 )

a a cos (T+ j )  (5.8)
tg (A! — AW) = tg  " : ?

: cos (T=-3)
1 emona ,  BE FOSA

tg = t g  > (T  +35 )  T
cos — (A'+AW)
sen

Obs:  no sistema (5 .8 ) ,  quando no primeiro membro da última fórmula
adotar-se o s i na l  menos ,  corresponde tomar no segundo membro o co-

seno,  e quando for positivo, no segundo membro se  usa  o seno .

Multiplicando as duas primeiras equações do sistema 5.7
por - senA  e + tcosA,  respectivamente, e em seguida por cos A e
sSsenA, vem:

cos é sen (A' -A) = sen ó, sen jsenA - cos ô, cos A sen A (1-cos j)
= cosó, (L-cosAsenj ( t gó ,+  cosa tg j ) )

. o — Sen jsenA ( t g 51 + ta(3/2) cos A)

onos ta (AA = Ti cosA sen j(taór+ tg (3/2) cosÀ (5.9)

a -a '=A ' -  A+s  + r

À precessão em declinação é dada diretamente pela ana
logia de Neper :

OL Lnt.
qq sen ( 180 a 2)

tg-— = tg  +
O-LxNsen ( 280  a + A ,

os T (A '  +A )Cc
1 o

cos = (A ' -A )
ou :

| cos 3- (A'+A)
ta 3- (6-67)= tg

cos = (A'  A )

Os coeficientes numéricos necessários para o cálculo,
são transcritos no anexo 4 .
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yr = (23042,53" +139,75"7+0,06"72)t + (30,26"-0,27",)t +18,00"E

” ” 2 na?8 = r+  (79,27 +0 ,66 " ) t  +0 ,32 " t  (5.10)

j = (20046,85"-85,33"1- 0,37" 7) € + (-42,67" -=0,37" ) t  =41,80"t

O tempo 1 é contado a partir de 1900,0 em milhares de
anos trópicos; a mesma unidade é empregada para t .  '

Exemplo:

Calcular às coordenadas médias da est re la  10G.Octantis,

para. 1980 ,0  sabendo que as  suas coordenadas em 1950 ,0  eram:

a, =20P34"08,536* S, = -85º49' 55,73"
T = 0 ,05  t = 0 ,03

r = 0,19208700º
s = 0,19210683º

= 0,16701747º
A = 158,7276537º

[8

U

T = 175,8321472º

Utilizando as fórmulas5.7,é inúltil calcular cos 7 '
que se  acharia muito vizinho da unidade. Com as duas primeiras re
lações obtem-se:

cos A=0,93186644. — cosj=0,99999575 cos T = 0,9973554]
sen A = 0,36280151 sen3 =0,00291500 senT= 0,07267862

sen T'senA' =- 0 ,0263679]  '
sen TícosA' =-0,06481919

tg A' =-0,40679179; A' = 157,8639120º
s = 0,19210683º

a = 158,0560189º = 203243, 445º

sen T' = 0,0699771; & = 90º — 175,9873285”
a= 10P3213,445º

1980,0
6 = -85º59' 14,38"
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Este mêtodo é Oo que contém o menor número de operações,

porêm requer que se  proceda decisão sobre o quadrante adequado.
Resolvendo o mesmo problema com a juda das formulas 5 .8

tem-se: - 1

A , Atg3- = 5,32485378 tg5-=5,32485378

senz- (T+3) =0,9993906 cos (T +53) = 0,0349068

sen (7-3) =0,9992846 cos-3- (T -j3) =0,0378199

tas (A' +AW)=5,3254226 tas (A'- AW)=4,9147104

A'=157,8639121º
s = 0,1921068º
a =158,0560189º =1023213,445300º

tg (T - j )  = 26,4222193 tg (T+3)=28,6302696

cos (A'- AW)= 0,1993853 sen (A' = AW)=0,9799212

cos (A'+ AW)= 0,1845530 sen (A'+AW)=0,9828226

qT T'tg  =28,5457497 tg =28,5457498

T' =87,9936642º T o|V. ' = =87,9936642

qT'=175,9873284º
T'= 175º59'14,3824056"
6 =-85º59"'14,3824056"

a= 10P32713,445300º
1980 ,0  o

6=-85- 59  ' 14 ,3824056"

com a correção de movimento próprio anual, vem:

Uva= —0,0016?
pus= 0,004"
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Para O intervalo de 30 anos,  ter-se-á, finalmente:

a= 10P32713,4453008 - 0,0480º
6 =-85º59"14,3824056"+ 0,120"

ha= 210º32813,3973”
1980,0 o

6 = -85º59' 14,502"

Este método é o mais seguro,  pois a tangente é dada em fun
ção do arco metade,  sendo mais imediata a decisão &do quadrante.
Obs . :  os  dados para ascensão re ta ,  decl inação e componentes do mo

vimento própr io,  para 1950 ,0 ,  foram extraidos do SAO Star Catalogue

(1966 ) .
Os resultados obtidos podem ser  facilmente comparados se

agrupados conforme a tabela 5 .1 .

Tabela 5 .1

Comparação dos Resultados (*)
7 € Ursae Minoris

1950,0/1980,0

Coordenadas Método Tabelas Metodo Apparent Places of

aproximado Irigoroso Fundamental Stars
1980

a 16P4825,735º | 16º47%57,124º 16047758,0495 1604758,06º

6 82º04"19,53" | 82º04' 25,55" /82º04'19,54" 182904" 19,56"

( * )  Para 1950 ,0  foram usados os valores do SAO Star Cataloque

(1966). |
Observação final:;- O erro residual ( a ,eô ) ,  para cada caso,  é obti

do efetuando-se a diferença dos resultados /
-”-obtidos com os diversos métodos pelo o que é

fornecido do Apparent P laces o f  Fundamental /
Stars ,  1980 .  O método r igoroso é o que fornece
o menor resíduo.
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CAPÍTULO VT

PRECESSÃO DIFERENCIAL

Introdução

O deslocamento do plano fundamental e de sua origem
ocasiona uma variação nas coordenadas d i ferencia is de um ponto /
da super f íc ie  da  es fe ra  ce les te  em re lação a ou t ro .  Essa  variação
lenta com o tempo é denominada precessão di ferencia l .

Coordenadas Po lares

Sejam A e B (F ig .  6 . l . a )  dois  pontos próximos da su-
perf íc ie da es fe ra  ce les te ,  ta is  que O quadrado do arco AB se ja
despresÍível. às coordenadas do ponto A sendo y e ô , é natural /
escrever as coordenadas do ponto B sob a forma
Os ângulos AV e 49 são as  coordenadas d i ferencia is  de B em re-
lação a A .  O ângulo 40 é pequeno em todos os  casos .  O ângulo Ay
também o é ,  com a condição todavia que O pohto A não se ja  vizinho
do polo das coordenadas.

XY.
W

aq  N

F ig .6 . l . a

Pode se expressar de outra maneira a posição de B em
relação a A.

Fazendo: r = AB, w = PÊÂB,

60
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O ângulo u éê chamado de ângulo de posição de B em

relação a A, Contar-se-ã de 0º à 360º,  no sentido trigonométrico
para um observador s i tuado no centro da  esfera ce les te ,  a d i reção

da origem sendo aquela do pôlo posit ivo de coordenadas, F i g .6 .1 .b :

b
B

PP eo

1 A

Fig. 6. l .b
Suponhamos enf im que se  tenha traçado do is  eixos de

coordenadas retangulares pelo ponto A ,  no plano tangente à es fera

nesse ponto (Fig.ó,1a). O semi-eixo Ax & paralelo ao plano funda-r

mental e dirigido no sent ido posit ivo des te .  O semi-eixo Ay ê
tangente ao círculo máximo AP, e dirigido para o pólo pos i t ivo .
Se o sistema de coordenadas es fêr icas  é dextrorso,  o que está sen
do suposto,  os  e ixos retangulares,  v istos do centro da  es fe ra , são

orientados como ind ica  a f igura 6,1b,

Sendo suposto desorezível  o quadrado de r ,  podem ser

escritas as seguintes relações entre as coordenadas ret i l íneas /
( x , y )  e as  polares ( r , uw) de B :

x = rsen y
y = rcos à ( 6 .1 )

Nessa  ordem de i dê ia ,  as  coordenadas x , y  e r ,we podem

ser imaginadas' como coordenadas d i fe renc ia is  p lanas de  B em re la

ção à À.

As duas últimas são particularmente in teressantes,  /
por serem acessíveis à mensurações objet ivas (micrômetros). As
duas outras podem ser  medidas nos  coordenatógrafos, por meio de

placas fo tográf icas.
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Vamos mostrar como se  pode obter as coordenadas d i fe-

renciais es fé r i cas ,  Aye TE  , à partir das di ferenciais p lanas.
O problema que agora focal izamos é o do relacionamento de um as-
tro móvel,  p laneta ou cometa, de uma estrela não catalogada à uma
outra de coordenadas conhecidas, ou  ainda, do posicionamento de
uma estrela dupla.

Estabeleceremos pr imeiro a relação geral  que dá a
diferença de  do is  lados de um triângulo esfér ico qualquer. De
acordo com as  formulas que re lacionam 3 ângulos 2 lados e 2 ângu-

l o s ,  t e r - se -á ,F ig .6 .2

[6d
e cosbsenA = cosBsenC + senBcosCcosa

A " senbsenA = senasenB (6 .2 )

c

Multipliquemos a primeira relação por sena,  a segunda por -cosa ,

adicionando-as:
senacosbsenA - cosasenbsenA = senacosBsenC + senacosasenBcosC -

- SenacosasenêE.

Grupando vem:
senásen(a-b)  = senacosBsenC - senacosasenEB (l1-coscC),
ou dividindo m .a .m .  por senA e grupando a parte comum do 2ºemembro:
sen(a-b) = sena (cosBsenC - cosasenB (1-cosC))

senA

pela 2a.  relação de (6.2) a lei dos senos (como é conhecida) tem-
se :

sena = senc
senA senC

sen ta -b )  = senc (senCcosB - cosasenB (1 - cosC) )
senC

então vem:
sen(a -b )  = senccosB - senccosasenB l -cosC

senC
: ' senºC

no 2º  termo do 2º membro tem-se: l -cost  = 2 = tgC
senC senC cosC

2
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senía-b) = senccosB - senccosasenBtgC

2
pondo em evidencia senc no 2º  membro tem-se:

sení(a-b) = senc(ícosB - cosasenBtagC)

Voltando agora ao triângulo PAE. Uma relação dada pe
los  4 elementos (2 lados e 2 ângulos) aplicada a este triângulo /
fornece imediatamente:

senôêcosw= cosôcot  r - senwcotAy

Tem-se ,  f ina lmente :

tgiy = senrsenw :
cosrcoso - senrcosuseng

| ( 6 .3 )  .
senie= senr (cosu - senusêng tgAy).

2

As relações são r igorosas e podem ser aplicadas a
do is  pontos quaisquer  da  esfera ce leste  mesmo que suas d is tâncias
não sejam desprezíveis.

Sendo possível desprezar o quadrado da d istância,  e
substituindo

senrsenw por x = rsenw
senrcosw por y = rcosu
cosr por 1

vem:

cost tgiy = x
' I-ytgo

senM = y -  xsendtgAy
2

(6.4)

As fórmulas ( 6 .4 )  são apl icáveis,  com a reserva fe i -
ta a propósito de r ,  qualquer que se ja  a posição do ponto A sobre
à esfera,  mesmo nas vizinhanças dos pólos das coordenadas.

Para o problema inverso,  é suf ic iente resolver as  equa- ,

ções (6.4)  em relação as novas variáveis desconhecidas. Acha-se,
então:
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x = cosôtgdyl  - tgêsendiy

Z
1 + sen tgay tas.

(6.5)
y = senÃo + senô cosê tghy tgiy/2

1+  senº6 tgAvtgay/2

Nessas últimas fó rmu las , ,  é legítimo de substituir os
denominadores pe la  unidade, salvo quando Ay não for um ângulo pe-
queno, O que não se  pode apresentar senão nas vizinhanças imedia-
tas de um pó lo .  Além d i sso ,  dentro das fórmulas ( 6 .4 )  e ( 6 .5 ) ,
pode-se,  em qualquer caso ,  confundir senio comÃAo, na condição su-
posta de  cue r se j a  pequeno. (49 expresso em radianos,  como é óbv io ) .

Finalmente, se  O ponto A não for vizinho do pô lo ,  O
ângulo AV permanece pequeno, os  termos de  2a .  ordem em relação a
XxX, y ,  j e  Ad são todos desprezíveis,  e as fórmulas ( 6 .4 )  se  redu
zem as seguintes:  | |

cos 8.MW = x = r senu ,

AF  y = rcos t .
As fórmulas (6.6) são de uso corrente. Por esse moti

( 6 .6 )

vo vamos deduz í - l as  diretamente. A primeira se  obtêm da analogia

dos senos :

senAÉB senPB = senPÁB senAB.

Quando o ângulo APB e o lado AB são pequenos, se  pode

confundir um e outro com seu seno ;  pode-se ass im confundir senPB
com cosô obtendo-se a primeira das fórmulas ( 6 .4 ) .  Quanto à se -
gunda, e l a  exprime que ,  nas  condições enunc iadas,  a di ferença dos

lados PA e PB se confunde com a projeção do lado AB sobre PA.

Exemplos: O = +23 º6 '  58"
Sendo r = 288 ,2 "  rr O0bter xey Ape A9

w = 298º9,1'

As condições para aplicações das fórmulas (6.6)  estão
evidentemente sa t i s fe i tas .  Tem-se:

secô6 = 1 ,0900 ,
senyw = -0 ,8817 ,

cosw = 0 ,4718 ;

x =-254,1", Ap=-277,0" = :-18,46º
y =+136,0"; AG=+136,0".



65

2º Conservando os  valores precedentes de r e 1», de x e y ,  mas

sendo,  agora ,  e=+88º56" '  58 ,2 " ,  obteriy e Àào
A origem, agora está si tuada a apenas 63 '  do pólo.  É ,  portanto,
necessár io  recorrer às  fórmulas (6 .4 ) .

sec6ê = 54,54,
tgb = 54,53, x = 254,1" = -0,0012319

= bl = o
senô  = 0 ,9998 ;  Y 136 ,0  0 ,0006593 ;

tgay = —0.06719 - -09,06970,
1 - 0,0395

Ay= -3º59'14" = —-357 56,95,

tg A = -0,0348,
2
Ag = 136 ,0 "  —- 8 ,8 "  = +127 ,2 " .

Sejam P e P '  duas posições consecutivas do pólo ce les te  (Fig.
6:3) nos instantes T, e t .  Sabe-se que:

yB PP '=n ( t - t )  n=20,05"=0,0056º=0,000 097 rd .

À diw o circulo horário do ponto X gira, no tempo dt
de um ângulo du (F i g .6 .3 )  contado positivamente

= A no sentido inverso dos ângulos de posição.
Tem-se portanto:

F ig .6 .3
cos 5 E = nSen à . . c ccvnan . .  ( 6 .7 )

Se ,  no instante t , O ângulo de posição de um ponto B em
relação ao ponto X é w,s no instante t ,  e l c  terá por valor

o .  " + nsec ó sen a ( t - t  ).cccconncaa0aa.a. (6 .8 )

As coordenadas di ferenciais de B ,  f ig.  6 .3 ,  têm por expressão:
x = cosódÃãa = rsenw

y = A = rcosu
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Diferenciando, ter-se-ã:

cosó d (Ãd  ) - sensãa  dó=  rcoswudwu
cosó d(Ããa ) - sendo  dóá=AS dow

e .  d(ASs ) = - rsenw dw

da(Ãdôó ) = -cossAadw

com:

dó = ncosa d t ;  dw = nsecó sena ' d t ,

Todas reduções fe i tas ,  se  obtêm as derivadas das coor
denadas di ferenciais:

& = nsecô (Aa cosa sení + sena secôó )

: : ' 6 . 9
&& = = nÃo sena ( )

A fórmula ( 6 .8 )  serve para corr ig i r  os ângulos de  po

sição dos efei tos da precessão d i fe renc ia l .  Ass im,  quando é pros
posto determinar a órb i ta  de uma es t re la  dupla cujas, as observa-
ções abarcando grande intervalo de tempo, é indispênsável refer ir
os ângulos de posição ao mesmo equinócio,

Desta forma, dos ângulos de posição medidos deve ser
subtraida a seguinte expressão ( co r reção ) :

nsecóô sena ( t - t , )  = 0 ,0056º  secó sena ( t - t )

onde t e t, representam respecitvamente a época ( t  e t ,  expressos
em anos trópicos) da  observação e a êpoca adotada como or igem.

As fórmulas (6.8) servem para calcular as coordenadas
di ferencia is para época t ,  conhecendo-se seu  va lo r  para época t o "

Quando necessár io  deve se r  levado em conta os  movimentos proprios
relativos dos as t ros ,  caso se jam conhecidos

Exemplos

19) Reduzir para 2000,0 o ângulo de, posição da estrela dupla
J 1031 (2000,0 : a= 15º52,8"; àd= +48º 9 ' ) .  Seu valor em
1950,08 era:  wu, = 162,5º. -



Tem-se: n= 20 ,0383 "  (1)

sena= -0 ,8499
secs=  1 ,4988

t - t.= 49 ,92  anos
Li

À correção a suprimir é ,  de acordo com a fórmula ( 6 .8 )
—-0,0540 = 0 ,4 ,

O angulo w será dado por:

w = 162,5º - 0,4º = 162,1º
Obs . :  «a e ó são tirados do CATALOGUE GEÊNÉRAL DE 3350 ÉTOILES
DOUBLES DE FAIBLE ÉCLAT OBSERVEÉES DE 1906  A 1962  de  ROBERT

AJONCKHEERF para o equinócio de 2000 ,0 ,  onde J 1031  refere-se ao
código da  es t re la .  O ângulo de posição é extraido do mesmo ca-
tálogo.

2º ) Duas.estrelas têm por coordenadas médias aproximadas:

2h 127 535 +56º 51º 26"
1900,0

DP11P228 +56º 32º 49"

Medidas micrométricas precisas forneceram, para a
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mesma época, O seguinte va lo para a di ferença de suas dcelinações:

Aô = 1116,49"

Reduzir esta di ferença para uma época qualquer, O movimento pró-
prio relatio sendo desprezível .

A segunda fórmula de (6.9) responde a questão. É
necessário fazer :

n= 0,000097 Aa=1" 31º = 1365" sena = 0 ,5423

Acha-se imediatamente:

Aa = 1116/49" - 0,072"(t - 1900,0),

t sendo a data expressa em anos.  Se o intervalo de tempo for con
s ideráve l ,  dever ia se r  int roduzido o termo de 2 º  ordem.
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Para 1980 ,0  te r -se- ia :  Aó=1110 ,73 "

As duas est re las que se  ci tam se  acham no aglomerado
h Persei,. :

São geralmente empregadas na obtenção do valor da  /
constante do parafuso dosmicrômetros.

(1 )  né o valor dado pela tabela XVII no anexo 4 .
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ANEXO

YALE CATALOGUE: zone catalogue -2 º  to  - 6 º ,

epoch 1933 .2  and equinox 1950, .0

74



PI
NI

 
ID

 D
ID

I 
III

 
II 

II 
NI

ID
III

III
DD

III
I)I

DD
III

)D
I)I

)))
I)

VE!ECRTALOGIE
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ZONE: CATALCGGUE, - 2 º  to  - 6 º  35

AG Magn RA Prec. and Decl  Prec, and Proper Mot ions BD
No |Svect 1950 4 Sec. Var, 1950 3 Sec. Var. i n  RÁ i n  Decl No

3739 9.465) 9º 347 2267 +23948 -.10/-5º28 3253 1613 cI126|/- 2004261 - Torá +6]-5º2846
3740 |&4COl 9 34 14,420 3,0222 .I4| 3 4054356 16124 127 )  69 6|+ 135 6 3 2725
3742 [%SIF5SD 9 35 10,305 3,0199 .I4| 3 52 11465 15&1!72 127 ”  4 9 ) "  47 9) 3 2729
3744  [9.1 GOf 9 35 12.535 3.0112 .13) 4 29  47.08 16175  12 .6 ) ”  65 9 |+  3 9) 4 2678
3745  [%O0 9G 35 I 532 I  303295 .I6/ 2 57 4376  16177  127 ) "  18  61i -  6 6| 2 2940

3747 |9.9 560) 9 35 35,147 +2.08B25 -.09/-6 34 31,76 “ I 6 I94  “IA5+  2+68)- 12+8 ) -6  2950
3749 |9.1K0|) 9 35 48.649 3.0033 .I1f 5 459,32  16205 125 º  17 8 )+  15 BJ 4 2683
3751 [B9FOl G 35 52.601 3.0206 .I4) 350  9227 16209 fI2.6/7 57 9/)+t 13 9) 3 2734
3756  [8&7KRO) 93 36  44.041 30305  .I5) 3 7 47.95 16253  I[28/7 15 7 )+ :  1 7) 2 2947
3758 [&8G5S) 9 36 56.094  3,0355 .I61l 2 46 12,90 16263 I 26 / -  20 9/1 - 119 9/ 2 2949

3761 Jo9.2 G 37 7.058 +3.01B? -.13/-4 2 27.90 “ I6 ,972 “IRS I6+6 /+  4 +61 "3  2740
3765 | 91K0] 9 368 12.032  23.0165 .13l 4 10 54.19 16,327 12 .4 )+  5 7 ) “  17 7) 3 2742

“N3768 [9.1 F5| 9 39 6200 3,0274 .I4l 3 24 1453 165373 12 .4 ) "  44 6 |+  4 6|l 2 2954
3769 [&SAS| 3 39 16411  3.0233 .I4| 3 42 45.30 16,362 I 24 /7  31 9 /+  23 9) 3 2745
3770 [9.I1KZ2| 9 39 20.919  3.0249 .I4|l 336  174  16385 12 .4 ) "  22 6/- 16 6) 3 2746

3777 [9.0K2] 9 40 25303 +3.0105 “.I2/-4 41 53.62 "16435  “I22)7 AT 9 / º  31+6G|-4 2708
3778 (9.0XK0l 9 40 30,365 323.0376 .I6l 2 402072  15,443 Ta3ãlo 17 9 /7  17 9) 2 2958
3783 [8.8F5] 9 41  20.411  3.0232 .I3l 346  885  I15.4B5 12 .2 ) ”  48 7 /7  15  7) 3 2755
3784 |8&BKOl 9 47 22.372 3.0249 .I4A| 3383432  16487 5 I22 º  32 B i "  27 BJ 3 2756
3785 |8.7KE5] 9 41 28.814 3 .0121 .12] 4 36  32,59 16.492 IAI| TC 9 91 "  15 9/ 4 2704

3791 |9.1 GO] 9 42 22,281 +3.0005 -.IOl-5 30 12.898 “16536  “ " I2 .0 ) "  83 t 9 / -  7329) - 5  2888
3793 | 9&1T5] 9 42 47:585  3.0385 .I5| 2 384693  16557  12 .517  36  & O 65) 2 2365
3794 [9.0G5] 9 43 12,795  3.01B0 .I2| 4 12 30.54 16578 I 20 )+  53 9 / -  1901 9) 3 2765
37599 | 5.0 GO] 43 39.085  23.0407 .I6) 2 29  20h71? I 6599  [ 21  O 9 / -  18  9) 2 2972
3820 | 9IF51 9 45 54191  3.0T654 . IT  4 24 2633  16709 E1.8/-  7 8 "  4á 8) 3 2783

3848 [52800] 9 51  39,693 +3 .0179  “.I0O/-4 27  44.41 " I 6981  " I L3 )+  232%7/ -  22 t7 )74  2750
3926 |9.3K2/10 4 47.420 3 .018 I  .07l 454  7 .81  17,563 102 / -  18  8Bj- 7 8 4 2803
3934  |8.8GO| IO  7 15750  3.0205 .O7/l 4 46 49.27 17.666 100 / -  161 8 ) -  41  8) 4 2807
3966 [9,1 É5/10 14 0.081 3.0464 .I1| 2 34 36,04 17.937 9.5 - 1 9 j ) -  4 9) 2 3106
3990 [9,0 F8/ 10 17 9091  3.028D0 .06l 427  5461  186058 9.2) - 50 9 f -  23 9) 3 2897

3993 |920K2/10 17 40.768 ta,0295 -.061-4 20 39,03 "18,078 9.2) - 3 t9| - 5 £9/ - 3  2901
4004 |9.,CKO0/10 20  8351  23.0226 .04l 5 8 684  18170  BS"  36  9 /7  19  9) 4 2853

“4007  |S.IXKOIIO 20 24.954 3.0288 .05| 431  2.66 18180 8 .9 ) "  31  9 /+  17 9) 4 2855
4013 |9.,6K0/10 22 19,507 3.0I24 .OIJ 6 17 3935 18,250 87] - 69 8 |+  1 BJ 5 3060
4015 |8.9K5)10 22 47.032  3.0314 .O5| 4 21  32.33 18,266 87 ) "  10 7 /+  4 7) 3 29165

4017 |9.0 G5/10 22 52.873 +3.0172 “.02[75 49 42.34 "18,270 &7 | "  4728  + 13+48 | -5  3061
40TB |91G5/XO0 22 55.942  3.0308 .0O5| 4 25 38.44 18,272 8.71" 25 6 | -  5 6) 3 2917
4019 |9.4 45/10 23 40.201 3.0296 .04/l 4 34 3678 18,298 8.6| - 5 9-7 2 9/ 4 286)
4022 | 93K5 /10  24  10535  320136 .00) 6 15  34174 18,315 8.5) - 9 &8/- 656 8 5 3063
4031 |9.0K5/10 25 22.852 3.0224 02] 525  10.20 [18,359 85 / -  36 9 /7  10  9/l 4 2877
4939 |9.3 G5/10  26  22.515 +3 ,0322 - .  04 /74  25  49,60 "18 ,393  8 .4  22 t o  + 2 tBJ - 3  2930
4044 [9.2 GO/IO 27 3631  3.0229 ".02| 5 27 47.46 18417 8.3) - 10B 9 l -  5 9/ 4 2888
4078 |8.9G0/10 33 59,150  3.0193 +.0O2P| 6 I 7  33.09  IB,648 771?  33  9 ) "  24  9) 5 3104
4080 |9.3F3S|1IO 34 30.477 3.02680 .00l 5185461  [8,664 7.717 90 5/)-º 15 9) 4 2912
4084 [9.9 KOJIO 34 53.509  3,01I85 +.03] 6 26 4419 18,677 7.61" 13 B j -  1 Bl 5 3107
4088 |9.4 45/10 35 40,562 +3,0255 +.O0L| " 5  40 42,84 “18.701 75 ) ”  1049  10 t+9 / *5  311II
4089 |9.360/10O 36  127.775  3.0345 ".OI) 4 41  0 .61  18718  7715”  5 8 / -  52  8| 4 2917
4095 |%MILO/1O 27 549514  3,0222 +.03) 6 13 16,86 18.771 73 ) "  50 8 6 8l 5 3t2?1
4102 [9.2 C51IO 39 32,975  3.,0308 +.01T) 5 17 16,00 18820  71.8) + Gg  1 I  5) 4 2927
4105 [9.3Kh2/10 40 26.491  3.0213 +.04/ 6 31 33.47 18.847 7 .1 ) "  38 5 | -  t1t 9) 6 3216

epoch  o f  obse rva t i on  19332
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PRECESSIONAL CONSTANTS, 1980 9

Epoch 1980-0 Epoch 1981-0
Mean obliquity € 23º260307-782 == 23º 441 884 23º2630 313 =23º"441 754
Annual general precession Fo 50º 2742 = 0º-013 9650 5072744 = 0013 9651
Annual precessionin RA.  m 3107383 == 46º-1074 307385 = 46º 1077
Annual precession in Dec. E) 1933600 == 200401 1º-33600 = 20"-0400
Rotation of the ecliptie

Longitude of axis n 174º 409 = 174º 681 174º 41º4 = 174º 690
Annual rate of  rotation a 0º4705 = 0º-000 1307 04705 = 0º:000 1307

Angles defining total precession (£, ——11'31º58= —46%106 — 1154764 = — 47643
from epoch to  equinox z —11'31º51 = — 46108 —11' 54756 = —47*638
and equatorof 1950-0 O —10"01%24= —40>082 — 10 21-28 = — 418418

Coeflicients for approximate M —g92*206 = —1383”-10 —95t-280 = — 1429"-20
reduction of R.A. and Dec. N — 42405-082 = — 601º 24 — 419418 = —621"28

Coefficients for approximate a —25º08% 12 = 041892 —25' 58-40 = —0º  43289
reduction of ecliptie b —I4º712 = 0% 003 922 — 1459 = 0º 004 053
coordinates and orbital ç +5 º  1478 = +5º*246 +5º  14º1 = +5%235
elements e +5º  399 = +5º-665 +5º  401 = + 5668

Formulae for reduction to  1950-0
e=a+  M+  Nsinaçítanôde,
à = 8 + Nceosa,

a =qQ—-M

Formulae for reduction from 1950:0
— Nsinan tan da,

ô = 8ô, — Ncosam
de = A+  a-bcos(A+o) tanB à = A), — a+bcos(A,+c)tan À,
Bi = B+ bsin(2+0) É = B. — bsin (Ate)
Of = QD + a-bs in(Q+0)  cota Q = N ,— a+bsin(QO,+c) coti,
1, =5  + bcos(O+c) m i ,  — bcos (0 ,+c )

&OÀ, = O+  bsin(Q+c) coseci &W = ww, — bs in (Q ,+c )  coseci,

Subscript zero refers to epoch 1950:0; am, ôm refer to the mean epoch.

Values for epoch 1980-0

sin € -+0-:397 81867 cosec E +2-513 70806
sec e +1-089  96095
cot £ -+-2:306 23680

taniô  —o-001 45744

cos e +0917  46406
tan £€ -+0-433 60682
sin  —0-002 91488
cos À +0:999 99575

Values for epoch 1981-0

sin 8

sin £€ -+o:397 81659 cosec £& +2-513 72123
cos £€ +0-917 46497
tan E +0-433  60412
i —0o0"003 01203

sec E +1 -089  95988
cot £ 4-2-300 25117
tanid—o-001 50602

cos 8 -+o:999 99546

Formulae for the reduction of equatorial rectangular coordinates

To 19500 x = + 099997327 7,
fírom 19800 y = -— 0000 70537 1,

£ ww — 0002 91486 x,

To 19800 sf, = + 099997327 7
rom 19500 3%, = + 0006 70537 x

£Q = -+ 0002 91486 x

To 19500 x = + 0099997146 x,
Írom 19810 y = — 0-006 92890 x,

£ mm — 0003 01201 3,

To 19810 1, = + 00999 97146 x
from 19500 y,  = + 0-006 92890 x

ss = + 0003 01201  Y

+ 0006 70537 XY,
+ 0999 97752 36
— 0º000 00977 Y,'

— 0:-006 70537 y
+ 0999 97752 y
-— 0:000 00977 X

+ 0-006 92890 y,
+ 0999 97599 Yº
— 0000 01044 3''

— 0006 92890 y
+ 0999 97599 y
— 0000 01043 Yy

+ 0002 91486 s,
— 0000 00977 f ,
+ 0'999 99575 fe

— 0:002 91486 z
— 0000 00977 £
+ 0999 99575 E

+ 0003 01201! £ ,
— 0000 01043 4
+ 0999 99546 2,4

0:003 01201 2
0:000 01044 :
0999 99546 3

Cm

m
n

e.
..
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x)

st EQUINOX AND EPOCH 1950.,0 AND 19775.0 .

No, Name Mag. | Sp. x = Vir n" ja Ep. (xH m (+) [| 21 (pe)

1366 | 23 Sex 6,53 B3  10h 15" 27%090 + 3o9!foR — 0'720 — otoó: 0000 | 22.00 2 "
10 19 44.528 + 309.699 — 0215 — 0.062 92.000

36 | é UMa  321  Ks.| 10 19 21.469 + 357.292 — s.765 = 074!  +0.007 | 15.21 1.8 8
10 20 50.682 + 356.413 — 1.752 — 0739 +0.007

1368 | 204 G. Ve! 499 | KR5 to  20 10.666 + 257.373 + 0.663 — 0.256 +0.00t | 12.74 5.1 24
10 21 15.05H + 257.707 + 0.673 —- 0.256 0.000

1267 | 27 LM 583 | ÀA3 t o  20 13.866 + 345.466 — 1310 — 0.099 0.000 | 24.54 30º x
t o  2t  40.150 + 344.813 — 1.301 — 0.099 0.000

387 30 H. UMa  4.92 Ao  t o  20 33.038 + 4132-297 — 5.656 —= o149  —0.001 | 20.19 326 t 9
to  22 20.760 + 429.487 — ss  — 149 —-0.00t

398 | 25 Sex 610 | B9  to 20 54.805 + 303.233 | — 0.065 — 0.355 0.000 | 19.38 EX. E)
10 23 to.609 + 307.202 — 0.059 — 0.355 0.000

1269 | 64 G. Ant 540 | A3  t o  21 17.698 + 762.751 + 0.509 — 1.375 —not2 | 11.63 4.8 32
tO 22 23.423 + 263.053 + o.608 — 1.378 -0.0t 2

391 T Ca r  4.08 Fs  t o  23 24.384 + 119.023 — 175  — 04138 —o24 [|1038| t 27  61
to 23 54.166 + 118.429 — 1.203 — 0444 0.024

8 | e Hya 4.06 Ks  10 23 40.213 + 190.176 + 0.213 = 09  0.005 | 13.01 14 7
10 24 52.971 + 290.284 + 0.219 -— 09108 —.005

392 [ a Ant 4.42 | Ks  10 24 51.646 + 274.600 + 0.502 — 0.587 0.003 | 10.62 2,8 14
10 26 0328 + 274.853 + 0.510 — o.588 —0.003

390 £ LMi 4.41 Ko  10 24 59.888 + 346.831 — 1.452 — 0996 +0.002 | 17.03 no  8
10 26 26.505 + 346.107 | — 1.441 -— 0.995 +0.002

393 196 G. Car 4.08 Fo  10 26 2.328 + 220.293 + 0.842 — 0179 —0.003 | 19.50 72  +40
10,26 57.454 + 220.717 | + 08566 | — 0.189 | —0.003

1270 | ô Sex 5.24 | Bo  10 26 56.300 + 304.695 | — 0.084 | = 034 | —ocor [15013] 22] cm
t o  28 12.469 + 304-654 = 0.078 = —.344 —on.001

1271 | +29º2057 LM i  | 6.92 Ko  t a  27 5.709 + 336.308 — 1.047 + 0.057 0.000 | 28.08 2.9 17
10 28 29.743 + 335.876 — 1.039 + 0.057 0.000

394 | 36 UMa 484 | Fs5 10 27 26.446 + 383735 — 3.236 — 2.140 +0.026 | 21.70 2.8 FE
1029  2178 + 382.124 = 3.205 — 21H +0.,026

1272 | 46 Leo 5:74 Mo  10 29 31.730 + 370.233 — 0.523 — 0.282 +0,001 | 20.87 2.6 t o
t o  30 51.556 + 319.973 — os7  — o.238Bz +0.001

396 | op Leo 385 | Bop| 10 30 to.762 + 315.868 — 0.383 = 0059 0.000 | 10.15 1.2 5
10 31 29.705 + 315.677 — 0.378 = 0059 0.000

397 | 703 O. Car 358 | B5p| 10 30 14.487 + 213.393 + o.fjo | — 0.288 | —o.004 | 15.69 69  | 38
10 31 7.890 + 213.832 + 0.885 — 0281 —o.004

1273 | 219 OG. VA 514 Ko  10 30 50.030 + 253.321 + 0.829 — 0136 0.001 | 19.59 78 47
to 31 53412 | + 253739 | + 0841 | — 0136 | oco!

3965 | 9 H. Dra 504 | Gs  10 30 54.070 + 509.188 —12.975 — O.844 +0.028 | 20.32 54  24
10 33 0.563 + 502.779 — 12.663 = 0837 +0.028

399 | 44 Hya 5.32 K2  10 31 38.019 + 285.400 + 0.387 — 0.090 0.000 | 14.29 2.2 "
10 32 49.393 | + 285.596 | + 0395 | — 0090 0.000

398 | 37 UMa s.16 | Fo  10 318 57.350 + 386.269 | — 3415 + 08 :  —o.008 | 21.64 2.9 "
' 10º 33 33.704 + 384.570 | — 3.386 | + 0813 | 0008

1274 | 236 G. Hya 585 | F8  1O 34 2.883 + 298.739 + 0.135 + 178: -—o.013 | 22.68 2.6 2!"
. 10 35 17.576 + “268. + 0.142 + 1778 —o.013

401 | y Cha 410 | Mo  10 34 53.647 +* 70.904 = 3.701 — 1,298 —o.o48 | 15.17 | 16.2) 105
10 35 11.139 + 69,022 — 3.8:8 — 1316 | —0049

1275 | 37 LM 497 | Go  10 35 54.672 + 337.561 — 1.182 + 0.007 0.000 | 25.16 24 a
to  37 18.989 | + 336.972 — 1.173 + 0.007 0.000

so. 225 G, Vel 4:37 Go  t o  37 18.653 + 238.830 + 1.013 — 0.267 —-0.004 | 19.64 8.0 4º
10 38 18.424 + 239.341 + 1.029 — 0.268 —0.004

404 | 33 Sex 640 | Ko  1o 38 51.535 + 305.199 | — cois | — 0.937 —on.003 | 18.48 14 8
to 40 7.83o + 305-159 | — 0.079 — 0933 —o.003

403 É 35 H. UMa 5323 | Ko  10 39 31,060 + 429.235 — 6,813 + 0.021 —o.003 [22.20 45  9
10 41 17.945 + 425.857 — 6.698 + 0.020 —.003

1277 | 78 G. Ant 573 Ao  1O 40 23.909 + 278.170 + 0615 — 0.234 —o.001 | 17.01 5.0 as
TO 41 33.490 + 278.480 + 0.624 — 0234 —o. 001

1276 | Pitohr3; UMa| 528 | Fo  to 40 37.108 | + 352462 | — 2040 | — 2610 | +0.022 | 3006] 35) 14
to  42 5.097 + 357447 — 2,027 — 3.605 +0.022
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: as dtô du 'No. ô C e ! da Ep. (3) | m(ó ' GC N30ET + . a P- (6) (5) | m (4)

1266 + 2º 32' 3078 | —1811!39 — 929 — oss 000 20.00 24  16 14204 2457
+ 2 24 $S7:35 —1816.01 — 917 —- oss 0.00

3586 +41 45 6.25 —1811.08 —10.66 + 320 +0.05 08.29 24 9 14232 2460
+4! 37 32.82 —1816.37 | —1048 | + 302 +0.04

1268 —4! 23 52.28 —1812.00 — 7.5e + 513 +0.02 10.65 5.2 24 14248 2462
—4st 31 25:95 —1815.74 — 745 + 513 +0.02

1267 +34 9 40657 —1818.40 -—10.23 — Lo +0.01 21.22 37  17 14252 2463
+34 2 543 —1823.47 —10.05 — 1o7 +0.01

387 +65  49 12.47 —1821.03 —12.85 — 253  +0.01 13.83 28  3 142659 2464
+65 41 36.41 —s1827.38 —2.54 — 253 +0.01

288 —3 49 14.54 -—1819.59 — 8.86 o.os +0.02 19.63 34 16 14268 24655
— 3 56 50.06 —1824.29 — 8.75 0.04 +0.02

1269 —37 45 19.89 —I827.11 — 7.56 — 588 +0.08 11.57 5.2 30 14281 2466
—37 52 57-24 —1830.88 — 7.49 — 586 +o,08

NW 39!  —3  46 36.88 —1832.01 — 315 — 324  +09.03 12.36 48  23 14323 2474
—73 54 15.08 —183357 [| 3a  | — 303 +0.03

389 —16 34 49.56 —1838.15 — 8.21 — 834 +0.05 13.23 2.3 n 14326 2477
—16 42 29.61 —1842.23 — 8.11 — 833 +0.05 ó

392 —30o 48 45.30 —1833.14 — 7.66 + oê9 +0.03 12.81 3-7 19 14352 2482
—30 56 24.06 —1836.,95 — 7.58 + og9o +0.03

390 +36 57 50.88 —1845.06 — 9.56 — 10.55 +0.06 12.69 2,8 " 14358 2485
+36 50 901 —1849.90 — 9.59 — 10.54 +0.06

393 —58 29 115 —1838.74 — 6.00 = os8  +0.01 14.43 5.0 29 14388 2491
-—s8 36 41-21 —1841-73 — 5.95 = os +0o.01 -

1270 — 2 28 57.21 —1843.08 — 8.37 — i8o +0.02 15.74 3 FA 14403 2493
— 2 36 38.50 —1847.24 — 8.25 — 1,8o +0.02

1272 +25 590 15.53 —1842.19 — 9,28 — o37 0.00 26.04 38  23 14409 2494
+28 42 34.31 — 1846 79 — 912  — 037 0.00

394 +56 14 15.65 —1846.50 —1O.54 — 349 +Oo.12 14.50 2.7 10 14427 2495
+56 6 33:37 —I1851.72 —=10.3! — 346 +0.12

1272 +14  23 40.08 —1848.28 — 8.57 + 183 +0.02 16.47 4.0 04 14468 2497
+14 15 57-48 —1852.54 — 8.44 + 183 +0.02

396 + 9 33 52,22 —1852.90 — f&.4o - o61  0.00 og.19 19 7 14487 2499
+ 926  8.47 —1857.07 — 827 = o 0.00 .

397 -—61 25 39.658 —1851.93 — 5.53 + Oos7 +0.02 16,28 4.8 23 14489 2500
' —61 33 23.01 —1854.69 — 5.49 + Oos57 +0.02
NT —46 44 43:18 —1854.42 —660 | + oos +0.01 20.50 6.9 37 14505 2504

—i6 52 27,20 —857.71t — 6.54 + 0Os,  +0.01 ' "

305 +75 58 17.36 —1855.31 —13.65 — os +0.05 09.31 2.4 9 14507 2505
+75 50 32.69 —1862.01 — 3.16 —- o +0,05 .

399 —23 29 12.97 —1855.37 — .a2  + 174 0.00 . 14.53 3-7 22 14524 2506
—-23 36 57.28 —1859 06 — 7.33 + 174 0,00

398 +57 20 27-14 —1854.63 1018 + 354 -o. 13.29 2.8 n 14527 2508
+57  12 42.85 —1859.66 — 995 + 353  —o.o4

1274 —1) $7 40.42 —1932.94 — 7.62 — 67.99 —o.09 20.93 41  22 14582 a2st4
—2 & 4413  —1936.73 — s t  — 68.01 0.09

407 —SS 20 53.72 —1866.05 — 14 + 160  +0.07 5 .91  47  27 14604 2519
—& 28 40.32 —1866.76 — 1.39 + 1.62 +0.07

1275 +32  14 33.49 —1870.68 — 8.43 + os  0.00 17.21 32  "3  14624 2521
+32  6 239.30 —1874.85 — 8.27 + o i 8  0.00

402 —S5 20 32,70 —1875.27 — 574 — ooo +0.01 15.15 6.8 38 14662 2524
—ss 28 z1.88 —1878.13 — 5.68 — ooo +0.01 :

4104 —,. 28 41.50 —1892.45 — 7.20 — 12.50 +0.05 16.36 2.3 12 14694 2529
— 1 36 35.07 —1 896,06 — 77  — 1249  +0.05

s03 +69 20 18.38 —1883.67 —10.36 -— 163 0.00 154  31 aa  14713 2533
+69 12 26.85 —1853.67 —1t0.05 .. 163 0.00 ':

12577 32  27 12.47 --1884.82 — 6.49 — 024 +0.01 20.05 54  27 14732 2536
—s2 35 4.03 —1SSS.04 — 6.40 — ou: +0,01

1376 +45 28. 1.90 —1592.43 — &.26 = 720 +tOI3 Z1-39 4-3 14 14737 2538
+46  20 8.28 —1f96.51 | — Sos = 787  +O.12
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APPENDICE XVI-XVI

XVI

PRÉCESSION .
Li

Les formules suivantes donnent la  précession
entre deux époques quelconques T et  T . t ,  d 'aprês
Newcomb. Les temps Tt sont comptés à part i r  de
1900 ,0 ;Tet t sont exprimés en milliers d'années
tropiques. Les autres notations sont cel les des pa-
ragraphes 44 et  46.

NUTATION
Les formules suivantes donnent la  nutation

d'aprês Newcomb. Dans ces formules, o est l a  longi-
tude moyenne du soleil e t to la  longitude de son péri-
gée; Test l a  longitude moyenne de l a  lune, 6 la longi-
tude moyenne de son neud ascendant, M '  son ano-
malie moyenne. Tt es t  le temps, en siêcles juliens de
36 525 jours, écoulé depuis 1900, O

Q = 173º57'3" + 32869"T + 56"T* + (- 8694" - 55 "  1 ) t 4  301?
x = (471707-6"75T+0/577) t

4+(-3737+0/57TT)tº+0"05t5
E =23º27'8;26- 468", 44T1- 0/6074 1", 837º,
E,=E +(6,06-9",207) t2- 77,73 tº
q=(50370", 84+ 49,307 -0", 0419) t

+ (-107",20-1",4871) t? - 1", 53 6 ,
N=(124%73-1887, 7071-0147) t

4 (2387, 07-1",577) tº- 17,66 tº.
À = (50256,  41 + 2227, 291+0"”,26719) t

4(1117,154+07,267) 1º2+ 07, 10 t?*,
p=(46085",06+279".45T+0%,1279t

+ (1397, 734 0,127) t24 364,32 t * .
j = (200467, 85-85", 331- 07, 371) t

+ (-427,67-0", 3771) t2-41",860t*.
= (23042. 53+139'.737+ 0", 0619) t

+ (30 ,23 -07 ,27T )6+18 ,00 t * ,
s=r+ (79 .27+0 ,667)  t +  07 ,32 .

nsr=9

N=-(17",234+0", 0177) sinD+ 07, 209 sin 20
- 1,272 sin 20+ 0º, 126 sin (O-tw) + 0", 021 sin (O+ MW)
- 0", 050 sin (SO- 6) + 0, 012 sin (20- 0).

dN=-0",204 sin2 (+ 0", 068 sin M'- 0", 034 sin (2 C-Ô)
- 0", 026 sin (2 T+ M!) + 07,011 sin (2 C-M")
+ 0", 006 sin (2€-20) + 0.015 sin (2 (-20-M"),

02 =+(9",210+ 0", 0009 T) cos É - 0º, 090 cos 2 O
+ 0", 551 cos 20+ 0", 022 cos (30-19) - 0", 009 cos (OM)
- 0", 007 cos (20-0) .

des=+ 0", 089 cos 2 [+ 0", 018 cos (2€ -Ô)
+ 0”, 011 cos (2 (+  M') - 0", 005 cos (2 (C- M' ) .

XVI!
COFEFFICIENTS POUR LE CALCUL DE LA PRÉCESSION

nx
Tr m n t =  º

n 1sso

1850 3;07141 = 46:0711 1333674 = 20" 0511 1 ,  000426
60 159 0739 668 0503 1 ,  000383
10 178  0767 663 0494 1 .000341
80  196  07895 657  0486 1 ,000298
90  215  0823 651  0477 1 ,  000255

19800 234  0851  646 0469 1 .000213
10  252  0878 640 0460 1,0001700
20  271  0906 634 0451 1 ,000128
KT 290  . 0934 629  0443 1 .  000085
40 308 0962 623 0434 1 ,  000043
50  327  0990 617 0426 1 ,  000000

* 60  346 1018 612 041.7 D, 999957
70  364 1046 606 0409 0,9998915
80 8383 1074 600 0400 0 ,  999872
90 401 1102 594 0392 0 ,  999830

2000 420 1130 589 0383 0 ,  899787
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XVI I  TABIES NUMÉRIQUES ==, 423

O ' |
: XVII. TABLE POUR LE CALCUL DE LA PRÉCESSION EN ASCENSION DROITE=

:
Po  n sino (1950,0)

Pe  [pa=m+n sin tango )

O a ob .  1h .  2º + a ,  4" + 5 "  +
PR 12h. 13º - 14º. 15%. 16h. 174.

ÓO 0” | 070000 2 o 3458 056681 " 0º 9448 Y 171572 ás 112906 " 60”
m .  5 0,0291 | O a toa  0.6932 | .0.9652 | 1,1715,/ | 1,2979, 55
PN 10 0,0588 | 0,018, O.7179 | 0,9851 | 1,1852,, 1.3045 50
A 15 0,0874 | O. 4295” 0,7423 | -1,0046 | 1. 1984 *126 || 2.3105 45

20 0,1165 o, 4570” 0. 71664 1. 0236 1. 2110) 1.3159 40
O 290 ;: 297 1865 120 ev25 0,1455 | O se ” 9] Ge  | 1 .042)  1.2230 , | 1.32065 35
- so | 01744 | 05113 0,8134 1.0601 | 1.2345, 1. 3247, 30
PR 35 0,2033 | o, 5381 À256 | Paço2 | 2-0775 | -1.2458/ | 1. 3262 25

]) o 0.2320 0.5647, 0,8589 1, 0945 1.2556 1.3311 20
Fam 287 263 16! 2245 0,2607 | 0,5910 | O. 8810 *nm | 11110,,| 1.2653 | 1,3333 15
O 50 0,2892 = |  0.6170, | 0.9027 | 1.1269 1,2748 | 1, 3349 10
a 55 0.3176 0,6427 0,8240 | 1, 1423"15 | 21.2828 1, 3358 o5
= 60 0,3458 ** | 0,668” O. 9448 1,1572 1.2906 1,3362* )
PA 11º + 10º + 9" . 8 " .  7º+ 6 "  + a
= 23º - 22h. 21). 20*- 19h- 18º.
A

=
A XIX. PRÉCESSION EN DÉCLINAISON
O p3(1950.0)
OVAR " .

: a:  or. 1». 2 ,  3", a .  st,
O 9h  h h h h h12"- 18" - 14"- 15"- 16"- 17"-
Fan

= o" | 200426 19/8596 | 1773574 141722 10"0213 5" 16874 60"
4 228 3125 3810 4236| 5 20,0378 | 19, 2419 17,1346 13, 8597 9, 6403 4,7638 55

PR 270 2309 3191 3857 4258
10 20, 0235 * 19,1149' 16, 9037 13,5406 9,2546 4, 3380 50

PA 1360 2380 3256 3900 278
15 19,9997 | 18,9789 16, 6648 13,2150 8, 8646 3,9101 45

334 1450 2469 3919 3042 429220 19, 9663 18,8339 16,4179 12,883] 8,4704 3, 4809 40
': 42 1541 547 3380 3983 32025 19,9234— | 18,6798 16,1632 12,545] 8,0721 3, 0489 35

1629 2624 440 4021 4328; 30 19,8711 “| 18,5169 15, 9008 12,2011 7,6700 2,6161 . 30
O 618 1717 699 3497 4048 434135 19,6093 | 18,3452 15,6309 11,8514 7, 2642 2,1820 25
P* 1 2774 3555 4092 352

p 40 19,7381 * 18,1648 15,3535 11,4959 6,8550 1, 7468 20
' 806 1892 2847 3608 4125 4360- 45 19,6575 | 17,9756, | 15,0688 | 11,1351, | 6,4425 | 1,3108/ | 15
= 50 19, 5675 * 17,7780 | 14,7769,,,,| 10, 7689 **ua | 6,0269 | 0 ,8742| 10

55 19,4682 | 17,5719 14,4780 10,3975 5, 6085 0,4372 05
OS 1086: 2145 3058 3762 4211 37260 19,3596 17,3574 14,1722 10,0213 5,1874 0, 0000 oo
ama

1º. 10". ob. eh. 7h. 6h. a ”
O 23" + 22h, 21b+ 20h + 19" + 18", o

ea

- -

nº
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XXIl. TROISIEME TERME DE LA PRÉCESSION EN

TABIES NUMÉRIQUES

eseSE (a maniçiasar Gba)|)
ASCENSION DROITE

(1950,0)
e l  ” LA  LÃ  TA ” * ” “  Le  e ” e Lu i  e LA[Deciinaigonl of o 6 s2 6“ To n 7 78 7 so ES se E) a“ iDecitmaison

os [070 | +0702 | +0705 | +0706 | +0708 | +0712 | +0715 | +0719 | +0724 | 40733 | +0746 | 40759 | 20774 | 40797 | 41732 12h
1 1 2 5 7 10º 16 21 as 4o 59 | 0,95] 21,25] 21,70 2,14 | 3,60 EE
2 + 1 /4  1 4 6 8 nu 2 206 38 59 | 0,09] 21,39] 1,88 | 2,31 [| 4,25 u
3 5 O j+  1 /+  1 /+ 2 + S i j +  Ti + 11 [+ 17 1 4 281 0 ,51  | 20,78 1 41,02 1 21,25 [ 42,40 FL)
4 o9/- 12/- s3/- « | -  6 j i -  0 f -  10 ) .  12 /- 16 / .  211 -0,29 | -0,36 [ -0,44 [-0,57 [| 0,78 1
$ E) a 7 , 13 1" 25 ss DA 65 | 1,021 1,338] 1,80 | 2,25 | 3,683 7
8 o 1 , " 18 E ES 1“ se 9 o n,31 | 21,98 | 2,35 | 2,998] 5,07 1"
T 5 2 7 9 13 19 24  32  4e sa 1 ,01  1 ,32  1,798 2,23 3 ,80  18
6 o / -  1 /. s3/c- « / -  e l -  6 l -  o / l -  12/- 15 / -  20/-0,28/-0,34 | -0,42 | -0,54 | -0,72 20
, 6 /+  1 /4  1 /4  3 /4  514  8 /4  12/24 18/24 30/40,538 [40,73 | 41,05 | 41,29 | <2,54 21

1 + 114  1 4 6 9 18 19 27 so 60 | 1,00! 1,355 | 1,869 | 2,34 | 4,20 22
" 1 3: 5 7 n"n 17 22 29 40 6 | 096) 1,28] 1,72 | 2,16 | 3,71 23

T x 1 2 s 8 8 2 15 19 24 | + 33 | +0,48 | +0,59 | +0,75 | 40,97 | +1,32 o
13 1 2 3 314  4014 4h+4 4 /4  4 /4  2 / -  2/-01131/-0,24 | -0,43 [-0.47 | -1,62 JN
" «+ 1 /4  1/24 1 /4  1 o0l- 21 -  4 / -  8 |/- 34 27 | 0,52 | 0.728 | 1,44 | 1,37 | 2,97 2
1% o o o j -  1 | -  2 5 7 nu 1 29 | 0,52 | 0.72 | 1.05 | 1.28 | 2,53 ENS

Ox  8 o o f -  à 3 2 31 -  S i -  6 l -  o9o/- 13/-0,19/-0.24 | -0.32 | -0,43 | -0,60 4
117 o o l .  1 / -  10 .  212[/- à 0 f+  1 /+  31+  8/+0.20/+0,31 | 40,51 | +0,56 | 21,52 5
" o " D) o o 1 / º+  2 4 9 17 | 0,37 | 0.56] 087 | 0,99 | 2,43 6
1 E o r .  s i l .  1 |- 1 o O [| + 1 /+  4 /4  91 +0 .21  1 40 ,32  | 40 ,52  [20.57 | 21 ,54  7
20 o o | / -  1 1 2 / -  3 / -  4 ) .  6 i -  6 - 121/-0,181-0,23 | -0.29 | -0,40 | -0.55 8
n o l+  1 o [ -  11 -  2 4 7 10 17 28 | 0,55] 0.70] 1.02 | 1,25] 2,48 o
22 + 1 /4  1 /4  1 o l .  2 / -  « l c  7 /2  4 26 | 0,81 | 0,74 | 1.12 | 1,38 | 2,92 10
23 PS | F1 3 3 l+ 4 /4 .  / « /+  « /+  « /+  2 / -  2 / -0 ,12 / -0 .23 1 -0,42 |-0,45 | -1,40 u
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Expressions for the Precession Quantities
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ASTRONOMY
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Based upon the IAU (1976) System of Astronomical Constants
1. H.  Lieske'!. T. Lederle?, W. Fricke? and B. Morando?
Ja  Propulsion Laboratory. 4800 Oak Grove Drive. Pasudena, CA 91103, USA
" Astronomisches Rechen-Institut. MônchhofstraGe 12-14. D-6900 Heidelberg 1. Federal Republic of-Germany
* Bureau des Longitudes, 77 Ave Denfert-Rochereau, F-75014 Paris, France : '

Recened October 15, 1976

Summary. Expressions for the precession quantities
/-renabling one to precess to and from an arbitrary cpoch
A “are developed às a function o f  the fundamental as-
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tronomical constants, The expressions with numerical
values 0f  the cocfficients are given relative to epoch
12000.0 in Tuble 5 for the IAU (1976) Svstem of
Astronômical Constants adopted at the XV I  General
Assembly of *he AU  in Grenoble. They must he used
wIHh Wice Introduction o f  the new constants into the
ephemeridos and in constructing the new fundamental
reference system, the FKS. Finally, the developments
presented here are applicable for revising revelant pre-
cession quantities whenever the system of astronomical
constants is chansed.

Key words: precession expressions — reference system —
astronomical constants

In t roduc t ion

dn  compar i ng  as t ronomica l  observat ions w i t h  calculated
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- places of celestial objects, reductions have to be made to
refer enhor the observed or the caleutated pesitions to the
same reference coordinate system. Such reductions in-
clude such well-known effects as aberration. parallax,
precession. and nutation.. Although: rather: Jenethy
Numerical cx presslóons are usually given for the param-
Cters describing precession, the expressions. in fact, only
dependo upon à rather limited set o f  basic parameters o r
fundamental constanis and are thus amenable to re-
vision. |

In this paper we will examine the structure of  1he
expressíions nisually employed in caleuluing 1he effecis of
precession and we will oviline the method by which the
expressions are revised to aceount for changes in the
fundamental astronomical consiants. v i l !  be shown
that the basic set of parameters, upon 6 hich the Jensthy
polvnemials for calculating the mean obliquitv of dite
and the cloments of the precession marriá. dJepend.
consists o f  the mean obliquity and the speed of general

Send eps  ame t  re das 16 Lieske

precession in Jongitude at a fixed epoch 6, together with
the system of  planetary masses. We will also present the
new precession quantities at epoch 120000 (JED
2451 545.0) which result from the revision of astronomi-
cal consta nts adopted by the International Astronomical
Union (ITAU) at the XVI General Assembly in Grenoble
(Transactions TAU 16B. 1977).

Attention should he drawn to the fact that. as was
expressed by Newcomb (1906, p. 226). “There is no
formula by which the actual positions of  the two poles
[thosc o f  the ecliptic and the equator] can be expressed
rigorously for any time. But their instantaneous motions,
which appear as derivatives o f  the elements of  position
relative to the time, may be expressed numerically
through a period o f  several centuries before and after any
epoch.” :

The development o f  the usual precession quantities
depends upon the dynamical mot ion o f  the ecliptic pole
relativeto à fixed ecliptic. due to planetary perturbations,
and it depends upon the dynamical motion ofthe celestial
pole due to luni-sojar torques on the oblate carth. The
former effect às treated by Newcomb (1894) who cal-
culates the components of  the eurth's angular memen-
tum upon à fised ecliptic of 150,0, while the later effect
(Newcomb,  1906 :  Andoye r ,  1911:  deSit ter  and Brouwer ,
1938) is treuted by inferring Newcomb's “Precessional
Constant” PJ (which depends upon the internal structure
o f  the earth) rom an observationally-determinçd value'
o f  the “general precession” (more rigorous!y called the
“spced o f  general precession in longitude”). Based on
Newcomb's  values, Andovyer (1911) has  derived the
expressions for the precession quantities referred to the
haste epoch of  18500: in the annual volumes of  the
Connaissanee des Temps the same expressions reduced to
19000 are ginen.

In this paper we have divided the development into
sections en Definitions, Motion of  the Ecliptic Pole,
Formulation for à Basic Epoch, Formulation for an
Arbitrary Epoch, concluding with sections on Ecliptie
Motion Relative to Basic Epoch, Numerical Results and
Summary.
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Definitions

In  developing the precession quantities, three epochs
often occur: a basic epoch (6,), an arbitrary fixed cpoch
(6) and the mean cpoch of  date (675). 1t is apparent that
at least &, and &y, must be present, but it  is somewhat less
obvious why onc also requires a second fixed cpoch 67. 1t
often happens that although onc might have expressions
for 67 relative to &,. he requires the expressions for 67,
relative to  6,7. For  example, in the currently employed
precession quantities, é, 1s 1900.0 (the basic epoch for
which the fundamental constants are defined), yet most -
astronomers employ another epoch é, (viz. 1950.0) in
analyzing and discussing their data. Similarlya, Newcomb
(1894) develops expressions for the motion o f  the ecliptie
pole relative to the ecliptic of  1850.0 (6). yet we might
require the comparable values relative t o  1900.0 (6,)
where the fundamental constants are defined. Or,  as in
the current situation, our basic epoch «é, will be J2000.0,

'and we must find a means of relating to Newcomb's
results for the motion of the ecliptic pole relative to
1850.0. l t  is for the purpose of transferring from once fixed
epoch (6  1) to  another (6 é) that i t i s  con enientto develop
the expression quantities relative to two fiaed epochs.
Once first solves the casier problem of  expressing the
quantities for é, relative to é, and one then develops the
expressions for E, relative to &,.

* nm — O O o cc  mp

LL  AÇO Papetes fera d i o  o .

cm

Fig. 1. Celestial sphere depicting mean
ecliptics and  equators at epochs & and é,

with É, and P representing the pole o f  the
equator at the two epochs. Light lines
represent curves on the back side of the

(sec text)

I n  Figure 1 we depict the celestial sphere with ecliptics
and equators shown for two epaochs dg, and é,. Po and P
represent the mean pole of  carth's equator att he  fixed
epoch &, and the epoch o f  date 6, while C, and C€
represent the ecliptic pole at those two epochs. Light lines
represent portions o f  great circles on the back side o f  the
sphere. The vernal equinox ut é, is denoted by T, while
the mean equinox of  date is denoted by Y. The relevant
precession quantities are also depicted in the figure and
the symbols are further defined in Table 1. In Figure 2 we
present a polar diagram of  the precession quantities. Às
given i n  Column 2 o f  Table 1, we have attempted to
develop a consistent method for describing the accumu-
lated precessional angles and their rates. We have
attemplted to develop a system o f  notation which does
not contain any ambiguity, which has a logical structure,
and Which retains às many elements o f  the conventional
notation as possible. In the past there have been nu-
merous conflicting sets of symbols employed and much
confusion exists in the notation for precessional quan-
tities.

Since it often is important to carefully distingvish
between the angle dueto the acecumulated precessional
displacement (a,) from a fixed epoch. and the m-
stantaneous rate o f  change (x) o f  à precession quantity,

MD co  A o a e ..q.e.:Ss

Ecliptic poles are represented by C, and €

celestial sphere. The point R is employed in
Newcomb's definition o f  general precession



22
9 

ID
3I

D)
D)

I))
)))

)Y
)))

)

a =aAT=0 .1=1 )=a , tT+A 71º +71

[DD

"UH l skheoa l  | vreghess for ie  Po  en  Quaniras

uc have developed the following method e f  notation.
U'nless otherwise noted, the time às regarded as dy nami-
val time and is measured in Julian centuries of length
36525 dass.

Le t  Trepresent the time from £, to 6, (e.g. 4, being
1900.0. and &, being 1950.0). Let é represent the time
from &,; to the mean epoch of  date &,,, and let 7 represent
time from é, to Ev. so that 1=T +11, Let the symbol 2,
represent the aceumulated precessional displacement in
an angle from epoch &, to the mean cpoch of date &,. Let
Z ,  represent the analogous displacement from é, to ér,
and let à, represent the displacement from &, to 6,7. each
displacement beine measured in 11s relevant system. Then
in  general we seek 16 obtain expressions for the quantíties

a, =, +a, T+a , TN A+(A + DO +70
a, Ta T=0,1=T)=a, T+ Tº+4T

(1)
which describe the aceumulated precessional dispface-

Aments. Although 3 ,  and 3 ,  are of  the same class (both

a)
23
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being measured from T=0,.1.e. E7), and hence only one
usually would be sufficient, we explicitly distinguish
between the accumulated angeles from 6, to 67 (13,) and
from 6, to é (3,) in the subsequent developments. 1t may
be noted that our formulation is also applicable in
precessing from one fixed equinox at 4, to another at &,
by identifvine é ,  with &, and é, with é,

For quiantities which cannot be regarded solely as
displacements (ie. Mu eg6wW, ll we include additional
terms. às given in Table 1, whieh are independent of 7.

By the simbol x (no subscript) we will denote the
instantaneous rate of  change of the correspondine angle,

a= (= )  =a ,+a ,T+o ,T ” .  (2)
150

I t i s  seen thatin our notation, the power of time (T'or
1) present in the accumuliticd precessional displacement
is represented by the sum of subscripts and superscripts
(e.g. a... 23 and ay contain time to the third power in the
uccumulated precessional displacements, namely T*r,
Tt? and 1º) The convention adopted for 2 is the usual one
for precessional speeds, but 1tavoids confusion ba clearly
showing at which point t i s  evaluated. Note that for
aneles messured relative to an equinos, 2 is the speed
relat ive to the equ inox  o f  da te  (since 1=0 ) ,  and  is
fundamentally differeim hom (da, do r i o  (vide
Clemence. 1948 and errata). Similarly, denoting by 2' and
a” (no subscripis) the quantives

' U da ,

= (1  | .
A (4X)a=  [o o.

VA ho ,

we mas a le  wote Equation (1) in the compact form
a, 5437  + ATT,

.

l t  should be noted that for 11. e and «e whieh designate
instantancous values, Vquation (2) has to be replaced by
1=  ( x ,  l eo :

Various notations which have been employed by
other authors are listed in Table 2. From the table (entry
Pp) it is seen that the “general precession” (strictly, the
speed o f  general precession in longitude) is represented
by the symbol p, where

(3)
in accordance with conventional usage. Note that here
we employ the symbol p, to represent the general
precession at  epoch &,. and not for speed o f the  luni-solar
precession as other authors do. The new symbol for the
speed of  Jjuni-solar precession (entry y Jisy=y,+y,T
+, Tº where y ,  is the speed at &,.

The equatorial precession quantities 5 7. 2, and 0, (see
Figs. 1 and 2) are the angeles most appropriate to precess
from a fixed equinox and equator at cpoch &, to the
mean equinox and equator o f  date gp. the transfor-
mation in equatorial rectangular coordinates being

p=p, +p,T+p,Tº

(x. ve ) .  =x .  y, 2) A REC IQI0 JR(— 2 ,)  = x .  y. 2, A
(4)

where

[cosa —sina O]
Rix)=|sina cosa O

LO o 1)
and

cosa O sina]
Qta) = o 1 0

L—sina O cosa |

Performing the matrix multiplications víelds the
elements of  the matrix A= R(— << IQULIR(U—==24)

a , ,  = cosf  ,cosO ,cosz,-siní,sins,
a,,= cosó, cos, sinz, +sin6 ,cos:,
a, ,=cos[ ,  sind,

a ,  = sing, cos, cos:  ,—cosó,sinz,
A . ,= sing, cos, sinz,+coss,coss, (5)
a , ,=  —sinÇ,sin0,

a , ,=—s in l , cos - ,

a , ,=  —sinO, s i n :
u,, = cos,

which are given in numerical form (for Newcomb's value
Of general precession) in the Explanatory Supplement (p.
34) The precessional parameters mi and an, used i n
describing the speed of precession in right ascension and
declination, are represented by

àms q r i a  F i ca  + 2, ) + + ITA+(SC+2)T?
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TABLE 1. NOMENCLATURE

Syabol General Pora” Neur Reference Plaue f a i c i s t  folar Finst Po la r

% (4 + nt +. erk * t s  + end + ae  Angle vbeturen ec l ípr ico | Inc l inat ion Ss es t ip t i c  Lo ec l ípeie

FA u,+* 7?  + LE  Taclinsttica &4 ecltpeic 4 ec l i p r i c

* t +  e + eo  taciinacios 4 estes d cetiprto

' 2E) tenmtoesx E + (y, e 1,DIC + p ie  Longitude o f  node o f  vel ipeio 4. equinos ec l i p r i c
be * 1 2 ' 2 moving ec i i p t i c  upon * F x)

fined ectipcie

1, w *n t *  it? q ectipeto 4, equinos &, ec l i pe l .

x n to  n º?  ss sc l ipe ie  4 equinsox s ec t ip r ic

. LÃ
+

sta Tv sin E, [ (9, et eatãõoo (ts essDeto se &, eclipeis
Expressicas

— 2 3, (v ia  Heucoab) forem T ota À, at + s i t  ea t  Dlaneta:s parturba- | df, eclípeir
tivas o f  ec t i pe i c
plane

sta EN sia EA sW + s i t ?  + so  4 ecliptic

sta nv, con A, | (ey + o re  er) + tes o en? e eme? 4, ectipeto
Exnpcensicas

— 7 ” 2 (v ta Novconh) f o rs ta  1, cou RN st +aot + ot Dlanetary parturba- D eclipeic
ttona o f  ec l ipc ic
plene

sta cos 5 n t+  em + no & eclipeie

ss &% uu  a f  the tnclisaçion LA eclípric & aequacor
eckipric

t 2, l e  eetre NM) eo(esecirde?enc? Incliastioa 'A A 1 te 3 1 + dy selipeic &, equstor

A QT  or  + st? Ttaectinat ton & eciletic s aquator

e ++  st? + e?  Iectination o f  vias Taclination & eclíipric q uator
equator om E,
eclíptic "

s 2 ut? + rt? Iacliaation $ ecliprio E equator

% qQuentõo LM tnctiaacioa &, selipeic dy, equator

" (4  +T+  ot )e + (o e one? a Te? | tutnsetar precession &, ectipeie 4 e e

% " t+  nº? + sr 4, ecliprie 4 equi &

" n i esndo  go  HHpet E!' HH 1 &, eclipetic 4 es E

" (nAnmt+e le + (xt o i n  e ate E Planeca aA 1 2 2 1 + A rr , e S entípeic A equinos

FÃ% n tA+ t  + PU  4, equator 4, eclipeio &, equinos

7 2 )4 t +  nv" + Er i  LA equator 4 ecliprte s equinos
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EX - Ec l ípr ie  longitude e f  4, cel ípeie s equinos &, ec l i p r i c
an te  o f  retat ioa

4 - «, eclíptic &, equinos 4 ec t i p t i c

ta, - Ss eclipric ss equisos 4 ecl ípeic

CEEE (M +n t *  1 º )  t +  nen? + se) General precessica A: Ss eclíptie | A: s equisox & eclipric
(ándayer)

h :  &s ecliprio À Ms & equinos Ss ec l i p r i c

Pa - ER - JM n *  i t  + n º  ' À: & ec l í p t i c  | À: & equinos % eclipric

n 4 eclíiptic | À 4 equinox 4 esliíprie

?a - A - n . n º  + soe? A: 4, eclíprie [| A: dy equinos Ss ec l í p t i e

* Rn: & ec l í p r i e  | A: 4 equinox Ss ec l i p r i e  :

L 7 3PS p, * (1) + T IC  + nte General precession ecliprie equinos te
" h ' ? ' (Nevesab) 4 & ". ”

Fr FA + n i ?  + nr? . &, ecl ípeie dy equinox ,(C,) Ser dinrussico

- = 1,2, ndPa PA ME ta  & ec l í p r i c  nú equinox R$ (CY)

2 2, :& 6, + 44T + C4T ) + (QT + LTDA + qUe Equatorial precession 4, equator & e q
* ( ' ? , ' 2 . parameter, bDescripeion F A :  ,»

15  f o r  90º - 4

z DESA | À :ta 4 tT  +6T  . e 4 equator Ss q Ff q

A a1+  [22 + Fo  4, equator A d DAA D 1 1 [ Cd  8?

2, ( 2  t a r  t aç r  fe ces + snes?  [equatorial p 1 é ss .  & :
parameter. Description
t s  for S0º + 2 .

ER nT7º 1? + 11º &, equator 47 equi & es

FA ne  as?  + vo?  *% equetor UA equinos 4& equstor

[L) O, + 0,7 + OT  11 + ( 8 º  + en?  + o r?  Equatorial precesston lac l ínat ios  E eq é, eqE) + 2 3 t 2 1 F bpparameter. aàngle
betucaen equstora

FÉ o.17+ Tt + ont? Incifnatios equator & equatorE) 1 3 H F

N" : 0,1 4 t r t  a e r?  Inclinetiocn & A tA 1 1 H " o .  a "

R ,

“pocos: ( 1 )  Le) tepresents t he  das i c  epoch ( e .g . . ,  37000.0)

q represents an arb i t rary  fíxed epoch (e .g . ,  32050.0)

' *, Tepresente the mean epoch o f  dete '

( )  T t ep resen ts  time from *% te  q&

t represente time from fr t o  E

PE A
1eT+ t  represocnta time Íocm % to  f%

(»  The suabhol 4 "  7 + 7 + ak  + a + as?  + are? fepresente the acoumulated angle Eram A t a  ss

| The eyehol U, ea ( t e  O, cena  Tenitêia s r )  Tepronente the acimelartid angte frca & ço É ]í A A U t 1 o r

The eyamul 7, e cn f t eO ,  t ese  1 . , ' e  u r .  Teprenento the « ceu lacd arç ie  ( rm  8d 16 &A E) 1 ' 1 > E

'
. LET) The ye t  a é 193 , / /9  4 f ep iesoc ia  t he  instentaseouss f e te  c f  chençe O! s. a t  eme E

137 Vie euflia À conotes tne aromelate!  valo, vVilhio! emeprignoo 20  a o : eee



and

qd 2na 7 (01) 2 0=0,+0,T+0,Tº, (9)

We will now proceed to develop the formulation
which yields values for the various coefficients in the
expressions for the precession quantities x,.

Motion of  Ecliptic Pole

The motion o f  the ecliptic pole at epoch &, relative to the
fixed ecliptic at the basic epoch &, is generally described
in terms o f  the angles &, and [1 ,, in the form given in
Table 1 which represents the angular momentum com-
ponents,

sink, sin =5 , t+S71 +57 '
sink, cos, =0 t+  +AT.  (7)
These quantities s and c, coupled with e, and p, enable
one to calculate power series expressions for a l l  the
precession quantiíties., Although we will also give the
individual components x, and (77, in our final ex-
pressions, it is to be understood that the more basic

J. H. Lieske et al.i Expressions for the Precessioa Quantities

Fig. 2. Polar diugram of precession
qQuantities depicted in Figure 1, Shown are
the ecliptic poles O. € and equatorial poles
Po. P. The are P,P is a portion of à great
circle passing through the celestial poles,
Also shown are the equinoctial colures

quantities are sinn,sinfl, and sinn, cos ,, the in-
— dividual angles being determined by their trigonometric

relations.
Newcomb (1894) derived values of x sin Land x cos L,

which are equivalent to disink,siníl dr and
dísin à , cos IT )/dr, respectively. Newcomb's values, how-
ever, were expressed relative to the fixed 18500 ecliptic
for epochs 1600, 1850 and 2100. Since 1850.0 will not, in
general, be our basic epoch 6, we will employ
sinn* sin T* and sinr* cosTT* to represent Newecomb's
data in the form

s inx *  s i n  THT* =siT, + s t ' T?  +s tT?

sina*cosM*=ctT, +et 'Ti +et "TS (8)
where Ty is measured in Julian centuries relative to 1850.0
(taken as JED 2396758.20358095). The epochs 1600 and
2100 are assumed to lie exactly 2.5 Julian centuries on
either side of 1850.0. We subsequently will develop a
means of obtaining sink, sin/I, and sink,cosll, re-
lative to the fixed basic epoch £,, given the values relative
to 1850.0.

The planetary components x sind. and x cost. are
presented in Table 3 for Neweomb's planetary musses at
epochs 1600, 1850 and 2100, The values in parcotheses
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are the original numbers of  Newcomb (1894, p. 377) calculating the components o f  x sinL and x cosl. for
while the extended precision values have been derived by reviscd values o f  planciary masses. I n  addition, it is
repeatingNewcomb's caleulations. The entries for Pluto/—— impossible to duplicate Andoyer's (1911) expressions for
are due to Clemence (1948). The extended precision the precession quantities i f  one employs Newcomb's
values are needed for two scasons: (a) Newcomb's — componentslisted in Table 3. The reason is that Andoyer
original values were only given to 0001 which resulisin —— employed the pre-rounded sum o f  the components,
truncation difficulties with the higher-order terms upon which is no longer available. ( I f  one sums the com-
Iintegratinex sinZ and x cosL to obtain sinn* sinflº* and poncents, excluding Pluto, for x'sin L'  at cepoch 1600, for
sinn* cos 11º, and (b) round-off errors arc introduced in example, ke finds + 47274, but Newcomb listed the sum

e... ... . + —.—



Table 3. Newcomb values of d sina! nº) for 3 cepochs*de cos
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Planet Newcombinverse — acsinta É tsinxZ sin 1) xcosL = L IA  nº cos 7%)
Muss de de
Mzº o o tras dr nan  se mana Mm e eo

1600 1850 2100 1600 1850 2100

Mercury 7 500000 +0.247266 +0.25081% +0.254359 -0211715 — 0.209848 — 0207971,
(+0.247 +05)  +0.254 - 0212 — 0210 — 0,08)

Venus 410000 +6.789930 + 7411897 +$.031934 — 28472881 — 28.332065 — 28.18 5002
(+6.790 +7.4t2 +8.032 — 28.473 — 28,332 — 28.185)

Mars 3093500 +0.617570 +0.634309 +0.650891 — 0734839 — 0719136 — 07029]
(+0.617 +0.634 +0651 —- 0735 = 9719 - 0703)

Jupiter 1047.88 — 2.804002 —2.511528 —2.224385 — 16.169696 — 16.046939 — 15.919290
(— 2.804 —25uU —2.224 — 16.170 — 16.047 — 15919)

Saturno 3501.6 —0.574201 —0.542325 —0.510169 — 1311108 — 1.318862 — 1.325625
(—-0.574 —0.542 —0.510 — 1310 —- 1318 — 135

Uranus 22756 +0.002078 +0.002375 +0.002720 — 0,0079009 — 0007873 — 00743
(+0.002 «  -+0002 * +0.003 — 0008 —- 0008 — 0008)

Neptune 19540 —0.003798 —0.003694 —D.003589 — 0,0043%% — 0004377 — 0004364
. (0.004 —0.004 0.004 — 0004 — 0.004 — 0004)

Pluto 360000 —0.0004 —0.0004 — D.0004 — 00012 — 00012 - 00012

* Units are arcseconds per Julian century and are referred to the fixed ecliptic of 18500, Values listed in parentheses are Newcomb's original
numbers taken from Astron. Pap. 5, Part 4. page 377 (1894)

as+4"975.) For these reasons 1t was found necessary to
repeat Newcomb's calculations and to derive the exten-
ded precision results listed in Table 3. In redeveloping
Newcomb's (1894) values. we employed his basic data
regarding planetary orbits (pp. 336-338) Newcomb's
values result (rom employing the disturbing function (p.
305)

F=1(POG+H+(e? +e)PIGTEPÍOA A.)
+ (ee PY +e?e PILHA...) cos(w—w') +... (9)

where P7t areNewcomb operators and where e, e and o,
«ww are the eccentricities and arguments o f  perihelion.
Tespectively, for inner and outer planets. We employed
Newcomb's general formulation for the operatõrs P2 in
terms o f  orbital elements, rather than the low-precision
numerical values ("Special Values”) which he also listed".

In redeveloping the extended precision expressions
listed in Table 3 i t  was also found that Newcomb's
calculated results for Saturn employed the wrong mass.
Apparently (see p. 336 entry log M =3.58865, implying M
=3878.4) Newcomb employed the wrong mass À in
calcutating the mass factor for Saturn's effect on the
earth,

M=ngxnth/n  (10)

* The relevant operators are given by Newcomb on pages 350-351,
356-357, 363-367 for planetaey perturbations on the earth, The
following typugraphical crrors were corrected:
Venus p. 357 FiL9DA should read 9229?
Mures p. 363 PIO: — 36830? shuuld read - 36,836?
Murs p. 364 PUIG UIMAS should read — 129 M9º*

should read 209 Ina?
should cead - 21 ma?
should read 124Sm T.ôma*

Jupiter p. 164 Su: e 200, Taro?
Uranus p. 367º PIT 2a !
Neptune p, 367 PII:

where nu, is the earth'ssidercal mean motion, a=a£/th,
and p= !  +m,  The correct equation is u=1+my, às
used for other calculations. This error accounts for the
Saturn disagreement in Table 3 between Newcomb's
original value and our extended precision value.
Newcomb's original result corresponds to a Saturn mass
of mg ' =3503. With the preceding discrepancies taken
into account, we are able to duplicate Andoyer's series i f
we employ the masses given in Table 3.

' To derive the series for sinx* sin 11* and sina* cos [1*
from the data in Table 3, we proceed as follows. Denote
by a .  , , x ,  anda, the sum of the planetary contributions
to xsinL for epochs 1600, 1850 and 2100, respectively.
Let f, denote similar results for x«cosL. I f  the muss o f  à
planet relative to the sun is denoted by M (the inverse
masses M “ '  are listed in Table 3 for Newcomb and in
Table 4 for the recently adopted TAU values). then. for

example, we will have for E (sin x*  sin FI*) at epoch 1600
LA

referred to the ecliptic o f  18500,
a ,>=07247266-(7 500 000A/;) + 67789930-(410 000 M , )

+07617570-(3093 500 M ;)
— 27804002 -(1047.88 M,,) (11)
— 07574201 -(3501.6 Al, )-+0"002028-(23 756 M )

— 07003798- (19 540 My) — 0:0004-(360 000 AM).
We can then obtain, at time T, from 1850.0, the power

series expansion, relative to the 1850.0 ecliptic, rom
Stirling's interpolation formula as |
sinn* sin M* =a,T, + Lila, a )T2A+ Ala, 20,

+a.,)T?
sinn* cos! = 8,7 + L(B,-B- )TE+ AEB, 281

+ f  JT. :

(12)
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These expressions define the quantities st, st, st"  and c?,
et, ct” o f  Equation (8). Previous questions as to the
accuracy o f  Newcomb's expressions for the motion o f  the
ecliptic pole have béen largely answered by Lieske's
(1970) theoretical comparison via a numerical in-
tegration, and on the observational side, by Duncombe
and van Flandern (1976).

We subsequently will develop means to refer
sinn* sin 1T* and sinn* cosIT* to the basic epoch &,. At
this stage, however, we may assume that the parameters
S1 5 51. Cv, C41, and cf appearing in Equation (7) are
known at epoch &, We next need to develop the motion
of the equatorial pole and to derive the precession
quantities for epoch é, relative to &,.

Formulation for Basic Epoch

In Figure 3 we depict the equatorial pole PJ and ecliptic
pole C, at epoch &,  along with the equatorial (DP) and

Fig. 3. Polar precessional diagram for epoch
dy relative to & The enlargod portion
depicts the spherical triangle PDP", The
celestial pole P moves in a small circle PF"
about the ecliptic pole of  date C

ecliptic (C) poles at epoch &,. The celestial pole o f  date P
moves in a small circle about the ecliptic pole C with
speed (Pcost,— p,sinã, where P is Newcomb's
“Precessional Constant" (Newcomb, 1906, p. 228).
Hence, in the interval dr, we have the geometry given in
triangle DPP' o f  Figure 3. The small parameter p, is the
so-called geodesic precession (de Sitter and Brouwer.
1938), given by them as

p= 11 ebMno a
where k is the constant of aberration. The value of p,,
used here is

p,=1"92 per century.

As shown by Barker and O'Connell (1970), this small
relativistic eflectis one-halfthe carth's relativístic motion
of its longitude of perihelion [Sce their Equations (14),
(28) and (763)).
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&, ECLIPTIC

Fig. 4. Definitions nf  ecliptic-equator
precession quantities for mean epoch of
date &, relative to fixed basic epech 4, The
vernal equinox at &, is rcepresented by Y,.

6 ECLIPTIC

From the geometry depicted in Figure 3 one can write
the dynamical equation (Lieske, 1967)

- ?d
sin, Sé =(P cost , — p,) sint, cos,

do,e Poost, ANDEA sin,

dê,TR” =cos(A, ha Sin7, cosil ,)

—sin(A,- f f  Ginã, sin ,)

RX di+2sinº AcosÃ, .—

and, for the equatorial parameters, 4 (14)

dôi a =(P cost , — p,) sinê , cosZ,
di, |

à, — =(P cost ,— p,)sin£ , sinZz 'sin a 17 PQ) sint,sinz,. j

The various angles are depictedin Figure 4 for epoch é,
relative to epoch &,.

From Equations (7)and(1t DA 14) itis seen that ifone
is given the set o f  planetary masses, together with the
constants ef, P and p, at epoch é, then one can solve
Equation (14) for the other precesston parameters and
thus obtain power series for the angles 3%, às listed in
Table 1. Newcomb's “Precessional Constant" P is a
function of the moments of inertia of the earth and also
of the elements of the earth's orbit (deSitter and
Brouwer, 1938). Because it hag been impossible, so far, to
calculate P from its theoretical dependence upon geo-
detic parameters, P has to be inferred from obser-
vationally determined values of the general precession p.
Hence P is repluced by the general peecession p in the list
o f  astronomicul constatnts. There is à sltght dependence
of  P upon time (P = PQ + P, rf), the variation being appro-
ximately P ,  == — 0700369 per century, which às due mainly

2

64, IOUATOR

Ep EQUATOR mare :while Y represents the mean equinos at
epoch 4

to changes in the eccentricity o f  the carth's orbit. From
the work o f de Sitter and Brouwer (1938) i t  can be shown
that the centennial variation is

P,=-0"00001— 7.313 x 1077p—2"5x 107?» (15)
where p is the general precession (units: arc seconds per
century) and where v is defined by the mass o f  the moon
relative to the earth (4),

' E epe00123(1+. (16)
The resultant series one obtains for 3, will not be

presented in this section, but are a part (viz. «1. x7. 27) of
the terms given later relative to &. The basic develop-
ments o f  de Sitter and Brouwer (1938), Woolard (1953),
Woolard and Clemence (1966), Lieske (1967), and Hristov
(1970), all depend upon the original work o f  Andoyer
(1911).

Before proceeding to the development relative to an
arbitrary fixed epoch &£. we will brielly discuss several
definitions o f  the aceumulated angle sometimes called
the general precesion in longitude. As employed in this
paper, and originally developed by Andover. we denote
the acceumulated angle p, (Which corresponds to the
instantaneous rate p o f  general precession) o f  “general
precession in longitude” by the symbol p ,= . t , -  MT,
Our meusure is thus defined by the subtraction of  two
angles measured in different planes. As may be seen from
Figure 1 and Table 1, A ,  is measured along z?he mean
ecliptic of daté from the equinox o f  date to  the point N,
which is the intersection o f  the ecliptic o f  date with the
fixed ecliptic, while the angle 1, is measured along the
fixed ecliptic from the fixed equinox to the point AV. We
prefer Andoyer's definition since in any rigorous re-
duction for precession one will generally employ rotation
matrices, or their equivalent, and our angles 7, and A ,
implicit ly are calculated. However, Newcomb 11906, p.
234: see also Woolard and Clemence., 1966, p. 237)
employs the definition shown in Figure 5, where p, js the
arc Y, R. Newcomb thus defines the accumulated general
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Fig. 5. Diagram showing Newcomb's
measure o f  the accumulated general
precession i n  longitude py: the arc.
measured along the fixed ecliptic, from the
fixed equinox Y, to the point R, which is
the intersection with the fixed eeliptie o f  the

precession as measured along the fixed ecliptic from the
fixed equinox T, to the point R, which is the intersection
with the fixed ecliptic, o f  the great circle from the equinox
ofdate Y to the fixed ecliptic pole É, at epoch 6. The two
definitions differ only by 0700051? but we prefer
Andoyer's definition since it places more emphasis on the
accumulated precession via Eulerian angles (and is more
readily handled by rotation matrices), while Newcomb's
expression is perhaps more readily understood in discuss-
ing instantaneous rates. With either definition, the in-
stantancous rates are identical, so that the fundamental
constant p represents both interpretations. Aside from
the acecumulated precessional displacements p, and py,
no other quantities are affected by adopting Andoyer's
definition o f  general precessíon.

From the geometry shown in Figure 5 it js seen that
the two expressions for the accumulated angles p, (our

great circle from &, to Y

Fig. 6. Diagram showing the ecliptic
precession quantities for three epochs 4, &
and £,

recommended definition, due to Andoyer) and p,
(Newcomb's definition) are related by

tan(y, = py)=cosm,tanzy, (17)

and, as given in Tables | and 5, by

Py=PA+O +ISTNº + IO
where the 1 values [see Equation (22) and Table 5] are al!
less than 0º0005. .

Formulation for an Arbitrary Epoch

Having, in principle, expressions for the precession
quantitics at cepoch dy relative to the basic epoch &, we
can procecd to develop them relative to an arbitrary fixed
epoch £.. The ecliptics and relevant angles at epochs &Ey,
dd; and é, are depicted in Figure 6, while the equatorial

D
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quantities for similar epochs are shown in Figure 7. The
development proceeds às follows.

From the expressions developed in the preceding
section, one in principle has the known quantities
sin, sin ,, sink ,cosll, E, p, P, and p, From the
expressions in Equation (7) we can also write the known
series for sink,siníl, and siní,cosil, at epoch &
relative to epoch &, as

sinx, sinfl =5, T+, T+ T?
sina, cosfl =0 ,  THAT  +ATO, (18)

and similarly, for the accumulated precession P,,

ba=A,-  Mep  THAT HT. (19)

From the triangle NNN in Figure 6 we can relate -
sina, sin 1] , andsinn, cos , at epoch dy relative to to
the known series for the quantities given in Equations (18)
and (19) From the well-known relations o f  spherical
trigonometry we have

sin, sin(A,— 7, )=s ink ,s in (A , -T , )
s inx ,  cos(Ã, = II ) =s i nk ,  cos , cos(l, =— nn.)

—sink,cosk, : (20)

which yields the desired expressions

sina, sin 7, =(sink, sin! Jcos(A,— ÍT,)
+(sinã, cos A Jsin(A,—-1,)

—2sin! = sint, sin A, cos(f ,- 11,)

e o .—sinãa s i n ,  1 = 2 sin? “ )2

osso TAS ce  e a do  eme  o mm ra
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r .

Fig. 7. Diagram showing the equatorial
precession quantities for three epochs &, 6
and d,

and (2)
sinx, cos7 , =(sink, cos! )cos(A,-T1,)

— (sinãk, sin 1)sin(A, -T,)
- aN,4 - —- -

—2sinº Fsinã cos À, cost, 11,)

—sinã cos Ã, (1-2sin? 2)

The cocelficients 51, 57, 53, etc. for sinn,sinfl, and
sinx, cos 7 , described in Table 1 may be derived from
the known series. From the differential equations in
Equation (14) and the geometry shown in Figures 6and 7,
one finds the following expressions for the coefficients of
the precession quantities [Andoyer (1911); or Lieske

* (1967), who uses Andoyer's development but introduces
P,) using the notations of Table 1:

Equation 22

Constant Terms

xo =tan"(s,/c,)
Coefficients of t

= ,
nn =. csceê,
Vi  =P,  +X,Ccose,
Po=(p, + p,)sece tax,
2, ( =0

2, +, = ,  Cosa x ,
9, =v ,  sine,

q, =(s1 +ci)"?
2y ele, sy 5 , 0  Vai
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Coefficients of 1?

=P?
un ss o, /2 .
yh =ce ty, cot2r, +(P, cose, — cp, tane/2

X1=(s) +e,p, desce,
P ie ,  X cose +s,0,/2

nn =-se 2
2 -6  eli vB,

LR +0=W cose nn =72,=8,
NC=w '  sine,
nes ,  +,
N=lessi sei nle +si, Me, '

Coefficients of 1?

esco  (Esp, +, MSc  lp ios
ww, = sine (214, +11 1/3
3Jy1 =(c,P, +ePo) cos 2£, scr, = ,  cota,

—y, (dei + x1)/2— p,(3ei + 2el cote,V/2
N i l s  +ep ,  Fe ,pys ,0  cote—s,pi/2)esce,+x7/6
Pi=y1>xX1 cose, +sines[(es +a XX,+e , À, 3/2
2M =p s i c  (s,0] +o5 )
z í - (1=  See entry after coefficients 24-65 of Tr?
21 +07 = )  cos, — 77 + vz sin?e (y, cose, —3x,)/12
Gi =y i  sine +y ,  sineç(32? +6y,x, cosE,

— wi cos?e, )/24
Es 57 +20, 07 +SP +02 = a7Y/204, +a1/6

i—-ciV6

Coefficients of T

xn=20, + ,

Coefficients of Tt

s2=25, +
c=2  5
8=0 ,=2
ya=—e0, Pysine, +P, cose,
ns ,  CscrQ CY,  Cote,
Pa = ,  2, cosE +e xy, sineç=20,
a,76,3=0 :

23 Hz7=4, cOssÇ CV ,  sine =x, =2(=7 +C)
0, =, sine +C y, coseç=207
9: =x  5, +, 02)/9, =20)
vn: Mest  s,e7Vq = 4 (e +s  ye ,
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Coefficients of Tt :
s,=357 +204p, +, py = silpi si = ciy2
c4= 31
E, =c  e i ,

y, = iaeiPocosa, e Po sine —c P, sine,
2325,CSCL = 0,4, COtE,

+ (Jeje cotr,)

+82,  Sine + ieix, cose,
27-0,=0
274 +[y =p ,  cose CY,  sine x,

— 261, COSEÇ E ,  Sin£,
03 = ,  sine + Cy, cose, + y ,  cose,

: — Jety ,  sine, = ,
q, =[53 +03 +2s,5, +e, 0 )  431/29,

Coefficients of T?:
x2a(e,s,—s,0,/91 2x le +sy  Ye,

Coefficients of Tt?:
s7=387 +cp ,  +s (st +c2)/2
h=3— sp, +e (st +ci/2
E8=07(s ;p ,  +5,p])/2=387
ow = (s , v ,  -s5s 1, )/2
2y5a =P, escep[c, cos 2e, — cilcote, +sin2£,))

+e,P, escep(cos 26, — sin?£,)
+ p, escen(ei esce, — c, cose,)

12=(8S+ep, + p )esce,
—Ce, Cote, CSCEJ(S, +C,p,)

Da=y2+C A Sine X5 COsE,
+(s50, +c35,)/2

na=- (s ,0 ,  +e;s,)/2
227 Gs Da r  ova e Dto: vi d/S4,
AG=1(24-0)
22 +05 = ]  cose cy  sine —X3="3+G;
Da (815) +57 +e 02 +04 0492/99,
03 =14p5 sine 0, y coseç=0,.

Employing the two argument form x(T. 1). where the
first argument represents S8,—-&, and the second E,
—d&,, one can derive some o f  the identíties given in
Equation (22). Since &,=2,(0, T+1), we can write, for
example, E, =c,(0, T+e) which from geometric con-
siderations is also e (T, 1). Thus, relations such as e/(T. 1)
=E (0, Tri)=e(T+1,0), nÁT.)=—-n(T+1t,-0),
OAT.)=-0O(T+1,— 0 z(T.N=-CAT+1,-0) and
CUT =-2(TH1t, 0) yield identities given in
Equation (22).

Ecliptic Motion Relative to Basic Epoch

The expressions given above are the desired coefficients
for all the precession quantities. From the development i t

— —
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is seen that they depend upon relatively few fundamental
constants: the general precession p, the obliquity o f  the
ecliptic e, and the system o f  planetary masses. One slight
problem, however, is still present. From Newcomb's
development as given in  Table 3 we have values for the
coefficients describing the motion o f  the ecliptic pole
relative to 1850.0. Usually. however, the other fundamen-
tal constants are referred to the basic epoch E, which
may be 19000 for the currently employed  precession
quantities or J 2000.0 for our revised expressions. Hence,
some method must be developed to update the values o f
sinx* sin (7* and sinn* cos 1* in  Equations (8) and (12) to
epoch S,, knowing only the astronomical constantes £1o
and p at epoch £,. One may iterate, using the results in
Equation (22) to develop expressions for the quantities
relative to 1850.0 and then update them to & 7, whichis T ,
Julian centuries from 1850.0 with the proviso that the
relevant constants in Equation (22) refer to 1850.0 and T
is replaced by T, in Table L.

However, since the updatingis really only sensitive to
the value o f  general precession p, we can perform the
iteration only once, employing some arbitrary value p*
and express the results for the updating o f  sina* sin T1*
and sinx*cosIT* to epoch 6, by emploving p=p* +4p*?,
the algebraic quantity 4p *  handling any difference from
Pp”. I n  performing the updating, i t  is necessary to
introduce fourth powers of time to conserve precision.
We will use
sink* sin [1* =(s* +stT, +stT2 +stTN

+(st' +sET +sS$ TI)O +(stº +s8º TIO
(23)

sink*cos [1º =(c*  +c8T, +eS T2 +ctTS)T
+(ct' +c3'T, es TIO? +(ctº +o3" TOO

where s t ,  st ' ,  s t "  and the corresponding c*'s are defined
in Equation (12). The quantities st, s t  ands*" (j>I)upto
third order are given in Equation (22) (interpreted
relative to 1850.0) and i t  is found that the fourth-order
terms are

s t=c pi +e3py +esp, = tear + Rsi +d ei)
+ i seeh

s$ =p  + + (ipi + ici +Isi)+ i so
s3º =p +s(s,5, +e,e4)

(24)

desova  t i n  +alisi+2+ i so ,
ef =p, +eGpi+ici+isi+isos
e =-—sip He (s is  Hoc)

with all terms being evaluated at 1850.0. The basic
quantities required for our general expressions in
Equation (22) relative to 4, and é, are then, by inspection,

=s t+S IT  +58T2 +stT?
nes t+s tT  +st TS
sos +ato Th

and

cer cs  ratio me o am ums mal? mr  eos abc  te
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and (25
cr=et+ST HesTE HST
e =cr +e3T, +eS'T?
Get +, |

We will evaluate the expressions in Equations (23) tc
(25) for the value p* =5029"0966 per Julian century a!
J2000.0 using p=p "  + 4dp* to handle any other values o!
general precession, The following equivalent values o f  p*
may be useful for various epochs in determining the
appropriate dp* :
p* = 50290966 per Julian century a t  J2000.0

5027"878 per tropical century at / 1950,0
50267767 per tropical century at 19000
50257656 per tropical century at 1850.0. (26

The reference value p* has been selected to coincide with
the value recent!y adopted by the ITAU. The value dp* =
— 17127 is appropriate for Newcomb's general pre-
cession o f  p=5025"64 per tropical century at 1900.0,

We find for the basic quantities in Equation (25)
relative to & the following expressions:
s, =a9+ Tila, =x. ,)/5+0,02436 5588 8,

— 0.000222 690 4 p*]
+ T2[-0.1602968151, + Aa, +a (1/25
+0.00487 3120, —B.,)-8.49x107"*Ap*
— 0"0002 5207]
+ TI[272506 x 1075]

1 =(2,-a.,)/10+ T[A5,  — 2x, + )/25
+0.00243 6566, —B-,)+2.72 x 1077Ap*
+1739x 1077] + T2[—-372512x 10757

sT=2a, 24, +.  )/15+ T [85201 x 107]
and (27)

ce, =Bo+T IB, -B-,)/5-0.02436 55884,
— 0.00002 583 4p*]
+ T2[—0.16029 6815B, +2UP, +B-,)/25
— 0.00487 31 2(2x, — x .  ,)-+3.654 x 107$4p*
— 57386 x 107º]
+TIÇ--27473x 107]

ch =(B-B-V10+ TAP, -289+B-N/2S
—0.00243 6562, =x. ,)-9.37x 10774p*
— 17220x 107%]
+ T2[-3"746 x 107%]

C=NB,-28,-+B- V/15+T[47655 x 107)
2. Where all quantities are expressed in arc seconds ane

where Ty=6&,— 1850.0, expressedin Julian centuries.
The quantities 2, and ff; are dependent upon. t l

system of planetary masses and are defined in E quation
(16. (13) and Table 3. The value 1p* is expressed in an
seconds pes cortary
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Table d, Astronomical constants employed in
pra cnicn calcalations Obliquity at J 20000 (JED 2451545,0)

Specd vf  general precession i n  longitude at J 2000,0
Rate Of change of Newcomb's Precessional Constant?

* Geodesic precession*

go=23 26217448.
p=  502970966 per Julian century

P, = 000369 per Julian century
p,= 1792 per Julian century

Inverse Planetary Masses 487!

“ Note that P, and p, are not part ofthe IAU
11976) Systern of Astronomical Constants,
but are derived from them via Equations (13)

Mercury 640236)
Venus 408 523.5
Mars 3J098 710
Jupiter 1047.3855
Satura 3498.5
Uranus 22869
Neptunce 19314
Piuto 3000000

and (15)

Table 3. Numerical expressions for precession quantities*

sina sin, ET1976 0775250 T+ 07000431 TI 4(0719447 4 07000697 T)1* — 0,0001791)
sina cos Tl, (—3678150— 0700117 T+ 07005-439 T2)1 +(0"05059 — 00037 12,7) 8º + 0700034403
NR. 68770029— 0706603T + 07000598 Tº)e +(  — 0703302 + 07000598 T)e? + 00000601
u, 174 57347982 + 32974789 T + 0760622 Tº + (— 86978089 — 0750498 T)t +07035360?
DF 232621748
T, 294678150 T— 000059 Tº 4 07001813 7º
E, E+(-3678150 = 0700117 T+  07005439 T231 4 (000059 + 07005439 T 16º + 070018131?
ui, E +W0705127 07009186 Tx? — 070077261?
Y, CS038? 77H44 0739263 T 07000124 TS) 1+(— 1707259— OT001LO6 T) e? — 0200114710)
Ya (1075526 — 1788623 T + 07000096 Tº)e+(— 2738064 — 07000833 TJ)? = 070011251)
F. CS00970966+ 2727336 T— 07000042 T 295 4+ (1711113 0/0000-42 7 )e? — 070000061º
Ps DA+(0T00048— 07000085 T) 1? — 0000107 1?
3d 2306721814 1739656 T 0000139 T2)1 +(0/30188 — 07000345 TH)? + 070179980
a CSD52181 + 1739656 T = D0"000139 T 2) 1 +(1/09468 + 0º000066 TJ)? +0:0182031º
8. CO01T3I109— 0785330 T— 07000217 T 2 )  + (—- 0742665 07000217 T) e? — 00418330?

* . Basic epach dq is J2000 (JED2451545.0), The parameters T and t are £,- 6, and dy dy, respectively, measured in Julian centuries of
36525 days, T=[3JED (4) - JED(4,)]/26525, 1= [JED (45) — JED (47)]/36525

We now have the meuns available for obtaining
Numerical values for the precession quantities relative to
any basic epoch 4,. Às noted earlier, the fundamental
constants are the obliquity o f  the ecliptic e, and the
general precession p at epoch &, coupled with the system
Di planetary masses which yield the basic quantities sand
€ of  Equation (27). With these values one can evaluirte all
of the precession quantities of  Table 1, as given by the
formulas in Equation (22),

Numerical Results and Summary

Employing the fundamental astronomical constants lis-
ted in Table 4 we have evaluated the expressions o f
Equation (22) for the precession quantities and obtain the
TuTnerical results given in Table 5 for the basic epoch é,
OfJ2000.0, Allthe quantities are expressed in are seconds
and time in Julian centuries. The symbol T represents 6,7
— J3000.0 and 1 represents &4—&. Normally the table
will be used with T=0 (viz. precession to and from
TR0,0) but Means are available via Tto adopt another
epoch Se. Dften one às required to precess from one fixed
equinox at epoch & to another fixed equinox at &. Rt
vViculd be noted that our formulation is also applicable to
tos silence identifics é, with & and 6 with 4, in the .
eo t o  faâmulatioa, The valties in Table 4 27e those
CU o XVE GS A t os  wb l ,  e º i o te  A I

"

(Transactions TAU, 16B, 1977). The value o f  p results
from Newcomb's value o f  general precession p= 5025"64
per tropical century at 1900.0, coupled with Fricke's .
(1967, 1971) correction to luni-solar precession dy "=
+1710 per century at 19000 and the correction to
planetary precession at 1900.0, dy=—0"029, which is
due to the revised system o f  masses. These corrections
yield, for the general precession at 1900,.0, p= — 2 cose,
=5026"7666 per tropical century. This value cor-
responds to the newly adopted value p=5029"0966 per
Julian century at &=J2000.0, using the conventional
values o f  36524.2198781 days for the length o f  the
tropical century and JED 2415020.31352 for the epoch
1900.0. The value newly adopted for the obliquity at
J2000.0 (£1 = 23 26217448) corresponds to  the previously
adopted value at 1900.0 (£1=23º278"26) evaluated at
J2000.0 using the revised rates of change.

The expressions at epoch &; for the rates per Julian
century o f  general precession in right ascension and
declination are, from Equation (6),d |

= (Ca + 2H, 2461274362 + 279312T
— 0:000278T?

and
d | '

no O ,  A STS  VsNSNOT BNDATT  O,
a? : . +“1º :
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f t  is often convenient, especially in constructing star
catalogues, to employ a Taylor series expansion for the
precession reductions

da 2/d*a)d.
apmarti(s) + à" Ea),

dó dó= = [SA paneôp 110) + Ea) ,  * -  (29)

where (x7,57) represent the right ascension and de-
clination at the catalogue equinox (é,) and where (x57, 57)
represent similar quantities at an equinox (é67,) which is £
centuries from the catalogue equinox. Woolard and
Clemence (1966, pp. 278— 279) list the components o f  the
expansion às

+...

da :
— «m+nsinxtanóde

8 .  ncosx
di
de à .  3 ;ae nº sin2a[3 +tan*5] +mntandcosa

PELA ós ie + qe tanósina

dó 2.5.2 . dnqe => "  s i  atanó—mnsina+ res :  (30)

I f  we denote £, +z, by m, and i f  we denote 0, by n,,
then the series can be written in our notation o f  Equation
(2) as

dm dmm emt+ Lo  +29  =mermeé +de de

dn dn : -nent+ieco+iess=a+ílc+a à GD)
where
m=mn, +m,T+m,T? :

am (C, +2z,) +(Ca +22)T+(C4+24) T?
nen ,  +n ,T+n ,T º2=0 ,+0 ,T+0 ,T? .

From Equation (31) one can readily deduce the values
o f  dm/dt and dn/dr required in Equation (30) as twice the
cocfficient ol1? in m , and n,. Because of the relationships
among the cocsfficients given in Equation (22), i t  can
readily be shown that the expressions for dm/dt and dn/dt
can also be obtained from the expressions for m and n o f
Equation (28) as
dm = dm
dt. dT

dn do
dt dr
and it may be noted that the values given in the FK4

32)

(Fricke and Kopff, 1963) were obtained in this manner. -
In comparing our  results wi th  other expressions, the

reader is cautioned. to remember that our times are

Tata cata cor fico ant anticannalaaeO ea rito
" F N

3 domo: ee  o o Ma
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measured in Julian centuries and one must be carefu! to
clearly distinguish the reference planes for the various

angles. For example. the expression given in the
Explanatory Supplement (p. 38) lists
N=173 5T06+5477T,
and it should be noted that the 17 given there is measured
relative to the mean equinox of date, with Ty in tropical
centuries from 1900.0. Our expression
11 =174"52347982 + 328974789T 407606227?

+(—  8698089 — 0750491 T)e + 0035361?
is measured relative to the fixed equinox &,.

The value o f  IT given there corresponds to our value
MT(T=1t,t=0O), since in general x ( T=7 ,1=0 )  yiclds an
angle meusured relative to the fundamental plune of date,
while x( T=0 ,1=7 )  or 3, yields the angle measured
relative to  the fundamental plane o f  epoch.

The expressions presented here are intended to be
used with the introduction o f  the revised system o f
-astronomical constants upon which they are based. The
“expressions and their derivation serve to thoroughly
document the dependence of  the precession quantities on
the astronomical constants. I t  is hoped that the for-
mulation will also provide suitable means for the revision
of the precession quantities i f in the future any changes in
the system o f  constants will become necessary.
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E 0072200 EPOCH 1950 ORIGINAL EPOCH

LA [UsSE maGNTUORS| di9so mM ul 81950 hiioso| a, jo )
” UA A ZAhm & º em os  + oe ., . . "  “o

13 20  91 ,474  [ - 0 .0773  [CA 7? 55. M INS IFEL IZAS)  13
ê PL  19.252] 0 .0916  CS] 91  $$ 16 .9 )  Aj0O.23 | 19 ,228  (47 EA Li)3 32:027 -0.0044 GIC9| EO 32 50.40 0sfa.23 | 32.141/17 + º“
a 21 4T.4ITiO.O37A GICS| 3 da 27.09 09/0.24 | á48.164/16 TA) à
8 EP 15.354 |-0.01235 0/09] 01  45  29.37 69 [0.235 | 13 ,607 /17  EA

27.342] 0.9038 G109| 01  33  42 .49  29/0.29 | 27 ,  267|17 r se
479.011 [-0.0132 jCS) 66 1 39.63/-0.008 8 0 .13 | 48.909/13 FE) “

0.072) 0 .0737  GC)  é 17  37 .10 / -0 .0 :11  [09 /0.75 /1-39,96t [17 r as ss“
23 43.210) O0.C93t 0)10) 63 24 3.911-0.016!10/0.26 | 43 ,357 )?  7 Jão ss
TA ED.FA31-0.017O0 CIODÍ 01  20  14.606/ 70.02) [09/0239 | 30.051 [17 a r  as  os

P4 471.53001-0.00%8 GQ 09| 83 43 21.34/1-0.003 109 10.25 | 41.674/17 1 ao [o
79 P9.0485|-D0.0141 0115] 83 43 491.52/-0.036 /15/0.27 | 29 .124] t8  18 ao s“

23.354] 5 .010  G)09| 81 23 20.20/-0.032109/0.29 | 23.151 17 1 ao os
25 39.057) 0 .017  1f09/| 63 34 0.45 0.10) j08/0.41 | 34,498] 87 16 vai os
25 37.654 /-0.0004 0/09] 89 42  49.99/-0.001 [09/0.24 | 37.701116 ” s  ao os
25 4s .  -0.0063 Gi O9| 61  17 7.40/-0,025/09/0.23 | 49.191] 27 ww se a“
76 54.451] D.OAA4O [CS] BS 34 30 .37 / -0 .08S  [040.13] 54.5010/03 13 /351 .3  264 ss
28 T.033/-0.01504 GOI] 61 31 22.73] O.CCS(09/0.24 | 7.237/16 16/30.3 as sz
?O 34.497/-0.0278 CIC] a t  O3S8.91] O.C22/09/0.24 | 34,.901/16 186 /30 .3  se L I
20 43.EISTI-D.CUCS A D0I| 60  21 1.89/-0.027/29/0.24 | 43 .2869 /16  16 /30 .3  ss so

«184 1720.91 O) 82 41 24.07) 0.099 /15/0. 7 .  9f4O 181 /30 .3  ss
Fx 171858 28 :53  6 Es 42.25] D .C  4 8:58 17 .55 /13  13/51.3  a o“
29 18 .8N3 Í -D .01D t  [OS As 493 30.33] O.07?7|06/0.13) 1898.7780 33  13 /31 .3  26h sr
29 28.207) 0 .6  CS GO] 63 80 23.371-0.023/19/0.27] 29 .158 ]  19/30.3  Ac os
29 43.121/ 0.000 090] 81  1 537.20/-0.0861/59/0.25 | 43.081] 17  17 /30 .3  ss Li)
3O 14.750/-0.0253 609] 60 33 186.27 /-D.C27/09/0.23 | 13.239] 17130. 17 /30 .3  46 Li
30 17 .374 [ -0 .05  409] RO 22 12 .58  [/-0.0A2 R IO.  29] 17 .359 /10  . 18 /30 .3  ao os
3O 20.157/-0.67,3 03] 82 42  2.78 [20.073/09/0.25 | 20.353] 17 2.22)/17/30.3 as os
30 31.4T0/-0.0077 QCG] 62 7 4.CL1-0.004[/10/0.28| 31.642) 20/30 4.12/23/30.3 so se
30 ST.SC4T O.CDS53 [O6S) €5 4 14.5€I-D.CI7TIOSIO.13| 57 .911 ]  14.54/13 264 o“
3M 21.079] 0.097 109] 02 495 4.051-0.0M 1 09/0.25 ST  17  $.72)17 se ss
31 23.68FÍ 0 .053  UM ez  15 1,720 -9.019 0910. 24 | 23.770] 16) 2.02 /16 ao ar
32 44.117 0 .013 )  DO) 60 34 43.35/-0,07A | 09/0,24 | 44.375] 44.91 /16 ss s “
32 531.452] 0.070 150) e2 13 54.761 D .A  1D/0.27 | 52 .422 ]  19  35 .52 /19 .  so se
33 HM.355] 0.CG3A COS] 81  23t.76|1-D.023]0010.24] 34,200] 16 s2 .21 /16  E sa
33 39.955/-0.070 GL 10] é 14 De.PI=D.M1IdINÍO. As | 40.038] 3 24.51/16 a n
34 1212-8751 0.0073 [OS] 63 93 309.61/- 0 . 014  10519.15| 12.820] 13 36.60) 13 264 se
3a 14. 0.09930 DI] &G 37 17.52) 0 .011  0S/0.26] 142578 ]  17.61/18 as s"s
3á 28. 0.03:5 f11) 66 Sa 50.82] D.OIS/2O/90.49| 27.257]  109.13 /19 [3 a r
34 39.566/-0.0081 GQ OS) 01 36 46.08/-0.007/0310.25 | 39.723] 177 350.3 | 46.22] 17 se se
35 De.787/-0.0729 [(D5) de 19 25.37 -0.00210810 03 )  24.787 25.37]13 268 o“
36 17.312] 0 .02 :9  Qui ds 16. 1.84/70.C1LA| 100.27 | 217.234) 190 30. 1.72/19 ao sa
36 37.473170.0179 Goal 82 3 7,52120.023129ÍD. 25 | 57 .751  86 .027  so 82
37  23.6311-0.015 1910) 03  29 37 .77  0 .0  2HICÍIO. AS) 23.25.11 8 ao ss
37  27.533/-0.0265 05) 00 44 16.95/-0.001 [09/0.24 ( 27.978] 1 3 so os
37 28.8141-0.0157 (75) 66 36 Dual O.OCAÍIOSIO.13| 29.793 130591. Ujaçsa sr
3 r  30.643 0 .0 5 GO] é 37 23.20 -0.016/79 (0.25 | 309.63] 17) 30.3 EE) se
38 Dasal=0.007 fm] es O 21.64/-0.014]72[/0.13| 0.433) 13]51.3 Ujesa ss
38 14.42 2]-0.00782 JOS) 07 24 43.58] O.LDISÍTSI0.13] 14.416] 13 51.3  UI PEA a r
30 S2.702Í-0.035S (OS AS 30 34.951-0. Í9.13| 52,655] 13 51.3  UU 26A ss

“1213 39 1.341/-0.0079 OEOS| AL 17  23.62) -0.004) 09/0724 21.450 17) 30.3 5% o “
? n 6239.0181 G10f) 83  12  S3.161-0.003INIO 27] 7.980 18 30 .3  E ss

3 13.531) 0 .000  409 62  93 17.74120,082/95/0.28 1 13,512 17) 30 .3  so  E)
40 2.311) 0.0068 CH) 81 27 7.39)-0-02] 0310.2823] 21771177 30.3 so o“
40  T.356/-0.0063 [06 06 7 40.331-0. 619.13] TAH 213N51.3 264 os
40  33.395 /-0.0874 GDI se ae 30,13] 0.031 /99/0.25 35.118) 171 30.3 ao
40  47.274) -0,0017 si  09] 61/18 29.781 0.014; 990.74) 47.238] 16 390.3 ac40 399.451 |-0.077 8 030 63 37 19.82] 0.001 03/0.24 | 59.372 10) 36.3 ae4 t  11.6041-0.022) fO7Í e t  25 58.19 20,017 0a ÍO 34  | 12 .63 /17705 .0  se |
4 t  17 .6  2/-0.6152 CC) D9) 62 53 53.681-0. cio.23| 17.383 17 390.3 se
41  52.209] 0.0024 G10Í 81  18 45.11 19/0.25] 52.167] 18 30,3 se
41  55.073 -0.0137 JO70 80 27 17.01 cs 10.421 55.774] 15198.9 ee47  51.94 | 0 . 007  IDO] 83  459 83.03 1219.2565] 32.016 199 30.3 se
42  33.5039/209.0112 109 0.9 AI109.26 «TOU 101 30.3 se
43  19.333] -0.0167 4 O) C9/0.240 19.850] 16 30.3 soe
43  40,746] 0.0173 [03 C1/19.04 | 49,482] 03) 34.9 Fa
43 41.18I/-0.0193/ [05 OS/O0.13] 41.247 12191.3 U/?26443 49.7725/-0,.2377  bC6s 610.13] 49.404 13191.3 Ujêsa
44 13.2/51/-0.0247 Fê  10/0.27| 13.783 219 30 .3  Ed
44 8.233) 0.0:62 [CS 0510.1353 .2S9/13/51.3 u
44 91.316|-0.0 Sos 3 9.23] 331.626)
45 7 .770 .010  [OA Tsfo0.a3] 7.631/13 v
43 23.641/-0.0157 |O 7/9.131] 23.615(/1 3 vu
45 51,372] 0.0079 [Os C519.13| 52.343] 13 v
46 56.009/-0.1163 103 610.13] 36.653 DM
47  33.753|/-0.0078 [Os 610.131] 33.746] 13) u
47  40.284 Do  rs 610.131] 40 .  ss  u47 46.477|-0.007t 010) T3/0.23 | 46.617] 17
47  49.673] 0 .00% 4j O )  DIO. 49.673/ 17
48  17.131/-0.0223 cs  Cajo.430 18.218/ 13
46 0,399)-0.0 no  195/0.271 O. 1949 27.84 -0.0132 CS  9 0.24 | z0.236/ 16
49 48.679|-0.0 aos MI9.241 46.695] 16: 30 .349 93.6091-D.0148 Cs Sn 0.13] 33.7929/13 351.3 u
30 36.002] -0.2004 àf10 10/0.26] 38.088/16 30 .3
35 3.171) 0 .02 :0  (Os OSID.13| 5 . : 99 /13  31 .3  uv
91  21.7351-0.03A0 6 /10  1019.27] 22.,483/19 30 .3
91  33.,219/-0.0429 [Os CSID.13| 33.152] t 3  31 .3
51 40.499] 0.0189 JC caio. 39.346] 09 87 .691 «2.680) 0.0:66 Gl 10 1010.26| 42.354) 10 30 .3
32 72.372/-0.0039 G/10 10/0.27| 2.64t/19 30 .32 2.622/-0.0 > C8/0.13| 2 .621 ) :  31 .3  vu3 22:018 0 .007  a E 10 0 .27 2.901/19 30 .3» O .  C8(0.13 | 20.395/13 .
32  33.782] 0.0093 &|10 10 /0 .  53 .378 /18  30:13 "
93  128 .112 / -0 .0171  os 0910.1393 | 12 .090113  313  vu33 32.376 / -0 .009 G/10 10/0.26 | 32.432018 30.393 36.840 /-0.0407 jC4 0810.1131] 58.793113 ses  vu4.700 |-0.0231 G/10| 84 165 99.62|-0.010/20/ 0.26 | 7 . t 63 /18  30.3
364 16.911 |-0.0173 GICO| 05 11 48.05] 0.024 09 0:24 17.299[18: 30 .3


