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RESUNMO

Procuramos, no presente projeto, analigar o efeito do ar
rasto sobre o movimento orbital de um satélite artificial terrestre ,
considerando uma aproximacao superior da velocidade ambiente, Deduzimos
um grupo de eguacoes variacionais para os elementos orbitais, do nual
integramos anzliticamente a eQUagﬁo para 0 semi~-eixo maior durante um
perfodo orbital, considerando zté termos de ordem do cubo da excentrici
dade e supondo a atmosfera terrestre com achatamento e rotacao, com a
densidade do ar descrita pela lei exponencial, dentro da nosse faixa de
interesse, Comparamos ent?o tal aproximardo com a ja existente, a ~fim

de termos uma idéia da precisdo alcangada.

Palevras chave : satélite artificial terrestre: movimento orbitalj ecuga

coes de Bauss; atmosfera terrestre; arrasto.
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INTRODUCAD

Como um setélite artificial move-se atraveés da atmosfera
da Terra, seu movimento orbital & perturbado pela recisténcia do are
Tal resisténcia & uma das mais importantes influéncias nerturbadoras no
regime de altitude de 150 a 600 km, A resisténcia do ar tem, em ceral,
seis componentes, trés sendo forcas e tres sendo momentos de forcas,que
tendem a tornar muito complexo o movimento de um corpo assimétrico, No
caso de uma esfera sem rotacado, a resisténcia reduz-se a uma unica com
ponente, chamada "forca de arrasto" (‘drag'). Para corpos alongados, co
mo ealguns satélites artificismis terrestres e todos os projéteis ecomuns,
a principal comoonente da resisténcias, zlém do arrasto, & uma forca de
"sustentacao" ('1ift') perpendicular & direciZo do movimento e dependen
te do angulo entre o eixo de simetris e a direc5o do movimento; frecuen
temente ela excede a forga de arrasto em guantidade, Existe ur momento
associado e, se ha rotacﬁc, existem ainda outros momentos, afetando a o
rientacao e portanto influenciando =¢ forcas de sustentaczo e arrasto,
A previsao precisa do movimento orbital de tais corpos pareceria imora
ticavel na auséncia de informagao completa acerca da orientacao e da ro
tac@o ao longo de tode a Orbita e de conhecimento comnleto acerce da de
mendencia funcional dae seis componentes da forca ~erodinamica sobre os

A v -
parametros fisicos e geométricos relevartes,

Em alguns problemas relacionsdos a satélites artificials
ndo esfericos, o emprego de uma force de arrasto médicz e o desprero da
sustentac@o € o melhor procedimento praticAvel. A médis = longo  prazo
da forgca de sustentacdo tendera estatisticamente » zero ~or causa da va
riac@o das orientacoes, » uma forcs de arrasto médie calcul-r!= sobré as
diversas orient-coes rode eer utilizada; porem deve-ce ter em mente que
os movimento~ previstos decce modo estarso sujeitos o incertezac esta

t{sticas, rue tenderfio a inutilizar ume enflise dirAmica refinada.,

No nresente projeto ancligaremos anenae a =rao da arror-to
- . * - . - -
enbre o mevimerto nrbitel do satelite artificisl., Fitzpotrick []] anre

zenta uma tooria de erimeirs order do arrasteo Frecrrerendo {ermoe  de or
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—2> dem § e acima ne velocidade ambiente, procodimento ecte j&  executado
nor'Sterne [2] . Abordaremos acui uma aproximacao cunerior rara a vel_q
cidade ambiente, em cue desrrezaremos os termos de ordem 53 e acima, e
introduziremos t=l aproximacao nos equacoes de Bauss, obtendo assim um
conjunto de ecuacGes para os elementos orbitais do catélite, Coneideran
do o modelo exnonencial pera a densidade atmosférica, calculsremos a v
rircfp do ~emi-eixo maior de orbita durante ume revolucfo, = levendo-se
em conta apenas oté os termos da ordem do cubo da excentricidade, cue é
s ordem emrregads nos desenvolvimentos de Fitzpatrick e Sterne ( op.
cit.). Feito isto, coderemos ter ume idéia da precisao elcangada por es
ta anrcxim@ngn, comnarando-a numericsmente com o resultado obtido ao em
pregarmos as formul=e deduridre relos dois au*rres anteriormente cita
dos, consideranco-se um exemplo de um s=telite artifici~l com os elemen
tos da orbita osculadora prevismente ecctsbelecidns., A erse objetivo nos
pronomos e apresentamos nas péginss seguintes o desenvnlvimente mr.ztemé
tico que nos permitirs avaliar ss conserufncias de nosea hindtece ini

cial,



03

cArfTULD I

A FORCA DE ARRASTO

-~ -
Neste cap{tulu nos propomos a deduzir uma expressao matema
: y r
tica para a forcs de arrasto e suas componentes, a fim de introduzi-la
~ -
nas equacoes de Bauss. No caso de uma esfera sem rotagao cuja area da
—-—

Lo . i L .
secao transversal e A, movendo-se com velocidade V atraves de um flui

do de densidade P, a force de arrasto € dada por

-3 X A g
FE = - —5- Ca —E— PV V (1.1)
onde m & a messa da eafera e o sinal "-" indica cue a forca tem sentido

oposto ao de V. Ne expressao acima, Ca & uma funcao adimencional, chama
da “"coeficiente de arrasto aerodinimico", de Juantidades adimensionais
como o numero der Mach, o nimero de Reynold e a razao entre o raio da es
fera e 0 livre rercurso medio das moléculas do fluido, Para esferas
grandes comparadas com o livre percurso médio, Ca e da ordem de grande
za d= unidade, m-s tem um valor proximo a 2 tuando a esfera 6 pecuena

em comparacfo com o livre percurso medio.

Para um satélite nao esferico, a forca de arrasto e ainda
dada pela expressao acima, porem A deve ter um valor medio. No caso de
um corpo cuja cuperficie intercepta uma linha reta nao mais que duas ve
zes (isto €, um corpo convexo), A (cus é a érea da segho transversel g
fetiva do corpo) € exatamente igual a 1/4 de Area superficial total. Ao
analizarmos o movimento de um satélite artificisl terrestre, o simbolo
f3 representa a densidade atmosférica local, cue depende da posicao e

-,
do tempo de um modo muito complicado, & V e a velocidade da atmosfera

em relacao ao satelite (chamada velocidade ambiente), Definamos
b = Ca A/2m 1.2
Entao,

—
Fa = - bP v

<d
—
]
b
e
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£ necessario agora encontrar a expressao para a velocidade
13 e seu modulo V. Tomamos o centro de massa da Terra [U} como origem do
sistema equatorial inercial Uxuyqzq em que 0 eixo xq esta dirigido para
o primeiro ponto de Aries e o eixo Z, coincide com o eixo polar (desore #we
aqul os efeitos da precessao e da nuthggn]. € conveniente uear coordena
des esféricas (r, &, §) definidas como se = gue: r € a disténcia radiel
do centro de massa da Terra até o satelite artificial, X & a sua ascen
sho reta e & e a sua declinacSo. O sistema quyqzq tem por base (f,3,R)

Definimos outro sistema de coordenadas tendo por base (? E"), sen

1!51i
do o verso?-?l dirigido do centro de massa da Terra para o satélite, K"

tendo a mesma direcSo e sentido do momento angular do satélite (na 5?Qi

ta osculadora) e 31 = k" x ?1 « Feito isto, podemos escrever
el e d ~ -~
Fa:-bFVV:Hr]-}-Ssl-;F}I-E" (1.8)

-
onde procuramos expressar f’V em termos dos elementos orbitais e V co
L "~ oA " »
mo uma combinacao linear dos vetores base (rl.sl,ﬁ ). Anos esse passno
as componentes R, S e F ceo determinadas igualando-se os coeficientes

em (1.4).

: 5 .
A velocidade ambiente V e dada por

e

v

i - :
onde a velncidade instantanea V do satélite, em relacfo an sistema iner

cial Ox Y _z , & dada por
aqg

-
v

n»

= r Tl W 1 (1'6)

-
2] 6% e a veloclidade de um ponto da atmosfera relativa a Ox y z . Assume-—
0’qg q
se que a atmosfera gire com a Terra com velocidade angular f em torno

-y L
do eixo zq. Logo Va e paralela ao nlano equatorial e node ser expressa

na formas

Va = Lr cos 5 [-sen(m—ﬂ.] ' # cos(x=1) 3"'] (1.7)

» 3 - - - 3
onde £ € um vetor unitirio diricido zo longo da linha dos nodos para o

nodo ascendente e J*= K X {' . A base (£',3*,R) ectd rel-cionadn = ba
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o~ " - -~
se (r ﬁ") atraves da transformacao

1,51'
1 cos u -sen u 0 F]
37| = | cos i senu cos i cosu =sen i Ei (1.8)
k sen i senu sen i cos u cos \ &
7\
Com o auxflio de {1.8) e das identidades
cos § cos(Q = A1) = cos u (1.9)
cos dsen(X =) = sen u cos i
onde u = w 4 (0 y Dodemos escrever
Va= Arcos i 31— Lr cos u sen 1 k" (1.10)
Portento, de (1.5), (1.6) e (1.10) vem que
g ~ - -~ -
Varp r, + (r W - Ar cos i) s, + Ir cos u sen i €" £1.11)
e ’
2 2 7 | 2 2, 2 2
Vi=v = 2rwilcos i4¢f rg(cos i 4+ cos y sen i) (1.12)
2 2y
Expressando v , r e r w em termos dos elementos orbitais e de E,
2 2 Ee? 2 1
v 3 W ] - ——
P s p - - )
r = a(l- e cos E) (1.13)
o o
B e iV 2
encontremos cue, com aes definicoes
i
} /Ml/za 3/2
! Lo My e
d=-—‘gr_-l-(1-e)/cosi
(1-e cos E)
L (2:28)
2
R l-e cos E 2 2, 2. 2 2
s = qng ( games e ) (cos i ¢ cos y sen i)(1l-e eo E)
e
¥=2(t - ¢)
temos
4
AL 1/, l4e cos E & o L7
Ve (Ls ARl ity I ) S 15
( a J ( l-e cos F 1 v ) (1.15)
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Para a maioria dos sntélites, § e s nossuem velores numéri
cos cue nao ultrapassam 0,07 e 0,002 respectivemente rlj « Logo o valor
numérico de rx‘ & nositivo e usualmente menor cue 0,14, Desprezando ter

2
mos de ordem s ', podemos escrever

V- (%)1/?(35-595—5—)% 1-% 8- -*-‘G +Gs ) (1.16)

l-e cos
Se, em {1,11), expressamos

ae cenkE £

e
i

n=(l-e coc E) &
(1.17)
r ':V = A (1—-E }1/2

s
r = -%— (1-e cos E)'E

entSo Fa pode ser exnpreesa na forma

2,1/2 a 2
Fa =—b(9v aesanEr‘+[aIPJ/E--&ncoci(l-ecorE}E_}g]
+ ;&_ cos u sen 1(1—9 cos E] E Q"} fl.lE)
De (1.4) = (1.18) v-mos cue as comnonentes R, S e Fo sfo dadas pelas
eouacoes
R==-bae F V sen E £
S=-bapV (1-e” }1/? (1.19)
2
Fort = — i—a ce os 9 1l s
T b F Y} >~ sen i co (1-e cos E) &
onde _
dl1-e B
Lol (1-e co= E) f].”U}

(I-P?

)

- : - s . 3 - L .
e onde a, e, i, W, L, E, w e M sn0 0 semi~-eixo maior da orbita, a ex
centricidsde, 2 inclinacao, o argumento do perigeu, a loncitude do nodo
. ~ . » 3 -
~ecendente, a anom-li= excentrica, a anomalia verdadeira e n anom2lia

, . - # i s -
media, respectivem-nte, como e o usual na Wecanica Celecste

Ze
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carfTuLo 11X

AS EGUACDES DE GAUSS

P-ra estudar o efeito do arrasto no movimento do =atelite,
introduziremos (1.1] como uma nerturbacto nos etua~oes de Bauss para a,
ey, 1,W,fNe H dadas abaixo:

-
. P
8 = cem——eer [_e sen WA 4 —== §
12 r

(u -')1

o) 3 &
3. (~5-]1/ L_sen wpylftpjooswyer s:]
/.L«

n*
r Ccos U

b -

/* (2.1)

. 1/? (r + p%)sen w r e cen u cota i
w - (7;{- [-CDF w R + D" 5 -~ D* Fsu
¥ r sen u E o
= Sn
sen i E}zp’)lf?

-
r sen w
(r + p7) cen w q-\

e

e n e ceee- {Hpr - m-— cos w] A 4
(e ]_7—

Uus=w+ (0
p*= a(1-¢”) (2.2)

e R, S e FSIQEh dados nor (1.19). Por convernidn-ia n: c£lculo, trab-lha
remos acui com a anomalia excéntricz E ao invee de utiliz-rmos = anoma

lia verdadeira w; n-ra tal contamos com as ceguintee formulas auxilia

res:
2 I
(1-e) / sen E
sen W = :
l-e cos E
(2.3)
cos E = g
BOE W 5 s aetimg i b

Como estamos desenvolvendo uma teoria de 10 ordem, canside

ramos a subetituireo do temno como veari :\_15'1 tle intppr-lqrg,_—‘ pels anom=ali

1
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0]2

excentrica nio perturbada através da condico diferencial

(1-e cos E) dE = n dt (2;a)
deduzida a partir da equacao de Kepler

E-esenE=M=n(t-T)

Tratamos entfo a anomalia excéntrica Cue aparece nos integrandos como
nao ﬁerturbada, na execucao da integracao, Onde E aparece nos resultados
integrados, serz subentendido estar relacionada ao movimento n@o pertur
bado e pode ser calculada como func@o de t das eduacoes do problema de
dois corpos Guando os valores iniciais dos elementos orbit=is sAo pres
critos. Sendo ascsim, se h e um elemento orbital, podemos considerar

dh
= -_EE.— {2'5]

Podemos ent@o deduzir as equacGes variacionais para os elemsntos  orbi
tais introduzindo (1.16), (1.1°), (2.2), (2.3) e (2.5) em (2,1). Em to

2
do o desenvolvimento foram abandonados os termos de ordem s .,
Com o aux{lio das identidades

eesenﬁ'E & (1-—92) C=(1- "6](1—-321205215] ‘
(2,6)

o 2
GwYw I ..C.mESE:E
(1-e")
obtemos
da 2 ., (14ecosg)” Bz S
= - ~?ba 175 (1 -2C + —5—6 + s) [2:7a)
(1-ecosE) '
de l4ecosE,1/2 : 1 2
— - s - — 5] -
E ba()[l e ][I—ECG”E) cosE (1-2T + 5 G +s)
{2 ecch)b 2 2 1
-ba(fed - sen € (1-7 s~ —;-Z?+'Zs\ (2.70)
2 2 g ]
(1+ecosE)

di b -~ @ 2%1/2 1/2 S 7
GE = - —§~,Q{)-;—seﬁ i(1-e ) / (1+ecssE] / (I—ECOSE} / X

e

X(1-cos2u)(1-Z +s- -é- G 4+ %s) (7s7¢)

e v
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dw dn é 2 1/2 l¢+ecosE 1/? !
- Yo w2 ——— - e §
dE e dE bf9 e (3~e ) E(l ~-eCos E) ‘ ;

X (1-T +sm -—'Gz-tz,s] 11— —-——-é-(l-eccsE)(E—e -eco_,Ei] (2.7d)

2(1me ")
g.g = - -%—()2 -g-(l—ez)_lfzsenzu (1+eco.~sE)1/2(1i—ecasE)5/2 X
X (1=l ps= -—%—?524'(; s) (2.7e)

dM °ba 3 l+ecosE,1/2 12
- l-ecosE- ——E-? (1-e cosE) (s==—=—=) " "senE(1-] +s- g < Ls)x

l=~ecosE

X'Vl— d(l-EZGSEl-(Z-ez-ecoséﬂ (2.7F)
L 2(1-e cosE)

Para fins de comparagao, Fitznatrick (op.cit.) apreczenta
as eduacOes veriacioneis desprezando termos de ordem s e acima na ‘velo

cidade amblente, conforme & apresentado sbaixn:

2 1+ecusE)3/2

da 2
e (1-¢) (2.6a)
dE ? (1~-ecosE) 1/2
de _ 1¢eccosE ,1/2
<z = «-21:() a(l-e )(E'EEEEE‘) (1= U cosE -
~b P aed (- "‘3".".5.)_.72 (1 T)sen € (2.8b)
(]-&-pcoqE)
g-jE; = - -—-;—1(/-;— sen i(l—e?]-l/g(lq-ecosE)l/zx
X (l—ecosE]SI?[l-GOSEU](l—(,] (2.8¢c)
;.(.E-_Js -cos 1 -S-E'- 2b F-——-— (1-e ‘l/gﬁen E (1-T) x
X [1- - ? (l—ecosE)(?—eg—ecos:Eﬂ (2.8d)
?(1-& )

a B w2 1/2 ?
=) c 2 i ek - e -
dE B i e ) cen?u(1+ecosE) * (1-eco<=)(1-C ) (2.8¢)
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o a 3 l+ecosE 1/2
vy . S .4 i g W — s -C) x
- l-ecosE e (1-e ccsg)(l—ecosE) ent (1-C)
x |3 SAE0RRE), (gun"unonst] (2.6f)
2(1-e cosE)
RS
como & apro

Portanto, se h & um elemento orbital e se designamos —e-

-~ = -~
ximagcao de ordem superior cue obtivemos, exnoressa pelas equacoes (2.7),
ex

como a aproximacao apresentada por Fitzpatrick (nn.cit.),

®
pressa pelas equacoes (2,8), e definindo
0 1
an' 0 (1) (0] (5.0)
dE T dE dE~ e
a diferenca entre as duas anroximagOes sera dada por
(1-0) 3/2
: 2 1
E.a.... = —-Eba F(1+ECD5E)17 (5- 5 ‘{)2) (T.lﬂ:!]
dE (1-ecosE)” '
(1_0) a5 >
de' ~_ . 2yrl4ecosE 1/f2 . 1 2
&5 = ~2baf(1-e")(FTommp) oo (s =57 ) -
3/2
—ecosE) ) z
~bha p ed {i=gonsE] cen E (c- -1-‘z°_z;s] (2410b)
5
(14ecosE)
(1-0)
di b 24=1/2 517
- . _E*ﬂp-g-sen i(1-e") / (14ecoE)™’ “(1-eco=E) / X
1 e
X (1-cos2u)(s- -5*15 +0s) (2.10¢)
1«0 ~
EE; ) = wcos 1 ol oh P2 (1 99}1/9 enkE (1+Pr0q TIQX
aE "1 f=it-e ) senk {eaee!
: o
X(s- ““1" .6?-&.(;5) 1~ —--—-C—T—g-(l-ecor:E}(f"-P“_eco".‘-W
' 1= ) AP 104)
(1-0)
) A i " 4/ ) E 5/7
E.?‘ % e -g-i;jf) ..-‘;-.(1-—-" ) X r‘r‘l"‘u”#*rr\-"-’j " (l=ecncE) / X

dE
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1 2
X [5-— —-é—E'F'CS) (7"-109)
(1-0)
M : a 3 leecoeE 1/2
3& = QbP—E—(l—E CDBE}(E:E—EEE-E— sen E X

X( 5= _.é..z, s T ){’ N _.(..I.ZEEE“E) (2 _ecoesif (2.10f)

2(1-e" cafr)

As perturbacOes periodicas e seculares nos elementos orbi
tais, que tomem lugar durante uma revoluchy por causa do arrasto, podem
ser avaliadas mediante a integracdo numérica das eguarces variacionais
apresentadas acima, Aparecem, nas integrais indefinidas cue surgem, os
Quatro elementos orbitais a, e, 1 e w, tue nodem ser considerados cong
tantes igunis a ceus valores iniciais durante um intervalo de off em Es

£ ¢ ’ o £
Nos proximos capitulos sera esbocado um escuema de integraceo snalitica

de uma das equsrces (2.10).
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carfTuLO IIT

UMA REPRESENTACAD ANALETICA DA DENSIDADE DO AR

NAS ECQUACBES VARIACIONAIS

De modo a integrar analiticamente as ecuacoes variacig
nais, deve-se admitir alguma repregentmrao da dependencia do espago e
do tempo para a densidade do ar P; Nfo e tao simples, no entanto, des
crever um modelo matematico realista da atmosfera por causa da natureza
complexa da distribuicao de densidade e do noeso conhecimento limitado
do seu comportamento especo-temporal, Foram apresentados alguns modelos
da atmosfera que ajudaram a esclarecer a dependencia da densidade sobre
0 espaco € o tempo no regime de altitude entre 150 e 750 km ( referido
como atmosfera superior). Esses modelos estao sendo constantemente aper
feigcoados numa tentativa de refletir o corrente estado de cenhecinento
das variagﬁes observadas na atmosfera superior. Na descriqao de uma teo
ria de 1? ordem para as perturbacOes de arrasto, consideramos somente
uma representacao empirica de f’. A despeito da grande ‘varishilidade
na densidade com respeito ao tempo, certas representacoes analfticas de
P foram usadas com considerdvel sucesso nas integracoes das  equacoes
variacionats tanto snbre um perfodo orbital quanto sobre todo o Hempo
de vida do sateélite., Os modelos matematicos da densidade do ar a Gue s0
mos conduzidos mais naturalmente sdo ou n lei de potfncia ou a lei expg

nencial de variacso com a altitude.

Para a camada de 300 a 400 km, Gue sera do nosso interes
se, dispomos dos seguintes dados, extrafdos de Mc Cartney [3]:
Altitude(km) Temperatura(oK) densidade[kg m—a)
300 1432 3,50x10™ 1!

400 1¢88 6,50x107 12

Portanto, em vista da pouca veriacho da temperatura dentro da noesa fai

xa de interesse, nodemos faper uso do modelo isntﬁrmicn, considerando
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esta camada com uma temperatura constante e igual a 14600K (média arit
metica das temperaturas dos extremns]. Neste caso a lei exnonencizl a

justa-se razoavelmente e f? pode ser dada por

p = po oo (- 5) (2.1)

onde fh & a densidade no nfuvel de referéncia, z e a altitude acima do
nfivel de referfncia e H € a escala de altura, dada por

b o s {3.2)
g

onde, no nosso caso, R e a constante especifica do ar, cujo valor & de
2 -] - . .
2,8706X10 J kg 1K 1, T e a temperatura da camada [IGGUGK] egeo cam

po gravitacional terredtre, dado aproximad=mente ror

G Mt

g = —-5- (3.3)
D
I " ~ p "11 . >
onde G e & constante da gravitacso universal (5,67UX10 hKS], VNt e a
24 . %

massa da Terra (5’98X10 kg) e D e a distancia ao centro de massa ‘- da
Terra, que pode ser tomada, em média,como sendo iqual ao semi-eixo mai

or da orbita osculadora do satélite\

A densidade da atmosfera é nrovavelmente mais uma fungao
da altitude acima de um planeta esferoidal cue da dist@ncia ao centro

dao planeta, A altitude de um csatélite acima de um nlaneta esferoids=l e

dada por

2 2
z' = a(l-ecosE) - at[jl—fsen_iﬁen"(w+{;ﬂ] (3.4)

4

onde Bt e bt s80 respectivamente os roios equatoriasl e polar da Terra,
efeo achatamento, dado por (at-bt]/at (& U,DOB&). Tomando-se o peri

geu como nivel de reFerEncia, ou 'seja,

2 o
' = - - — < c‘
zref a(1l-e) at (1~Fsen isen W) (3.8)

temos cue, utilizando (3.4), (3.5) e (2.3),

2 2
zZ= 2'= z;nf = He(l=cosE) + HQCDEEOQLE:E—JEEE-E +

(1-ecocE)”
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senE(cosE-e)

+ HQ(lneg]l/gsenEtU 5
(1~ecosE)

(3.6)

onde
He = ae
2 37
Hg = a fsen 1 ( )

t
A quantidade o & usualmente menor que G,d [1] . Usando a notac®o

g cos2( [1~e2)
2:1/2
)Y/

A
u

A
"

q sen2Ww (l-e
(3.8)
2 -2
sen E (l-ecosE)

-3
il

-2
(cosE-e)(1~ecosE)

/f’b

vemos oue F? e dada pela funrao

P = f%r-exp(-c]exp(c cnsE)exp(-klty - kgp senE) (3.9)

. -~
onde F% € a densidade no perigeu. Uma exn¢ncao desta fungio cue nos se

ré Gtil meis adiante & dada por

F = PT" exp(=c)exp(c ccsE)»{(klo(- ﬂkz/@senE + 14+ Cl1+ 024-

. }: d :
5 2 - = - § & =
+ e[q1+2qg}cosE + [(Se qul 2&2] o= E 2e(ul+4q?)cn =

2

> a 5
- (3e q - Qg)cos E + deqcos E} (3.10)

b

onde
2 2 2
g, = (1-e")(- gcos2w+ -%h qQ sen 2W)
e i |
1 2 2 ) ( )

a o
e onde foram abandonados termos de ordem superior a e , Ole e g @ .

-
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carfruto 1v

INTEGRACRO anaLfTICA DAas EGUACBES VARIACIONAIS

Se a exoressao da densidade dada por (3,9) ¢ substitqi
da nas equacoes variacionals, podemos integra,_las analiticamente, Um
meio de faze-1o e considerar a expansio (3,10) ¢, a menos do fator

exp(e cosE), expandir o membro direito das equacoes em series de pnt%ﬂ
cias de e, 0s coeficientes da= cuais contendo potencias dac funcoes tri
gonométricas senE e cosE. No nosso caso, desenvolveremos apennc a edua
cao [2.105], a cual integraremos de -ﬂ’ n'Tr, ou seja, durante anenas
um periodo orbital (periceu a perigeu), o cue nos fornecera a vafiquo
sofrida pelo semi-eixo maior durante tal perfodo, além do resultado a

presentado por Fitzpatrick (op.cit.).

Integrando (2.10a) temos

Al Pb=j(0 mconel (o= - o (4.2)

1/2

(1-ecosE)
sendo s e & dados por (1,14) e f) dada por (3.9) ou por sua  expanefo
em (3.10). Como j& dissemos, o integrando de (¢.1) pode ser exnandido

Ll ~ . .
em ume serie de potencias de e, e portanto (4.1) pode ser escrita como

uma soma de integrais dos tinos

-7
'JsenEcosmEexn(c cosf )dE (¢.2)
Ay
W m
e /[cos Eexp(c cosE)dE (a.2)
-1

- . . Cad . ~ n
onde m e um inteiro n7o negativo., Os integrandos em (4,2) <20 funcoes
{ . o | . .AJ P K]

mpares de E e as integrais definidas de <~ a 1) se anularao, Visto
cue as integrais definidas da forma (4.3) =30 combinacoe: linesres dac
b . N . * .
funcoes modificsdrs de Bessel de primeira especie e de ordem inteira,
el-s podem ser exnressas como crmbinncOes linesree das funcoses modificn
- - L4 .
das de Bessel de orimeira esoecie, 1 [c) 2 Il(c), de ordem zero e um

o rl ~ ~ » 4 =
respectivamente, atraves rfdo usao de relacces de recorrencia bem conhecl
] sl
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das (veja Apéndice).

Se os detalhes d= integr-cao de (4.1) sao levados a termo

3 2 2

-~ ' [
e sao abandonados termos de ordem superior a e , G.e , 9, e, Q. 8 e 9.8,

1 2 a2 a
node-se mostrar que

P E_"i*fz_f_ Pr exol-e) [3,1,(e) + 5,7,(c]] (2.)
onde

1
1 2 3 3 2
- P i g e = i
14 5 e [1+ = (2e = ﬂ} % en +

1 2 5 2 a0 2
+ -3 \e ?%(1-— -—---—} + -é—c’ (1+ ---5—)] sen (y -

Cc

3
¥ 2 2 2
c 2 e o

(=]

e 2 25 a2
- L]- b (1+ “"ﬁ-] gsen i; -
¢

c
3qen2i a0 a8 20 < 2
€ e %
~ = Q, {[14- o o = (14 5 ;lden W -
c c c
20 de 120
P e e el T i ==
[1+ 5 = (7+ = ﬂ;
~® c .
3een isen2w Be 2 50
- = a, [1- —= 4 e (14 —-.é_ﬂ "
c c
3 £y ene 20 e 120 .
JSEN 15eNc ¥k 2 =
e gt e e e - 7 & g o5t
5 %% Kl" 5 o ™ )] (4.5e)
c c C

81 = 92 Lhé_ + e(1+ ﬁﬂ€—ﬂ { 1_1_[1_ —%—P (%+ izi) (1_ __]ﬁfen‘d‘_

c:. L i B

3 2 2 2
._% é (1- ._E_-) + 29L1- el T —-—p,,j_}H seni -
C . £
U Cge” 12 1 Be 1 2[. 60,. 20 2
g ——— e — ——— -— -——- — — - - — - rq % s i
B? 2 +l{1 C{e l:('1 Cﬂ c_s’[l ( ){enad
i\ C \ C C

61T 3 8e 1 2 200 ], 2
- Xl-— —E"' e- —E-—(l'— -E--) - '—?é-'E 1= "":'5('3 e "-';"'} ‘] Sen 1 +
v c -

ise 2 2 24 all N 2
o 0 E o L2 e, By LT By _:]J j?--ncw—
o -'.‘ 7 o] < 2 &
¢ L S c i B a7l




1 a0
P ey o TSR [
{C(-}g] 2e
c

]

2 .
sen isen2u)
qa 1-

B
[1+ -—5[11+
C

60

——

2
c

I

> [e_
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1 2 3 200
- g [- 5(20+ =5 )“ +
. Cc c

2

% 3sen :‘L;P.n2w %, .S i (7+ ___] =26 \\1-# __5(11.4, _.éﬂ} (a.5b)

C { C c c

2 _

q, = asen2w(1-e ) (4.6a)
2 2,2 '

q, = -}2-—0 send(W(1-e") (4.6b)

Pera a equacdo [2,83), dispomos do sequinte resu]?ado[i] :

(0) 2 - : |
= == - ; - 4.7
Aa aba“(1-d) ”Q«{exp( c) [HOID[C] + HlII(c)J (4.7)
onde
3 q_e
i | e j 1 da, .2 2
H = 1ee u A ST 1 PN [mm- 22(s%age --ﬂ+
o] (o (o 2
2 r
‘- = [1- ~-(J+2)] (4.08)
H1 = 2ej~ -E-(j + —5-] + (14 -wﬁ)JP
C
! e 2 8 .2 )
s [ )+ Pl 500 ) -
= ’
6q '
2 A 8
5 L—- = g o(m}] (a.85)
c c
. 14d
YT 13
de onde entao vemos cue
A i
Aafl AL(0), A (2-0)
fue & a inteoracso o ecutrAO (2.7a).
Para um> comparag®o simples, nodemo~ considerar o excmil
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de um satélite em Orbita ecuatorial baixa, com i =(p =)= 0, possuindo
os valores a = 6745,847 km e e = 0,01. Calculamos entdo a variacao rela

tiva entre as aproximacoes [)a(l) e Z&a(n], dada por
1-0 2
Aal1-0) 0 BTo(e) + 8,1, (c)

- ey ¥ T,00%X10 o« 2T
0 > > 1] ’
Na'® 2:o(1d)" Torol®s ¥ Hylyle

. . -5
isto e, uma variacao percentual de 10 %.



19

CONCLUSAD

Vimos, no presente projetd, o resultade de uma aproximacio
superior na velocidade ambiente, qusndo consideramos os desenvolvimen
tos em série até o cubo da excentricidade. £ evidente, entfo, cue tal
aproximacﬁn, assim como acuela anresentada nas referencias 1 e 2 ’ e
vélida somente nos casos em tue a cuarts poténcia da excentricidade se
ja desprezfvel em foce d= precisao desejada., Para o exemnlo em questao,
notamos cue a varia-3o percentual é de apenas 10-5%, o cue indica cue
a ﬂproximﬂcéu fornecida pelas referencine acima citadas jé & bastante

Ld
razoavel.

Sugere-se cue, em futuros trabalhos, desenvolva-ce ate uma
ordem a mais na excentricidade, Tal tentetiva, no entanto, Daderé ser
um tanto trabalhosa, como j&@ o foi o prescnte trabalho e como sao, em
geral, os desenvolvimentos em Mecanica Crlestes E, nnrém, um caminho pa
ra novas pestuicas, Modelos maice aperfeiroarios para a2 densidade do ar
poderao tambem ser empregados, o Que nos forneceria um resultado ainda

mais preciso.



APENDICE

FORMULAS AUXILIARES

-1 :

2

cosznx = i’%_/_ 2 [ )0052(n-—k)x -+ ( n)}
i O,

ne-1 :
n=-1 1 s ?n
= et \ L -
cos x ?2"‘Elk 5 }c-cm{?n 2k l)x}

Funcio modificada de Bessel de 12 especie e ordem inteirae p:
x "k-rp

1L
IQ(X) = -']-%—J:xp(x cos®)cos(ps)de = EW—’T

Relagctes deduzidas a pertir das formulas apresentadas acima:

it

s cos'® exo(x cos &)de =
4]
= Io[x), m=0
Il(x), m = 1'
T (x -—}—I(x] m= 2
a) » g | '
5 § 2
> IO(X] + (14 ——-é) Il(x)u m=23

(14 =5)( I (x) = == T,(x) )y m - &

n

- (1 =25) T () 4 (14 o+ 2 1 (x), m =

% X X
9 60
(4243100 - 2 B e D)1, n-s
X x x x
3 17 120 1r 192 920
e (B L e P <
x(+2+' dJI(}-i»(l -..Z.;__é.)j[l(x)'mm?
» x x % ”

ROt S

Relac&o de recorréncia: I (x) = T _ i T
P jelg M ]
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