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O /EMPO

Deus pede 'atrita conta do meu tempo,
É fonçoso do tenpo já dar conta,
tas como dar em tempo Lanto conta
Eu, que jastei sem conta tanto tempo ?

Para ter minha corta feita a tenpo,
Dado me foi bem tempo e não fiz conta.
Não quis, sobrando demo, fazer conta,
Queno hoje fazer conta e falta tempos

Oh! vos, que tendes tenpo sem ter conta,
Não gasteis esse tempo em passatempo.
Cuidai, enquanto e tempo, em fazer conta.

dlas ohi se os que contam con seu Lempo
Figessem desse Leno aluna conta,
Não chonavam sem conta o não der tenpo.



RESUMO

Procuramos, no presente pro je to ,  analigar o e fe i to  do ar

rasto sobre o movimento orbítal de um satel i te art i f ic ia l  terrestre
considerando uma aproximação superior da velocídade ambiente, Deduzimos

um grupo de equações vartaciíonais para os elementos orb i ta is ,  do — dual

integramos ana l i t i camen te  a equação para o semi -e ixo  ma io r  du ran te  um

período orb i ta l ,  considerando até termos de ordem do cubo da excentrici

dade e supondo a atmosfera terrestre com achatamento e ro tação ,  com à

densidade do ar  descr i ta  pe la  lei exponenc ia l ,  den t ro  da  nossa  fa ixa de

i n te resse ,  Comparamos então t a l  aprox imação com a j á  ex i s t en te ,  a fim

de termos uma idé ia de precisão alcançada,

Palavras: chave : satél i te ar t i f ic ia l  terrestre:  movimento o rb i t a l ;  eua

ções de Gauss; atmosfera ter rest re ;  arrasto.
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INTRODUCÃO

Como um se té l i t e  a r t i f i c i a l  move-se através da atmosfera

da Terra, seu movimento orb i ta l  é perturbado pela resistencia — do ar.
Ta l  r es i s t ênc ia  é uma das ma i s  impor tan tes  i n f l uênc ias  ne r tu rbado ras  no

regime de altitude de 150 a 600 km, A res i s tênc ia  do a r  tem, em geral,

se i s  componentes,  t rês  sendo forças e t r ês  sendo momentos de f o r cas ,0ue

tendem a tornar mui to  complexo o movimento de um corpo ass imet r i co ,  No

caso de uma esfera sem rotação,  a res is tenc ia  reduz-se a uma ún ica com

ponente ,  chamada " força de  ar ras to"  ( *d rag ' ) .  Pa ra  corpos a l ongados ,  co

mo alguns sa té l i tes  ar t i f ic ia is  terrestres e todos os pro jé te is  comuns,

a p r inc ipa l  componente da  res i s tênc ia ,  a lém do a r ras to ,  é uma fo rca  de

"sustentação" ( ' 1 i f t ' )  perpendicular à direção do movimento e dependen

t e  do  ângu lo  en t re  o e i xo  de  s ímet r ie  e s direcção do  mov imento ;  f recuen

temente e la  excede a força de arrasto em quant idade,  Ex i s te  ur momento

associado e ,  se há rotação, existem ainda outros momentos, afetando a O

r ien tação  e por tanto i n f l uenc iando  ss  fo rças  de sustentacão e arrasto,

A prev isão p rec isa  do movimento o rb i t a l  de t a l s  corpos oarecer ia  imora

ticável na ausência de informação completa acerca da orientação e da ro
| t ação  ao l ongo  de toda a ó rb i ta  e de conhec imento  comnle to  ace rca  da de

mendência f unc iona l  des  se i s  componentes da força se rod inam ica  sobre  os

parâmetros f í s i cos  e geométricos relevantes.

Em a lguns  p rob lemas  re l ac i onados  a sa té l i t es  a r t i f i c ia i s

não esfêricos, o emprego de uma força de arrasto médies e 0 desprezo da
sustentação é o melhor procedimento praticável., A média 2 longo prazo
da f o r ça  de sus ten tação  t ende rá  es ta t i s t i camen te  4 ze ro  no r  causa  da va

r iacão das orientações, e uma forç- de arrasto média cealcul:-d- sobrê as
d i ve rsas  o r i en t - cões  rode  ser  u t i l i zada ;  Dorém deve-se  t e r  em mente oque

os  movimentos p rev i s tos  desce modo estorsao su je i t os  n i nce r t ezas  es t

t ís t icas,  cue tenderão a inu t i l i ze r  uma enélics dinâmica refinada,

No o resen te  p ro j e to  anc l iga remos  anenas & scão dê a r ras to

sobre o mrvimerto e rb i t e l  do sa té l i t e  a r t i f i c i a l .  F i tans t r i ck  [ 1 ]  anre
sen ta  uma toaor ia  de  e r ime i ro  n rdem i n  o r ras to  mece re rsnda  t e rmos  de  ar



E

—; dem S .  e ac ima na  ve loc i dade  amb ien te ,  nrocoedimento es te  j á  execu tado2
por  Sterne [2] . Abordaremos acgui uma aprox imacão cuner io r  pa ra  a velo

cidade ambiente, em cue desprezaremos os termos de ordem S*  e acima, €

in t roduz i remos t=1  aproximacão n ºs  equacões de Gauss, obtendo assim um

conjunto de equações para os elementos o rb i t a i s  do sa te l i t e ,  Consi deran

do o modelo  exoonenc ia l  pera a dens idade  a tmos fé r i ca ,  ca l cu l= remos  a ve

rieçõão do semi-eixo maior de órbi ta durante uma revolucão, . levendo=-se

em conta  apenas 2 tê  os  termos da  ordem do cubo da excen t r i c i dade ,  cue ê

a ordem emrregadea nos  desenvo l v imen tos  de  F i t zpa t r i c k  e S te rne  ( op .

c i t . ) .  Feito i s t o ,  coderemos ter ume idéia da precisão elcançada por es
t a  aproximecão, comnarando-a rumericamente com o resu l tado  ob t ido  ao em

pregarmos as  fó rmu les  deduz idas  ne los  do i s  au te res  an te r io rmente  c i ta

dos, considerando-se um exemplo de um se t º l i t e  a r t i í f i c i - l  com os elemen

t os  da ó rb i t a  oscu ladora  p rev iamen te  es t=be lec idos . ,  A e r se  ob je t i vo  nos

pronomos e apresentamos nas páginas seguintes o desenvolvimente matemá

t i co  que nos permi t i rá  ava l iar  as consecvências de nossa hipótese —dni

c ia l .
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CAPÍTULO TI

A FORÇA DE ARRASTO

Neste  cap Í tu lo  nos  propomos a deduz i r  ume expressão matemã

tica para  a f o rca  de ar ras to  e suas componentes,  a f im  de in t roduz í - la

nas equações de Gauss, No caso de uma esfera sem rotação cuja área — da

seção transversal é A, movendo-se com velocidade V através de um flui
do de densidade (0, a força de arrasto é dada por

Fa = - 2 ca  pvv  (1.1)

onde m é à massa da esfera e o s ina l  " - "  i nd ica  cue a força tem sent ido

opos to  ao  de V. Na expressão ac ima ,  Ca é uma funcão  ad imens iona l ,  chama

da "coef ic iente  de arrasto aerodinâmico",  de suantidades adimensionais

como o número de  Mach, o número de Reyncld e a razão entre o reajo da es

' fera e 0 l ivre nercurso médio das moléculas do f l u i do ,  Pera esferas

grandes comparadas com o livre percurso  méd io ,  Ca é da ordem de  grande

za da un idade ,  mos tem um va lo r  próx imo a 2 úuando a es fera  é pequena

em comparação com o livre percurso medio,

Para um satél i te não esférico, a força de arrasto eé ainda
dada pe la  expressão acima, porém À deve t e r  um valor  médio, No caso de

um corpo cu ja  supe r f i c i e  i n t e r cep ta  uma l i nha  re ta  não ma i s  que duas ve
”»zes ( i s t o  é ,  um corpo convexo), A (oue é a área da seção transvers-]1 e

fe t iva  do co rpo )  é exatamente  i gua l  a 1/1 de área supe r f i c i a l  t o t a l .  Ao

analizarmos o movimento de um satél i te a r t i f i c ia l  terrestre, o sÍmbolo
P rep resen te  a dens idade  a tmosfér ica  l oca l ,  oque denende da pos i cão  e

do tempo de um modo mu i t o  comp l i cado ,  e Vé  à ve loc i dade  da atmosfera

em re lação ao sa té l i te  (chamada veloc idade ambiente) ,  Definamos

b = Ca A/2m (1.2)

En tão ,

= oFa=—-bAVV (1 .3 )



É necessár io agora encontrar  a expressão para a velocidade

TV e seu módulo V. Tomamos o centro de massa da Terra (O) como orígem do

sistema equator ia l  i ne rc i s l  Ox Y52, em que O e ixo  x es tá  d i r ig ido  para

o primeiro ponto de Áries e o eixo z coincide com o elxo polar  (despre sue

aqui os efeitos de precessão e da nutação). É conveniente usar coordena
das esféricas (nr, X,5) definidas como se s que:  r é a distância radial

do centro de massa da Terra até o saté l i te  ar t i f i c ia l , X é à sua ascen
são reta e 6 ê a sua declinação. O sistema Ox y 2, tem por base (£,3,A,

Definimos outro sistema de coordenadas tendo por base (FÉ, 5 k"),s sen
do o versor rf, dirigido do centro de massa da Terra para o saté l i ta ,  f "

tendo a mesma d i reção e sent ido do momento angular do sa té l i te  (na órbl

ta  osculadora) e s ,  = E "  x F, « Fei to  i s t o ,  podemos escrever

Fe bovV=R$  45 Ro aenc epuVenf asda (a)
onde procuramos exp ressa r  P V em termos dos  e lemen tos  o rb i t a i s  ev  co

ma uma combinação l inear  dos  ve to res  base  (PF . 8 , , k " ) .  Anós esse  passo "

as componentes RA, SeF seo determinadas igualando-se os coeficientes

em 1 .4 ) .
: a .

A velocidade ambiente V e deda por

= V- Va (1.5)

onde a velocidade ins tantâneaV do sa té l i t e ,  em relacão ao sistema iner
c ia l  Ox YZ"  é dada por

e Va é a ve loc idade  de um pon to  da a tmosfera  re la t i va  a 0x  YZ ,  .Ãssume-

se que a atmosfera g i re  com a Terra com velocidade angular 4 em torno
—

do e i xo  zZ.. Logo Va é para le la  ao  o l ano  equa to r ia l  e pode se r  expressa

na  forma

Va = À r  cos 5 [ - sen (x -N )  £ '  + cos (x - NR) 3*7 (21.7)

onde f '  é um ve tor  un i t í r i o  d i r i g ido  ao longo da l i nha  dos nodos o3ara o

nodo ascendente e Je  f x f º ,  A base (£',3%7,R) está relccinnada À ba
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se (F 18, 4k") através da transformação

a cos u sen u 1. f ,
"il = cos 1 senu cos t i cosu  - sen t j i l s  (1.8)
f sen i senu  senicosu cos gd

Com o auxflio de (1,8) e das Identidades

cos f cos(a =) = cos u (1.9)

cos ósen lXY -N) » sen u cos 3

onde uv = w 4 (0), DOdlemos esc reve r

Va = f r  cos  1 8 ,  - f r  cos u sen 4 fe" (1.10)

Portanto, de (1 .5 ) ,  ( 1 ,6 )  e (1.10) vem oue

Va  t ,  + ( r  & = A r  cos 1) S. 4 Í r  cosu sen 3 Rº (1.211)

a
e .  2?

v VC  c r  Leas Í1 + rr (cos i + Cos à sen t )  (1.12)

Expressarndo vo, r e rá em termos dos elementos orbitais e de E,
2 . ?  cao  - 1

ão VP  r rE  A l  = )
r = al1- e cos É) (1.13)

rs e Dus (1-6) ?
encontremos ouve, com as defínicoões

ne  pla A?

2,1/2de  É (1 -6 )  / cos  1
(1-e cos E)

T=d  T ie  r os  E ( 2 .10 )
2R l=e cos E ,? 7 2 2 2s = ([ 5 5 E (cos 1 4 cos y sen i l í l - e  cor E)

?n

e

J=2 (T -s )

temos
E1/º?, He cos E é 2/7?

V E— Le  N f  o gg, u r  fan ntd-  iaa  | -EQ) asse 1 = XY) (1.15)



Para  a maior ia  dos  en té l i t es ,  G es  nossuem va lo res  numéri

cos  cue  não u l t rapassam 0,07 e 0,00? respec t i vamente  [21] « Logo o va lo r

numérico de Y é posi t ivo e usualmente menor que 0,14. Desprezando ter

mos de ordem so ,  podemos escrever

À
| 1/2, Me cos E ó 1 ,2
v=  (2)  (FÉ) 1 -6  +s - -C6+Ts )  (1.16)

Se, em (1,11), expressamos

f r =aesen tEÊ

(1-e cos E) Ê

- a (1-2º)/?%

N
s "

(21.17)

=r

r —= (1-e cos e) E

então Fa pode se r  expressa  na  forma

f a .
Fa r -  bpv  j º  esen tÉ  FP + [a l1-6º) /?e - £º cos i l l =e  cos E) 3

+ FS cos u sen i f 1 -e  cos E) e R" | (1.18)

De (1 .4 )  a ( 1 .36 )  v-mos oue as componentes R ,  8 e F5" são dadas — Delas
”e

ENUBSCOES

R=-baepVsenEÊ

S=- -ba  P V (1 -8 )?  Ê : (1.19)

Fo =-—- pb  V E sen à cos  uy [(1-e cos  E ) ºe

onde 2 |
ce  l o  d(l1-e cos E )  (1.70)

(1-2º)
[é% e onde a,  e,  i, 4, MN, E; we M são o sent-eixo maior da órbi ta,  a EX

cen t r i c i dade ,  a i nc l i nacão ,  o argumento do ne r i geu ,  à l onc i t ude  do nodo

rscenden te ,  a anom- l i s  excên t r i ca ,  a anoma l i a  verdadeira en anomo l ia
Lamedia, respectivemonte, como é o usual na Mecânica Celeste,



caPÍTULO IT

AS ESUACÇÕES DE GAUSS

P- ra  estudar o e fe i to  do arrasto no movimento do satélite,
no euin t roduzi remos (1 ,1 )  como uma perturbocão n ºs  eduacões de Gauss ra ra  a ,

e ,  i,tWU,SleM, dadas abaixo:

* +e ps I /?  ( r  + pt)cos w+ e rés  (n——) | sen w A+  -— s |

(2,2)

. 1 pt 1 /2  ( r  + p")esen w r e cen u co to  à !W"= = ) [-c0s w A 4 SE Ss - Fr.

( r + p*) cen w a |As=n=——l  (9r = 2 cos wW) A 47/3 it ” E e

(ue)

p*- a(1-eº?) (2,2)

8 R, 5 e Fo são dados sor (1 ,19) ,  Por convertôncia n º  e f l eu lo ,  trab: lha
remos acuí com a anomalia excêntrica E no invés de utilizarmos +  anoma
lia verdadeira w; nº-rn t a l  contamos com as seguintes fórmulas aux i l ia
r es :

(1 -6 )?  sen E
1l-e cos  E

sen  w=

( 2 .3 )

cos  E = e
l=s  cos  E

Como estamos desenvolven: to  uma teor ias  do 1 º  o rdem,  cons ide
ramos  a subs t i t u i r ao  do  t emoo  como va r i - “ ve l  de  i n teo ra rão  pe la  anoma l i a
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excêntr ica não  per turbada através da condicrão d i fe renc ia l

(1-e cos E) dE = n dt (2,0)

deduzida a par t i r  da equação de Kepler

E-esenEsM=n( t -T )

Tratamos en tão  a anomalia excent r i ca  que aparece nos  i n teg randos  — como

não perturbada, na execucão da integração, Onde E aparece nos resultados

integrados, se ré  suben tend ido  es ta r  r e l ac i onada  ao  movimento não pertur

bado e pode se r  ca l cu lada  como função  de t das  equações do p rob lema de

do is  corpos quando os  va lo res  i n i c i a i s  dos e lemen tos  orbit=ais são pres

c r i t os ,  Sendo assim, se bh é um elemento o rb i t a l ,  podemos cons iderar

dh= —E (2.5)

Podemos então deduz i r  as equações va r iac iona is  para os elementos — orbl

t a i s  introduzindo (1 ,16) ,  (1 .19) ,  ( 2 .2 ) ,  (2.3)  e (2.59) em (2 ,1 ) ,  Em to
2

do  o desenvo l v imen to  fo ram abandonados  os  termos de  ordem e ,

Com o auxfl io das identidades

esen E + (1-2) c= (1 -  B)(1-e"cos E) ;
(2,6)Cs l -Ç -  Ee  sen

(1 -8 )

obtemos

da 2 ( 14ecose )? /?  1 7º
TE = -ocba 175  (2  -- 26C + = 6 + s )  ( ? .7a )

(1-ecosE)

de l+ecosE, 1 /2  : 1 7?E —2ba P (1-e “ (32 cos“ecosE cost ( 1 -264 ss 6 +s ) -

- 3 /  2—ba P ed (1-ecosE) sen E (1-7 +s- 2 É Ts) (2.7b)TP 27(laFecosE)

di b 221/27qe = " -  =P —Sesen i ( 1 -e  j u  [ 14ecose ) /  FA(12ecose)??x

X( I - cos?u ) (1 -E +s- == + Es) (7.70)
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dio dir a 2 V2., 1eecost. 1 / 2 .  a .
TE Cos  i e  eb Px  f 1 - s  j enE(==) x . |

X (1-G+s- 2 C4Ts) . mr (I-ecosE)(2-e  *.ecost) ( 2 ,7 )
2(1-8º )

DS. ETC Na Soon (Ltecost)”2(12ecost)O? x

x (1-Ç +s = 3 =) (2,78)

= -» l-ecosE- —— ( l-e cost) (22scos 2 nE(1-7 482 Es Ts)

x 1 d(1-ecosE). (as  “.ecose) (2,7%)
bí1-e cos)

Para f ins  de compareçãõo, Fitzoatrick (op .c i t . )  apresenta

as eduações variacionails desprezando termos de ordem 5 e acima nº  velo

eidade ambiente, conforme é apresentado abaixo:

aeda 2 (LlecosE) z= a 2h a ( 1 -8 )  [2,Pa)
dE ( (1-ecase)?

de tTrecosE 1/2 2
E eb a l 1 -e  GE a (1 -T )  cosE -

3/2
—b (º aed (1-2cosE) 75  (1- T)sen“E (2.8b)

(1+ecosE)

& a=-—- Lo  sen 1(1-eº)" /2(146c0se) /?x

x ( 1 -ecose )? (1 -cos2u ) (2 -&  ) [ 2 , 80 )

d 2,9/2& cos £ & -  2b p=  (1-e ] Íºsen E (1-6) x

" d -.X 1º (1-ecosE)(2-e -ecost)| f2.8d)
| 2(1-e )

7%
EE - bLe  —— (1-eº “V2  o nou(HHecose) A I necos rÁ1 - t ) (2.82)
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n cm a 3 leecost, 1 /2  |E = l-ecosE —2b/ - (1-e cosE) (= )  sent ( 1 -5 )

x > d(1-ecosE) (af -enose)| (2.8)
2(1-e cosE)

nO)
Portanto,  se  bh 6 um e lemento  o rb i t a l  e ce  desilgnamos E como a apro

ximação de ordem superior cue obtivemos, exonressa pelas equações (2,7),

ex  coma  aproximação apresentada por Fi tzoatr ick ( op . c i t . ) ,  ex

pressa pelas equacões (2,8),  e definindo

(1-0) (1) (0)dh dh dh
de "de Cc : (2.9)

a diferença entre as duas anroximações serê dada por

o )  Ede. ba  ?p (secos)gu (5 2-6) (?.10a)
de (1 -ecos t )  "

(1-0) :de (HtecosE 1/2. ' 21 . , ?
de 2bae p l 1 -e º  ( 7“ecosIEcosE) osE ( s -  5 -6  ) -

3 /2
ba p ed (1-ecosE) 775 sen ?- f se = ” -Ts )  (2.10b)

( 1Hecose ) *

a) O, Jp-Esen i(1-6º) A 14econe)/ PC1-ecase)”?= - pmsen  ifl=-e ecos =Pcos x

x ( l -cos2u l (s -  = .  Es )  (2.100)

10 ”
do ) = «cos 1º o o )  - ob º ( 1 -e  270?  E (L terosê 1 /7
dE dE Pe  . I=ecosE'

x (s -  —2- E 4Ts )  1- rmeran (2-ecosE)(?-e -eco re )
PI )  (P.10d*

(1-0) ,
do = .  2 -1  Eo fan  VU? pnulagecões 1? (L=rcnsElVP y
de  . n
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x ( s -  = E+ ts )  (?.106)

(1-0)dM a 3 luecosE, 1/2
TE : = 2b  O —(1 -e  cosE)  (FscscE sen  E X

xís-  2-6 4Es) - d(1-scos) (2-e"-ecosE) (2.10f)
2(1-e corE)

As perturbações periódicas e seculares nos elementos orbi

t a l s ,  que tomam lugar durante uma revolução por causa do a r ras to ,  podem

ser ava l iadas mediente a in tegração numérica das equarões var iac iona is

ap resen tadas  ac ima ,  Aparecem, nas  i n teg ra i s  inde f in t ídas  cue  surgem,  OS

quat ro  elementos o rb i ta i s  a ,  e ,  1 e vw, t ue  nodem se r  considerados cons

t an tes  i gun l s  à ceus va lo res  i n i c i a i s  du ran te  um i n te r va lo  de 2H  em E.

Nos próx imos cap í t u l os  será  esboçado um essuema de  i n teg racão  ana l í t i ca

de uma das equacões (2.10) .
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CAPÍTULO III

UMA REPRESENTAÇÃO ANALÍTICA DA DENSIDADE DO AR

NAS EQUAÇÕES VARIACIONAIS

De modo à in tegrar  ana l i t i camente  as  equações varíacio

na i s ,  deve-se adm i t i r  a lguma rep resen tação  da dependencia do  espaço e

do tempo para a densidade do ar p :  Não é tão simples, no entanto, des

crever um mode lo  ma temát i co  rea l i s ta  da atmosfera po r  causa da  na tu reza

complexa da d is t r ibu ição de densidade e do nosso conhecimento limitado

do seu comportamento espaço- tempora l .  Foram apresen tados  a l guns  modelos

da atmosfera que a judaram a esc la rece r  a dependenc ia  da dens idade  sobre

O espaço  e o t empo  no  reg ime de  a l t i t ude  ent re  150 e 750 km ( r e fe r i do

como atmosfera supe r i o r ) .  Esses mode los  es tão  sendo cons tan temen te  aper

fe içoados numa ten ta t i va  de  re f le t i r  o corrente es tado  de conhecí irento

das  var iações observadas  na  a tmos fe ra  supe r i o r .  Na  desc r i ção  de  uma teo

r ia de 1 º  ordem para as  per turbações de  a r ras to ,  cons ideramos somente

uma represen tsção  empír ica de P .  A despe i t o  da grande var iab i l i dade

na densidade com respe i to  ao tempo, ce r tas  representarões ana l í t i cas  de

Pp foram usadas com cons ideráve l  sucesso nas in tegrarões das — equacões

var iacionats tanto sobre um perfodo orb i ta l  quanto sobre todo o tempo

de vida do saté l i te ,  Os modelos matemáticos da densidade do ar  a que so

mos conduz idos  mo i s  na tu ra lmen te  são ou  a le i  de  po tenc ia  ou  a l e i  expo

nenc ia l  de var iação com a a l t i t ude ,

Para a camada de 300 a 400 km, que será do nosso interes

se ,  d ispomos dos  segu in tes  dados ,  ex t ra fdos  de Wc Cartney [a] :

Altitude(km) Temperatura(%K) densidade(kg mo)
300 1432 3, sox1097!?
400 1488 6,50x107!?

Por tan to ,  em v i s t a  da pouca vaerlação da  tempera tu ra  den t ro  da nocsa  f a i

xa de in te resse ,  codemos faze r  uso  do  mode lo  t isotérmico, cons ide rando



19

es te  camada com uma temperatura cons tan te  e i gua l  a 146009K (méd ia  ar i t

meética das temperaturas dos extremos),  Neste caso a l e i  exoonencial  à

Jjusta-se razoavelmente e P pode ser  dada por

p r - f oew l  = )  (3.1)

onde Po É a densidade no n íve l  de re fe rênc ia ,  z é a a l t i t uda  acima do

n íve l  de re fe rênc ia  e H é a esca la  de a l t u ra ,  dada Dor

H.  LL (3,2)
8

onde ,  no nosso  caso ,  R é a cons tan te  espec í f i ca  do a r ,  cu j o  valor  é de

2,8706X10" J kg" K"*, T é a temperatura da camada (14608) e g é o cam

po grav i tac ional  terrestre, dado aproximademente po r

da  = ( 3 ,3 )

D

onde 6 é à constante da gravitação universal (6,670x107**MKS), ME é a
24 e amassa da Terra (S,56X10 kg) e D é « distância ao centro de massa ** da

Terra,  que pode ser tomada, em média,como sendo i gua l  ao semi-e ixo mei

or da ó rb i ta  oscu lado ra  do  sa té l i t e ,

A dens idade da  a tmos fe ra  é o rovave lmen te  ma is  uma — função

da  a l t i t ude  ac ima de um p lane ta  es fe ro i de l  oue da d i s t ânc ia  ao centro

do planeta, À a l t i t ude  de um se té l i te  acima de um olaneta esferoldal  é

dada  por

z '  m a(1-ecosE) - e ,  [1-fsen 1sen" (we ud) (39.4)

onde a ,  e b ,  são respec t i vamen te  os  ra i os  equa to r i a l  e po la r  da Te r ra ,

e f é o achatamento, dado Dor ( ab ,  ) / a ,  (=  0,0034), Tomando-se o nperi

geu como níve l  de re fe rênc ia ,  Oy se ja ,

2 2
JÁ um . -  -— sm2 e f  a í l . e )  a (TL-fsen sen co) (3.5)

temos que, u t i l i zando (3 ,4 ) ,  (3 ,5)  e ( 2 .3 ) ,

2 2
= Hofi=cosE) + Hacosaos 228 158N E +z=  27'e 2

e
[1-ecosE)

r e f



14

+ Hal1-e)Psenay SENE(cosE-e) (3.6)
(1-ecosE)

onde

Hc = ae

Ho = a fsen“l  ( 3 .7 )
t

A quantidade q é usualmente menor que 0,4 [ 2 ]  « Usando à notação

k,  = q cos2(M (1-eº)
k ,  = a sen2lv (1-0) ?

(3.8)
« - sen E (1-ecose)”?

=?Pp = (cosE-e)(1-ecosE)

vemos que P 6 dada pela funcão

Pp - Pr -exp(-c)exp(c cost )exp(=k, a - K2P senE) (3,9)

onde Pr é a densidade no perigeu. Uma exp: 1são desta função que nos se
rá ú t i l  mais ad ian te  é dada por

P = Pr exp(-c)exp(e cosE).Í (k 0 - 1 ) k ,  BsenE 4214  9 , t  9 ,

2 2 3+ 2e(0 +29 ,)cosE + [(3e -1)a -29 bos E - 2e(0, +49 Jcos E -

2 4=— (3e q ,  9, )cos E + de cos E (3.10)1 2 2?

onde
2 2 29 ,  =. (1-e ) ( -  acos2owW4+ —= q sen 200)

(3.11)
e.Po 2?a, = —(1-e ) q cos&v

3 ?
e onde  foram abandonados  termos de  ordem supe r i o r  à e ,  97 º  eoês . ,
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CAPÍTULO IV

INTEGRAÇÃO ANALÍTICA NAS EGUAÇÕES VARIACIONAIS

Se a exoressão da densidade dada por (3,9) é substitufl

da nas equações var iac ionats ,  podemos in tegrá.  l as  ana l i t i camente ,  Um

meio de faze - lo  é considerar a expansão (3 ,10)  e ,  a menos do fa tor

exp(e cos t ) ,  expandir o membro d i re i to  des equações em series de potén

c ias  de e ,  os coef ic ientes das cua is  contendo potênc ias  das funções tri

gonométr icas senE e cosE ,  No nosso caso ,  desenvolveremos apenos a POVUA

ção (2.202), a qual integraremos de Tí à T, ou seja,  durante — anenas

um período orbi ta l  (perigeu a nerígeu), o cue nos fornecerá a variação

sofr ida pelo semi-e ixo maior durante t a l  per íodo,  além do resu l t ado  a

presentado po r  Fitrnmatrick ( op . c i t . ) .

Integrando (2,10a) temos
nn a jo

as), - 20 | O encgyão (s- cg 6 JOE (41)dr (1-ecosE) '

sendo s e G dados por (1,149) e P dada por (3,9)  ou por sue — exnansão

em (9 ,20 ) ,  Como j á  dissemos, o in tegrando de (4 ,1 )  pode ser — exnandido

em uma sér ie  de potências de e ,  e po r tan to  (4 ,1 )  pode ser  escrit=s como

uma soma de i n teg ra i s  dos  t i nos

W |
Jsenscos"Eexa(e cosE )dE (4,2)

x"
e JSess"eena(e cosE)dE (4 .3 )

-T
onde m é um i n te i r o  não negativo. Os integrandos em (4,2) o funções

Ímpares de E e as in teo ro is  de f i n i das  de TN a TA se anulsarao, V is to

aque as in tegra is  definidas da forma (4,3)  são combinações: l !neares das

f unções  mod i f i c -des  de Besse l  de p r ime i ra  espéc ie  e de  ordem — i n te i r a ,

e l - s  podem ser  exnressas como combinsções J inesres das funcões mod i f i ca
. edas de Bessel de arimeira esvoeécie, 1. ( c )  e 1 , ( c ) ,  de ordem zero e um
o wrespectivamente, através do uso de re l icões de recorrência bem coneci
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das  ( ve ja  Apênd i ce ) .

Se os detalhes da integrºeção de (4,1) são levados a termo
- 3 2 2

e sao abandonados termos de ordem super ior  a e , 9,48 , 9 , 8  q,e eq3 aºo
pode-se most rar  que

20?  :
1-0 2NbA a l  ) .  - Moe L Pr exp ( -c )  [221  (0 )  + a,1,(e)) ( 4 ,9 )

n

onde

B = -  E du  L e [ -  Ín(es EL  serão -
o c 2? c c

- fr ce [14 20 oo +
+ — fe 4 e — + se  (1  o )  sen au"

c

- [ -  ge  Se) f sen  " |  -
e

3sen “1  ao 4 fe  20
- == a ,  na na l i a r  (14  5 ) |sen id -

e c c
20 4 20

oe c |
3sen isen2%W Be ? Ss.- > q, b -  — + e (4 Es -

Cc c

3senº isen? 20 4e,, 120 |a E = - 4 , 5õ 9% É õ - (794 > j (4.5a)
c c c

-po + " — le- (1- = )  - =-eeh? (2  | [serto

f e t o  EE) fo too 2 )  a
2sen” (o a PA 40, CA+ — PIE: S—=) e )  5 (7+ 3º |[|52D W

[o c c e
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- O > 26 14 stars =|
2 | Ber4 Sen tsen2a) e r  : [e- ( 1  e -

e c e

12  3 200
- se D- s(29+ | +c f-

. :

3sen isen2cy 1 40 [a18)+ > q, | - (7+ —) —2e pr (2114 2 | (4.5b)
c c c

> :
a, = asentuwÍ(1-e ) (4.61)

2,2 |aa". 2-9 sen4fJ(1-e ) (4.6)

Prra a equação (2,8a), dispomos do seguinte resultado(1] :

(o) 2 2 :As "Ia aba (1-0) Tg exp(-c) [H.T9(0) + n,1,(0)] (4,7)

onde
3 a .eHM = leedi + )  - 284  [e(sn1)- (3  +4do =.

+-—+ PP  (4.68)

H, = 2ej- e? + =) + (14 je  +
c

*+ — - SE(41) + e (1H Es” ++ 2)  -
e

69 . ;
2-— | - (14 sde(g42) | (4.85)

c c
14d

3"
de onde então vemos uue

nal, AN, AÇO)
rue É à introracão 1º eru-rão (2 .72) ,

Lo =)Para uma compareçaeo s imples,  nodemo- conFiderar o  excmeldo



de um satélite em órbita ecuatorial baixa, com i «(9 =Q=  O, possuindo
os valores a + 6745,847 km e e = 0,01. Calculamos então a variação rela

tiva entre as aproximações Aa )  e As ) ,  dada por

Aa t ro )  2 8 IT ( c )  + 8,1, (c) ” ”

a Le)

is to é,  uma variação percentual de 107%.
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CONCLUSÃO

Vimos ,  no  presente  p ro je to ,  o resu l tado  de  uma aprox imacão

superior na veloc idade amblente, quando consideramos os desenvolvimen

tos em série atê o cubo da excentricidade. É evidente, então, que ta l
aproximacão, assim como acuela aoresentada nas referências 1 e 2 ,  é

vál ida somente nos casos em cue à Ouarta potênc ia  da excent r ic idade se

j a  desprezível em fece da precisão desejada, Para O exemolo em Juestão,

notamos oue à va r i acão  pe rcen tua l  é de  apenas 107%, o Cue i nd i ca  —oue

a aproximação fornecida pelas referências acima citadas já é bastante
”

r azoave l ,

Sugere-se cue, em futuros trabalhos, desenvolva-se até uma
ordem a ma i s  na  excen t r i c i dade ,  Ta l  t en ta t i va ,  no  en tan to ,  pode rá  se r

um tan to  t r aba lhosa ,  como j á  o fo i  6 p rescn te  t r aba lho  e como são ,  em

ge ra l ,  os desenvolvimentos em Mecânica Colestes é ,  porém, um caminho pa

ra novas  pesúuíras., Mode los  ma i s  ape r fe i r oados  pa ra  e dens idade  do — a r

poderão tambem se r  emorecgados, o que nos fornecer ia um resu l tado  ainda

mais  p rec i so ,



APÊNDICE

FÓRMULAS AUXILIARES

nº1cos e | Sa (pleoseínid 4 (77)|
k=O

en?

n.1
cos = |  ( ?n-Mens  (2n-2k-1)x)

2 k

Função modificada de Bessel de 1º espécie & ordem inteira p :
xy  2x+Px

1, (x) " e Soo cose)cos(pe)do - > Er

Re lações  deduz idas  a per t i r  das fó rmu las  ap resen tadas  ac ima :

Ju
7 mwe |. co8 O exp(x coséelie=

S
" 1 , ( x ) ,  ma=0O

1 ,0 ) ,  ma l

1 ( x )  - — LT(x ) ,  n= 2

= 2 (x )  + (1 =) (x ) ,  mea

(14 5 ) (  1x) - < L(x) ), mn = 4

- (14 =) 1(%) 4 (4H +” níx),me5
x x x

(14 = + )  1,(x) - <—(14 4 a) ne) 8
x x x

15 192 9720- ( 1 ELOA BEE, Nx ) ,  m=?x x

2(p=1)- PD 1 O)Relação de recorrência: 1 (x )  = T (xp ne?  x pe l
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