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LINTRIDUÇÃO

A T ro r i a  d2  Rrouvoer nos  34  2 so lução  do  movimento» 3d2 ua

sa té l i t a  a r t i f i c i a l ,  daesanvolvida em po tênc ias  de  um paquano

pa râme t ro  k ,2  em va r i áve i s  canôn i cas  de  De launay ,  a t r avés  (ds

1ê t i do  de  von  7Z2 ipe l ,  cons ide rando  o po tenc ia l  g rav i t ac i ona l

t a r res t re  a tê  5 59  ha rmôn i co  e desp rezan io  (o) a r ras te

a tmos fé r i co .  Yo aeantanto, =ssa  so lução  possu i  s i ncu la r i dades ,

quando implaenmsntada compotac iona lmentao ,  se  à axcan t r i c i j ade

e /ou  a inc l inmiçção da  Órb i t a  t endem a ze ro .  Lyddane  p ropôs  a

remoção das s i ngu la r i i ades  dessa  so lução  (=om =sxceção da

inc l i nação  c r í t i oa ) ,  a t r avés  de  uma t r ans fo rmação  das  va r i í va i s

canón i cas  do  De launay  pa ra  as  va r i áve i s  canôn i cas  de  Po inca r íá ,

de  f o rna  que  pudesse  se r  ap rove i t ado  t o l o o i as=nvo l v i eman ty  de

à3rouvwver., Fssa  so lução  º conhec ida  como Te5s r i a  de  B rouve r -Lyddane

pa ra  sa t í l i t as  a r t i f i c i a i s  sea  a r ras ta  a tmos fê r i co . ,

Esso  t r aba lho  *em como ma ta  p r i nc i pa l  2 imp laman tação

compu tac iona l  dass :  t eo r i a ,  ve r i f i cando  > compor tamen to  da  nas ta

quando comparada à Teo r i a  de 3 rouwer  2 à i n t eg ração  numér i ca ,



CAPÍT ILO

TECPIA DO MOUVIMENDO DE SATÍLITES AFETIFICIAIS

[SFX” ARRASTE MATYOSFÍRICO)

—- P re l im ina r 2s>:

-
Desp rezando -se  t odas  às  pe r t u rbações ,  t eaos  que  às

t ra j e tó r i as  E i uas  pa r t í cu l as  de  massa i n te rag indo

gravr i tac iona lmente  serão  cOonicas, com focos  no cen t ro  às na SSa

i o  s i s t ena ,  r esu l t ado  2s t2  bem conhacidão do  P rob lema  da do i s

Corpos .  Caso  a Ta r ra  f osse  f o rmada  po r  camadas  es fé r i cas

concên t r i cas  < homogênsas,  o sa té l i t e  a r t i f i c i a l  desc reva r i a

ama Órb i t a  e l í p t i ca  f echada  ao  redo r  de la ,  com um dos  f ocos  no

cen t ro  de  nassa  da mesma, e obedecendo às  t r ês  Le i s  de  Xap l2 r .

Ess º  mov imen to  não  pe r t u rbado  (mov imen to  kKap ler iano)  deye  se r

iescr i to  por  um con jun to  ide se i s  e l emen tos ,  os  qua i s  de f i nan  o

=s53tado do  sa té l i t e  a r t i f i c i a l  num da io  i ns tan te  t ,  t a i s  con> os

e lemen tos  o rb i t a i s ,  de f i n i dos  sequndo a Fiqg.l:

a=sen i -o i xo  ma io r  da  e l i pse  o rb i t a l ,

a=2xcen t r i c i dada  da  ó rb i t a  ,

i = i nc l i nação  da Orb i t a  ,

á=anomalia méd ia  ,

Ww=arquaento do  pe r i geu  , e

A= lo rg i t uds  do  nodo  ascen ien t s  (EL ) .

UU



on A nem o. " O " - - DP

ELEMENTOS ORBITAIS *

F igu ra  1 :  Os  E lemen tos  Orb i t a i s .

No mov imen to  kap le r i ano  os  e l emen tos  o rb i ta i s  são

cons tan tes  , com exceção do €Y que é uma função l i nea r  do tempo,

€ O Sa té l i t e  a r t i f i c i a l  es t i  su j e i t o  à função  po tenc ia l  Usp/r

onda r éa  d is tânc ia  ent re os cantros de massa do sa té l i t e  2 O

da  Te r ra ,  2 p r?  sendo  nã  massa  da  Te r ra  e Kk à constante.

g rav i t ac i ona l  t e r res t re .  Porém, hã vá r i as .  pe r tu rbações  que

a l t e ram a Ó rb i t a  do sa t í l i t e  t a i s  como :  o acha tamen to  da  Te r ra ,

oO a r ras te  a tmos f í r i co ,  à pressão de  rad iação  so la r  e ou t ras ,

—
—

—
—



f azendo  com que  os  a l emen tos  oscu lado res !  da  orb i ta do  a=z:smo

sa jam funções  comp l i cadas  do t empo .

Considerando-se apenas à pe r tu rbação  dev ião  a não

as fe r i c i dada  da  Ts r ra ,  e supondo  uma s ime t r i a  de  ro tação  ea

to rno  do  seu  2 i xo  po la r ,  a f unção  po tenc ia l  g rav i t ac i ona l  a qua l

o sa té l i t e  a r t i f i c i a l  f i ca  su je i t o  é dada por:

os

U=ME1- 2 IRD)  HA sençb)  1) (E ) ,  onderz % ê a f unção
Te,

po tenc ia l  kep le r i ano ,  os  J, são coe f i c i en tes  re l ac i onados  à forma

l a  Te r ra ,  RE O ra i o  equa to r i a l  t e r res t re ,  É a l a t i t uda  ào  pon to  e

pi sen (P) ) o Po l i nôm io  de  Legend re  de g rau  n e a rgumen to  sen ( f ) .

Yo p róx ino  Í t en  ap resen ta remos  a Teo r i a  da Brouvwer, à

qua l  so luc i ona  o mov imen to  de  um sa tá l i t e  a r t i f i c i a l  su j e i t >  àa

essa função  po tenc ia l  desenvo lv ida  a tê  o 52 harmônico.

1 Os e lementos o rb i t a i s  r e fe ren tes  a Orb i ta  que um sa té l i t e
a r t i f i c i a l  assum i r i a  se num dado  i ns tan te  t f ossem sup r im idas
todas  as  pe r t u rbações ,  são  ditos e l emen tos  oscu lado res  no
ins tan te  cons ida ra io .



1.2. 7 À Teor ia  de  B rouwer :

A teo r i a  da  B rouwer  nos  dá  à so lução  do  mov imen to  de  um

sa tá l i t se  artif icial (sem a r ras te  a tmos fé r i co )  em te rnos  j e  uz

pequeno  pa râme t ro  ko onde  os  t e rmos  pe r i ód i cos  Eo ran

i 2  sºanvolviãos a té  O (k ) ,  e os secu la res  a té  I ( k2 ) ,  tendo s i do

a15ada à f unção  po tanc ia l  desenvo l v i da  a té  o 5 º  ha rmôn i co  dada

po r :

=p/r+phk[17-35en?(6) 1/0?+pà [-3/230n(É) +5/2520? (É) 1/0*+
+Mk[1-10s=n2(fB) +35/3sen* (BB) J/rS+mA[15/8s2n(P)+

-35/4sen3 (3) +53/8senS(B) J/r%é (Es) ,  onde os coe f i c ien tes

hz9s Ke e A. ,5ão da  o rdem de  K? ,  e t odos  e l es  re l ac i onam-se  c912 Os

JT

Brouwer  exp ressou  à bam i l t on ian :a  do  s i s t ema?  em te rãos

das  va r i áve i s  canôn i cas  de De launay ,  ass im  de f i n i das :

Li=(pa) VE ,

G=L (1 -e2 )Ve ,
HA=Gcos(i) .,

1=% ,

b=A. ( f a ) ,  que  sa t i s f azem:

d (L  ,G  , 9  ) / i t r=  AF /O01,9g  , h )  e

a(1,9g , h  ) /d r=-8F/D(L ,G ,H  ) (ES), obtendo, assina:

2 Na ve rdade ,  .> que  estamos chamºindo de  ham i i t on iana  e
a ham i l zon iana  mu l t i p l i cada  po r  -|.
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F=p2/ (212) +p*k/L6[ (-1/273H2/(262) ) a3/03+ (3/27
-3H2?/ (26? ) )a tc Is  (29-28) /E?  Jr nSAhQ/L8[ ( 3 /8 -  1582/ (66? ))at sen (g+

+£) /D* -5 /3 (1 -42 /G2 )a*sea (3g+3E) / 0 *  )(1-42 /G2) Ve+

+p6k/L10f (3/3-1542/(4G2) +35H*/(8G*)) a5/05+(-5/0+
+ 20H? /(3G?) -35H*/(63*) )aS cos (29+2f) /05+(35/24-35H2/(1252) +
+35H* /(243%))a *?CoS(4974E) /ES]+17 Ag/212 (1-H2/S2) Vef15/64 (1+
14H?  /G? +21H* /G* )aósen(grf) /ró-35/128(1-10H2/G2+

+9H4/G)  a6san(3g*35) /C9+63/128(1-2H2/32+H*/G*) atsen(53+

+5E£) / r 6  1] (E6 ) ,  que É uma cons tan te  do mov imen to? .

Podenos  ve r  de  (E5) e (Es )  que  como FPF i ndepende  de  h,

t enos :

hscte?+cotaas t (ET) ,odu se ja ,  É cons tan te  e h ilin3sac nho

BDrouwer 2 fe tuou  duas * t r ans fo rma ;oas  canôn i cas  de

va r i ave i s ,  da  f o rna  qua  à ham i l t on iana  ge rada  ps la  segaianda

t r ans fo rmação  ind2apoandesse das  novas  va r i áve i s  1 " ,  q "  2 h " ,

ob tendo ,  ass im ,  L'"!, GC" e À ”  cons tan tes  e 11º, g ºe  bh" l i n sa res

no  t empo ,  ros ) l ve rdo  oO p rob lema .  Após  i s so ,  e l e  r e to rnos  às

va r i áve i s  o r i g i na i s  a t r avés  das  eyuações  dd: t r ans fo rnaação

i n va rsas .  Para e fa tua r  as t rans fo rmações  naecassír ias,  Brouver

bas  2ou=-se no  YSÍ todo de  von  Ze r i l pe i ,  ap l i cando -o  po r  duas  vazes

no s i s t ema .

3J303 t e r ros  que  apa rscem na  ham i l t on iana  2 Não  ap resen tam
dependênc ia  exp l í c i t a  das  var1íáveis de  De launay  podam se r
cxpand idos  como funçoes  des tas .  :
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Para  e fe i t o  de  i l us t r ação  do  re fe r i do  nê to i o ,

de ta i ha remos  apoenas a p r ime i ra  ap l i cação  do  mesmo na so lução  da

1% ordem do  p rob l :ma  p r i nc i pa l  do sa té l i t e  a r t i f i c i a l ,  Ou se ja ,

zonsiderarenmos a hamiltoniana do sistema somente a tá  o 2 º

ha rmôn i co .  Dessa  f o rma ,  a ham i l t on iana  pode  se r  esc r i t a  como

s2:nio;z

F IL  ,G6 HE ll 49  4 .  )JAE(L ) +E(L  6 aU , l  7/9 04/00) (E3),»

onds os  i nd i ces  dano tam a ordem em k ,do  t e rmo  em ques tão .

se ja  a t r ans fo r ração  canôn ica  de va r i í va i s

( L  16  12  11  19  2h  | enhadtadias ( 1 ,6 , ,H ! , 10 , / 9 ,h? )  . ob t i da  a t ravés  da

f unção  ge rado ra  S (L ' ,G ' ,E ' , 1  , g  , h  ) .  Das ta  f o rna ,  t emos :

d (L ,G ' ,H ' ) / d t=  ara ( 1 ' , 4 ' , h ! )

d (1 ' , 9 ' , h ! )  / d t= -2FY8(L ' , 6 ' ,H? º )  (29)  e

( L  .SG /ã  11 º  , 39 º ,h )=BS(L " ,GN 4,1, gq , h  )J/DO0L 9 . h  22 ,6  HH)

(E10).

A função  gaoradora S &é ob t i da  21º f o rma  que  à nova =

namiltonianz F* iniependa da nova va r i áve l  1 º .  Comoa F*não

à2apende também de h ' ,  po i s  à F independe de  h ,  en tão  t e tos  ds

(E9 )  que  L '  > H '  se rão  cons tan tes ,  e 1 º  2 h º  l i a sa res  no  t 2mpo .

Coro 9 nosso  p ro t l ema  i n t r oduz  apenas  pequenas

4O Ind ios  >e ry  rcafor
pe r tu rbado ) .

ue se  xo  problema kep lea r i ano  (p rob lema  não
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pe r tu rbações  no  p rob lama  kev le r i ano ,  & COonvanisnte qua S 2 EF?

se jam,  ass im  como  F ,  expansões  em io sendo  o 1 º  t e rmo  re fe r2an te

ào  p rob lema  não  pe r tu rbado .  Dessa  f o rma ,  podemos  esc reve r :

S=SrStSt... (El1) e

FER E IS . . .  (E l2 ) ,  onde Sã, É a função garadora

i den t i dade ,  ou sa ja ; :

S=L* 1+G'q+HIh (E l3 ) ,  148  sabs t i t u i da  em (1519) nos  l eva  a :

(L 6 /H /,1'/9',h!)=(L',G',H',1 ,g ,h )+95/D(1 ,g ,h ,L,G',H')+
+AS/B(1  9 , h  ,L2º ,S ZH)  Tons (E la ) .

Como a han i l t on iana  É uma cons tan te  do  s i s t ema ,  tamos

FL  GH , l , / g , . ) ?  FORO V8 AO 0600) (Ej5), 2 ds
(Ba) e (E l2 ) ,  t r uncando -se  cm O(KkK?), vem:

E(L) +R(L ,G HH /,1 43 é .  )ERILIO)+ENLNGIH,O ,9NL O)*

+EMLI,GIZHI, 0 )  (El6).

Subsz i t u i ndo  (E10 ) em (E l6 ) ,  vem:

1195 /21 ) + E(DS/B(1,9,h) ll 49  )=EUL)  +EP(L GN ,A ,  1DS5 /08 " , ,  )*+

TEL !  G ! ,E ,O  85 /03 ,  ) (E l7 ) .

De fo rma  a pode rmos  1qguâalar Os t e rmos  3223 mesma o rden  en

ks E ass im  ob te rmos  F *  pa ra  ca l cu la rmos  as  novas  va r i áve i s

(L ' ,U º ,H 'T ,191 ,97 ,h? ! ) ,  exDand i remos à equação  (2317) em sé r i e  de

Tay lo r  nas  v i z i nhanças  de  (2 ' / ,G ,H ,1  139 4h  j o
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Após essa  expansão ,  t r uncada  em O(kÊ I .  chega -se  a :

EUL)  +FE(L ' ,S ' ,E ' , 1  PR: 1 +93/0197/2AL '+-335/21232/2L '+

+1/2(985/81) 2925E/L'2+35/2120E/0L'" D5/Ogan/AG' =3AL'!) +

PEL HO 49 ,  I+EILI,GIHIVO go, )*+
+295/26'2F/2g (E18) -

I qua lando -se  os  t e rmos  de  mesma o rden  en  ke obte1rnos:

k? : EFE (E19),

k i :  F+95/212E/0L'=F? (E20) ,  e

k? : D3/0107/2L'+1/2(985/21) 20 2E/01'2+05/210E/0L"'+

+2 5/2790 1/0 G'=F235/2853'2F7Dg (521).

Tºnos que F podes sar  diviil1ida em F=?, +h,, onde FP.ê a

pa r te  independente de 1 ( secu la r )  <« Fê  a par te-dependenta  32 1

(pe r iód i ca ) .  Se impormos que F* s2 ja  i gua la  F,, t e remos  de

(E 20 ) :

2
92140

25/019F,/AL=-7, (F22 ) .

Como conhacemos  FE e R , ,  podemos  ca l cu la r  a S a t r avés  dao

(E22 ) .

De rosse d i ssas  re l ações ,  0DOdenmos ca l cu la r  S ,  à a t r avés ”

i e  (214) chegar às novas va r i áve i s  ( L ' . , s ' ,E ' , l 1 ' , 9 ' , h ! ) .



após  i s so ,  E rouwer  e fe tuou  uma segunda  t r ans fo rmação

( L ' ,G ' ,H? ,11 ,g1 ,h t )  ===  (LM,GN,H1  1 , gn  hn ) ,  cu j o  i n t u i t o  f o i  o

à32 e l im ina r  a va r i áve l  gq' da  Fº  ob t i da  an te r i o rmen te ,  a t r avés  de

uma nova função geradora S*=S$+SP+S2+... , e de modo ani logo

ca l cu lou  a nova ham i l t on iana  F** i ndependen te  de  1 " ,  gq" 2 bh",

obtendo em seguida à so lução do  problama p r i nc i pa l  do sa té l i t e

a r t i f i c i a l .

Após i s so ,  Brouverc a i nda  ac rescen tou  à so lução  os

t e rnos  pe r t u rbado ras  secu la res  re fe ren tes  às con t r i bu i çoes  idos

39 ,  4 º  e 52 ha rmôn i cos ,  os  j ua i s  f o ram ca l cu lados  separadamente ,

Pos to  i s t o ,  tamos à so lução  exp ressa  em te rmos  dos  elanmantos

o rb i t a i s ,  “ - nvo l vendo  os  t r ês  con jun tos  2 segu i r :

( a  ve , i  , l , q , h )  —-- -  e lementos oscu ladores  ,

( a t º , 61 ,1 t , 1 t , q ' , h ! )  —- - - -  elementos de l ongo  pe r í odo ,  =

( a " , e " , i " , 1%,gN" ,h ! )  --—--- c l enen tos  néd ios  .

Seguen-se ago ra  às f ócma las  f im i s  do  iesaeanvolvizseato

de B rouwer  [ 1 ] :
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Os elementos médios de Brouwver são  ob t i dos  de :

a"=aç,
e"=e ! ,

i " s i l ,

1"=131t ,
g=gbgt ,  e

h!'=h=eht (E23 ) ,  onde o i nd ice  ze ro  i nd i ca  as  cons tan tes

de i n teg ração ,  e o Índice | os  cos f i c i en tes  dos  t a rmos

sacu la res  de f i n i dos  a sequ i c :

1ENn/32032+406/N(-1+302) +3B/2n[-15716h+2502+ ( 30 -96N+

-90n2) 0? -(105+ 1449 +25h2) 0º 1+ 30W/ nata (3-3092+350*)]

g=N/32 [456] (-1+502) +368[-357248T2502+ (40- 192 0+

-1260n?) 0?+ (385+3CIn+45n2) 0º J+10B/[21-90n2+

+ ( -270+126h? )82 +(385-139Nn2)8* 7) ,

han/8f(-2467/0-3X4'2[ (-5+12N7TYN?) 0- (35+36h+t502) 6? J+

+10%/ (5-34?) (3 -762)0 )  (E24) ,  senão :

n= (p/a"9) Ve ,

n=(1-e"2)V2 ,
ô=cos ( i " )  ,

aka"
úFNÇV9" ,

EAN
Ú=n2/2"5 7

=m- 20, i=2,3,5545 (E25).



l o

Os e lemen tos  da  l ongo  pa r í odo  são ob t i dos  dez:

1'=1"+61 ,

g'=gn+óg, e
h'=h"s&h (E26), onde Ge, bi. 81, êg e bh são os tacãos

de  l ongo  pa r í odo ,  i j e f i n i dos  a segu i r :

Ga =[B1eNn2/8[1-1102-400* (1-592)-1]-5Y1 enh2/(128/)[1-382+
80º (1-582) -1 Jcos (209) + (63/ (46!) +=! (4+ 3212) /(o4ÉIN*)[1+
-982-249* (1-592) 1 ] )nêsen( i " )sen(9" )+

35e"nêssn(1") /(384%)[ 1-502-160* (1-502) = Jsen(3g"),
Bi= -e "62 / (n2 tan  (1 " ) )  J

Gl=1%/n3/3[1-1102-408* (1-562) -11-5%! nº / (12%)  [1-562-88% (1+

- 50? )NY) 52n (2g") -n3sern(i")/(427) (63 /6/+
+58, (4+9202) / (165/)[1-992-240*(1-582) —* j cos (g" )+

+356/7e"nisen(i") /(384%')[ 1-5902-160* (1-59?) =1 Jcos(33"),
Bg=(-B//160 (2+2"2) -11(2+3072) 02-40 (2+56eN2) 9º (1-562)-1+

-400a"266(1-582) -2 J+5%!/(246/)[ (2+8"2) -3(2+32P2) 92+
E (2-59!2) 9º (1-502) =1-30e"206(1-562)=2 ]) sen (29g")+
+ 6 / ( 45 )  (sen (19) /S ' - e "02 / sen ( i " ) ) >»

+50] /(64%/) [ (n?s=D(i" )  /en-e"nes/scn(2"))  (4+32U2) +

+e!sen ( i " )  (25+9e"2) À 1-3092-249* (1-502) = T+

-156/=2"6?5en(1i") (4º 3642 ) /  (3561) (37150? (1-502) i r
*+408* (1-58?) =? T)cos (4") + ( -  3588 /11  526) [ e " sen ( i " )  (3+

+2ze12) =aN 302 /seu (19) |[ 17562 -169* (1-507?)=1 J)-
rI5SB ANIA? SAN (1 " )  / ( 5748 )  [ 575292  (1 -50 º )  14808  (1+



17

-502?)-2]) cos (39") , «

Qh=[- 1 /8[ 11+8092(1- 592) -1+ 2006 (1-582) - 2 1956! /(126[3+
+1602 (1 -502 )-1+400* (1-502) -2) en 20sen (2q") +
+ [63 0"9/(46/sen (i") )- 5%, e"0(4r3e"2) /(646/sen(inv))[1-992+
—248*(1-5892) =1 ]+15Y, s"Osen (1") (4+3e 2 )  /(32%/) [3+1602(1+

502) -1+400* (1-5802) =2 1) cos (g") + (-35%8/2"39/(11520/sen (1"))
[ 1 -589? -16€8* (1 -502 )=1])-35%,/12"3 Gs n(i") /(5765/) [5+320? (1+
5082) - 1+309+(1-592) 2? 3) cos (359") (1827).

0s e l emen tos  oscu lado res  , j á  somados os  t e rmos  da cu r t o  pe r í odo ,

são  ca l cu lados  po r :

asa" (1+6[ (-17392) (aN3/0' I-n77) +3(1-02) at 3/0'5 cos (29!+2£') 1),
ese'+n?/(20") (B[ (-1+ 39?) (a"13/C'3=n73) +3(1-82) (a"3/013-n7)

cos (29'+2€'!) 1-6 (1-9?) [3e" cos (29! +£') +a" cos (29*+3£*) 1 ,
i=1'+6/0/2(1-82) Ver 3cos (cg! +Z2E!) +seNcos(29!+£I) +

t e " cos (29 '+3Ê ! )  1,

121 =93%/ (48") (2 ( 13  02) (n2a"2/rt2+an/0'+])sen(f ')+
+3(1-92?) [(-n?a"2/rt-a"/0'+] )Ssen(2g!+£') +(nêavz2/c0t2+
*+aN/rt+]/3) seal(29'+3E) 1 ) ,

geq'+n2%,/(42") (2(-1+30?) (n22V2/0! 2+21 /0t+1) sen (11 )+

+3(1-82) ( ( - n22a "2 / r0 ' 2 -a " / 0 ' - ] 1 ) sen (29 !+ f ' )+ (n2ave/r'2+
+a" ' / r t+1 /3 )  sen (29'+3€£!) 7) +61 /4 (5 ( - 1  +50?) (E ' - 1 * revsen ( f ' ) ) +

+(3-58?) [332]  (29!  +28!) +sE" ser (29º +E!) +e "Scn (29?+3E) ] ]  , e

h=h ! ' - 6 /9 /2 [5 (E8 ! -11=2 "3anN(É ! ) ) - 3sen (29 !+2E ! )-3e"sen(2g!'+f') +

- e l ssen (2g ! ' +3€£ ! )  ] (E28 ) -

Como npodamos VvaC o , as  equações acima possuem

Ss inqu la r i dadas  pa ra  e" e /ou  3º  paguenos  2 tambêm pa ra  uma

r
to
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determinada i nc l i nação  c r í t i ca ,  po i s  59 termo [ i -5cos=2(1") ) ]

à parece como  denon inado r .  Po rem,  êmbora  à s i ngu la r i dade  re l a t i va

à i nc l i neção  c r i t i ca  rep resen te  um fenômeno f í s i co  (a  l i b ração

do a rgumen to  do  pa r i geu  próxiano à essa a i nc l i nação ) ,  ambas às

ou  t r as  são  apenas  s i ngu la r i dades  apa ran tas ,  j â  qj0e às

coo rdenadas  do  sa té l i t e  a r t i f i c i a l  são  não s i ngu la res .
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Às Brouwzsr -Lyddane:D
— 1 T

V ' >= H
H

D
s) o [2 o

A so lução do movimento de um sa té l i t a  a r t i f i c i a l  (sea

a r ras te  a tmos fó r i co )  f o i  dada po r  S rouwer  ( 1955 ) .  às  f ócmu las

r esu l t an tes  que dão os e l anan tos  oscu ladores  da Orb i t a  contêns

s ingu la r i dades  pa ra  an e /ou  i "  paguenos. Como pã> Rhã

s ingu la r i dades  nas coordenadas do satáél i te,  é poss í ve l  escr2ever

aquações  ben  de te rm inadas  pa ra  ambos  os  casos  c r i t i cos ,

ax pand indo-ss  as  coordenadas em sé r i es  dez Tay lo r  nos  e l emen tos

pe r tu rbado ros .

Porên ,  * imbyra os  t e rnos  de  1º o r i em se jam reguwWares, os

de  ordem supe r i o r  são  s i ngu la res  2 não  devem se r  i jespr2azailos,

Uma fo r ra  j 2  con to rna r  :«sse p rob lema ,  p ropos ta  po r  Lyddane ,  f o i

a de  f o rmu la r  a t eo r i a  de  pe r t u rbação  en  t e rmos  das  va r i áve i s  de

Pa inca rê ,  j adas  à s2ayu i r :

xF (2(176)) Vecos(q+h) ,
m=2(2(G-8)) Vecos(h ,
v1=1+a+h "

Y=-(2(L-5)) Vesen (97h) 1 €

n=" (2  (= )  Vêsen (h)  (E25),  ao  i nvés  d i s  va r i áve i s  de

v r l aunay  (VU4), CO fo i  Í 32 i t o  tTOr D rouwer ,  vVMâ V<iZ 718  O

po tenc ia l  De r tu rpado r  po lê  se r  esc r i t o  cor>o uma sÉéris . de

) t s  Le  27  Epo t í nc i as  am X, X, Y E Y%,

Cc p rocs i imen to  de Lydjdane es tá  desc r i t o  à segu i r ,
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Cad . * ' O —-  . aSeja F a nan i l t on iana  esc r i t a  em função  das  va r i áve i s

da Po inca ré .  En tão ,  t emos :

Lad

FUXx l s  Pc )  a H a l  PR  sh  av  t h  a a HE a l  29  sh  ) )=F (L  [G  a B e 1 e i  eh  )

e i =1 ,2 ,3  (E30 ) .

"n
n

1 e.
) r ep resen tam à mesma quan t i dade  d in ím ica ,  porêm

possuem formas.  f unc iona i s  d i f e ren tes ,  Lyddane e fe tua  à

t r ans fo rmação  (X ; ,Y  )o==- -G(Q,y " ! )  , de aco rdo  com as  equações :

Cen

x ,  =05/97Y, e

v=2S/ax!  ( 731 ) , onde  Sêa  f unção  gs radlora

Land nl a . aa

Ss (XY .  EX  + " +x .  +S  (XY .  ) SAX,  % j (E22 ) ,  sando  St

de f i n i do  como  à pa r t e  do t e rmo  de  1% o rdam em x, i ndependen te  de

Yº

Pos to  i s t o ,  o mé todo  de  von  Ze ipa l  an te r i o rnaen te

desc r i t o  & ap l i cado ,  po rém todas  as  quan t i l ades  envo l v i das

se rão  funções de ( x º ,  f f ) ,  ao i nvés  de ( x , y  ) ,  COmo se r i a  us i a l .

I s t o sa deva  ao  f a to  de  que  com ta l  ap rox imação ,  à qua l  nos  l eva

à um e r ro  ds  7% o r i em nos  ternos pe r i ód i cos ,  t 2 remos ;

x -  =A (L  [AG TI ,41 47  . h )  AL SACLU,GN E VALU TUDO

Y, =3 . (2  AC anal, TAh) e NUEBALO GN ,HN,19 ,7 ,  h " )  ( 233 ) ,

O que nos  parsmi ta  O reap rove i t amen to  do  t r aba lho  de  3 rouve r , .
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Tomando=se as  eqs .  (£31)  esc r i t as  nas  va r i áve i s  de

De launay ,  e de f i n ind io -se  conven ien tenen ta :

b1=-(S+*51), «

bg=-(St St) +
bh=-(S*SP), +
óL=sy e .

be=+(5* 51h (E34), sendo:

6u=2"6a/(22") , e
bg= -Lv2anba /sn+3nba / (2a " )  =GP t an  ( i n )  6 i  ( 835 ) ,  Chega -se ,

após  alocunas man ipu lações  a l g íb r i cas ,  às f o rmu las  ma i s

conven ien tes  pa ra  o cá l cu lo  dos  e l emen tos  oscu lado res :

a=an"+6ba '

1+grh=18 qnehorb(14g34h) ,
ecos (1 )  = (an+5ó 3 cos  (11) - a "61sen (1 " )

esen ( l )  = (a t -Éa )  sen ( l " )  +enbz cos (1 º )  ,

sen ( i / 2 )  cos(h) =[ sen ( i "  /2) +cos ( i " / 2 )  6 i / 2 ] cos (n ' )+

- sen  ( i !  / / ) óhsen  (h " )  E

sen  (1 /2 )  san(h) =f san ( i " / 2 )  +cos (1 /2 )  6 i / 2 ] sen (n " ) *+

+sen ( i " / 2 )  óÓhcos ( h " )  (E36 ) ,  on de os

e lemen tos  qu º  apa recem no 12  membro  denominamos  de  e l aman tos

y ldane ,  03 t e rmos  " são  os  e l ensn tos  médios  deFr vu 3 tsoscualador».

Brouwer  (E23 ) ,  SOS 6 são  as  somas  dos  t a rmos  dz  l ongo  e cor to.

c r i odo  da ITraoria da Proquer. ,

cs  c l oa -n tos  osdu lada res  de  Lyddane  são  ca l cu lados  com

Berro de  22  orijenm anos t e rmos  pe r i ód i cos ,  Po r  exe tmp lo ,
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cons ide renos  b1, e 6 r aspasc t i vamen te  2s  pe r t u rbações  em 1

ca l cu ladas  v i a  T3 2 TBL ,  onde :  bIXZÓL- t e rnos  de  O (K? ) .  po i s

ó1=-1S+ St, 2 b1=-(S+5? .

À manipulação de (E36) nos l eva  às ezuações não

sS inqu la res  dos  e l enan tos  oscu lado res  i a  Ó rb i t a  ( com exceção  da

i n c l i nação  cr i t ica) ,  r eso l vendo ,  - po r t an to ,  os p rob lemas  das

2quações  de  B rouve r .

An tes  de  exp l i c i t a rmos  o p roced imen to  ado tado  pa ra  o

cá l cu lo  dos  <cl=mantos oscu lado res  de  Lyd ians ,  É conven ien te

ressa l t a r ros  os  saqu in tes  pon tos :  no cá l cu lo  dos  <ermos de cu r t o

pe r i odo  devemos usa r  | "  e g "  ao invés de 1º' e g ' ;  a

s ingu la r i dades  ( i - n ) / e "  que  apa rece  na  soma l+q  é apa ren ta ,  po i s

( 1 -9 )  / e "=0 " / ( 1 tNn )  3 devenos  somar  manua lmen te  as  equações  da  1 ,

g eh  an tes  ds  ca l cu la rmos  compu tac iona lmen te  a soma  l1+9g+h; 2 no

ca l cu lo  de  6a  devemos  usa r  as  i den t i dades  aba i xo :

[ ( a  nº / r "  3I=n73 ) / 2 "=n2  60 e "n+  e "  ( 1  +n  - 1+3CcCOS(£ " )  +

+3e"cosê (f") seN?2cosI (fº) 1, e

[ (a /r0") IenTt ] /a"anTo[ e r+acos ( f " )+3a "cosa (EM)+aPê cos? (8º) 1].

En to ra  àas equações àõe Lyddaue  dêem, pa ra  casos  não

c r í t i cos ,  Oo mesmo r : su l t ado  das equações: de 3jirouwer co r  un

t r aba lho  ad i c i ona l ,  o f a to  de  t a r - se  um ún i co  a l go r i tmo

Compu tac iona l  pa ra :  anbos  os  casos  j us t i f i ca  essa  pequ i IAã

da  svan tacem.



CAPÍTULC 2

TESTES NUYÉRICOS E CLNCLUSÕES

2s1l. 2 Proceilinmento;

Após t e ran  s i do  f e i t as  t odas  às  nan ipu lações  a l gêb r i cas

necessá r i as  à Teo r i ade  B -Lyddane ,  f o i  imp lemen tado  um programa

compu tac iona l en FORTRAN IV ,  com p rec i são  ex ten i i l a ,  t omando-se

o cuidado de otimizar con juntamente a p rec i são  nos c í l cu l os

envo l v i dos ,  a ve loc i dade  de  p rocessamen to  e a naenmnória ocupada

pe lo  nmesno,.

LDividinmos o nosso  es tudo  en  qua t ro  casos  d is t inc tos ,

va r i ando  e 2 i v ,  e mantendo-se cons tan tes  os  demais e lem=ntos.

Ta i s  Casos  são :

CASO eu in(rad)
1 0.2000 —0.5000
2 0.2000 —0.0001
3 0.00CIL — 0.5000
4 0.0091 — 0.000)

T11 d i v i são  f o i  f e i t a  com o ob je t i vo  de  ve r i f i ca r  a

compa t i b i l i dade  das  eguações  da  Lyd idans  con  a Teo r i a  de  3rouvwer

pa ra  um caso  não  c r í t i co  (CASO 1 ) ,  e obter o compor tanvan to  de

a rbas  as  t oo r i as  pa ra  d i ve rsos  casos  c r í t i cos  (CASOS 2 ,  3 54 ) .

r a ra  cada  s i t uação  f o raa  f e i t as  às  segqu in t ss

a
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comparações :  TEORIA DE BLOUWEIR(TB)-INIESRAÇÃ) NUMERICA(INT),

TZORIA DE B-LYDDANE(TBL) = INTZJGRAÇÃO NUONÉRICA e TE IR IA  DE BROUNWNIZR-

TEORIA DZ B-LYDDANE,gerando-se g rá f i cos  de  e r ro , .  r e l a t i vos  às

r a i o - ve to r  2 32 va loc i dade  do  sa té l i t e  a r t i f i c i a l ,  pa ra  c:1d2a pa r

CASI-COKPARAÇÃO. De acordo com as conl ições i n i c i a i s

cons ide radas ,  o i n t e r va lo  de  i n teg ração  da  ó rb i t a  do sa té l i t e

a r t i f i c i a l  f o i  dese 20  ho ras , 0 que equ i va le  a 19  revo luções  do

nBesno ao  redo r  da  Te r ra ,  numa  fa i xa  de  a l t i t udes  (1580km)  onda

às  pe r t u rbações  dev ido  ao po tenc ia l  g rav i t ac i ona l  t e r res t re  são

p reponde ran t=es .  Tolo o t r aba lho  f o i  executado em p rsc i são

sx tend ida  num compu tado r  IBM 370 /158 .  Apos  redvuz i r - se  O s i s t ema

“ o r i g i na l  de  2€  o rdan  a um da 1% o rdem,  a i n t eg ração  numér ica  f o i

r aa l i zada  com o “S todo  P red i t o r -Co r ra to r  dae Adams-Mou l t ou ,  t endo

s ido  reque r i da  uma p rec i são  de  10 -17  un idades  sem ques tão .  Os

r e f2 r i dos  g rá f i cos  con  suas  respec t i vas  l egendas  es tão  con t i dos

ao  apênd i ce  AQ IS  cos f i c i an tes  Jyu t i l i zados  f o ram os  do  SE  19

[ 7 ] .  à i n t sy ração  da  Fquação  de  Kaeplar f o i  f e i t a  baseada  àa2a0s

resu l t ados  de art igo do bDanby [ 3 ] ,  onde  e l s  Compara v i r i os

mé todos  de  i t e ração  2 vá r i os  va lo res  i n i c i a i s ,  ve r i f i cando  qua i s

95 me lho res  né todo  2 va lo r  i n i c i a l  na  i t e ração  dessa  equação .  À

Conve rsão  do  va to r  t os  e l emen tos  o rb i t a i s  pa ra  o ve to r  de

pos i ção  2 vsa lo i c i dade ,  em coo rdenadas  ca r t es i anas ,  f o i  f e i t a

não  envo l vem funções  do  t i po  aàarco-1a t ravés  de  equações qu:

t r i gononé t r i co  [ 3 ] .  ISS3  cu i  i ado  f o i  t omado  po r íue

compu tac iona lme ; ta  assas  f unções  possuam p rec i são  mano r  do  que

3s funções  t r i gonornó t r i cas  s imp les .



O e r ro  náx imo  ob t i do  pe la  comparação  TB-TBL  pa ra  o caso

não c r i t i co  (CAS) 1 :e /=0 .2000  e i v=0 .5000  rad)  f o i  da  or i?m ds

15  ne t ros  (13 ) ,  Oo que  É j us t i f i cado  pe lo  f a to  da que Lyâddane,

ao ob te r  suas  equações  de  t r ans fo rmação ,  Conmcteu e r ros  de  72%

ordem em k ,nos  t e rmos  pe r i ód i cos .  Dessa f o rma ,  conc lu ímos  qua às

equações  de  Lyddane são  compa t í ve i s  con  as  equações  de  3 rouve r

pa ra  o caso  não c r í t i co .

Ana l i sando  p r ime i ramen te  os  resu l t ados  ob t i l os  da

comparação  T3 - INT ,  ve r i f i canos  que  quan to  ma i s  c r í t i co  f o r  >

74  sS0, mMáiores se rão  os  e r ros  envo l v i dos  ( f £113 ,  f ãa ) ,  ( 17 I  e

(4 10) ).

Cs resu l t a i os  ob t i dos  pa ra  a comparação IDL- INT Rheracvum

uma desc r i ção  ma i s  i l e t a l hada .  Devemos  ressa l t a r  que ,  como  fo i

va r i f i cado ,  quando da  man ipa lação  das t r ans fo rmações  de  Lyddane

n1s  equações  da  S rouwer ,  2 TBL  não  possu i  s i ngu la r i dades  em e"

e /ou  i!' (com exceção  da i nc l i nação  c r í t i ca j .  2odemos oObsecvar

dos  g rá f i cos  (12)  e [(A5) ou  (às )  e f ã11 )  qua quando mantém-se à

excen t r i c i dade  cons tan te  2 d i n i nv i - se  à i nc l i nação ,  os 20 ros

aumentam. S* o cons ida rado  é o i nve rso ,  ou  se ja ,  Sº  man tén -se  à

i n c l a i nação  co rs tan ta  2 d im inu í - se  à excen t r i c i dade  (g rá f i cos

(ã2)]) e (£AB) ou ([A5) e f ( fA l1) ) ,  en tão  os  e r ros  d im inuem.  [Isso &é

jus t i f i cado  pe lo  f a to  de  que  à excen t r i c i dade  apa rece ,  Nas

equações  âe  B roywer ,  como fa to r  mu l t i p l i ca t i vo  em vá r i os  t e r v tos ,

Enquan to  que 2 i r c l i nação  asa rece  somen te  como  a rquaen to  de

f unções  t r i gqonomá t r i cas .  Dessa  f o rma ,  à T3L É ma i s  sens í va l

nl



25

va r i ações  na  excen t r i c i dade  do que  na i nc l i nação .  Além d i sso ,  as

equações  de  Brouwver u t i l i zam as  expansões  nº excen t r i c i dade  do

mov imen to  e l í p t i co  t r uncadas ,  expansões  essas  que possuem 1a1o r

p rec i são  quan to  mano r  f o r  à excen t r i c i dade .  Po r  ou t ro  l ado , "

2sXxcentricidades grandes fazem com que às  cond i ;Oss  i n i c i a i s  da

i n t eg ração  numí r i ca  se jam ca l cu ladas  com neno r  p rec i são ,

aca r re tando  desv ios  nmnaiores en t re  à t eo r i a  e os  resu l t ados

aumêr i cos .  Podemos obse rva r ,  dos  g rá f i cos  (43) ,  fA5 t ,  ([A9Il e

(112), que  quan to  ma i s  c r í t i co  é o Caso ,  ma io r  & a d i ve rgênc ia

en t re  TR e TBL .  Os  gráficos ob t i dos  f o ram todos  con t í nuos  e

pe r i ód i cos .  Como 2s tâvamos  i n te ressados  no  compor tamen to  i jos

e r ros  naxinmos ao l ongo  do  t empo ,  os  g r í f i cos  f o ram fe i t os

ab rangendo  t odo  oO i n te r va lo  da  i n teg ração ,  O que  condensou  os

g rá f i cos  dos  t i pos  (f(A7) e ( 410 ) .  De forma a ressa l t ac  a

con t i nu idade  e a pe r i od i c i dade  desses  t i pos ,  e l : s  f o ram ra fa i t os

pa ra  somen*ta do i s  pa r í odos  de  revo lução  (413 ) .  Ac red i t amos  que

>S resu l t ados  da i n teg ração  numêr ica se r i am melhores,  conforma? a

r e fe rênc ia  (Fox ,  K . .  Numer i ca l  I n teg ra t i on  of t ha  Equa t i ons  o f

Mot ion  o f  Ce les t i a l  Yechan i cs .  Ce les t i a l  Mechan i cs ,  33 21127-

142 ,  1984 . ) ,  se  t i vêssamos  usado  una  ro t i na  que  I n teg rasse

d i re tamen te  um s i s t ema  de  22º o rãen ,  ao  i nvés  i 2  r eduz i - l o  a um

de  1d  ordam 2 an tão  i n teg rá - l o .  I s so  não  f o i  f e i t o ,  po i s  não  f o i

encon t rada  nenhuma  ro t i na  desse  t i po  d i spon íve l  nos  gpaco tes

c ien t í f i cos  procura i t ios,



Dian te  dos  resu l t ados  ob t i dos  pa ra  Os  casos  testados,

podemos  conc lu i r  qua  à Teo r i a  de  B rouwer -Lydda  ne ê um a lgo r i t ãao

não  sS inqu la r  sa t i s f a tó r i o  ( coa  exceção da i nc l i nação  c r í t i ca ) ,

pa ra  a de te rn inação  das s femér ides  de um sa té l i t e  a r t i f í c i a l  sem

a r ras t s  a tmos fê r i co .

es .
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