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PARTE I

O método dos minimos quadrados, apesar de ser firme-
2

mente baseado na teoria estatistica, & em sua parta fundamen -
tal um conceito voltado para realizagces de ordem pratica,., As-
sim sendo, e pelo proprio carater de projeto de fim de curso
de graduagdo, a diretriz que este trabalho tenta seguir & a de
objetividade e praticidade. Uma abordagem que permita ao lei-
tor uma visao gue, mesmo tao abrangente quanto possivel, possa
capacita—lo-rapidamente ao emprego do método, tal & a intengao.

A maneira de introdugao, cuidamos de fornecer um pa-
norama da teoria dos erros. Sao apresentados a curva de dis-
tribuig¢ao Gaussiana, as diferentes definicOes de erro e suas
distingdes e sdo introduzidas ainda as nogdes de média aritme-
tica, de residuos e de peso. As demonstragoes matematicas uti
lizadas ficam ao nivel do ensino Universitario, élém do mais ,
os postuladis estatisticos sao principalmente fundamentados em
estrito senso comum. Esta introdugao, portanto, & destinada a
preencher de maneira breve, possiveis lacunas no conhecimento
especifico do leitor, ou, mais seguramente, relembra-lo de uma
ou outra particularidade esquecida.

Na descricgao do método dos minimos gquadrados, procu-

rou-se antes, reorganizar a exposicgaoc no sentido de torna-la o



mais clara quanto possivel, ao invés de ser tentado um enfo-
que inedito ou audacioso do problema. Exemplo de tal postu-
ra, & o ajustamento de uma série de valores segundo uma reta,
isto &, embora seja o casc menos complexo, a demonstragao &
valida e consistente com qualquer curva gue defina melhor a
disposigao de uma dada série de valores.

Para finalizar, & apresentado um exemplo extraido
de uma observagao real, que por si proprio reafirma a impor-
tincia que tem para o astronomo o método dos minimos quadra -
dos. Sua utilizagdo, aliada ao conhecimento da teoria dos er
ros, cresce na medida em que € cada vez mais necessaria a de-
terminagao exata dos valores fornecidos pelas observagoes, a
determinagao exata dos erros que eles trazem e na medida em
que a quantidade de dados obtidos tem atingido proporgoes li-

teralmente astronOmicas.



PARTE IT

LET DOS ERROS; MODULO DE PRECISEO

Erros sistematicos ocorrem por causas persistentes

ao longo de uma série de observagdes ou sdo devidas a uma de-
terminada lei.

Erros acidentais ocorrem por causas tao variaveis e

transigentes que nao podem ser melhor pesquisadas. Supomo;
que acontecem erros positivos e negativos de igual dimensao e
nimero e que OS erros pequenos sao mais provaveis que os gran
des.

Em geral se demonstra matematicamente que a distri-

buicdao de erros ou seja a freqlténcia de erros A & de tipo:

2 2z
1) F(A) ~o e ou e‘(rlék)

onde X & proporcional ao nimero de erros e pode se afirmar
gque x=h A onde h é a medida da dispersao dos erros e se chama,

modulo de precisao. Para diversas distribuicoes de erros se

obtem a mesma freqiliéncia de erros F( A ) para o mesmo valor
de x=hA .

Quanto maior o valor de h menor serd o corresponden
te valor de A ; para determinado valor de F(A), A & inver
samente proporcional a h. Esta simples e oportuna relagao se
apresenta como uma boa aproximagao do valor real da distri-
buicao de erros.

Podemos entao escrever:

3%y P(A) BA=Ce A



cnde F(A ) d A & a parcela de todos os erros entre A e

O+ ad .

O valer de C se obtem observando que:

/‘ + co f+m _xz
3) 1= o Bl As) A e s e dx-

Unm dos modos de calcular a integral (3) @ a seguinte:

+ oo - Gl = - R Ol <
4) oo e dx = B e ¥

considerando X e y em coordenadas retangulares e integral dupla

2 2
5) \//ﬂ +c°u//ﬁ N e I dy
S bl

e contido na figura de revolugao (fig.l) e pode entao ser tam-

It

bém expressa como:

s 2
6 o N> = &

e que pode ser resolvida assim:

- 2 5 o
7) M A &7 gyt =l &7F AL

+ e

(invertindo os limites de integragao, inverteu-se o sinal).

Figura 1.




Conseqlientemente (4)

X 2
8) [ e® ax =¥Tl

L]

+ o —
: o gl i
e tambem 0 ' e dx — (9)
2

Il

e reportando-nos a (3)

10) € =

/T

Assim teremos:

11) FlA) A N = i e X ax
: VT
ou substituindo x=h A
h ~{hA)2
12) FC(A ) A = e 2.2 &

VT

F( A) representa a funcao de probabilidade ou curva normal

ou distribuicao de Gauss ou Maxwell.

ERRO MEDIO, COMUM E PROVAVEL

No estudo dos erros acidentais & oportuno ter cer-
tos erros especificos representando a precisao da série de ob

servagoes. Consideramos tratar-se de séries homogéneas, isto






_...ll_

P + oo
X {
€ = 1 o - 7 +/-+me":"2 a L 1l
s l
2
i €. = et e = i (13)

O erro comum ou medio absoluto N se obtem asim:

2 2
" 2 -(h A ) 5
N:_EE._ e tha & ) AaddA = h = d A =
i I
1 =0 2 1 i T
= e dlh A} = e

e portanto

(14)

O erro provavel é a linha divisGria entre um nimero
igual de erros grandes e pequenos considerando seus valores
absolutos. Com outras palavras, em qualguer distribuicao de
erros, ha uma chance igual de que um erro seja maior ou menor
do gue um erro provavel. Por issc, o erro provavel e dado

pela condigao.

L [ e
VT 2

0

ou substituindo nF=h



-X -+ X
R
P
Dos valores tabelados da integral, se obtem hr =
= 0,477 portanto,
- =847 o
h
Resumindo:
Erro médio € = —&— = 1,2533 N
“1\/—2
Erro comunm N = & = 00,7979 €
h VI
Erro provavel r = 9.8°07. = 0,8453 N = 0,6745¢
i

A tabela 1 relaciona a probabilidade P para que um
erro seja menor do gue t vezes O erro provavel.

A tabela 2 relacicna a probabilidade P de erros den



ro de certos limites, e a probabilidade & chance de um erro

exceder, certo limite, tudo com relagc3o ao erro provavel.

VER TABELAS 1 e 2 NAS PAGINAS SEGUINTES.

MEDIA ARITMETICA; EQUACOES DE CONDICAO, RESIDUAIS

Aproximamos o principio e o metodo dos minimos qua-
drados considerando a média aritmética de séries homogéneas
de observacoes.

Seja uma série de M valores observados,

2, 3 I-..-I—I—

de uma guantidade desconhecida X, todas feitas nas mesmas con
digGes. Podemos dizer que temos uma série de eguagOes obser-

vacionais ou equacgdes de condicao.

X=n
1

X =n
2

X=n
I

Para cada valor arbitrado para x, podemos formar os

assim chamados "residuais" v (chamados tambem "Observadcs me-









nos computados” ou simplesmente O-C).

V1 =n; =X
Vz = n, =X
V. ' Iy cee
m m

Evidentemente a soma algebrica dos residuais pode

ser escrita:

tvl]= [n] - mx (16)

De especial interesse & a media aritmética:

- =
Im

(v] = o

Em muitos problemas envolvendo observagao a média a

e para qual

ritmética & o valor preferido e & considerado o mais provavel.

Esta preferéncia & relacionada com uma propriedade simples
dos residuais. Se formamos a soma dos quadrados residuais, a
chamos:

[VZ} = [ﬁn - x)z} = [nZJ - 23 En] + mxz

A soma V2 depende da escolha do x mas tem um valor extremo

guando —ﬂg—inl == o [n] + 2 mn = 0
dn

-
i

ou seja quando n = (17)



observe-se que d2 [sz -
e 7
2

ax™
portanto a média aritmética corresponde ao valor minimo da so

ma dos quadrados dos residuais.

ERRO DA SOMA DE OBSERVACOES, DE UMA OBSERVACAD

E DA MEDIA ARITMETICA

Sejam m observagGes: Nys 0y, +ee L € Q incognita
i L
X. Qual a exatidao da soma N dessas observagdoes? Sejam oOs

erros individuais.

3R, XD s A m

entioc o erro A NdeNe A N=A1+A2 ..... + A n

5 2
de onde deduzimos que ok N ::LS ]
considerando que para um nimero suficientemente grande de ob-

servagoes, os produtos A1 A2, A1 A 3 ... s3o desprezi

veis.
Introduzindo a nogao do erro médio € temos
[ ﬂ y 2
A = e e P - pode ser aproximada-
- A ‘-.2 0 ™ - ".‘]' =3P ™ 3 o 3
mente E onde E e o erro medic da soma N, suposigao jus-

tificada na maloria’ dos casos.



Entao, 2

E =& \/;1“ (20)

Para a media aritmética dos m valores ou seja, pa
N - ; M=
ra b 0 erro e reduzido m vezes. Portanto o erro medio E 0

da médi i tmeti =
edia aritmetica e € & c (21)

0 J =

A média aritmética de m valores, pode ser considera
da m vezes mais valida do que uma observagdo. O erro médio
de uma observagao, pode ser considerado como erro médio de pe
so unitario., Entao o erro médio da média aritmética & obtido
do erro médio do peso m, dividindo o tltimo pela raiz quadra-
da do peso m. Reciprocamente, o peso m & igual ao quadrado
do erro medio de peso unitario dividido pelo quadrado do erro
nedio da média aritmética. A mesma relagao existe, natural-
mente, para os erros provaveis.

A proxima questdo @: Como se pode deduzir & e por-

tanto £ 0 dos residuais v da média aritmética?

O procedimento & o seguinte:

Para cada observagao, o residual v da média aritmética & liga

do ao erro A pela relacao:

A O ‘AO

onde é}o & o0 erro da média aritmética. Deve ser repetido

os e nao os erros

jor

gue scmente os residuais podem ser avalia
contudo que a diferenga pode ser minima se houver bastante ob

Servagaea e conseglientemente, um valor pequeno para A}U.



Elevando ao quadrado

VAN = v2 o4 Cs'o -2v A 0

e a soma dos guadrados dos residuais &
la Ll oA
A J=lv] +m (22)

pois o scmatorio do terceiro termo & evidentemente zero.

Agora suponhamos cue A 0 e igual ao erro médio€30
da media aritmética, o que na maioria dos casos e verdadeiro.

Entao teremos:

[A ﬂ = [vﬂ + :—:.Ez {235

0
[2] 2 2 e’ 2
mas LA | =m€ e €, = == geopiel s in &5

que a f£ormula do erro médio de cada observacac de uma série.

V = 0,6745 \/[vzj (25)
m - 1

O erro provavel @&

A média aritmética de m observacdes tem O peso = m,
O erro medio e o erro provavel da média aritmética e dada por:

Enms & | . / | V2J ;
; Ve \ m (m-1) Jik
——
r, = —p==— = 0,6745 \/_EX:?~ (27)

e n (m-1)



ERRO DE SERIE DE OBSERVACOES

Temos um método simples e rapido para calcular o
erro médio ou provavel de uma série de um pequeno nimero de m
observacces de uma quantidade. DMostrou-se que o erro médio&
& em relagdo ao intervalo R isto &, a diferencga entre o maior

e menor valor pela formula:

I R v[ (m + i) (m + 2)
3m (m =)

e portanto o erro da média aritmeética,

€ = R \/ (m+ 1) (m+ 2)
21‘11 3 (m w l)

Estas formulas d3o uma boa aproximagdo quando m e pequeno, di
gamecs nao mais de 6.

A tabela 3 mostra o fator pelo qual deve ser multi-
plicado o intervalo R para obter o valor da média e do erro

provavel para séries de 3, 4, 5 e 6 observagoes.






0 erro provavel (ou médio) tem ele mesmo um erro
provavel (ou medio) uma vez que seu valor foi computado com
um nimero limitado de observagoes, Pode se demonstrar que a

razao do erro provavel para o erro provavel &

0,477

(30)

Por exemplo, uma determinacao de paralaxe baseada °
em 25 observagoes, tem um erro provavel de 0"0l0 gue por sua

vez tem um erro provavel de 0",00L.

COMBINACAO DE ERROS

Se uma quantidade e afetada por diversas fontes de

erro, entao se pode demonstrar que:

€ 2 6'2 c 2 c 2
t o 1 ¥ 2 ¥ sy m (30)
"hC ’- AR - i o~
onde € , & o erro médio total e c 17 € g eeees € n Sao  os

erros medios devido as diversas fontes de erro. Por exemplo,
se u=2x+y + 2 o0 erro médio u esta ligado aos erros me-

dios de x, y, z pela relagao:

2
€ = € + € + £ (32)



Do mesmo modo da relagao

u=ax + by + cz teremos

2 @ & 2
; E 4T A BEDS BB E TS

m
1

M

n

RelagOes correspondentes existem naturalmente para

0S erros provaveis.

PESO DAS OBSERVACOES

Peso de uma medigao & o guadrado R? de sua "preci-
sao R",

A nogao de peso fica mais clara apreciando a situa=
cao seguinte: Para determinar uma grandeza Z, sao feitas uma
série de medigoOes de precisao R e uma segunda série de preci-
sao . Supondo que sabemos apenas um resultado m da primei-
ra série & um resultado m™ da segunda serie. Que valor pode-

mos atribuir a 2 ? O resultado sera, evidentemente da forma:

.hm+ h' m'

Z = dizendo entao que h e h' sao os pe
ol i
sos atribuldos as duas medigOes. Sendo X e y OS erros com re
lagao a m e m', o errc de 2 sera h x + h' y'
h + b

Nao podemos procurar tornar minimo o valor provavel

desta expressdo, pois ele serd provavelmente zero, ja que X e



- 24 =

3 sao considerados com seus sinais.

der minimo seu quadrado, isto &:

Procuraremos entao ren-

n'lw (p)?

M(hx-l-h'y>g h2M (x)2+
h + h'

pois o valor médio de xy & nulo,

Por outro lado, sabemos que

0
2K

Mo? = — e M (y)?

e deve se procurar o minimo de:

{(h + h'

fi il e 2%
R2 K'2 (h + h')z
Fazendo h=x (th+ h')

h* = (1L = %)y (h+ h')

a expressao sera

)2

1
2K 2

x? {1 ~ %}*
+ e anulando sua deri-
2 .
K K
vada em X se obtem:
x2 | l-= % e
R K
ou seja
< TSNS
Kz K‘2
i ¢ . 2 12
Os pesos h e h' sao proporcionais a R e R e o

valor de Z sera:

3
% K2m + K'"m'

X g mH




Quanto mais observagoes pertencerem a mesma série
tendo portanto a mesma precisao, somos levados a considerar a
média aritmética (alias Gauss partiu da média aritmética para
sua lei dos erros).

De modo mais geral, considerando nas observagoes de

precisao K, cujo resultado médio & X N, observagOes de

S

precisao K2 com resultado medio X.,, etc, o valor Z sera:

2
2 2
=8 nl Kl Xl S s R nP KP XE
2 2
Nl .Kl i e np KP

isto &, o peso de um conjunto de observagOes se obtem multi=-
plicando o peso das mesmas pelo seu namero. Conclui-se que a
precisao da média de diversas observacoes se obtem multipli =~
cando a precisao de uma observacao unica pela raiz qguadrada

do numero de observagoes. De fato: seja x = x; + X, + ....
X e K as precisﬁes relativas aos erros Ny, Ny eee n e

n n
de sua soma X.

‘Temos entao - = + mas se conside-

rarmos K, = K, = ... Kn teremos logo

e . X .
A precisao relativa a —— e n vezes maior do que  a
23 -

precisao relativa a %, pois a um erro cometido com relagao a

X
2y ccrresponde Ui er¥o n vedZes Mehor para == .
= e n

-

A precisdo do erro da media ée:

X, + %X o by
— portanto nk = kq v[n.




Assim, para a media de 100 medigoes, se obtem  uma

precisao 10 vezes maior que para uma unica medida.

PARTE III

0 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

-

APLICADO A TEORIA DOS ERROS

A impossibilidade pratica de se obter o "valor exa-
to" de qualguer grandeza fisica que se queira "medir", nos le
va fatalmente a realizagao de uma série mais ou menos numero-
sa de medicoes, todas envolvendo um erro admitido a priori.
Somos entao levados a procurar, niao o valor exato, mas a mai-
or probabilidade de ter medigoes mais proximas do valor exato
ou, com outras palavras, o minimo erro provavel,

Se a aproximagao das medicgOes & geral em qualquer
medida fisica mesmo quando se dispoe de instrumental de gran-
de precisao e quando as grandezas a medir estdo ao nosso al-
cance obrigando-nos com isso a& pesquisa acurada dos erros, O
problema adquire maior relevo em astrometria, devido a ordem

de grandeza dos elementos considerados,



A probabilidade para que o resultado de uma medigao
seja compreendida entre os valores u e du &, de acordo com

o principio da probabilidade composta, da forma:

2 2
(1) Paus=ce ™ RlR=-w0" g

O valor maximo da probabilidade P, sera portanto aquele que

tornar minimo o da expressao

5 2
() "‘S=% . ‘la~8,)
i i
1
de onde resultara a condigao
(3) _......d_._S.._. = 2 é (u—-u‘) == )
d u #

mas

= il = ui) =nu - é‘ui

O valor mais provavel do u resultara pois, da expressao:

ou seja, justamente a media aritmética das determinagbes, con
sideradas evidentemente, todas com o mesmo "peso”,.

Nesta analise preliminar da procura do valor mais
provavel e do erro minimo, a expressdo (2) ja contem o princi
pio dos minimos gquadrados.,

Podemos agora passar a examinar o problema mais ge—'

ral seguinte:



Sendo uma grandeza

Y =£f (a a R wnswy B
(ay < i m)
e conhecendo a seu respeito uma série de medicdes

Yir ¥gr seuee ¥ 10 (n > m)

gquais serao os valores mais provaveis de

a a a ?

l' 2' - s s s e m

As relagoes obtidas das medigOes mencionadas, sao da forma

yl = fl (alp az, s o n am)
Y2 == f2 (alp az; "R am)
Y ™ fn (al, Aoy e am)

Se as medigaes Yy fossem realmente exatas, as equa-
¢Oes obtidas seriam compativeis, mesmo que seu numero fdsse

superior ao das incognitas.

Na realidade, os valores Yy sendo medidas aproxima-
das, para tornar o sistema compativel & necessario agregar aos
z

resultados Yy @s corregoes ceee. 2z, de tal forma,

le 2!

que as equagoes
fl ik £

£



sejam compativeis em A7 Byy weees A

A prcobabilidade para que os erros das medidas sejam

exatamente as corregoes =z Tot wsmes By & proporcional ,

l ’
; -5
Como vimos a: e

ohde &= E g
i

admitindo sempre o mesmo peso para as n medigdes.

Mais uma vez observamos gue a probabilidade sera ma
xima guando S sera minimo.

Os valores mais provaveis das correcles z ou dos pa
rédmetros a serao obtidos tornando nulas as derivadas parciais

de s em funcao dos a.

d Jd s

= 0 _§_.§_ e 0 = 0
o a,

67]

g a

As equacOes assim obtidas sdo um numero sempre igual ao das

incognitas podendo assim, nos fornecer diretamente os valores

dos a.

Concluimos portanto gque o sistema de valores adota-
dos para os parametros a como mais provavel, & aguele para ©
qual a soma dos quadrados dos erros das observacoes diretas

(eventualmente multiplicados pelos pesos das observagoes) for

minimo; de onde, o nome de metodo dos minimos quadrados.

Antes de prosseguirmos com a an2lise do caso geral



de n equacoes relativas a m parametros, vamos analisar um e-
xemplo mais simples envolvendo uma série de valores de tendég

cia linear com dois parametros a, € a,.

Suponhamos uma serie de valores observados e dispos

tos aproximadamente como na figura.

Se procurarmos ajustar os pontos obtidos & uma 1li-
nha reta a fim de estabelecer a tendencia mais provavel, o
problema & achar a equagao mais provavel para a reta desejada.
Sua equagao sera evidentemente de forma:
Y = a, + a, X mas, para cada valor de Y teremos uma corregao

1 2

Z para tornar o sistema compativel.

Deste modo: Y. + d. = a., + a., X ou
i i 1 & i
= a, + - Y.
dl i a2 Xl yl
20 4 2
di = {al + a, X, yi} e

conseqlientemente:






O exemplo considerado, nos permite agora acompanhar
melhor o tratamento do caso mais geral:

Seja uma série de medigOes destinadas a evidenciar
a lei que nos permita a determinar um valor ¥ em decorrencia

de outro valor conhecido X. A lei procurada aparecera como

resultado de m determinagGes Y; ..... Y dorrespondente a m
valores de X, ..... X_ da variavel independente. Marcando um
sistema de eixos retangulares X e Y, os pontos Pl PR Pm,se

as medigoes efetuadas nao tivessem qualquer erro, ficariam si
tuados sobre uma curva Y = £ (X) representativa do fenOmeno.
Mesmo nesta hipotese puramente tedrica, a determi-
nagdao analitica de f (X) seria em grande parte arbitraria ,
resultando no problema geral da interpolagao que aparece a ca
da instante nas ciéncias experimentais. A indeterminagao po-
rém cessa se decidirmos escolher f (X) entre as fungdes cuja
expressao analitica seja convenientemente definida, como por

exemplo, a parabola de grau n resultante do polindmio.

Os coeficientes a, constituirao as m incognitas de
um sistema de m equagoes lineares que certamente admitira so-
lugao ftinica se os X, forem tcdos diferentes,

Podemos chamar o problema assim definido como inter
polagao parabolica e € a mais comumente usada,contudo que em

certos casos podemos recorrer a interpolagao inversa:

1
X

= £ (x)

ou semi-logaritimica: log ¥ = £ (x) etc.



A forma de polindmio inteiro, escolhida para f(x) ,
€ a mais natural para os fenOmenos fisicos continuos e per-
nite o desenvolvimento de £ (x) numa serie de Mac-Laurin, i

mitada a um numero conveniente de termos.

2

e

Efetuadas as n medigoes, os valores Y., X0 X,
Xim sao conhecidos de modo gue resulta um sistema linear de
n equagdes de 19 grau com m incognitas e cuja solugao, pelo
método dos minimos guadrados, podera ser acompanhado Eacil~
mente, considerando o caso de trés incOgnitas., Para simpli-
ficar a apresentacao sera aproveitada a simbologié utilizada

por Gauss em casos semelhantes.

Seja entao o sistema:

il
o

x + bly + c z + dl

Il
o

a.,x + b2y + c,z d2

ax+by+cz+d =20
n n n n

Como nos propusemos, devemos achar o valor minimo

da soma S.

i 2 3 2
g = (alx + bly + ¢,z + dl) - (azx + b,y + c,z2 + dz) B i

2 2

cujos termos seriam, um por um, nulos se o sistema dado fosse
compativel.
A condicao para que S seja minimo sera dada pela so

lucao das trés equagoes:



- R

T

B = 0

s
d x

3 e 22 ) =0

y g z

d s d s
d ;

Para explicitar facilmente as equacoes acima, utilizaremos as

convengoes:

I
[\
o
o
o

) mEa?s [l At R

I
M
Q

i
M
[
fal

| ap} = E;aibi ; [acj == E_aici ; [ad] etc.

Teremos entao:

= a; (alx + bly + cqz + dl) + a (azx + b2y + Ccyz + d2

2

o .
2 d =x

* iwens = Laa} X + Egb] A [ac] Z [ad] =0 (1)

s = r
2 - _'bl (al}{+bl§ +clz+d-l) + * " @ " 8 ® g 88 a8
" N
= [ab] x+ [bb] y+[bc] z+ [ba] =0 (2)
1 d S
= Gy X+ bh.vy+ .2 * 8.} ¥ civan b o
a 5 1 ;i & ‘3 i i
= [acj ¥ 4 Ebc} ¥+ Eccj % [cd] = 0 (3)

As equagoes (1), (2) e (3) sao as equagOes normais

do sistema dado.

Da equagao (1) resulta: : g A
Lga} Laa [aaj






ou adotando uma anotagao simbOlica semelhante 3 anterior:

r I='s = I
LCC.Z; z * [Fd'zj 0

I "
Z = - led.2 0 que permite a solugcao completa do sis-

[cc.Zq
tema.

Cbtidos os resultados pelo método exposto, aparece
uma pergunta de capital importdancia: Qual a confiabilidade
desses resultados? Consideraremos o caso mais simples da me-
dia aritmética, de uma série de medigOes executadas em condi-
¢Oes idénticas. Sejam a;, a, ..... a  os resultados das me

digoes, A o valor exato desconhecido e M a média aritmetica:

i

M

03 erros reals e SlEe 8 en cometidos em cada medigéo se

l!

rao A - al: A - a A - an, mas conhecemos apenas seus

valores eproximados M - al;' M-a, ..... que nos dao, guan-

2

to @ precisao, o valor K, tal que:

2 2
1 (M =a;)" + co00s + (M= an)

2 K'2 n

Substituindo os erros verdadeiros (que evidentemente

nao podemos conhecer) e e e, pelos valores aproxima-

17 € eeenn
dos, teremos para K' também um valor aproximado. Vejamos seu
grau de precisao.

Seja E o erro cometido substituindo A por M (o valor

exato, pela média aritmetica), temos entao:



E=A-~M= ey - (M - al) e da mesma forma
E = e, -~ (M - a2) e conseglientemente
) ; 2
12 = (el 1oz L) + R (en E} .
2 K'2 n

desenvolvendo a expressido acima e considerando

S'ez
Cxwti RSt W
2 K'2
teremos:
PRI S W
2 K'2 2 K! n 2

mas

e, ~bE* AN~ élai =nE temos entao:

R TR AR W |
2 K 2B

O valor de K' aparece pois excessivo, ou seja, a a-

dogao de K' como Indice de precisao, seria atribuir as medi-

¢oes um grau de exatidao que elas nao tém. O valor de K' po

- (T ; ~ 2
dera ser corrigido calculando uma aproximagao de E™,

é.ei
Se E = w———-e teremos:
n
52 = 12 se ¢ + 22 Ze.e
n o n % 2

Considerando a distribuicao, equilibrada quanto aos

erros em torno de zero, o termo £ejey

3 e desprezivel e assim



teremos:
2
S £ €4 1
ET = = 5
n n n 2K
de onde
1
> 1 1 = e £(M - a.)2
2 K n= n
portanto 2
1 5 £ (M- a.)
2 K2 n-— 1
A analise ndao & rigorosamente exata porgue a;ay
Jjamais pode ser nulo, mas seguindo o precedente aberto por

Gauss, os observadores a consideram valida na pratica.

O valor admitido para

5 nos leva a uma es-—
2 K

timativa do E2, ou seja, do erro esperado:

E- L M~ &)™
i

n (n - 1)

De maneira andaloga se encontra a medida de precisao

e o erro esperado da solugao das equagOes normais tratadas an

tes.
As nogoes expostas sao suficientes para aplicar o
método dos minimos guadrados gquando necessario. O método,nao

isento de criticas, sobrevive com bastante utilidade. Eviden=-
temente, nao podemos pretender obter bons resultados onde hou
ver medigOes grosseiramente erradas. O método & porem parti-
cularmente vantajoso quando se deseja comprovar a validade de
uma teoria cientifica, ou quando se deseja calcular o valor

de uma constante fundamental.
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PARTE IV

METODO DAS ALTURAS IGUAIS, UMA APLICACAO DOS MINIMOS QUADRADOS

A OBSERVACAO DE ALTURAS IGUAIS

O método das alturas iguais, consiste, em sua par
te pratica, em observar o c2u com uma luneta apontada a
uma distancia zenital z constante, segundo um azimute a
que pode variar. Suponhamos, inicialmente, que Z<< 90° S

sendo $) a latitude da luneta.

Para que uma estrala de declinacaod cruze o
campo, € necessario qued esteja compreendido entre (@ - z)
e (@ +2z). Uma estréla cuja declinacao esteja no interior
destes limites cruza duas vezes o campo, em dois azimutes
simétricos relativamente ao meridiana. Os azimutes sao  fa-
cilmente calculiveis pela resolucao do tridngulo de posicao,
construido sobre a esfera celeste pelos pontos A, P, Z,res
pectivamente direcao da estréla, do polo elevado e do zeni-
te, cujos trés lados sdao conhecidos (fig. 1). O pequeno cir

culo de polo Z e raio esférico z & chamado almicantarado.

No campo da luneta o circulo determinado pelo mo-
vimento diurno do astro, o qual passa evidentemente por A,

projeta~-se segundo uma reta.

0 almicantarado avarece na figura 2 como uma li-

nha horizontal; o paralelo da estréla & a linha obligqua
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que faz com o almicantarado o angulo g, o qual & o angulo em

A do triangulo esférico ZPA (dngulo no astro).

E interessante conhecer a rapidez da variacao angu

lar de A, ela & de 2 cos d radianos por dia sideral.

FPig, I e ¥ig, 1II

Analisemos alguns casos varticulares. Quando({ e
iqual a (@ - z) ou (P + 2), g = 0 ou 180°, a probabilidade de

ocorrer uma passagem na distancia zenital z torna-se nula.



Ouando o angulo em g & reto, as estrelas passam em maxima di
gressao; 4 e dado entao por:

sen ¢ = sen O sec. d
e os azimutes correspondentes sao dados por:

cosa=—tqth(P

¢ = .
Se z > 90 —(P, o polo e interior ao almicantarado.
As estrelas observaveis tém suas declinacoes compreendidas en

tre tP - z e 180° —EP - 2, g neste caso € menor que 90°.

0OS DADOS OBSERVACIONAIS E AS INCOGNITAS

O instrumento de observacao das alturas iguais sera,
no trabalho gque se segue, o Astrolabio Impessoal Danjon. Ele
permite relacionar o instante das passagens dos astros (usual
mente estrelas) com uma distancia zenital instrumental cons-

‘ o
tante z, da qual conhece-se apenas o valor aproximado z-.
z &, portanto, a primeira incognita a ser determina

da pela observacdao astrondmica.

O instante da passagem € o Unico dado experimental
fornecido por observacao. Seja E a leitura do reldgio regula-
do em tempo sideral, T o tempo sideral local verdadeiro - no
mesmo instante, toma-se como incOgnita relativamente ao ins-
tante de observacao, a quantidade.

C = = B



chamada corregﬁo do reldogio. A variacao de C durante a obser-
vagao serd negligenciada. Apds a determinacao de C, & obtido
o tempo sideral local verdadeiro, em seguida o tempo sideral

local médio T,o e entao o tempo sideral médio em  Creenmich

TmG = TIn + L (onde L & a longitude, suposta conhecida). Por
fim, através de formularios encontraveis nas Efemérides, a
achado TUO (tempo universal). Esta Ultima parte do cadlculo

nao sera levada a cabo aqui, pois foge & nossa proposicao de
tao somente ilustrar a exposicd@o do método dos minimos quadra

dos, limitar-nos-emos, portanto, a determinar C .

O instante de observacao E & evidentemente  funcao
de C, de z, da latitude q) e das coordenadas equatoriais apa-
rentes do astro observado, ot ed‘.

0 angulo horario H do astro & dado por:

H=T-0. =C + E =C

entao

cos £ =

sen(P sen d + cos P cosd cos(C + E - éL)
£ facil ver que ¢ e d nao podem ser encaradas co-
mo incognitas, pois, qualquer que seja o nimero n de passa-
gens observadas ao longo de um certo grupo de estrelas sele -
cionadas (mesmo se observassemos as duas passagens a Leste e
a Oeste), o nimero de incdgnitas seria maior que n; ¥ e d .
portanto, sao encaradas como constantes e extrairemos "~ seu
valor do FRA. Também %} & admitido constante conhecido, assim
fazendo sera obtida uma precisdo maior sobre a medida de C.
Indicamos por Ultimo, que os problemas relacionados a refra-

cao, sao deixados de lado no desenvolvimento que se segue.



Sendo:

N
Il

cos: sen? send + cosﬁ)aoscgcosfc + B =) (1)

Onde:

7Z = distancia zenital instrumental

0
Il

correcao do reldgio

-©
)

latitude do lugar
ol = ascensao reta da estrela
d = declinacgao da estrela

E = leitura do reldgio no instante da passagem

podemos atraﬁés dos valores decc, d e E calcular pelos
métodos dos minimos quadrados os valores mais provaveis de
& e C,

A equacao (1) em que substituimos E—ci=(3 e dividi-

mosS por Cos z passa a ser:

(2) § s Sengpsend— % costcosdcos C coq@_ cos@cosdﬁen G sen@
cos z ' cos Z ' T ¥
considerando:
s
x = _cos C ¢ = =220 C » & : S
cos Z cos Z cos Z

temos uma equacao linear em X, Y e Z:

/
%os%}cosd'cosﬁﬁx +(Fos§)cosdﬁsenﬁgY +<sen?sen%2—l=0

) -~
para cada valor deq},dq efd temos uma equacao em X, Y, Z que
1 ®
constituirao um sistema de 25 equacoes de acordo com 0s dados

dos quadros seguintes:
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Como se pode ver pelo desenvolvimento da pagina
anterior, o método dos minimos quadrados, apesar de forne
cer resultados seguros e precisos, resulta muito trabalho

sO a quem se atreve ao calculo manual.

Exatamente por este aspecto, que tornava a reso
lucdo do método das alturas iguais impraticavel, foram
aplicados tradicionalmente métodos graficos e graficos -

- quadraticos (a cuja exposicao nos dispensaremos).

Ultimamente, no entanto, com o advento das fa-
cilidades da computacao e das pequenas calculadoras de
bolso, o método de Gauss torna a ser largamente utilizado
e pode mesmo ser considerado como um dos mais eficientes
instrumentos de que dispoe o astronomo, ao tratar com

grandes quantidades de dados observacionais.
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OBS.: O exemplo apresentado foi extraido de uma observagao

real feita pelo autor no dia 13/5/77.



