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PARTE IL

SUMÁRIO

O método dos mínimos quadrados, apesar de ser firme-

mente baseado na teoria estat ís t ica,  é em sua parta fundamen -

t a l  um conceito voltado para real izações de  ordem prát ica ,  as-

sim sendo, e pelo próprio caráter de projeto de fim de curso

de graduação, a d i ret r iz  que este  trabalho tenta seguir e a de

objet ividade e prat icidade. Uma abordagem que permita ao 1ei-

tor uma v isão que ,  mesmo tão abrangente quanto possíve l ,  possa

capacitá-lo rapidamente ao emprego do método, ta l  ê a intenção.

À maneira de  introdução, cuidamos de fornecer um pa-

norama da  teor ia  dos e r ros .  São apresentados a curva de d is -

tr ibuição Gauss iana ,  as  d i ferentes de f in ições  de  erro e suas

dis t inções e são int roduzidas ainda as  noções de  média aritmê-

t i ca ,  de  res íduos e de  peso .  As demonstrações matemáticas uti

l i zadas f icam ao nível  do ensino Univers i tár io ,  além do ma is  ,

os  postu lad is  es ta t í s t i cos  são principalmente fundamentados em

es t r i t o  senso comum. Es ta  in t rodução,  por tanto,  é dest inada a

preencher de  maneira b reve,  poss í ve i s  lacunas no conhecimento

espec i f i co  do  l e i t o r ,  ou ,  ma i s  seguramente, relembrá-lo de  uma

ou outra par t i cu la r idade esquec ida ,

Na desc r i ção  do  método dos  minimos quadrados, procu-

rou-se an tes ,  reorganizar  a exposição no sent ido de  torná-la o .



mais  c lara  quanto poss í ve l ,  ao invês de ser tentado um enfo-

que inédito ou audacioso do problema. Exemplo de tal postu-

r a ,  ê O a jus tamento  de  uma sê r i e  de  va lo res  segundo uma re ta ,

i s to  é ,  embora se ja  o caso  menos complexo, a demonstração — &

va l ida  e cons is ten te  com qualquer curva que def ina melhor a

disposição de  uma dada sér ie  de  valores.

Para f ina l izar ,  é apresentado um exemplo extraído

de uma observação rea l ,  que por s i  próprio reaf i rma a impor- :

tância que tem para o astrônomo o método dos  mínimos quadra -

dos .  Sua u t i l i zação ,  aliada ao conhecimento da teor ia dos ex.

ros ,  cresce na medida em que ê cada vez  mais necessária a de--=

terminação exata dos valores fornecidos pelas observações, a

determinação exata dos  e r ros  que e les  trazem e na medida em

que a quantidade de dados obtidos tem atingido proporções 117

teralmente astronômicas.
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LEI DOS ERROS: MÓDULO DE PRECISÃO

Erros s is temát icos Ocorrem por causas persistentes

ao longo de  uma sér ie  de observações ou são devidas a uma de-

terminada l e i .

Erros  ac identa is  ocorrem por causas tão var iáveis e

transigentes que não podem ser melhor pesqu isadas ,  Supomos

que acontecem erros posit ivos e negativos de  igual dimensão e

número e que os  erros pequenos são mais prováveis que os  gran

des .
i voEP

Em geral  se  demonstra matematicamente que a d is t r i -

buição de er ros  ou se ja  a fregtlência de erros 4 &ê de tipo:

2 2
1) F(A)AS e * ou (RA)

onde x é proporcional ao número de erros e pode se afirmar

que x=hA  onde h & a medida da d ispersao dos erros e se chama,

modulo de p rec isao ,  Para d iversas distribuições de erros se

obtem a mesma freqgiência de erros F (  A )  para o mesmo valor

de x=hÃ .

Quanto maior o valor de h menor será o corresponden

te valor de À ; para determinado valor de  F (M) ,A  Ê inver.

samente proporcional  a h .  Es ta  s imples e oportuna relação se

apresen ta  como uma boa aproximação do valor  r ea l  da d is t r i -

buição de e r ros .

— Podemos então escrever:

2) F (A )  dá=zCe  dx



onde F (A )  dá  éêa  parcela de todos os  erros entre À e

D+dAA.o

O va lor  de  C se  obtem observando que :

+ co O +co 2

3) l1= -m  (F(A)dA= C e” àx-
- co

Um dos modos de calcular a integral (3 )  ê a seguinte:

+00 - +oma 2 dy .
4) LS. e ”  dx=  x. e ”  P

considerando x e y em coordenadas retangulares e integral dupla
| 22  E

5) VARAS Alhos e t  r r  axayo
e contido na f igura de revolução ( f i g . l )  e pode então ser tam-

bêm expressa como:

se +?
6 )  " 27  r e". ar

é que pode ser resolvida ass im :

o- 2 2
mM A e" a t  =Ne?* =

+ eo

(invertindo os  l imi tes de  integração, inverteu-se o s i na l ) .

Figura  1 .



Conseqientemente (4 )

 f /  +? 2
8) fl. “ e ”  ax=VT

oco

+ oco
- + x? TTe tambem o e dx  = ——.. ( 9 )

! 2

Ass im teremos:

11) F (A )AÃ  = ——=— e ax

ou substituindo x=h À

rÁ 2 7

12) F(A)aAA = —b gehA )  qgA.

F(  A )  r ep resen ta  a função de  probabi l idade Ou curva normal

ou d ist r ibuição de  Gauss ou Maxwel l .

ERRO MÉDIO, COMUM E PROVÁVEL

No estudo dos  erros ac identa is  é oportuno ter cer-

t os  e r ros  espec i f i cos  representando a p rec i são  da  sér ie  de  ob

servações., Consideramos t ratar-se de sér ies homogêneas, is to
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e ,  que todas as observações têm o mesmo módulo de precisão.

Identificamos:

Erro mêdio €

Er ro  comum nN

Erro provavel n

cu jos  va lores  teór icos  serão deduzidos a segu i r .

O erro médio, ou  se ja  a r a i z  quadrada mêdia do  erro,

se  obtem assim: .

Sen  quadrado ê a aproximação dos  quadrados dos  erros,

ou se ja :

EL  2h.
VI

fazendo hA  =x ;  AaA = —&.
| : h

temos : 2 2+ -
€ = 2 / Pe “  x? dx .

nº VT 0

Integrando por par tes ou se ja

Sraa=nm-  S/a a onde

us  - temos que du = e

temos en tão :
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O erro comum ou médio absoluto N se obtem asim:

2
N=— 2h. 27thAÃ) AgA=—t

VT
; 2

RÃ nVM

e portanto 7

(14)

O erro provável é a linha div isór ia entre um número

iqual de  er ros  grandes e pequenos considerando seus valores

abso lu tos .  Com outras pa lav ras ,  em qualquer d is t r ibu ição de

e r ros ,  hã uma chance igua l  de  que um erro se ja  maior ou  menor

do que um erro p rováve l .  Por  i s so ,  o erro provável & dado

pela condição,

ou subs t i tu indo  nF<=h
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Dos  va lo res  tabelados da integral ,  se  obtem hr =

= 0,477 portanto, '

r=  0,477 ( 15 )

h

Resumindo;

Erro mêdio — €É = = 1,2533 N
:

nV2 EN

Erro comum N = = 0 ,7979€Ne
nv

Erro  provável r = 21877. 0 ,8453  N = 0 ,6745€
1

A tabela 1 re lac iona a probabi l idade P para que um

erro se ja  menor do que t vezes  Oo e r ro  provável .

A tabe la  2 r e l ac i ona  a probabi l idade P de  er ros  den



tro de  cer tos l im i tes ,  e a probabilidade ê chance de um erro

exceder ,  cer to l im i t e ,  tudo com re lação ao erro prováve l ,

VER TABELAS 1 e 2 NAS PÁGINAS SEGUINTES.

MÉDIA ARITMÉTICA; EQUAÇÕES DE CONDIÇÃO, RESIDUAIS

Aproximamos o principio e o metodo dos mínimos qua - .

drados considerando a média ar i tmética de sér ies .  homogêneas

de observações.

Seja uma sêrie de M valores observados,

n , .mn ,  1 Dn seco  DN3

de uma quantidade desconhecida x ,  todas fei tas nas mesmas con

d ições .  Podemos d izer  que temos uma sêr ie de equações obser-

vac iona is  ou equações de cond ição.

x n 1

x=n ,

x = nn.

Para cada va lor  arb i t rado para x ,  podemos formar oS

ass im  chamados " res i dua i s "  v (chamados também "Observados me-



Y : " = 14  To

m
e 

Nr
 a

 f
e

ES

"TABELA (1)

PROBABILIDADE DO ERRO SER t VEZES MENOR DO QUE O ERRO PROVÁVEL

E PR

0-0 0,000
0 .1  0.054
0 .2  0.107
0 .3  0 .160

0.4 0.213
0.5 0.264 :
0 .6  0 .314  '

0.7 : 0.363 &
0.8 7 0,411 7
0.9 - : | 0.456 -:.

1.0 — 0 .500 .
1.1 EN  0.541 02 .
1 .2  0.587 '
1.3 0.619 S&S
2.4 : 0.655 = EO
1.5 0.688 =
1.6 0.719 | .
21.7 0.748
1.8 o 0.775
1 .9  : 0 .800

2.0 0.823
2.2 0.862
2.4 0.895
2.6 0.921
2 .8  0 .941
3.0 0.957
3.5 : 0.982
4,0 0.9930
5.0 : 0.99926
6.0 0.999948
7.0 0.9999977
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Ú ' ao TO

= l 6  = aço

nos computados" ou simplesmente O -C) .

-x

< D
O n E) 2 7*

vv. =n  -xm m
Evidentemente a soma algêbrica dos residuais pode

ser esc r i t a :

[v]= [n) - mx (16)

De especial interesse é a média aritmética:

(17)

e para qual
[v] =o

Em muitos problemas envolvendo observação aàa mêdiaa

ritméêtica é o valor  prefer ido e é considerado o mais provável.

Es ta  preferência é re lac ionada com uma propriedade simples

dos res idua is .  Se formamos a soma dos quadrados res iduais,  a

[v2] = [m - 92 ]  = [ n2 |  - 2x  [n) + mx?

À soma v º  depende da  esco lha  do x mas  tem um va lor  extremo

quando —a (72) = - ?  [n) + 2mn=0
àdn

chamos :

ou seja quando n (17)



= 17

Oobserve-se que à?  [2]  = -2—s—— = 2m
2

dx

portanto a média ar i tmética corresponde ao valor mínimo da so

ma dos  quadrados dos  res i dua i s ,

ERRO DA SOMA DE OBSERVAÇÕES, DE UMA OBSERVAÇÃO

m
o.

E DA MÉDIA ARITMÉTICA

Sejam m observações: n , ,  Na «e. DJ Ba  incógnita

XxX. Qual a exatidão da soma N dessas observações? Sejam OS

e r ros  i nd i v i dua i s ,

A l ,  A2  ce .  cÃoo

en tão 0 erro A Nde  NE A N=AL l+  ÁÀ 2 1.0.0.0. + À

de  onde deduzimos que À 2? N = [A 2)

considerando que para um número suficientemente grande de  0b-

servações, os produtos À 1 A 2 ,  A 1 A ;3 . . .  são desprezí

ve i s .

Introduzindo a noção do erro médio E temos

La 7 :A = m€E e .  Dá  N pode ser aproximada-

mente E º  onde E e0oe r ro  medio  da  soma N ,  suposição j us -

tifiíicada na ma io r i a  dos  casos .

O
E 

A
A
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Então,
Eº  = ne  ? ou

€ Vm (20) dH
H H

Para a média aritmética dos  m valores ou se ja ,  pa

ra —- o erro & reduzido m vezes .  Portanto o erro médio € o

da média aritmética É E € (21)
0 Vm

A média aritmética de m valores,  pode ser considera

da m vezes mais válida do que uma observação. o erro médio.

de  uma observação, pode ser  considerado como erro “médio de e

so uni tár io .  Então o erro medio da  mêdia ari tmética ê obtido

do erro médio do peso m ,  dividindo o último pe la  ra iz quadra-

da do peso mn. Reciprocamente, O peso mm é igual ao quadrado

do erro médio de peso unitário dividido pelo quadrado do erro

médio da média ar i tmét ica .  A mesma relação ex is te,  natural-

mente, para os er ros provâveis.

A próxima questão é :  Como se pode deduzir E e por-
tanto € , dos residuais vy da média aritmética?

O procedimento é o seguinte:

Para cada observação, O res idual  v da média aritmética é liga

do ao erro À ,  pela re lação:

A sy .  A,

onde A ,  é O erro da mêdia ar i tmét ica.  Deve ser repetido

que somente os  res i dua i s  podem se r  ava l iados e não os  er ros

contudo que à d i fe rença pode ser minima se houver bastante ob

servações  e conseq ientemente ,  um va lo r  pequero para  Axgç*
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Elevando ao quadrado

2
& = vê+  A ”  - 2v &

po o

e a soma dos quadrados dos residuais é

[a Je +na?PAN =Lv +mÃ

po i s  o somatório do terceiro termo ê evidentemente zero.

o (22)

Agora suponhamos que À 0 é igual ao erro médio Es

da media aritmética, O que na maioria dos casos &é verdadeiro.

— Então teremos:

[a] = [,2] + ne  (23)

mas [A = m E ”  e e "” 3 de onae E” (m - =

= [2 ou E = V 2 ]  " (24)

que a fórmula do erro médio de cada observação de uma sér ie .

v =0,6745,/ [v2) (25)
m - 1

O erro provável é

A mêdia aritmética de m observações tem o peso = m ,

O erro mêdio e o erro provável da media aritmética é dada por:

Cc . ”  —E 12) (26)
Y br m (m-1 )

2
r = = 0 ,6745  NES (27 )
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ERRO DE SÉRIE DE OBSERVAÇÕES

Temos um mêtodo s imples e rápido para calcular o

erro mêdio ou provável de uma sér ie  de  um pequeno número de  m

observações de uma quantidade, Mostrou-se que O erro mêdio€

ê em relação ao intervalo R is to ê ,  a diferença entre o maior

e menor valor pela fórmula:

e portanto o erro da mêdia ar i tmét ica,

E=  —R / (m+ 1) (m+2)
2m 3 (m >-1l)

Es tas  fórmulas dão uma boa aproximação quando m é pequeno, di

gamos não mais de 6 .

A tabela 3 mostra o fator pe lo  qual deve ser multi-

pl icado O intervalo R para  obter o valor da  média e do erro

provável para sê r i es  de 3 ,  4 ,  5 e 6 observações.
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ao  ps

O erro provável (ou medio) tem e le  mesmo um erro

provável (ou  médio) uma vez  que seu valor fo i  computado com

um número limitado de observações. Pode se demonstrar que à

razão do erro provável para o erro provável é

0,477 (30)are

Por exemplo, uma determinação de paralaxe baseada :,

em 25 observações, tem um erro provável de 0"010 que por sua

vez tem um erro provavel de 0" ,001 ,  Foco

COMBINAÇÃO DE ERROS

Se uma quantidade ê afetada por diversas fontes de

erro,  então se  pode demonstrar que:

e? cE€?,E€ e?t = 1 + + . . . .  m (30 )

onde € , &6 o erro médio total  e E 1 E, aca .  É m São Os

erros médios devido as  d iversas fontes de  erro.  Por exemplo,

se u=x+y+z  oe r romêéd iou  está ligado aos erros mê-

d ios  de x ,  y ,  z pe la  re lação:

€ = E + € + € ,  (32)u . y
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Do mesmo modo da relação

u=ax+  by + cz  teremos

E = (a€ )?+  (DE)? + (cE à (33)

Relações correspondentes existem naturalmente para

Os erros prováveis.

0

PESO DAS OBSERVAÇÕES

Peso de uma medição é o quadrado Rº de sua "preci-

são R" .

A noção de peso f ica mais clara apreciando a situa-

ção seguinte: Para determinar uma grandeza Z ,  são fe i tas  uma

sêr ie  de medições de precisão R e uma segunda ser ie  de preci -

são K º .  Supondo que sabemos apenas um resultado m da primei-

ra  série e um resultado m” da segunda sé r ie .  Que valor pode-

mos atribuir a 2? O resultado será, evidentemente da forma:

= hm +h '  mm
h + h '

sos atribuldos às duas medições. Sendo x ey os  erros com re

FÁ dizendo então que h e h' são os  pe

lação a mn e mn', O erro de Z serã hx+h ' y '
h + h '

Não podemos procurar tornar minimo o valor provável

des ta  expressão,  po i s  e le  será  provavelmente ze ro ,  j á  que x e
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Y são considerados com seus s ina i s .  Procuraremos então ren-

der  minimo seu quadrado, i s to  E :

un ( nx tn ' y ) s  hº Mm (x) 2 +hnh ' tm (7 )?
h+h '  (h + h')º?

pois o valor mêdio de xy é nulo,

Por outro lado,  sabemos que

1
2K

M (x)? = e M(y)º  =2

e deve se procurar o mínimo de :

nº o on? s l
Rê K'* (h + n º )

Fazendo h =x ( h+h ' )

h '  = ( 1  = x )  ( h  + h ' )

a expressão sera

xº (1 = x)?> + e anulando sua deri-
' :K K

vada em x se  obtem:

> - 1-=- x "
R K

ou se ja

h = h ' -
” Rg

1? band 2 ' 2Os pesos h e h' sao proporcionais a R e R eo

valor de Z será:

Eos Km + K 'm '
2 2XxX + KR



Quanto mais observações pertencerem à mesma sêrie

tendo portanto à mesma p rec i são ,  somos levados a considerar a

média aritmética (a l iás Gauss partiu da mêdia aritmética para

sua le i  dos e r ros ) .

De modo mais gera l ,  considerando nas observações de

precisão K, cu jo  resultado médio é X, , N, observações de

precisão K ,  com resultado mêdio X , ,  e tc ,  o valor Z serã:

2 2n, K, XX. + . . - . . .  K
7 = L 1 IL *- P. “5

2 2 ESN, OX? + 1... n, K5

isto & ,  o peso de um conjunto de observações se obtem multi-

plicando o peso das mesmas pelo seu número. Conclu i -se que a

prec isão da mêdia de  diversas observações se  obtem multipli -

cando à precisão de uma observação única pela ra iz  quadrada

do número de observações.  De fa to :  se ja  x = + X, Poe* 2
x, e K as  precisoes re lat ivas aos erros Ns  No ee  NM O

de sua soma X ,

"Temos então E = L + * . .  L mas se conside-2 2 2K K K1 1

rarmos K ,  = K ,= . . .K ,  teremos logo

KSs W Va
os  xA precisão relat iva a ——— e n vezes maior do que . a

n
prec isão  re lat iva a x ,  po i s  a um erro cometido com relação à

xXx
X,  co r responde  um e r ro  n vezes  menor pa ra  —— .º

A prec isão do erro da  média é :

x ,  + XxX + x
= = 1 2 — x portanto nk = k ,  V n .

n
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Ass im,  para a média de 100  medições,  se  obtem "uma

precisão 10 vezes maior que para uma única medida.

PARTE III

O MÉTODO DOS MÍNIMOS QUADRADOS

APLICADO À TEORIA DOS ERROS

A impossibilidade prática de se  obter o "valor exa-

to "  de qualquer grandeza f í s i ca  que se  queira "med i r " ,  nos  le

va fatalmente à real ização de uma sêr ie mais ou menos numero-

sa de medições, todas envolvendo um erro admitido a pr io r i ,

Somos então levados a p rocurar ,  não O va lor  exa to ,  mas a mai -

or probabilidade de  ter medições mais próximas do valor exato

ou ,  com outras pa lav ras ,  o minimo erro p rováve l ,

Se à aproximação das medições ê geral em qualquer

medida f i s i ca  mesmo quando se d ispõe de  instrumental, de gran-

de p rec i sao  e quando as  grandezas a medir estão ao  nosso a l -

cance obr igando-nos com i sso  à pesqu isa  acurada dos  e r ros ,  O

problema adquire maior relevo em astrometr ia,  devido à ordem

de  grandeza dos  elementos cons ide rados ,
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A probabilidade para que o resultado de uma medição

se ja  compreendida entre os  valores u e du €&, de acordo com

o princípio da probabilidade composta, da forma:

O valor máximo da  probabilidade P ,  será portanto aquele que

tornar mínimo o da expressão

n 2( 2 )  S = < o ( u  — u,)

de onde resultará a condição

ds(3)
du

= 2 É ( u -u )  =O0

mas

< (u -u )  = -nu r -  É u,

O valor mais provável do uresultará pois,  da expressão:

ou se ja ,  justamente a média aritmética das determinações, con

s ideradas evidentemente, todas com o mesmo "peso " ,

Nes ta  aná l i se  preliminar da  procura do valor mais

provável e do erro mínimo, a expressão (2) j á  contem o princi

p io  dos mínimos quadrados.

Podemos agora passar  à examinar o problema mais ge -

ra l  seguinte :
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Sendo uma grandeza

Y= f  ( a ,  A r  Ag seco ,  a)

e conhecendo a seu respei to  uma sêrie de medições

Ya"  Ya "  . . . . .  vo .  ( n  > nm)

quais serão os valores mais prováveis de

a,.,ç à caco  A ?2º

As relações obtidas das medições mencionadas, são .da forma.
NO

Y,  = £ ,  ( a , ,  a , ,  . e . . . .  a)

Y>  = £ , .  (ax ,  82  . . . . .  a)

" H
aYn n ( a , ,  Agr e res  a)

Se  as  med ições  Yy  fossem realmente exa tas ,  as  equa-

" ções  obt idas seriam compatíveis,  mesmo que seu número fôsse

superior ao das  incógn i tas .

Na rea l i dade ,  os  va lo res  Y1  sendo medidas aproxima-

das ,  para tornar o s istema compatível ê necessár io agregar aos

resul tados Yy '  às  correções ZE 0 Ear eae  E r  de tal forma,

que as  equações

£ ,  = Y71 + 2

£2"7Y72*+t?,



sejam compatíveis em A r  Ay  canao Ao

A probabi l idade para que os  erros das medidas sejam

exatamente as  correções z . .  zo  e . . . .  Z , & proporcionaln
como vimos à :  e

onde S=  Éz ,  * a e

admitindo sempre o mesmo peso para as n medições, .

Mais uma vez observamos que a probabilidade será mê

xima quando S será mínimo. >

Os valores mais prováveis das correções z ou dos pa

râmetros a serão obtidos tornando nulas as derivadas parciais

de s em função dos a .

As equações ass im obt idas são um número sempre iqual ao das

i ncogn i tas  podendo ass im ,  nos fornecer di retamente os  valores

dos à .

Concluímos portanto que o sistema de valores adota-

dos para os  parâmetros a como mais provável, é aquele para O

qual a soma dos quadrados dos erros das observações “diretas

(eventualmente mul t ip l icados pelos pesos das  observações) for

mínimo; de onde, o nome de método dos mínimos quadrados.

Antes de prosseguirmos com a aná l ise do caso geral
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de n equações re la t ivas  a m parâmetros,  vamos anal isar  um e -

xemplo ma is  simples envolvendo uma série de valores de tendên

c ia  linear com dois parâmetros a, e à , .

Suponhamos uma sêrie de valores observados e dispos

t os  aproximadamente como na f i gu ra ,

Se procurarmos a jus tar  os  pontos obt idos à uma li-

nha reta a f im de estabelecer a tendência mais provável, o

problema & achar a equação ma is  provável para a reta desejada,

Sua equação serâ evidentemente de forma:

Ys=  à ,  + a ,  X mas ,  para  cada valor  de Y teremos uma correção

Z para tornar o sistema compatível.

Des te  modo:  Y ;  + à ,  = a ,  + a ,  x .  ou

conseqtientemente:
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- 2 .  vaf ( a ,  à . )  = << dà E (a ,  + a ,  x,  y1)

sendo es te  justamente o valor que desejamos tornar minimo.

Teremos então:

= 2 (a ,  +a ,  x ,  - y , )=O0

= 24x ,  ( a ,  + à ,  x ,  = Y j )  = 0

portanto,

f a ,  +a ,  Ex  - Ey ,=0  ( £a ,  = na, por ser a, cons.

t an te ) 2

a ,  áx ,  t a ,  £x ,  -Ééx , y ,=0O

OU

na ,  +ta,  éx ,=<Éy ,

2 2a, É x ,  +a  Ex ,  = Ex ,

de  onde

2
E XX. V . ;  x ,  É XX, ;jEX, Y .a s+  à Yap EX  ea  =+  i i  i

! n : Ex  n ;  < x ,

EX;  ex?  EXG sx
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O exemplo cons iderado,  nos permite agora acompanhar

melhor o tratamento do caso  ma is  ge ra l :

Seja uma sêr ie  de medições destinadas a evidenciar

a l e i  que nos permita a determinar um valor Y em decorrencia

de outro valor conhecido X .  A le i  procurada aparecerá como

resultado de m determinações Y ,  . . . . .  Y, dorrespondente a nm

va lores de x .  . . . . .  X, da  variável independente.  Marcando um

sesistema de eixos retangulares X e Y ,  os  pontos P ,  e . . .  Pr,

às  medições efetuadas não t ivessem qualquer er ro,  f icariam si

tuados sobre uma curva Y = £ (X) representativa ão fenômeno,

Mesmo nesta hipótese puramente teór ica,  a determi-

nação analí t ica de £ (X) ser ia  em grande parte arbitrária ”

resul tando no problema ge ra l  da  interpolação que aparece a ca.

da instante nas c iênc ias exper imentais,  A indeterminação po-

rêm cessa  se  decidirmos escolher f (X) entre as funções cu ja

expressão ana l í t i ca  se ja  convenientemente def in ida,  como por

exemplo, à parâbola de  grau n resultante do polinômio.

- l
à :  + 2a, * 1  + e . . .  mo l  x

Os coeficientes a, constituirão as m incógnitas de

um sistema de m equações l ineares que certamente admitirá so-

lução única se os X,  forem todos d i fe ren tes ,

Podemos chamar o problema ass im definido como inter

polação paraból ica e é à mais  comumente usada,contudo que em

cer tos  casos  podemos recorrer à interpolação inversa:

1

x
= Ef ( x )

ou semi-logarítimica: log Y = £ (x) e to ,
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A forma de polinômio inteiro,  escolhida para f ( x )  ,

e a mais natural para os  fenômenos f í s i cos  contínuos e per-

mi te o desenvolvimento de f ( x )  numa série de Mac-Laurin, li

mitada a um número conveniente de termos.

Efetuadas as  n medições,  os  valores Y j º  X i  x ,  . . .

x.  são conhecidos de modo que resul ta um sistema linear de

n equações de 19 grau com m incógnitas e cu ja  solução, pelo

mêtodo dos minimos quadrados, poderâá ser  acompanhado faci l -

mente, considerando o caso de três incógnitas, Para simpli-

f icar  a apresentação será aproveitada a simbologia utilizada |

"po r  Gauss em casos semelhantes.

Se ja  então o s istema:

ax + by + c , z  + d, = O

H Oa,x + b ,y  + cz  + à ,

ax  + br + E + d. = O

Como nos propusemos, devemos achar o valor mínimo

da soma S .

- 2 2s=  (a , x  + b,y + E + d , )  + ( ax  + b,y + cz  + d , )  + conceo

cu jos  termos ser iam,  um por um, nulos se  o s istema dado fosse

compatível.

A condição para que S se ja  mínimo será dada pela so

lução das três equações:
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Para expl ic i tar  faci lmente as  equações acima, ut i l izaremos as

convenções:

[aa] = = a? ; [bb] = Eb ”  ! [ec] = se?

[ ab) = £a ,b ,  ; [ac]  = Za.e ,  ; [aa] = aa  ete.

Teremos então:

1 s
2 SÍ x

+ Jqae06r E [aa] x + [ab] y + [ac] z + [aa] = Oo

= a ,  (ax  + b,y + cz  + a )  + à ,  (azx  + boy + 0,7 + à ,

1 ds  |
= bh  (ax  + by  t c  zZz+d  ) + [LAN E a a a E E E a E)2 dy  l 1 1 1 1

= fan)x+ [bb] y+[ [be] z+[ba]=0 (2)

1 od Ss :
= Cc, (ax + by+  c0Z+Ad)  + ..eccccennecso2 SÍ z 1 1 1 à 1

= [ac] x + [bc]  y + fee] z + [ea] = O (3 )

As equações (1 ) ,  (2) e (3) são as  equações normais

do s is tema dado .

Da equação (1) resu l ta :
x = ac  * ad

' Ga) + ”  [aa Ú [aa] :
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Substituindo o valor de x nas outras duas equações

e chamando (de  acordo com Gauss )  os  coef ic ien tes  resu l tantes

de y ,  z e 05  termos l iv res de :

(pb.1] = [bh] - le) fab]

obteremos o s i s t ema :

[ bb .1 ] y+  [bc.1] z + [ba.1] = O (4)

[ be .1 ]  y + [ ec .1 ]  z + [eã.1]) = ( 5 )

Obtivemos pois um sistema linear de  duas equações cu ja  solução

que substituldão em (5)  nos dá :

( teen)  — lecal Be . )  z | e )  - Rat lo.1) ) =D
[bb.1] [bb.1



eg
os

A 
”

ou adotando uma anotação simbólica semelhante à anterior:

[eec.2] z + [ea .2 ]  = O

Ze=-  [ea.2] o que permite a solução completa do sis-
[ ee .2 ]

tema.

Obtidos os resultados pelo método exposto, aparece

uma pergunta de cap i ta l  importância: Qual a confiabilidade

desses  resu l tados? Consideraremos o caso mais  simples da mê-

d ia  ar i tmét ica,  de uma sér ie de medições executadas em condi-

ções idênt icas.  Sejam A ,  à ,  «1210. RR, OS resultados das  me

dições, A o valor exato desconhecido e M a média aritmética:

+ ee . . .à ,  t a ,  ,

= "

n

Os erros rea is  e, € ,  . . . . .  e, cometidos em cada medição se

rão A - a ) ;  A a f  . . . . .  A > à ,  mas conhecemos apenas seus

valores eproximados M - as  M = à, . . . . .  que nos dão, quan-

to à p rec isão ,  o valor  K ,  tal que:

2 ! 2
1 (M  -. a , )  + . . . . .  + (M  a . )  .

2 Rº?  n

Substituindo os  er ros  verdadeiros (que evidentemente

não podemos conhecer) e r  E f  «+11  O,  pe los  valores aproxiíma-

dos ,  te remos pa ra  K '  também um va lor  aproximado. Vejamos seu

grau de  p rec i são .

Se ja  E Oo erro cometido substituindo A por M (o  valor

exa to ,  pela média a r i tmé t i ca ) ,  temos então:



- 37 —-

E=A-Ma=  e, r (M = a , )  e da mesma forma

E = e, - (M - a . )  e consegtientemente

24  2
1 ,  ( e ,  = E )  + . escos  (e ,  = E ) ,

2 R '?  n

desenvolvendo a expressão acima e considerando

2e ,  - 1

2 R '2  :
Tá

teremos:.

1 1 2 2E  : ”= q— + Eº -  Xe  o
2 Rº ' º  2X  n i

mas i
se," " nE+ tnM- ÍÉa  =nE  temos então:

1 . 1 2
2Kº0 2 R .

O valor  de  K '  aparece po i s  excess ivo,  ou se ja ,  à a -

doção de  K '  como Índice de  prec isão,  ser ia  atribuir às  medi-

ções um grau de exatidão que e las  não têm. O valor de K '  po

derá ser  corr ig ido calculando uma aproximação de E? ,

se  E=  À. te remos :
n

2 il 2 2E = se ,  + É e.enº  À n º  i 3

Considerando a d is t r ibu ição,  equilibrada quanto aos

erros em torno de  ze ro ,  o termo = ee .  e desprezível  e ass im
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teremos:

2
p2 = 2. E 2 1

n 2 K º

de onde

à 12  = LL < (M - a , ”
2K  n— n

portanto 2
1. 2 & (M-a ) ”

2 x?  n - l

A análise não é rigorosamente exata porque aja,

j amais  pode se r  nu lo ,  mas seguindo o precedente aberto por

Gauss ,  os  observadores à consideram válida na  prática..

O valor admitido para 3 nos leva à uma es-
2 2 K

timativa do E , ou se ja ,  do erro esperado:

E? = =— (M-a
n (n  - 1)

213)

De maneira análoga se  encontra a medida de precisão

e o erro esperado da solução das equações normais tratadas an

t es .

As noções expostas são su f ic ien tes  para aplicar o

método dos minimos quadrados quando necessár io ,  O método,não

isento de  c r i t i cas ,  sobrevive com bastante u t i l i dade .  Eviden-

temente, não podemos pretender obter bons resul tados onde hou

ver medições grosseiramente er radas.  O método é porém part i -

cularmente vanta joso  quando se  dese ja  comprovar a validade de

uma teor ia  c i en t í f i ca ,  ou quando se  dese ja  ca lcu lar  o valor

de uma constante fundamental.
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PARTE IV

MÉTODO DAS ALTURAS IGUAIS, UMA APLICAÇÃO DOS MÍNIMOS QUADRADOS

A OBSERVAÇÃO DE ALTURAS IGUATS

O método das alturas iguais, cons is te ,  em sua par

te  prát ica,  em observar o cêu com uma luneta apontada a

uma d is tânc ia  zen i t a l  z constante ,  segundo um azimute ao

que pode var iar .  Suponhamos, inicialmente, que z < 90º  -Q . ,  ,

sendo à l a t i t ude  da  l une ta .

Para que uma estrêla de decl inaçãod  cruze o

campo, É necessár io  que f  es te j a  compreendido entre (6  - 2 )

e ( +z ) .  Uma estrê la cu ja  declinação esteja no —— interior

destes  limites c ruza duas vezes o campo, em do is  azimutes

simétricos relativamente ao meridiano. Os azimutes são — fa-

ci lmente ca lcu láveis  pe la  resolução do triângulo de posição,

cons t ru ído  sobre a es fe ra  ce les te  pe los  pontos A ,  P ,  Z , res

pect ivamente d i reção da  es t rê l a ,  do po lo  elevado e do zen i - -

t e ,  cu jos  t rês  lados são conheciãos ( f i g .  1 ) .  O pequeno cfr

cu lo  de  po lo  Z e r a i o  es fé r i co  z é chamado a lmicantarado.

No campo da luneta o c í rcu lo  determinado pelo mo-

vimento diurno do as t ro ,  o qua l  passa  evidentemente por A ,

pro je ta -se  segundo uma re ta .

O almicantarado aparece na  figura 2 como uma l i -

nha hor izonta l ;  o paralelo da es t rê la  ê a linha oblíqua
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que faz com o almicantarado o ângulo q, o qual ê o ângulo em

A do triângulo esfêr ico ZPA (ângulo no astro).

É in teressante conhecer a rapidez da variação angu

lar de A, ela é de 21Í cos d radianos por dia sideral.
F ig .  I e F i g .  I I

Anal isemos alguns casos part icu lares.  Quando dó &é

iqual a ( q  - z )  ou (O  +27 ) ,  q= O Ou 180 º ,  a probabi l idade de

ocorrer uma passagem na d is tânc ia  zen i ta l  z torna-se nu la .
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Quando o ângulo em q ê re to,  as  estrelas passam em máxima di

gressao:;Ss &ê dado então po r :

sen d = sen  sec.Óó

e os  azimutes correspondentes são dados por :

= Fcos  a tg tg  P

Se z > 90º  -Q ,  o polo é interior ao almicantarado.

As estrelas observáveis têm suas declinações compreendidas en

tre P - z e 180º - 9 - Z ,  q neste caso é menor que 90 º .

AO

OS DADOS OBSERVACIONAIS E AS INCOGNITAS

O instrumento de observação das alturas iguais. sera,

no trabalho que se  segue ,  oO Astrolabio Impessoal Dan jon .  Ele

permite relacionar o instante das passagens dos astros (usual

mente es t re las)  com uma distância zenital  instrumental  cons-

tante z ,  da qual conhece-se apenas o valor aproximado 2 º .

z2 é ,  portanto, a primeira incógnita a ser  determina

da pe la  observação astronômica.

O instante  da  passagem é o único dado experimental

fornecido por observação.  Se ja  E a lei tura do relógio regula-

do em tempo s i de ra l ,  T o tempo s idera l  local  verdadeiro : no

mesmo i ns tan te ,  toma-se como incógnita relativamente ao ins-

tante de observação,  a quantidade.

C=T-E
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chamada correção do re lóg io .  A variação de C durante a obser-

vação se rá  neg l igenc iada.  Após a determinação de C ,  ê obtido

o tempo s idera l  l oca l  verdadeiro,  em seguida Oo tempo s idera l

loca l  médio Te  então o tempo s idera l  médio em — Greenmich

Tig = T *tL ( ondeL  ê a longitude, suposta conhec ida) .  Por

f im,  através de formulários encontrâveis nas  Efemêrides, =

achado TUO (tempo un i ve rsa l ) .  Es ta  última parte do cálculo

não serâ levada a cabo aqui, pois foge à nossa proposição de

tão somente i lustrar a exposição do método dos mínimos quadra

dos ,  limitar-nos-emos, portanto, a determinar C .

O instante de observação E é evidentemente função

de C ,  de z ,  da lat i tude P e das coordenadas equatoriais apa-

rentes do astro observado, & ed .  | e

O ângulo horário H do astro & dado por:

H=T-Q=C+E-O

então

cos z = sen À sen DS + cos > cos SÍ cos(C + E - é )

f fac i l  ver que O ed  não podem ser  encaradas co-

mo incógn i tas ,  po i s ,  qualquer que se ja  o número n de passa-

gens observadas ao longo de um certo grupo de estrelas se le  -

cilonadas (mesmo se  observâssemos as  duas passagens a Leste e

a Oes te ) ,  O número de incógni tas se r ia  maior que n ;  & &e Ss ,

por tan to ,  são  encaradas como cons tan tes  e extrairemos seu

valor do FK4.  Também So é aúmitido constante conhecido, ass im

fazendo se rã  obt ida uma prec isão maior  sobre a medida de C .

Indicamos por último, que os  problemas relacionados à refra-

ção ,  são de ixados de lado no desenvolvimento que sesegue.
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Sendo :

COS: Z= senq seno + cos cosó cos(C + E = )  (1)

Onde :

Z = distância zeni ta l  instrumental

C = correção do relógio

P = la t i tude do lugar

OL = ascensão reta da estrela

5 = declinação da est re la

E = leitura do relógio no instante da  passagem —

podemos através dos valores dec ,  S e E calcular pelos >

métodos dos mínimos quadrados os valores mais prováveis ae

4 eC , .  
:

A equação (1) em que substituimos E—ot= (3 e diviai-

mos  por cos  zZz Passa  à se r :

( 2 )  1 = sen send  + costcosõdcos C cosa costicosdsen C send
cos 2 “ cos z ' ' cos z

considerando:

cos C sen C — 1
* = sos z Y=  cos z Z " "cos z

temos uma equação linear em X, Y e Z:

(eos, cosó cos) x + (cos cos sena) +(senqsende-1=0

para cada va lor  de 0d e < temos uma equação em X ,  Y ,  Z que

const i tu i rão um sistema de 25 equações de acordo com os  dados

dos quadros segu in tes :
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m

ÂÊ

m
[E

N
" (cos cosd cos 2 = 14,38372

ro [2 [

E (cos 4 cosd  cos? ) (cos cosd sen/(3) = 0,78763

ro Ê o. [O R (cos cosó  cos  ) ( seno  send )  = 1 ,82881

ro

E fu
L

— | 1 cos O cosó  cos = -18,73099

1

Le
s

[*
o

h (cos cosÓ sen(3 2 = 2,99897

[» e )  = (cos cos seny9 ) (seno send )  = O, 24919
ESA

rs
[a Fu

2

! —- (cosy cosd seng) = —1,22222

( cos  cosd  )º? = 0 ,68730

rs
Q (+

st

N

[e a )  = cos cosó)- —-2,90712

Consequentementes as  equações normais são :

14 ,38372 X + 0 ,78763 Y + 1 ,82881 Z - 18 ,73049 = O

0,78763 X + 2,9989097 XY + 0,24919Z - 1,22222=0

1,82881 X + 0,24919Y + 0,68730Z - 2,90712=0
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Seguindo o método de Gauss teremos então:

() (o pP Ly

$= 2 ,99897

= (o
)

E
a

LD 0 ,24919

[pa] ] =-1,22222

[cer 7 = 0,68730

[e 1] =-2,90712 +

[ec2 ] = 0,45479

[ca2 ] = - 0,52558 +

Z = + 1 ,15293

[9 78763ºT4. 38372 = 2 ,95584

1

x 0 ,78763  = 0 ,14905

8,73099,+ i a  3537 x 0 ,78763  =» -0 ,19654

2Traga = 0,45479

ÁS RTEE E x 1,82881 = -0,52558
Fá

0,14905?ET 0,44727

DD IGRERA x 0,14905 = -0,51567
,

z = 29º 8469.
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De onde :

= 0 220,14905 0,19654Y = > ossga o x 1/15793 + —ixgggã o = 0,00835

y=  -  S&E sen  C= -Yxcos ta=

sen C = -0,00835 x 0,86736= -0,00724 SOS

x = .  [ab]y + ac ]  4 + [aa ]  =
[aa]  |

— 2 0,78763 x 0,00835 + 1,82881 x 1,15293 - 16,73099
x = . TS, 16373 a=—

= 16,61512= + Rpg = 1/15519

- cos C*=  ——— cos  CC X cos Z2

cos  C = 1 ,15512  x 0 ,86736  É 0 ,99997

=—>cEÉ-W 395559
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Como se  pode ver velo desenvolvimento da página

anterior,  o mêtodo dos mínimos quadrados, apesar de forne

cer  resul tados seguros e p rec isos ,  resul ta muito trabalho:
a “ .  -”-so à quem se  atreve ao ca lcu lo  manual.

Exatamente por  es te  aspec to ,  que tornava a reso

lução do metodo das a l turas iguais imprat icável,  foram

apl icados tradicionalmente métodos gráf icos e gráficos -

—- quadrâáticos ( a  cu ja  exposição nos d ispensaremos) .

Ultimamente, no entanto,  com o advento das far

c i l idades da computação e das  pequenas calculadoras ade

bo lso ,  o método de  Gauss torna a ser largamente u t i l i zado :

e pode mesmo ser considerado como um dos mais eficientes

instrumentos de  que dispõe o astronomo, ao tratar com

grandes quantidades de  dados observacionais,.
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