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PREFÁCIO

Es te  p ro j e to  t em por :  ob je t i vo  a montagem i n i c i a l  de

programas gera is  de cá l cu lo  de ó rb i t as  em mecânica ce les te .  Con

t êm ,  po r t an to ,  uma sê r i e  de  ap rox imações  que se  po r  um l ado  t o r

nam l im i t ados  os resu l t ados  ob t i dos ,  po r  ou t ro  fornecem um ro -

t e i r o  t ão  seguro quanto  conseguimos f azê - l o  na d i reção  do ob je -

t i vo  i nd i cado  an te r i o rmen te .

Dessa  forma na  p r ime i ra  pa r t e  do p ro j e to ,  onde são

t ra tadas  as  Orb i t as  p re l im ina res ,  não  fo ram l evadas  em con ta

as Orb i t as  c i r cu la res ,  pa rabó l i cas  e h i pe rbó l i cas ,  apesar  de

que es ta  ausênc ia  só se f a rá  sen t i r  quando da cons t rução do pr i

mei ro  p rog rama .  A na tu reza  des te  t r aba lho  assoc iada  à grande a

p l i cab i l i dade  das o rb i t as  e l í p t i cas  nas determinações de ô r -

b i t as  no s i s t ema  so la r  to rnaram a esco lha  rea l i zada  um pon to  de

par t i da  l óg i co  e razoavel. . .

Na segunda pa r te  do p ro j e to ,  quando as pe r tu rbações

são  cons ide radas ,  i gua lmen te  fo ram fe i t as  ap rox imações .  A p r i -

mei ra  de las  envo lve  a u t i l i zação  de apenas uma massa per turbado

ra ,  o p l ane ta '  Júp i t e r .  Ficarãa ev iden te  , na  a l t u ra  dev ida ,  que

i s t o  em rea l i dade  não envo lve  uma res t r i ção  conce i t ua l ,  uma vez

que côns ide ra r  os  demais p l ane tas  imp l i ca r i a  apenas em ad i c i o -

nar  termos anâãálogos ao que fo i  considerado.

A segunda aproximação envolve a não consideração dos

e r ros  assoc iados ao método de Cowel l  pa ra  as pe r tu rbações  espe-

c ia i s ,  con t ra r i amen te  ao  que oco r reu  no  mêtodo  de Lap lace ,  onde

as cor reções d i f e renc ia i s  de Leuschner foram incorporadas  : ao

p rob lema .  As razões  pa ra  i s t o  se  devem ao fa to  de os  e r ros  do
= i -



processo de Cowe l l  exigem rea lmen te ,  uma expe r i ênc ia  em compu-

t ação  de ó rb i t a ,  que foge do n í ve l  do cu rso  de g raduação  em

as t ronomia ,  escapando po r tan to  do escopo de um Projeto.

Alêm das aproximações i nd i cadas ,  podemos c i t a r  que

po tenc ia i s  g rav i t ac i ona i s  gerados po r  massas f in i tas sem sime

t r i as  es fê r i cas ,  bem como fo rças  não conse rva t i vas  do t i po  at r i

t o  com o a r  não  fo ram l evadas  em con ta  nas  equações  de movimen

t o .  Para cometas ,não tratamos dos e fe i t os  da pressão de rad ia

ção  so la r  sob re  as  ó rb i t as .  Todas  es tas  ques tões  envo l vem con -

s i de rações  a um n í ve l  de  d i f i cu l dade  i ncompa t í ve l  com os  p razos

at r ibu ídos  pa ra  o desenvolv imento dos p ro j e tos  de f im  de cu rso .

F ina lmente  cumpre obse rva r  que a esco lha  de cometas

e as te ro i des  f o i  determinada po r  uma dupla r azão :

1) A poss ib i l i dade  de ope ra rmos  com o p rob lema r tes-

t r i t o  dos t r ês  corpos;

2 )  A necess idade  dos  obse rva to r i os  as t ronôm icos  de

con ta rem com ta i s  p rog ramas .

A extensão des te  t raba lho  no sen t i do  de serem sana-

das es tas  e out ras  de f i c i ênc ias  é questão a se r  r eso l v i da  em da

t a  f u tu ra .

Os meus s i nce ros  agradecimentos às da t i l óg ra fas

E l i e te  da  S i l va  D ias  e Mar i a  Rod r i gues  de O l i ve i r a ,  pe la  exce -

l en te  ap resen tação  e r ap idez  com que execu ta ram o t r aba lho .
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1 - CONCEITOS BÁSICOS DE MECÂNICA CELESTE

1 .1 -  O Problema dos do is  corpos

Refe re -se  aos  mov imen tos ,  ou aos  mov imen tos  re l a t i vos ,

de do i s  corpos i n te rag indo  de acordo com a l e i  de Newton da gra

v i t ação  un i ve rsa l ,  sendo porém adm i t i do  que rienhuma ou t ra .  f o r ça

se f az  p resen te .  O problema dos do i s  corpos de te rm ina  ó rb i t as

a um a l t o  g rau  de p rec i são  quando as pe r tu rbações  são desprezí i

ve i s ,  e a um g rau  de p rec i são  u t i l i zave l  quando e l as  são —peque

nas .  Ns  o adotaremos como bás i co ,  e ,  como € sabido, podemos des

c revê - l o  bas i camen te  po r  t r ês  equações  d i f e renc ia i s  de  segunda

o rdem.  Desenvo l vendo  as  vá r i as  i n teg ra i s  dessas  equações ,  neces

sar iamente i n t r oduz imos  cons tan tes  de i n teg ração ,  das qua is  o

con jun to  f ina lmente  adotado deve con te r  se i s  cons tan tes  mutuamen

te  independentes .  Sao essas cons tan tes  que d i s t i nguem as d i f e ren

tes  ó rb i t as ,  e são usualmente re fe r i das  como "e lemen tos "  da óÓrbi

t a .

Frisamos que a esco lha  dos elementos da ó rb i t a  é uma

questão de c i r cuns tânc ias ;  ex i s t em mu i t os  con jun tos  poss í ve i s ,

e nossas necess idades em presença de problemas conc re tos  o r ien ta

r ão  a se leção .

Frequentemente os elementos são d i v i d idos  em do i s  gru

pos ,  dos qua i s  o p r ime i ro  (que contém os elementos de o r i en ta

ção)  se prende à o r i en tação  da  côn i ca  o rb i t a l ,  e o segundo (que

con têm os  e l emen tos  d imens iona i s )  se  p rende  ao  tamanho e à forma

da cônica e ao ins tan te  em que o ob je to  esta em um dado ponto se

l e c i onado .



São f requentemente esco lh i dos  para  elementos de o r ien ta

ção os ângulos de or ientação (ver  f igura  1 ) :

N,  l ong i t ude  do nodo ascendente ,  medida no  p lano de re

fe rênc ia  a pa r t i r  do equ inóc io  ve rna l ,  y ,  na  d i r eção  do nodo as

cenden te ,  de  o º  a 360 º .

i ,  i n c l i nação ,  angulo en t re  o p lano o rb i t a l  e o p lano de

re fe rênc ia ,  contado de 0 º  a 180 º ,  sendo o in te rva lo  0 º  « i < 90 º

assoc iado  com o mov imento  pa ra  l es te ,  ou  "d i r e to " ,  e o complemen

to  des te  i n te r va lo  assoc iado  com o mov imento  pa ra  oes te ,  ou  '"'re

t roógrado".  Como convenção a l t e rna t i va ,  pode -se  tomar  i en t re  o º
“ o  RÃO -» . .— . am.  +e 90 " ,  po rem nes te  caso ,  em ad i ção  a i devemos espec i f i ca r  a di

reção  do movimento.

w,  argumento do pe r i he l i o  ( pe r i f oco ,  em ge ra l ,  ou per i

geu ,  pe r i as t ro ,  e t c . ,  em pa r t i cu l a r ) .  É de f i n i do  como o ângu lo

no  p l ano  o rb i t a l ,  med ido  na  d i r eção  do  mov imen to ,  de 0 º  a 360 º ,

ent re  a d i r eção  do nodo e a d i r eção  do pe r i hê l i o .

Observação 1 :

Os ângu los  ac ima  fo ram ado tados  po r  Eu le r  em p rob lemas

que ex ig iam o r i en tações ,  e são também conhecidos como ângulos eu

l e r i anos .  ESSA e

|
À Reference

DE plone

F igu ra  1
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São frequentemente escolhidos como elementos “dimensio

na i s  (ver  f i gu ra  2 ) :

a ,  distância média ou semi-eixo maior (para  elipses),

ou sem i -e i xo  t r ansve rso  (pa ra  h i pé rbo les ) .  O sem i -e i xo  ma io r  de

termina o tamanho da ó rb i t a ;  juntamente com o semi-eixo menor Db,

ou  a d i s t ânc ia  c -do  cen t ro  ao f oco ,  de te rm ina  a formade ó rb i t a .

At raves  de a ,  b ,  c de f i ne -se  a excen t r i c i dade  da côn i ca :

e= E=A-(b/ay?, Fo
onde  O « e < 1 pa ra  e l i pses ,  e = 1 pa ra  pa rábo las  e e > 1 pa ra

h ipêrbo les .
X

T ,  i ns tan te  da  passagem pe lo  pe r i hé l i o ,  é habi tua lmente

o t e r ce i r o  elemento d imens iona l .  Para  . as  o rb i t as  e l í i t i cas ,  ut i

l i za - se ,  com igua l  f r equênc ia ,  a anomal ia  mêdia na  epoca,  M , ono

de a época, t , ,  é um arb i t rá r io  instante de tempo. M, será def i

n ida  pos te r i o rmen te .

Observação 2:

O con jun to  an te r i o r  e f requentemente re fe r i do  como " con

jun to  c l ass i co " .  Out ros  con jun tos  podem se r  ob t i dos  d i re tamente

por  i n t eg ração ,  ou po r  comb inação  dos  " c l áss i cos " .  Pa r t i cu l a rmen

t e  impor tan te  & o con jun to  formado pe la  pos i ção  e ve loc i dade
E + . * -——» .: 2 i nd i  o dTr (X , )Y , : 2 , )  e r (XY ,  2 . )  na  epoca t , ,  indicando o pont  eri

vação em re lação ao tempo.
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F igura  2

1.2  - Equaçoes do Movimento

Um teorema c l áss i co  na  matemát ica ,  nos informa que ,  da

da  a equação  de  mov imen to  dos  do i s  co rpos ,  ex i s t i r ã  uma e só  uma

so lução se fo rem dadas cond ições i n i c i a i s ,  i s t o  & ,  a pos i ção  e a

ve loc i dade  i n i c i a i s  (em uma o r i gem no  tempo a rb i t ra r iamen te  f ixa

da)  . *

—> - .
Se f ; j  = E i j i  e a magn i tude  da  f o r ça  que a tua  en t re  as

> - > > - . . .T E r .—- -T ,  é O ve to r  pos i ção  da  massa j emmassas m. E m., e r..i j ”  i j  j i
r e l ação  à massa i ,  a expressão ana l í t i ca  pa ra  a l e i  da   gravita

ção universal serã

mto  / r . ,i j  ij) i j1) F i º - -  f f ;  * kºm
2 2 : .

onde  k ( ou  (6G) é a cons tan te  g rav i t ac i ona l ,  e

2 2 + 2 2 2
(2) ro Tigor GO Ni Ot Ao+ m

N

em algum re fe renc ia l  a rb i t r á r i o .

* Conforme teorema 1 ,  Pág. 31 ,  Or ig ina ry  D i f f e ren t i a l s  Equa t i on ,
G. B i r ko f f  and  G.C.: Rota ,  BLAISDELL, 1966 .



Fazendo i = 1 ,  j =2 ,  t e remos ,  pe la  segunda l e i  de  Newton ,

>
TyHb ! 2+  2.( 3 )  12 ? m, ( d  r , / d t  ) J=  m,

—-hm.
ss  + +

Por  de f i n i ção ,  os  ve to res  T ,  e T , ,  E Seus componen tes ,

sao re fe r i dos  a um s is tema de  coordenadas "não ace le rado "  (ou

i ne r c i a l " ,  ou  "new ton iano " ) ,  e t é o tempo un i fo rme (ou'"'newtonia

no" ) .

Pe la  t e r ce i r a  l e i ,

(4) fi, = - É

escrevemos as  equações  de  mov imento  na  forma i ne rc i a l  (ou  "equa

ções do movimento abso lu to " ) .
o

( 5 )  mt ,  " n t ,  = k mim t / r ” ,

onde

+ + + >
( 6 )  rT=T ,  PT , "  Ty

Uma vez que ,  de (6 ) ,

WON O %( 7 )  r=T , -T

podemos,  combinando (5 )  e ( 7 ) ,  r eesc reve r  as  equações  de  movimen

t o  segundo a forma movimento re l a t i vo  (ou  "equações do movimento

r e l a t i vo " ) .

( 8 )  r= - k  (m, + m , )T / r  .

Tomando, pa ra  s imp l i f i ca r ,

(9) u=k (nm *+m,)1 2 º?

a eq .  ( 8 )  assume a f o rmaa  segu i r



(10)  Tr = -  u t / r ” .  Se en t re tan to ,  f i ze rmos

(11) us .  km  (1+m), m=nm/ /m1 ' 21 º

ou  a inda ,  se  nm. ê ado tada  como un idade  de  massa  no  ca l cu lo  da
. : 2Z -cons tan te  g rav i t ac i ona l ,  k , en tão :

(12) p=  k º  ( 1  + m), m, [m, ] = mn, .

convencionando que m,|m]] indica m, expressa em termos de my co

mo un idade .  No caso  em que mn, € a massa do  So l  e m ,  à massa de

um cometa (ou  as te ró i de ) ,  e apenas esses do i s  corpos são cons ide

r ados ,  m = 0 eus=  x .

Tendo em v i s ta  a eq .  ( 10 ) ,  vu p rec i sa  t e r  un idades e di

mensoes dadas por

| : aos  ; 2( 13 )  v=yuvy [ un id .  de  d i s t anc ia ) ' / ( un id .  de  tempo)  ]

Na determinação de ó rb i t as ,  e em uma par te  da  t eo r i a  de

pe r tu rbação ,  t é hab i tua lmente  expresso em un idades convenc io

na i s ,  como o d i a  ou o segundo, porêm ve loc i dades  e  acelerações

são normalizadas pe lo  tempo canônico sto I i

( 14 )  TZ  k .  ( t  = t , ) s

onde k ,  tem a magni tude numér i ca ,  mas não as un idades  ou  dimen

sões ,  de (VW ou de alguma função assoc iada sa t i s f azendo

2(15) vu = ku , .

Adotando a forma ge ra l  ( 11 ) ,  com a condição nm, = 1 no  s is tema

he l i ocên t r i co  de cons tan tes  e f requentemente em ou t ros ,  podemos

espec i f i ca r  que
" . . 2

(16)  x?  = x º  [ ( un ia .  de 1) º /  ( un id .  de 32 )  = k m, ( 1  + nm),

un . ”  un [ cun ia .  de d i s t ânc ia )  ” / ( un id .  de 1) = ll.



Por tan to ,  a equação de movimento (8) pode ser  subs t i tu í

da  po r
e .  2+ . o A | . A to( 17 )  Dz  dr... yu (unid. de distância) runid. de distância]

TT do Tt (unid. de 1) r [Gmid.de distância)”]

ou ,  obreviadamente,
|

+ +, 3 |(18)  T ,  P r  r / r  .
j
|

A un idade  canôn i ca  de  t empo ,  ou un idade  1 ,  tem mu i t o  em |

comum com o rad iano :  e l a  to rna  ve loc i dade  e ace lerações uni tã

r i as .

Nos modernos cá lcu los  por  máquinas automáticas, as uni

dades canônicas têm a v i r tude de l oca l i za r  o ponto decimal no

meio  do  i n te rva lo  de  um pon to  dec ima l  f l u t uan te ,  reduz indo,  assim,

a probabi l idade de e r ro  da máquina.

A unidade 1 é cerca de 58 d ias  para ó rb i t as  hel ioceêntr i

cas,  quando a unidade astronômica canônica é a unidade de d is tan

c ia ;  e é cerca de 13,5 minutos para Orbi tas geocentr icas,  quando

a geo-unidade canôn ica  (aproximadamente o r a i o  equa to r ia l  da  Ter

ra )  é a un idade de d i s t ânc ia .

1 .3  - Equação de  Kepler e Deg in içoes  Auxiliares

A f im  de  compa t i b i l i za r  os  e i xos  x ,  y,, COm as coordena

das po la res  r , v ,  adotaremos como re l ações  de t ransformação

(19)  x, 7 T COSV, y,, = T Senv,

donde  :
T COSV - TV  Senv ,dã

o "

t senv + rv  cosv,

e

"



e a inda  conforme a f i g . ,  onde todas  as p rop r iedades  da e l i pse

es tão  i l us t r adas  geometr icamente,  podemos ve r i f i ca r  que o ângulo

E,  denominado  anoma l i a  excên t r i ca ,  é t a l  que

( 21 )  x, * a í cosE  - e),

(22)  Yo *P aÃ - e º  senE = Yap senE,

donde

(23) x, =- aÉsenE, y, = /ap É cosE,

( 24 )  r= *=a ( l 1 -  e cos  E ) ,  p=  a ( l  - e ” )

(25) 1 = /pp=x )y - yXs :=  avap E( l -ecosE) ,

ou

( 26 )  ZA dt  = (1 - ecosE)  dE ,
a

cu ja  i n teg ra l  é a equação de Kep le r *

( 27 )  M=E-  esenE ,

sendo a anomal ia  mêd ia ,  M, de f i n i da  po r

(28) M M, + n ( t  - t )  - 272

à = 0 ,1 ,2 , . 0 . . ,
n ( t  - T )  - 2TA,

i - “T<M< TT,

onde t é a êpoca, i s t o  é ,  a data a rb i t r á r i a  para a qual M = M.:

a anomalia mêdia na época. T é o ins tan te  da passagem pe lo  per iê

l i o  (quando M = 0 ) ,  n é o movimento angular mêdio

(29) n=NM=/n/a%/?,

e o mu l t i p l i cado r  a rb i t r á r i o  24, em (28 ) ,  é usado pa ra  l im i t a r  os

i n t e r va los  de Me E ( ou  de  M - M, eE -  E ) ,  a f im  de  s imp l i f i

ca r  tan to  a t eo r i a  como à p rá t i ca  assoc iada com a equação de

Kep le r .
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Trad i c i ona lmen te ,  r é d i t o  o r a i o  ve to r  do  co rpo ,  apesa r

de  esca la r ,  e v sua  anoma l i a  ve rdade i ra .  A lgumas vezes  € mais

conven ien te  a u t i l i zação  da  l ong i t ude  ve rdade i ra  (ver  f i gu ra  3 ) .

(30) LEevI+IO+A, !

quando então

( 31 )  x = r cos t ,  y = r  sen t ,

ou  a inda  do  argumento  ve rdade i ro  da  l ong i t ude

(32 )  uUu=-v i+o ,

quando en tão

( 33 )  x, " Tr Ccosu, y, * senu ,

F igu ra  3

* Uma dedução puramente geomêtrica E encontrada B - 4 ,  páãg.s.21,

eemB-6 ,  pâgs. 45, 46 e 47.
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11 - EFEMÉRIDES DINÂMICAS E OBSERVACIONAIS. PROCESSOS

DIFERENCIAIS NA CORREÇÃO OBSERVACIONAL DE ORBITAS

17.1 - Conjuntos de Elementos Atternativos

No problema dos dois  corpos existem do is  meios de des

crever  a Orb i t a  de um ob je to  pa r t i cu l a r :

a)  a u t i l i zação  de dados cons tan tes  (e lemen tos ) ;  b )  a u t i l i zação

de dados d i a  a d i a  va r i ave i s  ( e femêr i des ) .  Como sabemos, os e l e

mentos cons t i t uem con jun tos  se lec ionados  de se i s  cons tan tes  inde

pendentes ob t i das  na  i n teg ração  do problema dos do i s  corpos .São,

po r tan to ,  su f i c i en tes  para  a comp le ta  de f i n i ção  das  o rb i t as  re l a

t i vas  de  do i s  co rpos ,  i s t o  é ,  su f i c i en tes  pa ra  o ca l cu lo  de da

dos va r i áve i s  t a i s  como a pos i ção  e ve loc i dade ,  em qualquer ins

t an te ,  de um corpo re fe r i do  ao ou t ro .  Tanto os elementos como os

processos de cá l cu lo  são fundamentais pa ra  a comparação da Orbi

t a  com uma observação ( " r ep resen tação " )  e pa ra  a cons t rução  de

uma tabe la  de dados mutâveis ( "e femer ides") .  O ú l t imo propós i to

e usado, po r  sua vez, em cálcu los de perturbação, ou na predição

de dados obse rvac iona i s ,  ou  t a l vez  na  representação de observa

ções ,  quando ex i s tem mu i t as .

Nos t e rmos  ac ima ,  o que p re tendemos ,  nes te  es tág io ,  &

ob te r  um fo rmu lá r i o  que nos  p ropo rc i one  a de te rm inação  de um con

s . > 3
j un to  de elementos a pa r t i r  de dados T r  Tn) t s  como  consequen

Ú — —> 3 x
t e  ca l cu lo  de r ,  T ,  T ,  em qua lquer  t .

Em todas  as  cons ide rações ,  a r e fe rênc ia  pa ra  as  pos i

ções se ra  o " f oco  de re fe rênc ia " .  As formas pe las  qua is  a refe

rênc ia  pode se r  t ranspor tada ao ponto de observação são t ra tadas
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tão logo se faça necessária no texto.

Tomando como elementos o con junto  " c l áss i co "  e .  obse r

vando a f i gu ra  3 ,  en tão as cons tan tes  deduzidas podem inc l u i r

ns .  u /a * / ? ,  P = 217/n, M, = n ( t ,  -T ) ,  q = a (1 -e ) ,  p=  a (1 -e ) ,

Wu = ' . + ,  õ ,  * u -nN ,  e as componentes de Pe  à .  Ind icaremos a

segu i r  a lguns exemplos de d i f i cu ldades  que podem leva r . a  a l t e ra

ção des te  conjunto.

1) Pa ra  a pa rábo la  a + = e es=1 ,  de t a l  forma que nem

a nem e fornecem in formações que permi ta  d i s t i ngu i r  uma pa rábo la

de ou t ra .  Po r tan to ,  a cons tan te  do pe r i f oco ,  q ,  ê f requentemente
.

usada  no  l uga r  de a . . .

2) Se a i nc l i nação  é pequena, tan to  w quanto QN são po

bremente determinados;  um de les  pode se r  subs t i tu ído  pe lo  bem de

terminado à .

3)  Se a inc l inação  é próx ima de 180 º ,  wu, ã e N são po

b remen te  de te rm inados , mas õ .  e bem de te rm inado .

4 )  M, € f requen temente  ma i s  conven ien te  do que T ,  ou

pode se r  p re fe r i do  como e lemento sem razão  espec i f i ca .

5)  F ina lmente ,as  componenenteês: de P e f são f requente

mente p re fe r i dos  a i ,  QN, w ,  mesmo que ,  como e lemen tos ,  e l es  têm

que se r  cons iderados s imul taneamente com as t r ês  re l ações ,  ou

cond i ções ,  en t re  e l es .  Essa  p re fe rênc ia  oco r re  po rque  P e Q são

ob t i dos  na  de te rm inação  de uma ó rb i t a  an tes  de  3 ,  N ,  wu, e podem

se r  u t i l i zados  nas  representações ou  e femer ides ,  mesmo que 1 i , f ,w

não se jam ca l cu lados .

Ass im,  somos levados  a um segundo con jun to  de elemen

tos  (no qual i ,  QN, w.são reduz idos  ao estado de cons tan tes  dedu

z idas ) :
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a = semi-eixo maior,

e = excentricidade,

4 M=anomalia média na êpoca, t, (terminologia elíptica)
>

P=(2,P,P) | P.b=1,
SJ com as condiçoes 4 Q.Q = 1,[É (00,0) bd =0.
Algumas vezes a e e são combinados, ta lvez  através .de

p=a ( l  - e5 ) ,  com as  componentes  de P e Q ,  a f im  de reduz i r  o nú

mero de quan t idades  e equações  de cond i ções  no  con jun to  ac ima :
— A+ + > + > —

po r  exemp lo ,  Az=abP, B=a /1 -e?  Q ;  oua=e /uP ,  b = evup Q.  A inda
+ >

temos a condição A.B = O ou à .B .=  O, e o elemento iso lado M,- En
- : + + + + |

t ao ,  quantidades como n ,  A,  B ,  a ,  b ,  podem ser  constantes deduzi

das pa ra  O con jun to  acima de e lementos ,  ou  podem se r  e lementosém

ou t ro  con jun to .

Para q = 0 e a f i n i t os ,  temos as h ipérboles e e l ípses
> :

r e t i l i nea res ,  pa ra  as qua is  Q inde te rm inado ;  mas, nes te  caso ,

+2
1 O

o.

— —> +
e= lep=0 ,een tãoB ,  beQ=-= "Y /pQsão  nu los .  Pa ra  as pa rabo

: ; qo  + > -
l a s ,  i nc l us i ve  o caso  re t i l i nea r ,  con tudo ,  A e B t endem,  em modu

. e + + > +— + > -
l o ,  ao  i n f i n i t o ,  enquanto a ,  b e Q não .  PeQ, ouaeb ,  poderao

. FE  LJ . —.  -ass im  u t i l i zados  como e lemen tos .  quando t r ans fo rmações  em uma Or

b i t a ,  se ja  p rovocadas por pe r tu rbações  se ja  po r  co r reções ,  f im

zem-na passa r  pe la  re t i l inear idade.

Quando .e =0 ,  os  con jun tos  ap resen tados ,  j un to  com seus

subcon jun tos ,  t êm a desvan tagem de que P ,  Q ,  w ,  T ,  M, e as  anoma

l i a s  v ,  E ,  M se to rnam indeterminadas ao mesmo tempo que o p ró

p r i o  pe r i f oco .  Po r tan to ,  pa ra  excen t r i c i dades  p róx imas  a ze ro ,

precisamos passa r  para  e i xos  de re fe rênc ia  baseados em ou t ras  1i

nhas  ou  pon tos ,  que não  o pe r i f oco  ou a l i nha  das  apsides: po r

exemplo, o nodo ascendente (ou  l i nha  dos nodos ) , os pon tos  . no

p lano  o rb i t a l  an te r i o res  ou  pos te r i o res  ao nodo  po r  ângu lo  = &Q
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(as o r igens  pa ra  à e õ. como de f in idos  ac ima ) ,  ou  o ve to r   posi
— - — . -”  . - ” .ção na  epoca,  T,.- Dessas o r i gens ,  apenas a u l t ima  e l i v re  de in

—

de te rm inações  t an to  pa ra  i = 0 º  quan to  pa ra  i . =  180 º .  Dessa  fo r
.- + . . += SA.

ma, & p re fe r i ve l  um con jun to  de e lementos que subs t i t ua  PeQ po r
- — + > -—

U, * 1 /T ,  e V, sendo Y, pe rpend i cu la r  a U, e con t ido  no  p lano

da orb i ta :

” E - “a*  semi-eixo maior,

e cosE SAN ss  so as  -o | combinações da excentricidade e da anomalia media na epo
e senk [ º *T t ,  -
+ o + +
U, = (UU U) UU, = 1,
+ y com as condições $ + 7
Yo = (VV ,  V) 59 Oo

X 
U E = 0 .| oo

Para  o círculo, ecosE ,  e esenE,, são  nu los ,  reduz indo os

elementos a quat ro  e e l im inando qua lquer  problema com a in termi

nação  de E ,  M T ,  e t c .  Pa ra  o rb i t as  aprox imadamente  c i r cu la

res ,  o p rob lema  de d i v i d i r  po r  uma excen t r i c i dade  pequena ,  com a

resu l t an te  i nce r t eza  em E ,  e quan t i dades  assoc iadas ,  é e l im inado

va r i ando -se  a forma da equação de Kep le r  e equações re l ac ionadas ,

Obviamente, genera l idade  também pode se r  a t i ng ida  se

u t i l i za rmos  como elementos o con junto
=

Fo”  &, Yo 25)
+ . e .

rt = (x, YZ , posição e velocidade na época, t -

117.2 - Formulas Universais e Unif icadas *

São aquelas que podem se r  usadas com e l í pses ,  h ipê rbo

les  e pa rábo las ,  i nc l u i ndo ,  os extremos re t i l i nea res .  As — formu

las  un i ve rsa i s  podem também se r  usadas no  extremo c i rcu la r  da

* Ver discussão detalhada em C - 9 .  ,pãg. 309-15.
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e l i pse ,  porêm as un i f icadas não.

As fo rmulas  un i ve rsa i s  de par t i da  usualmente inc luem:

p 2 + >(34)  1 = TT ,

= * = Et 3(35)  uv D, r f ,  T To»

6 2 0d( 36 )  Ss. To Ty

; 2 -o Ss: D2 o 2 o 1( 37 )  A E Za  =Z2- Sea =a pv TN q
Em alguns casos  u t i l i za remos  ad ic iona lmente  uma ou mais.

das segu in tes  fó rmu las ,  que tambêm podem se r  c l ass i f i cadas  como

un i f i cadas :

- " > +

(38)  U, = To/To»

Foto E a(39) Vo VP VQ = ( rã TÇE)/VE
3 >

(40 )  p=  Vo" Vo

+ + ZX
í pPs=  VY, Yp' cos Vo "Vo Sen V,

( 41 )  à + + "
= (pQ :=  V, /p sen V, + V, cos V,

11.3 - Metodo de Newton-Raphson

Es te  método, susc in tamente  aqui apresentado,  ê u t i l i za

do pa ra  ob te r ,  po r  aproximações sucess i vas ,  a r a i z  de uma  equa
-

ção a lgéb r i ca ,  e pode se r  deduzido a pa r t i r  da bem conhec ida se

r i e  de Tay lo r

(42) — fxtax) = £OO + (MEN) + Fr (A) EGO + Fr (A)EM CO+
+ . . .
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Admitamos que a equação cu ja  r a i z  se dese ja  ob te r  se ja

( 43 )  f ( x  + Ax)  = O ,

de t a l  forma que x + Ax se ja  a so luçao  p rocu rada .  Se x ê uma apro

ximação à es ta  ra i z  t a l  que as potências de ordem super ior  à p r i

mei ra  de Ax são neg l i genc iaáve is ,  a eq .  (44)  fornece

( 44 )  Ax = - f ( x ) / f '  ( x ) .

Se as po tênc ias  supe r i o res  de Ax não são neg l i genc ia

ve i s ,  x + Ax usua lmente  rep resen ta  um me lho ramen to  em re l ação  ao

va lo r  i n i c i a l  x ,  que se rã  u t i l i zado  em uma segunda aproximação.

No tas :  (1) Se f ( ( x )  não va r ia  aprec iave lmente  na  segunda aproxi

mação, geralmente ê desnecessário rev i sã - l o  mais uma vez.

( 2 )  Se f " ( x )  tem s i na l  oposto  a f ( x ) ,  a aproximação dada

po r (44 ) ,  pa ra  Ax ,  pode ,  ocas iona lmente ,  es ta r  er rada em

s ina l ,  uma vez  que ,  ma i s  p rec i samen te ,

f(x) + 24x) E (x)
Ax  = .  .

f '  (x)

(3) Se f (x )  não é faci lmente ca lcu láve l  por  meio de expres

sões ana l í t i cas ,  pode se r  aproximado po r

f(x.) - f(x.EO:  ( x )  - £Xx;) :

onde x; ex  são duas aproximações. O método de aproxima

ções se t ransforma, então, em um problema de in terpolação

ou ex t rapo lação .

(4 )  Um g ra f i co  em grande esca la  de f ( x ) ,  f (X ) )  + ,  ou  uma

sucessão de g rá f i cos  em esca las  c rescen tes ,  pode se r  usado

algumas vezes de maneira efetiva na substituição dos câlcu
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l o s  sucessivos de Ax. À curvatura ind icada pelos te rce i

r os ,  e pos te r i o res ,  va lo res  de f ( x )  não  sô  ace le ra rã  a

aproximação como tambêm reso lve rã  qua lquer  d i f i cu ldade  in

t roduz ida por f " ( x ) .

11.4 - Expressoes de é e 9g: Expansão em Serie e na forma

Finita

A segu i r ,  se rã  conveniente i n t roduz i r  as quant idades

(45) E = E -E , = M-M,
À = 0 , , 1 , . . . ,

= n ( t - t )  - 27),
o 0<E<2nN, - f<M<+

a l?
(46) f = cos f ,  g = sen f ,

ATI

. Ar :
(47) f = -  3/7 senÊf = - .. g= f .

O problema que o ra  se põe é o da determinação de se

r i es  de Tay lo r  no  tempo, e em uma v iz inhança de too  êpoca, Dara

essas va r i áve i s .

Com as de f i n i ções  usua i s ,

+ > + L t  + = (dr * T( 48 )  Tr = T ( t ) ,  T, r t ) ,  Tr, CE Tr, (120 e t c .

podemos esc reve r

Pa  $ 25 2 1044 3, 114 )4 i v(49 )  rTeT,* ( t- t)r  +37 (t-t) t t  gr (tt) É, + 77 (t-t) 1 t o . . .

Tomando a equação de movimento dos do is  corpos na  for

ma re la t i va ,  eq .  ( 10 ) ,



(50)

(51)

(52)

(55)

(54)

(55)
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ob temos  imed ia tamen te

eo SE
r = WEFIRÇT.

Tr r

Di fe renc iando  mais uma vez e i nse r i ndo  e ( 10 ) ,

7iV = & - 12 — + 3 o ? E r

Antes de d i fe renc iarmos mais uma vez ,  prepararemos a exc lu -

são de der ivadas  de ordens supe r i o res  em r pe la  in t rodução

de expressões como

r É + uá -  te  a = - 1 /a ,

ou

r r=un (p  - rr).

A ú l t ima  dessas expressões E a mais s imp les ,  e tem a van ta -

gem ad ic iona l  de que p , O a medida que a ó rb i ta  se aprox i -

ma da  re t i l i nea r i dade .  Con tudo ,  a p r ime i ra  é a subs t i t u i ção

hab i t ua l ,  p rovave lmen te  porque a = - 1 / a ê ge ra lmen te  ma i s

u t i l i zada  do que p ,  o qua l ,  como v imos ,  pode não se r  de te r -

minado;  e ,  alêm d i sso ,  - 1 /a  , O a medida que a o rb i t a  se

aprox ima de uma parâãbola. Se adotarmos a eq .  ( 52 ) ,  (51)  as

sume a forma

2i v .  +58 15 HE
Tr

Di fe renc iando  mais uma vez ,  e novamente subst i tu indo as

eqs .  (10 )  e ( 52 ) ,  obtemos

2 2 PE
W=-15  (4 XT + 3 EE  72 )  T+

' Tr '- Tr



| 2 2 .  2 H

Tr r

Quando o i n t e r va lo  convenc iona l  de t empo ,  t - t ,  ê subs

“ t i t u í do  pe lo  i n t e r va lo  de tempo canôn i co ,  tTAk . ( t - t , ) ,  as der i

vadas são em relação a T em todas as equações (10 ) ,  ( 49 ) .  (55)e

p é subs t i t u í do  po r  un, 71 .  4

Com o aux í l i o  das eqs .  (48 )  e ( 10 ) ,  (50)  - ( 55 ) ,  pode

mos reesc reve r  (49)  na  forma

(56)

desde que façamos.
- 27  3 = 4 247 5 Zf =1+ ( t - t )  £, + ( t - t )  f z *  (t-t) £ ,+ ( t  t) f o t o

(57)
= t - t  + ( t t )  2, * ( t - t  3º E, + ( t - t  7” ge +8 :  o oº E oº & oo ET SS

onde ,  com os  va lo res  de Ty "  T,  e aq- = - 1 /a  ob t i dos  de ?, e T, pe

la  formulação un i ve rsa l ,  temos

' - - L 1 F(58) ff, = - E,, g ,=-  Are E ,2 27º 3 6 º  3 *2

p r  - p r  1
(59) £f, = —I pg, = —— = £ , ,

5 27º 1 4 r  2 "o o

- 22 r r  2- 3 -2f = jà 4 + (3a r  - 15  o o )  » Y = Ez4 | o 24ro | 24x 2 º
(60) .

22  :2 r r .- 23 (E 2Eq = Eçl10 + 30(3ar,-15 —22)|[= É (E,-863),
L 120 r ,  nv

e ,  notando que En+1 se assoc ia  natura lmente com £ ,
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2 :  22 2

f 5  = e. 4 + ( 3a r , -  7

fe Ler

(61)

Ê6 = 7 + 203ar) - 7-2 = ,  - EE,

Es tes  coe f i c ien tes  foram ob t i dos  po r  d i f e renc iação  a

pa r t i r  das eqs .  ( 9 ) ,  (47)  - ( 52 ) ,  mas se tornam cons tan tes  quando

esc r i t os  com Índ i ce  O,  i s t o  é ,  quando assoc iados  com a da ta  f i xa

tt," Ass im,  pa ra

(62) Te fT teg
temos simplesmente

f * 2% dz

(63)

Eu
s U 2 co  41 + 3 ( t - t , )  2, + 40 t - t , )  g, + S ( t - t , )  gQ + . . .

A convergência matemática dessas sêries fo i  invest iga

da po r  Moul ton (1903 ) .  Contudo, nas ap l i cações ,  a u t i l i dade  das

se r i es  t e rm ina  an tes  de suas convergências matemat icas,  quando os

t e rmos  de ma i s  a l t a  o rdem,  e ma i s  comp l i cados ,  se  to rnam apreciãá

ve i s  c r i t ê r i o  g rosse i ro :

2 ,3u (6  - t , )  I r ,  > 0 ,01 ) .

1”

Para  e i xos  o rb i t a i s ,  po r  exemplo,

( 69 )  dO  wo



z0

Ass im ,  dado

2 :2  SS(65) Vup' = 1 vV, = *Jão “Fuoruo"

podemos esc reve r  pa ra  f e g

(66)

f -  6 A " Yotuo) VP
(67) |

e * TC oXno * Xoiwão)//UP.

As eqs .  (66)  e (67)  fornecem expressoes f i n i t as  pa ra

f ,  & ,  Í ,  g .  Po r  exemp lo ,  bas ta  cons ide ra r  as r e l ações  el ípt icas

bâs i cas  (45 ) , ( 29 ) ,  27 ) ,  (22)  e ( 23 ) .

Por  ou t ro  l ado ,  é uma ca rac te r í s t i ca  das  exp ressões  pa

r a  f ,  g ,  f ,  g fo rnecerem cont inu idade e determinação quando e &

ze ro  ou  mu i to  pequena, bem como pa ra  qua lquer  outro va lo r  da ex

cen t r i c i dade .  Po r tan to ,  é adequado mod i f i ca r  a equação de  Kepler,

( 27 ) ,  e as equações associadas (24)  e (66) pa ra  r.,D e c ;  cons t ru

indo r e l ações  que se jam igua lmente  cont ínuas  e determinadas.

Para  ab rev ia r  t odas  essas  exp ressoes ,  subs t i t u i r emos

as  funções  de e E ,  po r  ce r t as  cons tan tes  de te rm inadas  d i r e ta8
+ -. o e a.

mente  de Tr, e r o "  Exp l i c i t amen te ,  u t i l i za remos

Tr, = a ( l - e  cosE) ,  c=e  cosE ,  = 1+a r ,  = l1 - r ' / a ,

(68)
D, = (a e senE , ,

e ,  a l ém d i sso ,  i n t r oduz i r emos  as  ab rev iações
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h = a?  (M-M)  = /V( t - t , )  - 272a?/?
(69)

>= !
—= (UR ANA

o A

Apesar de M e M, serem ind iv idualmente indeterminadas

pa ra  Orb i t as  c i r cu la res ,  é ev iden te  de (69)  que M-M, ê sempre

determinada.  En tão ,  NM, £ e v - v ,  são determinados, e à equação

de Kep le r  pode  se r  co locada  em uma forma sempre de te rm inada  como

se segue:

(70)  M-M,  = ÉÊ-e senE + e senE,,

D,(71)  M-M,  = É + (1  - cosÊ) - c ,  senÊf,
” a

(72)  MN=r, /a E + Da ( l  - cosE) + ca  Pç  - senÊ) ,

(73)  n=  r )/a senÊ + Da (1 -  cosf )  + a? /? (g  - senÊ) .

S im i la rmen te ,  equações para  r ,  D ,  c podem se r  esc r i t as

como

(74) r=a+  D /a senÊ - c ,a  cos f ,

(75)  rT=T,*t D /a senf  + ca l l  - cosÊ) ,

(76)  D = D,cosÊ + c/a senÊf,

(77) c= - - º  senf + Cc, cosf.
fa

Dessa  fo rma ,  podemos reesc reve r  as  eqs .  ( 66 )  nas  formas
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= a — = - a. “—f =—-  ( cos f  - e cosE)  1 = ( 1  cosÊ) ,
o o

Wgs= a? /?  (senf  - e  sent  + e senE )
(78) º

- RN -a?/2(E- senk)

= r,/a senf + D,a(1-cosÊ).

Analogamente, desenvolvemos (67)  em

p=  VE senÊ, '
r r

(79) º
g = * ( cos f -e  cosE) = 1 - ( 1 -  cos f ) .

11.5 - Sistemas de Coordenadas e Comxmeçaão para o Tempo de Luz

Num câ l cu lo  de ó rb i t a  gera lmente supomos que os —ângu
-— -—

l o s  de o r i en tação  são determinados de V. e Yo i s t o  é ,  dos ve to

res un i t á r i os  rad ia l  e t ransversa l  para t a  época. Assim pe la

f i gu ra  3 vem:

sen i cos  u,

W =( 80 )  sen i sen  u,

( 81 )  ( 1+  cos  i )  cos t ,  = Vo * Yjo

(1  + cos  i )  sen t ,  =U , ,  - Voo

Notando que sen  i e l  + cos i sãosempre  > O ,  nos  podemos

r eso l ve r  essas equações unicamente pa ra  funções de i, vo  &o* Se

os ângulos w e N são tambêm necessarios, podemos calculã-los adi

c iona lmen te  por:

( 82 )  w=su  -Yyv

D
D

E) I e E? N e t <=(83)  8
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Para Orbitas hel iocêntr icas é costume re fe r i r  os angu

p. H F”l o s  de or ientação à ec l i í t i ca  (Q = Rs  wu = wo), porém &

hab i t ua l  r e fe r i r  os componentes do ve to r  o r i en tação  ao equador.

Nestas c i rcunstânc ias  é p re fe r í ve l  p r ime i ro  fazer  uma rotação das
-—

componentes de Yo e V, do ângu lo  e ,  a ob l i qU idade  da ecl i t ica,pro

duz  indo

VV. =aYVXc9 xo

(84) Ú
São  =-Vy, COS E + Yo  senc

V = -V  + V cosec .| 2 yo  Sen e zo  e

Geralmente o equador mêdio e o equinócio de 1950,0 de

f inem a re fe rênc ia  p r imar ia  das coordenadas. Tanto dinâmicas ou

obse rvac iona i s ,  r e tangu la res  ou  es fê r i cas ,  he l i ocên t r i cas ,  geo

cên t r i cas ,ou  topocênt r icas.  O sistema de re ferênc ia  é equatorial,

po r  causa das pa r t es  dominantes representadas pe la  l ong i t ude  e

l a t i t ude  do pon to  de observação e pe la  ascensão e dec l i nação ,usu

almente as coordenadas determinadas com ma io r  p rec i são .  O s i s t e

ma ec l í t i co  aparece apenas pa ra  N ,  i ,  w,  e en tão  pa ra  o rb i t as  he

l i ocên t r i cas ;  o s i s tema ho r i zon ta l  as t ronômico aparece como re fe

rênc ia  quando as coordenadas são a a l tu ra  e o az imu te .  ( c f .  f i gu

r a  4 ,  a segu i r ) .
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da t ox i s

l z  é oxis

F igura  4

Em qua lque r  caso ,  po r t an to ,  a o r i gem de t odos  os  s i s t e

“mas de coordenadas desc r i t os  acima é o pon to de observação ( res

pec t i vamen te :  cen t ro  da t e r ra ,  cen t ro  do  so l ,  e supe r f í c i e  da

t e r ra ,  i s t o  é ,  t opocên t r i co ) .  F i ca ,  ass im,  cond ic ionado ao — p ro

b iema  de que se  es t i ve r  t r a tando  a t r ans lação  do pon to  de obse r

vação do foco p r imar io  de atração (ou dinâmico), ou vice-versa,

mediante a relação:

(85) D=op l=T+R,  onde p=p (E ,n , t , p ,a ,d ) , '

mos t rada  geome t r i camen te  pe la  f i gu ra  5



p P( t ,  i.) Dn

z Vernal
equinox

F igu ra  5

A f i gu ra  5 f o i  r e t i r ada  da f i gu ra  aba i xo ,  onde F rep resen ta

centro dinâmico genêrico

€Y

DS Ecl ip t i c  pole

F igu ra  6

25

um
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—

A segu i r  são dados alguns exemplos da de f i n i ção de R

para o cá lcu lo  de efemérides ou para a representação das quanti

dades  obse rvadas :

a) o rb i t a  he l i ocên t r i ca ,  posição (do observador) geocêntr ica(efe

mêr ides ) :

+ +(86) R=R=T , ,  R"*

onde Ra (Xg-Zg) é o ve to r  pos i ção  do So l  em re l ação  ao cen t ro  da

Ter ra ,  e Xg» Ya  e Zo são  as  coo rdenadas  so la res ,  dadas como:X, Y,..Z2

nas  "Amer ican  Ephemer i s " ,  e T ,  é o opos tamen te  d i r i g i do  ve to r  po

sição he l i ocên t r i co  da Terra;

b )  ó rb i t a  he l i ocên t r i ca ,  pos i ção  topocên t r i ca  ( r ep resen tação ) :

> . + + +
(87)  R=  R;q + AR = - ( r ,  + rT7)»

+ .  -
onde ,  ad i c i ona lmen te ,  TF CXp:Y1: 27)  = -AR(AX,AY,  AZ) €& O ve to r

pos i ção  geocên t r i co  do l oca l  de  obse rvação ,  i n i c i a lmen te :  re fe r i

do ao equador e equ inóc io  ve rdade i ros  da da ta  de observação,  com

seu módulo expresso em gu ou km, e então ajustado ao equador mê

d io  e equinócio de alguma data bas ica (1950,0, por  exemplo) e

r eexp resso em un idades  as t ronôm icas ;

c) ó rb i t a  geocêntr ica,  posição geocêntr ica (efemerides):

> —(88) R=0O;

d) o rb i ta  geocêntr ica,  posição topocêntr ica (representação):

—>

( 89 )  R=  Tao

e aqui a gu ou  okm podem se r  unidades mais convenientes do que

a ua ,  F r i samos  que ,  em qualquer caso ,  ce r t amen te  t e remos  que re
-

f e r i r  R ao mesmo equador e equinocio u t i l i zados  para o ca lcu lo
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+ + +
de 1 ,  A e D ,

U t i l i za remos  o s i s t ema  equa to r i a l  es fê r i co ,  desc r i t o

pe la  ascenção re ta  a ,  dec l i nação  8 e " r ange "  ( i s t o  E ,  d i s t ânc ia )

Pp, onde assoc ia remos  es tas  quan t i dades ,  bem como as  co r respondên

tes  ve loc i dades ,  aos  ve to res  P lE , . n ,T )  e P lE ,n ,T ) ,  cons ide rando

t an to  a o r i gem geocên t r i ca  como a t opocên t r i ca  do re fe renc ia l .Os

va lo res  geocên t r i cos  são  usua lmen te  empregados em uma e femér i de

de à ,  à ,  p i  va l o res  t opocên t r i cos  ca l cu lados ,  Pc  e Pco  podem se r

usados pa ra  uma rep resen tação ,  a f im  de obtermos va lo res  ca l cu la

6 ,  p e pr» os qua i s  serão  comparados com os va lo resdos ac .  S. c
observados a ,  é ,  p e p ,  bem como no cá l cu lo  dos res íduos ,  ú te i s

nas ava l i ações  ou  co r reções :

At  Sa  a . . .  axo
(90)  . |

dp =p -p ->  dê =p  -p ,  7
: é

Omi t indo todos  os Í nd i ces ,  podemos ve r  na  f i g .  2 que

E = pcosó  cosa ,

(91) n = pcosô cosa,
T = psenó .

Mas a inda ,  como

E L .
> +

(92)  p=p lL ,  mou  n i l =op  L ,  ,

T L ,

( con fo rme  f i gu ra  7 ao  l ado ) F igu ra  7

—

f icam exp l i c i t adas  as componentes de L em função de a e é.  Os ve
- + > º + - ”t o res  un i t a r i os  À e D ( f i g .  8 ) ,  o r t ogona i s  a L ,  sao impo r tan tes

-

no  desenvo l v imen to  das de r i vadas  e d i f e renc ia i s  de  L .  A f i g .  8

nos  mos t ra  que



28
- -

cosócosa  - sena  - senócosa

( 93 )  LT = | cossêsena ' À = cosal, DD = -senôsena l ,

senô 0 + cosô
L —

e po r tan to ,  À US du
A

(94) db = Ãscos ds + Ddsó.

Na determinação das velocidades es fê r i cas  a ,  e pserã u t i l i zada ,

tambêm, a expressão

(95) do =Xdo + pdl.

O cá l cu lo  de a ,  6 ,  p ,  a pa r t i r  de Pp, se rá  f e i t o  po r

(96) po spo=eE lan taT r i ,

(97) tga  = Ly /L ,  = n /E ,

(98)  senô = L ,  = E /p .

As  fó rmu las  (99 )  aba i xo ,  f o rnecem a l t e rna t i vas  de cá l cu lo  ou  re l a -

ções pa ra  t es tes
Í D

coss = L º+  L =/Eº+nº /o ,  *x Y
(99) cos =L / cosô  =E8/ (En ,

sen  = L , / cosô  =n /VE  nó ,  DD, «cos

t gó  L , / cosô  1/4

2 - s - - p  as  8 hSosAs  ve loc i dades  es fe r i cas  se rão ,  ago ra ,  “““ Sinôcosa/*— ——
“=  sinôsina

de te rm inadas  a pa r t i r  de  (94 )  e ( 95 )  £L, " cosbcosa

(100) É = Ãacoss + DÊ, | o d i o  “
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(101) ê = 16 + ok = tp  + Ápácoss + Dpô,

donde

(100) pe los  d
(103) —ácoss=AL=(ÀA.p)/p,

(104) à = D.L = (D.6)/p.

As eqs .  (101) - ( 104 )  fornecem va lo res  de pb, a .  à nas

unidades canônicas da Órb i t a .

In t roduz i remos  a noção de tempo da l uz ,  de f in ido  como

sendo i n te r va lo  durante  o qual a l uz  v i a j a  en t re  o ob je to  e . o

pon to  de observação,  i s t o  é ,  O tempo observado menos o tempo

ve rdade i ro .

Uma e femêr ide  topocên t r i ca  ca lcu lada  pa ra  tempos verda

de i ros  em ambos os pon tos  p rec i sa  se r  co r r i g i da  pa ra  a aberração

p lane tá r i a  an tes  de se r  comparada com a lguma obse rvação ,  e oO mes

mo pode se r  d i to  de uma e femêr ide  goecên t r i ca  pa ra  uma para laxe

geocêntr ica.

Na rep resen tação  de um número re la t i vamente  pequeno

de observações,  con tudo ,  e espec ia lmente  nos p r ime i ros  es tag ios

de uma determinação o rb i t a l ,  é mui tas  vezes conveniente co r r i g i r

o tempo obse rvado ,  t pa ra  o tempo ve rdade i ro ,  t ,  com o qualobs?
os cá l cu los  d inâmicos da O rb i t a  são f e i t os ,  po r  meio da   expres

sao

(105 )  t = t  - ap ,

onde p É a " range"  (d is tânc ia  topocêntr ica)  e a é a constante do

tempo da l uz ,  i s t o  & ,  a f r ação  da  un idade  de tempo ado tada  que a

l u z  necess i t a  pa ra  v i a j a r  a unidade adotada de d i s t anc ia .  Nas Or
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Bitas he l i ocên t r i cas .

(106) a=a  * = 0 ,005 7755 d ias /ua ,s TA

e nas ó rb i tas  geocêntr icas

( 107 )  a=a ,  0 ,021  275 segundos /gu .

Nas determinações pre l iminares de ó rb i t as ,  é algumas

vezes  dese jâãve l  ap l i ca r  a co r reção  do  tempo da  l uz  não  ao i ns tan

t e  da observação,  t ,  mas ao in terva lo  de tempo

onde podemos t e r  k, = 0 ,017 202,09895 ou  k ,  = k ,  = 0 ,001  239.444.

Então,

1109) T i  É C i j l obs  + k .a (p ,  - Pp3)o |

sendo

(110) k .a = k a, = 0,000 099.351,

ou

(111) k.a = ka  = 0,000 026.369.
ee

Algumas vezes ,  como po r  exemplo, na  determinação de

uma o rb i t a  p re l im ina r  pe los  mé todos  l ap lac i anos ,  usamos a aproxi

mação

(112) Pj = P ; tTÕO Oo

de ta l  mane i ra  que ,  com ce rca  do mesmo grau de aproximação,

(113) tT . .  *º (1 - k . ab .  1) ( t .  obs * |
i j  i j



117.6 - Conneçõoes Digermenciais: A Partir do Procedimento dos

Residuos "Muito Lineares" e as de Leuschner *

Seja um conjunto de parâmetros p [PLccc ra ]  denomina

dos a l t e rna t i vamen te  de componentes de ve to r  de estado,var iâáve is

de es tado ,  ou  algumas vezes ,  O rb i t a ;  e as funções:

(114) Y .  Y;(P.t jJ l .

de f i n i das  pa ra  cada t j  cu j o  con jun to  t o ta l  po r  e l as  forma

do ê denominado usualmente por  ve to r  observação,  ve to r  in te rcep

ção  ou  ma t r i z ,  podem se r  obse rvadas ,  med idas  ou  de te rm inadas  de

uma mane i ra  qua lque r ,  i nc l us i ve  a t ravês  de  va lo res  rep resen tados

ou computados com o aux í l i o  de um conjunto de fórmulas para uma

pos te r i o r  comparação com va lo res  observados.

Suponhamos, en tão ,  que as funções , sem o uso  de . um

Ind ice  ad i c i ona l ,  designem valores observados, medidos ou conhe

c idos  po r  um determinado processo e p ,  em correspondência  d i r e ta

e também sem o uso de Í nd i ce ,  denote um va lo r  desconhecido do pa

r ame t ro ,  chamado de  ob je t i vo  ou  a i nda  de  novo ,  me lho rado ,ou  ma i s

bem es t imado,  num processo de cox%kxeção. Consegilentemente os F i c

va lo res  ca l cu lados ,  compu tados ,  es t imados  co r ren temen te ,  ou  a i n

da ,  nom ina i s ,  es tão  re l ac i onados  com o parâmetro Pc con jec tu ra

do ,  assumido  ou  nominal.

Definimos, po i s ,os  resíduos como

(115) NINA PIA 200

perfei tamente de acordo com a c láss i ca  t rad ição em astronomia:va

l o r  observado menos computado, " 0  - € " ,

* Pa ra  ma io res  de ta l hes ,  ve r  C - 11 e C -12 .
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Suporemos, f i na lmen te ,  a co r reção  de f i n i da  po r

(116) Ap=p-rpP.

correspondentemente,  no  sen t i do  de va lo r  ob je t i vo  menos con jec -

t u rado .  A inda po r t an to :  "O - C " .

Então, j ã  que:

( 117 )  VP jc  = v j  ( p t ) ,  Pc  = [Pac  e . . . ,  P re )

e u t i l i zando  (115 )  t emos :

(118) v j  = v;(P, t )  = y j (p ,  + AD)

E a, 113 ,9= v (=) ap +53 "  )Apagt..,je DP oaPç 2 pq.apoa

Pq  lp . . . .  Po

Neg l i genc iando  os termos de segunda ordem e os t e r -

mos de ordem super io r  na  sê r i e  de Tay lo r  acima e a combinando

com (115) vem:

(119) Mv; =p Gogo?

120 ap = ap É A(120) p=  A0/, ( - e

Por tan to  para co r r i g i r  o parâmet ro  con jec tu rado  P r

com a a j uda  de uma à ,  observada, de aco rdo  com o que f o i  de l i -

neado, computados p r ime i ro  V ic  e apos av ;  através de (117) e

( 115 ) .  Tomando en tão  a der ivada de (120) e fazendo

(121) (DS RES
Obtemos a comxxeção Ap de (120) .  Finalmente

( 122 )  PP .  + Ap ,
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que ê o va lo r  ob je t i vo  da  p r ime i ra  aproximação,  t r a tado  como con

j e c tu rado  na  segunda  ap rox imação ,  a qua l  deve se r  l evada  ão

calculo de novos va lo res  de “ i c  e AY, .Pe las  eq .  (117) e ( 115 ) .

Se AY; e desprezada O processo é i n te r romp ido ,  senãooc i c l o  con

t i nua ,  a tê  onde fo r  necessár io .

Denominamos rep resen tação  o p rocesso  de  ob tenção  de

va lo res  dos  pa râme t ros  p a pa r t i r  dos  va lo res  con jec tu ra i s  a t ra

vês dos qua i s se constroem os res i duos  a r ; .  A representação pode

envo lve r  as  fó rmulas  ana l í t i cas  dos do i s  corpos ou  i n teg rações

numêr i cas ,  i n teg rações  po r  se r i es ,  ou a inda alguma ou t ra  combina

ção .

No nosso  p rob lema  adm i t i r emos  que a pos i ção  do  cen t ro

dinâmico re fe r i da  ao "pon to  de observação", R ,  é conhecida preci

samen te ,  de  t a l  forma que ,  pa ra  a equação  (85 )  t e remos ,  exa tamen

t e ,

(123) Ap = AÉ..

Ass im,  mas em p r ime i ra  ordem,

> > +
AL = Acosõãa - DAS

+ +
(124) 4 AL = Dsenóiha - LcosóAha

-. > >
[| AL = Asenóãa - LAS

(125) AD = LAp + pAL,
+

( 126 )  Ap = LAp + Apcosóõãa + DpA6..

+ -— + "
Observando que L ,  A e D cons t i tuem um con jun to  or tonor

mal  de  ve to res ,  vem
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+ +
L .AL  = O ,
+ +

( 127 )  A .AL  = cosadao
+ +

| D .AL  = AS

e

>
L .Ap  = Ap
2 +( 128 )  A .Ap  = pcosada
2 +
D.Ap  = pA6ó.

Nesta  fase  do desenvolvimeno empregaremos os mêtodos

"mu i t o  l i nea res " ,  que na  u t i l i zação  dos  res íduos  en t re  dados cal

culados e os correspondentes dados observados,  são aqueles cu jas

l i nea r i zaçõoes  f o ramve r i f i cadas  comosendo tan to  su f i c i en te  pa ra

as cor reções  quanto dese jáve i s ,  em con t rapos i ção  aos mêtodos"qua

se  l i nea res "  que nao  fo ram ve r i f i cados  como su f i c i en tes  ou não

foram comparados com os  mê todos  não  l i nea res  ex i s ten tes .

Nós nos  p reocuparemos  apenas em desenvo l ve r  os  p roces

sos e fórmulas que são subseqilentes ao câ lcu lo  de

E

(129) Pe =T+R,

onde T (X ,Y , z )  f o i  de te rm inado  po r  fó rmulas  do i s  co rpos ,  por  1n

teg ração  de  pe r t u rbações  ou qua lquer  p rocesso  que o f az  uma fun

ção dos  va lo res  con jec tu ra i s  de  ce r t os  pa râme t ros  selecionados,

P ie r  € sendo R(X ,Y ,Z)  submet ido ou não a co r reções ,  apesar de  es

tarmos admi t i ndo  na  ma io r  pa r t e  do t ex to  que seu va lo r  é exa to .

Po r tan to ,  não se t r a ta  de uma apresentação dos metodos mui to 1i

neares em toda sua general idade.

A represen tação  de uma Orb i ta  envolve hab i tua lmen te  a

determinação de p . , a ,  e ô ,  a pa r t i r  da resolução, de alguma ma
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ne i ra ,  das equações

Er = p Cosó cosa ,

(130 )  n .  = p cosô  sena ,

T t ”  pL sen t .

Ass im ,  se  observamos  p ,  a e 8 ,  podemos ca l cu la r  os  res íduos

Ap  =p

(131) q da = a - a ,

ax  6 - S - .
Y

Ta i s  r es i duos  usados pa ra  ob te r  as cor reções  d i f e renc ia i s ,  ap;

aos va lo res  con jec tu ra i s  dos parâmetros se lec i onados ,  P j c  i s t o

é ,  na  obtenção dos  va lo res  P; =p... *+ hp ;  que são o ob je t i vo  doje
processo de co r reção .  As equações nos res i duos ,  a pa r t i r  das

qua is  as cor reções  d i f e renc ia i s  serão ob t i das ,  são ,  formalmente,
— >

hp  = L .Ap ,
* +

( 132 )  pcosóõãa = A .Ão ,
+ +

pAÃó = D .Ap ,

. — > ,

onde L ,  A e D são  ca l cu lados  com aux í l i o  das  eqs . (93 )  nas  qua i s

p ,aeô  são valores t an to  observados como . computados. Em (93 ) ,

AP rep resen ta  funçoes ap rop r iadas  dos P ic  * dos Ap ;  que podem
-

i n c lu i r  co r reçoes  as componentes de R ,  se  f o r  o caso.

Observamos que em (132) foca l i zamos a atenção sobre

cosósãa, em l uga r  de Aa ,  po i s ,  dado  que

+ >
(132) (AL)? = AL.AL = (cossãa)º + (A8)º,

cosõãa é mais s i gn i f i ca t i vo  como uma componente rea l  do arco re
— ” . . .s idua l  AL = [AL ] .  Neste fa to  es ta  cont ida a pr inc ipa l  vantagem

da  rep resen tação  mu i to  l i nea r ,  que es tabe lece  a p re fe rênc ia  de

cosóãa sobre  Aa na equação
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+ — -—(134) P-pP =Ap =LAp + Apcosõãa + Dph8,
a pa r t i r  da qual pode se r  deduzida não apenas as equações

—

P-L .  =p ,  [OE
+ +(135) ( -A .p  = pcosôãa,
Ps

| P -L  E p ião,

como também, e d i r e tamen te ,  as equações da co r reção  d i f e renc ia l
-—

Pp - L .ôe  = L .Ap ,

+

(136) -A.pL = ÂJAD,
—

| D -Pe  = D .AÇ.

Os fa to res  pcosó  e p ,  na  rea l i dade ,  ponde ram Aa  e Aô

como se  essas  quan t i dades  devessem ser  ponderadas  quando usadas

com Ap .  I s t o ,  obv iamen te ,  ex i ge  que as  p rec i soes  (e r ros  re l a t i

vos )  de p ,  a e 6 se jam i gua i s ;  no  caso  de d i f e ren tes  p rec i sões ,

devemos superpor pesos às eqs. (136).

As eqs .  (135) são ve rdade i ras  em p r ime i ra  ordem nos re

síiduos Ap, Aa e A6, porém as eqs .  (136) são exa tas .  Na u t i l i za

ção  des tas  equações ,  as  co r reções  d i f e renc ia i s  se  to rnarão  l i nea

r es  apenas quando in t roduz i rmos  expressões l i nea res  para  ascompo

nen tes  de AR em termos dos .Ap..-

S i tuando -nos  em função do nosso  p rob lema ,  ou  me lho r , em

r e l ação  às  nossas condições i n i c i a i s  ob t i das ,  a formulação de

Leuschner ê ú t i l  no  aprimoramento de ó rb i t as  pa ra  as qua is  es tão

disponíveis observações em a e 6 ,  mas não em p .  Se a Orb i ta  ê
. kd - = . - . ' > — > +

p re l im ina r ,  a co r reção  é f e i t a  no  es tag io  em que rr," Ta, e TT ,

(para  t ,  = t , )  es tão  a inda  sendo u t i l i zados  como e lementos.  Ta i s

cor reções  são ,  usua lmente ,  baseadas em expressões em sé r i es  pa ra

f e g .  Quando a ó rb i t a  es tã  def in ida por  um arco mais extenso,
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a correção é mais frequentemente baseada nas expressões f i n i t as

para  f e g .  Através de (56)  temos que ,  pa ra  a primeira ea t e r

ce i ra  da tas :

(137) Pp. = f .T  + g,.

Por d i ferenciação obtemos

+ + + +
(138 )  hp ;  = f ,AT ,  + 8;áTr, + r É; + 7 hg ;

+ —
= L ;A  + p.AL., = 1 ,3 ,Pp P ;  j j

onde

139  AL H 6 D 6 1,32 = ; COS6 .ÃOo .  + . A FE  j=  14d.(159) j A jeosaçna;s * N;eozo
: : + + > +Nas se i s  eqs .  ( 138 ) ,  as  quan t i dades  r , r ,  f . ,  g . ,  p . ,  L ,  e AL .

> > o o J j J J j
ou  A; D ; º  cosó .4a ; ,  28 .»  são  ob t i das  nas  obse rvações  ou  nas  re

presentações; as outras doze quantidades são incógn i tas .  O núme

ro  das  incoógnitas pode  se r  d im inu ído  se  expr im i rmos  ax ,»  ày AZ )

Aí ,  e dg; em te rmos  de Ap,  + Pa ra  i s t o ,  cons ide remos

+

Observando agora que L, f o i  u t i l i zado  prec isamente com es ta  equa
— . — — =ção na  de te rm inação  de Ty de t a l  forma que não  te remos  nenhum

E

res íduo  L ,  se  o p rocesso  for  i nve r t i do ,  v i ra

(141) AT, = L Ap ,

que fornece re l ações  en t re  as componentes de AT, e dp , "

Res ta  assoc ia r  a f ;  e Ag ;  a hp , -  Pa ra  t an to ,  tomemos as

sér ies  j á  deduzidas, eqs.(57), onde os f e os g são dados em função

de  1 e !  E a r eesc revamos  nas  formas.
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Ê £ 1 + f *  3
j 3 o?

3= - *8j "to toteilTo
represen tando ,  po r  h i pó tese ,  £ e g i  sê r i es  cu jas  va r i ações  po

dem ser negl igenciadas nas deduções.

=  .  4 .  —( 143 )  a f ;  = S£bT /T  3 (1  £ t r  / t , ,

= .  4 .  - -( 144 )  ag ;  = 5g3A t  / r ,  S t ;  t 8 ; ) 4 r  / r , -

A segu i r ,  t i r amos  da  equação t r i angu la r

2.72, 2 .  2( 145 )  n º ”  Po Zp R ,eosv ,  + R,

a re l ação

( 146 )  ro b r ,  = Co , ”  R, Cos v , ) 0o , "

donde podermos esc reve r

( 147 )  n f ;  = a ;bo ,»  de ;  = b j ão ,

sendo

= , - 2(148) a ,  = 3 (1  - £ ; )  ( p ,  = Ros  vv) /T

e

= - - 2(149) b ;  = S t ;  t ,  E; Cpo R, cosy , ) / r ,  .

F ina lmen te ,  se  de f i n i rmos

(150) É .  = f . L  + a r  + b . r

ou
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(151) f,; = f;ibxo t ax ,  + b i xo  x :  +Y,2Z,
podemos reesc reve r  (138) na  forma

A ! a(152) £ j 4o ,  + g8;oT, = [ 2  +P3ºL , ,

ou

£,;ãºo, + 85% 7 L , j ãP ;  + Pjôb, io»

( 153 )
j =1 ,3 ,f .Ap + g:y =L. Ap. +P.AL.,yj' Po * E * yj9P; FAS)

£ ,  54  Po + 8 ; º ,  = 3 º ;  + Pj ab o

|
As se i s  eqs. (153) são as equações fundamentais da correção di

f e renc ia l  de Leuschner .  Podem se r  r eso l v i das  fac i lmen te  para  as

se i s  i ncogn i tas  e l im inando  numericamente p r ime i ro  dp ,  edp , , e  a

segu i r  dx ,  ay ,  e d t .  A p r ime i ra  e l im inação ,  t odav ia ,  pode

se r  processada com o aux í l i o  das a f i rmat ivas

(154) A . . .  = O, D..L. = O,
J ) J

155 À..aL.= coss.ãa., D.. AD. = AS.,55 )  jogo Costão) 5º AR; 08;

de t a l  mane i ra  que

(Ã ; -É , )4o ,  + g, (À, - 4 r )  - p ; cosó .ãa ; ,

(156) À j =1 ,3 ,

[| B j -E ;08 , *  g , (D , . aT , )  = P ;aô ;
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Com es te  p roced imento ,  não apenas e l iminamos o ,  e
A . - ” -” e reduzimos o problema à so lução  de qua t ro  equações a qua -

t ro  incogn i tas ,  mas também introduzimos a poss ib i l i dade  de ob-

t e r  os  t e rmos  constantes, P ;  cosó  4a ;  e P; 8 ;  pe lo  p rocesso

mui to  l i nea r .

O p ropós i t o  do proced imento  acima é ,  obv iamente ,  a
- ; o >correção dos valores con jec tu ra is  Toc º Toc

. . - > - -l o res  ob je t i vos  T ,  e T , ,  os qua is  serão tomados como va lo res

e obtenção dos va -

con jec tu ra i s  na  prôx ima representação e ,  se necessá r i o ,  na  prô

x ima co r reção  d i f e renc ia l .  En tão ,  podemos usa r

(158) F = toc + at,

se ja  em conjunção com

(159) Po “Ac t  t oo  f ,  õ Loo  R,

se ja  com

(160) Tt " L i a ,  TT?  Ns

As cor reções  do ,  e dpz ,  que sô  necess i tam se r  ca lcu -

l adas  pa ra  um tes te  f i na l  ou ,  t a l vez ,  pa ra  um apr imoramento  do

tempo da  l uz ,  podem se r  ob t i das  a pa r t i r  de

(161) (Ly .É)4o, * e; (E;.at,) = Apjsj = 1,3.
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111 - MÉTODO DE LAPLACE PARA DETERMINAÇÃO DE ORBITAS PRELIMINA-

RES ELTPTICAS.

117 .1  - Observações sob re  a no tação.

Em conformidade com o uso c l âss i co  na determinação de

Orb i t as ,  u t i l i za remos  * t e7 f , ee t c . ,  para  de r i vadas  em re l ação

à unidade canôn ica  de tempo. Uma vez que,  no nosso caso ,  i s t o  & ,

ado tando  a massa  do  So l  como un i t á r i a  e a do come ta  ou  as te ró i -

de como e fe t i vamen te  nu la ,  o tempo canônico 7T = k , ( t  - t . )  pode

se r  s imp l i f i cado ,  po i s

( 162 )  ks. = k /m ,  + mn + k ,

sendo que,  usua lmente ,  temos k ,  e a un idade de tempo canôn ico ex

pressos  po r  ( ó rb i t as  he l i ocên t r i cas )

k .  = k ,  = 0,017 202 098 95,
(163)

Kaday = k*  dias = 58,132 440 87,
' E) . - .ou ,  pa ra  o rb i t as  geocen t r i cas ,

k ,  = k, = 0,001 239 444,
(164)

kesec = x )  segundos = 806,813 377 6 segundos =

13 ,446  889  6 m inu tos .

A f im de to rnar  f ãc i l  a passagem para  as de r i vadas  em

r e l ação  à un idade  convenc iona l  de  t empo ,  comparamos as  de f i n i -

ções ( s im i l a res ) :
2 2(165) p=  u=1l, 17 k' (my + m,) = ks ,

166) HOR EA. À
* Os segu in tes  a r t i gos  são fundamenta is ,  C - 1 .  C -« 2 .  Ce  3 .

C -4 .  C -7 . ,  e obviamente B - 5 ,

+: * dit/dt,
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(167) t = t. 2 uu E/ r ,  t , -  - p t / r º ,

(168) t= -  ff, + gt = ff, + gt ,

(169) f as  E, = ff,» E78 , *  k .g1o

(170) = f t ,  í, = k ,  E: EE, + gt

Om  FeRebA Brbhcdh
Por tan to ,  a passagem pa ra  o tempo convencional  t e fei

ae ,  f i nsas  PALO AAA.t a  pe la  mera  reexp ressão  das  de f i n i ções  p r im i t i vas  de u ,  T ,
*

&, f ,  e t c . ,  dos símbolos Índice rt para t .

s

r s

117.2 - Esquema computacional o |

N oa  Poipo ae  RA

Nos adotaremos o seguinte padrão geral, de uma . ó rb i t a

p re l im ina r  l ap lac i ana , que se  segue :

1) preparação dos dados i n i c i a i s  tan to  obse rvac iona i s .
como os  de r e fe rênc ia .

Pa r t imos  com t rês  con jun tos  de dados  de na tu reza  d i re

c iona l  e exp ressos  em função dos  ve to res  un i t á r i os  L ,  Ã ,  $D,

j ã  de f i n i dos  an te r i o rmen te  ( caso  se jam conhec idos  t r ês  con jun tos

de azimute e a l t u ra  podemos conve r tê - l os  ao s is tema equa to r i a l  a

t ravês  das fó rmulas  c l áss i cas  da  Ast ronomia Es fé r i ca ) :  comostrês

i n s tan tes  das  obse rvações ,  adm i t i dos  como j á  co r r i g i dos  pa ra  o

tempo das e femêr ides  , suas reexpressões como i n te r va los  de tem-

po  canônico r j  (na  convenção l ap lac i ana )  ou  i j  ( na  convenção

não ambígua), dados por
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q = Tt " 12 "  k i  (E) = ED)
A72)

t

F
a * ss [a W

! rt M — ”T3 º TtT93 º

T = T , == T073 )  13  3 1 '

(As co r reções  que l evam dos  i ns tan tes  obse rvados  aos  i ns tan tes

ve rdade i ros  serão cons iderados fu tu ramente ) :  e com duas fun-

ções dos dados d i r ec i ona i s  an te r i o res  que pa r t i c i pam dos câálcu-

l o s  neste estâãgio

174) Rcosy = RL  =xL ,  + YL, + ZL,,

(175) Rº = RR =X  ++ 27?,

2) Obtenção das velocidades e acelerações tanto  nas

coordenadas de re fe rênc ia  ( i s t o  E ,  do cen t ro  d i -

nâmico  re fe r i das  ao pon to  de obse rvação ,  po r  exem

p lo ,  coo rdenadas  so la res )  como nos  dados . . d i r ec i o -

na i s .

Serão  ob t i das ,  ap rox imadamen te ,  a pa r t i r  dos  t r ês  con-

j un tos  de va lo res  e com aux í l i o  das  sê r i es  de Tay lo r  po r  -

2 j-. ; 1
176 )  R .  À ,  + 1 .À ,  + + T .Ê ,  + . . e .

nmSe neg l i genc ia rmos  os termos de ordens super io res

segunda ,  podemos reso l ve r  pa ra  R ,  e À,  ob tendo :

= W= -G À, + GÊ, + GR7,

( 177 )  > À + 1 ,

+ u q sá
' & es
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onde ,  e observando  que tn tz3(7, - Tz )  = 0 TITZ3TIZ =T12T23T73?0,

2 2
6 = l d  - &23
1 Te E = o

1T3TI3   T127T23T13,

12 2
(178) << G = 1 = 112  ,

5 T1T3T]3 T12T23T13

Í 27T | . 273 “=  3 = 23 ,
4T3T13 T12T23T13

- 2 t  271 2 12(179) < Iz7 = — = '
"TITtT3T13 T12T23T13

| JIJ” = + .  :

Teo r i camen te ,  é poss í ve l  basea r  a de te rm inação  l ap la -

c iana  de ó rb i t as  sob re  obse rvações  de  a ,  8 ,  à ,  õ ,  a ,  em uma

da ta  especi f icada,  porêm a tua lmente  não se observa à e à com a l -

t a  p rec i são  e à e é com nenhuma p rec i são .  Uma a l t e rna t i va  É a

determinação dessas ve loc idades  e ace lerações angu lares  aproxima

damente, a pa r t i r  de t r ês  con ju tos  de a e é , e en tão  utiliza-

l a s  no  cá l cu lo  das  componentes  de Í e q ( ve r  apênd ices  2 e 3 ) .

Con tudo ,  ê ma i s  conven ien te  ob te r as componentes  des tes  ve to res

d i re tamen te  dos  t r ês  con jun tos  de 1 ,  uma vez  que ,  ass im ,  podemos

min im iza r  os  e r ros  envo l v i dos .

- + 4 2
Dev ido  à pa ra laxe ,  as  componentes  de  R e R são  me lho -

r es  determinadas a pa r t i r  dos t r ês  con jun tos  de va lo res  de À re -

f e r idos  ao  ponto  de obse rvação .  Pa ra  ou t ros  t r a tamen tos  de  R ,
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ver  os apêndices 2e  4 ,  Os t r ês  con jun tos  de componentes de É e

R se rão  subsequen temen te  usados ,  tambêm, nas  rep resen tações  e
-— ” . ” > > -cor reções d i f e renc ia i s .  Observamos que L e L , se  ob t i dos  pe -

l as  eqs . (177 ) ,  não necessar iamente sa t i s f azem exatamente as re -

l ações

Go)  t . t =o ,  t t+ t t ic -o ,

porêm, a u t i l i zação  que daremos a t e É não exigem es ta  compa t i -

b i l i zação  es t r i t a ,  nem que sa t i s f açam exatamente 'a i n t e ressan te

a l t e rna t i va  do apêndice 3 .  Obviamente, o cá l cu lo  numêr ico de

L ,  L, e envo l ve  os  i ns tan tes  das  obse rvações  e ,  espec ia lmen -

te ,  os  i n te r va los  de  t empo .

3) Formulação das equações lap lac ianas  fundamentais

Ta i s  equações ,  bem como as  p r ime i ras  ap rox imações  mne-

cessâár ias aos  mê todos  l ap lac i anos ,  são  desenvo l v i das  a pa r t i r

dos dados associados a uma Única data ,  a êpoca adotada, usualmen

t e  a da ta  mêdia de um con jun to  de t r ês  observações igua lmente

espaçadas  no  tempo.  ( t ,  = t , ) .  É conven ien te ,  pa ra  f i ns  de  s im-

p l i f i cações ,  om i t i r  o Í nd i ce  2 nes tas  quan t idades  ao  l ongo  do

desenvo l v imen to  das  equações  f undamen ta i s ,  e a pa r t i r  do i ns tan -

t e  em que es ta  omissão não possa mais ge ra r  qua isquer  dúv idas  ;

subsequen temen te ,  e po r  r azões  que se  to rnarão  c l a ras ,  a es tas

quant idades associaremos um Índ i ce  zero.

A pa r t i r  de ( 85 )  temos

* Mais p rec isamente,  a escolha de t ,  como sendo a média aritmêéti
ca  dos i ns tan tes  observados,  sendo e les  igua lmente  espaçadosou
não  ê a me lho r  esco lha .  Es ta  dedução f e i t a  po r  Po inca rê  se  en -

con t ra  de ta l hada  em A - 6 .  ( 1 .5 ,  6 ,  7) e no  B - 7 (V I ) , 116 .
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obtendo não apenas a equação geometx ica ou  triangular en t re  p

e ff,

LD l ado  + RR
p? - (ZRcosy)p+ Rº ,

(182) r º=TT

mas tambêm as relações cinemâãticas

(183) + = ta .  + Lp - À,

(184) t = Lo +2bo + to -R

Observamos que ,  nas  eqs .  ( 181 )  - ( 184 ) ,  as  quan t idades

conhec idas  são  L ,  L ,  L ,  R e 2Rcosp , apesa r  de nem todas  com

mesmo grau  de p rec i são ,

[)

I n t roduz indo  as  equações de movimento pa ra  o problema

dos do is  co rpos ,

(185) $= - -  CT. 10H 28
r r

podemos reesc reve r  (184) como se segue:

(189 L (6 '+ up/r?) +2Do +E1 =R+uh/rº

GQ87) LL Cor vo/ r* )  + 2L à + L p= X+  uxX/r”x x x ?

SL  (o+ up / r ” )  +2Lb  +Lop=Y+uv /TÔ,y y y

L ,  (p t  vo / r * )  + 2L,0 + L p=  Z + uz/T” .
SS
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As eqs .  (186) e (187) são as equações fundamentais do

mêtodo de Laplace na forma de Poincareê.

4) Procedimento pa ra  reso lução  das equações fundamen-

t a i s

Dentre os processos pe los  qua is  es tas  podem se r  r eso l -

v idas ,  i s t o  é ,  po r  de te rm inan tes ,  i nve rsão  de ma t r i zes  ou  e l im i -

nação  numér i ca ,  ado ta remos  o da  e l im inação  numêr i ca ,  p roced imen -

t o  es te  j us t i f i cado  no  apêndice 1 .

Para  a e l im inação  numér i ca ,  a expe r i ênc ia  mos t rou  que

“ o  procedimento abaixo ê o mais ind icado.

Mul t i p l i que  a equação na  qual é ma io r  o coe f i c i en te  da

p r ime i ra  i ncógn i t a ,  p + vp / r º ,  t e rmo  a t e rmo ,  po r  f a to res  que

e l im inam es ta  i ncógn i t a  quando a equação resu l t an te  é ad i c ionada ,

t e rmo a t e rmo ,  às  ou t ras  equações  f undamen ta i s .  Como resu l t ado ,

ob te remos  duas equações  in termediãâár ias :

Oi + -O+O/,
(188)

* e :  3

OF + (Da. O + I r ,

onde O, Q& . . . ,  O são quant idades  numêricas conhec idas.  Repe t i n

do o p rocesso ,  esco lhemos  uma das  eqs .  ( 188 ) ,  espec i f i camen te ,

aque la  com o ma io r  coe f i c i en te  de  bp, e a mu l t i p l i ca remos  pe lo  fa

t o r  que e l im ina p quando a equação resu l tan te  f o r  adicionada à

ou t ra  equação i n te rmed iá r i a .  O resu l t ado  f i na l  se rã

( 189 )  Ep  = A '  - B ' /T º
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ou, se E $ O,
- B = =(190) P rA -  3 Ag ,  BS gs

e sendo E ,  A', B', A e B quant idades numêr icas conhec idas ,

A eq .  ( 189 ) ,  algumas vezes re fe r i da  como equação dinã

mica  en t re  Pe  r ,  ê r eso l v i da  simultaneamente com a eq .  (182) ob

tendo a p r ime i ra  so lução pa ra  po, r e 1/27? po r  aproximações su -

cess i vas  a t ravês  das duas equações en t re  pe r ,  esc r i t as  re l a t i

vamente à data média, porêm com o Índ ice 2 omitido,

2 2 2( 191 )  - ( 2Rcosv )p  + R º ,ba U

( 192 )  Ep :  A '  - B '  / r ô ,  ou  p=  À —*B/xr5,

onde RcosV , Rn?, E ,  A', B ' ,  A e B são coe f i c ien tes  numêricos ob

t i dos  por  meio das efemérides e das def in ições de E,  A ' ,

B ' ,  A e B .

Uma aproximação Newton-Raphson pode se r  programada na

so lução de (191) e (192) po r  meio de vá r i os  con jun tos  de formu-

l as ,  mu i tas  das qua is  são de f i n idas  se E = O ou  p - .Rcos  y = O

(ve r  apêndice 8 ) ,  O programa que adotaremos aqu i  pa r t e  de uma

es t ima t i va  de p ,  a se r  cons t ru ída  l ogo  após o programa que se

segue:

Prog rama .  Dados A ' /B ' ,  E /B ' ,  R? , Rcosy e uma es t ima -

t i va  de p ,  ca l cu le  r º  po r  ( 191 )  bem como 1/75, 6 / x º  e .p  -Rceosy;

en tão ,

(195) u=E-  go

(194) £(p)=vn2-1/05,
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(195) - f ' ( p )  = 2u  = - -: ( p  - Rcos dy),

(196) Ap=f ( p )  / - f ( p )  .

À segu i r  co r r i j a  a es t ima t i va  de P e rep i t a  o c i c l o

atê que £f ( p )  se ja  ju lgado negligenciãâãvel.

A es t ima t i va  i n i c i a l  de p depende da na tu reza  da o r

b i t a :  se he l i ocên t r i ca  (ou geocêntr ica com as observações fei

t as  en t re  do i s  sa tê l i t es )  ou  se geocên t r i ca  com o pon to  de ob -

servação sobre a supe r f í c i e  da Te r ra .  A es t ima t i va  de p É s im

p l i f i cada  para ô rb i t as  he l i ocên t r i cas  pe la  introdução de t r ês

de f i n i ções :

(197) z=p /R ;  Cw=T /R ,
(1928) c=  cosp = (R cospy)' /R

e duas aproximações:

(199) à OR TCE

ass im  as  equações  (191 )  e ( 192 )  tomam a forma:

(200) wi =2 º -202+1

(201) z=  m(1-1/W%

Observamos que as  duas ú l t imas  equações  nos  pe rm i t em a

cons t rução  de um g rá f i co  de à com argumentos c e z . t a l  como oO

da f igura  9 .  Obtemos z ,  en tão ,  a pa r t i r  das equações (198) e

(199) quando c e à são conhec idos.  O procedimento pa ra  encon-

t r a r  uma es t imat i va  p rá t i ca  envolve o ca lcu lo  de c por (198) ,  e

de À po r  uma ou  ambas eqs .  (198) e ( 199 ) .  Es tas  equações po
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dem ser um tan to  mais s imp l i f i cadas  para o rb i t as  he l i ocên t r i cas

pe la  ap rox imação  AR = l .  Ass im  sendo ,  a pa r t i r  da  F ig .  9 ,  ob -

temos um ou  ma i s  va lo res  de z ,  um: pa ra  cada  va lo r  de , pa ra

qua lque r  que se ja  a es t ima t i va  de  c .  Do i s  va lo res  pa ra  cada  c

determina uma Órb i t a  com dupla solução. Po r tan to ,

(202) P=zR=z ,

são os va lo res  dep  comos  qua is  podemos dar  i n í c i o  ao p roces -

so de Newton-Rapson.

A es t ima t i va  para  Orb i t as  geocên t r i cas  é apresentada

no apêndice 6.
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. -Apõs te rem s idos  ob t i dos  p e 1 /1 º ,  P é ca l cu lada  a

pa r t i r  da equação  i n te rmed iá r i a  ( 188  ) na  qua l  0 t enha  o ma io r
5coe f i c i en te .  A segu i r , À , Pe 1/r” são i n t r oduz idos  na  ou t ra  e -

quação in te rmed iá r ia  como tes te .

A quantidade Pp usualmente não é calculada, pois não é

necessá r i a  na  de te rm inação  da  o rb i t a  (exceto na  chamada segun

da forma de Po incarê) ,  sendo re j e i t ada  em favor  do método mais

cons i s ten te  das cor reções de Leuschner .

qoEx O - O e. >5 )  Ca l cu lo  da "p r ime i ra  aproximação" para  r e T .

O cá l cu lo  dessas quant idades se rã  f e i t o  a pa r t i r  de ,,
3 bá e ” ”  . . - -— > >1/r' e p;, quando então obtêm-se a p r ime i ra  aproximação ro :  Toyo

na  êpoca  t , ,Pe las  fó rmu las  (181 )  e ( 183 )  u t i l i zando  os  dados da

segunda observação.  Es ta  aproximação necess i t a  se r  t es tada  pe la

determinação dos res i duos  em dados puramente obse rvac iona i s  pa -

ra  a p r ime i ra  e t e r ce i r a  da tas ,  em um procedimento denominado %e

presen tação .  Usualmente nes te  passo os  Tso j = 1 ,3 ,  foram co r r i r

g i dos  para  o tempo de l uz .

6) Representação

1º  passo -« In ic iamos com o cá lcu lo de É para j = 1 ,3

por  meio das sér ies  para f e g .

2º  passo - a pa r t i r  do p r ime i ro  va lo r  computado de

b (=P) ,  atravês de (129) obtemos os resíduos “mediante (132) e

( 135 )
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7) Apr imoramento(ou Segunda aproximação) de T, e T,

A t ravês  das cor reções  de Leuschner obtemos um novo con
- > na .j un to  de va lo res  pa ra  as componentes de T, e T r :  i s t o  ê ,  uma se -o
gunda aproximação, bem como novas cor reções  do tempo de l uz  a t ,  e

a T+  Ta i s  va lo res  podem se r  rep resen tados ,  nes tas  circunstâncias,

po r  uma repe t i ção  dos procedimentos i nd i cados  no Í t em (6 ) .  O se -

gundo con jun to  de res i duos  &ê, conforme ob t i do  no programa,  p ra -

t i camen te  neg l igenc iáve l ,  po rque <« 0,7". Se os  res i íduos não  são

desp rez í ve i s ,  repe t imos  a co r reção  d i fe renc ia l  e a representação

atê  que o sejam.

8) Segunda representação,

Efetuamos os mesmos câãlculos do que em (6 ) ,  porêm uti

l i zando  agora as  expressões f i n i t as  pa ra  f e pg, como  i n tu i t o

apenas de exemp l i f i cação ,  não imp l i cando,  en t re tan to ,  a ordem ado

tada  nenhuma cons ideração sobre as p rec i sões  envo l v i das ,

9 )  Cã l cu lo  das efemêrides.

O ú l t imo  conjunto de Tt, e T ,  ê então u t i l i zado  na de-

te rminação das ou t ras  cons tan tes  e e femêr ides ( t abe las  de pos i -

ções p rev i s tas  ou  de dados obse rvac iona i s  que podem se r  ca l cu la -

das  po r  qua lque r  um dos  con jun tos  de  e l emen tos  a l t e rna t i vos  men -

cionados an te r i o rmen te ) .  Em uma determinação de ó rb i t a  preliminar,

o p ropós i t o  primãário das e femér ides  & to rna r  poss i ve l  pos te r i o -

r es  obse rvações ,  as  qua i s  possam conduz i r  ao ape r fe i çoamen to  es -

t a t í s t i co  da ó rb i t a ,
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111.3 - Apêndices

Apêndice 1

O processo de e l im inação numér ica empregado tem vanta

gens  p rá t i cas  sob re  a so lução  po r  de te rm inan te  ou  ma t r i z ,  po rêm

a expressão fo rma l  dos de te rminan tes  para  E ,  A ,B,AeB tem

i n t e resse  t eó r i co .  Podem ser esc r i t os ,  ou  ab rev iados ,  nas  segu in

t es  f o rmas :

L L EL
( 20  + + > * OS  Es fx a > -3 E=|LLL|) =|L, L = [ LxL ] . L ,

L ,  L ,  z

t + 3 > t + +(204) A'= |LLR|], B '= - | L  L uk ,

A=A ' /E ,  B = B'/E.

Se  acrescentarmos as quant idades

: + > + + +(205) c ' =  LL RL ) ,  D '= -2L  vw El,

podemos escrever  a equação em determinantes  para  à como

(206) Es = C' - D'/rÔ.TD
" n

Quando as  t r ês  pos i ções  as t ronôm icas  obse rvadas  do  ob
: —— ' .- .

j e t o  es tão  sob re  um grande c í r cu lo ,  o ve to r  L estarãá con t i do  no

p lano  de te rm inado  po r  L e L ,  e E se rá  ze ro ,  se ja  quando ca l cu la

do  por  ( 203 ), seja pe lo  p rocesso  de  e l im inação .  Se ,  po r  ou t ro  l ado ,

R e R es tão  con t i dos  no p l ano  de te rm inado  po r  L e L ,  A '  8B,C 'eD

serão nu los ,  e nenhuma solução serã poss í ve l .  Todavia, para o ca

so em que E é zero mas não são nu los A 'eB ' , a  eq. (192) dã  uma

solução d i r e ta  para r ,  sem aproximações, e é possíve l  prosseguir
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com a determinação da ó rb i t a .  Para  pequenos i n te r va los  de tempo

e pequenos a r cos  (de movimento angu la r ) ,  a ma io r i a  dos ob je tos

tem movimentos aproximados pe los  movimentos sobre grandes c í rcu

l o s .  As c i rcunstânc ias de não solução ocorrem, nas ó rb i t as  he

l i ocên t r i cas ,  quando o ob je to  es tã  se movendo próximo ao . p lano

da ec l í t i ca ;  pa ra  ó rb i t as  geocên t r i cas ,  quando o ob je to  e O pon

to  de observação es tão  se movendo próx imo ao p lano  do equador.

Nôs citaremos duas vantagens simples e p rá t i cas  do pro

cesso de e l im inação  numér ica adotada sobre  a so lução po r  de termi

nan te :

(1) o uso dos fa to res  de e l iminação,  dos quais o maior é  unitã

r i o  (ou próximo da unidade), força a permanência do ú l t imo dí

g i t o  s i gn i f i ca t i vo  na  ú l t ima  casa  dec ima l ,  de  t a l  . mane i ra

que o valor numérico de E nos informa imediatamente do núme

ro  de  d íg i t os  s i gn i f i ca t i vos  que e l e  con tém,  sem qua lquer

cá l cu lo  ou anã l i se  matemát ica ;

( 2 )  nas  c i r cuns tânc ias  c r í t i cas ,  À p rec i sa  se r  cons i s ten te  com p-

a um número de d íg i t os  s i gn i f i ca t i vos  maior do que suas prô

p r i as  p rec i sões .  Es ta  cons i s tênc ia  ê dada  au tomat i camen te

po r  (188), mas pode  se r  pe rd ida  po r  (206).

Um estudo recen te  rea l i zado  po r  M.S.W. Keesey a r espe i t o  de

uma e l im inação  po r  ma t r i zes  3x3 ,  mos t rou  a ségu in te  compara

ção en t re  os métodos:

(a) mêtodo gaussiano - 28 operações,

(b) método ma t r i c i a l  de Choleski - 58 operações

(c)  método ma t r i c i a l  de Jordan —"- 84 operações

(d) expansão ma t r i c i a l  de Laplace -143 operações.
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F ina l i zando ,  ressa l tamos  que a p rec i são  de cada um dos

mêtodos acima não estã relacionada com o seu número de “opera

ções .

Apêndice 2

As expressões que são apresentadas aba i xo ,  e que podem

ou não se r  u t i l i zadas  na  p rá t i ca ,  extende a anã l i se do apêndice

1:

+ + .  > .  + + 2 - 2 2 2
(207) L = Aacosô + DS ,  L.L=Lº=a' cos + 6 º ,

: Sos :  i i a .  |
(208) B=IxL=-A8 + Dacoss, B.B=L”,

> + + + ++(209) L.L = 0, L.B=0,  L .B .=0,
210  ã. - + ,  de  e .  . -— . .  2

(210) L .=  LL  + A lacos  - 2aósens) + D(S + a senócosó) .

Assim, se tomarmos o produto in te rno  da eq. (186), ter
LA

- —

mo a t e rmo ,  p r ime i ro  com L e depo is  com B ,  obteremos

. + > S + +(211) 2129 + (L.L)o = (L.R) + (L.uR)/r?

(212) (B.L)o = (B.R)+ (B.uR)/r”,

onde

(213) L.1. = (À.D) àcoss + (B.Dy6
- t e  2 s e. 2 :

= àacos  é + 66  - a ósenócoss ,

id + > > e . > > e

L.R = (A.R)acosó + (D.R)JGS,
( 214 )

o + + > .  + + e
L.uvuR= (A .uR jacosó  + (D .uR)S ,
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+ã + * . + .
(215) B.L-= (A.L)S5 + (D.L)áúcoss

( ás  - sa)cos$s + (26º + a cos  6)asenô
N

u

Ft + +

U tm

se. . .
— ->— . > + .

—(A.R)JS + (D.Rjacos6 = A ' ,w+
-

+ H
u

(216) à
+ + + + .  + + .
B .uR=  - (A .uR)6ó+  (D .uR)acosé  = -B ' .

Apendice 3

O apêndice 1 sugere que façamos o produto in terno da
> +

éq. (206) ,  termo a termo, p r ime i ro  com À e então com D., O resu l ta

do serã.
++ .  ++  ++  + + 3

( 217 )  Z (A .L )p  + (A .L )p  = (A .R )  + (A .uR) / r ” ,

++ + . + + .  + > + + 3
(218) 20D.L)p + (D.L)o = (D.R) + (D.uR)/T”,

onde

+ + . + + .
(219) A.L = acosô, D.L = 6,

E e
A.L  = acosó  - 2Zaósenó,

(220 )  .. .

| fo + à senócosô.Dr r+ "

Com base nes tas  re l açoes ,  se mu l t i p l i ca rmos  a p r ime i ra

equação por -ó e a segunda por +acosó e adicionarmos, obteremos
(212) .  Notamos que a p r ime i ra  e l im inação ,  que conduz iu  às eqs .

(217 ) e (218), sa t i s f az  ao c r i t e r i o  do proced imento adotado:  que

o maior dos f a to res  de e l im inação  se ja  da ordem da un idade ;  po

rêm,  a segunda e l im inação ,  i nd i cada  no i n í c i o  des te  pa rág ra fo ,
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não sa t i s f az .  A f im de forçar  a segunda eliminação a f azê - l o ,mu l

t i p l i camos  a p r ime i ra  das eqs . (220 )  po r  - é / ( acoss )  e adic ionamos

à segunda, ou  en tão ,  mu l t i p l i camos  a segunda po r  - ( àcos6 ) /5  e

adicionamos à p r ime i ra ,  dependendode acosó se r  ou  não ma io r  qué

à ;  mas, a i nda ,  podemos mu l t i p l i ca r  a p r ime i ra  po r  - 8 /L  e ad ic io

narmos à segunda, após t ê - l a  mu l t i p l i cado  por  (acos6)/L.

Uma comparação ent re  o processo de el iminação que con

duz iu  às eqs . (217 )  e (218 )  com o processo adotado resu l t a  em que

es te  envo lve 20 mu l t i p l i cações  ou  d i v i sões ,  em lugar de 10 daque

le ,  e 12 ad içoes  ou  subtraçõoes em lugar  de 8 ,  sendo que .  es te

acrêscimo é compensado com a vantagem de em con t rapa r t i da  não

temos que  nos  p reocupa r  com à p rocu ra  da  ma io r  componente  de
x
L ,  e a consequente se leção  de um sub-programa apropr iado para  o

câ l cu lo .

Apêndice 4

Em órbi tas hel iocêntr icas e em algumas outras aproxima

ções, é f requente a introdução da es t imat iva

Fo .
- (221)  R = - uR /R ,

de t a l  mane i ra  que

(222) A' = B'/RI, A=B /R ,  C'=D/RÔ,

1 1 1(223) ps  BF 7 — ), B=B /E ,
T

(224) p=xb ,  x '=D /B ' .

As  eqs ,  ( 223 )mos t ram que, quando E = O ,  mas B '  é O ,  po

demos, imed ia tamente ,  tomar  rT=R ,  desde que a aproximaçao (221)
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se ja  su f i c i en te .  As eqs . (224 )  são  espec ia lmen te  i nd i cadas  na de

terminação de ó rb i t as  parabó l icas ,  para as quais não é necessário

cons ide ra r  ( 223 )  e o de te rm inan te  c r í t i co  E .

Apêndice 5

A forma de Leuschner das equações l ap lac i anas  fundamen

t a i s  serã deduzida com aux í l i o  das definições:

(225) o = pcosô, T t  = t gô ,

(226) uX, = uXcosa + upYsena, uY, = -uXsena + uYcosa.

Então,

cosa

(226) tF= |senalo-R,
176|

cos | “ásena| :

(227) z = sen a + lrácosalo- R .

| Ts *s|
Nas equações envolvendo der ivadas segunda subs t i tu i re

e também, mas apenas por  conveniência e não por  necessidade,

+ + 3
(229) R = - uR/Rº.
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Ass im ,

"” - :
cosa  o - asena

(230) eu  | .
sena  | (“q + —) + 2/+racosa |o +
. T r ”

Tg  : Ts
- - Ê Jd

Dr .  . .
“ a  cosa  - asena

+ |-àºsena -— acosa |o = ur - - ) .
- rr R

R Tg d

As duas p r ime i ras  das eqs .  ( 230 )  são  comb inadas  de  mane i ra  oObvia

a f im  de p roduz i r  as equaçoes fundamentais na forma de Leuschner:

a l  —-  — -— | — «27

1 0 - a  vuX,

(231) o o+  ED +2  a | + | los luv, CF :
r r ”  r

[6 | 6 | t s  uz

Dessa  f o rma ,  de f i n i ndo

232 N=  dt, E, + 7(232) : 8 8 8º

o 1 1 a | 1
No=  K ' (  -——),  Os - ) ,( 233 )  ro FP PP Fã

(234)  kK' = (XT, uz )  à - MALI  K '=x rg ' /N ,

vem

(235) No 1 - = ) ,  o = (3  = ) ,
Tr R r R

sendo

(236) n'= 3 (XT, = pOA + Dur (nt a t ) ,  à = N/n
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As anâlogas as eqs .  (224) são ,obv iamen te ,

(237) = o XxX=2A/K'

É possível mostrar que, quando E é o valor determinan

t e ,  e não apenas p ropo rc i ona l  a e l e ,  temos

' + + Foo(238) E= [LxL ]  .L=Ncos%,

de t a l  forma que N = O, para E = O, quando as t rês  observações es

tão cont idas em um grande c í r cu lo .

Apêndice 6

No caso  de uma ó rb i t a  geocên t r i ca ,  com o observador  na

super f i c ie  da Te r ra ,  o p rocesso anter iormente rea l i zado  não pode

se r  operado,  i s t o &, as aproximações (199) não podem se r  f e i t as ,

po i s  os g rá f i cos  não es tão  de f i n i dos .  Nestes casos ,  f req ientemen

te  é mais  f ác i l  es t ima r  r do que p ,  apesar de que ,  pa ra   satéli

t es  em ó rb i t as  geocên t r i cas ,  ambas as es t ima t i vas  são igua lmente

acess í ve i s ,  po r  deco r re rem de  p ro j e tos  de  Orb i t as  ou  exce len tes

" r anges " .  Se a es t ima t i va  i n i c i a l  para r for  f e i t a ,  en tao  pode

mos en t ra r  com o p rograma das  i t e rações  Newton-Raphson, eos .

( 42  ) -C (44 ) ,  ca l cu lando ,  g rosse i ramente ,  po r

%

( 239 )  p = Rcosy  t f r?  - R º  + (Rcosy )  ? .
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Somente o s ina l  + & admissível  se Rcosy for  negat ivo,ou

menor do que a ra i z  quadrada; se o s ina l  negat ivo for ace i t áve l ,

temos uma determinação com dupla so lução .

Uma boa es t imat iva  in ic ia l  para r numa Orb i ta  geocêntr i

ca,  pode ser  1 ,1  geo-unidades.Tomando r como na Órb i ta  he l iocên

t r i ca  u t i l i zada  (por  exemplo: para um p lanetó ide " representa t ivo"

a es t ima t i va  é usua lmen te  2 ,5  ua ;  pa ra  um as te ró i de  de  mov imento

râpido como I ca ro ,  Be tu l i a  e To ro ,  poder ia  se r  1 ,0  ua ) .

Apêndice 7

Em órb i tas  geocêntr icas,  quando as t r ês  observaçoes es

t ão  separadas de uns poucos m inu tos ,  e são f e i t as  de um so  obse r -
+ +

vatoório, podemos ca lcu la r  R e R pelas relações
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: x = - uY ,  X = -Ww'X,
+ . + . .

( 240 )  R=  1Y= t+tuX, R=<Y  = -w  Y ,

[ |  = O, Zz =0O,

sendo w,expressa em rad ianos po r  unidade de tempo canôn ico ,  a ra

zão angu la r  de ro tação  da  Te r ra .

Apêndice 8

Os programas aba ixo  podem se r  comparados com o adotado

anter iormente,  especialmente devido à poss ib i l i dade de denominado

r es  nu los :

a)  dada  uma es t ima t i va  de r :
-

p=A-B / r i ,  A=A/E, B=B ' /E ,
(241) ; f ( r )  = p º  - (ZRcosy)o + Rº  - 7 º  ,

- f ( r )  = 27  hp - Ep  - Reost)| :
d | -” oo
%

b )  es t ima t i va  de r :

Mr p=  Rcosy  + E - R º  + (Rcosyv) º ,

ON E 2 |
: f nt = ELA ,

242) À Mr  ÇOSE
Er  3

- f ( r )  B '  ( p  -Rcosp )  +

Er  SB :
B '  (p  -Rcosyd) À1A- 5 - Rcosy);

"

c )  es t ima t i va  de p :

[17º =p2 -  (2Rcosy)p + R?,

(243) f ( p )  = A - Dr(p - Rcosy).
r

f o )  = ll - Ep  - Rcosy ) .
r
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Observe que as vá r i as  expressões para  £f ' (p)  e £ f ' ( r ) , i n

cluindo a eq.  (195) ,  têm um fa to r  comum que permite a poss ib i l i

dade des tas  de r i vadas  se  anu la rem.  Quando i s t o  oco r re r ,  devemos

cons ide ra r  a de r i vada  segunda ou  ape la r  pa ra  processos g rá f i cos

ou numér icos t a l  como: se f ( p )  é próx ima de ze ro ,  podemos es t i

mar mais do que um va lo r  de p ,  ca l cu la r ,  en tão os resu l t an tes de

f ( p )  e ,  t a l vez ,  p l o tá - l os  sob re  um g rá f i co .  Um pa r  se lec i onado

pode ass im se r  usado pa ra  ca l cu la r

f(p.) - f(p.)(244) £f'(9) = <A
j > - " i

111 ,4  - Resu l tados

Com base no  esquema ge ra l  de l i neado  nos í t ens  an te r i o -
r es ,  fo i  p repa rado  um p rog rama  em l i nguagem "BASIC" ,  a f im  de que

pudesse se r  processado na  ca l cu lado ra  de mesa HP 9830 do I .A .G .  O
correspondente  programa ê apresentado no  f ina l  do t ex to .

A t i t u l o  de i l u s t r ação ,  a t abe la  a segu i r  l i s t a  nos -

sos  resu l t ados  e de  do i s  ou t ros  au to res .



K.P. WILLIAMS (1934)
à 3,120500 |
e 0,0488747
i 18º,  49494

w 267º 27683
2 260,66994
T 26,7332
Novembro ,  1910 ,  G .M .T .

S.HERRICK (1971)
3,12122/
0,0488837.
18º 49806

267º 05142
260º 65696
26,7332
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AUTOR (1978 )

3,12117
0,0488902.
18º,  49788

267º 05145
260º, 65765
26,7332,
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TV - MÉTODO DE COWELL PARA AS PERTURBAÇÕES ESPECIAIS

IV .  1 . - : As equações do movimento e sua  formulação na  teoxmia

Sejam as  equações de movimento dos n co rpos ,  em sua

forma i ne rc i a l , sendo  as equações (5 )  um caso espec ia l  para  i=2,

2+  > . >d r .  n T . .  * j  É i ,
(245) nm. i z k  13º mm id+n  P .i as !  a i j ,  i i

J i j  2 i = l , . . . . , n ,
: . >

Observamos, en tão ,  que em (245) os  ve to res  r ; e ( x ;Y ;2 ; )

espec i f i cam pos i ções  em re l ação .a  e i xos  não em ro tação  e a uma

or igem i ne rc i a l .  Alêm d i sso ,  1 *  em con junção com * j  É i s i gn i f i

; )so  Ls  9 PESA Do  LRca  que o termo para  j = i é om i t i do  da soma e P ;  x i  Pyi  P ; i

r ep resen ta  as ace le rações  causadas,  poss i ve lmen te ,  po r  empuxe,

a t r i t o  com o a r ,  f o r ças  g rav i t ac i ona i s  ex te rnas  ao s i s t ema  de n

co rpos ,  ou  o r i g i ná r i as de desv ios da homogeneidade em.  camadas

es fê r i cas  concên t r i cas ,  ou  deco r ren tes  de e fe i t os  re l a t i v í s t i

cos ,  e t c .  Dando prosseguimento,  obtemos a denominada forma movi

mento re la t i vo  a pa r t i r  do deslocamento das coordenadas do cen

t ro  i ne rc i a l  pa ra  algum dos n corpos, usualmente m , .  U t i l i zando

a no tação  mais  hab i t ua l

(246) Xi; EX. TO Xi, XxX * Y,2,T Do Do Ds D1) ]J 1 : “ x  y Z

temos

(247) dx  dx  dx  '12 OX SM 1a  y t
at? ar? at? O

donde, de (245 ) ,
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dx  x n x x(248) 12 2 lime) 22x  nn (O 1 ,
dt 1 "2 rá, j=3 -. 1º 1j

> ' >

Como *1j ê mais freqlientemente dado nas tabelas que xjo

podemos subs t i tu i r  (246) ,pará i =2 ,  por

—— -(249) X>; = X1 j  ” * 12 ,  x *+ *Y ,Z ,  Tt PP Pyº P , ,  Pp.

Os te rmos que pa r t i c i pam da soma em . ( 242 )  e envo lvem

*13 /T  a )  e p :São  usualmente re fe r i dos  como termos ind i re tos  ou

como pe r tu rbações  i nd i r e tas  do movimento de n , .

In t roduz indo e extendendo as notações expec ia i s  dadas

an te r i o rmen te ,

(250) no  km,

(251) x =x  X IV ,

(252) r egxçõ t  VER Ne  DA

podemos esc reve r  ( 248 )na  forma genêr i ca

2
: ' d' x ux  a(253) = E + I t , x > y,2,at? |

onde

pe  CE No ,
(254) j =3  2; "lj |.x—=> Y i  PoPyiPyr

| - x
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É possível,  em circunstâncias especiais, modificar as

eqs .  ( 9 ) ,  ( 250 )  e ( 254 ) ,  e i nc l u i r  uma pa r te  das  pe r t u rbações

em -ux / r ”  sem a l t e ra r  à forma da  eq .  ( 253 ) .  Ev iden temen te ,  no

caso  com.o  qual nos  de f ron tamos PQ:  X * Y :2 ,Pu  e mn, são  desp reza

dos (m, <« 0 ) ,  Tomaremos a massa do So l  como unidade de massa,

Ass im ,  pa ra  o nosso  caso ,  i s t o  ê ,  f azendo  j = 3 em

(254) ,  (253) passa a se r :

x xes) eo
b. "23 *T13

xXx L)  * .  e .( 256 )  = uz  + pz  (3  - ES), x +Y ,  +
r R Pp.

j ã  que

T ( x , y ,2 )  = T i

+

(257) |R (XV,2) = ra  * E)

|, (E ,  n .  E )  = 32 )

sa t i s f azendo ,  po r tan to ,  a r e l ação  (85 ) .  F ina lmente  obtemos a

equação do .movimento na forma ve to r i a l  Como se segue

o “  + “e >
+ T : R p

(258 )  rT=-UX3y + uz  (= - —)
Tr R p

É conven ien te  sa l i en ta r  que a forma com que a equação

do mov imento  (253 )  f o i  ap resen tada ,nos  pe rm i t e  a i nc l usão  de

per tu rbações  ad i c i ona i s ,  como po r  exemplo as de Sa tu rno ,  com a

a juda  de

E — N . a

(259) pa, =" T , "T *+  R,

(260) — Rq = YA "TT 7 TRPR Tg
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* — Observamos então que,na equação do movimento (258) o

p r ime i ro  te rmo rep resen ta  a ação  do So l  sob re  ma ,  O p r ime i ro  t e r

mo no in te r i o r  do parênteses representa a ação de m, sobre o Sol
S

e o segundo des igna  a ação de nz  sobre ma . -

Es tas  equações  podem se r  i gua lmen te  u t i l i zadas  pa ra  mo

vimêntos de sa té l i tes  tomando a origem no primârio e uma das nm;
como sendo  o So l ,

Tomando como base  (253 ) ,o  mêtodo de Cowe l l  cons i s te  em

i n t eg ra r  as componentes da ace le ração  t o ta l ,  formalmente po r

(261) x=-$E=k, fi X du,
o

(262) x=x ,  Se XxX du =
t ,

U Fa
l

+ ”s et Ú et
“O

o e! o”

+
en

ga
rt,

+
[e

]

[=
)

Fa
t

[a
E

e <

O p rocesso  de i n t e ração  acompanha a t r a j e tó r i a  r ea l  sem.

nenhuma reco r rênc ia  a O rb i t as  de re fe rênc ia ,  As componentes da

ace le ração  são i n teg radas  passo  a passo pa ra  p roduz i r  componen

t es  de ve loc i dade  e pos i ção ,  e es tas  são  usadas  po r  sua  vez  nas
-n  « .equações de movimento pa ra  o cá l cu lo  das componentes da ace le ra

ção ,  c i c l i camen te .

. E l  - éEm p rob lemas  puramente  g rav i t ac i ona i s ,  e .em ou t ros  pro

20  eblemas envolvendo apenas fo rças  conse rva t i vas ,  XxX, YZ  não

são funções das componentesX, y ,  2 da velocidade, de ta l  forma
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que a in tegração simples não É calculada em cada passo, i s t o  & ,

podemos om i t i r  as  componentes da ve loc i dade  e , . com os melhores

e mais s imp les  p rocessos  de i n teg ração  numÉr ica ,  i n teg ra r  d i r e ta

mente da aceleração à pos i ção , O mÉtodo de Cowell & po r tan to , 1i

mitado às perturbações especia is*  devido à ausência de uma oOrbi

t a de re fe rênc ia  que forneça expressões em sê r i e  em p r ime i ra  or

dem para  as acelerações, as  qua i s  possam se r  integradas, termo

a te rmo,  em pe r tu rbações  ge ra i s  em p r ime i ra  ordem,

Nas perturbações especiais pe lo  mêtodo de Cowell,  da
— . bn. . -do T ,  e poss i ve lmen te  r ,  em cada passo da i n teg ração ,  calculamos

+ : ; ; ;r po r  fôrmulas ap rop r iadas ,  a serem ana l i sadas  no prôx imo i t em;
ES —— ESa segu i r  ca l cu lamos  as  componen tes  de r po r  me io  de  (253 )  e en

t ão  i n teg ramos  T .  e poss i ve lmen te  T .  no  próximo passo  po r  um dos

p rocessos  i nd i cados  fo rmalmente  po r  ( 262 ) .

Vo l t ando .ao nosso p rob lema  pa r t i cu l a r ,  podemos a par t i r

de (258 ) , ( j ã  que mz ê pequena em comparação a m jeR  conhecido das

efemêr ides)  ob te r  a so lução po r  aproximações sucess i vas .  À ca

da passo  da  i n teg ração ,  coo rdenadas  aprox imadas  de mn, são obt i

das po r  ex t rapo lação  e es tas  coordenadas são usadas para  calcu:

l a r  acelerações po r  um qualquer mêtodo de integração  numêrica,

fazendo com que a pa rce la  r ep resen ta t i va  da ação p l ane tá r i a  per

t u rbado ra  deva  se r  ca l cu lada  sepa radamen te  e ad i c i onada  ao  te rmo

gerado pe la  ação . do So l .

* Um mêtodo de i n teg rações  de o rb i t as  pode envo lve r  i n t eg rações
numér icas  ou  pe r t u rbações  espec ia i s ,  baseadas  em sê r i es  cu jos
coe f i c i en tes  va r i am passo  a passo ,  ou  pe r tu rbações  ge ra i s ,  ba
seadas na  i n teg ração  ana l í t i ca  de sê r i es  com coe f i c i en tes  apro
ximados, porêm usados por  longos i n te rva los  de tempo. :
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Quando a integração se extende ao longo de muito  pou

cas revoluções,  o corpo não se a fas ta  demasiado da Órb i ta  dada

po r  uma e l i pse  na  Época de oscu lação ,  e a menos que o corpo  se

aprox ime mu i t o  pe r t o  de um p lane ta ,  as  a t rações  p l ane tá r i as  de

vem se r  ca l cu ladas  em avanço usando a pos i ção  do corpo na  o rb i t a

rea l .  Des ta  mane i ra  mui to  t r aba lho  pode se r  economizado. Quando

a in teg ração  se extende a mu i tas  revo luções ,  en t re tan to ,  es ta

aproximação não É permi t ida ;  em ta i s  casos,ê possíve l  algumas ve

zes usar os resul tados de uma integração p rêv ia  no ca lcu lo  das

a t rações  p l ane tâ r i as ,

1V,7 - Fundamentos de analise numérica

NÔôs uti l izaremos o seguinte ro te i ro ,  usualmente empre
gado em qua lquer  processo de i n teg ração  numér ica ,  como bãs i co  no

desenvo lv imento  t eó r i co  rea l i zado .  En t re tan to ,  admit imos que oO

- p rocesso  com o qual i remos l i da r  à o da soma segunda, "EE .  ou

de "Gauss -Jackson " ' ,

a )  De te rm inação  de cond i ções  i n i c i a i s  ( i s t o  E ,  constan

tes  de i n t eg ráção ,  va lo res  de con torno  ou  i n i c i a i s ,  em uma Orb i t a

ca l cu lada ) .  Serã p roven ien te ,  t a l vez ,  de uma in teg ração   prêvia

de i gua l  ou  menor p rec i são ,  com a qual à nova in tegração  É consi

de rada  r i go rosamen te  cons i s ten te . . .

b)  Determinação do número de casas decimais necessã

r i as  a uma esperada acumulaça6 de er ro .  Para um dado número de

a lga r i smos  s i gn i f i ca t i vos  no i n teg rando  (X) ,  qua lquer  que se ja  o

c r i t ê r i o  ado tado ,  devemos t e r  o menor  acúmulo de  e r ro  nas

i n t eg ra i s  x e x , ou  mais  p rec i samen te ,  nas somas bâs i cas ( i s t o  é
. .  ZeIX  e EX  na vez de Xe  x ) .
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Por tan to ,  o c r i t é r i o  induz  a busca  do número máximo de

a lgar ismos s i gn i f i ca t i vos  nas somas p r ime i ra  e segunda, pa ra  que

com i s t o  possamos reduz i r  os e r ros  de t runcamento ,
1

c )  Determinação de dados aux i l i a res  aproximados,  pa ra

serem usados num processo de i n i c i ação  ( " s ta r t i ng " ) .  Serã rea l i

zada  a pa r t i r  de qua lquer  um dos  segu in tes  p roced imen tos  (os

quais  se encontram em ordem c rescen te  de p rec i são ) :

1) Sêrie de Taylor, incluindo o termo X , i

2) Ó rb i t a  do t i po  "do i s  co rpos '  oscu ladora  ou  uma equi

va len te ,  j ã  com perturbações t í p i cas  adicionadas;

3) Uma qualquer das ô rb i t as  c i tadas no i tem (2) a j us ta - .

das para as d i f e renças  en t re  X ea  aceleração i n i c i a l
o

implícita “no i t em an te r io r ;

4 )  Um apropr iado  i n i c i ado r  Runge-Ku t ta ;

5)  Uma in tegração z? p rec i sa ,

Fr isamos que,mesmo quando os  dados são determinados à

pa r t i r  de uma in tegração p rêv ia  p rec i sa ,  e l es  serão encarados

como aproximados e a j us táve i s , tal que a t abe la  de i n teg ração pos

sa  se r  au to  cons i s ten te  no  f im  das  ap rox imações  i n i c i a i s .  Nes tas

c i r cuns tânc ias ,  en t re tan to ,  es tes  dados podem se r  usados  num pro

cesso  um tan to  ma i s  e l abo rado  pa ra  ob tenção  de cond i ções  iniciais.

"as mais bem ajustadas" possíveis.

d) Se leção ,  t es tes  e a justamentos do i n te rva lo  de in

teg ração  da t abe la  serão  baseados nas segu in tes  fon tes  de infor

mação que se encontram à nossa d i spos i ção (a ) ,  ou  àque las  que pu

dermos c r i a r (b ) ;
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a )  i n t eg rações  an te r i o res  no  mesmo p rob lema ou  em ou

t r os  que l he  sejam s im i l a res ,  podendo abranger  uma

in tegração  a cu r to  termo capaz de fo rnecer  um indi

cador da necessidade de d i v i d i r  po r  do is  o interva-

l o  de integração (ou dobrá - lo ,  ou em re t i f i cações ) ,

a tê  uma i n teg ração  a longo termo através de vâários

pe r íodos  ou  c i c l os ;

b )  determinação de uma ô rb i t a  oscu ladora  do t i po  ' do i s

co rpos ' ,  ou uma solução ana l í t i ca  s im i l a r  de uma

aprox imação da equação d i f e renc ia l  envo l v i da ,  prove

n ien te  de  xo ”  xy»  e t c . ,  incluindo espec ia lmen te  ca

rac te r i s t i cas  t a i s  como d i s tânc ias  àpo e pe r i f oca i s ,

d i s tânc ia  da passagem mais próxima poss íve l  a um ob

j e t o  pe r t u rbado r ,  e t c ,

e) Pa r t i da  da t abe la  de in teg ração  po r  aproximações su

cess i vas .  Es ta  v i sa  dar  a todas as quant idades  uma cons i s tênc ia

r i go rosa  (den t ro  dos  e r ros  de a r redondamen to  e sem e r ros  de t run

camento)  com a equação  d i f e renc ia l  envo l v i da ,  com a fó rmula  : de

i n t eg ração ,  com as  condições i n i c i a i s  e com os dados da  tabe la

en t re  s i .

A i n i c i a l i zação  do processo uzês, i s t o  é ,  a sequência

de ap rox imações  para o apr imoramento  da t abe la  do i n t eg rando ,

suas somas e d i f e renças ,  suplementadas po r  c r i t é r i os  que indi

quem quando o melhoramento se ja  su f i c i en te ,  obedece a segu in te

ordenação:

1) Mon ta -se  uma tabela,., com va lo res  i n i c i a i s  es t ima

dos po r  um processo de subs t i t u i ção  qualquer,  . da
as

função x contra o argumento t,.
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2)  Calculamos um va lo r  da PRA e ou t roda  Ex ,  onde
* — s >: 2 z sx, € X, Sao va lo res  i n i c i a i s  conhecidos natura lmen

t e .

3) À pa r t i r  de X, obtemos uma outra soma p r ime i ra ,  me

diante a re lação fundamental que ex i s te  ent re  es ta ,

4)  A pa r t i r  da fórmula fundamental  da zé ,  em notação

segundo d i f e renças  cen t ra i s ;  obtemos os x ;  pa ra  os

respec t i vos T.,7» T;,7+ e t c .  Es tes  va lo res  sao inse

r i dos  na  equação ge ra l  do mov imen to ,  gerando novos

va lo res  de x, O p rocesso  (2 )  ê en tão  e fe tuado  a tê

o em ques tão .

5) Cons t i t u i - se  c r i t ê r i o  pa ra  in ter rupção do :  p rocesso

de i n i c i a l i zação  n º ,  baseado na  expe r i ênc ia  de com

putação  de ô rb i t as ,  mas va r iãve l  de problema a pro

b lema , o fa to  de que os e r ros  permiss i íve is  em nx, X
2es : :e 6X sejam consideravelmente menores do que “uma

quant idade esco lh i da .

f) Adotaremos a t abe la  (263 ) , com no tação segundo dife

renças  cen t ra i s ,  como modelo de re fe rênc ia ,  a pa r t i r  da qual se rã
- ºbaseado todo  o desenvolv imento têcn ico  que se seguirãa:
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Argumento Soma 22, Soma 12. Função D i f e renças

(t) (2?) (E) (O) (6). (O (O
2 2* tin2 E X: 2 *; 2 6 Xi 2

3"13 13  6X :  t

2 2tie EX :  “3-1 XX
2Pi O ô Xi >

(263) t; Ex; *; x;
! 3

2t .  EX  'C i+ l  1i+1 x i+l óXi41-
EX. ,7.L Xi412-

” 2
t .  EX1+2.  i +2  X;+2

Z 1
“1123

2tis E Xi43

Dênotaremos, a p r i o r i ,  o cons tan te  in te rva lo  t abu la r

(ou  i n te r va lo  de i n teg ração . ou do argumento,  ou l a rgu ra  do passo

tabular) por:

Def in imos as d i fe renças  e somas pe las  segu in tes  fórmu

l a s :

Ê = 6 1
X i+1  x ;  - “ i t

2
(265) Nislgo o Cu ra  2 É Cias

õx. = sx .kh 1+2  i t l +s ,  e t c .
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Xiã7 P Xigq 3 ÓX +13  =x, + 26 ,1  + 6X ,

(266) + 2 3= 1 = ôx., 1 . , +2  NA :Nis23 “so OX  ?  XisI A, eto.

Xira =X. + 36x. 1 + 36X... + OX. 1| 1 tS  i i t l  - i t l ,  e t c .

ESTES = F i .  + x .

UE  ES De " j d  + X i?  4 ]

( 267 )  “ -2 2 = vl: E X i41  EE ]  E x .  + P i4

- 2 = çê= EX ,  7 EX ,  + 28X ,  1 + x ,

= 9572, — vs |e . — 28  x :  E t i ]  + i o  e t c .

Em cada  co luna  de  somas ,  um va lo r  i n i c i a l  & assum ido , ou

arb i t ra r i amen te  ou  sa t i s f azendo  condições i n i c i a i s  nas i n teg ra i s

de x .

Como fórmula fundamental consideraremos a de Newton*

968) x... =X. + nx, 1 + N.Sx.,, + NX. 1 + N,5ºx(268) a+n Ng POE i Ao  O 2 Ciara O 3 Cri 4) Nil

onde

| : — n ín r s l )  = A(n71)  (n22)  (n23)
o | NE  OTT N, Es(269)

N, = nínr t l )  ( n72 )3 3!

* Encontramos a dedução des ta  f ó rmu la .  em,por exemplo, Numer ica l
Mathema t i ca l  Ana l ys i s ,  J .B .  Sca rbo rough ,  the  Johns Hopk ins  P ress ,
1966 pag. 56-59.



76

mas suas d i f e renças  pos te r i o res  ou an te r i o res  são subs t i t u í das ,

em suas vá r i as  t rans fo rmações ,  por  d i f e renças  mais  aproximadamen

te  cen t ra i s ,  de  t a l  mane i ra  que a- i n t e rpo lação  no i n te r va lo

- l  <n< + 1 dependerÃ de fa to  do va lo r  da função tan to  an tes

quanto apôs o instante t.' Temos, também que

t t ,  t t
(270) n=e E

de f i n i do ”  como o fa to r  de i n te rpo lação* * .  U t i l i za remos  tambêm co

mo bâsicas as conhecidas fórmulas de S t i r l i ng . . .  5

2 3 . . .  4 2271  = n .à n -n  . á ss nen  4À ) .  X ;+n  “x; + nôx .  + rr 8 x ;  + 38 x ;  + NE is. x;*+

+ =Snis4n 45 1?  n º - sn '+an?  sx ,  PA

e a de Besse l

2 3 4( 272 )  X i sn  = x Imôx i  a * 28 ,8  j az?  B5 Xi+ 5 2B,8 Xi4 1 + . . .

onde

2 2 ol 2 4 A 4( 273 )  28 X54 2 = x ;  *+ 6 X i41  26  “14  3 = x ,  +38 X i41

f s  “ o  níncl1) (n- 3)
2 2 | 3 3 EF 3 .

(274 )  $
2B ,  = 6,

n 2= —Fr(n -1) (n -2)
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Jã que de (270) obtemos

(275) t r t ,  = wo, dt = wdn, dr = k,  dt = wk,dn

podemos esc reve r

e .  1 dx -2  dx. 1 dx

bnde, pa ra  h = 1 ,  temos

| eos  2 dx dx dxx =X  "qo" “ae” “ ko
(277) 2 , ,

“ dx  2 2XX =X  = =yW =w"k  (m) + m. )d' x
n ar dee 1 23

- Assim, o fa to r  h passa a se r  o in terva lo  tabu la r  (de

in teg ração)  expresso em termos da  unidade adotada para  a var iã

ve l  independente nas derivadas, i s t o  8 ,  em função de n .

Por tan to ,  a pa r t i r  da fôrmula de S t i r l i ng  obtemos, de

r i vando  sucess i vamen te ,

2 3: . > 2 3n -1,.3 in” - 2n  4(278) — xi, 6x; + nb ,  t i a ,  topo ôixnt
| 5 3

Sn - 15n2+4  5x ,  +02  -20n  +8N só ,  4+ 2 6º*i 6! “3

.: 2 3 .
2 = s2 3 S .4n  -2 ,4  4 .5n " -30n  15

(279) ht ox ,  + ndx ,  + 22 ô XxX, + 6x, +

4 25.,6n - 60n  +8 6
+ 6 '  6 x .  + . s . .

Agora e fe tuando i n teg rações  sucess ivas  das eqs . ,  (276)

(notando que des ta  vez as  i n teg ra i s ,  po r  s imp l i c i dade ,  não foram

colocadas na forma anfiloga às eqs.(261) e (262)),vem



78

: ; n

(281 )  X ian  Xá * nhX, + n º  S *dnº
: o

A segu i r ,  consideremos a fórmula de S t i r l i ng  (271 )ap l i

cada à função X in?  a qua l  denotaremos de mane i ra  ge ra l  po r  X,.

I n teg rando -a  sucessivamente duas vezes ,  r esu l t a  em sua formamnais

s imp les ,  quando n = 1 e po r t an to  t = t i ago

(282) van? 2 15  1 1,24 12 7 2 2 A: Xxdn = .  + 3X .  + 74º. * + seo ds 780º Ra +

+ —37 ss
+ 10080 *a*t +++

Ut i l i zando  então a r e l ação

(283) dx. Ex, = 2x. ox. o, = Rh 1a? RN dis san?
io Mhas E x IMahAS INMNAASDO| o Ep

e a equação  an te r i o r ,  obtemos a chamada fôrmula de i n teg ração  da

' d i re fença  segunda cen t ra l :

61 SE 1 A. 389*;* FORDo % - gsambot o Sa too(284) ôx.1 TR: TS sa

Na i n teg ração  passo  a passo  as  d i f e renças  cen t ra i s  ne

cessâárias pa ra  i n teg ração  dup la  po r  meio da eq .  acima, não são

d i re tamente  ca lcu ladas  po r  nôs ,  pe lo  menos no c i c l o  p rev i so r .

E las  devem se r  ob t i das  da ú l t ima  d iagona l  p rec i sa  das diferenças,

a qual ascende do va lo r  X .  conhec ido ,  e devem se r  est imadas,mais

s imp lesmen te ,  po r
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6 = s6 5 5 6E Rio = ER 3 tes S ina  * O ticaa ? tico

(285) qa  = SR 2 EE B ka  d+ E
2 = s2 3[S  X :  5 xá .  * t i n

6; 6 COD 5 6.so X .  = Ss X ,  + 4. 8X . 1 6x .  + 1+6  X:
= l  - , —( 286 )  | i i - 2  i ài-- -  -l

4 = a 5»S X .  ó i l  + i ndo

Normalmente sx .  e as d i f e renças  de ordem supe r i o r  são

desprezadas,

Ago ra ,  aplicando o operador  uzêns à equação (284 ) ,  ob te

mos: a denominada fórmula da soma Segundaou de "Gauss-Jackson" ' ,

nº  2: 1 12 31  12
(287) 1+l E Ria BRA 740 º Xs41 *GUABO º Xa42”

289. 168%,3628800O isa À .

onde convenientemente usamos o sub fnd ice  i+1 em lugar  de i ,  de

t a l  mane i ra  que na  i n teg ração  passo  a passo  a Ú l t ima  d iagona l

p rec i sa ,  v incu lada  a X i»  se rã  a mesma que aque la  de (281 ) ,  I s t o

E fe i t o  com o p ropós i t o  de comparação ,  e as  es t ima t i vas  das  d i fe

renças  necessã r i as  concordarão  com as  de ( 285 )  e ( 286 ) :

5 - 4 = 85 X :  1 + = é X:; 2 = "  e . . .  ô Xi ô X 2 + ô 4-1 3-

d 3 = 8 2 — 2 Ss.. ( 288 )  6 t 1 -  ô ES  $ x = l  [6 = .  X; 1 + 5 x 1

s t  = SE 1 + Ss .  Nm XX + 6X 1
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LS 28 A S

(289) 3, NS TU 4 A AA 2 ad

Um c i c l o  co r re to r  É desnecessár io  quando o i n te rva lo

do argumento 8 se lec ionado  cor re tamente  em função do problema a

se r  ana l i sado  e ( 288 )  É usada  de mane i ra  i nve rsa ,  pa ra  p roduz i r

uma nova d iagona l  p rec i sa .

As fórmulas (288)  e ( 289 ) ,  quando i n t roduz idas  na

(287 ) ,  nos  fornece a fórmula da soma segunda “pa ra  t râãs".

: - n2[72, 1 18  3 18,3
(290) “41 Ph E 1 * T r  TEC 70 i r ?  70 oo

1726 ÀA .SUUALCIMENC AROS

| En t re tan to ,  uma no tação  a l t e rna t i va , con fo rme  a da  tabe

l a  ( 291 ) ,ê  a que  se rá  ado tada  no  p rog rama  rea l i zado ,  dev ido  a es

t a jâ se encont ra r  na  chamada fase "ha l f -w i t " * ,  sendo — po r tan to

imed ia ta  a t ransformação pa ra  uma qualquer "n i tw i t "  (no nosso ca

so fo i  u t i l i zada  a linguagem Fo r t r an ) .

* "Qu ick -w i t "  é uma fo rmulação ma temá t i ca  bem so f i s t i cada ,u t i l i za
da  po r  espec ia l i s t as  expe r i en tes , para pos te r i o r  uso  em ca l cu la
do ras .  :
"N i t .w i t "  ê uma qua lque r  l i nguagem empregada em computador  ou
ca l cu lado ras  de mesa. ( po r  exemplo: Algo+t, Cobo l ,  e t c . ) .
"Ha l f -w i t "  é uma formulação em l inguagem matemat ica,  mostrando
todos os  passos e ram i f i cações ” como es ta  o se r i a  em 'h i t  wit",
e com uma no tação  a jus tada  a uma'quick-wi t ,  se necessa r i o ,  de
mane i ra  a se  aprox imar  o mais poss i ve l  de uma 'n i t  wit".
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WO. OD O QwW (6) 6 (O
t i2  Vxç.s: “*ic2 xa

VOX; o Pi Vox.

ta To “il x
Tx, vx: Tx;

t .  Tx  | x; Via

(291) x, Vi] VX;42

tu Tm pó ts RR VAXx:4o
le VXiga

tz VR Xe
VXi42

tz VOX)

Comparando as  t abe las  apresentadas,  observamos que o subíndi

ce  i ê comum a t odos  os  e l emen tos  de uma mesma d iagona l  ascenden -

t e ,  e ass im

Kk k(292) xv i d ,

As equações . .. (285) podem se r  subs t i t u í das ,  no c i c l o  pre

v i so r ,  po r

A LA  3. 4. 5 4 6x
| SR ,  = 6X ,  *+ 5x  12 º  2 *+  t i ago   A ing to

( 293 )
6 .
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Estas equações, por  seu tu rno ,  devem ser  subs t i tu ídas  na fôrmula

(284) para obtermos a fórmula da d i ferença segunda "para  t r ás "

2 1 .3  19 42 1
CM VARAS EE EMA v al il * TIDO Xin2 *(294) Sºxim h

Obtemos ass im ,  compa t i b i l i zando  as notações da soma se

gunda com a t abe la  (291 ) ,

o = 12,02 1 1 2

onde
h |

3 — nv. 3 3 Na:
V R ia ]  YV x ,  * V X :  +ou. V X;4+2 V X :41  + 1 . . .

2 2 2 2 2 - oô 3.

' - .. 2 .
L R i+1  = x .  + vX :  + V E i41

Finalmente, em uma notação "n i t  w i t " , temos

: : - 12,f,2 1u 121,7 , 19,2. , 18,3.(297) 5, PD RIOVOR, t i :  tan UA: todo Nao Zan Sa
+ 1726  vs  + 1a )
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I1V.3 - Esquema computac ional

O mêtodo de Cowe l l  para  pe r tu rbações  espec ia i s ,  de a -

cordo com a ampla i n te rp re tação que mostramos an te r i o rmen te ,  en-

vo lve  i n teg ração  passo a passo de um con junto  de componentes da

ace le ração  t o ta l ,  sem o uso de uma ô rb i t a  de referência, e por

qualquer uma das apropriadas fôrmulas de integração numêrica,Usu

a lmen te ,  en t re tan to ,  e l e  8 assoc iado com a i n t eg ração  passo  a

passo  das componentes  re tangu la res  da  pos i ção ,  x ,  y ez, p rove r

 n i en tes  das ace le rações  x ,  y e z pe la  fôrmula da soma segunda,

Nestes termos adotaremos o segu in te  ro te i ro  de câ lcu lo :

1) Como dados aux i l i a res  para O programa de câ lcu lo  serão ut i - r .

l i zadas  as seguintes constantes e de f in ições ;

m, = 1/1047,35 = 0,00095479 = m = massa de Júpiter,.

( 298 )  n, = 0 ( e fe t i vamen te )  .. - = massa  de cometa  ou  as te

rõide,.
m, = 1,00045596 = massa (do So l  + Mercurio +

+ Vênus + Ter ra  + Mar te ) ,

(299)

onde , como serã especificado a seguir,
10 (d i as )(300) w

H = we km, = 0,0000282534
(301) 2,2uz= w km,  = 0,029591397
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O passo tabu la r  w teve  o seu va lo r  de 10 d i as  adotado

a par t i r  de um exame dos tex tos  c lâss icos sobre cá l cu lo  de ó rb i -

t as ,  das e femêr ides russas  pa ra  os pequenos p lane tas  e dos t e l e -

gramas da I .A .U .  C i r cuns tânc ias  espec í f i cas ,  como aproximações

p lane tá r i as  e passagens po r  pe r í f oco ,  podem suger i r  va r iações

nes te  número, mas apenas a comparação de dados computados com os

observados e que nos conduz i rão a t a i s  dec i sões ,

2) Tomaremos como pon to  de pa r t i da  a equação de movimento (258)e

. a tabe la  (302) abaixo!

o GD e (à& (1 (6  6 65

tz  V ias ti -2 ET vv

v x ,  VÊ, VR

ro vo f ia ve;
UM SR ve;

t ;  i a  ' * ;  V ia

VE i+1
t i41 vox ,  Xi41 VXisz

de t a l  maneira que a eq .  (287) ,adotando h=1 ,  passa a ser
= “2 .  1 | : 1 2

pa ra  serem u t i l i zadas ,  supomos, conhecidas as  somas e d i fe renças
a tê  aqui na  d i agona l  i ,
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3)  Pa ra  de te rminar  quantas d i ferenças devemos ava l i a r ,  cons ide -

raremos duas condições:

a) a ú l t ima d i ferença efetuada deve ser  suf ic ientemen
. Í

t e  pequena em seu va lo r  mâximo,a f im de su r j a  um

padrão de e r ro ;

b )  a ú l t ima  d i ferença a se r  levada em conta na est ima-

t i va  de Xsi41 deve se r  com um e r ro  pequeno em com-

paração  com uma ce r t a  f ração  de seu  coe f i c i en te  em

( 303 ) ,  Po r  exemplo,se x ex ige  do i s  d íg i t os  s i gn i f i

ca t i vos  a menos do que x ,  então a f ração re fe r i da

anter io rmente  É 1 /100 ,

4 )  Cons iderando a ú l t ima  das equações  (296 )  e levando em conta

(303), obtemos f ina lmente,  jâã em forma vetor ia l ,

28 1/8, 8 , 28 :  1Tt Ty ( r t  VE+ VT  comp VÓ

Frequentemente,o Último termo na  re lação  acima e os  que

se lhe  seguem, são desprez i íve is ,  quando então a eq.,(304) assume

a forma u t i l i zada  na  geração de novos va lo res  da t abe la  (302 )

com.a ordem que se  segue
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