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PREFACIO

Este projeto tem por- objetivo a montagem inicial de
programas gerais de calculo de orbitas em mecanica celeste. Con
tém, portanto, uma série de aproximagcdes que se por um lado tor
nam limitados os resultados obtidos, por outro fornecem um roO-
teiro tao seguro quanto conseguimos fazé-lo na direcao do obje-

tivo indicado anteriormente.

Dessa forma na primeira parte do projeto, onde "~ sao
tratadas as Orbitas preliminares, ndo foram levadas em conta
as Orbitas circulares, parabolicas e hiperbolicas, apesar de
que esta auséncia so se fara sentir quando da construcdo do pri
meiro programa. A natureza deste trabalho associada a grande a
plicabilidade das orbitas elipticas nas determinagGes de or-
bitas no sistema solar tornaram a escolha realizada um ponto de

partida 16gico e razoavel.

Na segunda parte do projeto, quando as perturbacgoes
sao consideradas, igualmente foram feitas aproximagoes. A pri-
meira delas envolve a utilizacao de apenas uma massa perturbado
ra, o planeta: Jupiter. Ficara evidente , na altura devida, que
isto em realidade nao envolve uma restrigao conceitual, uma vez
que considerar os demais planetas implicaria apenas em adicio-

nar termos analogos ao que foi considerado.

A segunda aproximagao envolve a nao consideracao dos
erros associados ao método de Cowell para as perturbacgoes espe-
ciais, contrariamente ao que ocorreu no método de Laplace, onde
as correcoes diferenciais de Leuschner foram incorporadas ao

problema. As razoes para isto se devem ao fato de os erros do
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processo de Cowell exigem realmente, uma experiéncia em compu-
tacao de Orbita, que foge do nivel do curso de graduagdo em

astronomia, escapando portanto do escopo de um Projeto.

Além das aproximagoes indicadas, podeﬁos citar que
potenciais gravitacionais gerados por massas finitas sem sime
trias esféricas, bem como forcas nao conservativas do tipo atri
to com o ar nao foram levadas em conta nas equagoes de movimen
to. Para cometas,nao tratamos dos efeitos da pressao de radia
¢do solar sobre as orbitas. Todas estas questdoes envolvem con-
sideracoes a um nivel de dificuldade incompativel com os prazos

atribuidos para o desenvolvimento dos projetos de fim de curso.

Finalmente cumpre observar que a escolha de cometas
e asteroides foi determinada por uma dupla razao:

1) A possibilidade de operarmos com o problema res-
trito dos tres corpos;

2) A necessidade dos observatorios astronomicos de

contarem com tais programas.

A extensao deste trabalho no sentido de serem sana-
das estas e outras deficiéncias & questdo a ser resolvida em da

ta futura.

Os meus sinceros agradecimentos as datilografas
Eliete da Silva Dias e Maria Rodrigues de Oliveira, pela exce-

lente apresentacgao e rapidez com que executaram o trabalho.
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1 - CONCEITOS BASICOS DE MECANICA CELESTE
1.1- 0 Problema dos dois conrnpos

Refere-se aos movimentos, ou aos movimentos relativos,
de dois corpos interagindo de acordo com a lei de Newton da gra
vitagao universal, sendo porém admitido que nenhuma outra forga
se faz presente. O problema dos dois corpos determina orbitas
a um alto grau de precisao quando as perturbagoes sao desprezi
veis, e a um grau de precisao utilizavel quando elas sao peque
nas. Nos o adotaremos como basico, e, como € sabido, podemos des
crevé-1lo basicamente por trés equagoes diferenciais de  segunda
ordem. Desenvolvendo as varias integrais dessas equacgoes, neces
sariamente introduzimos constantes de integracao, das quais 0
conjunto finalmente adotado deve conter seis constantes mutuamen
te independentes. Sao essas constantes que distinguem as diferen
tes orbitas, e sao usualmente referidas como "elementos' da 6rb1

ta.

Frisamos que a escolha dos elementos da Orbita € uma
questao de circunstancias; existem muitos conjuntos possiveis,
e nossas necessidades em presenca de problemas concretos orienta

rao a selecgao.

Frequentemente os elementos sao divididos em dois  gru
pos, dos quais o primeiro (que contem os elementos de orienta
¢ao) se prende a orientagao da conica orbital, e o segundo (que
contém os elementos dimensionais) se prende ao tamanho e a forma
da conica e ao instante em que o objeto esta em um dado ponto se

lecionado.



Sao frequentemente escolhidos para elementos de orienta

¢ao os angulos de orientagao (ver figura 1):

2, longitude do nodo ascendente, medida no plano de re
feréncia a partir do equin6cio vernal, y, na diregdo do nodo as

cendente, de 0° a 360°.

i, inclinacao, angulo entre o plano orbital e o planode

o ik o) 0 : 0 ; 0
referencia, contado de 0° a 180, sendo o intervalo 0 < i g 90

associado com o movimento para leste, ou 'direto'", e o complemen

Lk

to deste intervalo associado com o movimento para oeste, ou re

g " - - - 0
trogrado'. Como convengao alternativa, pode-se tomar i entre 0

0 - - . s :
e 907, porem neste caso, em adigcao a i devemos especificar a di
regao do movimento.
w, argumento do perihélio (perifoco, em geral, ou peri
geu, periastro, etc., em particular). E definido como o angulo
; ) . = . 0 0
no plano orbital, medido na diregao do movimento, de 0~ a 360,

entre a diregao do nodo e a direcao do perihélio.

Observagao 1:

Os angulos acima foram adotados por Euler em problemas
que exigiam orientagdes, e sao também conhecidos como angulos eu

lerianos.

Figura 1



Sao frequentemente escolhidos como elementos dimensio

nais (ver figura 2):

a, distancia media ou semi-eixo maior (para elipses),
ou semi-eixo transverso (para hipérboles). O semi-eixo maior de
termina o tamanho da orbita; juntamente com o semi-eixo menor b,
ou a distancia ¢ do centro ao foco, determina a formade oOrbita.

Atraves de a, b, c define-se a excentricidade da conica:

e = —=/1- /a)’,
a
onde 0 €« e < 1 para elipses, e = 1 para paradbolas e e > 1 para

hipérboles.

T, instante da passagem pelo perihélio, € habitualmente

o terceiro elemento dimensional. Para .as orbitas eliticas, uti

liza-se, com igual freqllencia, a anomalia meédia na época, M., On

O ——
de a época, ts ¢ um arbitrario instante de tempo. M0 sera defi

nida posteriormente.

Observagdo 2:

O conjunto anterior e frequentemente referido como ''con
junto classico'. Outros conjuntos podem ser obtidos diretamente
por integragao, ou por combinagao dos "classicos'. Particularmen
te importante e o conjunto formado pela posicao e velocidade

3
T

r (X .Y ,z.) (X ,y , 2 ) na epoca t _,indicando o ponto deri
] (8] o 8] 8] (8] O (o] o T

vagao em relacao ao tempo.
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Figura 2

1.2 - Equagoes do Movimento

Um teorema classico na matematica, nos informa que, da
da a equacao de movimento dos dois corpos, existira uma e s0 uma
solugao se forem dadas condigoOes iniciais, isto €, a posicdo e a

velocidade iniciais (em uma origem no tempo arbitrariamente fixa

da).*
L Lo -
Se fij = 1fij] e a magnitude da forca que atua entre as
> - -> s R -
massas m, e mj, e rij = Ty - r, e o vetor posigao da massa j em

relagdo a massa i, a expressao analitica para a lei da  gravita

¢do universal sera

(1) P, = -2, = *unf, . /03, .,
1] J1 1] 3] 1)
onde kz (ou G) € a constante gravitacional, e

2 _ > > @ 2 2
R T | By TR

em algum referencial arbitrario.

* Conforme teorema 1, Pag. 31, Originary Differentials Equation,
G. Birkoff and G.C:. Rota, BLAISDPELL. 1966.






(10) T = - u?/rs. Se entretanto, fizermos
11 = + =
(11) u k ml(l m), m mz/ml,
ou ainda, se my ¢ adotada como unidade de massa no calculo da

. : 2 a
constante gravitacional, k , entao:

2
(12) u =%k (1 + m), mz[ml] = Tt

convencionando que mz[ml] indica m, expressa em termos de m; €O

mo unidade. No caso em que m, € a massa do Sol e m, a massa de

1 2

um cometa (ou asteroide), e apenas esses dois corpos sao conside

rados, m ~ 0 e yu = kz.

Tendo em vista a eq. (10), p precisa ter unidades e di

mensoes dadas por
5 . PR B : 2
(13) B =1 [unld. de distancia)”/(unid. de tempo)

Na determinacao de o6rbitas, e em uma parte da teoria de
perturbacdo, t € habitualmente expresso em unidades convencio
nais, como o dia ou o segundo, porem velocidades e aceleragoes

sao normalizadas pelo tempo canonico
(14) il to),

onde k, tem a magnitude numerica, mas nao as unidades ou dimen

soes, de vu ou de alguma fungao associada satisfazendo
il
(15) T ST

Adotando a forma geral (11), com a condigao m, = 1 no sistema

heliocentrico de constantes e frequentemente em outros, podemos

especificar que

2 2 A ) . 2 2
(16) je; ™ k*[(unld. de 1) /(unid. de t) ] = k ml(l + m),
: oo e ; 2
W ur[(unld. de distancia)”/(unid. de 1) ] = 4%



Portanto, a equagao de movimento (8) pode ser substituil

da por
(17) % QEE = _y |(unid. de diStﬁnCiqli 1 r[unid. de distancia]
2 ; 2 - :
fode T (unid. de T) Jrs[(unid.de distancia)S}

ou, obreviadamente,

(18) ¥ = - rfr

A unidade canonica de tempo, ou unidade T, tem muito em
comum com o radiano: ela torna velocidade e aceleracgoes unita

rias.

Nos modernos calculos por maquinas automaticas, as uni
dades canonicas tém a virtude de localizar o ponto decimal no
meio do intervalo de um ponto decimal flutuante, reduzindo,assim,

a probabilidade de erro da maquina.

A unidade T € cerca de 58 dias para orbitas hcliocéntri
cas, quando a unidade astrondOmica canonica & a unidade de distan
cia; e € cerca de 13,5 minutos para orbitas geocéntricas, quando
a geo-unidade canonica (aproximadamente o raio equatorial da Ter

ra) €& a unidade de distancia.
1.3 - Equagao de Keplen e Defdinigoes Auxiliares

A fim de compatibilizar os eixos X, > ¥, com as coordena
das polares r,v, adotaremos como relagoes de transformagao

(19) X, = ¥ COsV, ¥, = T senv,

donde
COSV - TV Ssenv,

5
1
L1

A T senv + rVv cosv,



e ainda conforme a fig., onde todas as propriedades da elipse
estao ilustradas geometricamente, podemos verificar que o angulo

E, denominado anomalia excentrica, € tal que

(21) x ™ a(coskE - e),

(22) Yy = Sl senE = Yap senE,

donde

(23) X .= - aEsenE, &w = Yap E cosE,

(24) r=a(l - e cos E), p = a(l - ez)

(25) rzﬁ = /up = X y - y X = avap ﬁ(l—ecosE),
ou

Vi ;
(26) dt = (1 - ecosE) dE,
33;2
cuja integral € a equagdao de Kepler*
(27) M = E - esenE,

sendo a anomalia meédia, M, definida por

(28) M

MO + n(t - to) - 2mwA

n(t - T) - 2mA,

-m <M< 7,
onde t_ € a época, isto €, a data arbitraria para a qual M = M,
a anomalia média na época. T € o instante da passagem pelo perié

lio (quando M = 0), n € o movimento angular médio

(29) n =M= /a2,

e o multiplicador arbitrario A, em (28), € usado para limitar os
intervalos de M e E (ou de M - Mo e E - EOJ, a fim de simplifi

car tanto a teoria como a pratica associada com a equagdo de

Kepler.
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11 - EFEMERIDES DINAMICAS E OBSERVACIONAIS. PROCESSOS

DIFERENCIAIS NA CORREGAO OBSERVACIONAL DE ORBITAS
IT.1 - Confuntes de ELementos Alternativos

No problema dos dois corpos existem dois meios de des

crever a orbita de um objeto particular:

a) a utilizacao de dados constantes (elementos); b) a utilizagao
de dados dia a dia variaveis (efemérides). Como sabemos, os ele
mentos constituem conjuntos selecionados de seis constantes inde
pendentes obtidas na integracao do problema dos dois corpos.Sao,
portanto, suficientes para a completa definigao das orbitas rela
tivas de dois corpos, isto e, suficientes para o calculo de da
dos variaveis tais como a posicao e velocidade, em qualquer ins
tante, de um corpo referido ao outro. Tanto os elementos como 0S
processos de calculo sao fundamentais para a comparacao da orbi
ta com uma observacao ("representagao'") e para a construgao de
uma tabela de dados mutaveis (""efemérides'). O ultimo proposito
e usado, ﬁor sua vez, em calculos de perturbacao, ou na predigao
de dados observacionais, ou talvez na representacao de observa

goes, quando existem muitas.

Nos termos acima, o que pretendemos, neste estagio, €

obter um formulario que nos proporcione a determinagao de um con
£
T

junto de elementos a partir de dados ?0, o to, com o conseqlien

- > > >

te calculo de r, r, T, em qualquer t.
Em todas as consideragoes, a referéncia para as posi
¢Oes sera o '"foco de referéencia'. As formas pelas quais a refe

rencia pode ser transportada ao ponto de observagao sao tratadas
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tao logo se faga necessaria no texto.

Tomando como elementos o conjunto '"classico" e obser
vando a figura 3, entao as constantes deduzidas podem incluir
n = /ﬁ?as/z, P = 2w/n, Mo = n(to = TYy q = afl —E), p = a(l -ez),
B =w+Q, & =w-Q, e as componentes de P e Q. Indicaremos a

45

seguir alguns exemplos de dificuldades que podem levar a altera

cao deste conjunto.

1) Para a parabola a » » e e =1, de tal forma que nem
a nem e fornecem informagOoes que permita distinguir uma parabola
de outra. Portanto, a constante do perifoco, q, € freqllentemente

usada no lugar de a.

2) Se a inclinagao € pequena, tanto w quanto  sdao po
bremente determinados; um deles pode ser substituido pelo bem de

terminado .

3) Se a inclinacdo é proxima de 180°, w, @ e Q sdo po

bremente determinados, mas ﬁr e bem determinado.

4) Mo ¢ frequentemente mais conveniente do que T, ou

pode ser preferido como elemento sem razdo especifica.

- <> e

5) Finalmente,as componenenteés: de P e Q sao freqllente

mente preferidos a i, 2, w, mesmo que, como elementos, eles tem

que ser considerados simultaneamente com as trés relacgoes, ou
-~ 2] o > -
condigoes, entre eles. Essa preferencia ocorre porque P e Q sao

obtidos na determinagao de uma orbita antes de i, 9, w, € podem

ser utilizados nas representacdes ou efemérides, mesmo que i,Q,w

nao sejam calculados.

Assim, somos levados a um segundo conjunto de elemen
tos (no qual i, €, w sao reduzidos ao estado de constantes dedu

zidas):
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1]

a = semi-eixo maior,

I

e = excentricidade,
* M, = anomalia média na época, t, (terminologia eliptica)
> >

P=(® P P
= ( x By z)

[ Q- Q. Q Q)

P.P
N > >
com as condigoes ¢ Q.Q =1,
> >
P.Q

Algumas vezes a e e sao combinados, talvez atraves .de

p = a(l —ez), com as componentes de P e Q, a fim de reduzir o ng

mero de quantidades e equacoes de condigboes no conjunto acima:
> > > > B > -+
por exemplo, A=aP, B=a/l -e“ Q; ou a=e/p P, b=evup Q. Ainda
Sl 3T > :
temos a condigdo A.B = 0 ou a.b.= 0, e o elemento isolado M- En
2 h + > > > :
tao, quantidades como n, A, B, a, b, podem ser constantes deduzi

das para o conjunto acima de elementos, ou podem ser elementosem

outro conjunto.

Para q = 0 e a finitos, temos as hipérboles e elipses

-

retilineares, para as quais Q indeterminado; mas, neste caso,

+t @y

> > -
e =1ep=0, e entao B, b e Q = vp Q sdao nulos. Para as parabo

- - -

las, inclusive o caso retilinear, contudo, A e B tendem, em modu
¥ W &> - -+ pi | - -+ -+ -+ =

lo, ao infinito, enquanto a, b e Q nao. P e Q, ou a e b, poderao

assim utilizados como elementos quando transformacoes em uma 61

bita, seja provocadas por perturbagoes seja por corregoes, fa

zem-na passar pela retilinearidade.

Quando e =0, os conjuntos apresentados, junto com seus

i > >
subconjuntos, tem a desvantagem de que P, Q, w, T, Mo e as anoma
lias v, E, M se tornam indeterminadas ao mesmo tempo que 0O pré
prio perifoco. Portanto, para excentricidades proximas a zZero,
precisamos passar para eixos de referencia baseados em outras 1i
nhas ou pontos, que nao o perifoco ou a linha das apsides: por

exemplo, o nodo ascendente (ou linha dos nodos), os pontos no

plano orbital anteriores ou posteriores ao nodo por angulo = Q
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(as origens para @ e &r como definidos acima), ou o vetor  posi
-~ - i oo . - . - » =
¢ao na epoca, T _. Dessas origens, apenas a ultima e livre de 1in

determinagoes tanto para i = 0° quanto para i = 180°. Dessa for

i
ma, ¢ preferivel um conjunto de elementos que substitua Pe Q por

> > = o > >
UO " ro/ro e VO, sendo Vo perpendicular a U0 e contido no plano

da orbita:

-~

a = semi-eixo maior,

© COSEOI combinagoes da excentricidade e da anomalia média na €po
ca, &
e saﬂ%} o -
> >
e e
U = (U U, U) LT
5 4 com as condicoes | v ;. -y
Y =V Y.V i ’
[l A
L R

Para o circulo, ecosE0 e esenEO sao nulos, reduzindo os
elementos a quatro e eliminando qualquer problema com a intermi

nacao de Eo’ M, T, etc. Para orbitas aproximadamente circula

o)
res, o problema de dividir por uma excentricidade pequena, com a
resultante incerteza em Eo e quantidades associadas, € eliminado

variando-se a forma da equagao de Kepler e equagoes relacionadas.

Obviamente, generalidade tambéem pode ser atingida se

utilizarmos como elementos o conjunto

—>—

T (xo Yo zo)
—; - - L]
s (Xo Yo zo)

posicao e velocidade na época, to.

11.2 - Formulas Univensais e Unificadas ™

= > o
Sao aquelas que podem ser usadas com elipses, hiperbo
les e parabolas, incluindo, os extremos retilineares. As formu

las universais podem também ser usadas no extremo circular da

* Ver discussao detalhada em C - 9.,pag. 309-15.
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elipse, porém as unificadas nao.

As formulas universais de partida usualmente incluem:

: 2 > >
(34) - N W R
-2} # >
(35) sn DO = ETL ™ T
58 0 - >
So I
.. 3
(37) o = .-._1_: 5_0.—_2_= D_O—._]'_
a U I, /i 3

Em alguns casos utilizaremos adicionalmente uma oumais
das seguintes fOormulas, que também podem ser classificadas como

unificadas:

(38) UO = ro/ro,
A PR SRR
(39) VO =/p Vo - (roro-roro)//ﬁ
¥
(40) p = VO.VO,

~

S > 2

Vvp P =V V/pcosV -V senV

(8] (8] (8]
(41) P >
Q Vv

.=
* Yp sen VO ¥ VO cos Vo
11.3 - Metode de Newton-Raphscon

Este método, suscintamente aqui apresentado, € utiliza
do para obter, por aproximagoes sucessivas, a raiz de uma equa
cdo algébrica, e pode ser deduzido a partir da bem conhecida seé

rie de Taylor

(42) fx+ax) = £(0) *+ (M) (W) *+ v (9200 + 2 (078 (0

+
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Admitamos que a equagao cuja raiz se deseja obter seja

(43) f(x + AX) = 0,

de tal forma que x + Ax seja a solugad procurada. Se x & umaapro
ximagao a esta raiz tal que as poténcias de ordem superior a pri

meira de Ax sao negligenciaveis, a eq. (44) fornece

(44) Ax = = F(x}/£V(x).

Se as poténcias superiores de Ax nao sao negligencia
veis, x + Ax usualmente representa um melhoramento em relagao ao

valor inicial x, que sera utilizado em uma segunda aproximagao.

Notas: (1) Se f((x) nao varia apreciavelmente na segunda aproxi

magao, geralmente € desnecessario revisa-lo mais uma vez.

(2) Se f'"(x) tem sinal oposto a f(x), a aproximagao dada
por(44) , para Ax, pode, ocasionalmente, estar errada em

sinal, uma vez que, mais precisamente,

£ + 7(0x) 28 ()
AX =~ .
£' (%)

(3) Se ftx) nao & facilmente calculavel por meio de expres

soes analiticas, pode ser aproximado por

f(x.) - £(x.)
£'(x) = 7 o ¢

'j s

onde x5 € X, sao duas aproximagées. O método de  aproxima
coes se transforma, entdao, em um problema de interpolagao

ou extrapolacgao.

(4) Um grafico em grande escala de f(x;), f(x,)..., ou uma
sucessao de graficos em escalas crescentes, pode ser usado

algumas vezes de maneira efetiva na substituicao dos célcg
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los sucessivos de Ax. A curvatura indicada pelos tercei
ros, e posteriores, valores de f(x) ndo so acelerara a
aproximagdo como também resolvera qualquer dificuldade in

‘troduzida por f"(x).

11.4 - Exphessoes de § e g: Expansaoc em Serie e na forma

Finita

A seguir, sera conveniente introduzir as quantidades

(45) E =E “B, = M=M,
L
=n(t-t) - 2mwh,
3 0<EB<2nm - T<Mcei
2372
> = cosB, g = senk,
(46) f £, g £
2T
% an L . pg o=
(47] f~—a—37fsenE——a3,g—f.
O problema que ora se poe € o da determinagao de se

ries de Taylor no tempo, e em uma vizinhanca de to época, para

essas variaveis.

Com as definicoes usuais,

- > 2>
> > > > = iﬂl > _dT
(48) T = rit), T, ™ r(to), o (dt)o' b (dtz)o, etc.
podemos escrever
g + 1 2 o X a5y 1 o0 4 b5V
(49) T"T0+ (t“to)ro"'z*:—[t‘to) iko"'z':—*(t tOJ %0 1 :4-:—(1: tO) 1"0 e

Tomando a equagao de movimento dos dois corpos na for

ma relativa, eq. (10),



(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

17

obtemos imediatamente

e ey o 13
= _E Tr - __.3. I &
T T
Diferenciando mais uma vez e inserindo eq. (10),
. 2 ’ . ¥ . .
*iv - U ui pry & G+ s
r ( - 12 + 35) r + 1.
N r rt vt

Antes de diferenciarmos mais uma vez, prepararemos a exclu-
sao de derivadas de ordens superiores em r pela introdugao
de expressoes como

6 5 + yo- r°,0 = -1/a,

n
==

ou

3% =nu(p - ).

A Gltima dessas expressoes € a mais simples, e tem a vanta-
gem adicional de que p , O a medida QUe a orbita se aproxi-
ma da retilinearidade. Contudo, a primeira € a substituigao
habitual, provavelmente porque o = - 1/a & geralmente mais
utilizada do que p, o qual, como vimos, pode nao ser deter-
minado; e, alem disso, -1/a , O a medida que a orbita se
aproxima de uma parabola. Se adotarmos a eq. (52), (51) as

sume a forma

Diferenciando mais uma vez, e novamente substituindo as

eqs. (10) e (52), obtemos

_ . 2 sl
m=-15 (4 -Eo +3 BB 7B )
¥
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2 2 -2 .
+ (10 E— + 9 Ee® = A s
i 5 i

X

Quando o intervalo convencional de tempo, t —to,é subs
tituido pelo intervalo de tempo canonico, okt~ ), 88 dinil
vadas sao em relagao a T em todas as equagoes (10), (49) - (55)e
p € substituido por we = 1.

Com o auxilio das eqs. (48) e (10), (50) - (55), pode

mos reescrever (49) na forma

-+ >
(56) K T, * B Xy

desde que fagamos

d 2 = 3 - PR
:E—1+(t-t0) f2+(t—t0) f3+(t~t0) f4+(t toj fsyj’""
(57)
g=t-t +(t-t) g +(t-t) g +(t-t)° g +
. 0 o 83 o’ 84 0 5 b i
onde, com os valores de T io e a = -1/a obtidos de ?5 e ?0 pe
la formulagao universal, temos
(58) %2='—u3"é3:'“%:%f2’
Zr 6T
) o
ur T
i 1 i
(59) £, = DG E o waaR
3 2r4 4 4ra 2o 3
(8] (8]
gt L 3 -2
£ o= 4+(3ar_ - 15 = S-g7,
4 241"05 241° 24r§ ¢ >3
(60) $
= : roig 3 .3 =2
g = ~L—2110 + 3(30r_-15 —S=2J|* = (%, ~g),
L 120r0 H

se associa naturalmente com f_,

e, notando que Bowi ~
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- _uzio roii 4 0 - -
f5 = “8—'7'— 4 + (Saro— 7 ) ’ 7 3g3g4,
e L u 8r
(61)
uuzio i roig 2 =z - =
g > 7 7 + 2(3&r0 -7 ) =~§—f5 858y -
) u

Estes coeficientes foram obtidos por diferenciagao a
partir das eqs. (9), (47) - (52), mas se tornam constantes quando

escritos com indice 0, isto €, quando associados com a data fixa

ts: Assim, para

(62) r=f7 +g

temos simplesmente

!—h
Il

% 2 = 4=
2(t —tO)LZ + 3[t -to) f3 + 4(t —to) f5

(63)

2 3 4
1+ 3(t-t ) g, + 4(t=-t.)"g, + 5(t -t ) g * o0

T .
1}

3

A convergéncia matematica dessas séries foi investiga
da por Moulton (1903). Contudo, nas aplicacoes, a utilidade das
séries termina antes de suas convergéncias matematicas, quando os
termos de mais alta ordem, e mais complicados, se tornam aprecia

veis critério grosseiro:

Z2: 3
n(6 ~t0) /ro » 0,01).

Para eixos orbitais, por exemplo,

~
Il
H
~
e
joje}
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Assim, dado

2 . s .
= X e x
0O on wo’

2 -
=
(65) Jup = r v Yoo

podemos escrever para f e g

H
I
—
-
.
1
=
o
~
3]
o

(66)

g = [yx - Xy J//p.

w wo W wo

Procedendo analogamente, ou diferenciando,

f i (5(&.\9030 i )}miwo)/@
(67)
g = (iwiwo & km?wo}f/iﬁ‘

As eqs. (66) e (67) fornecem expressoes finitas para
£ B £, é. Por exemplo, basta considerar as relacgoes cﬂjpticas

basicas (45).(29); 27}, (22) & (23).

Por outro lado, & uma caracteristica das expressoes pa
ra f, g, f, g fornecerem continuidade e determinagao quando e e
zero ou muito pequena, bem como para qualquer outro valor da ex
centricidade. Portanto, € adequado modificar a equacao de Kepler,
(27), e as equagoOes associadas (24) e (66) para r,D e c; constru

indo relagGes que sejam igualmente continuas e determinadas.

Para abreviar todas essas expressoes, substitulremos

as fungoes de e e E0 por certas constantes determinadas direta
- 5> - s

mente de Ty © Ty Explicitamente, utilizaremos

r = a(l-e cosE), c_. = e cosE_ = 1l+ar_ =1-r1 /a,
(68)

D = Vya e senE _,

o o

e, alem disso, introduziremos as abreviacgoes
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aS/Z[M-MOJ = /ﬂ(t-t0) ~-211}\&13/2,

ST
=
I

e j %= B0 e

M < 2na3/2.

o
N

Apesar de M e Mo serem individualmente indeterminadas
para orbitas circulares, €& evidente de (69) que M- M, e sempre
determinada. Entao, M, E e W W sao determinados, e a equagao

de Kepler pode ser colocada em uma forma sempre determinada como

se segue:
(70) MM = E -e senE f e senE_,
Do
{71) M~M, = E + —(1 - cosE) - senk,
a
(72) M==r0/§‘E + Doa(l - cosE) + coaB/z(E - senf),
(73) M==r0/§ senf + D, a(1 - cosE) + 33/2[E - senf).
Similarmente, equagoes para r, D, ¢ podem ser escritas
como
(74) r=a + DOVE senk =€ cosE,
{(75) Lk T Do/a senf + coa(l - cosB),
(76) D:=DocosE + cO/E‘senE,
D
(77) c=- -2 senkE + c_ cosB
vya'

Dessa forma, podemos reescrever as eqs. (66) nas formas
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a
f = ?i; (cosE - ¢ cosEo) =1 - ?%:(lv-cosﬁ),

Yilg = as/z(senE -e senE + e senE )

(78)
= H-—aS/z(E - senk)
= ro/é‘ senf + D a(l - cosB).
Analogamente, desenvolvemos (67) em
£ = - %Ea senk, i
rr
(79) .
é =-?—[COSE—-C cosiE) =1 —-g'(l-COSE).

11.5 - Sistemas de Coondenadas e Connegao para o Tempo de Luz

Num calculo de Orbita geralmente supomos que os  angu

= >
los de orientagao sao determinados de V. e Vo’ isto &, dos- veto
res unitarios radial e transversal para t,, a época. Assim pela

figura 3 vem:

I
=

seni c u
i 0S ., iy

U

ZO0

(80) seni sen uo

(1+cos i) cosSL0 =U + V.

X0 0
(81) 4
i & cne 3 S
( cos 1) sonlo i3 50
Notando que seni el + cosisiosempre » 0, nos podemos
resolver essas equagOes unicamente para fungoes de i, My 20. Se

os angulos w e Q sao também necessarios, podemos calcula-los adi

cionalmente por:

(82) w=u_ -V

(83) R =i -2 @ =8 -V



A

Para orbitas heliocéntricas € costume referir os angu

los de orientagao a eclitica (Q = Q_, = dos @ %00 porém e

(=P

habitual referir os componentes do vetor orientagao ao equador.
Nestas circunstancias € preferivel primeiro fazer uma rotagao das

} - - - - -
componentes de 50 e VG do angulo e, a obliqUidade da eclitica,pro

duzindo
Vv =V
- X0
S ﬁ Vv Vv V
b S Cos g + sen g
YZo yo Z0
V =-V__sene + V__cose.
L ZEO yO Z0

Ceralmente o equador médio e o equinocio de 1950,0 de
finem a referéncia primaria das coordenadas. Tanto dinamicas ou
observacionais, retangulares ou esféricas, heliocéntricas, geo
céntricas ou topocéntricas. O sistema de referéncia ¢ equatorial
por causa das partes dominantes representadas pela longitude e
latitude do ponto de observagao e pela ascensao e declinacgdo,usu
almente as coordenadas determinadas com maior precisao. O siste
ma eclitico aparece apenas para @, i, w, e entdao para orbitas he
liocéntricas; o sistema horizontal astrondmico aparece como refe
rencia quando as coordenadas sdao a altura e o azimute. (cf. figu

ra 4, a seguir).














































































































































































