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PREFÁCIO

Es te  p ro j e to  t em por :  ob je t i vo  a montagem i n i c i a l  de

programas gera is  de cá l cu lo  de ó rb i t as  em mecânica ce les te .  Con

t êm ,  po r t an to ,  uma sê r i e  de  ap rox imações  que se  po r  um l ado  t o r

nam l im i t ados  os resu l t ados  ob t i dos ,  po r  ou t ro  fornecem um ro -

t e i r o  t ão  seguro quanto  conseguimos f azê - l o  na d i reção  do ob je -

t i vo  i nd i cado  an te r i o rmen te .

Dessa  forma na  p r ime i ra  pa r t e  do p ro j e to ,  onde são

t ra tadas  as  Orb i t as  p re l im ina res ,  não  fo ram l evadas  em con ta

as Orb i t as  c i r cu la res ,  pa rabó l i cas  e h i pe rbó l i cas ,  apesar  de

que es ta  ausênc ia  só se f a rá  sen t i r  quando da cons t rução do pr i

mei ro  p rog rama .  A na tu reza  des te  t r aba lho  assoc iada  à grande a

p l i cab i l i dade  das o rb i t as  e l í p t i cas  nas determinações de ô r -

b i t as  no s i s t ema  so la r  to rnaram a esco lha  rea l i zada  um pon to  de

par t i da  l óg i co  e razoavel. . .

Na segunda pa r te  do p ro j e to ,  quando as pe r tu rbações

são  cons ide radas ,  i gua lmen te  fo ram fe i t as  ap rox imações .  A p r i -

mei ra  de las  envo lve  a u t i l i zação  de apenas uma massa per turbado

ra ,  o p l ane ta '  Júp i t e r .  Ficarãa ev iden te  , na  a l t u ra  dev ida ,  que

i s t o  em rea l i dade  não envo lve  uma res t r i ção  conce i t ua l ,  uma vez

que côns ide ra r  os  demais p l ane tas  imp l i ca r i a  apenas em ad i c i o -

nar  termos anâãálogos ao que fo i  considerado.

A segunda aproximação envolve a não consideração dos

e r ros  assoc iados ao método de Cowel l  pa ra  as pe r tu rbações  espe-

c ia i s ,  con t ra r i amen te  ao  que oco r reu  no  mêtodo  de Lap lace ,  onde

as cor reções d i f e renc ia i s  de Leuschner foram incorporadas  : ao

p rob lema .  As razões  pa ra  i s t o  se  devem ao fa to  de os  e r ros  do

= i -



processo de Cowe l l  exigem rea lmen te ,  uma expe r i ênc ia  em compu-

t ação  de ó rb i t a ,  que foge do n í ve l  do cu rso  de g raduação  em

as t ronomia ,  escapando po r tan to  do escopo de um Projeto.

Alêm das aproximações i nd i cadas ,  podemos c i t a r  que

po tenc ia i s  g rav i t ac i ona i s  gerados po r  massas f in i tas sem sime

t r i as  es fê r i cas ,  bem como fo rças  não conse rva t i vas  do t i po  at r i

t o  com o a r  não  fo ram l evadas  em con ta  nas  equações  de movimen

t o .  Para cometas ,não tratamos dos e fe i t os  da pressão de rad ia

ção  so la r  sob re  as  ó rb i t as .  Todas  es tas  ques tões  envo l vem con -

s i de rações  a um n í ve l  de  d i f i cu l dade  i ncompa t í ve l  com os  p razos

at r ibu ídos  pa ra  o desenvolv imento dos p ro j e tos  de f im  de cu rso .

F ina lmente  cumpre obse rva r  que a esco lha  de cometas

e as te ro i des  f o i  determinada po r  uma dupla r azão :

1) A poss ib i l i dade  de ope ra rmos  com o p rob lema r tes-

t r i t o  dos t r ês  corpos;

2 )  A necess idade  dos  obse rva to r i os  as t ronôm icos  de

con ta rem com ta i s  p rog ramas .

A extensão des te  t raba lho  no sen t i do  de serem sana-

das es tas  e out ras  de f i c i ênc ias  é questão a se r  r eso l v i da  em da

t a  f u tu ra .

Os meus s i nce ros  agradecimentos às da t i l óg ra fas

E l i e te  da  S i l va  D ias  e Mar i a  Rod r i gues  de O l i ve i r a ,  pe la  exce -

l en te  ap resen tação  e r ap idez  com que execu ta ram o t r aba lho .
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1 - CONCEITOS BÁSICOS DE MECÂNICA CELESTE

1 .1 -  O Problema dos do is  corpos

Refe re -se  aos  mov imen tos ,  ou aos  mov imen tos  re l a t i vos ,

de do i s  corpos i n te rag indo  de acordo com a l e i  de Newton da gra

v i t ação  un i ve rsa l ,  sendo porém adm i t i do  que rienhuma ou t ra .  f o r ça

se f az  p resen te .  O problema dos do i s  corpos de te rm ina  ó rb i t as

a um a l t o  g rau  de p rec i são  quando as pe r tu rbações  são desprezí i

ve i s ,  e a um g rau  de p rec i são  u t i l i zave l  quando e l as  são —peque

nas .  Ns  o adotaremos como bás i co ,  e ,  como € sabido, podemos des

c revê - l o  bas i camen te  po r  t r ês  equações  d i f e renc ia i s  de  segunda

o rdem.  Desenvo l vendo  as  vá r i as  i n teg ra i s  dessas  equações ,  neces

sar iamente i n t r oduz imos  cons tan tes  de i n teg ração ,  das qua is  o

con jun to  f ina lmente  adotado deve con te r  se i s  cons tan tes  mutuamen

te  independentes .  Sao essas cons tan tes  que d i s t i nguem as d i f e ren

tes  ó rb i t as ,  e são usualmente re fe r i das  como "e lemen tos "  da óÓrbi

t a .

Frisamos que a esco lha  dos elementos da ó rb i t a  é uma

questão de c i r cuns tânc ias ;  ex i s t em mu i t os  con jun tos  poss í ve i s ,

e nossas necess idades em presença de problemas conc re tos  o r ien ta

r ão  a se leção .

Frequentemente os elementos são d i v i d idos  em do i s  gru

pos ,  dos qua i s  o p r ime i ro  (que contém os elementos de o r i en ta

ção)  se prende à o r i en tação  da  côn i ca  o rb i t a l ,  e o segundo (que

con têm os  e l emen tos  d imens iona i s )  se  p rende  ao  tamanho e à forma

da cônica e ao ins tan te  em que o ob je to  esta em um dado ponto se

l e c i onado .



São f requentemente esco lh i dos  para  elementos de o r ien ta

ção os ângulos de or ientação (ver  f igura  1 ) :

N,  l ong i t ude  do nodo ascendente ,  medida no  p lano de re

fe rênc ia  a pa r t i r  do equ inóc io  ve rna l ,  y ,  na  d i r eção  do nodo as

cenden te ,  de  o º  a 360 º .

i ,  i n c l i nação ,  angulo en t re  o p lano o rb i t a l  e o p lano de

re fe rênc ia ,  contado de 0 º  a 180 º ,  sendo o in te rva lo  0 º  « i < 90 º

assoc iado  com o mov imento  pa ra  l es te ,  ou  "d i r e to " ,  e o complemen

to  des te  i n te r va lo  assoc iado  com o mov imento  pa ra  oes te ,  ou  '"'re

t roógrado".  Como convenção a l t e rna t i va ,  pode -se  tomar  i en t re  o º

“ o  RÃO -» . .— . am.  +
e 90 " ,  po rem nes te  caso ,  em ad i ção  a i devemos espec i f i ca r  a di

reção  do movimento.

w,  argumento do pe r i he l i o  ( pe r i f oco ,  em ge ra l ,  ou per i

geu ,  pe r i as t ro ,  e t c . ,  em pa r t i cu l a r ) .  É de f i n i do  como o ângu lo

no  p l ano  o rb i t a l ,  med ido  na  d i r eção  do  mov imen to ,  de 0 º  a 360 º ,

ent re  a d i r eção  do nodo e a d i r eção  do pe r i hê l i o .

Observação 1 :

Os ângu los  ac ima  fo ram ado tados  po r  Eu le r  em p rob lemas

que ex ig iam o r i en tações ,  e são também conhecidos como ângulos eu

l e r i anos .  ESSA e

|
À Reference

DE plone

F igu ra  1
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São frequentemente escolhidos como elementos “dimensio

na i s  (ver  f i gu ra  2 ) :

a ,  distância média ou semi-eixo maior (para  elipses),

ou sem i -e i xo  t r ansve rso  (pa ra  h i pé rbo les ) .  O sem i -e i xo  ma io r  de

termina o tamanho da ó rb i t a ;  juntamente com o semi-eixo menor Db,

ou  a d i s t ânc ia  c -do  cen t ro  ao f oco ,  de te rm ina  a formade ó rb i t a .

At raves  de a ,  b ,  c de f i ne -se  a excen t r i c i dade  da côn i ca :

e= E=A-(b/ay?, Fo
onde  O « e < 1 pa ra  e l i pses ,  e = 1 pa ra  pa rábo las  e e > 1 pa ra

h ipêrbo les .
X

T ,  i ns tan te  da  passagem pe lo  pe r i hé l i o ,  é habi tua lmente

o t e r ce i r o  elemento d imens iona l .  Para  . as  o rb i t as  e l í i t i cas ,  ut i

l i za - se ,  com igua l  f r equênc ia ,  a anomal ia  mêdia na  epoca,  M , ono

de a época, t , ,  é um arb i t rá r io  instante de tempo. M, será def i

n ida  pos te r i o rmen te .

Observação 2:

O con jun to  an te r i o r  e f requentemente re fe r i do  como " con

jun to  c l ass i co " .  Out ros  con jun tos  podem se r  ob t i dos  d i re tamente

por  i n t eg ração ,  ou po r  comb inação  dos  " c l áss i cos " .  Pa r t i cu l a rmen

t e  impor tan te  & o con jun to  formado pe la  pos i ção  e ve loc i dade
E + . * -——» .

: 2 i nd i  o dTr (X , )Y , : 2 , )  e r (XY ,  2 . )  na  epoca t , ,  indicando o pont  eri

vação em re lação ao tempo.
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F igura  2

1.2  - Equaçoes do Movimento

Um teorema c l áss i co  na  matemát ica ,  nos informa que ,  da

da  a equação  de  mov imen to  dos  do i s  co rpos ,  ex i s t i r ã  uma e só  uma

so lução se fo rem dadas cond ições i n i c i a i s ,  i s t o  & ,  a pos i ção  e a

ve loc i dade  i n i c i a i s  (em uma o r i gem no  tempo a rb i t ra r iamen te  f ixa

da)  . *

—> - .
Se f ; j  = E i j i  e a magn i tude  da  f o r ça  que a tua  en t re  as

> - > > - . . .
T E r .—- -T ,  é O ve to r  pos i ção  da  massa j emmassas m. E m., e r..

i j ”  i j  j i

r e l ação  à massa i ,  a expressão ana l í t i ca  pa ra  a l e i  da   gravita

ção universal serã

mto  / r . ,
i j  ij) i j

1) F i º - -  f f ;  * kºm
2 2 : .

onde  k ( ou  (6G) é a cons tan te  g rav i t ac i ona l ,  e

2 2 + 2 2 2
(2) ro Tigor GO Ni Ot Ao+ m

N

em algum re fe renc ia l  a rb i t r á r i o .

* Conforme teorema 1 ,  Pág. 31 ,  Or ig ina ry  D i f f e ren t i a l s  Equa t i on ,
G. B i r ko f f  and  G.C.: Rota ,  BLAISDELL, 1966 .



Fazendo i = 1 ,  j =2 ,  t e remos ,  pe la  segunda l e i  de  Newton ,

>
TyH

b ! 2+  2.
( 3 )  12 ? m, ( d  r , / d t  ) J=  m,

—-hm.
ss  + +

Por  de f i n i ção ,  os  ve to res  T ,  e T , ,  E Seus componen tes ,

sao re fe r i dos  a um s is tema de  coordenadas "não ace le rado "  (ou

i ne r c i a l " ,  ou  "new ton iano " ) ,  e t é o tempo un i fo rme (ou'"'newtonia

no" ) .

Pe la  t e r ce i r a  l e i ,

(4) fi, = - É

escrevemos as  equações  de  mov imento  na  forma i ne rc i a l  (ou  "equa

ções do movimento abso lu to " ) .

o
( 5 )  mt ,  " n t ,  = k mim t / r ” ,

onde

+ + + >
( 6 )  rT=T ,  PT , "  Ty

Uma vez que ,  de (6 ) ,

WON O %
( 7 )  r=T , -T

podemos,  combinando (5 )  e ( 7 ) ,  r eesc reve r  as  equações  de  movimen

t o  segundo a forma movimento re l a t i vo  (ou  "equações do movimento

r e l a t i vo " ) .

( 8 )  r= - k  (m, + m , )T / r  .

Tomando, pa ra  s imp l i f i ca r ,

(9) u=k (nm *+m,)1 2 º?

a eq .  ( 8 )  assume a f o rmaa  segu i r



(10)  Tr = -  u t / r ” .  Se en t re tan to ,  f i ze rmos

(11) us .  km  (1+m), m=nm/ /m1 ' 21 º

ou  a inda ,  se  nm. ê ado tada  como un idade  de  massa  no  ca l cu lo  da

. : 2Z -
cons tan te  g rav i t ac i ona l ,  k , en tão :

(12) p=  k º  ( 1  + m), m, [m, ] = mn, .

convencionando que m,|m]] indica m, expressa em termos de my co

mo un idade .  No caso  em que mn, € a massa do  So l  e m ,  à massa de

um cometa (ou  as te ró i de ) ,  e apenas esses do i s  corpos são cons ide

r ados ,  m = 0 eus=  x .

Tendo em v i s ta  a eq .  ( 10 ) ,  vu p rec i sa  t e r  un idades e di

mensoes dadas por

| : aos  ; 2
( 13 )  v=yuvy [ un id .  de  d i s t anc ia ) ' / ( un id .  de  tempo)  ]

Na determinação de ó rb i t as ,  e em uma par te  da  t eo r i a  de

pe r tu rbação ,  t é hab i tua lmente  expresso em un idades convenc io

na i s ,  como o d i a  ou o segundo, porêm ve loc i dades  e  acelerações

são normalizadas pe lo  tempo canônico sto I i

( 14 )  TZ  k .  ( t  = t , ) s

onde k ,  tem a magni tude numér i ca ,  mas não as un idades  ou  dimen

sões ,  de (VW ou de alguma função assoc iada sa t i s f azendo

2
(15) vu = ku , .

Adotando a forma ge ra l  ( 11 ) ,  com a condição nm, = 1 no  s is tema

he l i ocên t r i co  de cons tan tes  e f requentemente em ou t ros ,  podemos

espec i f i ca r  que
" . . 2

(16)  x?  = x º  [ ( un ia .  de 1) º /  ( un id .  de 32 )  = k m, ( 1  + nm),

un . ”  un [ cun ia .  de d i s t ânc ia )  ” / ( un id .  de 1) = ll.



Por tan to ,  a equação de movimento (8) pode ser  subs t i tu í

da  po r
e .  2+ . o A | . A to( 17 )  Dz  dr... yu (unid. de distância) runid. de distância]

TT do Tt (unid. de 1) r [Gmid.de distância)”]

ou ,  obreviadamente,
|

+ +, 3 |
(18)  T ,  P r  r / r  .

j
|

A un idade  canôn i ca  de  t empo ,  ou un idade  1 ,  tem mu i t o  em |

comum com o rad iano :  e l a  to rna  ve loc i dade  e ace lerações uni tã

r i as .

Nos modernos cá lcu los  por  máquinas automáticas, as uni

dades canônicas têm a v i r tude de l oca l i za r  o ponto decimal no

meio  do  i n te rva lo  de  um pon to  dec ima l  f l u t uan te ,  reduz indo,  assim,

a probabi l idade de e r ro  da máquina.

A unidade 1 é cerca de 58 d ias  para ó rb i t as  hel ioceêntr i

cas,  quando a unidade astronômica canônica é a unidade de d is tan

c ia ;  e é cerca de 13,5 minutos para Orbi tas geocentr icas,  quando

a geo-unidade canôn ica  (aproximadamente o r a i o  equa to r ia l  da  Ter

ra )  é a un idade de d i s t ânc ia .

1 .3  - Equação de  Kepler e Deg in içoes  Auxiliares

A f im  de  compa t i b i l i za r  os  e i xos  x ,  y,, COm as coordena

das po la res  r , v ,  adotaremos como re l ações  de t ransformação

(19)  x, 7 T COSV, y,, = T Senv,

donde  :
T COSV - TV  Senv ,dã

o "

t senv + rv  cosv,

e

"



e a inda  conforme a f i g . ,  onde todas  as p rop r iedades  da e l i pse

es tão  i l us t r adas  geometr icamente,  podemos ve r i f i ca r  que o ângulo

E,  denominado  anoma l i a  excên t r i ca ,  é t a l  que

( 21 )  x, * a í cosE  - e),

(22)  Yo *P aÃ - e º  senE = Yap senE,

donde

(23) x, =- aÉsenE, y, = /ap É cosE,

( 24 )  r= *=a ( l 1 -  e cos  E ) ,  p=  a ( l  - e ” )

(25) 1 = /pp=x )y - yXs :=  avap E( l -ecosE) ,

ou

( 26 )  ZA dt  = (1 - ecosE)  dE ,
a

cu ja  i n teg ra l  é a equação de Kep le r *

( 27 )  M=E-  esenE ,

sendo a anomal ia  mêd ia ,  M, de f i n i da  po r

(28) M M, + n ( t  - t )  - 272

à = 0 ,1 ,2 , . 0 . . ,
n ( t  - T )  - 2TA,

i - “T<M< TT,

onde t é a êpoca, i s t o  é ,  a data a rb i t r á r i a  para a qual M = M.:

a anomalia mêdia na época. T é o ins tan te  da passagem pe lo  per iê

l i o  (quando M = 0 ) ,  n é o movimento angular mêdio

(29) n=NM=/n/a%/?,

e o mu l t i p l i cado r  a rb i t r á r i o  24, em (28 ) ,  é usado pa ra  l im i t a r  os

i n t e r va los  de Me E ( ou  de  M - M, eE -  E ) ,  a f im  de  s imp l i f i

ca r  tan to  a t eo r i a  como à p rá t i ca  assoc iada com a equação de

Kep le r .
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Trad i c i ona lmen te ,  r é d i t o  o r a i o  ve to r  do  co rpo ,  apesa r

de  esca la r ,  e v sua  anoma l i a  ve rdade i ra .  A lgumas vezes  € mais

conven ien te  a u t i l i zação  da  l ong i t ude  ve rdade i ra  (ver  f i gu ra  3 ) .

(30) LEevI+IO+A, !

quando então

( 31 )  x = r cos t ,  y = r  sen t ,

ou  a inda  do  argumento  ve rdade i ro  da  l ong i t ude

(32 )  uUu=-v i+o ,

quando en tão

( 33 )  x, " Tr Ccosu, y, * senu ,

F igu ra  3

* Uma dedução puramente geomêtrica E encontrada B - 4 ,  páãg.s.21,

eemB-6 ,  pâgs. 45, 46 e 47.
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11 - EFEMÉRIDES DINÂMICAS E OBSERVACIONAIS. PROCESSOS

DIFERENCIAIS NA CORREÇÃO OBSERVACIONAL DE ORBITAS

17.1 - Conjuntos de Elementos Atternativos

No problema dos dois  corpos existem do is  meios de des

crever  a Orb i t a  de um ob je to  pa r t i cu l a r :

a)  a u t i l i zação  de dados cons tan tes  (e lemen tos ) ;  b )  a u t i l i zação

de dados d i a  a d i a  va r i ave i s  ( e femêr i des ) .  Como sabemos, os e l e

mentos cons t i t uem con jun tos  se lec ionados  de se i s  cons tan tes  inde

pendentes ob t i das  na  i n teg ração  do problema dos do i s  corpos .São,

po r tan to ,  su f i c i en tes  para  a comp le ta  de f i n i ção  das  o rb i t as  re l a

t i vas  de  do i s  co rpos ,  i s t o  é ,  su f i c i en tes  pa ra  o ca l cu lo  de da

dos va r i áve i s  t a i s  como a pos i ção  e ve loc i dade ,  em qualquer ins

t an te ,  de um corpo re fe r i do  ao ou t ro .  Tanto os elementos como os

processos de cá l cu lo  são fundamentais pa ra  a comparação da Orbi

t a  com uma observação ( " r ep resen tação " )  e pa ra  a cons t rução  de

uma tabe la  de dados mutâveis ( "e femer ides") .  O ú l t imo propós i to

e usado, po r  sua vez, em cálcu los de perturbação, ou na predição

de dados obse rvac iona i s ,  ou  t a l vez  na  representação de observa

ções ,  quando ex i s tem mu i t as .

Nos t e rmos  ac ima ,  o que p re tendemos ,  nes te  es tág io ,  &

ob te r  um fo rmu lá r i o  que nos  p ropo rc i one  a de te rm inação  de um con

s . > 3
j un to  de elementos a pa r t i r  de dados T r  Tn) t s  como  consequen

Ú — —> 3 x

t e  ca l cu lo  de r ,  T ,  T ,  em qua lquer  t .

Em todas  as  cons ide rações ,  a r e fe rênc ia  pa ra  as  pos i

ções se ra  o " f oco  de re fe rênc ia " .  As formas pe las  qua is  a refe

rênc ia  pode se r  t ranspor tada ao ponto de observação são t ra tadas
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tão logo se faça necessária no texto.

Tomando como elementos o con junto  " c l áss i co "  e .  obse r

vando a f i gu ra  3 ,  en tão as cons tan tes  deduzidas podem inc l u i r

ns .  u /a * / ? ,  P = 217/n, M, = n ( t ,  -T ) ,  q = a (1 -e ) ,  p=  a (1 -e ) ,

Wu = ' . + ,  õ ,  * u -nN ,  e as componentes de Pe  à .  Ind icaremos a

segu i r  a lguns exemplos de d i f i cu ldades  que podem leva r . a  a l t e ra

ção des te  conjunto.

1) Pa ra  a pa rábo la  a + = e es=1 ,  de t a l  forma que nem

a nem e fornecem in formações que permi ta  d i s t i ngu i r  uma pa rábo la

de ou t ra .  Po r tan to ,  a cons tan te  do pe r i f oco ,  q ,  ê f requentemente
.

usada  no  l uga r  de a . . .

2) Se a i nc l i nação  é pequena, tan to  w quanto QN são po

bremente determinados;  um de les  pode se r  subs t i tu ído  pe lo  bem de

terminado à .

3)  Se a inc l inação  é próx ima de 180 º ,  wu, ã e N são po

b remen te  de te rm inados , mas õ .  e bem de te rm inado .

4 )  M, € f requen temente  ma i s  conven ien te  do que T ,  ou

pode se r  p re fe r i do  como e lemento sem razão  espec i f i ca .

5)  F ina lmente ,as  componenenteês: de P e f são f requente

mente p re fe r i dos  a i ,  QN, w ,  mesmo que ,  como e lemen tos ,  e l es  têm

que se r  cons iderados s imul taneamente com as t r ês  re l ações ,  ou

cond i ções ,  en t re  e l es .  Essa  p re fe rênc ia  oco r re  po rque  P e Q são

ob t i dos  na  de te rm inação  de uma ó rb i t a  an tes  de  3 ,  N ,  wu, e podem

se r  u t i l i zados  nas  representações ou  e femer ides ,  mesmo que 1 i , f ,w

não se jam ca l cu lados .

Ass im,  somos levados  a um segundo con jun to  de elemen

tos  (no qual i ,  QN, w.são reduz idos  ao estado de cons tan tes  dedu

z idas ) :
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a = semi-eixo maior,

e = excentricidade,

4 M=anomalia média na êpoca, t, (terminologia elíptica)
>

P=(2,P,P) | P.b=1,
SJ com as condiçoes 4 Q.Q = 1,

[É (00,0) bd =0.
Algumas vezes a e e são combinados, ta lvez  através .de

p=a ( l  - e5 ) ,  com as  componentes  de P e Q ,  a f im  de reduz i r  o nú

mero de quan t idades  e equações  de cond i ções  no  con jun to  ac ima :
— A+ + > + > —

po r  exemp lo ,  Az=abP, B=a /1 -e?  Q ;  oua=e /uP ,  b = evup Q.  A inda
+ >

temos a condição A.B = O ou à .B .=  O, e o elemento iso lado M,- En
- : + + + + |

t ao ,  quantidades como n ,  A,  B ,  a ,  b ,  podem ser  constantes deduzi

das pa ra  O con jun to  acima de e lementos ,  ou  podem se r  e lementosém

ou t ro  con jun to .

Para q = 0 e a f i n i t os ,  temos as h ipérboles e e l ípses
> :

r e t i l i nea res ,  pa ra  as qua is  Q inde te rm inado ;  mas, nes te  caso ,

+
21

 O
o.

— —> +
e= lep=0 ,een tãoB ,  beQ=-= "Y /pQsão  nu los .  Pa ra  as pa rabo

: ; qo  + > -
l a s ,  i nc l us i ve  o caso  re t i l i nea r ,  con tudo ,  A e B t endem,  em modu

. e + + > +— + > -
l o ,  ao  i n f i n i t o ,  enquanto a ,  b e Q não .  PeQ, ouaeb ,  poderao

. FE  LJ . —.  -

ass im  u t i l i zados  como e lemen tos .  quando t r ans fo rmações  em uma Or

b i t a ,  se ja  p rovocadas por pe r tu rbações  se ja  po r  co r reções ,  f im

zem-na passa r  pe la  re t i l inear idade.

Quando .e =0 ,  os  con jun tos  ap resen tados ,  j un to  com seus

subcon jun tos ,  t êm a desvan tagem de que P ,  Q ,  w ,  T ,  M, e as  anoma

l i a s  v ,  E ,  M se to rnam indeterminadas ao mesmo tempo que o p ró

p r i o  pe r i f oco .  Po r tan to ,  pa ra  excen t r i c i dades  p róx imas  a ze ro ,

precisamos passa r  para  e i xos  de re fe rênc ia  baseados em ou t ras  1i

nhas  ou  pon tos ,  que não  o pe r i f oco  ou a l i nha  das  apsides: po r

exemplo, o nodo ascendente (ou  l i nha  dos nodos ) , os pon tos  . no

p lano  o rb i t a l  an te r i o res  ou  pos te r i o res  ao nodo  po r  ângu lo  = &Q
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(as o r igens  pa ra  à e õ. como de f in idos  ac ima ) ,  ou  o ve to r   posi

— - — . -”  . - ” .
ção na  epoca,  T,.- Dessas o r i gens ,  apenas a u l t ima  e l i v re  de in

—

de te rm inações  t an to  pa ra  i = 0 º  quan to  pa ra  i . =  180 º .  Dessa  fo r
.- + . . += SA.

ma, & p re fe r i ve l  um con jun to  de e lementos que subs t i t ua  PeQ po r
- — + > -—

U, * 1 /T ,  e V, sendo Y, pe rpend i cu la r  a U, e con t ido  no  p lano

da orb i ta :

” E - “

a*  semi-eixo maior,

e cosE SAN ss  so as  -o | combinações da excentricidade e da anomalia media na epo

e senk [ º *T t ,  -
+ o + +

U, = (UU U) UU, = 1,
+ y com as condições $ + 7
Yo = (VV ,  V) 59 Oo

X 
U E = 0 .| oo

Para  o círculo, ecosE ,  e esenE,, são  nu los ,  reduz indo os

elementos a quat ro  e e l im inando qua lquer  problema com a in termi

nação  de E ,  M T ,  e t c .  Pa ra  o rb i t as  aprox imadamente  c i r cu la

res ,  o p rob lema  de d i v i d i r  po r  uma excen t r i c i dade  pequena ,  com a

resu l t an te  i nce r t eza  em E ,  e quan t i dades  assoc iadas ,  é e l im inado

va r i ando -se  a forma da equação de Kep le r  e equações re l ac ionadas ,

Obviamente, genera l idade  também pode se r  a t i ng ida  se

u t i l i za rmos  como elementos o con junto

=

Fo”  &, Yo 25)
+ . e .

rt = (x, YZ , posição e velocidade na época, t -

117.2 - Formulas Universais e Unif icadas *

São aquelas que podem se r  usadas com e l í pses ,  h ipê rbo

les  e pa rábo las ,  i nc l u i ndo ,  os extremos re t i l i nea res .  As — formu

las  un i ve rsa i s  podem também se r  usadas no  extremo c i rcu la r  da

* Ver discussão detalhada em C - 9 .  ,pãg. 309-15.
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e l i pse ,  porêm as un i f icadas não.

As fo rmulas  un i ve rsa i s  de par t i da  usualmente inc luem:

p 2 + >
(34)  1 = TT ,

= * = Et 3
(35)  uv D, r f ,  T To»

6 2 0d
( 36 )  Ss. To Ty

; 2 -
o Ss: D2 o 2 o 1
( 37 )  A E Za  =Z2- Sea =a pv TN q

Em alguns casos  u t i l i za remos  ad ic iona lmente  uma ou mais.

das segu in tes  fó rmu las ,  que tambêm podem se r  c l ass i f i cadas  como

un i f i cadas :

- " > +

(38)  U, = To/To»

Foto E a(39) Vo VP VQ = ( rã TÇE)/VE
3 >

(40 )  p=  Vo" Vo

+ + ZX
í pPs=  VY, Yp' cos Vo "Vo Sen V,

( 41 )  à + + "

= (pQ :=  V, /p sen V, + V, cos V,

11.3 - Metodo de Newton-Raphson

Es te  método, susc in tamente  aqui apresentado,  ê u t i l i za

do pa ra  ob te r ,  po r  aproximações sucess i vas ,  a r a i z  de uma  equa
-

ção a lgéb r i ca ,  e pode se r  deduzido a pa r t i r  da bem conhec ida se

r i e  de Tay lo r

(42) — fxtax) = £OO + (MEN) + Fr (A) EGO + Fr (A)EM CO+
+ . . .
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Admitamos que a equação cu ja  r a i z  se dese ja  ob te r  se ja

( 43 )  f ( x  + Ax)  = O ,

de t a l  forma que x + Ax se ja  a so luçao  p rocu rada .  Se x ê uma apro

ximação à es ta  ra i z  t a l  que as potências de ordem super ior  à p r i

mei ra  de Ax são neg l i genc iaáve is ,  a eq .  (44)  fornece

( 44 )  Ax = - f ( x ) / f '  ( x ) .

Se as po tênc ias  supe r i o res  de Ax não são neg l i genc ia

ve i s ,  x + Ax usua lmente  rep resen ta  um me lho ramen to  em re l ação  ao

va lo r  i n i c i a l  x ,  que se rã  u t i l i zado  em uma segunda aproximação.

No tas :  (1) Se f ( ( x )  não va r ia  aprec iave lmente  na  segunda aproxi

mação, geralmente ê desnecessário rev i sã - l o  mais uma vez.

( 2 )  Se f " ( x )  tem s i na l  oposto  a f ( x ) ,  a aproximação dada

po r (44 ) ,  pa ra  Ax ,  pode ,  ocas iona lmente ,  es ta r  er rada em

s ina l ,  uma vez  que ,  ma i s  p rec i samen te ,

f(x) + 24x) E (x)
Ax  = .  .

f '  (x)

(3) Se f (x )  não é faci lmente ca lcu láve l  por  meio de expres

sões ana l í t i cas ,  pode se r  aproximado po r

f(x.) - f(x.EO:  ( x )  - £Xx;) :

onde x; ex  são duas aproximações. O método de aproxima

ções se t ransforma, então, em um problema de in terpolação

ou ex t rapo lação .

(4 )  Um g ra f i co  em grande esca la  de f ( x ) ,  f (X ) )  + ,  ou  uma

sucessão de g rá f i cos  em esca las  c rescen tes ,  pode se r  usado

algumas vezes de maneira efetiva na substituição dos câlcu
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l o s  sucessivos de Ax. À curvatura ind icada pelos te rce i

r os ,  e pos te r i o res ,  va lo res  de f ( x )  não  sô  ace le ra rã  a

aproximação como tambêm reso lve rã  qua lquer  d i f i cu ldade  in

t roduz ida por f " ( x ) .

11.4 - Expressoes de é e 9g: Expansão em Serie e na forma

Finita

A segu i r ,  se rã  conveniente i n t roduz i r  as quant idades

(45) E = E -E , = M-M,
À = 0 , , 1 , . . . ,

= n ( t - t )  - 27),
o 0<E<2nN, - f<M<+

a l?
(46) f = cos f ,  g = sen f ,

ATI

. Ar :
(47) f = -  3/7 senÊf = - .. g= f .

O problema que o ra  se põe é o da determinação de se

r i es  de Tay lo r  no  tempo, e em uma v iz inhança de too  êpoca, Dara

essas va r i áve i s .

Com as de f i n i ções  usua i s ,

+ > + L t  + = (dr * T
( 48 )  Tr = T ( t ) ,  T, r t ) ,  Tr, CE Tr, (120 e t c .

podemos esc reve r

Pa  $ 25 2 1044 3, 114 )4 i v(49 )  rTeT,* ( t- t)r  +37 (t-t) t t  gr (tt) É, + 77 (t-t) 1 t o . . .

Tomando a equação de movimento dos do is  corpos na  for

ma re la t i va ,  eq .  ( 10 ) ,
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(51)

(52)

(55)

(54)

(55)

17

ob temos  imed ia tamen te

eo SE
r = WEFIRÇT.

Tr r

Di fe renc iando  mais uma vez e i nse r i ndo  e ( 10 ) ,

7iV = & - 12 — + 3 o ? E r

Antes de d i fe renc iarmos mais uma vez ,  prepararemos a exc lu -

são de der ivadas  de ordens supe r i o res  em r pe la  in t rodução

de expressões como

r É + uá -  te  a = - 1 /a ,

ou

r r=un (p  - rr).

A ú l t ima  dessas expressões E a mais s imp les ,  e tem a van ta -

gem ad ic iona l  de que p , O a medida que a ó rb i ta  se aprox i -

ma da  re t i l i nea r i dade .  Con tudo ,  a p r ime i ra  é a subs t i t u i ção

hab i t ua l ,  p rovave lmen te  porque a = - 1 / a ê ge ra lmen te  ma i s

u t i l i zada  do que p ,  o qua l ,  como v imos ,  pode não se r  de te r -

minado;  e ,  alêm d i sso ,  - 1 /a  , O a medida que a o rb i t a  se

aprox ima de uma parâãbola. Se adotarmos a eq .  ( 52 ) ,  (51)  as

sume a forma

2
i v .  +58 15 HE

Tr

Di fe renc iando  mais uma vez ,  e novamente subst i tu indo as

eqs .  (10 )  e ( 52 ) ,  obtemos

2 2 PE
W=-15  (4 XT + 3 EE  72 )  T+

' Tr '- Tr
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Tr r

Quando o i n t e r va lo  convenc iona l  de t empo ,  t - t ,  ê subs

“ t i t u í do  pe lo  i n t e r va lo  de tempo canôn i co ,  tTAk . ( t - t , ) ,  as der i

vadas são em relação a T em todas as equações (10 ) ,  ( 49 ) .  (55)e

p é subs t i t u í do  po r  un, 71 .  4

Com o aux í l i o  das eqs .  (48 )  e ( 10 ) ,  (50)  - ( 55 ) ,  pode

mos reesc reve r  (49)  na  forma

(56)

desde que façamos.

- 27  3 = 4 247 5 Zf =1+ ( t - t )  £, + ( t - t )  f z *  (t-t) £ ,+ ( t  t) f o t o

(57)
= t - t  + ( t t )  2, * ( t - t  3º E, + ( t - t  7” ge +

8 :  o oº E oº & oo ET SS

onde ,  com os  va lo res  de Ty "  T,  e aq- = - 1 /a  ob t i dos  de ?, e T, pe

la  formulação un i ve rsa l ,  temos

' - - L 1 F(58) ff, = - E,, g ,=-  Are E ,2 27º 3 6 º  3 *2

p r  - p r  1
(59) £f, = —I pg, = —— = £ , ,

5 27º 1 4 r  2 "o o

- 2
2 r r  2- 3 -2

f = jà 4 + (3a r  - 15  o o )  » Y = Ez4 | o 24ro | 24x 2 º
(60) .

22  :
2 r r .- 23 (E 2Eq = Eçl10 + 30(3ar,-15 —22)|[= É (E,-863),

L 120 r ,  nv

e ,  notando que En+1 se assoc ia  natura lmente com £ ,
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2 :  22 2

f 5  = e. 4 + ( 3a r , -  7

fe Ler

(61)

Ê6 = 7 + 203ar) - 7-2 = ,  - EE,

Es tes  coe f i c ien tes  foram ob t i dos  po r  d i f e renc iação  a

pa r t i r  das eqs .  ( 9 ) ,  (47)  - ( 52 ) ,  mas se tornam cons tan tes  quando

esc r i t os  com Índ i ce  O,  i s t o  é ,  quando assoc iados  com a da ta  f i xa

tt," Ass im,  pa ra

(62) Te fT teg

temos simplesmente

f * 2% dz

(63)

E
us U 2 co  41 + 3 ( t - t , )  2, + 40 t - t , )  g, + S ( t - t , )  gQ + . . .

A convergência matemática dessas sêries fo i  invest iga

da po r  Moul ton (1903 ) .  Contudo, nas ap l i cações ,  a u t i l i dade  das

se r i es  t e rm ina  an tes  de suas convergências matemat icas,  quando os

t e rmos  de ma i s  a l t a  o rdem,  e ma i s  comp l i cados ,  se  to rnam apreciãá

ve i s  c r i t ê r i o  g rosse i ro :

2 ,3
u (6  - t , )  I r ,  > 0 ,01 ) .

1”

Para  e i xos  o rb i t a i s ,  po r  exemplo,

( 69 )  dO  wo
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Ass im ,  dado

2 :2  SS
(65) Vup' = 1 vV, = *Jão “Fuoruo"

podemos esc reve r  pa ra  f e g

(66)

f -  6 A " Yotuo) VP
(67) |

e * TC oXno * Xoiwão)//UP.

As eqs .  (66)  e (67)  fornecem expressoes f i n i t as  pa ra

f ,  & ,  Í ,  g .  Po r  exemp lo ,  bas ta  cons ide ra r  as r e l ações  el ípt icas

bâs i cas  (45 ) , ( 29 ) ,  27 ) ,  (22)  e ( 23 ) .

Por  ou t ro  l ado ,  é uma ca rac te r í s t i ca  das  exp ressões  pa

r a  f ,  g ,  f ,  g fo rnecerem cont inu idade e determinação quando e &

ze ro  ou  mu i to  pequena, bem como pa ra  qua lquer  outro va lo r  da ex

cen t r i c i dade .  Po r tan to ,  é adequado mod i f i ca r  a equação de  Kepler,

( 27 ) ,  e as equações associadas (24)  e (66) pa ra  r.,D e c ;  cons t ru

indo r e l ações  que se jam igua lmente  cont ínuas  e determinadas.

Para  ab rev ia r  t odas  essas  exp ressoes ,  subs t i t u i r emos

as  funções  de e E ,  po r  ce r t as  cons tan tes  de te rm inadas  d i r e ta8
+ -. o e a.

mente  de Tr, e r o "  Exp l i c i t amen te ,  u t i l i za remos

Tr, = a ( l - e  cosE) ,  c=e  cosE ,  = 1+a r ,  = l1 - r ' / a ,

(68)

D, = (a e senE , ,

e ,  a l ém d i sso ,  i n t r oduz i r emos  as  ab rev iações
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h = a?  (M-M)  = /V( t - t , )  - 272a?/?

(69)
>

= !
—= (UR ANA

o A

Apesar de M e M, serem ind iv idualmente indeterminadas

pa ra  Orb i t as  c i r cu la res ,  é ev iden te  de (69)  que M-M, ê sempre

determinada.  En tão ,  NM, £ e v - v ,  são determinados, e à equação

de Kep le r  pode  se r  co locada  em uma forma sempre de te rm inada  como

se segue:

(70)  M-M,  = ÉÊ-e senE + e senE,,

D,(71)  M-M,  = É + (1  - cosÊ) - c ,  senÊf,
” a

(72)  MN=r, /a E + Da ( l  - cosE) + ca  Pç  - senÊ) ,

(73)  n=  r )/a senÊ + Da (1 -  cosf )  + a? /? (g  - senÊ) .

S im i la rmen te ,  equações para  r ,  D ,  c podem se r  esc r i t as

como

(74) r=a+  D /a senÊ - c ,a  cos f ,

(75)  rT=T,*t D /a senf  + ca l l  - cosÊ) ,

(76)  D = D,cosÊ + c/a senÊf,

(77) c= - - º  senf + Cc, cosf.
fa

Dessa  fo rma ,  podemos reesc reve r  as  eqs .  ( 66 )  nas  formas
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= a — = - a. “—f =—-  ( cos f  - e cosE)  1 = ( 1  cosÊ) ,
o o

Wgs= a? /?  (senf  - e  sent  + e senE )
(78) º

- RN -a?/2(E- senk)

= r,/a senf + D,a(1-cosÊ).

Analogamente, desenvolvemos (67)  em

p=  VE senÊ, '
r r

(79) º
g = * ( cos f -e  cosE) = 1 - ( 1 -  cos f ) .

11.5 - Sistemas de Coordenadas e Comxmeçaão para o Tempo de Luz

Num câ l cu lo  de ó rb i t a  gera lmente supomos que os —ângu
-— -—

l o s  de o r i en tação  são determinados de V. e Yo i s t o  é ,  dos ve to

res un i t á r i os  rad ia l  e t ransversa l  para t a  época. Assim pe la

f i gu ra  3 vem:

sen i cos  u,

W =( 80 )  sen i sen  u,

( 81 )  ( 1+  cos  i )  cos t ,  = Vo * Yjo

(1  + cos  i )  sen t ,  =U , ,  - Voo

Notando que sen  i e l  + cos i sãosempre  > O ,  nos  podemos

r eso l ve r  essas equações unicamente pa ra  funções de i, vo  &o* Se

os ângulos w e N são tambêm necessarios, podemos calculã-los adi

c iona lmen te  por:

( 82 )  w=su  -Yyv

D
D

E
) I e E
? N e t <
=(83)  8
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Para Orbitas hel iocêntr icas é costume re fe r i r  os angu

p. H F
”l o s  de or ientação à ec l i í t i ca  (Q = Rs  wu = wo), porém &

hab i t ua l  r e fe r i r  os componentes do ve to r  o r i en tação  ao equador.

Nestas c i rcunstânc ias  é p re fe r í ve l  p r ime i ro  fazer  uma rotação das
-—

componentes de Yo e V, do ângu lo  e ,  a ob l i qU idade  da ecl i t ica,pro

duz  indo

VV. =aYVXc9 xo

(84) Ú
São  =-Vy, COS E + Yo  senc

V = -V  + V cosec .| 2 yo  Sen e zo  e

Geralmente o equador mêdio e o equinócio de 1950,0 de

f inem a re fe rênc ia  p r imar ia  das coordenadas. Tanto dinâmicas ou

obse rvac iona i s ,  r e tangu la res  ou  es fê r i cas ,  he l i ocên t r i cas ,  geo

cên t r i cas ,ou  topocênt r icas.  O sistema de re ferênc ia  é equatorial,

po r  causa das pa r t es  dominantes representadas pe la  l ong i t ude  e

l a t i t ude  do pon to  de observação e pe la  ascensão e dec l i nação ,usu

almente as coordenadas determinadas com ma io r  p rec i são .  O s i s t e

ma ec l í t i co  aparece apenas pa ra  N ,  i ,  w,  e en tão  pa ra  o rb i t as  he

l i ocên t r i cas ;  o s i s tema ho r i zon ta l  as t ronômico aparece como re fe

rênc ia  quando as coordenadas são a a l tu ra  e o az imu te .  ( c f .  f i gu

r a  4 ,  a segu i r ) .
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da t ox i s

l z  é oxis

F igura  4

Em qua lque r  caso ,  po r t an to ,  a o r i gem de t odos  os  s i s t e

“mas de coordenadas desc r i t os  acima é o pon to de observação ( res

pec t i vamen te :  cen t ro  da t e r ra ,  cen t ro  do  so l ,  e supe r f í c i e  da

t e r ra ,  i s t o  é ,  t opocên t r i co ) .  F i ca ,  ass im,  cond ic ionado ao — p ro

b iema  de que se  es t i ve r  t r a tando  a t r ans lação  do pon to  de obse r

vação do foco p r imar io  de atração (ou dinâmico), ou vice-versa,

mediante a relação:

(85) D=op l=T+R,  onde p=p (E ,n , t , p ,a ,d ) , '

mos t rada  geome t r i camen te  pe la  f i gu ra  5


















































































































