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1 - INTRODUÇÃO

O problema do cá lcu lo  de órb i tas  em Astronomia Es te -

l a r  possu i  d i ferenças profundas e imp l i cações  d ive rsas  daquele da

Mecân i ca  Ce les te ,  não obs tan te  o t ra tamento  matemát i co  s im i l a r .

Os  parâmetros das  ó rb i t as  es te l a res ,  ao se rem cor-

re lac ionados com propr iedades f í s i cas  das es t re l as ,  contr ibuem para

a d i ferenciação dos vár ios t ipos de populações este lares na Galâã-
x ia  ( ve r  r e f .  1 pág 107 ) .  Órb i tas  ga lá t i cas ,  quando ca l cu ladas

regress ivamente  no  tempo,  permitem a conexão en t re  as  ve loc idades

a tua i s  da  es t re l a  na  v i z i nhança  so la r  e aque las  quando de sua  fo r -

mação (ver  r e f .  2 pág .  71 ) .

O es tudo  das orb i tas es te l a res ,  t ratadas ind iv idua l -

mente,  demandarã que se  arb i t re  constantes (elementos da ó rb i t a ) ,

bem como as  deduções das i n teg ra i s  de energ ia  e de á rea ,  que  de f i -

n i r ão  a forma e o tamanho das  ó rb i t as .  Cons ideradas em con jun to ,

sua d is t r i bu ição  no  s is tema es te la r  serã dada pe la  d is t r ibu ição  de

um s i s tema  de e lementos  de órb i ta  e pe la  função d i s t r i bu i ção  das in

" t eg ra i s  de  energ ia  e de á rea .  Os movimentos das  es t re l as  nas  par

t es  ex te r i o res  do  s i s tema  es te l a r ,  obedecendo à um campo de  fo rça

quase newton iano ,  permitem prever uma d i s t r i bu i ção  de ó rb i t as  de-

te rminada segundo a d i s t r i bu i ção  dos elementos kep le r ianos  das  ó r -

b i t as  e l í p t i cas .  Nessas  cond i ções ,  observa-se a poss ib i l i dade  de,

a t ravês  da ana l i se  das ó rb i tas  es te l a res  e de sua  d i s t r i bu i ção ,  ob-

termos ma is  uma v i a  de aproximação ao es tudo  do s i s tema es te l a r  (ver

r e f .  10 pág 281 ) .

Órbi tas no plano ga lá t i co  poderão se r  um ponto de

par t ida  para a determinação de órbi tas rea i s ,  t r id imens iona is ,  mor-

mente de es t re l as  com pequenas componentes de  ve loc idade ao  longo

do e i xo  Z ( r e f .  1 pág .  109 ) .

Es te  p ro j e to ,  en t re tan to ,  não d i scu t i r á  as  questões

ac ima ,  que podem ser  encon t radas  nas  re fe rênc ias  c i t adas .  Faremos

o cá l cu lo  de ó rb i t as  no  p l ano  ga lá t i co  pa ra  algumas es t re l as  de

a l t a  e ba ixa  ve loc i dades ,  res t r ing indo-nos a aspectos  puramente

mecânicos.

Procu ra r - se -ã  quanto  ao  método de cá l cu lo ,  segu i r  àa

o r ien tação  con t ida  na  re f .  1 .  Serao re fe i tos  os  cá l cu los  para

a Órb i t a  da  es t re l a  u t i l i zada  como exemplo nes ta  re fe rênc ia ,  e os

r esu l t ados  submet idos a um co te j o  e à um a jus te  segundo os  va lo res

t abe lados .

O trabalho reves te - se  de ca rac te r í s t i cas  de reso lu -

ção  de  um ún i co  p rob lema ,  sem o exame de suas  consequênc ias  ge ra i s

na  As t ronomia  Ga lá t i ca .  Exper imenta lmente ,  o p ro je to  en r i quece -se

com a esco lha  de es t re las  v i s í ve i s  na  nossa la t i tude ,  tornando pos-

s í ve i s  invest igações no  problema da d is t r ibu ição das órbi tas es te-

l a res  no Hemis fér io  Su l .



11 - CONSTDERAÇÕES TEÓRICAS

Ao estudarmos os  movimentos das es t re las  na  Ga lâx ia ,

deparâmo-nos com sé r i as  l im i tações obse rvac iona is .  Os movimentos

es te l a res  tornam-se acess íve is  somente na v iz inhança so la r .  São me

l ho r  desc r i t os  em termos de  um des locamento méd io ,  considerando-se

a v iz inhança como um todo,  que def ine re fe rênc ias  locais.

Distinguimos t rês c lasses  de movimentos:

- 1º - o movimento médio  ( f i s i camente  o ma i s  s i gn i f i ca t i vo )  de to-

das as  es t re las  no elemento de volume cons iderado;

- 2º - a ve loc idade do So l  re la t i va  a es te  movimento médio;

- 3 º  - as  ve loc idades das  es t re las  relat ivamente ao movimento méd io .

Um ponto possuindo es te  movimento mêdio de f ine  o Pa -

drão Local  de Repouso (P .L .R . ) .  Denominamos, tambêm, "movimento

so la r "  ao  movimento do So l  re la t ivamente  ao PLR.  Pa ra ,  en f im ,  de-

duz i r - se  as  ve loc i dades  das  ou t ras  es t re l as  re la t i vamente  ao PLR,

dever -se -ã  co r r i g i r  seus movimentos observados para os  e fe i tos  do

movimento so la r .

Dinamicamente,  de f i ne -se  o PLR ,  por um ponto na  v i z i

nhança so la r  que se  move em uma órb i ta  perfe i tamente c i rcu la r  em

torno do  Centro Galâático (C .G . )  com,  exatamente,  a ve loc idade c i r -

cu lar  o rb i ta l  que se r i a  acarretada pe las  forças grav i tac ionais  que

atuam nes te  pon to .

Embora qualquer s istema de coordenadas se  preste  pa-

ra  es tas  de f i n i ções ,  Oo mais  adequado ê o da F ig .  1 .

t z

. —
Cen t ro= vizinhança

Ga la t i co so la r

e

Figura  1

Z ê à componente de velocidade perpendicular  ao p l a -

no ga lá t i co ,  NT é à componente de ve loc idade d i r ig ida  rad ia lmente  no

sen t i do  ant i -cent ro  e O ,  a ve loc idade tangenc ia l ,  é a componente na

direção da rotação ga lã t i ca .  Em termos de coordenadas ga lá t i cas

es fé r i cas ,  1 ê posi t ivo na direção (e t  = 180 º ,  p t !  - 0 º ) ,  O pos i -
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t ivo na direção (£ ! !  = 90 º ,  p l !  = 0º)  e Z positivo na direção
ms.  = 90 º ,

11 .1  - CARACTERÍSTICAS DAS ÚRBITAS GALÁTICAS DAS ESTRELAS

Proporemos um estudo não estat íst ico do movimento

das est re las sob um potencial  ga lá t i co .

Trataremos,  i n i c i a lmen te ,  do movimento ep i c í c l i co ,

caracter ís t ico de es t re las  de baixa ve loc idade,  cu jas  órbitas se

desviam pouco de uma configuração c i rcu lar .

T1T.1.] - MOVIMENTO EPICTCLICO NO PLANO GALÁTICO

11T.1.1.1 - COMPONENTE RADIAL

Suponhamos uma es t re l a ,  próxima ao So l ,  com r = R ,

(ver F i g .  2 ) ,  possuindo uma velocidade de rotação O ,  = O i re  (RS) Da

d i reção tangenc ia l  e com pequena velocidade de perturbação 1H, na

di reção rad ia l .  Calculemos a órb i ta  que a es t re la  descreverâ num

s i s tema  de coordenadas em ro tação,  centrado em Ry '  e movendo-se

com velocidade tangencial  O ,  em torno do Centro Galâático, Neste

s is tema,  o Padrão Local de Repouso permanecerá f i xo .

Sabendo que

r - r y=E  , (1)

onde y é o ângulo que um observador no C .G .  mede para os  desloca-

mentos do ra io vetor r ,  e F .  a componente rad ia l  da força por uni

dade de massa que atua em um ponto r qualquer, e observando, mais

1!4 º
a inda ,  que em um ponto arbitrário temos

o = ryv? , Estrelaç————» O,

e

o :F = C1 re  '

r r

r =R
vem fe)

2
. e? e .
raa=  = —ELESL

r r

| Cen t ro
Ga la t i co

Figura  2



Se ja  agora

onde € É à variação em r devido à velocidade de perturbação É. As
s im ,

r=eE ,  : (3 )

Pela conservação do momento angular,

%% " 8 Rg + (a )
donde

2 272 n2 nº 2
2 = ão  om 2-2 '
r r' (RQA+8A)' RR | (1+E/R)'

ou

e? o?
= —2 [1- —E |, (5)

r R Ro 2)

abandonando-se os  termos de ordem super io r .

Desenvolvendo-se O ,, ( r )  na  v iz inhança do ponto r=R , ,

1s to  é ,  na viz inhança so la r ,  em sér ie  de Tay lor ,  v i rã

ee .

i i
c i re  (R ,  + te )= "  à o O (R )  (R +E-R)

: inO0 L c i re  o o o

Qt re  (Ro )  + d i r e  (R  o )  E

* dr

R

=O, - (A+B) e,

Des ta  forma,

o”. 0º - 20  (A+ BE + . . .
—eire , O o .

r R, ( 1  + E /R , )

- Separando-se os  termos des ta  f r ação ,  e procedendo de

modo idên t i co  quando da obtenção da equação (5 ) ,  te remos:

O - 20 , (A+ B)e + . . .  oi. A TA  1 -

R, (1 + E/R,) Ro À R /  RR
o



n t  o 2 nz  e - DÁ
2 29 A + B l  + . . .  o 2 n/R, 26. 2 *

- - (7+B) E = — (ND) ——
R (1 + ec/RJ) R, R, R, PÁ E,

2 no :" O . [Sm e .  2 (a + Be

R, R, R,

". | o?
Considerando-se as equações (2) e ( 3 ) ,  e subtraindo-se

Sire. des ta  última exp ressão ,

r

“ o 20 o? o?
E =—"*— -3e — + —(A+ BE + —— e = —

2

R, R, R, R, R,

. .  20  fa
E =——ºº- (A+  B) - —% le

R R
[>] o

Ecamem [ i n+m-  caos

E=-  [ -  4B (a = Bm):

Em-x ' *E  , (6)

sendo

x = 2 - B(A- B )  . ( 7 )

A solução da equação (6) será,  por tanto,

Ee =G senx  ( t  - t , ) .

Uma vez que E = 0 ,  quando t = 0 ,  façamos t ,  =

ob te remos :

£€ = Gsenx t ,
Deste  modo,

I 1=c6=Gx  cosx t .  TI

En t re tan to ,  E = T ,  quando t = 0 ,  donde G = 2 . Ass im ,
x

1
E = —" — senx t  (0 )

ou

i =1 , cosx t . (9)

o e
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A equação (8) most ra  que a es t re l a  oscila harmoni-

camente em torno de R, na  d i reção  rad ia l ,  Por exemplo,  se

x = 31,6 km/s, ese  1, =30km/s ,a  amplitude da osc i lação será

he + + kpc.
x

Este valor de '", ê t íp ico da maioria das estrelas na vizinhança so
l a r .  As es t re las  próximas ao So l ,  durante sua revolução em torno

do Centro Ga lâ t i co ,  se  concentram numa reg ião  que se  estende de

[R, -.ll kpc) a [R o t l  kpd. Podem, en tão ,  se r  consideradas como a

população des te  volume do espaço.

O período de  osc i lação serãá:

2 27 = 28 x 00,973 x 10º
x 31 ,6

sendo [0,973 x 10º | = kpc/km/s.

P = 1 ,93  x 108  anos .
osc

Sabendo-se que o período de revolução em torno do

Centro Galát ico ê :  9
P = 27R 2 "  x 0 ,973x  10

r e ,  A -B

P = 2,45 x 10 º  anos,
rev '

teremos

—QCESn. = 0 ,79 ,

-
Des ta  forma, uma es t re l a  completa 1 1 /4  osc i l ações  rad ia i s  num SO

per íodo de revolução em torno do Centro Ga lá t i co .  As ó rb i tas  não

são fechadas ,  tenão em v is ta  não serem igua is  os  pe r í cdos  de revolu

ção e de oscilação. Não podemos, portanto,  descrevê-las como sim-
ples  e l i pses  e não cabe à ap l icação da  le i  do inverso do quadrado

da d i s tânc ia ,  Em ge ra l ,

Pose - MR A -B  1 A -B  ,

P º  x 2N/ -B(A-BE) 2 -B
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11.1 .1 .2  - COMPONENTE TANGENCIAL

Consideremos o movimento da es t re l a  na  d i reção  tan-

gencial.,

Sendo

er y=Ca=  RO
[=

de ta l  maneira que

. RO
DV = 2 o ,

r

e como

2 .»  n2  ?r : =z  R, CG E ) ,

o

t e remos :

é o o 1 = 2 . (10)
R? R

o o

Recordando-se a equação (8 )  e subs t i t u i ndo -se  em (10 ) ,

p=  o 1 71 = 2 - 21.) sen  x ti,R (11)
o xR .  i

Subtra indo-se O0,/R, ( termo uniforme de revolução ga lá t i ca )  da equa

ção (11 ) ,  encont raremos que  a d i f e rença  em ve loc idade angu la r  en t re

a es t re l a  e o Padrão Local  de Repouso é

Ab = — 12 do sen x t  . (12)

Conver tendo Av  em ve loc idade  t angenc ia l  l i nea r ,  encontraremos à se

gu in te  expressão  para os termos de p r ime i ra  o rdem:

49 = r i y= (R ,+  E )  = R 8.

En tão ,

Ao  = .  2 ,  oo  sen x t .  ( 13 )
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Integrando-se em relação ao tempo, teremos o desloca

mento tangencial n re lat ivo ao PLR:

a cosx t .  (14)
R

Com a equação (7) e com a relação

o =A -B ,
R,

obtemos,

20, — 2 (A -B  11 :

x *R ,  -4B (A - B) -2B

Portanto,

A
n = ——&*— cos x t .  (15)

-—2B
E,

As equações (8) e (15)

mostram que à Órbi ta de uma — estrela
num s i s tema em rotação é uma e l i pse ,  n / x  1 /(-2B)

La)
com semi -e i xo  menor i gua l  a 1 / x na

direção rad ia l ,  e semi-eixo mator

iqual a 1 )/(-28B) na  d i reção  tangen-

c i a l  (ver  F i g .  3 ) .  Es te  movimento

relat ivo ao PLR é chamado de "ep íc i -

c lo " ,
Ypara o Centro

À razao en t re  as  am- Ga lâ r i co

p l i tudes  tangencial  e rad ia l  se rã :  F igu ra

amplitude tangencial = 1 ,  2 VW =B. —- B )  A-B - B (16)

amplitude radia l  - 2B -B

AB = 1 ,58 ,
- B

Vemos, ass im ,  que o deslocamento na d i reção tangen-

c ia l  é mui to maior do que na rad ia l ,  O sent ido do movimento epi -

c íc l i co  é retrógrado (an t i - ho rá r i o ) ,  enquanto que o mesmo em tor-

no do Centro  Galát ico é horár io ,  Uma osc i lação en € e n sendo

completada num só perfodo,  tem, como decorrência,  que as  velocida-
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des médias correspondentes são proporc ionais às  amplitudes das os -

ci lações nestas d i reções:

Cl 2/78 0,63. (17)
<le-0,1> a BB

Do ponto de  v i s t a  de  es tudos  es ta t í s t i cos ,  con tudo ,

não medimos

< le  - e | >  = < o -  aire (R ) )>

pa ra  uma só  es t re l a  em seu c i c l o ,  Med imos ,  en tão ,

< le  " Or i re ( x )  | ?

para  um grupo de  es t re l as  com d i f e ren tes  cond ições  i n i c i a i s  e pa-

râmetros de ó rb i ta ,  ao passarem próximas ao So l .  Ass im,

- = R -
e ( x )  Oo i re lE )  Soto So i re  ( x )

r

" —oPo f1.2—E À ff Peire = E
R,  R, o d r

H ! J

o (O
)

o np
.

" (+
)

a
a =

Ê
o

o

dr

= ( -A  + B + A+  B )c

= 2BcE

= 2 Bh. sen x : t  ( 18 )
x

Das equações (9)  e ( 18 ) ,

< ln )>  - 1, ( cos  x t  >

C 1a, - Oeire (E) |D = 2B 1,(sen x t )  / x

resultado que obteríamos se fizêssemos a razão entre as dispersões:

A - B (na  Á

OGIA
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Na dedução da equação (19) consideramos

cos x t )  = (sen x t ) ,

levando em conta que as  fases das es t re las  nos seus movimentos epi-

c í c l i cos  são a lea tó r ias .

O quadro que dispomos das  es t re las  que seguem ó rb i -

tas ep ic íc l i cas  es tá  cons is tente  com a representação es ta t ís t ica

gera l .  A pr inc ipal  l imitação da Teor ia Epic íc l ica provém do
f a to  de  que t rabalhamos somente com termos de pr imei ra  ordem na ex-

pansão das  Le i s  de  Fo rça ,  Deco r re ,  por i s t o  a ex is tênc ia  de  a l -

gumas d isc repânc ias  entre os  movimentos verdadeiros e aque les  pre-

v i s tos  pe la  teo r ia ,  à medida que a amplitude do ep ic i c lo  se  torna

maio r .  En t re tan to ,  podemos novamente nos aproximar dos movimen->-

tos reais ao fazermos integração numérica das órb i tas.

11.17.27 - FÓRMULA GERAL PARA À DETERMINAÇÃO DE ORBITAS NO PLANO GALÁTICO

A Teoria Epic íc l ica  não mais ê adequada quando o mo-

vimento se  a fas ta  apreciavelmente da configuração c i r cu la r .  A par-

t i r  da Le i  de  Força no p l ano ,  F º  suposta grav i tac ional ,  deduz i re-

mos relações mais exatas.
Consideremos desprez íve is  as  i r regular idades na d is -

t r ibuição das es t re las  e de toda a matêria na Galáxia,  e substitui
remos a d is t r ibu ição  rea l  das  massas por uma regu lar  e con t ínua ,  s i -

métr ica em relação ao plano galát ico e possuindo simetr ia rotacio-

na l  em torno do  e ixo  ga lã t i co ,  que supomos perpend icu la r  ao p lano

e passando. pe lo  C,.G, Da mesma forma, desprezamos o e fe i to  das  co-

l i sões entre as  es t re l as ,  i s t o  é ,  supomos que a Órbi ta  de qualquer

es t re l a  se ja  determinada com p rec isão  su f i c ien te  numa d is t r ibu ição

de  massa como de f in ida  ac ima,  o que s i gn i f i ca  que a perturbação

causada pela passagem próxima de outras est re las é considerada des-

preziível,

Adotaremos as  coordenadas c i l índr icas  descr i tas  na

F igura  4 :  7

o e i xo  ga lã t ico  é o e lxo  Z ,  apon-

tando para o Po lo  Norte —Galâáti-

co ;  r ê à d is tânc ia  de P atê o

eixo 2 ,  sendo l z | a  d is tânc ia  atê

o plano galático. .Supondo-se o Do
Sol  si tuado no plano, traçamos ES.
um e i xo  que par te  do  C .G ,  em d i -

reção à posição do Sol, em — dado ; CUSTAR
é

Figura à4
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momento. A te rce i ra  coordenada c i l í nd r i ca  será o ângulo az imu ta l

que parte des te  eixo e é contado no sent ido da rotação ga lá t i ca ,  ou

se ja ,  no sen t ido  ho rá r io ,  v i s t o  por um observador s i tuado na  face

norte do plano ga lá t i co . " '

Provaremos que se alguma es t re la  num momento i n i c i a l

qualquer es t iver  no p lano galâático e ,  nes te  momento, não possu i r

componente de  ve loc idade  ao l ongo  do e ixo Z ,  permanecerá no p l ano ,

ou se ja ,  descreverá uma órbi ta p lana.
As equações do movimento, em três dimensões, são :

” . )

(9º) = O ,  ) (20)

F ,eF ,  são as  componentes da  força por unidade de massa ao longo

dos  e i xos  r e 2 ,  respec t i vamen te ,  Se ,  de  acordo com o que supomos

anter iormente,  a d is t r ibu ição das massas fo r  s imét r ica  em re lação

ao plano ga lá t i co  2 = 0 ,  es ta  componente F ,  desaparecerã,  Podemos

no ta r ,  tambêm, que em nosso s is tema es te la r  es ta  força estarã d i -

r i g i da  para o p l ano ,

Uma es t re l a  que ,  em algum momento i n i c i a l  ( t  = t , ) ,

es te ja  no p lano galâático, de ta l  forma que sua coordenada 72 se ja

i gua l  à ze ro ,  Z ( t , )  = 0 ,  terá Z = C ,  onde C ê uma cons tan te  de i n -

t eg ração .  Z é ,  po i s ,  a componente da ve loc idade da  es t re l a  ao lon

go do e ixo  Z ,  perpendicular ao plano ga lá t i co .  Se, agora ,  não so-

mente Z ( t , )  = O,  mas também Z ( t , )  = 0 ,  en tão ,  necessar iamente ,  C=O,

e 3 pe rmanecerá ,  po r tan to ,  i gua l  a ze ro .  Ts to  s i gn i f i ca  que |

es t re la  descreverã uma órb i ta  no p lano galâático. Para es ta  es t re-

l a ,  as equações d i ferenc ia is  (20) reduzir -se-ão a :

r - r y?=F ,

" (21)
2 (11) =o0,

d t

Obviamente, não haverã mui tas  es t re las  com componen

t e  de  ve loc idade ,  ao longo de  Z ,  exatamente igua l  a ze ro .  Entre-

tan to ,  é poss íve l  admi t i r -se  que ,  para es t re l as  com baixas ve loc i -

dades Z ,  a consequente órb i ta  no p lano ,  supondo-se nulo o deslocamen

to em 7, representará  uma razoável  aproximação da ó rb i ta  r ea l .  Com

es ta  h i pó tese ,  pode remos  i n i c i a r  um processo i t e ra t i vo ,  conduzin-

do à determinação da verdadeira órbita espacial  da es t re la ,
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Para ag órbitas p lanas ,  teremos, primeiramente,

r ' b=sh ,  (22)

sendo es ta ,  de fa to ,  a in tegra l  de área existente no problema de =

do is  co rpos .  h & uma constante de in tegração.  Pode ser determi

nada pe las  condições in i c ia i s  — posição e velocidade da es t re l a

no momento t = t . .

Ex i s te  tambêm uma segunda in tegra l ,  a integral de  ener

g i a ,  cu ja  expressao deduz i remos.  FRecordando-se, i n i c ia lmente , |

quê ,

r - rmº=F  ,

e que

1 = > r
r

vem
no JS 2

r=  h +F  . (23)
r*? r

No caso do movimento no plano, 2 = 0,860 potencial +

será  uma função somente de r ,

$& = d r ) ,

uma vez que estamos admitindo simetria rotacional, Então,

pp = 2 ,  (24)
d r

Mult ip l icandó-se a equação (23 )  por dr =- r d t ,  e u t i -

l izando-se (24 ) ,  teremos

r r a ta=  (h t / r * )  dr + F dr
Yr

= (h? / r? )  dr + de . (25)

A expressão (25 ) ,  ao ser integrada, da rá :

Li 2FRETES h i )  esa, (26)
2 2 r

sendo ;
= d r )  = F àdr + (C,

r
*

H é uma nova constante de integração e ,  similarmente à h ,  pode ser
determinada a pa r t i r  das  cond ições  i n i c i a i s .

A equação (26) serã  reescr i ta  na forma:

- 2  2—L [rt bh 2005) 4H (27)
. | +?
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e ,  subs t i tu indo-se  h por seu va lor  dado por ( 22 ) ,  teremos

Ls  .
. (x? + r ºV º )  - $ ( r )  = H ,  ( 28 )

A expressão entre colchetes é a energia c inét ica da es t re la ,  enquanto
que -%$(r) é sua  energ ia  po tenc ia l ,  Pe la  equação (28 ) ,  a soma das

energ ias  c iné t i ca  e po tenc ia l  ê cons tan te ,  e es ta  é à expressão da

in tegra l  de ene rg ia ,

Através das equações (22) e ( 28 ) ,  chegaremos à equação
di ferencia l  da órb i ta ,

De (27 ) ,  temos:

. .  2 26h2 2 20 + 8) r on  (29)
r ?

ou

1 2 12) úÁar 2(6 + H)r? - h (30)
at r '

e de (22) vemos que

1 2 d t  1 E ,  ( 31 )

V av h
Combinando-se es tas  duas ú l t imas equações, obteremos:

1

dr c r  | 2  (o+mr - ú ,  (32)
av hº :

Es ta  é a equação d i f e renc ia l  da  ó rb i t a .  O s i na l  da r a i z  quadra-

“da  dependerá das condições i n i c i a i s ,
A resolução desta equação requer a determinação do

campo de força que age sobre a es t re l a ,  e ,  em consequênc ia ,  do po-

tenc ia l  é ( r ) .  A l e i  de f o r çaF ,  , ao invês de se r  uma le i  geral,

decorre de  propr iedades espec í f i cas  do s i s t ema  es te l a r ,

Consideraremos a expressão para o po tenc ia l  formulada

por Parenago ,  cu jos  resu l tados  numér icos não  d ivergem mu i to  daque les

obt idos por Strômgren e Contopoulos (1965)  a par t i r  de uma fórmula

adequada para a reg ião s i tuada en t re  4 e 13 kpc na  nossa Ga láx ia .  A

curva de  rotação O( r ) ,  ob t i da  por  es tes  do i s  ú l t imos au to res ,  atra-

vês de uma combinação de resul tados de medições ót icas e rád io ,  apro

x ima-se do modelo de  potenc ia l  de  Schmidt ,  que se  baseou nos recen-

tes  va lo res  de 0 ,  e R ,  ( 0 ,  = 250 km/s e Ro = 10 kpc ) ,  na dedução da

l e i  de  força e do potenc ia l ,  As  constantes de Oort  adotadas serão

A = + 15 kn /s .kpc ,  B= -  10 kn / s . kpc .



A expressão proposta por Parenago,  para  o campo de ve

l oc i dade ,  do qua l  a l e i  de força se  de r i va ,  pode se r  desc r i ta  po r :

O=|Wr  = -  k r  / 01  + k x?) (33)

vá l ida  para um largo espectro de d i s tânc ias  ao centro galático,.

Vemos,  ass im ,  que

2
2 2 .FL = -  k r / ( 1+  k r ) ( 34 )

e integrando-se (34 )  ao longo de r ,  vem

Or )  = 9 / (1+  k r?º) ,
(35)

sendo

= 2%.  k / (2Xx,) .

De ( 33 )  temos

w=-k  / 0+  k xr?) , (36)

donde

k = -  (1 +k r i ) uw .
1 2

No caso  em que r = R, ; &€ u t i l i zando -se  a re lação

à (R) = B -  A ,

teremos

K ==  (1  +kR)  (B- A ) .  (37)
2 o

Derivando-se a equação (33) em relação a r ,

1 -k r?  dae  . —-k 2 = (w r )  . ( 38 )
dr 1 ( 1+  k xr?) dr

Se ja  agora ,  r = R, , e ,  da Teor ia  da Rotação Galática,

7

Ro O =2A ,
adR

o

4 (39)
wu =B-A ,  d

o

Subst i tu indo-se as relações (39) em (38) ,  teremos

2

B+A=-  k 1 - k ,  R, ' ( 40 )

( 1+k  R2)*
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e es ta  Úl t ima em (37 ) ,

1 = k R?
B+Ax  “—— <—?(B=-A) ,  (41)

1 + k ,R

então ,

(B+A) (1+kR)  = (1 - kR)  (B- A),

donde
2

o
ou

l A- ne o ,  42k,=-—= (42)
o : '

Os va lo res  de  A e B — constantes de Oor t  — e R ,=  10Kkpe,

ao serem subs t i t u í dos ,  dar -nos-ão
=2

k =0,015kpe “,
2

k ,  = 62 ,5  kn /s .kpc  e

62 ,5  r

1 + 0,015r?
*o  (43)

Es ta  fórmula aprox imada,  porêm ú t i l  em termos ana l í t i cos ,  prevê valores

de à que  d i f e rem pouco dos  ob t idos  por St rómgren e Con topou los .  A ta

be la  1 per tence  ao t raba lho  des tes  au to res  e ap resen ta  pa ra  cada r ,  de

5 kpc a 14 kpc,  os  correspondentes va lo res  da ve loc idade 6 e da  for-

ça  F .

r 5 6 7 8 E) 210 11 12 13 24

(=) 225 238 247 252 253 250 244 235 228 224

F 20110 — 9410 8720 7960 7120 6250 5390 4620 3990 3570

TABELA 1

Ver i f i camos ,  en tão ,  pe la  tabe la  2 ,  que os  va lores da

ve loc idade  ca l cu lados  pe la  fó rmu la  (43 )  não  d i fe rem ma is  que  7 km/s da

que les  da t abe la  1 ,  e que  para  à f o r ça  F, , às  d i f e renças  d i f i c i lmen te

excedem o l im i te  + 300.  (As un idades de r e são ,  respect ivamente ,

kpc e km/s, e a força é dada em (km/s)  por kpc).
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r 5 6 7 ê 9 10 11 12  13 18

8 227  243 2se  255 253 259 244 237 229 222

F “10330 9882 9083 8134 7165 6250 5442 4694 4063 = 3522

TABELA 2

À expressão para o po tenc ia l ,  pe la  fórmula (35 ) ,  será:

: 4
868 x 10

E (r) = .

66,67 + xrº

(44)

Subs t i tu indo-se  (44) na  equação d i fe renc ia l  da  órb i ta ,  equação (32 ) ,

t e remos :  .

dr 2 868 x 10º 122r + H rs i : ( 45 )

dv hº 66,67 + r*º

A equação (45) é à equação d i fe renc ia l  da  órb i ta

de  uma es t re l a ,  movendo-se no  p l ano  ga lá t i co  sob  a i n f l uênc ia  da

f o rça  g rav i t ac iona l  que  decor re  de  um po tenc ia l  do t i po  (44 ) .

A forma da  o rb i t a ,  ou  se ja ,  o conhec imento exa to  da

função r = r ( y )  dependerá dos valores numéricos das constantes de
i n teg ração  h e H .  Es tas ,  por sua  vez ,  serão de te rm inadas  pe las

condições i n i c i a i s ,  que são as coordenadas do ponto no espaço em que
à es t re la  es tã  s i tuada em um dado ins tan te  e sua ve loc idade nes te

pon to ,  Em ou t ras  pa lav ras ,  se  conhecemos a pos ição  da  es t re l a  no

momento a tua l  e ,  também, sua ve loc idade,  ao  integrarmos a equação (45)

determinaremos sua ó rb i t a .
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T1IT - PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

T IT .1  - DETERMINAÇÃO DAS CONSTANTES Dt  INTEGRAÇÃO

As cons tan tes  h e H serão  de te rminadas  pe las  condi-

ções i n i c i a i s .   Recordando-se as equações (22) e (2%),

rº?v = h ,

H = = (19º + r t y? )  - HO)  ,

r e fe r i r - nos -emos  ao  ins tante i n i c i a l  t = t y  que ident i f i caremos com

a data a tua l .  Ass im ,

= 20h= RV,

H= L [Rn + RE? |-a (46)
2 o oo  o ”*

Es te  i ns tan te  i n i c i a l ,  apesar  de imp rec i so ,  não i nduz i rá  a e r ros

que  possam p re jud i ca r  os  resu l t ados ,  em v i r tude de que t rabalhamos

com i n te r va los  de tempo mu i t o  l ongos .

Ut i l i za remos  o s i s t ema  de e ixos  U ,  V ,  W, tendo como

or igem a pos i ção  ( f i xa )  do  So l  na  presente  da ta ,  observando que  ado

tamos as  no taçoes  ll, O e Z para as  componentes das  ve loc i dades  da

es t re l a  ao  l ongo  des tes  e i xos .  Fo rêm,  com a f i na l i dade  de fac i l l i -

t a r  a man ipu lação  do ca tá logo  de W.  G l i ese ,  denotaremos por  U ,  V ,W

es tas  respec t i vas  componen tes .  Ambos os  s i s t emas  de r e fe rênc ia ,  O

c i l í nd r i co ,  ass im  como es te  agora in t roduz ido  ( ve r  F i g .  5 ) ,  es tão

f i xos  no  espaço .  En t re tan to ,  as  veloc idades U ,  V ,  W, obt idas no

ca tá l ogo ,  re ferem-se a um s i s -

tema de e i xos  movendo-se  com o

So l .  Deve remos ,  ass im ,  co r -

r i g i r  os  va lo res  das componen- Z

tes  de ve loc i dade ,  re t i rados  do

ca tá l ogo ,  pa ra  os e fe i t os  do

movimento so la r  re la t i vos  ao

s i s tema  em repouso .

As constantes  h

e H são dadas por —* expressões

envolvendo as  coordenadas R,

ev ,  A posição da es t re la  v

deverã se r ,  po r tan to ,  i den t i -  c .G ,

f i cada com a posição do So l .

Figura 5
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Deste  modo ,  os  va lo res  i n i c i a i s  das  coo rdenadas  se rão

R, = r t )  = 10 kpc ;

v ,  = v i t . )  = O rad iano.

A redução dos valores das veloc idades pa rao  s i s -

tema de re fe rênc ia  f i xo  cons i s te  em cons ide ra r ,  i n i c i a lmen te ,  um

s is tema de  e i xos  aná logo  ao s i s t ema  U ,  V ,  W, t endo ,  porêm,  como

or igem uma es t re l a  f i c t i c i a  que descreve  uma ó rb i t a  c i r cu la r  no

plano ga lá t i co ,  s i tuada à mesma d i s tânc ia  do So l  ao cent ro  ga lá t i -

co .  A pos ição des ta  es t re l a  co inc i d i r á  com a pos ição do  So l  no

i n s tan te  t = t , -  Es te  s i s t ema  de f i ne  o Pad rão  Loca l  de  Repouso ,

da  mane i ra  j á  exp l i cada  an te r i o rmen te ,  As componentes da  ve loc i -

dade solar  em re lação ao P.L.R.  são

UarpLR = - 9 km/s ,

VerLR = + 12  km/s e

Woprg = + 7 km/s (ver  r e f .  5 ) .

Suponhamos uma es t re l a  com componentes de  ve loc i da -

de U ,  V ,  W. Suas componentes de velocidade re la t i vas  ao Padrão

Local  de Repouso serão

U = U+VU = U= -S9  km/s,
*PLR . OPLR

VV =vVv+V  = V + 12 km/s
*PLR GPLR '

W = HW + W = W + 7 km/s .
*PLR OPLR

A próxima etapa re fere-se ào  movimento do P .L .R .  re

la t ivamente ao re fe renc ia l  f i xo ,  O valor absoluto da ve loc idade

da es t re ia  f i c t í c i a ,  de acordo com a teoria da rotação ga lá t i ca  é

RW, == R ,  (B  - A )  = 250  km/s ,

o s i na l  negat ivo  sendo om i t i do ,  em v i s t a  da  o r ien tação  do s i s t ema

de  coordenadas  u t i l i zado ,  No momento t = t a pos i ção  da  es t re l a

f i c t í c i a  co inc ide  com 2 pos i ção  do So l .  As componentes da  vo lo -

c idade  da  es t re l a ,  f i na lmen te  co r r i g i das ,  r e l a t i vas  ao s i s t ema  f i -

xo de e ixos U, V, W tornar -se-ão,

VU = ,* tPLR
V =Y  + 250  km/s e

* *PLR
W s=W
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A componente W, não será levada em conta em virtude das considera-
L

ções no equacionamento do prob lema,  quando supomos Z ( t )  = 0 ,

As equações (46 ) ,  poderão, agora,  ser  reescr i tas ,Ve

r i f icando-se que

Ro t ,  =V .
que

— 2 =h=RV,  = RV,  (47)
e ainda que

teremos
l 2 2

H = "  (U ,  + V ,  ) -  S$ (R ) ,  ( 48 )
2 o

Recordando-se a fórmula para o potenc ia l ,  teremos

com r = R . ,  4
PR)  = — 868 x 10

(66,67 + R?)

H,  então,  será dada por

H = .  1 (y24+12) - 868x 10"
2 * * 2(66,67 + R?)

. (49)

Subst i tu indo-se este novo valor de H ,  bem como a expressao (47) na

equação di ferencia l  (45) ,  AE assumirá a forma gera l :
dy

1.

dr r = 868 x 10 + * * 868 x 10º | 1) . (50)
2 :

à RV 66,67 + rº 2 '  66,67 + Rº.: o

Obteremos os  valores extremos, r . e r  n º  ao igua-
" . max mL

larmos dr à Ze ro ,

dv

dr 2º Jesgx10 UXVÍ B6Bx10" ÁÉ
=r  2 + —t  — 2 - 1 = 0 ,

ch RV ,  66,67+x* 2 66,67+Rº

Sejam

p=  868  x 10 º

66 ,67  + R2

2 2
2 = LL. (UU + VD) ,

2

= 2
+=  Rev?

fe) *

p = 868 x 10º  ,
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Então,

o x?  y + i 1 i - p i t - l =0 ,

66,67 + º

2ÁBEO—— + )0 r7  -pg r l - l 1=0 ,
66,67 + r

dur? + 66,67% xr? + X0Or* — 66,67 po r?  - per” = 66,67 = rº = O ,

r* (16 — pá) + rº (66,67X6 — 66,67p + du = 1) - 66,67 = O,

E,  agora,

W "im ( 66 ,671  - 66,67pd +ou - 1) ,

36  = pd ,8 "

- dac=b '  + 4(h? -PÓ) 66,67

- [ ese + r fp? - 4ac  º "

As d is tâncias galatocêntr icas r da est re la  osci lam
entre os  va lo res  extremos nã, E Fn ín '  deduzidos ac ima.  O ponto de

maior  aproximação do centro ga lá t ico  ( r  = YE n tn)  é o pericentro — ou

o ponto pe r i ga lá t i co  da ó rb i t a  da  es t re l a ;  quando r a t inge seu  va-

lor máximo, de maior afastamento,  temos o apocentro ou o ponto apor

ga lá t i co .  O per icent ro  e o apocentro são pontos c r í t i cos ,  nos

qua is  = O .  A par t i r  de les ,  o s i na l  do radicando da equa-

ção d i ferenc ia l  se  a l t e ra ,  j á  que a equação d i fe renc ia l  (50) ê

de f in ida  no in tervalo [ r a tn "  E máx) sendo, incompat íve is ,  va lo-

r es  ma io res  que rs, E Menores que r -.- Ass im ,  o prosseguimento

do cá l cu lo  de r sem que se def ina  uma nova equação d i fe renc ia l  é

desprov ido  de sen t i do .  O arco entre o apocentro e o per icentro

segu in te  se rá  de f i n i do  por  uma equação d i f e renc ia l  s im i l a r  à equa

çaãao (50 ) ,  porém,  com o s i na l  con t rá r io  para a r a i z  quadrada.  Por

es ta  razão ,  O arco da órb i ta  entre do is  per icentros consecut ivos se

rá s imét r i co  em re lação ao raio r = Y não” Desta mane i ra ;  a l te rna

damente ,  poderemos cons t ru i r  toda a ó rb i t a ,  em sent ido  progress ivo

ou reg ress ivo ,  conforme o in te resse do  problema (no f i na l  do i tem

I I I T .3 .1 .1  deta lharemos es te  aspec to ) .

Obteremos o in te rva lo  de tempo AT correspondente ao

arco  da ó rb i ta ,  do per icentro ao apocentro, ao  calcularmos a in te-



gra l
nã

decorrente da equação (22),

r *v  = h .

Sendo as  unidades de d i s tânc ia  e de ve loc idade ,  respect ivamente,  1 kpc

e l km /s ;  a un idade de  tempo se rã  dada por:

1 kpc / (1  km/s )  = 0 ,973  x 10 º  anos .
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117 .2  - METODOS DE CÁLCULO

111.2.1 - MÉTODO ADAMS-KRILOV DE RESOLUÇÃO NUMÉRICA DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS OR-

DINÁRTIAS

I1 IT .2 .1 . ]  - TEORIA DO MÉTODO

Integrar numericamente uma equação d i ferencia l  signi

f i ca  constru i r  uma tabe la  contendo os  valores da função desconheci-

da e os  correspondentes valores da  var iável  independente. O inter

valo entre do i s  va lo res  consecut ivos do argumento é o " passo "  da in

tegração. "Obviamente, a solução deverá sat is fazer  as condições ini

c ia i s .

Em gera l ,  uma solução numérica não dã qualquer in-
formação quanto ao comportamento da  função a lém dos l imi tes  da ta-

be la  de in tegração.  Es ta  desvantagem é ,  entretanto, algumas  ve-

zes compensada pelo fato de que podemos encontrar uma solução numê-
r i ca  sob condições ma is  amplas do que quando buscamos uma solução

ana l í t i ca ,  Alêm d isso ,  no caso em pauta,  e devido à s imetr ia alu

d ida ,  podemos, de f a to ,  ter  uma i dê ia  bastante p rec isa  de toda a

órb i ta ,  mesmo quando integramos somente entre os  l imi tes per icen-

tro-apocentro. *
Dentre os  vários métodos ex is tentes para se resolver

equações d i ferencia is ,  ut i l izaremos o método descoberto por *J..C.
Adams, mais tarde aperfeiçoado por A .  N .  Kr i lov,  e muito adequado

para computadores de menor por te .

Consideremos a equação diferencial de primeira ordem:

AX = F (1 , t ) ,  (51)

onde x e t são a solução de  (51)  e seu argumento, respectivamente, e

F ( x ,  t )  é uma função de ambos,

Sejam as condições in ic ia is  t = t a  XE  X

Queremos ca lcu la r  uma sé r i e  de va lo res  x = x ,  que cor

respondam a valores equid is tantes t .  da var iável independente. De-

notaremos por w o passo de integração e façamos

WS = F |  co ,  | == f(t) (52)
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Teremos en tão ,

" |  e = w F (X i  t r )  = f £ ( t , )  = f x  1 ( 53 )
k ;

k = 0 ,  1, 2 ;  <A... |

A Tabela 3 é um esboço de como se ordenarão os valo-
res  ob t i dos ,  A pr imei ra  e a segunda coluna con tém,  respect ivamen

t e ,  os valores consecutivos do argumento e da função x .  Na colu-
na  À es tão  os  incrementos a serem a lgebr icamente  somados a cada

um dos  va lores  de  XxX imediatamente p receden tes ,  a f im de serem ob-

t idos  os  correspondentes subsequentes vaiores de x .  Em out ras

pa lav ras ,  )

Xva1 7 “x + ô i 1 /2  >

ou (54)
À = “x

k+1 /2  k+1  k

À

relações que definem Oo incremento dn 41/2º
A qua r ta  co luna  contem os  va lores  de f ,  = w Fx  t l ;

à d i r e i t a  des ta  co luna  es tão  as  d i f e renças  de  p r ime i ra ,  segunda,

t e rce i ra ,  e t c ,  ordens para f .  São de f in idas  da mesma maneira

que os  incrementos,  Por exemplo ,

1 - afr-1/2 f f

2 — 1 -— 1

f r ]  = fr-1/27 Ex-3/2 7

3 2 2

fr-3/2 = fo 7 f ia  Po o

Os Índ ices k ,  k -1 /2 ,  k-l1, ou  k-l1, k -3 /2 ,  k -2 ,  e t c ,

referem-se às pos ições  in te rca ladas  quando da ordenação dos valores

na  tabe la  3 .  |

Teoricamente, X xa é o valor de x para t=  be *P
= t Fw .  Desenvolvendo-se x ( t )  nas v iz inhanças do ponto t = tt,
temos que:

“kero E + )

2 3 3x. = ox ( t ) 4  o dx ) ,  (wW") dx ) ,  x ax ) ,  (55)
k+1  k T Z | 3 . . .11 laeh, Vala / ,  3l Va / ,

Em vir tude de (53) e ( 54 ) ,

: 2 2

kr1/2 x 2 | a k 6 at  x
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O método de extrapolação de Adams, ou fórmula previ -
so ra ,  que  u t i l i za remos ,  de r i va -se  da fórmula de Newton para i n te r -

polação reg ress i va ,  Faremos uma breve demonstração da fórmula de

Newton ,  i n i c i ando ,  porêm,  pe la  fó rmula  de  in te rpo lação  p rog ress i va .

Chegaremos, ao f i na l  da demonstração, à re lações que ,  con jugadas às

equações (55 )  e ( 56 ) ,  dar-nos-ão a fórmula p rev iso ra ,

Consideremos, como j á  vimos, £ = f ( t )  uma função do

argumento t ,  e se ja :

' tr Oh EW

= f (kh) ,
onde k = O ,  1 ,  2 ,  e . . .  :

Após ca lcu larmos as  d i f e renças  de f ,  conforme j á  ex-

p l i cado ,  coloquêmo-las na tabe la  4 ,  que é descenden te ,  contrar iamen

te à tabela  3 ,  ascendente,

t x E £f £º £º £º
t

2

ta *xo3 fh-3 fa

t +

8x.5/2 É x-5/2 fy.5/2

£ 2

t-2 “2 k-2 2 . . .

2 3

d123/2 f£ x-3/2 fr-3/2

f 2

&-1 x) k-1 1

1

81-1/2 f x-1/2 . . .

& já f x

TABELA 3
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Temos, então,

f = f

f . = f  +
1 o 1 /2

£= f£  +f = ( f  + f  + (£ £º2"  f + f3,, 1/2) * Mp2 t o

f r  +2  £1/2 + £ :

Da mesma manei r a ,  encontramos:

1 2 3

£ ,= f  +3£ , / / 7+3 f )  +£z ,

e ass im ,  sucess ivamente ,

Os coef ic ientes nas expressões para valores sucessi

vos da função são os  coef ic ientes binomiais. De uma forma ge ra l ,

n n 3 .
£ , *  f ( t ,  + nn) = £ ,  7 ) :  1 /2  f a )  ns )  ee  o (57 )

Sabendo-se que t = t ,  + zW,

onde
( t  = to).

w

temos

z (2-1) + z (2-1)  (2-2)
f ( t ,  + zw)  = £ ,  + E

1 /2  * 21! 1 31  3 /2
+ . .  ( 58 )

Se ,  ao invés de  t ,  r iniciarmos por algum valor  arbi

trário do argumento, t .  ; teremos:

= = b n je? n je?fran £(t, + rm) f eo  ESTA )ea  + t an to  (59 )
2 3

e ,

z 2) z(2-1) 2? 2(2-1) (2-2) ?
+ == — — —— + . . .f (& =) = £ + fx+1/2 Ex,41 * f1.+3/2 (60)

1! 2 3!

onde
| - )  . n !

PS Fep|
A equação (60) ê a fórmula de Newton para  interpo-

lação progressiva, A demonstração das equações (59) e (60) f o i ,
no entanto ,  fe i ta  a pa r t i r  de uma tabela descendente — di ferenças

dispostas numa diagonal descendente.



A fô rmu la  doe Newton ,  da  qua l  der iva  à fórmula

sora de Adams, é a da in terpo lação reg ress i va ,  que pressupõe

tabe la  ascenden te ,

Na t abe la ' 5  foram t raçadas  ambas as  d i agona i s ,

cenden te  e ascenden te ,
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p rev i -

uma

des -

ES f £ f £ . .

t, fo.

. t

E 2

2

t | f ,

1 3

E312 . 12

2t, £ ,  £ . . .

£º £
5 /2  5 /2

t e...3 f ,

TABELA 4

t .  £ £º £º £º . . .

se .  É

3

frn3/2 Á

2 A
. . .  ' . .  . f r :

2 PA  3

fx-21/2 fx-1/2

| | PA  PP.

& DN k

2 3,

fxe1/2 Ex+1/2
DN |

MN

3

Tr13/2

TABELA 5
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P rec i samos ,  po i s ,  t ransformar as  equações (59 )  e ( 60 )

em uma outra que exp resse  as  d i f e renças  d i spos tas  em d iagona l  ascen

den te .  Suponhamos, en tão ,  que as  d i fe renças  de p r ime i ra  ordem se -

jam constantes, I s to  s i gn i f i ca  que as  d i fe renças  de segunda e

de todas as  outras ordens maiores são i gua i s  à ze ro .  A fórmula

f i ca ,  então,

: = n l !  = n
4 f ,  i d  1 Ja  E ,  + "T) É 1 /2  ' ( 61 )

1
sendo £ = = cons tan te ,

k+1 /2  k -1 /2
Consideremos, agora ,  o caso em que às  d i ferenças de

segunda ordem são constantes, Pe la  equação (59 ) ,

f = f  ( 2 )  1 )  E ,  (62)k+n  k 1 k+1 /2  2 k+1

" 2 2 2
, Fue l  " f z  . f r - 1

Além d i sso ,  vemos que

! £ + f  = £ (63 )= +
É ne1 /2  k -1 /2  k k -1 /2  k=1

A equação (63 )  poder ia  ser  ob t ida  a pa r t i r  da equa-

ção (61 ) .  As d i fe renças f são as  d i fe renças  de pr imei ra  ordem

de £ '  , e ,  de  açordo com nossa  supos i ção ,  são cons tan tes .  — Para

o valor de n , .  obv iamente ,  t e remos :

n= (k  + 1 /2 )  - ( k -  1 /2 )  = 1 ,

Subst i tu indo-se (63 )  em (62 ) ,

= n 1 n 2 n 2

i n  í a  + | E : J i a  :
1 1 2

donde

Cons ideremos,  f i na lmen te ,  oO Caso em que as  d i fe ren-

ças  de  t e r ce i r a  ordem são cons tan tes ,  A equação (59)  se  reduz  a :






















































































































