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1 - INTRODUCAQ

O problema do calculo de O6rbitas em Astronomia Este-
lar possui diferencas profundas e implicacoes diversas daquele da
Mecanica Celeste, nao obstante o tratamento matematico similar.

Os parametros das Orbitas estelares, ao serem cor-
relacionados com propriedades fisicas das estrelas, contribuem para
a diferenciacao dos varios tipos de populagoes estelares na Gala-
xia (ver ref. 1 pag 107). Orbitas galaticas, quando calculadas
regressivamente no tempo, permitem a conexao entre as velocidades
atuais da estrela na vizinhanga solar e aquelas quando de sua for-
macao (ver ref. 2 pag. 71).

0 estudo das orbitas estelares, tratadas individual-
mente, demandara que se arbitre constantes (elementos da Orbita),
bem como as deducoes das integrais de energia e de area, que defi-
nirao a forma e o tamanho das orbitas. Consideradas em conjunto,
sua distribuicao no sistema estelar serd dada pela distribuigao de
um sistema de elementos de Orbita e pela fungao distribuigao das in
tegrais de energia e de area. Os movimentos das estrelas nas par
tes exteriores do sistema estelar, obedecendo a um campo de forcga
quase newtoniano, permitem prever uma distribuicao de orbitas de-
terminada segundo a distribuigao dos elementos keplerianos das oOr-
bitas elipticas. Nessas condigoes, observa-se a possibilidade de,
atravées da analise das Orbitas estelares e de sua distribuicao, ob-
termos mais uma via de aproximacao ao estudo do sistema estelar (ver
ref. 10 pag 281).

Orbitas no plano galatico poderao ser um ponto de
partida para a determinacgao de Orbitas reais, tridimensionais, mor-
mente de estrelas com pequenas componentes de velocidade ao longo
do eixo Z (ref. 1 pag. 109).

Este projeto, entretanto, nao discutirda as questoes
acima, que podem ser encontradas nas referéncias citadas. Faremos
o calculo de Orbitas no plano galatico para algumas estrelas de
alta e baixa velocidades, restringindo-nos a aspectos puramente
mecanicos.

Procurar-se-a quanto ao método de calculo, seguir a
orientagao contida na ref. 1. Serao refeitos os calculos para
a 6rbita da estrela utilizada como exemplo nesta referéncia, e os
resultados submetidos a um cotejo e a um ajuste segundo os valores
tabelados.

O trabalho reveste-se de caracteristicas de resolu-
cao de um unico problema, sem o exame de suas consequéncias gerais
na Astronomia Galatica. Experimentalmente, o projeto enriquece-se
com a escolha de estrelas visiveis na nossa latitude, tornando pos-

siveis investigagOes no problema da distribuicao das oOrbitas este-

lares no Hemisfério Sul.



1T - CONSIDERACUES TEORICAS

Ao estudarmos os movimentos das estrelas na Galaxia,
deparamo-nos com sérias limitacoes observacionais. Os movimentos
estelares tornam-se acessiveis somente na vizinhanga solar. Sao me
lhor descritos em termos de um deslocamento médio, considerando-se
a vizinhanga como um todo, que define referéncias locais.

Distinguimos trés classes de movimentos:

- 1% - 0 movimento médio (fisicamente o mais significativo) de to-

das as estrelas no elemento de volume considerado;
- a velocidade do Sol relativa a este movimento médio;
- as velocidades das estrelas relativamente ao movimento médio.

Um ponto possuindo este movimento médio define o Pa-
drao Local de Repouso (P.L,R.). Denominamos, também, "movimento
solar" ao movimento do Sol relativamente ao PLR. Para, enfim, de-
duzir-se as velocidades das outras estrelas relativamente ao PLR,
dever-se-a corrigir seus movimentos observados para os efeitos do
movimento solar.

Dinamicamente, define-se o PLR, por um ponto na vizi
nhanga solar que se move em uma Orbita perfeitamente circular em
torno do Centro Galatico (C.G.) com, exatamente, a velocidade cir-
cular orbital gue seria acarretada pelas forgas gravitacionais que
atuam neste ponto.

Embora qualquer sistema de coordenadas se preste pa-

ra estas definigoes, o mais adequado & o da Fig. 1.

Az

ke
vizinhanga
solar

Centro
Galatico

Figura 1

% & a componente de velocidade perpendicular ao pla-
no galatico, I & a componente de velocidade dirigida radialmente no
sentido anti-centro e © , a velocidade tangencial, & a componente na
diregao da rotagao galatica. Em termos de coordenadas galaticas

Ll

esféricas, Il & positivo na direcao (£II = 180°, b 0°), © posi-



tivo na diregao (1T = 90°, pI1 =09 e z positivo na direcgao
st = 90°,

I1.1 - CARACTERISTICAS DAS ORBITAS GALATICAS DAS ESTRELAS

Proporemos um estudo nao estatistico do movimento
das estrelas sob um potencial galatico.

Trataremos, inicialmente, do movimento epiciclico,
caracteristico de estrelas de baixa velocidade, cujas Orbitas se

desviam pouco de uma configuragao circular.

IT.1.1 - MOVIMENTO EPICICLICO NO PLANO GALATICO
11.1.1.1 - COMPONENTE RADIAL

Suponhamos uma estrela, proxima ao Sol, com r = R

(ver Fig. 2), possuindo uma velocidade de rotagao © = 0 . (R ) na
(0] clrc (8]

diregao tangencial e com pequena velocidade de perturbagao ﬂo na
diregao radial. Calculemos a Orbita que a estrela descrevera num
sistema de coordenadas em rotagao, centrado em R , e movendo-se
com velocidade tangencial 0, em torno do Centro Galatico. Neste
sistema, o Padrao Local de Repouso permanecera fixo.

Sabendo que
o e
= ept= P (1)

onde ) € o angulo que um observador no C.G. mede para os desloca-
mentos do raio vetor r, e F a componente radial da forgca por uni

= A
dade de massa que atua em um ponto r qualquer, e observando, mais

ainda, que em um ponto arbitrario temos H

1" (8]
i el e )
0 = ry e Estrelag——o-—> (U
e
N2,
F = - O%ire ,
¥
r =R
vem (8]
2
2
6] ...
r = SRR o 1 o TR
r 3
Centro
Galatico

Figura 2



Seja agora

(o]
onde € & a variagao em r devido a velocidade de perturbagac I . As
sim,
r=€ , : (3}
Pela conservagao do momento angular,
8. = e R (4)
donde
¢ o' 6% R? 9? i}
= =5 S 2.8 = 2 ; !
r r’ RD (1 +¢//R,)’ Ry a+em)’
J
ou
0? ©? \
= —2 |(1- —E ), (5)
r RO \ }%
abandonando-se o0s termos de crdem superior.
Desenvolvendo-se Qﬁrc(r) na vizinhanca do pcnto r=R_,
isto &, na vizinhanga solar, em série de Taylor, vira
°° (i) i
o £
LU ) = e GV iR e
gire " o ) il i ( 0) (Ro £ o)
i=0 . .
=l e A%ire (Ro)
= Qgre (Bo) +
dr
e 00 il (A + B) E.
Desta forma,
5 2 iy
3 @ = 20 (A + BT * <.
Cclrc i Q 0 .
¥ R, (k% e/R)

- & randao=se o0s 2I'mOSs desta rar*:?:o, e roceaencao e
Separando-s te lesta frag D dendo &

modo idéntico guando 4da obtenqéo da equagaoc (5), teremds:

/ \ /

/
2 - 3
8 = 20 (A + Blg +..; o< I L e ) /
(o = o \ ) —2——A + D) = “l =
g \
R, (3 +€/8) R, % Ry i/ R, \






A equacao (8) mostra que a estrela oscila harmoni-
camente em torno de R na diregao radial. Por exemplo, se

x = 31,6 km/s, e se 1I_ = 30 km/s, a amplitude da oscilagac sera

Este valor de 1, & tipico da maioria das estrelas na vizinhanga so

lar, As estrelas proximas ao Sol, durante sua revolugao em torno
do Centro Gal3tico, se concentram numa regiao que se estende de
[ﬁo == kpq] a[%o el kpd. Podem, entao, ser consideradas como a

populagao deste volume do espago.

O periodo de oscilagao sera:

_oBm . 3 m0.97 w0

osc

X 31.:6

sendo [0,973 X 109] kpc/km/s.

P = 1,93 x 108 anos.
oscC
Sabendo~-se que o periodo de revolugao em torno do
Centro Galatico é: 9
™
p - O'R S _Eﬁ ®* 0973 x 1B
rev 0, % =B
P = 2,45 x 108 anos,
rev x
teremos .
Pose = 0,79,
rev

Desta forma, uma estrela completa 1 1/4 oscilagoes radiais num sO

periodo de revolugao em torno do Centro Galatico. As Orbitas nao

sao fechadas, tendo em vista nao serem iguais os pericdos de revolu

cdo e de oscilacido. N3o podemos, portanto, descrevé-las como sim-
ples elipses e nao cabe a aplicagdo da lei do inverso do quadrado
da distancia. Em geral,

Posc & G‘J/RQ - A-B % 1 .

i L) X 2\/ -B(A - B) 2







_ll...

Integrando-se em relagao ao tempo, teremos o desloca
mento tangencial n relativo ao PLR:

0
o= Q RO cos xt . (14)

Com a equagao (7) e com a relagao

—l = A8,
.
(8]
obtemos,
200 1 2 (A= B) _ ]
xR -4B (A - B) -2B
Portanto,
1l
1 e OO8 AL 4 (15)
-2B
!l ')
As equagoes (8) e (15) e
mostram que a Orbita de uma estrela
num sistema em rotagao € uma elipse, ;1

/(-28)

com semi-eixo menor igual a Ho/ X nha
diregao radial, e semi-eixo maior
igual a Ho/(-ZB) na diregao tangen-
gial (ver Plg. 3). Este movimento

relativo ao PLR & chamado de ‘"epici-

clo".
s . Ypara o Centro
A razao entre as am- Calseico

plitudes tangencial e radial sera: Figura 3

amplitude tamgencial L e 2 V =-B(A —B—) = \/-A - B (16)

amplitude radial - 2B Il w3
8}

Vemos, assim, que o deslocamento na diregao tangen-
cial & muito maior do que na radial. 0 sentido do movimento epi-
ciclico & retrdgrado (anti-horario), enquanto que o mesmo em tor-
no do Centro Galatico & horario. Uma oscilacao em € e 1 sendo

completada num sO periodo, tem, como decorréncia, que as velocida-

\f®



_12_

des médias correspondentes sao proporcionais as amplitudes das os-

cilagoes nestas diregoes:
R, \/_-”_B._ = 0,63 . (17)
Cle-o.> 5

Do ponto de vista de estudos estatisticos, contudo,

nao medimos

CJe =8 |7 = K |8 ~ Bae D

para uma sO estrela em seu ciclo. Medimos, entao,

{lo - o,

Clrc

()| D

para um grupo de estrelas com diferentes condigoes iniciais e pa-

rametros de Orbita, ao passarem proximas ao Sol. Assim,
alxr) - . () = SRy - e . (x)
cire circ
¥
(8]
RD R0 dr
R
= o OQ = ( dO ¢ire .
R, dr R

(-A + B + A + B)e

= 2 Be

= JilijLL‘ sen X't (18)

X

Das equagoes (9) e "(18),

<]HI> _ HO <cos xt> &
<]OD - Gcirc(r)|> - 2B‘ﬂ0<sen xt>l/x

resultado que obteriamos se fizéssemos a razao entre as dispersoes:

A-B (Hz>‘/p

5 TGN 7




Na dedugao da equagao (19) consideramos

(cos xt) =  sen xt‘->:

levando em conta que as fases das estrelas nos seus movimentos epi-
ciclicos sao aleatorias.

0 quadro que dispomos das estrelas que seguem Orbi=-
tas epiciclicas esta consistente com a representagao estatistica
geral. A principal limitagao da Teoria Epiciclica provém do
fato de que trabalhamos somente com termos de primeira ordem na ex-
pansao das Leis de Forga. Decorre, por isto a existéncia de al-
gumas discrepancias entre os movimentos verdadeiros e aqueles pre-
vistos pela teoria, a medida que a amplitude do epiciclo se torna
maior. Entretanto, podemos novamente nos aproximar dos movimen-

tos reais ao fazermos integragao numérica das Orbitas.

I11.1.2 - FORMULA GERAL PARA A DETERMINACAO DE ORBITAS NO PLANO GALATICO

A Teoria Epiciclica nao mais € adequada guando o mo-
vimento se afasta apreciavelmente da configuragao circular. A par-
tir da Lei de Forga no plano, Fr, suposta gravitacional, deduzire-
mos relacoes mais exatas.

Consideremos despreziveis as irregularidades na dis-
tribuicao das estrelas e de toda a matéria na Galaxia, e substitui
remos a distribuicao real das massas por uma regular e continua, si-
métrica em relacao ao plano galatico e possuindo simetria rotacio-
nal em torno do eixo galatico, que supomos perpendicular ao plano
e passando pelo C.G. Da mesma forma, desprezamos o efeito das co-
lisoes entre as estrelas, isto &, supomos gque a Orbita de qualquer
estrela seja determinada com precisao suficiente numa distribuigao
de massa como definida acima, o que significa que a perturbacao
causada pela passagem prdoxima de outras estrelas & considerada des-
prezivel.

Adotaremos as coordenadas cilindricas descritas na
Figura 4: 7
o eixo galatico € o eixo Z, apon-
tando para o Polo Norte  Galati-
co; r & a distancia de P ate 0
eixo Z, sendo lz la distancia até

o plano galatico. Supondo-se ©

Sol situado no plano, tragcamos

um eixo que parte do C.G, em di-

regao a posigao do Sol, em dado

Figura 4



momento. A terceira coordenada cilindrica sera o angulo azimutal
que parte deste eixo e & contado no sentido da rotagao galatica, ou
seja, no sentido horario, visto por um observador situado na face
norte do plano galatico.

Provaremos que se alguma estrela num momento inicial
gqualquer estiver no plano galatico e, neste momento, nao possuir
componente de velocidade ao longo do eixo Z, permanecerda no plano,
ou seja, descrevera uma orbita plana.

As equagoes do movimento, em trés dimensoes, sao:

3

- i ‘? =
X riy FI’ ’
BN g 9
. (rey) g ; (20)
~ Jp ‘
z -

P s sao as componentes da forca por unidade de massa ao longo
dos eixos r e Z, respectivamente. Se, de acordo com O qué Supomos
anteriormente, a distribuicdo das massas for simétrica em relagao
ao plano galatico 2 = 0, esta componente F_ desaparecera. Podemos
notar, também, que em nosso sistema estelar esta forga estara di-
rigida para o plano.

Uma estrela que, em algum momento inicial (t = tu),
esteja no plano galdtico, de tal forma que sua coordenada 2 seja
igual a zero, Z(tD) = 0, tera i = C, onde C & uma constante de in-
tegracgao. é €, pois, a componente da velocidade da estrela ao lon
go do eixo Z, perpendicular ao plano galatico. Se, agora, nao so-
mente Z(tU) = 0, mas também i(tu) = 0, entao, necessariamente, C =0,
e 2 permanecera, portanto, igual a zero. Isto signifiea cue a
estrela descrevera uma Orbita no plano galatico. Para esta estre-

la, as equagOes diferenciais (20) reduzir-se-ao a:

e (21)

d {rQ&) = 0,
dt

Obviamente, nao havera muitas estrelas com componen
te de velocidade, ao longo de %2, exatamente igual a zero. Entre-
tanto, & possivel admitir-se que, para estrelas com baixas veloci-
dades 2, a consequente oOrbita no plano, supondo-se nulo o deslocamen
to em 7, representara uma razoavel aproximagao da orbita real. Com
esta hipbtese, poderemos jiniciar um processo iterativo, conduzin-

do a determinagao da verdadeira 6rbita espacial da estrela.



Para as Orbitas planas, teremos, primeiramente,

¥iy = K . (22)
sendo esta, de fato, a integral de area existente no problema de
dois corpos. h & uma constante de integracao. Pode ser determi
nada pelas condigoes iniciais — posigao e velocidade da estrela

no momento t = t,.

Existe também uma segunda integral, a integral de ener

gia, cuja expressao deduziremos. Recordando-se, inicialmente,
que,
r - =F i
o
e gue
g = g r
3
vem
...__ h2
r + ¥ . (23)
r? r

No caso do movimento no plano, 2 = 0,e 0 potencial ¢

sera uma funcao somente de r,

¢ = &(r),

uma vez que estamos admitindo simetria rotacional. Entao,
¢

e (24)
dr

Multiplicando-se a equagao (23) por dr = r dt, e uti-

lizando-se (24), teremos

L]

r r dt

(h*/r*) dr + F dr

r

I

(h?/x?®) dr + 4o . (25)

A expressao (25), ao ser integrada, dara:

. i
A orrt=a 1 h2 + 4+ H, (26)
2 2 r
sendo
¢ = ¥p) = |P dr # C.

H & uma nova constante de integracao e, similarmente a h, pode ser
determinada a partir das condigoes iniciais.
A equacao (26) sera reescrita na forma:

2 2
T e e (27)

rZ



e, substituindo-se h por seu valor dado por (22), teremos

il 5 LD e
-'-é— (r +rlP ) = ¢(r) = H. (28)

A expressao entre colchetes & a energia cinética da estrela, enquanto
gue -d(r) & sua energia potencial. Pela equagao (28), a soma das
energias cinética e potencial & constante, e esta € a expressao da
integral de energia.

Através das equagoes (22) e (28), chegaremos a equagao
diferencial da Orbita.

De (27), temos:

5 B g
< 2(@ 2 H) Y h ! (29)
r2
ou
: , Lo
dr _ 2(% + H)r* - h (30)
dat r ’
e de (22) vemos que
B, Dodahen il (31)
0 ay h
Combinando-se estas duas ultimas equagoes, obteremos:
1 v
BE. vzl ol b4+ 2 =0 Y (32)
ay h’
Esta & a equagao diferencial da Orbita. O sinal da raiz quadra-
~da dependera das condigOes iniciais.
A resolugao desta equagao requer a determinacao do

campo de forga que age sobre a estrela, e, em consequéncia, do po-
tencial o¢(r). A lei de forga E‘r , ao invés de ser uma lei geral,
decorre de propriedades especificas do sistema estelar.
Consideraremos a expressao para o potencial formulada
por Parenago, cujos resultados numéricos nao divergem muito daqueles
obtidos por Str8mgren e Contopoulos (1965) a partir de uma fOrmula
adequada para a regiao situada entre 4 e 13 kpc na nossa Galaxia. A
curva de rotacao O(r), obtida por estes dois ultimos autores, atra-
vés de uma combinagdo de resultados de medigoes Oticas e radio, apro
xima-se do modelo de potencial de Schmidt, que se baseou nos recen-
tes valores de 0O, e R, (0, = 250 km/s e Ro = 10 kpc), na dedugao da

lei de forga e do potencial, As constantes de Oort adotadas serao

A =+ 15 km/s.kpc, B = - 10 km/s.kpc.






e esta ultima em (37),
]_-}'--.RE
B + A = ———ﬂ—*—;—j (B = &) , (41)
1+ KR
O
entao,
2 2
(B + A) (1 + szo) = (1 - szo) (B - &),
donde
?.
Bk,R" = - A,
(o]
ou
O ', . (42)
2 R® B
0 i
Os valores de A e B — constantes de Oort — e RO==1mqn,

ao serem substituideos, dar-nos-ao

-2
K = 0,015 kpe ,
2
k, = 62,5 km/s.kpc e
0 = 62,5 ¥ . (43)
1+ 0,015¢2

Esta formula aproximada, porém Gtil em termos analiticos, preveé valores
de O que diferem pouco dos cbtidos por Strdmgren e Contopoulos. A ta
bela 1 pertence ao trabalho destes autores e apresenta para cada r, de

5 kpc a 14 kpc, os correspondentes valores da velocidade ¢ e da for-

eS8 F .
E 3 6 7 8 9 10 11 32 13 14
2] 225 238 247 25% 253 250 244 235 228 224
F 10110 9410 8720 7960 7120 6250 5390 4620 3990 3570
TABELA 1
Verificamos, entiao, pela tabela 2, gue os valores da

0]

velocidade calculades pela fdormula (43) nac diferem mais gue 7 km/s da
£

queles da tabela 1, e que para a forga £, » &8 diferengas dificilmente
excedem o limite % 300, (As unidades de r e 0 sao, respectivamente,

5 P o N
kpc e km/s, e a forgca & dada em (km/s) por kpc).



r 5 6 7 & 9 10 5121 12 13 14

f | 243 252 255 253 2590 244 237 229 22

F 10330 9882 9083 8i34 7165 €250 5442 4694 4062 3522
TABELA 2

A exprecsao para o potencial, pela formula (35), sora:

§68 3z 10" 44
o ic) : (44)

66,67 + r?

Substituindo-se (44) na equacao diferencial da orbita, equagao (32),

teremos:

1
4 | 72
_dr = r 2 £68 x 10 4 1 r? T (("5)
ay h? 66,67 + r*
A equagac (45) & a equagao diferencial da orbita
de uma estrela, movendo-se no plano galdtico sob a influéncia da

forca gravitacional que decorre de um potencial do tipo (44).

A forma da Orbita, ou seja, o conhecimento exato da
fungao r = r(Y) dependera dos valores numéricos das constantes de
integracao h e H, Estas, por sua vez, serac determinadas pelas
condig¢oes iniciais, que sao as coordenadas do ponto no espago em gue
a estrecla estd situada em um dado instante e sua velocidade neste
ponto. Em outras palavras, se conhecemos a posigac da estrela no
momento atual e, também, sua velocidade, ao integrarmos a equacgao (45)

determinaremos sua Orbita.



I1T - PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

IT1.1 - DETERMINACAO DAS CONSTANTES Dt INTEGRACAV

As constantes h e H serao determinadas pelas condi-
¢oes iniciais. Recordando-se as equagoes (22) e (28),
%y = h;
H= 1 (r2+ r2p?) - o(r) ,
2
referir-nos-emos ao instante inicial t = to, que identificaremos com
a data atual. Assim,
= i
h B, »
H = _i,.[Rz + Rzsz - ¢ . (46)
5 O ' YAl O

Este instante inicial, apesar de impreciso, nao induzira a erros
que possam prejudicar os resultados, em virtude de que trabalhamos
com intervalos de tempo muito longos.

Utilizaremos o0 sistema de eixos U, V, W, tendo como
origem a posigao (fixa) do Sol na presente data, observando que ado
tamos as notagoes I, O e Z para as componentes das velocidades da
estrela ao longo destes eixos. Poréem, com a finalidade de facili-
tar a manipulagao do catalogo de W. Gliese, denotaremos por U, V,W
estas respectivas componentes. Ambos o0s sistemas de referéncia, o
cilindrico, assim como este agora introduzido (ver Fig. 5), estao
fixos no espacgo. Entretanto, as velocidades U, V, W, obtidas no
catalogo, referem-se a um sis-
tema de eixos movendo-se com O
Sol. Deveremos, assim, cor-
rigir os valores das componen- 7,
tes de velocidade, retirados do
catalogo, para os efeitos do
movimento solar relativos ao
sistema em repouso.

As constantes h

e H sao dadas por expressoes

envolvendo as coordenadas R0

eV . A posicao da estrela v
devera ser, portanto, identi- 8.5

ficada com a posigcao do Sol.

Figura 5



Deste niodo, os valores iniciais das cocordenadas serao

il

o
i

it ) 10 kpc ;
o

0 radiano.

l'p = lp{t_oj

A redugao dos valores das velocidades para o sis-

tema de referéncia fixo consiste em considerar, inicialmente, um
sistema de eixos analogo ao sistema U, V, W, tendo, porém, como
origem uma estrela ficticia que descreve uma orbita circular no

plano galatico, situada a mesma distancia do Sol ao centro galati-
co. A posigao desta estrela coincidira com a posicac do Sol no
instante t = to. Este sistema define o Padrao Local de Repouso,
da maneira ja explicada anteriormente, As componentes da veloci-

dade solar em relagao ao P.L.R. sao

UQPLR = - 9 km/s,
V@PLR =+ 12 km/s e
Woprr = + 7 km/s (ver ref. 9 ).

Suponhamos uma estrela com componentes de velocida-
de U, V, W, Suas componentes de velocidade relativas ao Padrao

Local de Repouso serao

U = U+ 0 =U - 9 km/s,
*pPLR : GPLR
¥, =\ + ¥ =V & 12 kn/s ,
PLR @PLR
W* = W + W =W &+ 7 kmrs .,
PLR PpLr

A proxima etapa refere-se ao movimento do P.L.R. re
lativamente ao referencial fixo. O valor absoluto da velocidade
e

da estrela ficticia, de acordo com a teoria da rotagao galatica

Rowo = Ro (B - A) = 250 km/s,

o sinal negativo sendo omitido, em vista da orientagao do sistema

de coordenadas utilizado. No momento t = t_a posigao da estrela

o
A

ficticia ceincide cocm 2 pesigac do Sol. As ccmponentes da velo-
cidade da estrela, finalmente corrigidas, relativas ao sistema fi-
xo de eixos U, V, W tornar-se-ao.

* *PLR
A ¢ + 250 km/s e
bl XPLR
W =W
*pLy ¢t
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A componente W, nao sera levada em conta em virtude das considera-
L
coes no equacionamento do problema, quando supomos Z(t ) = 0.
(6]
As equagoes (46), poderao, agora, ser reescritas.Ve
rificando-se que
Rowo s T

que
o =
h=Rv =RV, , (47)
€ ainda que _
RO = U* r
teremos
l 2 2
HS U +V, )= ¢(R0J . (48)
2
Recordando-se a formula para o potencial, teremos
com ¥r = R _;
0 4
SR ) = 868 2 10 .
0

(66,67 + Ri)

H, entao, sera dada por

n
H = 1 2 2 868 x 10
(U* + V) " (49)

.
(66,67 + Ro)

Substituindo-se este novo valor de H, bem como a expre5550 (47) na

equagdo diferencial (45), 9L ,ssumird a forma geral:
dy
y 1
2 " U2 + V2 . /4
. —— fr 868 x 10° . e ' w _ _ B8 x 10" L 17 e
2 v
» ROV* 66,67 + r’ 2 66,67 + R’

Obteremos os valores extremos, r . e r . , ac igua-

max min
larmos _4r A BRE0:
ay
, n =
dr or’ | 868 x 10*  ULVi 868 x 10" %
=X + o= _-l =0.
cv R’ Vi 66,67+r” 2 66,67+Rz
Sejam
= 868 x 10"
B = —
66,67 + R,
2 2
A :—l—- (U*+V*) ’
2
¢ = f e
Ear 3
ROV*

w2 868 x 10* .



Entao,

¢ 2 - +A=pp=1=0,
66,67 + r*
b 4 2
HJJrz +Ac\rz"p¢r2__l=0'
66,67 + »

our? + 66,67\¢ r2 + A\¢r* - 66,67 pp r’ = ppr® - 66,67 - r:=0 ,
" (\é - pp) + r? (66,67 ¢ - 66,67pp + ¢y - 1) - 66,67 = 0.

E, agora,

o
i

(66,67 ¢ - 66,67p¢ +¢u - 1) ,

A¢ = pd

o]
I

b’ - d4ac = b + 4(A -P%) 66,67

R e e 1
Al [ -b +V b? - 4ac /2 ?

As distancias galatocéntricas r da estrela oscilam

entre os valores extremos Tz, '€ & a deduzidos acima. O ponto de
maior aproximagao do centro galatico (r = rmin) é o pericentro ou

o ponto perigalatico da orbita da estrela; quando r atinge seu va-

lor maximo, de maior afastamento, temos o apocentro ou o ponto apo-

galatico. O pericentro e o apocentro sao pontos criticos, nos
s : o 5 i .

quais W = g A partir deles, o sinal do radicando da equa-

cao diferencial se altera, ja que a eguagao diferencial (50) [

definida no intervalo [ £ % méx}’ sendo, incompativeis, valo-
res maiores gue r ax € menores que r . . Assim, o prosseguimento
do calculo de r sem que se defina uma nova equagao diferencial é
desprovido de sentido. O arco entre o apocentro e o pericentro
seguinte sera definido por uma equacao diferencial similar & equa
gao (50), porém, com o sinal contrario para a raiz quadrada. Por
esta razac, o arco da Orbita entre dois pericentros consecutivos se
ra simétrico em relacao ao raio r = ¥ i Desta maneira, alterna
damente, poderemos construir toda a &rbita, em sentido progressivo
ou regressivo, ccnforme o interesse do problema (no final do item

I1IT.3.1.1 detalharemos este aspecto).

Obteremos o intervalo de tempo AT correspondente ao

arco da orbita, do pericentro ao apocentro, ao calcularmos a inte-






1171.2 ~ METODOS DE CALCULO

111.2.1 - METODO ADAMS-KRILOV DE RESOLUCAO NUMERICA DE EQUAQDES DIFERENCIAIS OR-
DINARIAS

111.2.1.1 - TEORIA D0 METODO

Integrar numericamente uma equagao diferencial signi
fica construir uma tabela contendo os valores da fungao desconheci-
da e os correspondentes valores da variavel independente. O inter
valo entre dois valores consecutivos do argumento & o "passo"” da in
tegragdo. Obviamente, a solugao devera satisfazer as condigoes ini
ciais.

Em geral, uma solugao numérica nao da qualquer  in-
formagao quanto ao comportamento da fungao além dos limites da ta-
bela de integragao. Esta desvantagem €&, entretanto, algumas ve-
zes compensada pelo fato de que podemos encontrar uma solugao numé-
rica sob condigoes mais amplas do que quando buscamos uma solugao
analitica. Além disso, no caso em pauta, e devido a simetria alu
dida, podemos, de fato, ter uma idéia bastante precisa de toda a
orbita, mesmo quando integramos somente entre os limites pericen-

-

tro-apocentro.
Dentre os varios métodos existentes para se resolver

equagoes diferenciais, utilizaremos o método descoberto por Jiks
Adams, mais tarde aperfeigoado por A. N. Krilov, e muito adegquado

para computadores de menor porte.
Consideremos a equagao diferencial de primeira ordem:

dx = F (x,t) , (51)
dt

onde x e t sao a solugao de (51) e seu argumento, respectivamente, e
F (x, t) & uma fungao de ambos.

Sejam as condigoes iniciais t = toe = Xy

d
("1%)0 B a Ea)

Queremos calcular uma série de valores yx = Xy que cor
respondam a valores equidistantes tk da variavel independente. De-

notaremos por w o passo de integragao e fagamos

WP, = w Fl vy t] =  f(t) (52)
at L



Teremos entao,

w( dx) = WE (%, ) = Eit) = (53)
K

w8 Ay 2 waei y

A Tabela 3 @ um esbogo de como se ordenarao os valo-
res obtidos. A primeira e a segunda coluna contém, respectivamen
te, os valores consecutivos do argumento e da fungao X. Na colu-
na A estao os incrementos a serem algebricamente somados a cada

um dos valores de x imediatamente precedentes, a fim de serem ob-

tidos os correspondentes subsequentes valores de y. Em outras
palavras,
e P B ®F B
s (54)
A = X - X
k+1/2 k+1 k 7

relacoes que definem o incremento ﬁk+1/2'
A quarta coluna contem os valores de fk = W F(xk, tk);

a direita desta coluna estao as diferencas de primeira, segunda,

terceira, etc, ordens para fk' sao definidas da mesma maneira

gue os incrementos. Por exemplo,

1 - = -
fk—1j2 - fk fk—l k

2 e 1 s 1 .
Epei = Epagya T Fpap)e i

3 2 2
feeapy = Fpoqg mEplp 7 s

Os indices k, k-1/2, k-1, ou k-1, k-3/2, k-2, etc,
referem-se ds posig¢oes intercaladas quando da ordenacao dos valores

na tabela 3.

Teoricamente, x & o valor de x para t = =
k+1 * Hﬂ
=T W Desenvolvendo-se x (t) nas vizinhangas do ponto t = tk'
temos que;
X . = X +
k+1 G S

P
I

wi = Rie )« (JE%+—(W2 (‘Fx\ L S (55)
+ -a 8
. —II éer izl dtz)k 3l dt3}k

Em virtude de (53) e (54),

2
A T af ) 5o M0 ( a°£ PR

k+1/9 k 2 at 6 ak
K K



0 n&todo de extrapolag¢ao de Adams, ou formula previ-
sora, gue utilizarcmos, deriva-se da formula de Newton paxa inter-
polagao regressiva. Faremos uma breve demonstragao da formula de
Newton, iniciando, porém, pela formula de interpolagao progressiva.
Chegaremos, ao final da demonstragao, a relagdes que, conjugadas as
cquagags (55) e (56), dar-nos-ao a formula previsora.

Consideremos, como ja vimos, f = f(t) uma fungao do

argumento t, e seja:

£. =& (G ) .
ende. k = 0, 1; 2; s _

ApSs calcularmos as diferengas de f, conforme ja ex-
plicado, cologuémo-las na tabela 4, que & descendente, contrariamen

te a tabela 3, ascendente.

t % A £ ¢! £7 £
- a ?
-3 k-3 fy-3 -3
1 3
bys/2 £ ys/2 Sy
: £ £’
Sz *-2 " k=2 k=2 wy
A £ £
‘k=3/2 k=3/2 k=3/2
r £
L -1 k-1 k-1
A £
k-1/2 k=1/2 R
% % £y

TABELA 3
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Temos, entao,

f0 = f0 ’
£ . =f + f,
3 ey 172 @
% 1 PR NN
-f % 2Ff. £
b 143 YRy
Da mesma maneira, encontramos:
1 ) ’_3
f3 = f0 + 3 flfz + 3 fl + £3/2

e assim, sucessivamente,
Os coeficientes nas expressoes para valores sucessi

vos da fungao sao os coeficientes binomiais. De uma forma geral,

n n n 3
fn = f (t0 + nw) = fD +(1} fi/Z + (2) fi +( 3> f3/2 e

Sabendo-se que t = to + Zw,

onde
e
w
temos
= e - 3
Sl & gu) =g 4 Bl o BEl) 2 L XN G + .. 458)
o o 1] 1./2 2' 1 3] 3/2

Se, ao invés de t , iniciarmos por algum valor arbi
& ]

trario do argumento, tk , teremos:

= = n 1 f n 2 n 3
fk+n f(tk + nw) fk +-( )fk+1/2 +k : )fk+1 +( )fk+3/2 + oo 159)

i 3
e,
£ 1 z(z-1) _2 z(z~1) (z-2) _?
t + = . bt L o il s ol Eel * soe (G0
£ k ) fk fk+1/2 fk+1 | k+3/2 (60)
1 2| 31
onde
( n) ) n!
® )7 B P ]
A equagao (60) & a formula de Newton para  interpo-
lacao progressiva. A demonstragao das equagoes (59) e (60) foi,
no entanto, feita a partir de uma tabela descendente _ diferengas

dispostas numa diagonal descendente.























































































































































































