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RESUMO

O presente trabalho consiste de t rês partes.

A p r ime i ra  de las  cons i s te  numa desc r i ção  ge ra l

dos asteróides com um desenvolvimento h i s t ó r i co .

Na segunda de las  deduzimos algumas fó rmu las  da

t r igonometr ia  es fé r i ca ,  através da aná l ise  ve to r i a l .

Finalmente, na Últ ima par te  estudamos o método

das dependências para a determinação da posição de um ob je to

ce les te ,  espec ia lmente  a de um as te ró i de .  Ainda apresentamos

uma i n te rp re tação  geomét r ica  pa ra  o metodo quando u t i l i zamos

"> t rês  es t re las  de re fe rênc ia .



ABSTRACT

The p resen t  work cons i s t s  i n  t h ree  pa r t s .

The f i r s t  pa r t  cons i s t s  o f  a b r i e f  r ev iew  about

as te ro i ds ,  w i t h  a h i s t o r i ca l  deve lopmen t .

I n  t he  second pa r t  we de r i ve  some formulas about

t he  sphe r i ca l  t r i gonome t r y  us i ng  t he  vec to r i a l  ana l ys i s ,

F i nna l y ,  i n  t he  t h i r d  and l as t  pa r t  we s tudy

the  dependence method f o r  t he  de te rm ina t i on  o f  t he  pos i t i on

o f  a ce lest ia l  object ,  especially,an asteroid.

We g i ve  a geomet r i ca l  i n t e rp re ta t i on  o f  t he

“method s tud ied  us ing  t h ree  s ta r s  as re fe rence .



INTRODUÇÃO

A Pesquisa dos asteróides é uma das mais importantes

na  As t ronomia ,  p r i nc i pa lmen te  no que se re fe re  ao melhor  conhe

c imen to  do  nosso  s i s t ema  so la r .

Tal pesquisa como a de te rm inaçãoda posição e o cãl

cu lo  de ó rb i t as  tem-se desenvo lv ido  graças aos i ns t rumen tos  de

observação e aos metodos matemâticos.

O presente trabalho consiste de três partes.

Na p r ime i ra  de las  apresentamos uma desc r i ção  ge ra l

sobre  os  as te rõ i des ,  desde a p red i ção  da ex i s tênc ia  de les  po r

KEPLER até as mais recentes pesquisas.

Devido ào pequeno tamanho des tes  ob je tos  ce les tes  &

: i nd i spensáve l  a ut i l ização de recu rsos  f o tog rá f i cos ,  ass im .

como na  ma io r i a  das pesquisas ast ronômicas da a tua l i dade .

No te r ce i r o  cap í tu lo  deste t rabalho apresentamos de

um modo s imp les  um método de redução de n lacas  f o tog rá f i cas ,  o |

método das dependências,  o qua? i n te rp re tamos  geometr icamente

para  t r ês  es t re l as  e u t i l i zamos  a lguns  conce i t os  da aná l i se  ve .

to r ia l ,  que foram introduzidos no segundo cap í t u l o .  oo

I s t o  nos poss ib i l i tou  a dedução de algumas fórmulas.

da t r igonometr ia  es fé r i ca  'que u t i l i zamos a pa r t i r  de algumas

definições da analise ve to r i a l ,  o que E di ferente do que comu

mente aparece nos t r aba lhos  de as t ronom ia ,

O método das dependências pe rm i te -nos  de te rm ina r  f a

ci lmente à posição de um asteró ide no cêu e com cer to  grau de

Pts



precisão.

O importante também é que t a l  mêtodo independe da

esca la  da p l aca  f o tog rá f i ca  e da o r i en tação  do i ns t rumen to .

É ev iden te  'que quanto mais p rec i sa  f o r  a pos ição  de

. terminada do asterõide, mais preciso serã o câlculo de sua 6r
b i t a  pelos métodos da mecânica celeste.

Alem d i sso ,  quanto mais de ta l hes  soubermos sobre  os

as te ró i des ,  ma i s  a i nda  poderemos sabe r  sob re  o nosso  p róp r i o

s i s t ema  so la r ,  sua  es t ru tu ra  e sua  o r i gem.



CAPÍTULO 1

ASTERDIDES

Neste cap í tu lo  faremos um estudo geral  e desc r i t i vo

sobre  os pequenos p l ane tas  do s is tema so la r  que são comumente

chamados de planetõides ou as te ró ides .

Apresentamos um h i s tó r i co  da pesqu isa  de t a i s  ob je

tos  ce les tes ,  a nomenclatura usada para  des igná - l os ,  a lguns  pa

râmetros f i s i cos  e os que tem s i do  mais impo r tan te .

F ina lmente  t ra tamos da o r igem e da u t i l i dade  da pes

qu i sa  dos mesmos.

1 .1  - HISTÓRICO

Já no seculo XVI o astrônomo alemão JOHANNES KEPLER.

(1571-1630) acreditava na existência de um planeta na região
“compreendida ent re as Orb i tasdos planetas martee j úp i t e r . =

Em 1772 ,  o as t rónomo  JOANN ELERT BODE (1747 -1826 )  de

Be r l i n  e o ma temá t i co  e f í s i co  JOHANN DAVID T IETZ (1729 -1796 )

de HWittemberg, conhecido como T IT IUS,  estabe leceram uma re l a -

tas ão so l  em unidades ast ronômicas que pode se exp ressa r  como: '
.

rh = 0,4 + 0,3 x ant

onde r ,  é a distância média do n-ésimo planeta ao so le  n

toma os va lo res  de =-m, 1 ,2 ,3 , . . .  Dara ob te r  as respec t i vas

d i s tânc ias  de mercú r i o ,  vênus ,  t e r ra ,  ma r te ,  . . . , ão  so l .

Um fato curioso na chamada Lei de BODE-TITIUS &é que

: “ção numérica como meio de determinar as distâncias dos  plane =



pa ra  n=d4 ,  temos à d i s t ânc ia  de 2 ,8  unidades ast ronômicas e

que não co r respond ia  à nenhum p lane ta  conhecido naquela Epoca.

Para n=5  e 6 correspondiam os p l ane tas  jup i te r  e sa tu rno

respec t i vamen te ,

Também para n=7  que corresponde a 19,6 unidades

ast ronômicas do so l  p rev i s ta  pe la  Le i  de BODE-TITIUS não co r -

respondia à nenhum planeta conhecido, atê que em 1781 o astrô

nomo FRIEDRICH WILHELM HERSCHEL (1738-1822) descob r i u   even-

. tualmente o p laneta urano, quando procurava encontrar estrelas

binárias.

A d i s tânc ia  de urano ao so l  concordava de um modo

sa t i s f a tó r i o  com a p rev i s ta  pela Lei  de BODE-TITIUS que fo i

pro longada com mais um têrmo e po r t an to  ganhou mais c red i t o .

A suspe i t a  de que deve r i a  ex i s t i r  algum p lane ta  en

tre as Orb i t as  de mar te  e j úp i t e r  aumentou e a t ra i u  mais a i nda

a atenção dos astrônomos da época.

No ano de 1796 no Congresso Astronômico de Gotha,

um grupo de astrônomos formado pelo alemão FRANZ XAVIER VON

* ZACH (1754-1832), o frances JOSEPH JERÔME LE FRANÇOIS DE

LALANDE (1732-1807) e JÓHANN HIERONYMOS SCHRÓÔTER (1745-1816)

propuseram um p ro je to  de pesqu isa  que v i sava  à p rocu ra  de um

p lane ta  que deve r i a  es ta r  ap rox imadamen te  a 2 ,8  un idades  as -

t ronômicasdo sol conforme previa a Lei de BODE-TITIUS.

: Contudo, os astrônomos empenhados na procura deste

planeta não t iveram ex i t o ,  po is  na primeira no i t e  do século

XIX o astronomo i t a l i ano  GIUSEPPE PIAZZI (1746-1826) d i r e to r

do Obse rva tó r i ode Palermo na S i c i l i a ,  independentemente do

p ro je to  de  co laboração i n te rnac iona l  p ropos to  em .Gotha desco '
-

Flame. (bojo (Cd  ] -
——

—
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b r i u  um ob je to  pecu l i a r  de 7? magnitude enquanto rea l i zava  seu

ro t i ne i r o  programa de observações de pos ições  de es t re l as  pa ra

elaborar  um catálogo es te l a r  mais prec iso do que os que j ã

ex i s t i am .

Nas no i t es  segu in tes  PIAZZI ve r i f i cou  que es te  ob je to

apa ren temen te  es te l a r  mov ia  vaga rosamen te  en t re  as  es t re l as ,  e

à p r i nc íp i o  pensou que se t ra tava  de um cometa.  PIAZZI obser

vou a tê  o d i a  11 de feve re i ro  quando adoeceu in te r rompendosuas

observações.

AS suas  obse rvações  f o ram env iadas  a BODE na Alemanha,

que reconheceu que o ob je to  não pod ia  se r  um cometa po i s  es ta

va  mu i t o  p róx imo  do  so l  naque la  época ,  embora e l e  não  t i vesse

conseguido segu i - l o  po i s  as observações de PIAZZI so  chegaram

às suas mãos no mes de ab r i l ,  e nem o p róp r i o  PIAZZI depo is  de

recuperado da  enfermidade conseguiu reencon t rá - l o .

As buscas para  reencon t ra - l o  não t i ve ram sucesso.

Acontece que nesta época o jovem matematico, f i s i co

e astrônomo alemão CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) desenvol-
veu um processo de cá lcu lo  usando à mecanica newtoniana: para

determinar Orbi tas a pa r t i r  de um número l im i t ado  de posições

observadas,  que f i cou  conhecido como metodo de GAUSS.

— GAUSS ap l i cou  o seu metodo às posições medidas por

PIAZZI e o resu l tado obteve um grande sucesso, não' sô de te rmi

nou que O pequeno p lane ta  descober to  possu ia  uma ó rb i t a  en t re

as Orb i t as  de marte e j úp i t e r  como também p rev iu  a sua T1ocali

zação su f i c i en temen te  p rec i sa  para que o mesmo fosse  redesco-

be r to  um ano depo is  da p r ime i ra  vez que e l e  t i nha  s i do  v i s t o .



E le  fo i  denominado i n i c i a lmen te  de Ceres-Ferd inando,

em homenagem à deusa p ro te to ra  da S i c i l i a  e a FERDINANDO IV ,

r e i  de  Nãpo l i s ,  a tua lmen te  sô  usamos o p r ime i ro  nome,  Ceres  ,

para  des igna - l o .

| Em 28 de março de 1802 quando o astrónomo alemão VY.

HEINRICH WILHELM MATTHIAS OLBERS (1758-1840) estava procurando

Ceres encont rou  um novo p l ane to i de  de magni tude 7 ,7  que foi cha

mado de Pa las .

Segu i ram-se  as  descobe r tas  de  Juno  po r  KARL HARDING,

que es tava  t raba lhando  com SCHROTER, no d i a  p r ime i ro  de setem

bro  de 1804 e de Vesta po r  HERSCHELL no d i a  29 de março de

1807 ,  com magn i t udes  9 ,0  e 6 ,0  r espec t i vamen te .
x

HERSCHELL lhes deu o nome de as te ró ides ,  que s i gn i -
o

f i ca ,  semelhante à uma es t re l a ,  po i s  & es ta  a aparênc ia  de qua

se todos e les  quando v i s t os  atraves do te lescóp io .

Nenhum out ro  asteró ide f o i  descoberto a té  1824, quan

do FRIEDRICH WILHELM BESSEL (1784-1846)  da Academiade C iênc ias

de :Be r l i n ,  suge r i u  à c r i ação  de mapas e de um ca tã l ogo  de es

t re las da zona zodiacal a te a deêcima magnitude.

Um grupo de astronomos trabalharam intensamente des-

de 1826 até 1859 e i s t o  permitiu uma comparação mais f ãc i l  e

consequentemente a descober ta  de mu i tos  ou t ros  as te ro ídes .

KARL H. ENCKE, secretário do correio de Driesen em

Neumark e como astrônomo amador descobriu Astrea próximo de

Vesta no d i a  8 de dezembro de 1845.

A procura de asteróides f o i  v i sua l  durante quase to -

do o sécu lo  X IX .  O observador  j un to  ao t e l escóp io ,  comparava



as es t re l as  numa reg ião  da es fe ra  ce les te  com um mapa p rev ia

mente desenhado, caso um as t ro  não representado  no mapa f osse

v i s to ,  es te  e ra  obse rvado  du ran te  a l gum tempo na  espe rança  de

se  des loca r  en t re  as es t re l as  o que comprovar ia  o seu ca ra te r

planetár io.  ” -

Por  es te  l en to  processo , a t e  o ano de 1891 j á  eram

conhecidos cerca de 322? as teró ides ,
mA

Neste ano o f i l o so fo  e astrónomo alemão MAX WOLF

(1863-1932) de He ide lbe rg  inaugurou  o emprego do metodo f o to  1891
Paa——

g rá f i co  na pesqu isa  de as te ró i des ,  descobr indo o 3230 as te rõ i

de ,  chamado B ruc ia .

Daí em diante a frequência das descobertas aumenta

ram e o método visual f o i  praticamente abandonado.

No d ia  13  de agosto de 1898 ,  KARL GUSTAV WMITT

(1866-1946) do observatório Urania de Be r l i n  descobriu Eros,

e t a l  acontec imento expandiu mais o domínio dos as te rõ i des  que

atê então era l imitado entre as órbi tas de marte e júpi ter.De

f a t o ,  Eros cruza à ó rb i t a  de marte e chega a 23.000.000 km da

t e r ra .

Em 22 de f eve re i r o  de 1906 WOLF descob r i u  Aqu i t es ,

o pr ime i ro  asterõ ide t r o i ano ,  estendendo a região de as te rõ i -

des  no ou t ro  sen t i do ,  sua d i s t anc ia  ao so l  5 ,248  u .a .  u l t r a -

passou pouco a de j úp i t e r  que é de 5,203 u .a . ,  e em 1920

WALTER BAADE descob r i u  H ida lgo  em Dergedor f  cu ja  O rb i t a  se es

tende além da ó rb i t a  de saturno.

Em 1937 KARL REINMUTH descob r i u  em He i l de lbe rg  o

as te ró i de  Hermes passando a 600.000 km da t e r ra ,  podendo apro



ximar-se ate 354.000 km de nôs.

No ano de 1941, BAADE descobriu no te lescópio

Sch im id t  de 1 ,22  m de f oca l  de  Mon te  Pa lomar  o as te ró i de  I ca rus

cu ja  ó rb i t a  se  aproxima 24.000,000 km do so l ,  mais do que a do

planeta mercúrio.

Em 1950, o astrônomo belga SYLVIEN AREND descobriu
An t i l oco  que se agrupou aos as te ro i des  t r o i anos .

Desde que WOLF começou u t i l i za r  a f o tog ra f i a  mu i t os

asteróides foram descobertos.

Para ev i t a r  os descobrimentos i l usó r i os  e pe rm i t i r  a

observação de asterOides conhecidos, na Epoca de oposição, O

Bureau de Cá lcu los  de Be r l i ne r  Astronomisches Jahrbuch es tabg

teceu as Orbitas e às efemérides.

Atualmente uti l izamos as Efemérides dos Pequenos Pla

netas, e a de 1978 por exemplo possui 1981 asterõides cataloga

dos com número e nome, datas  das opos i ções ,  e femér ides  da opo

s i ção  pa ra  1978 ,  e femér ides do b r i l ho ,  e femer ides  dos (p lanetõ i

des  ex t rao rd iná r i os )  e uma l i s t a  c r í t i ca  das  obse rvações  dos  as

te rô i des  no  ano an te r i o r .

Al guns de les  a inda  não possuem Orb i t as  bem de te rmina

dos  e po r t an to  t em mu i t as  Orb i t as  de  as te rO ides  a ca l cu la r ,  e

evidentemente mu i tos  de les  a i nda  não fo ram sequer descobe r tos .

Es te  é um t r aba lho  de pesqu isa  que a i nda  temos mu i t o  aàa f aze r ,

quem sabe poderemos ainda descobr i r  um ob je to  ce leste  ex t raor

dinár io e de grande importância.

71
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1 .2  - NOMENCLATURA

Os pr imeiros asteróides descobertos receberam nomes

da m i t o l og ia  greco-romana e a medida que o vocabu lá r i o  mitolôo

g i co  exau r i a ,  os  as t rônomos  passa ram a denominá - l os  com os  no -

mes de pessoas importantes,  sãb ios ,  c idades,  estados, e t c .

Em 1924 o astrônomo E.C.BOWER do Observatório Nava]
de  Wash ing ton  e l abo rou  uma nomenc la tu ra  p rov i só r i a  pa ra  o as -

t e rõ ide  que fosse descoberto. Tal nomenclatura consiste em

 designã-lo pe lo  ano da descober ta  seguido de duas l e t r as  maíús

culas do a l fabeto  l a t i no ,  onde a p r ime i ra  delas i nd i ca  à qu in

zena da descober ta  em re l ação  ao ano e à segunda o número de

ordem da descoberta na quinzena.
SN

As letras 1 e J são consideradas iguais para que
não oco r ra  even tua i s  con fusões .

" [ )

Exemp1l i f icando com o as te ró i de  descober to  no d i a  3

de março de 1971 po r  C.U.CESCO que f o i  chamado 1971 EA e ou t ro

'descober to  no d i a  24 de março do mesmo ano po r  VAN HOUTEN de-

nominou -se  1971  FE ,

Esta nomenclatura p rov i só r i a  se mantém a té  que à 6Õr

b i t a  do asteró ide se ja  ca lcu lada,

No ano de 1931 a União Astronômica In te rnac iona l  apro

vou um método o f i c i a l  para désignar um asteróide que é de f i n i -

t i va  desde que sua Orb i t a  es te j a  determinada e cons i s te  em

dar - lhe  um número de ordem, ordem em que sua ó rb i t a  f o i  calcu

lada, seguido de um nome que é escolhido pelo descobridor,

Assim, encontramos nomes mitológicos t a i s  como

Ceres ,  Aqu i l es  e nomes de sáb ios  t a i s  como Kep le r ,  Newton,

*º
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Ga l i l eu ,  Copêrn i co ,  Pa in l evé ,  Ga tss ,  Lagrange nomes de re i se

| p r i nc i pes  como Ba ldu ino ,  E l i zabe th ,  Fab io l a ,  Eugenea, Albertina,

Leopoldina e as v i r tudes  como ModEéstia, Paciência e ainda no-

mes de cidades como B ras i l i a  e outros nomes interessantes que

são dados aos asteróides de acordo com o seu descobr idor.

Mui tos  de les  tem s i do  descober tos e depo is  pe rd idos ,

por i s so  é que eles só recebem número e nome de f i n i t i vos  quan

do j á  existem observações su f i c i en tes  de modo que suas Orb i tas

podem ser bem determinadas.

1 .3  - ORBITAS

Todos os asteróides conhecidos possuem Orbi tas d i r e

t as  sa t i s f azendo  às l e i s  de KEPLER. Geralmente são T ige i ramen

te inclinadas em relação ao plano da ec l í t i ca .

A ma io r i a  de les  se  encontram numa l a rga  f a i xa  en t re

as Orbi tas de marte e j up i t e r  possuindo então um período de

r evo lução  en t re  4 e 7 anos com excen t r i c i dade  que va r i a  en t re

O e 0 ,2 ,  Po r tan to  a ma io r i a  de les  se comportam como os g ran

des planetas e não estão d i s t r i bu idos  aleator iamente.

Suas massas são minúscu las e po r t an to  não tem i n -

f l uênc ia  sobre  os p l ane tas ,  mas po r  ou t ro  l ado ,  um dos f a tos

mais interessantes é o modo com que seus parâmetros —GOrbitais

são i n f l uenc iados  p r i nc i pa lmen te  po r  j úp i t e r ,  o ma io r  dos p l a

netas  do nosso s is tema so la r .

O exemplo mais surpreendente  da dominância de j úp i t e r

no c in tu rão  de asteroides é o modo no qual ocorre lacunas em

cer tas  reg iões ,  s i gn i f i cando  que os  as te ró i des  não  se  encon -
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t ram igua lmen te  d i s t r i bu idos .

A ausência de asterõides nestas regiões fo i  observa
da pr ime i ramente  po r  DANIEL KIRKWOOD (1814-1895) da Un i ve rs i

dade de Indiana em 1866 e t a i s  lacunas são chamadas de Lacu-

nas de KIRKWOOD. E i n te ressan te  obse rva r  que es tas  “ l acunas

“são  representadas po r  d i v i sões  semelhantes aos i n te r va los  que

separam os anéis de saturno,  embora não estejam tão separadas.

Anal isando o problema das lacunas  de KIRKWOOD, ve r i

ficamos que se o movimento médio de j up i t e r  denotado por uy

que é 299" e o do asteróide E 1, entãoas lacunas mais des
tacadas são dadas po r :

n) pop '
— SS — - 1 .1So am

onde p e q são números i n te i r os  pr imos com o grau  de co

mensu rab i l i dade

Ip -a l  = 1 ,2 ,  3 ,4  | ( 1 .2 )

que É inversamente p ropo rc i ona l  a l a rgu ra  da l acuna .

Ass im,  as lacunas ocorrem nas reg iões  cu jas  d i s t ân -

c ias  ao so l  tem períodos de revolução que são frações do pe

r í odo  de j up i t e r  e po r  ( 1 .2 )  temos que os semi -e i xos  dessas

regiões onde hã lacunas correspondem a períodos de revolução

em ressonância com j úp i t e r  de ordem menor ou i gua l  a quat ro .

Realmente E resultado de uma ressonância entre os perfodos,

um dos problemas mais i n t e ressan tes  da mecânica ce les te .

Per tu rbações sobre um pequeno corpo ce les te  com pa

raâmetros o rb i t a i s  que  são  s imp les  f r ações  dos de um corpo g ran "
”
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de próximo & suf ic ientemente for te  a ponto de causar uma i ns -

tab i l i dade  e a té  uma mudança de Orb i t a .

Con tudo ,  ex i s t em acumulações  em vez  de  l acunas  pa ra

d i s tânc ia  que não d i f e re  muito da d i s tânc ia  de j up i t e r  ao so l ,

onde a razão em (1.1) € exatamente a unidade.

— A situação G& especialmente interessante para às dis
t ânc ias  onde o pe r fodo  de revo lução  dos as te ró i des  & aproxima

damente o mesmo que o de j up i t e r ,  temos a f  os grupos de as te -

rô i des  chamados t r o i anos ,  ass im chamados porque receberam os

nomes dos herOis homéricos da guerra de Tróia,  o primeiro de

l e s  f o i  descober to  po r  WOLF no d i a  22 de f eve re i r o  de 1906 e

recebeu o nome de Aqu i l es .
bx

Quando as razões são 2/3 e 3/4 correspondem aos

g rupos  de H i l da  e Thule respec t i vamen te .

Assim para as razoes 1 ,  2/3 e 3 /4 ,  onde Yu. e ne

nor  do que 500" encontram-se às concentrações e não as d i v i

sões que também são explicadas pelos fenômenos de ressonância.

O exemplo dos asteróides troianos f o i  um dos fatos
mais impo r tan tes  pa ra  à mecânica ce les te .  O matemaático JOSEPH

LOUIS LAGRANGE (1736-1813) havia descoberto uma solução pa r t i

cu la r  pa ra  o problema dos t r es  corpos e conc lu íu  que quando os

corpos ocupam posições t a i s  que formam um tr iangulo equilâátero

à configuração orbital  deles torna-se estável e is to  É o que

acontece com os as te rõ i des  t r o i anos  formando um s i s tema com sol

e júpi ter .

Ta l  f a to  não E uma su rp resa  se  pensarmos que em de

terminados i ns tan tes  a lguns  as te rõ i des  ao c ruza r  os pontos
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lagrancaanos do s is tema so l - j uúp i t e r  fo ram capturados ou f i ca -

ram osc i l ando  ao  redo r  de les ,

A Figura 1.1 é uma i lustração das ôrbi tas dos aste

rôides troianos. Júpi ter

t r o tanos  t r o i anos

F igu ra  1 ,1  - Ú rb i t as  dos as te ró i des  t r o i anos

São conhecidos muitos asteróides t ro ianos sendo que

à maioria deles precede júpiter talvez o dobro do número de as
te ró ides t ro ianos que 0 Segue,

A pa r t i r  dos elementos o rb i t a i s  dos as te ró i des  se de

duz os movimentos p róp r i os ,  en t re  os qua i s  as Tlongitudes do  oo

nodo é do pe r i ê l i o  variam uniformemente, mesmo que à excen t r i

c idade  e à i nc l i nação  permanecem cons tan tes .  Assim HIRAYAMA

c lass i f i cou  os asteróides em cinco f am i l i as :  se

Themis com 53 as te ró i des ,

Eos com 58 as te rõ ides ,

Coronis com 33 asteróides,
Maria com 17 asteróides e

F io ra  com 81 as teró ides .

En t re tan to ,  a tua lmen te  adm i te - se  uma sex ta  f amí l i a ,

à sabe r ,  Phocaea.

MILLER os d i v i d i u  em sete grupos segundo, as d i s tãn

cias ao'sol, como mostra a Figura 1 .2 , a seguir...
”
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Figura 1 .2  - Números de asteróides por i n t e r va los  de Ss" em
— movimento d iurno medio e os seus grupos.

Certos asterõides se destacam por apresentarem Orb i -

t as  no táve i s ,  en t re  e l es  es tão :  E ros ,  Hermes, Tcarus e H ida lgo .

Eros  ap rox ima-se  23 .000 .000  km da  t e r ra .

Hermes chega a te  800.000 km per to  de nos e &E poss i

ve l  que as te ro i des  t em chegado ma i s  p róx imos ,  como também a lgu

mas crateras meteor í t icas pode de f a to  t e r  resul tado da  co l i  PINA

são de algum asterôide com a terra.

Os asteróides que passam bem próximo da te r ra  são de

pa r t i cu l a r  i n t e resse  pa ra  o es tudo  da  esca la  de  d i s t ânc ia  no

nosso  s i s t ema  so la r ,

Tcarus, também é um asteróide extraordinário, sua Ór

b i t a  e a mais excen t r i ca ,  ce rca  de 0 ,83  , e possu i  a menor d i s

t ânc ia  pe r i ê l i ca  de aproximadamente 280.000 km chegando mais

próximo do so l  do que mercúr io.
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Hida lgo,  por ou t ro  l ado ,  possui um aféelio que va i

além da Orbita de saturno.

1 .4 - DIMENSUES

Os asteróides são todos tão pequenos que somente pou

cos  de les  podem se r  d i s t i ngu idos  como sendo não  es te l a r  a t r a

vês dos maiores te lescóp ios .

Medidas micrometricas e in te r fe romét r i cas  tem deter

minado os diametros para os quatro maiores as te ró ides ,  à sa-

ber  Ceres possui um diâmetro de 770 km, enquanto Palas,  Juno

e Vesta possuem diâmetros de 490, 190 e 390 km respectivamen-

t e .

Todos os outros asteroides provavelmente possuem dia
metros menores do que 200 km e ta l vez  sô uns 200 deles pos-

suem diâmetros maiores do que 50 km e a grande ma io r i a  deve

. possuír  somente alguns qui lometros de diâmetro.

Hermes, Amor e Apolo possuem diametros de 1 ,4  km,

1 ,5  e 2km respec t i vamente  enquanto que o pequenino Adonis

possui 800 m de diâmetro.

A velocidade de escape sobre à t e r ra  é de 11,2? km/s

“e  sobre  à Tua- é de 2 ,4  km/s ,  enquanto que sobre Ceres es ta  ve

l o c i dade -& menor do que 0,5 km/s, de modo que uma ba la  de fu

z i l  lançada vert icalmente não vo l t a r i a  sobre o mesmo, e nos

menores as te r0 i des  oco r re r i a  o mesmo se fosse  lançada uma pe

d ra  com à mão.

Nestas cond i ções os as te ró i des  não possuem a tmos fe -

r a ,  pois são tão pequenos que à gravidade E demasiadamente



16

baixa para re tê - l a .  -

O diâmetro dos asteróides & medido principalmente

at raves da medida do ângu lo ,  o qua l  o vemos da t e r ra .

Sendo O o va lo r  de t a l  ângu lo  em segundos de a r co

e D a distância Terra-Asteróide em. unidades astronômicas, pe

l a  fórmula do t r i ângu lo  retângulo se obtêm o diâmetro d do as

terôide expresso em km dado por:

d = 725 D .  O" ( 1 .3 )

Este método serve para os quatro pr imeiros, enquanto

que para os asteróides menores em que o diametro não pode ser

medido d i r e tamen te ,  uma maneira de es t ima r  os seus tamanhos co

nhecendo à magnitude v i sua l  aparen te  m,  deduzida da compara-

ção com às magnitudes das es t re l as  e as te ró i des  de re fe rênc ia

ou po r  f o tôme t ro  v i sua l ,  se  obtêm a magnitude v i sua l  abso lu ta

g por: '

g=m-5710g(r .D)  (1.4)

onde r êa  d i s t ânc ia  so l -as te ró ide .

Tendo o ângu lode fase P, sob o qual do asteróide

se  obse rva r i a  0 so l  e a t e r ra ,  pe lo  qua l  se  de te rmina  a f r ação

não iluminada do hemisfério do asteróide voltada para a t e r ra ,

e o coe f i c i en te  de fase f cor respondente a t axa  de va r i ação :

da magni tude p ropo rc i ona l  ao ângu lo  de f ase ,  u t i l i zamos  a re l a .
”ção

g=nm-5109(r.D)-f.P SS)
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Ainda u t i l i zando  o albedo, razão en t re  a l uz  r e f l e t i

da e à l uz  i nc i den te ,  expressado pe lo  p rodu to  p .qo  onde p &é

o chamado albedo geométrico por  BELL, independente da fase e

da forma do corpo, MULLER estabeleceu à re lação:

Log(2:2) = -Log/p'- 0,03 - CS (1.6)

BAUSCHINGER e AREND consideraram um albedo medio pa-

ra todos os asteróides que € i gua l  a 0,24 , a média a r i tmé t i ca

dos albedos de mercurio 0,187 e de marte 0,293 , o que poss ib i

l i t ou  AREND à cons ide ra r  uma fó rmu la  s imp les ,  expressando o

diâmetro em função da magnitude v isua l  absoluta como Único a r

gumento, ass im:
X

Log d = 3,6145 - 0,29 7 )

A pa r t i r  de 1958 f o i  adotada uma resolução pela União

Astronômica In ternac iona l  no Congresso de Moscou, que as magni

- tudes dos asterõides devemos ex t ra i r  de uma l i s t a  es tabe lec i -

da pe lo  astrônomo nor te -amer icano  THOMAS GEHRELS. Consequen-

temente todas as magnitudes u t i l i zadas  são magnitudes fo tog rã

f i cas  reduz idas  ao s i s t ema  fo tog rá f i co  i n te rnac iona l .

Com i sso ,  podemos esc reve r  que

Log d = c - 0 , 2g  (1 .8 )

onde a cons tan te  c &€ determinada conhecendo as magnitudes fo

tog rá f i cas  g eos  d iâmet ros  dos qua t ro  maiores as te rõ i des  de

duzidos por BARNARD que são :
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Nome d 9

1] Ceres . 767 .— 4,00

2 Palas 489 5 ,06

3 Juno 193 6,33
4 Vesta 38  4,22

O astrónomo be lga  JEAN MEEUS encon t rou  à cons tan te

c=  3 ,592  levando em cons ideração os va lo res  de g de te rm ina -

dos pe lo  astrônomo nor te -amer i cano  GERARD P .  KUIPER e às ob -

servações micromêétricas dos quatro pr imeiros e maiores aste

rô ides deduzidas pelo astrônomo EDWARD BARNARD, também no r te -

amer icano,  ass im ;

Log d = 3,592 - 0,29 (1.9)

AREND u t i l i zou  à re l ação  de MEEUS para  cons t ru í r  uma

tabe la  que mos t ra  o va lo r  do d iâme t ro  de um as te rõ i de  em fun

ção da magnitude abso lu ta  g ,  embora os va lo res  dos d iâmetros

ca lcu lados  não são r i go rosos ,  tendo em v i s ta  as hipóteses bãs i

cas .

Por  ou t ro  l ado  devemos t e r  um e r ro  med io  em gq de

0,25 magnitudes, donde o erro cometido no calculo do diametro.

do asterõide é de 12%.

Um outro modo de obter o diametro -dos asterõides ê

obse rva r  as ocu l t ações  dos mesmos pe la  l ua  ou as ocu l t ações  de

es t re l as  pe los  mesmos. A ocu l t ação  de as te rõ i des  pela l ua  dura

no máximo a lguns segundos enquanto que a ocu l t ação  de es t re l as

pelos asteróides pode durar quase dois minutos.

Unindo os 1550 p r ime i ros  as te ró i des  num só p l ane ta ,
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este t e r i a  um ra ío  de 673 km e uma massa i gua l  a 1/847 da mas

sa t e r res t re  e ex t rapo lando  para  2 .000 as te ró i des  es te  va lo r

segundo AREND se r i a  de 1/840 a massa da t e r ra .

Uma vez determinado o volume surge a questão de co -

nhecer  à massa dos as te ró i des ,  e mu i t os  pesquisadores reco r re

ram a t eo r i a  das pe r t u rbações  pa ra  t en ta r  de te rm ina r  a massa

t o ta l  do cinturão de asteróides, mas cada um obteve diferentes

va lo res .

URBAIN JEAN JOSEPH LE VERRIER (1811-1877) estimou que

à massa t o ta l  dos as te r0 i des  não pode r i a  u l t r apassa r  0 ,25  da

massa t e r res t re  sem p rovoca r  pe r t u rbações  sob re  mar te ,  mas nun

cá se constatou t a i s  perturbações sobre o p laneta marte.
x

Um ou t ro  procedimento cons i s te  em supor  uma dens i -

dade e conhecendo o d iâmet ro  aproximado obtemos à massa do às

t e rô i de .

Assim se a densidade do asterõide fo r  2,65 entre mar

t e  e júupiter a massa t o ta l  dos asterõides serã 6 ,6  x 1073 da

massa t e r res t re  e se a densidade fo r  5,5 en t re  a de marte 3 ,8

e à de mercúrio 6,2? que é à densidade média da t e r ra  a massa

tota l  dos asteróides serã 1 ,32  x 107? da massa t e r res t re .

E)

1 .5  - FORMAS E VARIAÇÕES DE BRILHO

Para corpos tão pequenos como os asteróides pode se

mos t ra r  que a f o r ça  g rav i t ac i ona l  não é su f i c i en te  pa ra  i ndu -

2 i r  à forma es fé r i ca ,  de modo que e les  devem te r  formas i r r egu

Tares ,  o que f o i  comprovado para  a lguns  as te ro i des  que mostram

fases de variação de luminosidade. Atraves de observações fo
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t ome t r i cas  da va r i ação  de b r i l ho  de a lguns as te ró i des  pode-se

chegar  ão conhecimento de sua forma e o r i gem.

A f o tome t r i a  combinada com a po la r ime t r i a  pe rm i t e  a

determinação da forma e da supe r f í c i e  de um dado asteró ide em

bora  a té  agora tem s i do  de te rm inadas de um modo a inda  g rosse i

ro  para uns poucos as te rv ides .

A causa da variação do b r i l ho  também pode se r  a t r i -

bu lda  à ro tação  de um as te ró i de  es fê r i co  com reg iões  de a lbedos

d i fe ren tes  ou então um asterõ ide apresentando faces de cons t i

tu íção d i s t i n t as .

Alguns pesquisadores a inda  ac red i t am em ce r tos  casos

na ex i s tenc ia  de um ou mais companheiros,  o que também provoca

à variação do b r i l ho  devido as suas posições.

O estudo da forma dos as te ró i des  pode mu i t o  con t r i -

bu i r  pa ra  o es tudo da o r i gem,  se  i r r egu la r  se r i am res tos  de uma

explosão ou de co l i sões .

Eros po r  exemplo possu i  a r o tação  no sen t i do  con t rã

r i o  àãos pon te i r os  do re l óg io  e dura aproximadamente Sh l7min .

Em ge ra l  os perTodos de ro tação  var iam de 2 a tê  mais de 10

horas para alguns as te ró ides ,  supondo que a variação de l uz  re

cebida & devido as suas irregularidades, !

A f i gu ra  1 .3  da  uma r ep resen tação  da  cu rva  de l uz

para o asteróide Juno.
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Figura 1 .3  - Curva de l uz  do asteró ide Juno

Observamos que o perTodo de rotação de Juno é de apro

ximadamente 7hl3min, levando em consideração que à curva de

luz  varia com o ângulo que vemos o asteróide em sua o rb i t a .

A l um inos idade  de  um as te ro i de  es ta  pa rc i a lmen te  num

p lano  pe rpend i cu la r  ao p l ano  formado po r  so l - as te ro i de - t e r ra ,

no máximo de 9/1000 para  um angu lo  de f ase  de 140 .

O espectro da l uz  so la r  r e f l e t i da  pelos asteróides

tem mostrado novas indicações de suas composições minera lóg i -

càs ,  suas o r i gens ,  suas evo luções e suas re l ações  com os meteo

r i tos  como mostra o trabalho de CHAPMAN [ 37 ] .

A intensidade de b r i l ho  aparente 1 de um astero ide

re f le t indo a l uz  solar é dado por:

. l h
I s  —— (1 .10 ) ,rêp?

onde r e D são respectivamente as distâncias do asteróide

&o 50] e à te r ra  e nh é o b r i l ho  absoluto, i s t o  é , o b r i l ho

que  o as te rô i de  t e r i a  caso  es t i vesse  s i t uado  a uma d i s tânc ia

P

—tempo (horas)

Pe i



22

un i tãár ia  desses do i s  as t ros ,  nes te  caso r=Ds= l ,

Como o b r i l ho  medio do asteroide 1I,n, durante a opo

sição corresponde à distância a doso le  a-rl da t e r ra ,  t e

mos que:

I h  : |
l g  = UN : | (1 .11)

a “ (a -1 )

Geralmente,  ào i nvez  de u t i l i za r  às i n t ens idades  de

b r i l ho  aparente 1 ,  absoluta 1, emédia I, leva-se em con

s ide ração  à l e i  de POGSON, u t i l i zando  as magnitudes aparen te  m,

absoluta g ea  magnitude media na oposição mo.

Uti l izando então (1.5)  t a i s  grandezas são ( inter l iga

das po r :

g = m-5 log ( r .D ) - f .P  e

g = ns  Log a ía -1 ) - f .P  (1 .12)

Como vimos em 1 .4  as observações f o tomé t r i cas  permi

tem determinar também por via i nd i re ta  o diametro d de  umas

t e ró ide  alem da rotação.

A maioria dos asteróides ref lete 7% da luz solar i n

cidente como acontece com a superfície l unar ,  cu j o  albedo €

7,3%.

O espec t ro  de as te rõ i des  é análogo ao da Tuz so la r ,

não se  consta tando nenhum t raço  de emissão p róp r i a .
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1 .6  - ORIGEM DOS ASTERÓIDES

Para que uma teo r i a  se ja  v i ãve l ,  digamos que e l a  de

ve exp l i ca r  todos os fa tos  da observação e existem muitas con

t i nuações  das p r i nc i pa i s  t eo r i as  l i gadas  às cosmogonias do s i s

tema so la r  para  exp l i ca r  a o r igem dos as te ro i des ,  po r  exemplo:

A explosão do p laneta de OLBERS, comp le tadapor YOUNG,

que cons iderou  exp losões secundar ias .  subsequentes pa ra  j us t i f i

car  a ex is tenc ia  das famí l i as  d i s t i n t as .

No en tan to ,  tudo  parece i nd i ca r  que os as te ró i des são

o r i undos  da des in teg ração  de um p lane ta ,  ou p roven ien tes  da ma

t e r i a  de um planeta que não se t e r i a  condensado.

Baseando-se na ex i s tenc ia  das f amí l i as  de me teo ros ,

tem-se a h i pó tese  de que essas famíi las se r iam p lane tas  maiores

ainda em condensação, segundo a t eo r i a  do "Je t  Streams", do f i

sSico sueco HANNES ALFVEN,

1 .7  = UTILIDADE

Eros e ou t ros  as te ro i des  fo ram u t i l i zados  para  à de

terminação da distancia te r ra -so l .

At raves  das  pe r t u rbações  exe rc i das  sob re  o mov imen to

dos as te ró i des  podemos de te rm ina r  as massas dos p l ane tas ,  p r i n

cipalmente a dos planetas i n fe r i o res  mercúr io e vênus que são

desprovidos de sa té l i t es .

O estudo dos asteróides é utilizado indiretamente pa
ra  me lho ra r  o conhec imen to  da  ó rb i t a  t e r res t re ,  e &ê poss í ve l

de te ta r  as  i r r egu la r i dades  da  ro tação  t e r res t re .

%*
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Todos estes f a tos  anter io res  servem para à determina

ção de erros sistemâticos das posições de estre las.

O avanço do pe r í é l i o  de I ca ro ,  que E cinco vezes O

de Mercúrio, isto €, 43" por sêculo se ajusta a relatividade
ge ra l .

A determinação cada vez mais p rec i sa  de dados re l a t i

vos aos as te ro i des  t o rna -se  de grande impo r tanc ia  pa ra o estudo

dos problemas da mecânica ce les te ;  em pa r t i cu l a r  o es tudo  dos

sa te l i t es  a r t i f i c i a i s ,  da as t ro f í s i ca  e da cosmogonia. Suas Or

b i t as  permitem tes ta r  ca l cu los  de pe r tu rbação  no problema dos

t rês  corpos e ,  sua observação f o tome t r i ca  o fe rece  ( importantes

dados as t ro f i s i cos .  En f im ,  os as te ró i des  con t r ibuem pa ra  o

aper fe içoamento de nosso conhecimento do s is tema so la r  como um

t odo .  7
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CAPITULO 2

ALGUMAS FORMULAS DA TRIGONOMETRIA ESFÉRICA

Os pr incípios teóricos da astronomia esfêr ica e suas
a&pl icações p rá t i cas  em as t rome t r i a  depende f undamen ta lmen te  da

geometria de uma super f í c i e  es fé r i ca ,  desde que um fenômeno &

observado, imediatamente e l e  é representado em termos de re l a

ções en t re  arcos e ângulos na esfera ce les te ,

Como na maior ia dos t rabalhos que versam sobre à as

t r onomia  es fé r i ca  e as t rome t r i a  as fó rmu las  da t r i gonome t r i a  es

fê r i ca  são rea lmente  fundamenta is .

As fórmulas que encontramos em alguns textos como em

Rã,  [13] e ou t ros  em ge ra l  quando são deduzidas com de ta l hes

não são f e i t as  a t r avés  da aná l i se  ve to r i a l .  Tendo em v i s ta  que

e las  serão de grande impo r tânc ia  para  o es tudo do método das

dependênc ias ,  o qua l  daremos um t ra tamen to  ve to r i a l  vamos dedu

z í - l as  u t i l i zando  a lguns conce i t os  da ana l i se  ve to r i a l ,

A anã l ise  ve to r i a l  se i n i c i ou  nos meados do seculo

bassado e a tua lmente  é pa r t e  essenc ia l  da matemát ica necessá r i a

ao astrônomo e demais c i en t i s t as ,

I n i c i a lmen te  daremos a lguns conce i t os  e lementares de

análise ve to r i a l .

2.1 - PRELIMINARES SOBRE ANÁLISE VETORIAL

Um escalar  & uma quantidade f i s i ca  ca rac te r i zadapela
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sua i n tens idade ,  e é representada po r  um numero, como por  exem

p lo  o comprimento,  massa, tempo, e t c . . .  .

Entretanto, um vetor é uma quantidade f í s i ca  carac-
te r izada por uma in tens idade,  que € o módulo, uma direção e um

sen t i do ,  como po r  exemplo a ve loc i dade ,  ace le ração ,  fo r -

ça ,  e t c . . .  .

Graficamente um vetor U € representado por um seg
mento da re ta  o r i en tado  ob ,  como i l us t r a  a F igu ra  2 .1 .

' ND

F igu ra  2 .1  Representação geomét r i ca  do ve to r  u

O vetor U tema direção e o sentido de O para P
do segmento de reta o r i en tado  of .

O comprimento [PQ] do segmento de re ta  exprime a

intensidade, módulo ou o valor absoluto do vetor U,  que É re

presentado por Ju l .

Um vetor U & unitário se o seu módulo é Ífíguala
um, i s t o  &€,

ENTRA
O p rodu to  esca la r  ou p rodu to  i n te rno  de do i s  ve to

res U e V é um escalar U .V  dado pe lo  p rodu to  dos môdutos

de É e %Y pelo co -senodo ângulo en t re  e l es ,  i s t o  & ,

U.V = [Ul|Y|cos(U,V) (2.1)
*
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onde (U,V) E o ângulo entre U e V e O<(UV)<T.

O p rodu to  esca la r  goza das p ropr iedades  comuta t i va  e ”

d is t r i bu t i va  com relação a adição de vetores, i s t o  é ,  se U ,  vY

e W são três vetores quaisquer temos:

xUAVAR)= UV+U e.W

Pe la  de f i n i ção  de p rodu to  esca la r  en t re  do i s  ve to res

Úú e Y .  não  nu los ,  podemos de te rm ina r  o ângu io  f o rmado  en t re

e les ,  ass im:

> + -

cos(U,V) = —X— (2.3)
jul fv|

Observamos que à condição necessá r i a  pa ra  que os  mes

mos sejam perpendiculares E que o produto esca lar  en t re  e les se

ja  nu lo ,  i s t o  & ,

Num s is tema de coordenadas re tangu la res  Oxyz onde

íi, j e K são os ve to res  un i t á r i os  t r i o r t ogona i s  corresponden

tes  aos e ixos  x ,  y e z r espec t i vamen te ,  qua lque r  ve to r  uv

pode se r  esc r i t o  como uma combinação l i nea r  de les ,  i s t o  & ,

* > :
Um vu 1 +u , j  +uzk (2 .8 ) .

Ghde uv, uU, e uz são as coordenadas do vetor U que também
pode se r  representado pe la  t e rna  ordenada (Ut  sU2sUZ);, ou Se ja ,

ú = (vu,  2343 ) ,

pois tais coordenadasdo vetor são as respectivas projeções de
-
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O produto ve to r i a l  ou ex te rno  en t re  dois  vetores U

e V É um vetor W ta l  que o módulo de W & o produto dos

módulos de U e VY pelo seno do ângulo formado en t re  e l es ,

além disso W & perpendicular  ao plano formado por U e Ve

aponta na direção de rotação de U para VY no sentido cont rã>
r i o  aos ponte i ros do re l óg io .  Via!

Ca.  ——— 2"

O produto vetor ia l  w de U e V & denotado vor
+
UXV,  ass im ;

|úxV| = [U||V|sen(U,V) (2.5)

2 O
” = À L t )  = ºL Pb

>235 ) t.:k = O
> d 'O  = => ==
U sobre os eixos coordenados, assim: PR =oO
; = o A |

R RA
u . f  = u, -

u . j  = Uta

Em termos das suas coordenadas ou componentes oO p ro

duto escalar entre U e VYV pode ser escrito como:

UV = (uT+ui+uzk).(vyT+ vai + vz3k)

donde; o
+»[és = UV + av  tuava |

ou na forma de somatório:
3 o *

= us v 2 .5 )4h (

"Vimos que o produto escalar entre dois vetores & um

esca la r ,  i s t o  é ,  um número rea l ,  agora definiremos o produto

vetor ia l  entre dois vetores que é um novo vetor .
FS
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onde o ângu lo  (U ,Y)  ent re U e V & t a l  que O < (U ,V )<T .

O p rodu to  ve to r i a l  goza das p rop r iedades  an t i - comu  “

t a t i va  e d i s t r i bu t i va  com relação a adição de ve to res ,  i s t o  &,

+ + > SS  | -uxv  uÚ (2.7)
—

x = -.vVvx

> id + ss + +Ux(VEW) = UXV+UXW

Podemos observa r  também que uma condição necessa r ia

para que dois vetores U e V não nulos sejam para le los  é que

0 seu produto vetorial seja nulo, i s to  &,

+UxV =

A direção de U,  V e UxV  nesta ordem tema mes
- - ”  > + >ma o r i en tação  que os ve to res  bas i cos  1 ,  j e k r ep resen ta -

dos pela indicação dos dedos da mão esquerda,
fna———a

Em coordenadas ca r t es i anas  temos que :
Fim

1 j &
Uxv=  uu, uu, —Uz | (2.8)

o

é Y2 “3

e reso lvendo  o de te rminan te  acima vem que ;

+ + +
UxV . ( uv ;  - uzVva)1 + (Ugvy = Uqv3) )  + ( u j va -  uv ,  ) k

O módulo do produto vetor ia l  |UxY |  de UU e À

representa geomêtricamentea área ogramo de Tlados +

[5] e |vl.
Por meio de produtos escalares e vetoriais de três

Exvetores “U, V e W podemos formar produtos da forma (U.V)W,
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U(VxW)  e Ux (VxW) .

O produto U.(VxW) se chama produto misto ou tri-
p lo  .p roduto  esca la r  e sa t i s f az  as segu in tes  p rop r i edades :

(UxV)er eo “ <+ x <+ " <+ an
ão

.
|

+ x sr " +

(2 .9)

Além disso o valor absoluto do produto escalar mis
to U.(VxW) representa o volume do paralelepipedo de arestas

e o

O produto úx(VxW) &E chamado de t r ip lo produto
ve to r i a l  e nào goza da p ropr iedade  assoc ia t i va  mas sa t i s f az  as
ua :

segu in tes  p rop r i edades :

Ux(VXW).= (UW)V - (USV)W
(2.10)

(Ux V)XxW = (UMW)V - (V.W)U

Ta i s  p ropr iedades  são f ac i lmen te  demonstradas, ape

nas um pouco trabalhosa quando u t i l i zamos as suas componentes.

Podemos também fo rmar  o p rodu to  com qua t ro  ve to res

por exemplo (UxV).(Wx2) e (UxV)x(WxZ) que gozam das
segu in tes  p rop r i edades :

(UXxV)X(Wx2) = VIU.W x 2) - U (V .WOX 2) (2.11)

(Ux) x (WxZ)  = W(U.V x 2) - 2(U.V x W)

e fazendo Ú=W em (2 .11 )  obtemos:
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(2.12)

que também são fáce i sde serem demonstradas.

-

2 .2  - LE I  DOS CO-SENOS PARA UM TRIANGULO ESFÉRICO

Consideremos um t r i angu lo  ABC sobre a es fe ra  de

ra io  un i tá r io  e centro no ponto O e seja OABC o ângulo

t r i ed r i co  subtendido por ABC como na Figura 2.2? abaixo:
" A '

F igu ra  & " - o t r i ângu lo  es fê r i co  ABC

Sejam as ga e Y os ângu los  do tal t r i angu lo  e à,

b e c os  seus l ados  que são arcos da es fe ra  un i t a r i a .

Uma vez que estamos i n te ressados  na es fe ra  ce les te

que & cons ide rada  ra i o  un i t á r i o ,  os seus l ados  a ,  b e c .  são

exatamente i gua i s  aos respec t i vos  ângulos p l anos  BOC, AOC e

AOB.

Estamos interessados em ob te r  às relações en t re  os

"ângulos a ,  BB e Y eosl tados a,b e c do tr iângulo esfê

r i co  ABC que são ângulos faces do ângulo t r i êd r i co  OABC, e
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para  t a ' s  deduções u t i l i za remos  a lguns conce i t os  da aná l i se  ve

t o r i a l  v i s t os  em ?.1l.

Introduziremos então os vetores unitários Fo ê, e
3 com or igem no centro O da es fe ra  ce les te  e ext remidades

nos vertices do triângulo esférico A, B e C respectivamen-

te.
Observando o f a to  de que um ânguto en t re  do i s  p i a -

nos & exatamente i gua l  ao ângulo formado pe las  suas no rma i s , t e

mos que o ângu lo  a en t re  os p lanos  OAC e DAB e exatamen

te  i gua l  ào angulo en t re  as normais a esses planos.

Deno tando  o ve to r  no rma l  ao  p l ano  OAB po r  12  que

possu i  ev identemente à mesma d i r eção  da re ta  normal a es te  p l a

no ,  temos que o mesmo é ob t ido  pelo produto ve to r i a l  dos veto
: in. = -

res e ,  e e ,  i s t o  e ;

-

Analogamente as normais  aos p lanos  OÁC e OBC são

dadas respectivamente por:

> > >
n13 º 97% 63

+ (2 ,14)
naz * 67  XE;

Atraves da de f in i ção  de produto esca lar  podemos ob=-

te r  o va lo r  do ângulo a ent re  os planos OAB e OAC, assim

u t i l i zando  (2 .3 )  e os ve to res  normais a es tes  p lanos temos:

ane  ;
12 — Ss, (2.15)cosas  "

DIP ISL IEL
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e pe la  de f i n i ção  dos ve to res  normais dadas po r  ( 2 .13 )  e ( 2 .14 ) ,

temos que :

( 6  x e , ) . ( e  x 63) ( 2 .16 )
COS a = ( é  e . -

exe , |  l ey  xe ]

Segue de (2 .6 )  que :

lei xe ,  - le71lezlsen b

po is  b é o ângulo formado pelos vetores e e 62.

Lembrando o fato de que os vetores eso i =1 ,2 ,3
são un i t a r i os  temos:

lévxes| = senb " (2.17)

Analogamente segue que:

l e  x ez] = sen  c ( 2 .18 )

Alêm d i sso ,  demonstrando e u t i l i zando  (2 .12 ) ,  temos:

(e) x 67) .(67 x63) = 67. [6 x (67 x 63)]

pe la  propriedade (2 .9 ) , ,  é também;

(6  x 62 ) . ( e  x é) = é [ 00 .6  = (65.6 JO]

pe la  propriedade (2 .10 ) ,  donde segue que:

( e  x 65 ) . ( 67  xez )  — (e? 67 )  (62 :03 )  - ( 67 .63 )  (62.67 )'*
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Agora observamos a F igu ra  2 .2  e lembramos o fa to

dos vetores acima serem un i t á r i os  temos que:

(é) xd3 ) .(67 x63) = 1 cos a-cos ccosb (2.19)

Substituindo (2.17), (2.18) e (2.19) em (2.16) te-
mos: |

COS à - cos c cosbCOS a = :
senbh senc

ou  en tão :

cos a = cosb cosc+ senh senc cosa (2.20)

Em ou t ras  pa lav ras ,  temos que num t r i ângu lo  esfeéri

co  O co-seno de qua lquer  l ado  é i gua l  ao p rodu to  dos co-senos

dos outros dois  l ados  somado ao produto dos senos desses mes

mos l ados  pe lo  co-seno do ângulo  opos to  ao p r ime i ro  l ado .

Permutando os va lo res  de a ,  b e c obtemos as

formulas análogas para cosb  e cos c ,  i s t o  E,"

cos b = cosa cosc  + sena senc  cos 6

cos c = cosa cosb  + sena senb  cos Y

Ta i s  fo rmu las  representam o p r ime i ro  grupo de formu

làás fundamentais da t r i gonome t r i a  es fé r i ca ,  que é a l e i  dos

co-senos, para os lados de um t r i ângu lo  es fé r i co .

A l e i  dos co-Ssenos, pa ra  os ângu los  de um t r i ângu lo

esférico é análoga e para demonstrá-la basta considerar o t r i ãn

gulo polar ou suplementar A'B'C' de ABC, para o qual
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a '  = 1800 -a  a '  = 1809 -a

b '  = 1800 - à e B '  = 1800 - b

c '  = 1809-y Y '  = 1809-c

donde apl icando (2 .20)  temos que:

cos(1809-a) * cos (1809 - 8) cos(1809 - y) + sen(1809 - B)sen (1809 -x)cos a

Observando que:

sení (1809- o) = sen O

cos (1809 - O) = “ cos  O

para qualquer ângulo O, vem que:

. - cos  a = coSf icosY+SsSengf  sen Y cos (1809 - a )

ou então:

COS a ==COSB cosY+senf senYy cosa (2.21)

e permutando a ,  B e Y obtemos as demais fó rmu las  re fe ren te

à l e i  dos co-senos para os ângulos de um t r i ângu lo  esfér ico,

2 .3  - LE I  DOS SENOS PARA UM TRIÂNGULO ESFÉRICO

Deduziremos agora a l e i  dos senos pa ra  um t r i ângu lo

esférico como o da Figura 2.2.

Segue de (2 .6 )  que o seno do ângulo a pode Ser

dado po r :

AUPENNEIA | :Sen a = — — o (2 .22 )
AUT PANENEL
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ou se ja

(67 x62) x (e7xez)|
Sen aa  ————————— (2.23)

le x e7 l  l e ,  x ez ]

Temos po r  ( 2 .12 ) ,  que :

+ > + |(67 x 62) x ( e  xé%)| = |(ae7.67x6,3)e

que nos da: |

(67 x 65) x (e]zxes3)] = PATA TA I

“Como ETA TA representa o volume V do para
' l e l ep ipedo  de a res tas  é e» e ez e l ex !  = ]  t =  1 ,2 ,3

temos que: v

| ( 6 , xê , ) x (6 xe3)]| = V

donde segue que  (2 .23 )  t o rna -se :

sena Y (2.24)
oo  senhbh senc  |

Do. mesmo modo, temos que:

|(63 xe)  x (esxe])]
sen  a .  — + - >

lezxezl/ezxez]|

Ut i l i zando  os mesmos resul tados que usamos na dedy

ção de (2 .24)  temos que:

“ sen f s  y , (2 .25)
sena  senc
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e também, segue que

Y

Sena  senbh
(2.26)sen Y =

De (2 .24 ) ,  (2 .25)  e (2 .26)  "segue que:

Y = sena  senh senc

VY=sen tg  sena  senc

Y = sen Y sena  senbh

e às igualdades abaixo são ve r i f i cadas ,

sena senb senc  = sen f  sena  senc  = senY  senàá senb

Como os lados a ,  b e c do t r i ângu lo  es fé r ico não

são nu los  d i v i d imos  toda à expressão acima pe lo  p rodu to

sena  senh  sen  cc

e ob temos

Sena  Senf , senY (2 .27)
sena  sen  b sen  c

que E à l e t  dos senos para um tr iângulo esfêr ico.

Em ou t ras  pa lav ras  podemos enunc ia r  à l e i  dos senos

para um tr iângulo esférico do seguinte modo:

- Em qua lquer  t r i ângu lo  es fé r i co  os senos dos ângu los

são proporcionais aos senos dos lados opostos.

A l e i  dos senos também & conhecida como ana log iados

senos ou módulo do triângulo esférico.
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2.4  - FÓRMULA DO CO-SENO ESTENDIDA

Sabemos pe la  l e i  dos co-senos para os lados deduzi

das em 2 .2  que :

cosa  = cosb cosc+senb  senc  cosa  (2 .28 )

cosb = cosa cosc+sena  senc  cos 6 (2 .29)

Multiplicando agora (2.28) por cosc obtemos;

cosa  cosc  = cosb  cosc+senh  senc  cosc  cosa  (2 .30 )

Comparando o va lo r  acima de cosa cosc  como va

l o r  do mesmo ob t i do  de (2 .29 )  e u t i l i zando  que :
. %*

senºfc = l e  cos?c

temos:

cos b senºc  - sen b senc cosc cosa  = Sena senc  cos

D iv i d i ndo  ambos os membros po r  senc  obtemos:

sen a cos f=  cos b senc  -senh cosc  cosa  (2 .31 )  :

que € a fórmula do co-seno estendida.

De um modo análogo temos:

Senà cos Y=cosc  senh -« senc cosb cosa  (2 .32 )

e- ainda os dois pares de fórmulas análogas a (2.31) e (2 .32) ,

a sabe r :
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senbhb cosa=scosa  senc -sena  cosc  cos ff

senb cosY=cosc  sena - “ senc  cosa  cos

Senc cosaa=cosa  senh= -sena  cosb  cos Yy

Senc  cos f=cosb  sena -senb  cosa  cos Y

Com i s to  es tabe lecemos  nes te  cap í t u l o  um con jun to

de fórmulas que iremos u t i l i za r  na dedução da fórmula fundamen

t a l  para o metodo das dependências,

| mm eos - — cor tos amb + Sara 3005?
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CAPÍTULO 3

METODO DAS DEPENDÊNCIAS

A u t i l i zação  da f o tog ra f i a  é de grande impo r tanc ia

na  pesqu i sa  as t ronóm ica  e desde  1891  a f o tog ra f i a  t o rnou -se  fun

damental na pesquisa de as teró ides .  o Í

Os métodos de redução da posição de asteróides e ou

t r os  ob je tos  ce les tes  a t ravés  das p lacas  f o tog rá f i cas ,  es tabe

lecem uma correspondência  b i un í voca  en t re  à p l aca  f o tog rá f i ca ,

i s t o  é ,  o p lano  das coordenadas medidas ( x , y )  e 0o p lano  t an

gente à esfera ce leste que é o plano das coordenadas padrões

(X,Y).

Tal correspondência E determinada por intermédio das

coordenadas pad rõesde um cer to  número de es t re las  de re fe rên

c ias ,  das qua i s  se conhecem às suas coordenadas equa to r i a i s  cê

Jes tes ;  ascensões re tas  e declinações fornecidas em catalogos

es te l a res  e as coordenadas medidas de suas imagens sobre a p l a

ca f o tog rá f i ca .

Embora as  pos í ções  rea i s  se jam subme t i das  às inf luêén

cias de d i fe ren tes  fa to res  instrumentais t a i s  como Opticos Ou

mecân i cos ,  a abe r ração  ea  re f r ação ,  as  f o rmu las  de  t r ans fo rma

ções devem, cons ide rá - l as  pe rm i t i ndo  de te rm ina r  as coordenadas

padrões (X ,Y )  de um as te rõ i de  de coordenadas equa to r i a i s  des

conhecidas a pa r t i r  das coordenadas madidas ( x , y )  da imagem

desse as tero ide .

Assim as coordenadas equatoriais do asteróide podem
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se r  ca l cu ladas  a pa r t i r  do conhecimento das coordenadas pa -

d rões .

3 .1  - INTRODUÇÃO AO METODO

A placa f o tog rá f i ca  e a ob je t i va  constituem os e l e

mentos p r i nc i pa i s  de uma câmara ast ro- fo togrâáf ica.

Sejam O, e 0 ,  os respec t i vos  pontos noda is  p r i n

c ipa i s  p r ima r i o  e secundá r i o  de  uma ob je t i va ,  e pa ra  fac i l idade

de compreensão supomos co inc identes.

Imaginamos a es fe ra  ce les te  de centro O e ra i o

un i t á r i o  como na Figura 3.1, abaixo: e .

p lano
t angen te

- 2 n t

!

P /  p l aca
f o t og rá f i ca

x T o |

F igu ra  3 .1  - Homograf ia en t re  o plano tangente e a placa f o tog ra f i ca .
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A direção do e ixo  Optico coinc ide com a re ta  00",

onde o p l ano  tangente  em 0 ' ,  pe rpend i cu la r  a esse e i xo  é pa ra

l e l o  à placa fotográf ica e ao plano foca l ,

Cada astro dá um ponto análogo sobre a es fera  celes

te e sobre  o p lano  t angen te ,  ass im um as t ro  A na es fe ra  ce -

l e s te  t e rã  como imagem um ponto A '  na placa f o tog ra f i ca  .um

ponto A" no plano tangente à esfera ce les te .

O ponto base O é a projeção do centro optico da

ob je t i va  de d i s t ânc ia  f oca l  f ,  sobre  o p l ano  f oca l  que f az

com o e ixo  óp t i co  um ângulo re to .

Supondo que a p l aca  f o tog rá f i ca  co inc i de  com o p l a

no f aca l  temos à seguinte relação ent re  as coordenadas medidas

e as coordenadas padrões:

xs  X. f  o
* o ( 3 .1 )

- y=Y f

onde f &E a distância focal da ob je t iva.

As coordenadas padrões, i s t o  é ,  as coordenadas da

p ro jeção  de um corpo ce les te  no p l ano  tangente  são mostradas

na  F igu ra  3 .2  à segu i r :
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0720,

Figura 3.2 = As coordenadas padrões

O pon to  P rep resen ta  o po lo  ce les te  à A um as -

t ro  enquanto que P" e A" as respec t i vas  p ro jeções  des tes

do i s  pontos no p lano  t angen te .

0 eixo dos X coincide com a re ta  0a ,  perpendi-
cu la r  ao  e i xo  dos  7Y,

Sendo O o ângulo PO'A e considerando os triângu
1os  O0'A"A e 0 ,A "0 *  t emos :

X = 0 'A "  sen O
(3 ,2 )

: Y = 0'A" cos O
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Designando o arco ÀAO0' po r  o temos:

0 'A "  = t g  0'O,A
. (3.3)

0 'A "  = t g  co |

Determinamos as expressões das coordenadas x e y
associando as retações (3.2) e ( 3 .3 )  e substituindo em
( 3 .1 ) ,  ass im:

xa. rf t go  seno
(3.4)

y= f t go  coso

Conhecendo-se x ,  y e f pode-se ca l cu la r  o e O,

Vamos estabelecer a relação en t re  as coordenadas pa

drões e equatoriais e o nosso problema & o de exprimir co e O

em função das coordenadas equa to r i a i s  ce les tes .

O eixo dos Y &€ or ientado posit ivamente para l es te .

de modo que os va lo res  c rescentes  de X correspondem aos va lo

res c rescen tes  de ascensão re ta ,

Os segmentos de re tas  0 '  A e 0 'A5  representamas

coordenadas padrões do as t ro  A ,  e às coordenadas equa to r i a i s

celestes de A e 0 '  são designadas por (a,5)  e (ap.5,)

respec t i vamen te .

Aplicando as formulas fundamentais da t r igonometr ia

esfér ica que estudamos no capítulo 2 ,  ao tr iângulo es fê r i cofun

damen ta l  PAO' temos:

PA = 9009 - ô

t z  -PO 309  8 ,

APO'= q - 4,

7
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e daí  segue que:

Sen o senO = sen(a - aq)cos 5 ros

Sen o coso  = senó cos 6h - cosô  sen ô9 Afita- ao )

coSso = senô  sen SO +cos$  cos SP cos ( ía -  ao )

D i v i d i ndo  a p r ime i ra  e à segunda equação acima pe la

te r ce i r a  obtemos respec t i vamen te :

sen (a -an )cos  $ (3 .6 )
t go  senó  = .

' sen ô sen ó, +cosó  cos 6, cos ta -an )0 o 0

6 6 6 6 pão )senó cos -cosó sen aatgo cose = 0 0 0 (3.7)
Sen é sen 1 +cosé  cos s ,  cos ía  - ao )

que são as duas pr imeiras equações fundamentais da astrometria

p lana.  » 2?

Poderemos i nve r t e r  o p rob lema,  i s t o  & ,  p rocu ra r  as

coordenadas equa to r i a i s  ( a ,6 )  do as t ro  uma vez conhecida as

coordenadas equa to r i a i s  do. centro da chapa f o tog rá f i ca  (59 :59 )

e às coordenadas medidas ( x , y )  do as t ro .

Aplicando novamente as formulas fundamentais v i s -

t as  no cap í t u l o  an te r i o r  ao t r i ângu lo  es fe r i co  PAO' obtemos:

t 9 (a  - av) = tgo senô  (3 .8 )
cos  so  - sen  6ô, t go  cos  O

cos (a  -a , ) sen ô, +cosó, t go  cos: 0 o o ( 3 .9 )tg ó - :
cos  So - sen  Ss, t go  cos O
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3 .2  - O MÉTODO DAS DEPENDÊNCIAS

| Na determinação da posição desconhecida de um aste

r ô i de  ou um ob je to  ce les te  em coordenadas equa to r i a i s  ce les tes ,

ob t i da  à sua pos i ção  na p l aca  f o tog rá f i ca ,  i n t e r vem mu i tos  e r -

ros de d i f í c i l  determinação t a i s  como o va lo r  da escala da p l a

ca ,  a o r i en tação  da p l aca  no i ns t rumen to  de medida,  e t c . . .  .

O método das dependências f o i  e laborado  pe lo  as t ro

nomo no r te -amer i cano  FRANK SCHLENSINGER e mais t a rde  ape r fe i -

çoado po r  mu i tos  ou t ros  pesqu isadores ,  en t re  e l es  AREND. Tal

método permite a obtenção râpida e prec isa das coordenadas de

um ob je to  desconhec ido  em pouco  t empo ,

O metodo das dependências consiste no uso de um pon
eo

t o  t eó r i co  imaginar io que denomínamos de centro das dependen-

c ias  ou ba r i cen t ro ,  que deve co inc i d i r  com a pos ição  do ob je to
O

ce les te ,  no caso  o as te ro i de ,  cu jas  coo rdenadas  são  desconhec i

das .  Acon tece  po rém,  que  nem sempre ,  t a l  co i nc i dênc ia  se  ve r i

f i ca  e à pequena d i f e rença  en t re  a pos ição  do as te ró i de  e o

centro das dependências não afetará o resultado.

A pr inc ipal  vantagem do metodo E a f ãc i l  determina

ção dos efe i tos das estrelas de referências no resultado obtido.

Vamos agora descrevê- lo .

Sejam ( xn , y )  as coordenadas re t i l íneas  de um às

t e rô i de  medidas em uma p laca  f o tog rá f i ca  cu ja  pos ição  queremos :

determinar e .  ( x ; . y J ) s  i =1 ,2 , . . . , 0  às coordenadas retilTíneas

medidas na p l aca ,  das n es t re l as  de re fe rênc ia ,  esco lh i das

como pon to  de re fe rênc ia  que formam um po l í gono  cu jo  i n t e r i o r

contém o asteróide cuja posição queremos determinar.

nx
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As coordenadas equa to r i a i s  ce les tes  das  n es t re l as

de re fe rênc ia  ou base são denotadas por  ( a ;55 ; ) ;  ascensão re

tá  e decl inação respectivamente e seus movimentos própr ios

(uz  r s )  sao ext ra ídos para um equinócio medio, por exemplo

o de 1950,0 de um catálogo es te l a r  t a i s  como o SAO

(Shmi thson ian  As t rophys i ca l  Obse rva to r y ) ,  YALE e t c . . . , por com

paração da p l aca  com à respec t i va  ca r t a  ce les te .

Suas coordenadas ( x ;Y ; )  na  p l aca  são medidas com

um med ido r  de p l acas  po r  exemp lo  o coo rdena tóg ra fo  Asco reco rd

do Observatõório do Valongo da Un ive rs idade  Federa l  do R io  de

Janeiro.

Do mesmo modo são medidas as coordenadas dos as te -

r ó i des  que estamos i n te ressados  em de te rm ina r  sua pos ição  no

cêu. |

Podemos então equacionar às coordenadas padrões do

as te ró i de  como funções  po l i nom ia i s  das coo rdenadas  med idas  das

estrelas de referência, i s to  &,
n 1,5X = asso y

1 ,$ -0  NX

1

e às coordenadas equa to r i a i s  ce les tes  do as te ro i de  como fun -

ções de suas coordenadas padrões, i s t o  & ,

a = fOGY)

6 = g9 (X ,Y )
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E para con t ro le  são iyualmente medidas as coordena

c ia  que são chamadas es t re las  t es tes .

r e fe ren -

SCHLESINGER mostrou que a posição reduzida do aste

r ô i de  que procuramos suas coordenadas pode se r  r eduz ida  como

uma função l i nea r  exp l i c i t a  das coordenadas medidas.

O método das dependências assim chamado pode ser em
pregado com ou sem o aux í l i o  das coordenadas padrões .

g rá f i ca ,

(X1sY1)

(x;sY1)

(2930)

(X9s Yo)
( 69586 )

Em alguns casos t a l  método também admi te  sotução

Se jam en tão :

as

as

coordenadas padrões das est re las.

coordenadas medidas das es t re l as .

coo rdenadas  med idas  do  ba r i cen t ro .

coordenadas padrões do ba r i cen t ro .

coordenadas equa to r ia is  celestes do ba r i cen t ro ,

Para n=5  es t re las  podemos ver  à configuração

F igu ra  3 .3 ,
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" : (x4sY,4)

( x5Y5 )

(x2592)
( x ,  1Y3)

 y: o
Figura 3 .3  - Coordenadas do asteró ide e das 5 es t re las  de re

ferênc ia  na placa f o tog rá f i ca .

Podemos esc reve r :

( 3 .10 )

onde n é o número de es t re las  de r e fe rênc ia  e as dependências
D; são determinadas po r :

n
&n = D.x0 i h  11

(3,11)
n Í

Yo * D;yo = EP

com à condição de que:

| : D; =? (3.12)ia) À SS
As relações (3 .10)  e (3 .11)  podem ser esc r i t as  de

v ido  a homograf ia  en t re  a p l aca  xoy  eo  p lano  tangen te  XAY,
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«
%

As dependências D., i =1 ,2 , . . . , n  são tais quea
“função

fio,)= FS o?a À

€ mínima pelo método dos mínimos quadrados.

Portanto devemos ca l cu la r  o mínimo de t a l  função su

je i t o  às res t r i ções :

n
En - Dix, = Ooh

. n iYo * ho D;y; =0 (3.13)

n NX
1 -  L D ;  = O ,  ks

Empregando o metodo dos mu l t ip l i cadores  de LAGRANGE

para  achar  os extremos cond ic ionados da função f (D ; )  temos:

' *

o [ !  DÊ + A(o - Y Diz.) +B (y  - ç D.y.) +C(1 -  y o i )  =oi 1 06 ,  1 0 j ã  1 º  157  Àdo Lá

onde — rep resen ta  à de r i vada  com re l ação  à D ;  e A ,B  e;

C são os mu l t ip l i cadores  de LAGRANGE. i

Efetuando os ca l cu los ,  obtemos:

2 1 D.=ÀA ; B ; C y 1s=s0:.. X£Xs NY: " =

427 Cas  À ae i e

ou en tão :

y (20, -Ax; -By, -C)  =O
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donde vem que :

2D., = Az, = By ,  -C  = 0

ou seja:

e fazendo az ,  e .  e c=s  temos que :

D; ” ax;  by,  +e  (3 .14 )

Substituindo este valor de Dy obtido no sistema
(3.13) temos:

n 2
cc eo  12  +bx,y,  t+ex,) = O

A 2
o ” .  1 ( az ,  +by,+ey, )  =0

n
1 .  1h 22 t b ,  +c)  = O

que ê um sistema de t rês equações l ineares a três incógnitas

à ,  b e c ,  0 qual podemos escreve-lo na forma ma t r i c i a l :

o hi “ A “1 A 1 "
n n 2 n

no pt j oe  hoo (o | [| 695
n E.

BM ah  =; ah  n | EA



52

Supondo inicialmente w,ue à origem coincide com o
cen t ro  de g rav idade da con f i gu ração  das es t re l as  temos:

7 o2. E
cam À

; oy E

157 À
t ogo  o s i s tema (3 .15 )  t o rna -se :

” -” n 2? n a = 7

ES ] Fo e£aYy 0 aO. ão  (hm
; 12  o] ll» (3.16)y - x.y y "0 "ES RMS BS1-5 MMA IN

1 o o n i  tec)|

cu ja  solução pelo método de CRAMER e :
n

o L =i s ]
2 | n

Yo + Y ias .  i=)
Fe  3x x.yPESA DNSTo EA LA

. nn
ES A(ES LA Bs E DA,

n
i h  sí o
n ao

i h  CY; Yo
bs

Ve 3 eyFis? À 5 NAN
: an

Los, E vta CA á

o n
a 

|—
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ou en tão  reso lvendo os de terminantes  an te r i o res ,  vem que :

n n '2 2x )  yvioyn E x
0,57 “1 “O0;ã À

n n n 22 21 %1) ys ) -  e.y :G&h 1 Gh  1 Gh .  SAL

Y xº ;y &x E x ,y0,4, 91 “Fo é, PA
n .

t = ]

c= l
n

n n 2CL DOLL v i )  GL ep)

Supondo agora que à or igem das medidas & a imagem

do asteróide e que coincide com o baricentro teremos as coorde
nadas medidas das es t re l as  ( x ;+Y ; )  correspondentes à or ígem x

(9 :70 )  = (0 ,0 )  que É :

: E TEQ E LT = O

Y "Yo  = nº 0

Ass im , o s i s tema (3 .15 )  t r ans fo rma-se  em:

oa  pr o, n no s r
0 x x£sy xah L ah i o  i h  j

; parool = x,y y yE ALA BSS Tt UA. RA

; ;1 E y n
NS E À E ia JL

(3.17)
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Temos que o determinante N do sistema (3 .17)  &:

; ; ;x xy  x
i e  À "ES ENA MA BS 1 A,

Ne fS a, ;= xy  y y1 AAA BNP Ts ERA, 1e7 À

; ;& y n
E 157 À

e ass im  sendo

NÃo

Temos que à solução do sistema (3.17) &:

o ; O£oYy EES SALDO Rs 1 UM,
1 : no  na=—-  0 y .
N i h  Y o 1

1 ; y nqu7 À

7 )  o ;EA Zz
i e  À ie?

n n

Pt  ae SM . ” É

y 1Zz n
FE

' Í

EN% xye9 À up A
1 |? nocCc=—- xs.y 0AAA ORA ESTRA

; ; 1x y457 À je? À
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Reso l vendo  os  de te rm inan tes  t emos :

a 2 ; EV .  ; Ya ”  ; " ; PPN i s ]  i = l  i = l  tz ]

bs  a ; CsY; L N i  ; =í ; Y i )Nie? UC del i s ]  E

e : x ;  : Yan ; E I )  )
N i z  i s l  i x ]

Chamando os  va lo res  dos de te rm inan tes  ac ima  de  no

n ,  e n ;  r espec t i vamen te ,  temos que  os  va lo res  de  a ,  b e c

são dados po r :

a
N

n
b=—ê

N

n3
E

que subs t i t u i dos  na expressao (3 .14 )  obtemos os va lo res  das

dependências desejados:

D,  = NES + naoY; + nz )  ( 3 .18 )

onde os  n i o  i =1 ,?2 ,3  são os menores complementares da t e r ce i

ra línha do sistema (3.17).

Temos os  casos  pa r t i cu l a res  pa ra  t r ês  e pa ra  c i nco .

es t re l as ' de referência.



3 .3  - O MÉTODO PARA TRÊS ESTRELAS BÁSICAS

Consideramos o centro das dependências (xy , )  coin

c id i ndo  com às coordenadas (2 ,»Y , )  de um as te rõ i de  que p re

tendemos ob te r  as suas coordenadas ce les tes .

Ass im,

E.  "E .

Yo "*%

e às  coordenadas das es t re las  serão:

Tio "4?

Yio "Yi" Y%

para  i =1 ,  2 ,  3 .

Por (3 .11)  e (3 .12)  temos que:
3

- ha  D ;  C io  = 0

o
1h, Pr vio O

D;.=1]im À
ou  na  f o rma  ma t r i c i a l :

197 [mo “o “37  [|

Of=IXNno 2% “30 d>

BERNES 1 1 JL ;
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cu ja  solução pe lo  metodo de CRAMER e :

2
N

2
N

onde :
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que resolvido nos dã:

N = (2239/39" E3099 209) + (E391710 “=70930) * (79/20 “E209>10)

nq * *29Y309 230% 20*

n2 = 39N79 * 210Y30

*109%20 ” E20910

3 .4 INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA DO METODO DAS DEPENDÊNCIAS PARA

TRÊS ESTRELAS BÁSICAS.

Observamos o f a to  de que o ve to r  ns de f i n i do  pe io

produto ve to r i a l  dos vetores (259ºY 50) e ( x  9»9 ,o )  i s t o  e ,

n - ( x59 ºY  j o )  x ( x9»*Yxo )  ( 3 .20 )

-

- onde 1 , j  e k são i n te i r os  que va r iam c i c l í camen te  de 1

ate  3 ,  € um ve to r  t a l  que o seu módulo ou va lo r  absoluto é exa

tamente n , ,  i s t o  & ,  | .

DA = n ;

Realmente podemos ve r i f i ca r  que :

-s

n = (2297929) * (&397930)
>

na = (x395/39) x (21999710)

nz = (sx99970) x (&29:>9 20)
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são dados pe la  solução dos respect ivos determinantes:

i j  &k t j t+

+
k+

2 Ya O| > 3 3 | e
“39 Y3o o No 2 Yao Ol»

Ass im :

> +
n7 = (x29Y30 = E309Y209)K
+ =
n2 = («39479 - *19/309)K

+

(*79Y20o * 299109)Xus "

|
onde  1 ,  3 e Kk. representam os ve to res  t r i o r t ono rma i s  e po r

t an to  o modulo de n; E realmente n i .

O módulo n ,  de ns como vimos no cap í tu lo  an te -

r i o r  r ep resen ta  geometr icamente a â rea  do para le logramo de

l ados  (x;9º9 j o )  e (x  9 / 19 )  que € o dobro da ârea do t r i ân

' gqu lo  de  ve r t i ces  ( x95Y9)»  ( x ;  J j )  e ( x1»Y , ) -

Além disso, podemos de f i n i r  f como: .

À =. (ny +nJ+n3)k (3.21)

e o seu módulo E N que representa o dobro da área do t r i ân

gulo formado pelos vetores (x,9»Y 9)» (&29*ºYoo) &€ (x39 4309)

r ep resen tando  as  t r ês  es t re l as  de  re fe rênc ia  como . na  F igu ra .

3 :3 .  .

Dai as dependências D, podem ser definidas como:

p. = 2 (3.22)LUSSaro
para i=1, 2,3. : '
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Temos ass im que as dependências D; são re l ações

en t re  áreas de f i gu ras  p l anas ,  l ogo  e l as  são ad imensionaís  e

po r tan to  el iminamos a necessidade de de te rm ina r  a esca la  do

ins t rumen to  e a o r i en tação  da p l aca .

É evidente que à soma das dependências é i gua la

um, i s t o  &;
3

i s ]
o,= Mao .s — .

+ gão

Cons ideremos a F igu ra  3 .4  aba i xo :

( 23 :Y3 )

%

Figura 3 .4  - O método das dependências para t rês  es t re las

Y Sendo nx  à à rea  do para le log ramo hachur iado  na
: não  .

F i gu ra  3 .1  ac ima,  . e à a rea  do t r i angu lo  quad r í cu lado  co r -

respondente a metade do paralelogramo que &é 7 b3d,  onde b ,

E a base e d, & a a l tu ra  de tal triângulo.

Temos também que 5 representa a área do triâãn-

gu lo  cu jos  ve r t i ces  são as pos ições  das t r ês  es t re l as  de re fe

.
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rênc ia  cu ja  área também pode ser  esc r i t a  como > b ;h ;  oude bz

€ a base comum dos dois tr iângulos e h ,  a a l tura deste úUlti

mo.

De um modo ge ra l  e f ac i l  deduz i r  pe la  F igu ra  3 .3

que às dependências D i s  t 1=1 ,2 ,3  são dadas por:

(3.23)

De fa to ,  d i v i d i ndo  o numerador e o denominador de

(3 .22 )  po r  2 temos pe la  cons ideração f e i t a  sobre a F i gu ra  3 .3

que: 1

2 b iD; :
2 b i "

que simplif icado nos da (3.23) .

A in terpre tação E análoga para um número Ímpar n>5

-
es t re l as .

3 .5  - A FORMULA FUNDAMENTAL PARA O MÉTODO DAS DEPENDÊNCIAS

Supomos que à p l aca  f o tog rá f i ca  sub tende  uma peque

na reg ião da esfera ce les te ,  e se ja

as=sc -  so (3 .24)

uma quant idade  i n f i n i t es ima l  donde;

= d+  o (3.25)



Assim,  q No  =

sen dó = sen(ó ,  +48)

cos ô =. cos(66 +48 )

que desenvolvidos nos dãs

sen ô = sen dó, cos Aô + sen AS eos  & ,  ( 3 .26 )

cos é = cos 6 ,  cos Aô - sen Aé sen ,  (3 .27)

Sendo AS uma quant idade  i n f i n i t es ima l ,  teremos às

aproximações:

sen Aô E AS
. (3.28)

cos AS = 1

De modo que (3 .26)  e (3 .27)  tornam-se:

sen ó = sen  ó ,  +4ô cos 8, ; ( 3 .29 )

cos 6 = cos 6, RAS sen ,  (3.30)

Pelas mesmas considerações an te r i o res ,

da = a - a, ( 3 .31 ) -

e uma quan t i dade  i n f i n i t es ima l  e ass im :

Sen  Ãa  = ÃO = . . .  ( 3 .32 )

e A, aa?
. cos  Ao  = 1 - a + seo  (3 .33 )

pe lo  desenvolv imento em sé r i e  de TAYLOR das funções acima em

tôrno da origem atê os termos segunda ordem,
* .
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*

Ut i l i zando  (3 .31 )  teremos em (3 .32 )  e ( 3 .33 ) ;

senía-a , )  = a -a ,  (3.34)

- 2a “9
cos ta  a) = 1 e (  2 ) (3 .35)

Subs t i t u i ndo  agora (3 .29 ) ,  ( 3 .30 ) ,  ( 3 .34 )  e ( 3 .35 )

" nas equações fundamentais (3.6) teremos:

t g  o senô  =

( a -  ap) cos do “(6 = 6h )sen 5.) N
: An do

- [sen 84 +(6-8,) cos s6J sen 8,+[cos 8-(S-6,5)sen 61 Jcos ó ,  1-(—2) ]

e

Ss

t go  cosô  =
| 2
o)

[sen do + (8-8, ) cos so 1lsen so" [cos sg "  ( 5 -8 )  sen so ] cos ôo [1 - ( 2  - =,

! |
[sen do +(5-ão) cos socos o” [cos so" (5-6,)  sen & , ]  sen 8 [1 - (

Desenvolvendo e s imp l i f i cando  as expressoes acima

teremos: | N

( a  - ag)cos 6 -(a-a)(8-6 ) sen6ô ,
t go  senO = a a IT

1 (—) cos t ,  + ( 6 -6 )  (—)  sen 67 cos ô ,

aa ,  2 a -a ,

2 a-an 2
) cos 6 ,  + (—)  (6 - ó f )sen 6 cosó ,

? 2
8t go  senô = ae ,

1 7

Considerando somente até os têrmos de terceira or

' dem te remos :

too sen =(a-af)cosóo-(a-an)(S-Sp)send, . (3.36)
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- “ o  2 '

) cos ô sen ,  (3 .37)
. : a

t go  coso  = (8 -6 ) +(

Subst i tuíndo (3 .36)  e (3 .37)  em (3 .4 )  obtemos:

x = f [ ( a  ap )cos  & ,  - f a  - a f ) ( 6 -  6 ,  )sen SP

a -a ,?
) cos ó,  sen so]ya  F I (6  69 )  +

Sejam (x9»Y0Q) e (x,»yY,) as respec t i vas  coordena

das reti líneas medidas do ponto tangente da placa à esfera ce
les te  e do asteróide, ( x ; , y ; )  e (açs5,) ,  i =1 ,2 ,3  as coorde

nadas re t i l í neas  das t rês  es t re las  de re fe rênc ia  e as suas coor

denadas ce les tes  respec t i vamen te ,  temos:

E “ zo  = f [ ( a ;  - an  ) cos  ô ,  - ( a ;  - ao )  (Ss ;  - sn ) sen  6,51

2-7 .  '

) cos ô ,  sen 5 ]Y i7YO?  f(6,; - s9) + (=

onde 1=1 ,2 ,3 .

Mu l t i p l i cando  cada uma das se i s  equações acima pe las

respec t i vas  dependencias D i s  i = l ,  2 , 3  temos:

| TA
VEZ - D ia ,  *= f [D ;  ( a ,  - ap )cos  so  (a ;  - ag  ) ( 8 ,  - 89 )  sen  s l

a ;  —)  2

) cos 6 ,  sen ô , ] ,

i = -1 ,  2 ,3 .



Somando desde i = ]1  até 3 e u t i l i zando (3.12) te

mos :  |SE
- eo  ' 3 3 :

n a) ( 3 .40 )  7

a — 2

) cos 6, Sen 5,1DEAN ANANOA DjC8,-69)+  x D(

Mas por  (3 .11)  o p r ime i ro  membro dessas equações são |

às coordenadas do as te ró i de  que se p rocu ra  de te rm ina r  a pos í -

ção ,  ou  se ja  (&2*Y,2) ass im ;

a =00 t  f [ ( a -ay )cos  6 ,  - (a ,  - ag ) (6 , -  óo)senó, ]
| (3.41)

Ya"Yo + f [ ( 6 --& , )  + ( -  “ o?  cos é, sen &1

Comparando as expressões (3 .40 )  com (3 .41 )  e e l im i  | .«

2 hando 9 º  Yo e f t emos :

(a, - an )cos so “ (a ,  - a f ) ( 6 , -  So )senóo] =

dd  D; (a ;  - ag)cos ô, - " Palas o)(84 - So)sen o

o . º
. ( 6 ,  - 9) +t(— 2 )  cos 6 ,  senó, ]  =»

a “  an  20 ) cos 6, sen ô )
3

= | - DLE  D;(S;  o a
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Donde segue que :

| 3 3

oo  (3.42)
3 SNNIA. 2 ê

SS." = sã  DC 6 ; -86 ) *+  E h D ;  ( a ;  - 49 )  - ( a ,  - 49 )  sen  280

—

. po i s  temos que :

sen  269  = 2 sen  ô, cos  ô,

e por i s t o

sen  9 cos  s ,  = 3 sen  26,0.

Para que as fórmulas (3.42) sejam ut i l i zadas na prã

t i ca  e l as  devem se r  coe ren temen te  d imens ionadas ,  po i s  aparecem

nos segundos membros f a to res  em segundos de tempo como (a ; -a9 )

e em segundos de a r co  como (6 ,  - 8 ) .

Como o p r ime i ro  membro da formula (3 .42)  em ascen

são  re ta  deve  se r  exp resso  em segundo de  tempo devemos en tão

mul t i p l i ca r  o seu U l t imo  f a to r  po r  sen 1 " ,  enquanto que o p r i

me i ro  membro de (3 .42 )  em dec l i nação  deve se r  expresso em se -

"gundo de arco devemos também mu l t i p l i ca r  o seu Ultimo fa to r  por

15ºsen 1º.
Então (3 .42)  to rna-se :

3 3 :
ara ”  D; (a;-ag)-  L h D:(a;- an) ( 6 ; -  so)  ( a , - ag ) (6 , -  so) sent"  tas,

| (3.43)
: 3 1º 3 2 21152 cen q»
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Gera lmen te .em (3 ,43)  chamamos:

F «= sen 1 º  tea,

G = (225  sen 1 "  sen 286,)

que são:

F = 0,000 004 8481 tg  ôo
(3.44)& = 0,000 272 7076 sen 26,

Os valores de TÃO e E são encontrados frequen

temente em tabe las  espec ia i s  u t i l i zadas  nos cá l cu los  numêricos

e a tua lmente  são f ac i lmen te  ca l cu lados  com uso dos computadores.

Como € praticamente impossível determinar o ponto de

t angênc ia  da p ro j eção  da p l aca  sobre  a es fe ra  ce les te  devemos

e fe tua r  às med idas .das t r ês  ou mais es t re l as  de re fe rênc ia  e do

as te rb i de  em re l ação  à uma p r ime i ra  es t re l a  de re fe rênc ia  cons i

derada como origem das coordenadas e também o procedimento com

“as coordenadas das estrelas de referência t iradas do catãlogo é

o mesmo ,

A fórmula fundamental dada pelas expressões (3.43)

tomad a seguínte forma:
3 : 3 o

uia ITA  p r l a ; - a ) -F [  2 0; (a; a1) (61-87) ( a , -  a ,  ) ( 8 , - 8 ,  )

(3 .45)

Zu  TO n t s , - 8 , )+s [  3 p , ( aç -a ) ) º  - ( a , - a ,  2

onde (07 ,81 )  são as coordenadas da p r ime i ra  es t re l a  de re fe -

r ênc ia ,
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Desprezando os têrmos quadráticos, podemos obter uma
p r ime i ra  aproximação pa ra  as coordenadas desconhecidas (4 ,5 ,  )

do asterôide;

Na.
411 = | + dh  D ,  ( a ,  ” 1 )

o (3.46)

Uma segunda aproximação é u t i l i zando  o processo t t e

r a t i vo ,  ass im :

3 3
aQ2= 0] + L Dilaç-as)- FLA, D(ai-a,)(64= 67) - (az1- 07) 65,1-67]

E

(3.47)
3 3 |2 | 2

que &€ melhor  do *'que (a  78 ,7 ) .

E podemos aínda con t i nua r  o processo i t e ra t i vo  ob -

tendo aproximações cada vez melhores para  às coordenadas equa

to r i a i s  ce les tes  do as te ró i de .

O método das dependências que desenvolvemos aqui f o i

para  t r es  es t re l as  de re fe rênc ia ,  mas de um modo ge ra l  podemos

“ u t i l i za r  um número Tmpar maior ou i gua l  a t res  que o desenvol

vimento E análogo, basta tomar n es t re las  de re fe rênc ia  e

f aze r  à soma desde 1=1  a te  n na  f ó rmu la  f undamen ta l .

O motivo de tomar um número n fTmpar de estrelas
maior ou i gua l  a t rês  pode ser v isua l izado geometricamente em

( 3 .4 ) .
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Geralmente: tomamos n=5  est re las  de referência que

nos dá um bom resu l tado .

3.6 - CONCLUSÃO

Com a fantast ica descoberta de Ceres por PIAÁZZI O

estudo dos asteróides engrandeceu e se tornou um dos mais im

po r tan tes  no  mundo da  as t ronom ia .

Os assuntos apresentados no pr ime i ro  cap í tu lo  v i sa

ram um exame ráp ido dos conhecimentos básicos dos as terõ ides .

No segundo cap í t u l o  mostramos que se pode f ac i lmen

te deduz i r  as fó rmu las  fundamentais da as t ronomia  esfêrica atra

vês da análise vetorial e finalmente fizemos o uso da análise
ve to r i a l  na apresentação do método das dependências pa ra  obten

ção da posição de asteróides.

| O cá lcu lo  de t rês posições precisas de um asteró ide

- permite a determinação de sua ó rb i ta  pelo método de GAUSS, além

d i sso  e l es  serão  de grandé u t i l i dade  pa ra  es tuda r  os problemas

de per tu rbações  que ocorrem f requentemente na mecânica ce les te .

As ca rac te r í s t i cas  o rb i t a i s  de cer tos as te ró i desper

mitem a u t i l i zação  dos mesmos como ponto de re fe rênc ia  para à

astrometria e-para a confirmação da medida da distância terra-

so l ,  a un idade  as t ronômica .

Por outro lado,  quando os asteróides são considera

dos como "matéria interpianetária" e através de observações fo

t omê t r i cas  obtemos impor tan tes  dados as t ro f i s i cos  e das re la

ções en t re  os mesmos e outros t i pos  de matér ia i n te rp lane tá r ia



é poss í ve l  deduz i r  impo r tan tes  conc lusões sobre  a es t ru tu ra  do

nosso s is tema so la r  e t a i s  r esu l t ados  pode nos f o rnece r  d i r e ta

ou  i nd i r e tamen te  uma boa  v i são  den t ro  da  es t ru tu ra  do  p róp r i o

un i ve rso .

Como vimos o estudo fotomêétrico de um asterõide e à
análise da sua curva de luz pode nos mostrar as característi
càs de sua supe r f í c i e  e o seu perTodo de ro tação.

Com a f i na l i dade  de ape r fe i çoa r  cada vez mais o co -

nhecimento do nosso s is tema so la r  devemos con t i nua r  empenhados

na observação astrométr ica dos asteróides e a ex is tenc ia  de

mui tos  de les  a inda  desconhecidos nos dã uma esperança de encon

—tráã-los e quem sabe o descobrimento de um astro de ex t raord inã
X

r i a  impo r tânc ia .

Finalmente salientamos que o método das dependên-
- c i as  ê amplamente u t i l i zado  na  determinação de pos ições  de co

metas, es t re l as -e outros objetos celestes alêm dos as te rô ides .
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