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PALAVRAS-CHAVES

“Técn i ca  de F i l t r agem

F i l t r os  L i nea res

T rans fo rmada  de  Fou r i e r

Fi l t ragem de  S ina l  NX

NX . Convolução

RESUMO

* !:

O presen te  p ro j e to  t r a ta  da ap l i cação  da

t êcn i ca  de  f i l t r agem à As t ronom ia .  . São reco rdados

conce i t os  bás i cos  sob re  T rans fo rmada  de  Fou r i e r  e

Convo lução .  É ap resen tada  a t eo r i a  necessá r i a ,  j un -

t amen te  com um p rog rama  de  compu tado r  ( apênd i ce  ) , .
be

pa ra  a cons t rução  de  f i l t r os  l i nea res  pe lo  método

dos  m ín imos  quad rados .  Como exemp lo ,  é f e i t a  uma

ap l i cação  da t écn i ca  à ocu l t ação  do Sa té l i t e  I o  de

Júp i t e r  pe la  Lua ,  que  oco r reu  no  d i a  D1I de  j ane i ro

' de  1877 .
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TECNICA DE FILTRAGEM
NA ASTRONOMIA

1 - INTRODUÇÃO

TA

Um p rob lema  encon t rado  ao  ana l i sa rmos  um

s ina l ,  é que  es te  chega sempre ac resc ido  de i n te r -

—fe rênc ias  ou ru ídos ,  i s t o  & ,  contém uma f únção  com

um espec t ro  de  f r equênc ia  que  rep resen ta  o s ina l  pro-

p r i amen te  d i t o ,  ma i s  uma função  que  rep resen ta  pe r -

t u rbações .  Como sepa ra r  es tas  duas  componen tes  que

cons t í t uem o s i na l  j á  que  dese jamos  apenas  a i n fo r -

mação sem ru ídos?  A questão é essenc ia lmente a de

p roduz i r  uma  f i l t r agem nos  dados  ou  se ja ,  p ropo rc i o -

na r  a passagem de  um espec t ro  de Ffregqúencia deses já -
e—m— a Ea a

ve l  ( -  o s i na l  da  fonte, em es tudo )  e imped i r  outras
os

o f requências Aaue cons t i t uem Andesejáveis fperturba-: |

ções.  do  mêso ,  Anterfetências do recep to r :  t o ) ;  Te-.
' E . + JC 2 ea ”  t a  » A

to: e f e i t o  com a “apricação. de f i l t ros  Iingéria, 2:n6 :

+ ago” que iremos apresentar:  EO EP IL
E & E ros

7

dem:  Pr imei ramente desenvo lve remos :  ás  “ técn icas  ma- E *

t emé t i cas  u t i l i zadas  no mátodo de f i l t r agém como. con

ce i t os  bás i cos  de  T rans fo rmadas  de  Fou r i e r ,  t eo rema  : o

TLEAA O trsbalho ' serã  mostrado so seguinte. or. m l



da  convo lução  e t eo rema  de  reso lução . Em seguida da -

remos  uma desc r i ção  da  t êcn i ca  de  f i l t r agem,  desc re -

vendo  t i pos  de  f i l t r os  e seus  ob je t i vos .  A segu i r

uma desc r i ção  mais e laborada de f i l t r os  de ap rox i -

mação pe los  mínimos quadrados,  o qua l  será  u t i l i za -

do em nosso t r aba lho .  Pa ra  ap l i cação  do método, mos-

t r a renos  o r esu l t ado  da  aná l i se  de  uma ocu l t ação  do

sa té l i t e  I o  pe la  l ua ,  r eg i s t r ado  no Obse rva tó r i o  do

Va longo  em 01 -01 -1977 ,  e suas  conc lusões .  No  apên -

d i ce  se rá  ap resen tado  o p rog rama  de  compu tação ,  u t i -

11zado na ap l i cação  do mé todo ,  com desc r i ção  de ta -

l hada  de  suas  va r i áve i s  e sub ro t i nas  u t i l i zadas .

. . ,  0000000 . . .
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11 - TRANSFORMADAS DE FOURIER

a)  CONCEITOS BÁSICOS

Se ja  a f unção  F (x )  8 po r  de f i n i ção

f (o )  = Foxx  4 ,  ( 2 .1 )
o -o

onde f ( o )  é a T rans fo rmada  de  Fou r i e r  de  F (x ) .  As

va r i áve i s  x e o são chamadas de  um pa r  Fou r i e r .  A

t r ans fo rmada  i nve rsa  é

FO)  = Sºetoie”PEXOÇ (2 .2 )

” Por tanto,  se  f l o ) .  ée.a T rans fo rmada  de Fou r i e r  de  Fx ) ,

então. F i x )  ê à Transformada:  dé  Fou r i e r  de- f i g ) .  be.

. : - P i  -o a TT AA  CC An  ID  o emo Ao  Rs  oo ao. o 20  se  . . - ETA  - .

e .

- . ção  p r im i t i va .  Es ta  é. a p rop r i edade  c íc l i ca  da trans-

“ve- se  pbservar a mudança  no  “sá ha l  do expoente. entre NC

se Fx ) :  ê. uma”“função Gar de x s t o  é, “ sei j  FtRT E E I  O

=»  F ( - x )  a “ t r ans fo rmada .  da  t r ans fo rmada  p róduze fuh=



f o rmada  de  Fou r i e r ,  e v i s t o  que  o c i c l o ,  é de  do i s ,

passos ,  a p rop r i edade  rec íp roca  es tá  imp l í c i t a .

Í
!

As p rop r i edades  c Í í c l i cas e rec íp rocas .não

sa t i s f azem se F (x )  é impa r ,  i s t o  é ,  seF l x )  = -F í - x ) ,

ou se  F (x )  não ê pa r  e nem impa r .

| Nem toda  f unção  t em t r ans fo rmada .  A ques -
|
t ão  da ex i s tênc ia  da t ransformada pode seguramente

" se r  i gno rada  quando a f unção  a se r  cons ide rada  des -

c reve  uma quan t i dade  f í s i ca .  (Veja Bracewell-1965-cap.2).

Vamos expandi r  a equação (2 .1 )  usando

f ó rmu la  de  Eu le r ,  ou  se ja ,  e ”  = cosx + i sen  x ,  e

adm i t i ndo  no  caso  ma i s  ge ra l  que  F (x )  se ja  uma fun -

ção  comp lexa ,  i s t o  é ,  F ( x )  = Fx )  + 1F2  Ox ) ,  cons i s

t i ndo  de  uma pa r te  r ea l  FR Ex ,  e de  uma pa r ta  ima -

g inâá r ia  F i x ) .

En tão ,

f ( o )  = S º (FR  CX) + iF7 , ( x ) )  (cos2Nlxo + i sen2 I xo ldx

f (o )  = S FR l x )  cos2Nxodx  + 15 º  F , ( x ) cos2Nxodx  +
-— co

co oo

+ 1 /  Fo  ( x )  sen2IOxodx - /  F , t x ) sen2 Ixodx  (2 .3 )
—-co =- oo

*%



Es ta  equação é Ú t i l  pa ra  v i sua l i za r  o p ro -

cesso  da  t r ans fo rmada .  Cons ide rando  àas i n teg ra i s

acima, observando que a F (x ) '  sempre es tá  mu l t i g11 -

cada po r  uma função  pe r i ód i ca  ( sén  ouwvº cos ) ,  cons i -

de rando  também o cons tan te  pa ra  a I n teg ração ,  en tão

a soma das  á reas  resu l t an tes  des tes  p rodu tos (a  f i g .

2 .1  i l u s t r a  o r esu l t ado  des te  p rodu to  pa ra  à 3 º  i n -

t eg ra l  de 2 .3 )  8 o va ló r  p rocu rado .  I s t o  dá o va lo r

“ de  F to )  para  um dado va la r  de o .  Va r i ando a fregiên-

c ia  dos  senos  e cossenos  ae repe t i ndo  o p rocesso  t e -

mos o resu l t ado  f i na l .  Es te  processo é a essencia

da ava l i ação  numér i ca  da t r ans fo rmada  de  Fou r i e r .

Se  reesc reve rmos  à equação  (2 .3 )  f ( o )  =

= f l o )  + i f .  (0) ,  vemos que a parte rea l  é composta

da p r ime i ra  e Ú l t ima  i n teg ra i s  de (2 .3 ) ,  enquanto a

pa r te  imag iná r i a  é compos ta  das  duas  i n teg ra i s  cen -

t r a i s .  De uma mane i ra  ge ra l  ambas F (x )  e f ( o )  são

f unções  comp lexas .

Sendo F (x )  uma função  rea l ,  então FZ Ex) = O

e f ( o )  t o rna -se

f (o )  = S "FR  l x )  cos2Nxodx  + 1 /  FR ( x )  sen2 Ixodx  (2 .4 )
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Notamos  que  f ( o )  pe rmanece  a inda  uma fun -

ção  comp lexa .  Somen te  se  FR Cx) f o r  uma função  pa r

Fê  O)  = FR(-x ) ,  e que temos então

f ( o )  « /S” F ,  (x) cos2Nxodx (2.5)

. % : ou  se ja ,  a pa r i dade  de  F (x )  comb inada  com a impa r i -

dade  de  sen2Mlxo p roduz  á reas  pos i t i vas  e nega t i vas

igua i s ,  cance lando  ass im  o t e rmo  imag iná r i o : em (2.4).

os  | Pa ra  examp l i f i í ca r ,  vamos cons ide ra r uma fun

ção  s imp les  e sua  t r ans fo rmada ,  i l u s t r ando  o p roce -

d imen to  bâs i co .

Se ja  a f unção  “box ”  B (x )  ( f i g .  2 .2 )  de  l a r

gu ra  W ta l  que

O para W2<x< -W2
e

CLA para, = W2 << <W2.

to. e n to ,  Sua t rans formada 800  LS  CL 2. oe

SAO CLA a ie eae oe OI DNS neo
' O 3 ' se to r  UT = Te  —.  rd  * & . AAA  . o

" ma  a Too .  nação  É e is x ” " .: o as  o ;

—— : E A AAA O A NA MAOSSA AO AA SA
: . . O 2 * .  : bx ” : : P " " a .  ae  . . .  " » > e . . .  -

| "PR  l i xos  o t s  'b(o) = - Petoae IA dx
- oo OU ' .



blo) = W?2,2N1x0 - [4d Q2MxO w2
-W72 2hio -WN/2

(

- 1 ca 2NIÇS2TA 0 /2 )0  - go2MatW/210, >»
21 io

= FIZ | cosNWo + isenllio - cos lWo  + i sen l lWo | .

1 p =- ,ySenlWo
= ENE 2isenllWo = Who Wsincl iWwo

onde  s i nc  x é de f i n i da  como ES :

1 1 º

B(x )  E )
—

o ! o L Ta

e Wo 1 0 1N/2 3Z 2 W W W W

F ig .  2 .2  - A f unção  "box "  B (x )  de  l a rgu ra  W e
sua  t r ans fo rmada  b (o )  . de  l a rgu ra
VW.

= T I ,
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A re l ação  en t re as l á rgu ras  des tas  funções
1

tné pa r t i cu l a rmen te  impor tante,  e W é grande,  na

t r ans fo rmada  t o rna -se  pequeno ei v i ce - ve rsa ,  I s t o  acon
O

suas  t r ans fo rmadas ,t ece  en t re  t odas  as  f unções  e .

DO p r ime i ro  ze ro  da  t r ans fo rmada  é pa ra  oO = 1 /W.  Os

ou t ros  ze ros  es tão  i gua lmen te  espaçados  pa ra  dÀÃo :-
V
'

1/W ao l ongo  do e i xo  O .  :

O uso  das  t r ans fo rmadas  de  Fou r i e r  pa ra  a

r eso lução  de  p rob lemas  em s i s temas  l i nea res ,  6& uma

t écn i ca  bas tan te  conhec ida  8 ap l i cada  nos  ma i s  d i -

versos  ramos da c i ênc ia .  Seu uso determina uma mu-

dança  no  domín io  da  f unção  em es tudo  ou  se ja ,  se  OBS

dados es t i ve rem no domínio espac ia l  ou  t empora l ,  a

t rans formada os l eva  pa ra  o domínio das f r equênc ias

espac ia i s  ou  t empora i s ” “e v i ce - ve rsa ,  pe rm i t i ndo  que

a aná l i se  se ja  f e i t a  num ou  nou t ro  domín io ,  de  aco r -

do  com a conven teênc ia .

b) CONVOLUÇÃO

A mu l t i p l i cação  de  f unções  sempre  acon te -

ce  em p rob lemas  f í s i cos .  Como se r i a  en tão  a t r ans -

formada de Fou r i e r  de um p rodu to  de funções t a l  bo -

mo F (x ) .G íx )?  Pa ra  so lução  se rã  mos t rado  um novo

p rocesso  chamado  ( convo lução " ”  que  É de f i n i do  como

e
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ho): S f í ca i l g l i o -d . )do ,

í
onde  f ( 0 )  e g(o0) são  as  t r ans fo rmadas  de  Fou r i e r  de

“ FO)  e G (x ) .

1

- És ta  i n teg ra l  pode  se r  esc r i t a  como

: do  " | h t o )  = f ( o )  * g (o )

Ú

P ; Ú

onde o símbolo ( * )  rep resen ta  a convo lução.

É re l a t i vamen te  s imp les  en tende r  o que  re -

p resen ta  a convo lução .  A f unção  hí(o) & ava l i ada

pa r te  po r  pa r t e ,  sendo  a i n t eg ração  f e i t a  sob re  o

com o pe rmanecendo  cons tan te .  A f unção  8 -0 )  ê

t r ans ladada  de  uma quan t i dade  o em re l ação  a f í c1 ) ,

mas  po r  causa  do  s i na l  nega t i vo  de  0,4 no  a rgumen to

g (o -01 ) ,  à convo lução  ê p rocessada  da d i r e i t a  pa ra

a esque rda .  O resu l t ado  do  p rodu to  dá  uma cu rva ,  que  in tegra -

da  dá  uma área l í qu ida  para um determinado g .  Ao mudar g de

uma ce r ta  quan t i dade  es tamos mudando g (o  - 9 , )  para  uma nova

pos i ção ,  conseqg i l en temen te  ob tendo  - se  UMa nova

á rea  l í qu ida .  O p rocesso  é con t i nuado  des l i zando

g ío0 -01 )  sob re  f ( 0 , ) )  e a cada passo ,  sendo p roduz i -

“ da  uma nova á rea  do p rodu to  das  cu rvas .  I n teg rando

sob re  t odo o i n te r va lo  t e remos  à á rea  que  rep resen -
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t a  a convolução (F ig .  2 .3 ) .

f(o) g(o)

s G + )  o >
- | JS :

1 " LL

- f ( o )  = g l o  - 01 )  h (o )

[USO fog (0, Jg(0-0,)Pr x x flopelo o) 222 º?  -F04!80 o,
nº  n—— a ———” T

) | =

F ig .  2 .3  - A convó lução  i n teg ra l  F f l o l kg lo )  r ep resen tada  pe la
| á rea  t r ace jada .

o o o É i n te ressan te  l embra r  que  se  des l i za rmos

CA co  " sob re  s to )  ou  se ja ,  f i xa rmos  go ) ,  vamos ob

ter exatamenté '  fa) mesmo resu l tado .

e i  Se ,   JASSEmM Lia ! Tu To:

hto) = S/ glo t i a  - o,)do
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e po r t an to

g ío ) * f ( a )  = f l o ) *g (o )
y

A co r respondênc ia : entre mu l t i p l i cação & con  -
!

vo l ução  de  f unções ,  a p r ime i ra  num cfarto domín io  e

a segunda  no  domín io  de  Fou r i e r ,  é chamado  "Teo rema

da Convolução" ;  ou se ja

"Se f ( o )  tem a t ransformada de Fourier F ( x )

e g l o )  tem a transformada de Fourier  G l x ) ,  .então
-

f í l o )»g (0 )  tem a t ransformada de Fou r te r  F ( x ) .Gx ) ;
a

i s t o  é ,  a convoluçaão de  duas  funções  significa a mu l -

t ip l tcação de auas transformadas."

D teo rema  pode  se r  r ep resen tado  da  segu in
”

t a  mane i ra ;

H6x )  = F(xX).GOOJ)

++  + t  + t

h (o )  = f ío ) *+g( lo )

Mu l t as  vezes  t o rna -se  ma i s  f ác i l  v i sua l i -

za r  a convo lução  no  l uga r  de  p rodu to ,  e novamen te

v ia  t r ans fo rmada  de  Fou r i e r ,  pode  se r  ap l i cado  o Teo

rema da Convo lução  com van tagens  (F ig .  2 ,4 ) .
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B(  x )  b (o )  :

—— A CX

x — Vo  g—>

% x

B(x )  o b (m I  e — 2

CO — PA— . LO
x —>  2 VW gy»

| TR !
! ACx) . b2ç 0) OS

: '

x — o
F ig .  2 .4  - Mos t ra  a convo lução  deduas  f unções  "box "

B(x )  no domín io  espac ia l ,  dando como re -
su l t ado  uma função t r i ângu lo  A í x ) . . ,A  t rans
fo rmada  da  f unção  t r i ângu lo  é b' (60)
s ínc2 lo ,  uma a l t e rna t i va  se r i a  tomar as
t rans formadas de B (x )  + b(o0) = s i nc - l o  e

' mu l t i p l i cadas  en t re  s i  da r i a  b? (0 )
s ínc2 Io .  ]

c) .O TEOREMA DA RESOLUÇÃO — -

“ os  i ns t rumen tos  FTea l i zam med idas  du ran te

ME “Coca  tempo f in i to . “ou” “caem” sempre. um. L im i t e  mínimo par

: r a . néd idas  espac ia i s .  Quando medimos  .)período de =

uma  es t re l a  va r i áve l  em do i s  i ns tan tes  de  t empo ,  T ,
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e To, O i n te r va lo  de tempo en t re  T1 e T7 es tá  d i r e -

t amen te  re l ac i onado  com.,a reso lução  t empora l .  Pa ra

exemp l i f i ca r  vamos tomar a função D(x )  como se f os -

se  uma med ida  con t í nua  de  uma função  ve rdade i ra  F (x )

de  ex tensão  W, de te rm inada  po r  uma função  "box "  B (x )

de  a l t u ra  un i t á r i a .

en tão  = .

Dix )  = B (x ) .F ( x )

Sua t r ans fo rmada  é

d(ío) = h ío l x f l i o )

onde b (o )  = WsincilWo

Vamos supo r  que f ( 0 )  most ra  alguma con f i -

guração  “espec t rá l de  l a rgu ra  bem  . r edúz ida  ( f ig .  2. 5 ) .
a ”

“Comparada  com EB ex tensão  de  b l o )  es ta .  con f i gu ração

é cons ide rada  como“âmpu l sõs ,  A .convo lução acima f o r :

DO nece  d io ) : centrada sobre a posição. dos. A rpu l sos , ”  e ,  has  to
- t oae  cer A ra  o 1 --  O NE  NE

a con f i gu ração  de  pontas. ê totalmente desceraotérir

zada. x .  ún i ca  fo rma  na quer ”  “os  aspec tos  de  pon ta  . .

podem se r  r eso l v i dos  ê es tende r  a l a rgu ra  W a té  que

47W se ja  meno r  que  a l a rgu ra  das  con f i gu rações .  "



f (o)  : blow ' d(o)

NX—>

F ig .  2 .5  - O t eo rema  da  reso lução  i l us t r ado  pa ra  uma obse r -

' vação  f i n i t a  de  ex tensão  W. A f unção  D (x )  es tá

— | l im i t ada  po r  uma função  "Box "  B l x ) ,  de  l a rgu ra

W. A t r ans fo rmada  d ( í o )  es tá  l i v re  de  t odas  as

cu rvas  com f requênc ia  ma io r  que  1 /W.

————— me e o e —.  meneame o

Conc lu ímos  ass im  “que dev ido  às  ex tensões

f i n i t as  de  t oda  med ida  rea l ,  às  componen tes  de  a l t as
.

fregqilências nas. t r ans fo rmadas ,  são  sacr i f icadas.  o

ue  . ES 
o

. . o a . . .  e .
e .  o oo  e .  . co  . .

Ve jamos .  agora  a.“função. ss de  Ershde,  vtudo " uno

"dade  e ' áp l i cação  em Anúmeros  Problemas. . F I s ICamen te  '

Lombo  ce to Dee  to FDALo So' esta “função representa. um” impulso. o : DE  tes  Do UA

e
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Suas p rop r i edades  são '

SstxIdx = 1 | /
“o Í

1 pa ra  x x ,
S(x -x , )  = :

O pa ra  x É x1

! I s t o  imp l i ca  em que  a oco r rênc ia  do  impu l

so  se  dê :  em x = x .
ó

Como «exemplo  cons ide remos  o ' p rodu to  de  uma

f unção  qua lque r  F (x ) ,  com a f unção  & .

”

S ix - x4 ) .F (X )  = SOx -x4 ) .F0x4 )  ( 2 .6 )

I s t o  po rquas t ( x - x , )  = DO exce to  pa ra  x - xa .

Em ou t ras  pa lav ras ,  a mu l t i p l i cação  por uma

f unção  é rep roduz  somen te  um pon to  da  f unção  o r í g i -

na l .

Se  i n teg ra rmos  a equação  2 ,6  t e remos

S6(x-x,4).Fíx)Idx = FlxX,) Sélx-x,1)dx = Flx4) (2.7)
-oo -=-o

ns
?
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Podemos esc rever  também à equação 2 .7  da

segu in te  f o rma

Só tx ,  - x l I F ( x l dx  F (x , )
ss

= = . -*--- - Es t s  expressão tem à forma de convolução

O como j á  f o i  v i s t o .

A t rans fo rmada  de  ó6(x - x4 )  é

. o Dal br

- f i t o )  = /f/ ódlx - x4 )8 ”  i x  1,

V is to  que S(x - x4) = O exceto para x = x4 . )

. sn tão  | e. . | -

211 ? 21:f t o )  = 2º * *1 ,  S (x - x4 ldx  = e *1 º  ( 2 ,8 )
== es .———— - -so

Se t i ve rmos  duas funções & ' espaçadas sime

oo  = i t r i camen te  em to rno  de. x .  Oo, ( f i s .  2 .8 ) , .  i s t o  ê ,

EO)  = ST  xD + sx + 1106 sabendo”se  que a trans

” USO . fo rmada de Four ier  58 l i nea r ,  óntão,  pôdemos  esc reve r

EUA:  t ransformada.“ táte l  como. a soma:das “ t rans formadas,  :
NC:

to

+ 5rec  cms  creo
- r o

ou sé ja , ”  SMA ET ,  Sobe



va los  Ax ,

RENA

= 1988o),

em to rno  da  o r í gem,
uma f unção  cosseno .  — -

e

f ( 0 ) 2cos2Hx ,0  7 =—

+ -sx  x )  sx  x1)

de

- a ,  E AO | AS  A | x —>

F ig .  2 .6  - Duas f unções  6 espaçadas  s ime t r i camen te
Sua  t r ans fo rmada  6

Se ago ra  t i ve rmos  não somen te duas f unções

A t rans fórmada.  de. RIOS

ou  se ja

a .

é

: .
PL

. .  o + .
. . .  e a ..me nes  en  mm o need e CA

Toa t

ô mas s im  um a r ran jo  i n f i n i t o ,  espaçadas

e ê rep resen tado  po r  I I I L ( x ) .

ax S t x+  Amo :ano
nere ' : GG

ECO n/Ax) O

em in te r -

2

chamamos a es te  a r ran jo  de  f unção  "Shah "

“ i n t e i r o
2

e .  :

sáu t ra ,  função
eme  =

a Toa  "

Ea i  sata dd ES NE mamão
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NS | :
e como ja foi v i s t o , o espaçamen to  do  a r ran jo  em

I I I ( o )  é inversamente p ropo rc i ona l  ao espaçamento

em I I I (X ) . | ————
í : . .
1º  ” o eo  a á SS . . .

|
Uma aplicação importante de I I I ( x )  é mul-

t i p l i cá - l a  po r  uma função  con t í nua .  O resu l t ado  ob -

t i do  é como se os dados da função fossem amostrados

pa ra  pon tos  espaçados  de  náx. |
t

Ú

!

Se  med i rmos : uma  -"*sêérie', “ t empo ra l?  t o -
: o .  " no to  t o

mando dados  pon tua i s  espaçados  de  Ax e chamarmos es -

t es  dados de D (x ) ,  podemos, escrever
ú
i
Í

D(xX) = I I I (X ) .FOx )  | — (2.89)

onde  ox )  ê a f unção  rea l  de  espec t ro  con t í nuo .

Podemos  as tende r  es te  conce i t o  e imag ina r

qua lque r  f unção  sendo  rep resen tada  po r  f unções  & .

De  aco rdo  com o espaçamen to  tdos dados  de

amost ragem é que  de f i n imos  a ex tensão  da  amos t ra .

A t ransformada da equação 2 .9  é

d t )  =. INMUWW)X+ fo) (2 .10)



O espaçamento entre as funções 8 em I I I ( 0 )

é 1 /Ax ,  onde Ax é o espaçamento  dos  dados  em Dx ) .

A convo lução de f(o0) com I I I ( 0 )  imp l i ca  em que f ( o )

se ja  rep roduz ida  com repe t i ções  (F ig .  2 .7 ) .

! Conc lu ímos  pe la  f i g .  2 .7  que na convolução, |

f ( o )  t o rna -  se  ze ro ,  pa ra  va lo res  de  o .<0O,  s1bx , .  8 .a o

convo lução  rep roduz  f ( o0 )  com repe t i ções  em sépe rado . .

Se f ( 0 )  não  assume um va lo r  ze ro  ou  mu i t o  pequeno .  o

pa ra  O >- OD, 5 /hx ,  essas  repe t i ções  sob repõem:  se  a náo

a l t e rações  do  resu l t ado  nas  pa r t es  sobrepostas.  Nes -  ”

t as  pa r t es ,  o r esu l t ado  da  convo lução  p roduz  a somá |

dos  dados  sobrepostos e i s t o  e conhec ido  como "A l ias ing”  .

* “Po r tan to ,  a ma io r  f r eg i l ênc ia  sob re  à qua l
CJ

podemos ob te r  in formação Ú t i l  é pa ra  oO = 0 ,5 /hx ,  co i

nhecida como f r eg ienc ia  de Nyqu is t  (o&).

A n i ca  maneira de con to rna r  es ta  d i í f i cu l *>

dade é t o rna r  o espaçamento Ax dos dados da amos t ra

gem cada vez menor, a té  que a resolução de  f ( 0 )  se

dê sem superpos ição .
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I I I  - FILTRO LINEAR - ALISAMENTO

a )  CONCEITOS BÁSICOS

Sabemos que um s ina l  r eceb ido  Y ( t )  pode ser

esc r i t o  como Y I t )  = A ( t ) + E(t), onde A ( t )  ê à pa r t e

suave  ou  se ja ,  a pa r t e  que  con tém o s i na l  r ea l ,  e

E( t )  r ep resen ta  pe r t u rbações  ou  ru ído  sob repos tas ao

s ina l .  V i s to  que A ( t )  é suave ,  às vizinhanças A Í t - 1 )

& A ( t+1 )  t e rão  ap rox imadamente  o mesmovalor de ACt),

Portanto se  ca l cu la rmos  à méd ia  de Y ( t - 1 ) ,  Y ( t )  e

Y ( t+1 )  o r esu l t ado  se rá  aprox imadamente  AÍ ( t )  ma i s  a

méd ia  de E ( t - 1 ) ,  E ( t )  e E ( t+1 ) .  Os e r ros  t ende rão

a compensa r - se  de  t a l  modo que  o e r ro  méd io  t en -

de rá  à se r  menor do que o8 e r ros  i nd i v i dua i s .  Se re

pe t i rmos  es te  p rocesso  pa ra  cada  va lo r  de  t ,  ob te re

mos um novo  g rupo  de  dados  cons i s t i ndo  ap rox imada -

men te  de  A ( t )  ma i s  e r ros ,  que  t ende rão  à se r  meno -

r es .  Ass im ,  po r  me io  des te  mé todo ,  conseguimos d i -

mínu i r  a i n f l uênc ia  dos  e r ros ,  exce to  pa ra  os  va lo -

res  ex t remos  da  sé r i e ,  pa ra  05  qua i s  es temé todo  não

pode se r  f e i t o ,  sem que ha ja  a lgumas mod i f i cações .

Uma fo rma  c l a ra  pa ra  desc reve r  o e fe i t o  des te  p ro -
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cesso ,  que  é conhec ido  como "med ias  moven tes "  ( s im-

p le  mov ing  ave rag ing ) ,  é a t r avés de frequências ap ro -  -

x imadas .  Vamos  supo r  i n i c i a lmen te  que  os  dados  de .

en t rada  Y ( t )  são exa tamen te  seno idaã i s ,  i s t o  é !: “=
2 ”  SN  |

e i  (wt+O)Ytt) = R

onde  R = amp l i t ude  da  ondas

w = f r equenc ia  angu la r ;

t = t empo ;

d = f ase ,

Para podermos v i sua l i za r  mais fac i lmente ,  vamos con

s ide ra r  a sua  pa r t e  r ea l .

Y( t )  = Rcos(lwt + (é). | ” | .

Ap l i cando  o p rocesso  das  "méd ias  moven tes " à função-

ac ima ,  t emos

1 : o '
2 EINS (OS  RAARA EAABA TS E NELAS

2 ,08  4d R[el(Wt-wr0), 21 (WET) + a UutrwroI7

2 ,  * 1 R [e t  t r o )  27d ,  e i  (wt+o) + g i  Ut IOO des

2 ,  4 R [e t  ( t r o )  QTÃM 2 1 + e t ” )

Z,. = 2 Re t  Wt td )   oosw- i senwr l+coswr i senw) ]  .

R [e t  MEP cas200sw)1]

+ m
l
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A pa r t e  r ea l  é :

«+Z ,  3 R cos (w t+0 ) (1  + 2cosw)  (3 .1 )

à

Vemos que a sa ída  des te  p rocesso  7Z(t) &

ob t i do  pa la  f unção  de en t rada  Y ( t )  mu l t i p l i cada  po r

um fa to r  1/3(1 + 2 cosw l .  Podemos no ta r  também que

o s i na l  de saída é uma função linear da entrada, e então

p reve r  o que  acon tece rá  quando  o s i na l  de  en t rada  &

uma soma de vá r i os  t e rmos  em cossenos .  A sa ída  en -

t ão  con te rã  t e rmos  em cossenos  com às  mesmas f r e -

quênc ias ,  porém com amp l i t udes  moduladas po r  um fa -

t o r  1 /3 (1  + Zcosw l .  Po r tan to ,  f reqg i lênc ias  p róx imas

de  ze ro  passam re l a t i vamen te  i na l t e radas  àão passo

que um te rmo  com w = 2 1 /3 .  será comp le tamen te  remo-

v ido .

Sabemos  que  qua lque r  con jun to de dados po -

de  se r  esc r i t o  como  uma  soma  de  vá r i os  termos em cos -

senos  e en tão  podemos  desc reve r  a ação  des te  p rocês

so  em ta í s  con jun tos .

Se Y ( t )  ê composta  de uma pa r te  suave ,  " o

s ina l " ,  mais per turbações ou ru ído ,  e sabendo que,

quando  uma função  é suave ,  sua  t r ans fo rmada deve es -

t a r  concentrada em ba ixas f r eouenc ias ,  então o p ro -
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cesso  das  "méd ias  moven tes "  que usamos, de i xa rá  pas -

sa r  ma i s  do " s i na l "  e r eduz i r á  a po tênc ia  de ru i do ,

pe lo  menos pa ra  ce r t as  f r equênc ias .

Um f i l t r o  l i nea r  ge ra l  cons i s te  deum g ru -

" "po  de  "pesos" (g0r ,  Bpaqo ocre BJ  t a l  que  sea

en t rada  f o r  Y í ( t ) ,  a sa ída  é :

( 3 ,2 )

A "méd ias  moven tes "  ac ima ,  de  3 t e rmos ,

t em:  r = - 1 ,  n=  1 e By * 1 /3 .  Po r tan to  u= -1 ,  o ,  1 .

Se subs t i t u i rmos  o va lo r  de Y ,  na exp ressão  ( 3 .2  )

t e remos

n n
[ e  P g Rexp(1(wt-wu+$))  = Rexpí ( i íwt+$) )  Z E exp ( - iwu )

us r  u=sr

n
GW)  = Z g exP l - iwu )

e chamado "Função de T rans fe rênc ia ”  do F i l t r o ,  edes

creve  a forma como a seno ida l  com f requenc ia  w é

t r ans fe r i da  da  en t rada  pa ra  a sa lda ,



quo TIO ru o a o ce oyo memmcmanco A TT — .—.. ==[]—P 7 2 ">"

27

No caso  de  um f i l t r o  s imé t r i co  (e  usa re -

mos  somen te  f i l t r os  s imé t r i cos )  em que  CN = g au '

f unção  de t r ans fe rênc ia  se rá  rea l  e a sa ída  é

2 ,  = Rcos lw t  + $d)G(w)

Nes te  caso  podemos  esc reve r

G(w)  = Eg ,coswUu

= gg + 2 E g coswuu
u>O

e v i s t o  que cos  wu é uma po l i nom ia l  em cos  w, G(w)

pode  se r  expand ido  como  uma  po l i nom ia l  em cos  w ,

A re l ação  (3 .2 )  de f i n i ndo  a sa ída  do  f i l -

t r o  em te rmos  de  sua  en t rada  é um exemp lo  de  "Con -

vo lução ” " .

Uma vez  que a f unção  de  t r ans fe rênc ia  é

equ i va len te  à t r ans fo rmada  de  Fou r i e r dos "pesos " ,

e l a  pode  se r  i nve r t i da  pa ra  da r  os  pesos .  Ass im  um

f i l t r o  l i nea r  ge ra l  pode se r  de f i n i do  em te rmos  de

seus  pesos  g ,oUu de  sua  f unção  de  t r ans fe rênc ia  G lw ) .

Os pesos  são também conhec idos  como função  respos ta

de Impu l so ,  v i s t o  que ,  se a sé r i e  de en t rada  f o r  um

impu l so  ( con tém um ún i co  va lo r  d i f e ren te  de ze ro ) ,

a sa ída  cons i s te  j us tamen te  dos  pesos .  Os  f i l t r os
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que  desc revemos  são  conhec idos  como  "F i l t r os  de  Res -

pos ta  de  Impu l so  F i í i n i t o  (FIR)".,. A f unção  de  t r ans -

f e rênc ia  de um f i l t r o  é também conhecida como sua
&

"Função Respos ta  de  F requênc ia ” .

Há bas i camen te  duas  f o rmas  d i s t i n t as  de

p ro je ta r  um f i l t r o  pa ra  qua lque r  ap l i cação .  A p r i -

me i ra  é t omar  um g rupo  de  f i l t r os  p r im i t i vos ,  t a l

como à "méd ias  moven tes "  de  vá r i as  l a rgu ras ,

e usá - l o  em ap l i cações  sucess i vas  na montagem

de um f i l t r o  com as ca rac te r í s t i cas  dese jadas.  A se

gunda  é espec i f i ca r  os  requ i s i t os  razoave lmen te

p rec i sos  e en tão  cons t ru í r  um f i l t r o  d i r e tamen te  pa

r a  sa t i s f aze - l os .

O p rob lema  de  sepa ra r  as  componen tes  de

ba i xa  f r equênc ia  dos  ou t ros  t e rmos  é t i p i co .  Um f i l -

t r o  que  desempenha  es ta  f unção  é chamado "F i l t r o  de

Passagem de  Ba i xa "  (Low-Pass F i l t e r ) .  Sua f unção  de

t rans fe rênc ia  se  encon t ra  p róx imo  de 1 para  f r equên -

c ias  no  i n te r va lo  assoc iado  com as  componen tes  de

ba i xas  f r equênc ias  ( f a i xa  de  passagem)  e p róx imo  de

ze ro  pa ra  ou t ros  va lo res  ( f a i xa  de  co r t e ) .  V i s to  que

as funções de t r ans fe rênc ias  são con t ínuas  há neces

sar iamente uma fa i xa  i n te rmed iá r i a  ou " f a i xa de t r an

s ição" ”  na qua l  a f unção  permanece en t re  ze ro  e 1 .
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b )  FILTRO PELA APROXIMAÇÃO DOS MÍNIMOS OUADRADOS

Uma mane i ra  ma i s  s i s t emá t i ca  de  p ro j e ta r

um f i l t r o  ê a t r avés  da aproximação pe lo  método dos

mín imos  quad rados .  Vamos supo r  uma função  de  t r ans

Fferência i dea l  H(w) e que decidimos aproxiímá-la pa-

r a  um f i l t r o  r espos ta  de  impu l so  f i n i t o .  Po r  exem-

p lo ,  pa ra  p roduz i r  um f i l t r o  l ow -pass ,  vamos  p r ime i
”

Pp

a f reg iênc ia  de co r t e  w, e as to le rânc ias  8 ,  e 65,

r amen te  dec id i r  sob re  as f r equênc ias  de  passagem w .,

e en tão  p rocu ra r  po r  um f i l t r o  com a meno r  ex tensão

em que a f unção  de  t r ans fe rênc ia  G(w) sa t i s f aça

| l1 -G60) ] |  < ô ,  O <w<  "

I e  8 ,  w i .  <w<

Ta i s  p rob lemas são complexos, r somente

ENC SANSESSNLEOS , a Woo  So aESA : : : a .

” podem ser reso lv idos  Por aproximações numéricas...

àí 2a  . .* Ro .  : . o » MAN A o ,

EA Uma táeii aproximação: o Senho r  o. a leénce.  A

ST Função; Resposta de  impulso e*"então. ecfar o -fiitro. U ia ,
Noz ,  .

e .— es  cs  — 1 = .

em que .  a. “função. de: trânsfearência merhor aproxima : EXSCASA

Htw) .  no Ber t ido  dos n ín imos .  quadrados :
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Em ou t ras  pa lav ras ,  dados  r e n,vamos achar

<u< tn )  que m in im i za

1 t u  2
SlHtw) - E ge  “o dw

Pode se r  mos t rado que a so lução é

.— i NA

1 Íiwu !
. nn .  & =Eu h, TS )  Htw)Ja dw Ur , D

ou  se ja ,  os  cos f i c i en tes  de  Fou r i e r  de  H (w) .

A f unção  de  t r ans fe rênc ia  ap rox imada  =

n

HQ)  = E hue ”TX"

Se HW)  ê rea l  e s imé t r i ca l como  j á  f o i

d i t o ,  usaremos somente f i l t r os  s imé t r i cos ) ,  - .  então

“ rY  ss nn;

+

- 
V

o .
'

e t emos  ass im

Ad HW)  coawudw. mo  co / A twlcoswudw
| O EMA .

= | 1 7 OT TATO 3 .  i| ho  + 2 E h , coswu ,  a — " 43 )
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PELE
A
+

Fou r i e r  são

Vamos usar este método para aproximar à

função de t r ans fe rênc ia  low-pass

H(w)  = | ( 3 .4 )

onde  w .  é -a  f r equênc ia  de -co r t e .  Os -coe f i c i en tes  de

. w
" 1 c = Senvweu U 1 ,2 ,  00.00

h, "4 5 coswWudw = ro

8

“ e
bh E q

p ronunc iadas  sa l i ênc ias  Cove rshoo t )  em cada  l ado  da :

f r eg iênc ia  de  so r t e , .  conhec ido  como  fenômeno “de  Gibbs,

“ 6  tambêm & cons t i t u í da  de  uma  ondu lação  em toda  sua
CSA)  ao

A . s  & UOL
Ú tados  pa ra  uma f r ég iênc ia de” corte avelquer ,  táuel

SS . a os 045 Hz  ta ” esco lha  sa F requênc ia  dé cá r t e .  do ”  F ic)
ooo

= .  tro. 4 de f in ida  pe la .  maturezê do. problema . va ser es -

N ex tensão .  As f i gu ras  3. 2 e E” 2 mobtran es tes  resul- o

o mean ee  ace  i ta

udado ) . /  A f i g .  3 .2 para n*=“ss portante com” 2n  +

"> está sendo mostrada a função de t rans fe rênc ia  i dea l .

" t e rmos .  A f i g .  3 .2 ;  pa ra  n º  20 .  Nos  do i s  exemp los ,
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Estas  sa l i ênc ias  e também as ondulações podem se r

bas tan te  reduz idas  ado tando -se  o p rocesso  dos  f a to -

r es  de  conve rgênc ia .  Mos t ra - se  que  o compr imen to  dese

onda das  ondu lações  é

ee  e ne  É E. AM/029nH1) o.

Por tah to , a função guavízãda ê

HO)  = by + 2 & t y  senvõs? cosuw (85 )  !

(Pa ra  ma io res  de ta l hes  ve ja  Bloomfield, 1976 ) .

E i s t o  co r responde  a subs t i t u i r  os  coe f i c i en tes  de

Fou r i e r  h ,  po r

., senuô/2 senf2Mu/(2n+1)]
hy uz  o .  nu  " 2Mu / (2n+1 )  ( 3 .6 )

, CSN E o. “têrmo. que +mu I t i p I ISS  o é conhecido como. 2

“Fator “de Convergência” e ê essenetalmenté o .  mEsmo
Pe  

Voo

“btr i izsdo para acelerar” a | convergência. as série de . ”
. .  '

so  Fourtes, A “fago 3.3. mostra:a fúnção de “trensterêni
- —— 2 e = .  ce cem eli

e para. FE te rmos ”  e f r equê r i c i a  de  co r t e  o .  05º Ha,
e

sem os  f a to res  de  conve rgênc ia .  A f i g .  3 .4  com os

À mesmos dados ,  po rém com fa to res  de  conve rgênc ia .


























































