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PALAVRAS-CHAVES

Técnica de Filtragem
Filtros Lineares
Transformada de Fourier
Filtragem de Sinal

b Convolugao

RESUMDO

0 pre.sente projeto trata da aplicagao da
téﬁnica de filtragem a Astronomia. .Sao recordados
conceitos basicos sobré Transformada de Fourier e
Convolugao. E apresentaﬂa a teoria necessaria, jun-
tamente com um programa de computador ( apéendice ),
para a construqéo de filtros 1lineares pelo metodo
dos minimos quadrados. Como exemplo, & feita uma
aplicagdo da técnica a ocultagcado do Satélite Io de

Jipiter pela Lua, que ocorreu no dia 01 de janeiro

de 1877.



;fftodo qua iremos apresentar ﬂ__:i'.-”',hq._~

TECNICA DE FILTRAGEM
NA ASTRONOMTIA

1 - INTRonugﬁo

_Um problema erj_E:_o__ntrado ao analisarmos um
sinal, & que este chega sempre acrescido de inter-
ferencias ou ruidos, isto &, contem urna__fljnqéo com
um‘sspsctro de freqiliencia que representa o sinal pro-
priamente difo. mais umé fungao que representa per-
turbagoes. Como separar estas duas componentes que
constituem o sinal ja& que desejamos apenas a infor-
magéo sem ruidos? A questdo & essencialmente a de
produzir uma filtragem nos dados ou seja, proporcio-

vel ( o si_nal cla fonte em estudo) e impedlr outras

'frequencias que constltuem 1ndesej,éveis [perturba-'
ijQOBS do meio, interferenclas do recaptor. tc]. Is—

-:-to é feito com a aplicaqan de -Flltrns 11near85. ome'.'

TER . F B s

A U*i:-z%;-e;'l:-:aill,hﬁ_:"s'_éré _rﬁbs-ffédo na’ saguinte L R

dem: P_r_imei'-rar_n'ente dessnvqlvsrsmqs as tecnicas _ma—

temdticas utilizadas no método de filtragem'coho con

ceitos bdsicos de Transformadas de Fourier, teorema



da convolugao e teorema de resolugado. Em seguida da-
remos uma descrigdo da técnica de filtragem, descre-
vendo tipos de filtros e seus objetivos. A seguir
uma descrigao mais elaborada de filtros de aproxi-
magao pelos minimos quadrados, o qual sera utiliza-
do em nosso trabalho. Para aplicagao do método, mos-
traremos o resultado da andlise de uma ocultagdo do
satélite Io pela luq, registrado no Observatério do
Valongo em 01-01-1977, e suas conclusdes. No apén-
dice serd apresentado o programa de computagédo, uti-
lizado na aplicagao do método, com descrigao deta-

lhada de suas variaveis e subrotinas utilizadas.

..,0000000...




I - TRANSFORMADAS DE FOURIER

a) CONCEITOS BASICOS

Seja a fungdo F(x) e por definigdo

o 214 :
fley = JIFix)e™ " "dx (2:1]
onde flo) € a Transformada de Fourier de F(x). As
variaveis x e ¢ sado chamadas de um par Fourier. A

transformada inversa é

ElR). = Petoie=tHand . (2.2)

-0

IPOPtahtDiSE f[ollé a-Transfo;madade_Fourier'defo].
entéao F[Q] e a Trqns?urmada dé|FpQrier dé-f(o}. De-.
Qefsglobéarvgr'q'ﬁﬁdan¢a'nq siha1 @o,éxboeﬁﬁg.enffé_
',asjéquaééesj@;.;J‘g'tﬁ;g)c.j' : 3 e

Se F(x]-é.Uﬁal?unQéo_ﬁar de x; A8to 6, e8¢ FIXT &
= F(-x) a transformada da transformada produz a fun-

¢ao primitiva. Esta & a propriedade ciclica da trans-




formada de Fourier, e visto que o ciclo e de dois

passos, a propriedade reciproca esté implicita.

As propriedades ciclicas e réciprocas nao
satisfazem se F(x) e impar, isto e, seF(x) = -F(-x),

ou se F(x) nao & par e nem impar.

Nem toda fungé&o tem transformada. A ques-
tao da existencia da transformada pode seguramente
ser ignorada quando a fungdo a ser considerada des-

creve uma quantidade fisica. (Veja Bracewell-1965-cap,2).

Vamos expandir a equagao (2.1) wusando a

- ; X .
formula de Euler, aou seja, e = cos x + 1isen x, e

admitindo no caso mais geral que F{x) seja uma fun-

gao complexa, isto e, F(x]) = Fp(x) + iF_(x), consis

tindo de uma parte real FR[x], e de uma parte ima-

ginaria Frix).

Entao,
£lo) = f“[FRtxJ + iF (x)) (cos2lixo + isen2lixc)dx
-0
flgl = fmFR[x]cns2Hx0dx + ifm FI[X]DGSZchdx +
- 00 =00
+ ifmFR[x]senZchdx - fmFI[xlsenEHdex [258)

-0 -0



Esta equagao & G(til paravisualizar a pro-
cesso da transformada. Considerando as integrais
acima, observando que a F(x) sempre estd multipli-
cada por uma fungao periodica (sén ou®cos), consi-
derando também o constante para a integragéoh entao
a soma das areas resultantes destes produtos(a fig.
2.1 ilustra o resultado deste produto para a 3% in-
tegral de 273] e o valor procurado. Isto da o valor
de f(o) para um dado valor de o. Variando a frequen-
cia dos senos e cossenos e repetindo o processo te-

mos o resultado final. Este processo e a essencia

da avaliagao numérica da transformada de Fourier.

Se reescrevermos a eqguagao (2.3) f(o)

[

FREO} + iFI[OJ. vemos gue a parte real € composta
da primeira e Gltima integrais de (2.3), enquanto a
parte imagindria & composta das duas integrais cen-

trais. De uma maneira geral ambas F(x) e f(o) sao

fungoes complexas.

Sendo F(x) uma fungao real, mﬁéoF&[x)= 0

e flg)] torna-se

f(g) = IWFR[x]cnszﬂxodx + iImFR(x]senZondx [2.4)

— o -C0



1 X
sen2llxg ///

__Fig. 2.1 - A fungdo real arbitraria F F(x)

., multiplicada por sen2[lxg ‘dan--.
.do a curva- tracejada. A area

... g o' valor da. transformada flo)
. para um valor particular de 0.



Notamos que f(o) permanece ainda uma fun-

¢ao complexa. Somente se FR[x] for uma fungao par

FR{x] = FR(—x]. e que temos entao
£(0) = /7 F(x)cos2lxodx (2.5)
-

ou seja, a paridade de F(x) combinada com a impari-
dade de sen2lilxoc produz areas positivas e negativas

iguais, cancelando assim o termo imaginario- em (2.4).

Para exemplificar, vamos considerar uma fun
gao simples e sua transformada, ilustrando o proce-

dimento bésico.

Seja a fungao "box" B(x) (fig. 2.2) de lar

gura W tal que

0 para W/2 < x < W/2
. Blx) =

i para - W2 5 % S WIZ :

. Sua_ transformada €&

™ o T R . + L

blo) = - FBx)1e T %y




. W2 oiigg 1 Aigxe M2
blo) = J e dx = |=wos |
W72 -W/2
_ 1 2Mip?MiW/2)a ,-2Mitw/2)0,
2llio

= Eﬁ%EIDDSHWO + isenllWo - cosliWo +disenllWo |

_ 1 ; : _ senllWo
= 5Tio 2isenllWo W TWo = WsincllWo

onde sinc x & definida como 280 X
1__ i
B(x) Zla)
—_
i | " | ™
W B owle B PN T
Z 2 % W W W W

Fig. 2.2 - A fungdo "box" B(x) de largura W e
sua transformada bl(o) .de largura
1/W.
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1
A relagao entre as larguras destas fungoOes

é particularmente importante.,| Se W & grande, na

transformada torna-se pequemJeivice~versa. Isto acon
.
|

tece entre todas as fungoes e 'suas transformadas,

0 primeiro zero da transformada é para o = 1/W. Os

n

outros zeros estao igualmente espagados para Ao

1/W ao longo do eixo O.

D\Uso das transformadas de Fourier para a
resolugao de problemas em sistemas lineares, €& uma
técnica bastante conhecida e aplicada nos mais di-
versos ramos da ciencia. Seu uso determina uma mu-
danga no dominio da fungao em estudo ou seja, se 0s
dados estiverem no dominio espacial ou temporal, a
transformada os leva para o dominio das frequéncias
espaciais ou temporais-e vice-versa, permitindo que

-

a andlise seja feita num ou noutro dominio, de acor-

do com a conveniencia.

b) CONVOLUGAD

A multiplicagao de fungoes sempre aconte-
ce em problemas fisicos. Cemo seria entao a trans-
formada de Fourier de um produto de fungoes tal co-

|

mo F(x).G{x]? Para salugao sera mostrado um novo

processo chamado [convolucgao" que €& definido como
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(e

hig)= [ floq)glo-04)do,

~ 00

onde f(o) e g(o) sao as transformadas de Fourier de
i L]

F(x) e G(x].

Esta integral pode ser escrita como
hilgll = Ffilo) * gld)
onde o simbolo (*) representa a convolugao.

E relativamente simples entender o que re-
presenta a convolugao. A fungao hlg) e avaliada
parte por parte, sendo a integragao feita sobre a4
com ¢ permanecendo constante. A fungédo glo -04) e
transladada de uma quantidade o em relagao a f(oq]).
mas por causa do sinal negativo de 04 no argumento
glog -o4), a convolugao & processada da direita para
a esquerda. 0 resultado do produtao d& uma curva, gque integra-

da da uma drea liquida para um determinado g. Ao mudar ¢ de

uma certa quantidade estamos mudando glo - 01] para uma nova
posigao, conseqlientemente obtendo -se uma nova
area liquida. O processo & continuado deslizando

glo - 01]) sobre f(0,4) e a cada passo, sendo produzi-
da uma nova drea do produto das curvas. Integrando

sobre todo o intervalo teremos a area que represen-
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ta a convolugao (Fig. 2.3).

f(0) g (o)

—glag - 01]

- -~ N\

- — 7 1
= E flo 0-0 o flo, )glo-0,)
-"_,/ r;r““ \_‘ 1}3( 1] “",... -._,.‘[‘_LE[* 1
/_/’ - 1‘~~__
. et
Fig. 2.3 - A convblugao integral f(ol*xg(o) representada pela

area tracejada.

E interessante lembrar que se deslizarmos
f[ﬁ_-'GTJ sobre g(0) ou seja,-fixarmos g(0), vamos ob

‘ter exatamente o mesmo resultado.

:Kssimi3

oo

h(o) = [ 8(013f50 - 04)do

- 00

1

Ll .
iy
—l
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e portanto

glog)*fla) = +lg)*glo)

A correspondénciaentremultiplicagao e con

[

volugao de fungbes, a primeira num certo dominio e
a segunda no dominio de Fourier, e chamado "Teorema

da Convolugao”, ou seja

"Se f(o) tem a transformada de Fourier F(x)

e g(o) tem a transformada de Fourier G(x), .en¥ao

f(o)xg(a) tem a transformada de Fourier F(x).G(x);

—

isto é, a convolugao de duas fungoes significa a mul-

tiplicagao de suas transformadas."”

0 teorema pode ser representado da seguin

te maneira:

H(x) = Filx).G0(x)
+4 ¥4 + 4+
h(o) = Fflol*glag)

Muitas vezes torna-se mais fécil visuali-
zar a convolugao no lugar de produto, e novamente
via transformada de Fourier, pode ser aplicado o Teo

rema da Convolugao com vantagens (Fig. 2,4).
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B(x7 b(o) .
/\
B
o | s v e c®
x X
B(x) blao)
/\
LN
K — ~ X g —»r
Alx) b2 (o)
e
i rm— ==t
Fig. 2.4 - Mostra a convolugao deduas fungdes "box"

B(x) no dominio espacial, dando como re-
sultado uma fungao triangulo A(x)._A trans

formada da fungao triangulo e b"(o) =
sinc2llo, Uma alternativa seria tomar as

transformadas de B(x) =+ b(o) = sinc-Ilo e
multiplicadas entre si daria b2(g) =
sinc?lo.

c) O TEOREMA DA RESOLUCﬁO
"0s instrumehfcs realizam medidas durante
um tempo ?initétou’féém'sempré_Uh_limite minimo p§~
. ra medidas espaciais. Quando medimos o periodo de

uma Bsfrela vériével em dois instantes de tempo, T1

P -«
T il \
H_L_-‘_
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e Ty, o intervalo de tempo entre Tq e Ty esta dire-
tamente relacionado com.a resolugao temporal. Para
exemplificar vamos tomar a fungao D(x) como se fos-
se uma medida continua de uma fungao verdadeira F(x)
de extensao W, determinada por uma fungao "box" B(x)

de altura unitaria.

entao 5
Dix]l = Bilxl.Flx)
Sua transformada &
dlo) = blo)xflo)
onde b(o) = WsincliiWo

Vamos supor que f(o) mostra alguma confi-
gurégéc-gspectral dé largura_bem_reduzida[Fig.2TSL
;ChﬁparaQa cam a:éXﬁeﬁ;éclﬁélgféi._ésta canfigﬁraqéb

é'qonsidehédg cumaliﬁpuléds,)\gonvﬁlﬁqén apiﬁg;?of—
;ﬁecé a(qlicé;trada géb;ejé;posiééb:dné_iﬁbuléés;[ e:
8 ﬁnhfiguré@é;ﬂde ﬁbntés é:tgedlméhpé Qéspar%oﬁéri—'
zada. A Ghica ?drma'na qdél' os aspectos ée poﬁfa-
podem ser resolvidcs.é eéfender a iérgura W été que

1/W seja menor que a iargura das configuragoes.
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o) blo) d(o)
1 I} 1 1 j\\l/ 1 ot N 55 1 L 1 1 1
f; e—— R 0 —>
F L) B(x) D(x)
€~y —>
. e
el Wi, —— ; : |
X ——> X— R Y
Fig. 2.5 - 0 teorema da resolugao ilustrado para uma obser-

vagdo finita de extensdo W. A fungao D(x) esta
limitada por uma fungao "Box" B(x]), de largura
W. A transformada d(o) esta livre de todas as
curvas com freqliencia maior que 1/W.

Concluimos assim que devido as extensoes
finitas de toda medida real, as componentes de altas

fregliencias nas transformadas, sao sacrificadas.

Vejamos agora a FunQED,S]'Qg grande utiii-.

dade e-aplicagdo em inimeros problemas. Fisicamente :

0 esta ¥unqé0 fep?egcnta Um‘impulsd{-
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Suas propriedades sao

o

Selx)dx = 1

-0

1 para X = X4
6(x-xq] =

0 para x # X4

Isto implica em que a ocorrencia do impul

sp se de: em x = X4

Como exemplo consideremos o produto de uma

fungao qualquer F(x), com a fungdo §.

§(x - xq).F(x) = d(x-x4).F(xy]} (Z2:8)

Isto porqueﬁ[x-x1] = 0 exceto para x = Xq
Em outras palavras, a multiplicagao por uma

fungao 8§ reproduz somente um ponto da fungdo origi-

nal.

Se integrarmos a equagao 2,6 teremos

o0

J8§ (x = x4q).Flx)dx = Flx,) J&§(x-x,4)dx = Flxq) (2.7)

-0
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Podemos escrever também a equagao 2.7 da

seguinte forma

(=]

fG(x1 - x)F(x)dx = F[x1]

Esta expressao tem a forma de convolugdo
como ja foi visto.

L4

A transformada de 8(x - x4q) &
” 214
flo)y = J Olx = %48 X9 4%
= =]

Visto que &(x - x4) = 0 exceto para x = xq,
.entao

flo) = E2H1x10f 6(x-xq)dx = go 51 (2.8)

Se tivermos duas fungoes 6, espagadas sime
tricemente em torno de x = 0, ifig. 2.6, isto &,
Fix) =-6(X.‘X1]f+ §(x +:xq), e sabendo-se que a trans

~ formada de Fourier & linear, €ntdao podemos escrever

PE transformada. total como a soma- das transformadas, .

con wade, L o« W : T e

£(0) 92H151U & B—?Hixqo

Pt \
—
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6(x+x1] 6[x—x1]

L
- X1 NI, SRR . WEE R . i

Fig. 2.8 - Duas fungoes 6 espagadas simetricamente
em torno da origem. Sua transformada e
uma fungao cosseno. =i - -~

”

(o) 2cos2llx40

Se agora tivermos ndo somente duas fungoes
¢ mas sim um arranjo infinito, espagadas em inter-
valos Ax, chamamos a este arranjo de fungao "Shah”

e é representado por III(x).

Assim [ Bl
ITII(x). =- £ 8(x>=nAx) " . “n.:s.ipteiro

P Aﬂtransfﬁfméda-dQ_IIIlef-§4U¢utbaLﬁuhgéu

d rlsh'ahn.' ['JU _SBja , '-‘.,. o ; _.‘ s ..'-. L - T

IT1fa) = T80~ nihx)
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{

e como ja foi visto, o espagamento do arranjo em

III(0) & inversamente perOPCﬁDnal ao espagamento

l
|

e LLTIEx). |

Uma aplicagao importante de III(x]) & mul-
tiplicé-la por uma funcdo continua. 0 resultado ob-

tido e como se os dados da fuqqéo fossem amostrados

para pontos espacgados de nAx. | |
i
|

|
uma -*série , temporal:

Se medirmos to~-

mando dados pontuais espacados de Ax e chamarmos es-
¢ w2

tes dados de D(x), podemos escrever

ITI(x)+Fx) (2.9)

onde ﬁ(x} 8 a fungado real de espectro continuo.

Podemos gstender este conceito e imaginar

qualquer fungdo sendo representada por funcoes 8.

De acordo com o espagamento dos dados de

amostragem & que definimos a extensdo da amostra.

A transformada da equagao 2.9 e

d(g) =. III(o) * f(o) .10)
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0 espagamento entre as fungoes 6 em III(g)
& 1/Ax, onde Ax € o espagamentc dos dados em D(x).
A convolugé&o de f(o) com III(Q) implica em que flo)

seja reproduzida com repetigoes (fig. 2.7).

Concluimos pela fig. 2.7 que na convolugao,
f(o) torna-se zero, para valores de 0.< 0,5/4x, e .a
convolugao reproduz f(0) com repetigées em separado.
Se flo) nado assume um valor zero bu muito pequeno
para ¢ > 0,5/Ax, essas repetigoes sobrepoem-se e ha
alteragoes do resultado nas partes sobrepostas. Nes-
tas partes, o resultado da convolugao produz a soma

dos dados sobrepostos e isto & conhecido como "Aliasing".

Portanto, a maior freqgliencia sobre a qual
podemos obter informagao Gtil & para ¢ = 0,5/4x, co

nhecida como fregiiencia de Nyquist(og ).

A (nica maneira de contornar esta dificul-
dade @ tornar o espagamento Ax dos dados da amostra
gem cada vez menor, ate que a resolucgao de flo) se

de sem superposigao.
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IIT - FILTRO LINEAR - ALISAMENTO

-

a) CONCEITOS BASICOS

Sabemos que um sinal recebido Y(t)pode ser
escrito como Y{t) = A(t)+ E(t), onde A(t) e a parte
suave ou seja, a parte gque contém o sinal real, e
E(t) representa perturbagoes ou ruido sobrepostas ao
sinal. Visto que A(t) & suave, as vizinhangas A(t-1)
e A(t+1) terao aproximadamente o mesmo valor de A(t).
Portanto se calcularmos a média de Y(t-11, Y(t) e
Y(t*1) o resultado sera aproximadamente A(t) mais a
media de E(t-1), E(t) e E(t+1). 0s erros tenderao
a caoampensar-se de tal modo que o erro meédio ten-
dera a éer menor do que os erros individuasis. Se re
petirmos este processo para cada valor de t, obtere
mos um novo grupo de dados consistindo aproximada-
mente de A(t) mais erros, que tenderdo a ser meno-
res. Assim, por meio deste método, conseguimos di-
minuir a influéncia dos erros, exceto para os valo-
res extremos da série, para os quais este método nao
pode ser feito, sem que haja algumas modificagoes.

Uma forma clara para descrever o efeito deste pro-
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cessc, que € conhecido como "medias moventes" (sim-

ple moving averaging), @ através de frequencias apro-
ximadas. Vamos supor inicialmente que os dados de

entrade Y{t) s@o exatamente senoidais, isto &

Y(tj " Rel[wt+¢]

onde R = amplitude da onda;
w = Ffrequencia angular;
t = tempo;
¢ = fase.

Para podermos visualizar mais facilmente, vamos con

siderar s sua parte real.

Y(t) Rcos(wt + ¢1.
Aplicande © processo das "médias moventes” & fungao

acima, temos

1

Zg ' Bih.q * Ty ? Y

z, = % R[ei[wt—w+¢]+ei[wt+¢] - Bi[wt+w+¢)}

7, - % R[ei[wt+¢)'e-iw+ei[wt+¢)+ei[wt+¢].eiw1
1 ilwt+d) -iw iw

Zt = 5 R[e % (e + bl 1]

Ly, ™ % R[elIWt+¢][cosw~i55nw+1+cosw+isenw]}_

R[e' : {112535w]j
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A" parte real e:

Zt = % R cos(wt+®) (1 + 2cosw) [ 3]

Vemos que a saida deste processo Z(t) e
obtido pela funcao de entrada Y(t) multiplicada por
um fator 1/3(1 + 2 cosw). Paodemos notar tambem que
o sinal de saida & uma fungdo linear da entrada, e entédo
prever o que aéonteceré quando o sinal de entrada e
uma soma de varios termos em cossenos. A saida en-
tdo contera termos em cossenos com as mesmas fre-
gliencias, porém com amplitudes moduladas por um fa-
tor 1/3(1 + 2cosw). Portanto, fregliencias proximas

de zero passam relativamente inalteradas ao passo

gque um termo com w = 2 II/3 sera completamente remo-

vido.

Sabemos que gqualguer conjunto de dados po-
de ser escrito caomo uma soma de vadrios termos em cos-

senos e entao podemos descrever a agao deste proces

so em tais conjuntos.

Se Y(t) e composta de uma parte suave, "©O
sinal”, mais perturbagoes ou ruido, e sabendo que,
quando uma fungéo € suave, sua transformada deve es-

tar concentrada em baixas freglencias, entdo o pro-
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cesso das "médias moventes” que usamos, deixara pas-
sar mais do "sinal" e reduzira a potencia de ruido,

pelo menos para certas freqlencias.

Um filtro linear geral consiste de um gru-

po de "pesos" (g, Bygqe »mnes , B.), tal que se a

entrada for Y(t), a saida e:

n
1p; -* E gy.Yy. (3.2)

A "médias moventes" acima, de 3 termos,

tem: r = -1, n =1 e By ™ 1/ 3. Partante u'szs -1 @ %,

Se substituirmos o valor de Y, na expressac ( 3.2 )

teremos

N
Rexp(i(wt-wu+d)] = Rexp(ilwt+d)) L guexp(—iwu]
usr

or
2

=

n
Glgl = L guexp{-iwu)
u=r

e chamado "Fungao de Transferéencia" do Filtro, edes
creve a forma como a senoidal com frequencia w &

transferida da entrada para a saida.
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No caso de um filtro simétrico (e usare-
mos somente filtros simetricos) em que Boy © Byr 8

funcdo de transferéncia sera real e a saida é

=

i = Rcos(wt + ¢)G{w)

Neste caso podemos escrever

G(w)

n

Zgucoswu

= + 2
g, Z g, coOswWU
u>0
e visto que cos wu € uma polinomial em cos w, G(w)

pode ser expandido como uma polinomial em cos w.

A relagdo (3.2) definindo a saida do fil-
tro em termos de sua entrada & um exemplo de Ne G-

volugao".

Uma vez gue a fungado de transferéncia e
equivalente a transformada de Fourier dos "pesos”,
ela pode ser invertide para dar os pesos. Assim um
filtro linear geral pode ser definido em termos de
seus pesos g , Ou de sua fungao de transferéncia Glw).
Os pesos sao também conhecidos como fungaoc resposta
de Impulso, visto que, se a serie de entrada for um
impulso (contem um Gnico valor diferente de zero),

a salda consiste justamente dos pesos. Os fi1ltros

b=
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gue descrevemos sdoc caonhecidos como "Filtros de Res-
posta de Impulso Finito (FIR)". A fungao de trans-
ferencia de um filtro &€ tambem conhecida como sua

&
"Fungao Resposta de Frequéncia”.

Ha basicamente duas formas distintas de
projetar um filtro para qualquer aplicagao. A pri-
meira & tomar um grupo de filtros primitivos, tal

como a "médias moventes" de varias larguras,

e usa-lo em aplicagOes sucessivas na montagem

de um filtro com as caracteristicas desejadas. A se

gunda & especificar ops requisitos Trazoavelmente

precisos e entao construir um filtro diretamente pa

ra satisfaze-los.

0 problema de separar as componentes de
baixa frequéncia dos outros termos € tipico. Um fil-
tro que desempenha esta fungdo e chamado "Filtro de
Passagem de Baixa” (Low-Pass Filter). Sua fungao de
transferencia se encontra proéximo de 1 para freqglien-
cias no intervalo assoclado com as componentes de
baixas frequéencias (faixa de passagem) e proximo de
zero para outros valores (faixa de cortel). Visto que
as fungoes de transferéncias sao continuas ha neces
sariamente uma faixa intermediaria ou “faixa de tran

sigao” na qual a fungédo permanece entre zero e 1.
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b) FILTRO PELA APROXIMACAO DOS MINIMOS OUADRADOS

Uma maneira mais sistemdtica de projetér
um filtro € através da aproximagdo pelo método dos
minimos quadrados. Vamos supor uma fungdo de trans
feréencia ideal H(w) e que decidimos aproxima-la pa-
ra um filtro resposta de impulso finito. Por exem-
plo, para produzir um filtro low-pass, vamos primei

-

ramente decidir sobre as fregiiencias de passagem wp.

a fregiiencia de corte wg e as tolerancias Gp e 65,
e entao procurar por um filtro com a menor extensao

em que a fungao de transferencia G(w) satisfaga
[1-6(w)] < 8 0 < w<w
p P

O] R wo < w< T

Tais problemas séo complexos, e somente

podem ser resolvidos por aproximagoes numéricas.

Uma facil aproximaqa07 & 7fikar u-élcénce

%da Fungao Rasposta de Impulso e’ entao acharc-Filtro

.:.— o e A

em que a funqao de transférencia melhor apraxima- éf ;; 

-

H[w].nolssntiﬁo dqs minimas;quaﬂradns.
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Em outras palavras, dados r e n,vamos achar
(g :r <u < n) que minimize
I

J|Hw) -
=1 u

2
-iwu‘ di

g M3

8,8

Pode ser mostrado que a solugdo e

ou seja, os coeficientes de Fourier de H(w) .

A fungdo de transferéncia aproximada é

-iwu

b
£
it
n 13
b
C
o

Se Hf‘ (w) 8 real e simétrica(como ja foi

2 N
dito, usaremos somente filtros simétricos), -.entao
r = -n, e temos assim
g By Wa b : AR
h = —=— J H(w)coswudw =. .—— J H(w)coswudw
o 2]—1._]-[ % : 1T 0 : i
. .. n ) 2 _ -
H (w) = h + 2 L h coswu (3.3)
r:n 0 e :

r -
P i
——
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Vamos usar este método para aproximar a

fungao de transferéencia low-pass

Hlw) = (3.4)

onde w_ €-a frequeéncia de corte. Os.coeficientes de

r

Fourier sao

senNWel B & 2 LG

TMu

We
h = — [ coswudw
0

A fungao de transferencia se comporta com

pronunciadas saliencias (overshoot) em cada lado da

freqligncia de corte, conhecido como fenomeno de Gibbs,

e também é constituida de uma pﬁdu1agéd em toda sua

“éxtenséo} . A& figuras 3.1 e 3,2 mostram estes resul-

4 tados péra uma Freqﬂénbia'de;cqrﬁe“quéquer, igual
a 0.045'Hz-fa'escqlhé da fredﬂénciﬁ_décdrfe-dp'?Li~:5'

tro é-definida'pela:naturézé'dnfproblamé.a Ber -@s= o

r

tudado). A fig. 3;1'para'n = 5, porﬁanto"com'Zn%-1
termos. A fig. 3.2, para n=20. Nos dois exemplos,

estd sendo mostrada a fungdo de transferéncia ideal.
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