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RESUMO

Concentrações de gataxias em Larga escala (> 10 Mpe) são
conhecidas ha atgum tempo, e o estudo de tais agtomerados, atem do
interesse intr inseco que desperta, pode gornecer-nos ideias que
possibilitem a compreensão da forma de organização do Universo,petdo
menos num pr imeiro p lano es t ru tu ra l ,  No p resen te  p ro j e to ,  temos
por  ob je t i vo  exiarm uma sub-xot ina  para o cateuLto de uma esta t is t i -
ca - a função de cormxetação espac ia l  de do is  pontos - usada no es -
tudo  de agtomerados de (gatáxiel), como medida rxetatíva da agliomera-
ção.  Apesam da p ropos ta  em carater  es t r i tamente  ope rac iona l ,  não
nos privarmemos de uma discussão o maximo abrxangente., Nesse sen t í -
do, apresentaremos um desenvolvimento teor ico ,  que nos Levanra a
certas retações fundamentais na analise de conglomerações de gala-
x ias ,  indicamemos cormeções a serem fe i tas  nas es ta t i s t i cas ,  a
4im de se  ob te r  rnesuttados mais apurados e examiínarmemos algumas in
cextezas nas est imativas envolvidas no estudo.
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I INTRODUÇÃO

Nosso  conhecimento sobre a est ru tura em la rga  esca la  do

Un i ve rso  é l im i tada  po r  nossa  hab i l i dade  em reconhece r  e observar

ob je tos  remo tos ,  bem como em determinar  suas  d i s tânc ias  e propr ie-
dades  f í s i cas .  As ga láx i as  ocorrem numa vas ta  var iedade de  s i s t e -

mas ,  que vão de b i ná r i os ,  passando por pequenos g rupos ,  indo à a-

glomerados de vár ios graus de r i queza ,  até à super-aglomerados  .
Ta i s  s i s t emas ,po r  sua  vez ,  cobrem um vas to  in tervalo de dens idades
e tamanhos . . A ex i s tênc ia  de ga láx ias  i so l adas ,  ou  se ja ,  ga láx ias
que não podem ser  at r ibuídas a nenhuma dessas es t ru tu ras ,  es tã
ainda sob  deba te .  A ag lomeração parece se r  uma propriedade funda-
mental  da  d is t r ibu ição  espac ia l  das  ga láx i as .

A tendência à aglomeração tem um caráter  h ierârquico.  Os
agregados de  ga láx ias  geralmente consistem de  agregados menores que

são  membros de  agregados ma io res .  O Grupo Loca l ,  por exemplo,  con

tém do is  sub-grupos ma io res ,  um dominado por M31 e oO outro pe la
V ia  Lác tea .  Ta i s  subgrupos são  também encontrados no aglomerado
de Virgem (Ho lmberg ,  1975 /R7)  .E,de acordo com de Vaucouleurs
(1953 /R7 ) ,  O Grupo Local  e o Aglomerado de Virgem pertencem a um
súper-ag lomerado.

A h ierarqu ia  de  ag lomeração es tende-se  indef in idamente ,  em

di reção a agregados cada vez  ma io res ,  como no modelo de Universo
de Char l ier  ( 1908 /R7 ) ,  ou  termina fortui tamente? Hubble conc lu iu
que ex i s t e  um l im i te  supe r i o r  f i n i t o  pa ra  a esca la  de  ag lomeração .

Zwicky (1938/R7) chegou à mesma conc lusão ,  e est imou a esca la  má-
xima de aglomeração como sendo 7 .5  x 10 º  pc .  O estudo de Abe l l
( 1958 /R7 )  sobre a d i s t r i bu i ção  espac ia l  de aglomerados compactos
es tabe leceu  que, ,para  es tes  s i s t emas ,a  esca la  máxima de ag lomeração

é cerca de 9 x 10 º  pc .  I s to  impl ica  que O Universo v i s í ve l  contém
um grande de número de "amost ras  j us tas "  (Hubb le ,  1936 /R7 ) .  Pe la
comparação das propriedades es ta t í s t i cas ,  pode-se,  em pr incípio ,
checar  a h ipótese de  homogeneidade e i so t rop ia .  O f r acasso  em de-

tectar  qualquer d i f e rença  s i gn i f i ca t i va  ent re  propr iedades es ta t i s
t i cas  de larga esca la  fornece um poderoso suporte tanto pa ra  a h i -
pótese de homogeneidade e i so t rop ia ,  bem como para  a ,  ex is tênc ia  de
um limite superior efet ivo para a esca la  de aglomeração.



2 .
No modelo p ionei ro  de Neyman e Scot t  ( 1952 /R10 ) ,  as galâã-

x ias  estão loca l i zadas  em conglomerados-estruturas que podem con-
t e r  uma ún ica ga lâx i a ,  aglomerados de ga láx i as ,  ou  hierarquias de
aglomerados em formação-que são d is t r ibu ídos  segundo um processo
Po isson  d isc re to  uniforme e a lea tó r io .  Ta l  consideração pode não
se r  uma representação rea l  dos p rocessos  f í s i cos  pe los  qua is  às  ga

láxias são organ izadas ,  j á  que cada conglomerado deve ser  perturba
do pe los  v i z i nhos ,  t odav ia ,  ê -nos  bastante conveniente no plano

computac ional ,  por te r  a grande vantagem de  tornar  poss íve l  a v i su
a l i zação  da  natureza da  conglomeração que es tã  sendo modelada.

— Duas aproximações gerais ao estudo empírico da d is t r ibu ição
em larga esca la  da matér ia  podem se r  chamadas a "bo tân ica"  e àa es -

. ta t i í s t i ca  das ga láx ias ,  A redução dos fenômenos a t ipos  espec í f i -
cos de  ob je tos ,  como as  ga lâx ias  ou  os  ag lomerados de Abe l l ,  ê

d i re ta  e ,  cer tamente ,  con f i áve l .  Po r  outro l ado ,  vê-se desde os

anos tr inta uma tendência em se pensar que a d is t r ibu ição geral é
tão compl icada,  e os  dados que esperamos obter  tão  esquemát icos ,
que uma redução to ta l  à gêneros e espéc ies  de conglomerações pode
não se r  con f i áve l ,  ou mesmo poss í ve l .  A al ternat iva é ,  en tão ,  re-

' portar-nos às medidas es ta t í s t i cas .

Muitos es fo rços  fazem-se sen t i r  nos anos recentes a f im de
desenvolver uma desc r i ção  das conglomerações em termos probabi l ís-
t i cos .  As es t ima t i vas ,  com c la ro  favor i t ismo h i s tó r i co ,  têm s ido

as  var ian tes  da  função de au tocor re lação.  Nes ta  forma aproximati-

va ,  devida pr incipalmente a Peeb les ,  um dos resul tados mais bem
es tabe lec idos  é a chamada função de cor re lação de  do i s  pontos ,

tE l r ) ,  onde r é a separação espac ia l  ent re  as  ga láx i as .  Em pr inc í -
p io ,  a pa r t i r  de uma amostra adequada de pos i ções  e desv ios  para

o vermelho, seríamos capazes de medir E( r )  diretamente, mas na prá
t i ca ,  i s to  ê imposs ive l .  Somos, en tão ,  forçados a introduzir  uma
função de correlação angular de do is  pontos w (0 )  , sendo 6 à sepa-

ração  angular ent re  as  ga láx i as  no p lano  do cêu ,  e conver tê - la ,pos

te r io rmen te ,  na  cor re lação  espac ia l .  I s t o  é f e i t o  so luc ionando a

equação in teg ra l  de  L imber ,  O que requer a in t rodução de  uma fun-

ção se leção ,  da amost ra ,  a qua l ,  para uma amostra l imi tada em mag-
nitude, E expressa em termos da  integral  da função luminosidade.

]
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O ob je t i vo  desse  trabalho é a cr iação de uma sub-rot ina Pa
ra  o cá lculo da  função de corre lação espac ia l  de do is  pon tos ,  que
propicie u l ter iores aná l i ses  da  d i s t r i bu i ção ,  em larga esca la ,  da
matér ia  no Un iverso.  Lembramos que a técn ica  por nóss aqui empre
gada é apenas uma va r i ação ,  baseada pr inc ipa lmente  naquela propos-

t a  por Peeb les  (1980 ) ,  ent re  tan tas  ou t ras .  Não rep resen ta ,  des  -

t a r te ,  a ú l t ima palavra numa es ta t i s t i ca  de medida de conglomera-
ção de  galáxias , Mas s im  avanços nes te  sen t i do .  Deve-se te r  sem-

pre em mente que ,  enquanto es ta  es ta t í s t i ca  tem provado sua  impor»
tânc ia ,  outras igualmente úte is  podem emerg i r .  Empregaremos cer-

tas  so f i s t i cações ,  suger idas por  Peebles e ou t ros ,  mesmo onde cer-
tos  autores as  cons ideram d i spensáve i s ;  t odav ia ,  supr imiremos ou-

t r as ,  apesar  de ap resen tá - l as ,  por  não nos  parecer  conveniente "

“p r inc ipa lmente  no que tange o p lano p rá t i co .  Observamos,  ent retan
t o ,  que ta l  ato não ê de todo arbi t rár io,  mas suportado por estudi
osos  no assun to ,  |

In ic ia remos,  no Capítu lo IT ,  com uma apresentação teór ica
da es ta t í s t i ca  em ques tão ,  ind icando,  também, algumas var iantes
No Capí tu lo  I IT ,  esboçaremos cer tos  métodos de es t imat iva  de  algu-

mas das  funções envo lv idas na  es ta t i s t i ca ,  es t imat ivas  de er ros
estat ís t icos bem como as poss ive is  origens de erros s is temát icos a
presentando,  a inda,  correções a serem fe i t as .  O quarto capí tu lo
estará dedicado a algumas est imat ivas necessár ias à confecção da
sub- ro t i na ,  fornecendo,  também,  a tabe la  de en t radas ,  com os  res

pect ivos formatos de l e i t u ra ,  requer idas  para  o p rocessamento  da

sub-rot ina.  No quinto cap í tu lo ,  faremos uma ap l icação da  sub=ro
t ina  a uma "amost ra"  de galáxias e l í p t i cas ,  ret i radas do "Uppsa la

. General Ca ta l og " .  Apresentaremos,  a í ,  os  resu l tados pr inc ipa is
porêm sem nos desviarmos do  ob je t i vo  do presente t r aba lho .  Ressal

tamos que não t ivemos os  devidos cuidados na composição da  amostra,
Oo que ,  por f im ,  de ixa  nossos resu l tados  bastante compromet idos.  A

pesar  d i s t o ,  nãonos  pr ivaremos de uma comparação dos  resu l tados

aqui obt idos com aqueles que emergiram da  aná l ise  de Davis e

Gel ler  (1976) para  galáxias do mesmo tipo morfo lógico,  ret i radas
do mesmo catálogo. | : /



I l  FUNÇÃO DE CORRELAÇÃO DE DOIS PONTOS

II.1 Função de Correlação Espacial de dois Pontos

Uma vez que mui tos catálogos l is tam pos ições de galáxias ,
ou aglomerados de ga láx i as ,  é ,  gera lmente,  ú t i l  pensar na d is t r ibu
i ção  da  matér ia  como uma d i s t r i bu i ção  de ob je tos  pon tua i s .  Se as
d i fe renças  entre os  ob je tos  são  i gno radas ,  o p rob lema to rna -se  ape .

nas uma questão da  natureza da  d is t r ibu ição  das pos ições Es ,  e es -
t a  pode se r  descr i ta  por funções de correlação de n=pontos.

Sequ indo  Peeb les  (1980 ) ,  a probab i l idade de se  encontrar
um ob je to  à d i s tânc ia  entre r e r + ô$ r ,  de um ob je to  escolh ido a-

- leator iamente,  &ê&

SP =n [1  + g ( r ) ]SV ,  SV = Admr?ôr, : ( I T .  1.1)

onde a densidade numérica mêdia n é independente da  pos ição e a
função de co r re lação  de do is  pontos tE(r) é de f i n i da  através da  pro
babi l idade con jun ta  de se  encontrar  um objeto nos e lementos de vo-
lume 6V,  e ó6V; , à separação ro ,

SP = nº SV,6V,[1 + E(r,,)). (11.1.2)

Consis tente com à homogeneidade e iso t rop ia ,  como requer O
princípio cosmológ ico ,  E é uma função apenas da  separação.  No ca-
so  EE 0 ,  teremos o p rocesso  Po i sson  d isc re to  uniforme e a leató-
r i o ,  onde as  probabi l idades de se  encont ra r  ob je tos  em dV ,  e SVz2

são independentes.  Se os  ob je tos são correlacionados, £& > 0 ;  caso
se jam an t i - co r re lac ionados ,  - 1  < £& < O ,

Uma forma al ternat iva é seguir O procedimento de Davis e

Peebles (1983 ) ,  quando são d isponíveis  medidas,  alêm de posição
angu la r ,  do desv io  pa ra  o vermelho de  cada membro da  amost ra .  À
função de cor re lação de do is  pontos nesse espaço é uma função de
duas var iáve is ,  as separações para le la  e perpendicular à linha de
visada.  ; /



t eve  v, ; o re  l v ,  v,)/H ltan(o,,/2) (I1.1.3)

com v .  e v ,  sendo as  ve loc i dades ,  usadas  como est imadores de d i s  -

tânc ias  através de um puro escoamento Hubble (H  = 100  h kms"?

Mper ! ) ,  e o ,  a separação angular no cêu .  A probabi l idade de se
encontrar uma ga láx ia  no e lemento de  volume &V ,  à sepa ração ( r  , "  )

de uma ga láx ia ,  sendo 4 ( r )  a função se leção  (S IL .5 ) ,  é
P

SP=n1  + E ( r , ,  7) 1SV é (E). ( I1.1.4)

Quando a separação éê grande,  os  movimentos pecu l ia res  não
são importantes e ,  po r tan to ,  a an iso t rop ia  entre r ,  e 1 pode ser

ignorada.  Is to  é ú t i l  para se  medi r  a corre lação de do is  pontos
como uma função da  separação em desvio para o vermelho

( I 1 .1 .5 )= 20  1 /28 = ( v ,  +v , -  2v  v , coso , ,  ) “/H,.

: h
A estat is t ica E(s)  é ú t i l  por ser  simples e poder seestima

da  mesmo quando o ruído é mu i to  grande pa ra  se  es t ima r  E (Es  E ) .

A função EE  7 )  é uma convo lução de E ( r )  com a d i s t r i bu ição  de

d i fe renças em ve loc idades pecu l i a res .

Em pequenas esca las  ( s  pequeno ) ,  as velocidades pecul iares
fazem com que E (s )  d i f i r a  da  função de cor re lação espac ia l  E í i r )  .

O mapa contorno de E r :  T) para  à amostra de  Dav is  e Peeb les
(1983)  é mostrado na F igura 1 .  Os semi -c í rcu los  pont i lhados mos-

tram os  contornos caso ex i s t i sse  um puro escoamento Hubb le :  o alon
gamento na d i reção  Tv mostra o e fe i to  marcado das velocidades pecu-
l i a res .
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F igura  1
A comnetação de do i s  pontos como função das separações 4, & vm pe r -
pendicular e parnateta à Linha de visada. As Linhas são Pos contox
nos de E (& , vn) f i xo .  Os semi-cinmceutos pontiílthados mostram a fo r -
ma esperadê dos contornos Se as ve loc idades  pecu l iares gossem des-
prezí ive is .  [Ex t ra tda  de Dav is  e Peebtes - 1983) .

Para  que se  ev i te  esse  e fe i t o ,  usa-se  uma i n teg ra l . de

Ex ,  1 )  sobre a d i f e rença  em desv io  para  o ve rme lho ,  a f im de se

obter a função pro je tada w i r ) ,  e ,  en tão ,  so luc ionar  E ( r )  através
de w i x , )  ou  ajustar  w ( r , )  a um modelo de le i  de potência para
E ( r ) .

A função projetada ê def in ida por

1 ("Lw(rpy)  = = J a rg  ( r , ,  nn ) .  ( I 1 .1 .6 )

E a inversa ê à integral de Abel

” — 1 /2  |
E( r )  = - - [a rw '  (xp) te —- r ? )  | ( I 1 . 1 .7 )

— Apesar de termos apresentado essa  forma alternativa para oO
, cálculo da função de correlação, não a utilizaremos. Contudo, mno



Capítulo I I I ,  indicaremos um método para sua  est imat iva.

I L , . 2  Função de  Cor re lação Angular de do i s  Pontos

Os catá logos de pos i ções  angulares dos ob je tos  são as  prin-
c ipa is  fontes de informação da natureza em larga esca la  da conglo-
meração da  matér ia .  Uma vez que medidas de d i s tânc ia  de objetos
i nd iv idua is  em ta i s  resenhas são ,  em ge ra l ,  a l tamente i nce r t as ,  se

não imprat icáveis ,  devemos proceder em duas e tapas :  p r imei ro ,  ob-
temos funções de cor re lação para  a d i s t r i bu ições  angu la res ,  que
descreverão a conglomeração da  amostra no plano do cêu e ,  após i s -
t o ,  ana l i samos  a r e l ação  ent re  es tas  es ta t í s t i cas  e a f unção  de

correlação espac ia l ,  sob à hipótese de que observamos um processo
espacialmente homogêneo e i so t róp ico .

A função de correlação angular é de f in ida ,  de maneira análo
ga àque la  para  a espac ia l ,  a par t i r  da  probabilidade conjunta de
se  encontrar  uma galáx ia no elemento in f in i tes imal  de ângulo sôóli-
do 6N:1 e uma outra no e lemento 692, , separados por um ângulo 0 ,  nu
ma amostra com densidade mêdia N ,  dada por

SP = Nº[1 + w(0)]6N, 69 ,  | (11.2.1)

Observando que toda função g(í(06,4), cont ínua,  bem como suas
derivadas até a segunda ordem,  de f in ida  na super f íc ie  de uma es fe -
ra ,  pode se r  expandida em sé r i es  absoluta e uniformemente conver -

gentes em termos dos harmônicos es fér icos

o . m :

g(9,6)  = E fa, QP ( cose )  + pen h cos héê+b, nSSmM he) PF, n(coso)]

onde os coef ic ientes a h são determinados a part ira bn ,0 '  “n,h' “n,
das re lações

: TST
ano  * 2n + 1 | | 9g ( 0 ,4 )P ,  (cos6) seno dodge,

' 4m 1 'o

&
= - >

U

27 (n+h ) !
|

- 2n + 1 (n-h)! É f g(o,g)PW n(Cosolcos hf seno dedy,
' F

nn o



T T

b hp 7 22 on ) !  | | g(9,9)P. , (cose)sen hê sene deden,h' 2 v  í n+h ) !
o

podemos de f in i r  a potência espec t ra l  angular como a transformada
harmônica es fé r i ca  da  função de autocorre lação angular

2 :
u, = <a> /MN=1, aj = 3 IS ) (1TI1.2.2)

onde a soma é fe i ta  sobre os  harmônicos es fér icos Y avaliados
nas pos i ções  angulares dos ob je tos  na  amostra .  A up forne

ce uma med ida  do número médio  de v i z i nhos  em excesso  com re lação

à um processo a lea tór io .

A vantagem da  potênc ia  espec t ra l ,  f rente a sua  t ransformada
w ie ) ,  ê que ,  segundo Pebb les ,  O espec t ro  separa as  f lu tuações de
densidade em diferentes esca las  angu lares .

Quando separações angulares de grande f ração  de  radianos
são  envo l v i das ,  esse  procedimento é ,  c la ramente ,  o me lho r ,  Para

- o .  | - PS  "
separações  < 57 ,  en t re tan to ,  o uso  dos  harmonicos es fe r i cos  nao

acrescenta  p rec i são  s i gn i f i ca t i va  à aná l i se ,  a lém de ser  extrema
mente inconveniente do ponto de  v i s t a  matemát ico.  Como veremos ,

ex is tem importantes razões  de ordem prá t i ca  (p .  ex . ,  à d i f i cu ldade
em se  cons ide ra r ,  adequadamente,  o e fe i t o  da  abso rção  ga lâ t i ca  )

que restr ingem as anál ises das contagens de ga láx ias a pequenas se
pa rações .

11 .3  Relação Entre as  Funções de Corre lação Angular e Espac ia l
de  Do i s  Pon tos

Um modelo geral  para a re lação entre a função de correlação
angular e espac ia l ,  descrevendo a d i s t r i bu ição  de galáxias é ,  ago-
r a ,  apresentado,  seguindo a têcn ica  de Peeb les  (1980 ) .

' | /
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A probabilidade de que uma ga láx ia  com magnitude absoluta M
no intervalo SM se ja  encontrada, num elemento de volume 58V, f ixado

aleator iamente,  éê

SP = O(M) SMSV, ( IT .3 .1 )

re lação que def ine a função luminosidade é .  A probabilidade de
que uma ga láx i a  com magni tude M ,  , no in terva lo  $M, ,  se ja  encontra

da  no e lemento 6V ,  e uma segunda ga láx ia  com magnitude M ; ,  no i n  -—

tervalo 6M; ,  se ja  encontrada em óV , ,  à d is tância r , ,  da  pr imeira,ê

6P=[0(M]) O(M,) + T(M1,Ma, r 12 ) ]  SV16V,SM1SM, (I11.3.2).

Se as  ga láx ias  não forem corre lac ionadas em pos i ção  e magni tude,  T

anu la -se .  As funções $ e T integradas sobre magnitude são  a densi
dade numérica e a função de correlação espac ia l  de dois pontos

n = /0dM, nºc(r) = /AMIaM,T(Mi,Ma,yr) (I11.3.3)

As funções  correspondendo à & e T para cor re lações  ent re
pos ições  angulares e .  magnitude aparente são encont radas integrando

' = se  as equações (11.3.1) e (IT.3.2) ao longo de linhas de v i sada .  As
sumiremos que os  e fe i t os  do  " redsh i f t " ,  curvatura do espaço  e ab-
sorção podem se r  neg l igenc iados ( se rão  d iscut idos  no próximo capí-
t u l o ) .  Neste  caso ,  a magnitude aparente de  uma ga lâx ia ,  à d is tân-
c ia  r (Mpc) com magnitude absoluta M,é

m=M+ 5 logr  +25, (I1.3.4)

e a probabilidade de que uma galáxia apareça no céu no elemento
de ângulo só l i do  SN, com magnitude aparente entre m e m+6m, e a
uma d is tânc ia  ent re  r e r+6 r  do obse rvado r ,é

6P, = rºórófsmo(m-5log r - 25). (I1.3.5)

O resul tado de integrâã-la sobre d is tânc ia  é a probabilidade de se -
encontrar  uma ga láx i a  com magni tude aparente m em 69

J
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ow

SP = ón im  S r ºd ro (m  - 5 log r —- 25 ) .  ( I I 1 . 3 .6 )
: fe)

Com a seguinte mudança de variâãvel

o.2Mm
r=  so  ( I L .3 .7 )

temos

SP = (AN/dm) ôómón
( I 1 .3 .8 )co0 .6m

dN/dm = 10  S s *ds t ( - 5  logs - 25 ) ,
fo)

que é a re lação número-magnitude usua l .

A probabi l idade de se  encont ra r  uma galáx ia.  . com magnitude

aparente entre m1; e mm; + im , ,  em 50N,, e uma segunda ga láx ia  com
magnitude aparente entre m ,  e m, + êm, ,  em óN2., à d is tânc ia  012 da
p r ime i ra  é encon t rada ;  in tegrando-se  a probabi l idade na equação

( IT .3 .2 )  ao longo de duas linhas de v isada:

SP = $N1$N2  Mm, Sm,  E . + g im , ,  m , ,  9212 ) .

onde

º* 2
g (m i ,  my ,  O) = | r 1d r , i r 2d r27 (Mi, Ma ,  Y72 ) ,

( IT .3 .9 )
2 2 . 2

r 12=  E ,  + À2 — 2r;,rao0oOsS O ,

M1  = my — S log  r .  —- 25 ,  M ;  = my = 5 log r ,  - 25 .

A p r ime i ra  equação de f ine  a função de co r re lação  de do i s  pontos

em magni tude aparen te  e sepa ração  angu la r ,  Vê -se  na segunda equa-

ção que g ê uma integral  linear sobre a correspondente função espa
c ia l .  É a s impl ic idade dessa  re lação  entre es ta t í s t i cas  angular
e espac ia l  que f az  das funções  de co r re lação  convenientes nas apli

cações p rá t i cas .  /
”
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I I . 4  Aproximação para  Pequena Separação e à Re lação  de  Esca lona-

men to ,

No caso  de  ma io r  i n t e resse ,  assume-se  que a esca la  máxima

apresentada da  conglomeração de ga láx ias  é pequena comparada com
as  d is tânc ias  na  amost ra .  Ass im ,  à contr ibu ição pa ra  a in tegra l  g

(eq. I11.3 .9)ê  apreciável  apenas quando os  ob je tos  es tão  aproximada-
mente a mesma d is tânc ia ,  | r ,  - r 2 |  << r ,  e à separação angular é
muito menor que um rad iano.  |

Quando 9:12 << 1 ,  à separação espacia l  de duas galáxias éê

2 1 2 .  à z
rY12 = (17 + ra  — 2r9i r2(1 - 0 / 2  ) ( I 3 .4 .1 )

22 +

(rr;  = Y , )  - r r ,  O

e com

à separação é

2 -

Y i2  = WU+ (ro)? ( I L .4 .3 )

Nesta  aprox imação,  à função angular de do is  pontos é

gm,  Mo, e )  = f

o
M = m ,=5  log r — 25

r"àr f dur (M;, My ,  X12 ) ,

Esta  expressão ê s imp l i f i cada introduzindo-se a magnitude
média e a d i fe rença  em magnitudes para cada par

Galáxias selecionadas por magnitude aparente são encontra-
das como tendo magni tudes abso lu tas  razoavelmente de f i n i das ,  um
va lo r  t í p i co  sendo M* ,  d i gamos ,  com desv io  des te  de ,  t a l vez ,  uma

magnitude. M* e m definem uma distância característ ica (eq. IT.3.4)
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Mpe ( I 1 .4 .6 )

Com

r = Dy ( I 1 .4 .7 )

à equação ( IT .4 .4 )  torna-se a re lação  de escalonamento

g = D”G(Am, OD) ( I 1 .4 .8 )

onde

e o ” ( I1.4.9)

M, = Mº - Am/2- 5 109y, M =Mt + Am/2- 5109 Y,
/2! 1

r12 = (W + O5)?) .

A d is t r ibu ição de galáxias individuais na equação ( I L I . 3 .6 ) ,  com r
subst i tuído por yD,  éê |

SP = 6Nôm D? Í yºdy é (Mt - 5 log y). (IT.4.10)
o

As equações  ( IT .4 .8  ) e ( IT .4 .10 )  most ram como as  funções

de um e do i s  pontos esca lonam com a profundidade e fe t i va  D ( íoum)  .

Estas relações de escalonamento refletem a geometr ia e a homogeneidade es
ta t ís t ica  da  d is t r ibu ição assumidas. A var iação de 3 com Am  de-
pende da  forma da  função luminosidade da  galáxia através da equa-
ção ( IT .4 .9 ) .

Alguns catâãlogos l is tam posições angulares de galáxias mais
br i lhantes que uma magnitude l im i te  m . ,  em vez  de magni tudes apa -

rentes i nd i v i dua i s .  Seguindo Neyman,  Scot t  e Shane (1954 /R10 ) ,  po
de-se  modelar  os  e r ros  a leatór ios  na se leção  de ga láx ias  assumindo
-se que o catá logo inc lu i  uma ga láx ia ,  com magnitude aparente m ,
com probab i l idade £ (mm) .  En tão ,  a função de cor re lação de do is
pontos pa ra  o catálogo ê Oo resu l tado da  mu l t i p l i cação  de
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g íeq . I I . 4 . 4 )  por £ pa ra  cada ga láx ia  e da integração em magnitudes

Nº wo )  = D*? | y "dy  du dM, [ei A r i a ,  Ma ,  r 12 )  f 1 fa  ,

onde ( IT .4 .11)

fa  = EMA ME + 5 10g y ) ,  r i s  Wo  (yDO)?.

E à profundidade ca rac te r í s t i ca  da  resenha é

o0.2(m, - M t )  — 5 '
D .=  10 MPC ( I L .4 .12 )

I T .5  Desacoplamento da  Magni tude e Pos i ção

A equação ( IT .4 .11 )  para w é ,  ainda bastante compl icada pa-
ra  apl icações p rá t i cas ,  j á  que envolve t rês  va r iáve is .   Felizmen-
t e ,  e l a  pode se r  s imp l i f i cada  a par t i r  de uma aproximação que pa-+-
rece ser  razoavelmente boa .  A h ipótese é que à magnitude absolu-
t a  da  ga láx ia  é estatisticamente independente de  sua pos i ção  re l a -
t iva a outras ga láx ias ,  de forma à que à d is t r ibu ição conjunta TT

em M, ,  M ;  e r 1z  (eq . I I . 3 . 2 )  pode se r  esc r i t a  como um produto das

d is t r i bu ições  em magnitude e separação ,

T(MiMa,r12) = O(M,)) O (M,) E ( r12 )  ( I 1 .5 .1 )

onde é é a função luminosidade da  ga lâx ia  da  equação ( I 1 .3 .1 )  e
&E ê a função de cor re lação de do is  pontos (eq . IT I . 1 .2 ) .  Nesta apro
ximação à equação ( I 1 .4 .11 )  é

Nw io )  = D* nº | y ' 6  (y)?dy / du E ( r ) ,
o —2o

com r º  = vv + (yDO)?, : ( I 1 . 5 .2 )

e sendo n = /AMe(M): ( I 1 .5 .3 )

a densidade numérica mêdia de galáxias e

d(y) = | AM(O(M)/n) FIM-M* + 5 log y) ( I 1 .5 .4 )
oO

a probabllidade de que uma galáxia &â distância yD este ja  no catálo
t
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do .  À função se leção + ,  portanto,  mede os  e fe i tos  combinados da
função luminos idade e da  função observador f imem, ) .

Assumindo-se uma função luminosidade in tegra l  universal  na
forma |

4+(M) = CO dex [B(M-M*Y)], M > M*t
= C dex [a(M+NM*T)], M , .<M<M* ,  (IIX.5,.5)
= O ,  M<  Mo '

t o  = dex [ a  (M, — M* j i ] l ,

a = 0 ,75 ,  6 = 0 ,25 ,  t ,  = 0 ,01 ,

* = Um ; h .M pq 185,6 + 5 l og  h

der ivada  po r  Abe l l  ( 1965 /R10 ) ,  o segu in te  mode lo  para função  se le

ção proposto por Abell (1962/R10) ,  pode se r  ap l icado:

—sB6
dy )  = y B = 0,25, v.< 1

= XY a = 0 ,75 ,  1<y<Y ,  ( I 1 .5 .6 )

= 0 , y?  Yo"!

“ so
Yo = 0 ,01

que ,  segundo Peeb les ,  pensa-se  se r  razoave lmente  rea l í s t i ca .  (No

próximo cap í t u l o ,  apresentaremos uma d i scussão  sobre a função lumi

nosidade e a função se leção ) .

. Em termos da  funcão se leção ,  à densidade numérica média  no
catãlogo é ( eq .  I L .3 .6 )  |

N=nkED, ,  Es  [Vavo  (y) (IT,5.7)

Pelas equações (I1T.5.2) e ( I L7 .5 .7 ) ,

p— 1 . - '

wio )  = D W(OD) / (1X. ,5 .8 )
1

e f

onde a profundidade caracterist ica é dada pela função (11.4.12)

yu
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oo | oo 1 /2

Í y "  dy)? dy | du E((uº + (xy)? )
[e oo

W(x) = a —— (I1.5.9)
[ / ,  yºdy $ (y))?

Esta  é a equação integral  que tem s ido  usada na  maior ia das medi -
das das est imat ivas para a função de correlação espac ia l  da ga lá  -
x ia ,  in ic iada por  Rubin (1954 /R10)  e Limber ( 1954 /R10 ) .

A re l ação  de  escalonamento (11 .5 .8 )  pode se r  entendida da

seguinte forma:  a função de  corre lação w mede a razão entre o nú-
mero de v i z i nhos  em excesso com re lação  à a leator iedade e o número
esperado numa d is t r ibu ição uniforme. Se se conta vizinhos no ângu
lo só l ido  ônaD"?, à d is tânc ia  angular OD de uma ga láx ia ,  s i tuada
à uma d i s tânc ia  D do observador ,  es tã - se  olhando pa ra  uma área pro
je tada  f ixa  em torno des ta  ga láx ia  e para uma d is tânc ia  p ro je tada
contada a part i r  de la .  En tão ,  o número de  v iz inhos  corre lac iona-

dos v is tos  é independente de D ,  enquanto o número de v iz inhos ac i -
den ta i s ,  tanto do  pr imei ro  plano como do fundo,  é proporcional  a
D .  Da l ,  waD"*  para OD f i xo .

A equação ( I 1 .5 .1 )  para T na equação ( I 1 .4 .9 )  fornece a
d is t r ibu ição de do is  pontos em magnitudes aparentes e separação an
gu la r ,  | |

g(o, m, àm) = D*G(Am, OD)
oo os f a. 1

g (am,x) - | y"dy 0:%, J dus ((u?t+(yx)?) ) ( I1 .5 .10)

d1,2 = O (M* + m/2 - 5 log y ) .
o o

Sabemos que a equação (I11T.,5.1) é apenas uma aproximação con
ven iente ,  porêm g rosse i ra ,  porque Oo t ipo mor fo lóg ico  das ga láx ias
ê correlacionado com suas pos ições  (ga láx ias  sequencia lmente inici
a i s  tendem à aparecer  em densas  condensações ) ,  con tudo ,  é cons i s  -

tente com os  tes tes  es ta t í s t i cos  d i spon íve i s .  Num es tudo  não pu-

b l i cado ,  Sone i ra  (1978 /R10)  encontrou que à equação (11 .5 .10 ) ,  com
modelos convencionais para %9(M) e £ ( r ) ,  fornece um ajustamento ra -
zoável  para a d is t r ibu ição conjunta em 0 e em àám, no catálogo de
Zwicky .  Lake e Tremaine (1980 /R10)  encontraram que a equação
( IT .5 .1 )  concorda com as  contagens de Holmberg (1969 /R10)  para as
companheiras débeis de galáxias esp i ra i s .

|
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11 .6  Relação Entre £ e w :  Exemplo

A re lação  entre as  funções  de corre lação espac ia l  e anqular
será  i l us t r ada  po r  um modelo ana l í t i co  bas tan te  conven ien te ,  a

le i  de potência:
- eEtr) = BY , = : (1.6.1)

Es ta  forma levada na equação ( I 1 .5 .9 )  fornece

É ” bei -S i>w(e) = —=—= | y"4e?tdy | dufu? + (6Dy)?] ( I 1 .6 .2 )
DE | .  Voo

Com

us  ODbyx, 
( IT .6 , . 3 )

encon t ra -se

1eYy B . AÊ w se  :wWÍ6) = AQ PA À | : ( I L . 6 .4 )(6 )  1 À DT | y Ay )?  dy ,
o-

onde o número Hy , resu l t an te  da  integral  sobre u ,  pode se r  xreduzi -
do a um produto de  funções gama, |

H | ax (14x2) 70? = T (1 /2 )90y=1 ) /2 ) / r 7(7/2). (I1.6,5)

A equação ( I 1 .6 ,4 )  d i z  que a função angular ê uma le i  de po
tênc ia  com Índ i ce  reduz ido  por  uma un idade  do  í nd i ce  da  l e i  de po-

tência y de E. Este resu l tado fo i  obt ido por  To t su j i  e K ihara
(1969/R10). Se <1 ,a  in tegra l  H d iverge.  Aqui, à hipótese de
ângulos pequenos f a l ha ,  porque a ma io r ia  dos  pares corre lac ionados

de ga láx ias  observados com pequenas separações  angu lares  es tão  em
d i  ferentes d i s t ânc ias  do  obse rvado r .  Se  > 6 ,  a i n teg ra l  na  equa

ção  ( IT .6 .4 )  d iverge em y + O .  Ass im ,  a função de cor re lação E
es tá  decrescendo tão rapidamente com o aumento da  separação que à
cont r ibu ição dominante pa ra  w ie )  éê dev ida ao: aglomerado mais  próxi
mo do observador.  & função de  corre lação observada para galáxias



17 .
aproxima-se de uma le i  de potência com yz  1 .8 ,  fora da região de "

ambos os  casos .

II.?7 Inversão da Equação

O resu l tado  da mudança de var iáve is  de in tegração na equa-
ção ( IT .5 .9 )  de u para r e da  troca na ordem de integração é

oo r / xar em | y ayely) Ta (I1.7.1)
o o (1-(xy/r)2)XY/?

W(x) = |
E?

A re lação é ,  por tan to ,  da  forma

Wix) = | dr E(r) F (x / r ) ,  (I1.7.2)
o

onde a função jane la  é

z7 !  a 2“F(2) = 2 | Yves (y)
o

—- 2 1 /2(1-(yz2)º2) ( I IT .7 .3 )

A equação ( I 1 .7 .3 )  most ra  que W é simplesmente uma convolução (em
var iáve is  l oga r i tmé t i cas )  de ce. Fa l l  e Tremaine (1977 /R10)  e
Par ry  (1971 /R10)  mostraram que es ta  forma pode se r  invert ida se-

guindo uma forma notável e e l egan te .

Uma vez  que a função j ane la  depende da  razão  dos argumen-

t os ,  e não de sua d i f e rença ,  a t ransformada de Me l l i n  (ver  Apêndi-
ce IT) é mais  conveniente que a de Four ie r ,

Aparecendo na função j ane la  da  equação ( I 1 .7 .3 )  es tá  a fun-

b i x )  = 2/(1-x?º) 1/2 1 Ogx<1 , .  ( I 1 .7 .4 )

b ( x )  = O , x > 1 .

Sua  transformada de Me l l i n  é



b(s)  = 2 [ xs  ax/ (1-x2)2/2
' fo
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” — ts. ( I 1 .7 .5 )= 2 fº ayt1y9) (s+1)/2
o | : =12/2

onde a segqundã linha segue de x = ( 1  + y º )  / . Es ta  função é

b(s) = r(1/2) rits/2)/ r((s+1)/2). (I1.7.6)

Nota-se que a equação ( IT ,7 .2 )  é da  mesma forma que à equa-

ção (A . I . 5 )  por tanto,  sua convolução ê

E?W(s) = F(s) E (541)

As equações (11.7.3) e ( IT .7 .4 )  são |

F(z) = f ày y'6? (y) bíyz)
o

que é da mesma forma que a equação (A . I . 3 ) ;  então

F(s) = b(s) 6º (5-s)

A transformada de £ é ,  dessa forma

Els) = E?ºó(s-1)/(92(6-5) bls-1)).

Usando

r ( 1 /2 )  = n 1/2 r Tín+1) = n Tn )

-”

podemos escrever  b como

1 /2  .
1 S=1 T r ( s / 2 )  - S=1 b (s )

b(s-1) 27 ríís-1)/2)(s-1)/2 27
e fazendo |

E? / (274? (6 - s ) )  = P (s )

temos

(I1T.7.7)

( I 1 .7 .8 )

(I1T1.7.9)

( IX .7 .10 )

(I1.7.11)

( IX .7 .12 )

( I 1 .7 .13 )



E (s) = (s-1) b(s) W(s-1) P(s)
+

Fazendo

Wis-1) b(s) = H(s)

obtemos das  equações  (A . I . 5 )  e (A . I . 6 )

1/22 0 -= | dy  W(x/y)  ( 1 -2? )  ,
o

x
Hí (x )  =

e com

J í s -1 )  H t s )P (s )

as  equações (A,TI.,5) e (A . I . 6 )  fornecem

o 1 |

J í r )  = 2 | dx P i x )  dy  Wix/xY)
À o (12 -72 )  202

o
onde a equação (1 .7 ,14 )  é ,  agora

Els) = (s-1) 3(s1).

13 .

( I L .7 .14 )

( IL .7 , .15)

( I I . 7 . 16 )

( I 1 .7 .17 )

( IT .7 .18)

(I11.7.19)

Da de f i n i ção  de t rans fo rmada,  encont ramos,  f i na lmen te ,  que

Et r )  = -dJ /d r

Esta  é a inversão dese jada :  a função de correlação espac ia l  & ê
dada como o dobro da  der ivada da  in tegra l  da  função de
angular observada.

( IE .7 .20 )

-”-

corre lação
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I I I  ESTIMATIVAS E ERROS

I I T . ]  Es t ima t i va  de w(06)

A função de cor re lação angular ê est imada a par t i r  da  1lis-
t a  de pos i ções  angu lares  dos ob je tos  encont rados em a lguma secção

do  cêu .  Se N ob je tos  são  encontrados numa reg ião  de r esenha ,  que
subtende um ângulo só l i do  N ,  uma es t imat iva  da  densidade é

NM= N/2 ( I I 1 .1 .1 )

Como vimos, a probabilidade condicional de se encontrar um
ob je to  em n ,  à d i s t ânc ia  o de um ob je to  esco lh i do  a leator iamente

na popu lação ,  &

SP = N6N[1 + w(0o)], (III1.1.2)

Portanto,  a contagem esperada  de pares à separação 0 à O + 60o ê

” 7 1
n, = 1/20NºR < d t  > [1 + w (901)], '

-onde 0 ,  es tã  entre 0 e 0 + 60 ,  e < 8 Q > É O valor  médio do  ângulo
só l i do  subtend ido pe lo  ane l  de  0 à à + do ,  cu jos  cent ros  es tão

f ixados aleator iamente em nn. O fator 1 /2  es tá  re lacionado com O
fa to de que cada  par  representa do i s  v i z i nhos .  Uma est imat iva da
função se leção  é ,  en tão ,

1 + wi01) = 2n9 /08 < 682 > ) ,  (TIT.1.3)

onde N e n são  as  contagens de ob je tos  e pares à separação O na
amostra.

O problema res i de ,  agora,  em métodos que possib i l i tem compu
t a r  < 6 º  > .  Vár ios  são  propostos ( ve r ,  p .ex . ,  Peeb les  1980 ) .  Onde
os ob je tos  no ca tá logo são tomados como pontos o seguinte  procedi-
mento ê gera lmente usado ,  Cada ob je to  ê tomado como cent ro ,  e as
sepa rações ,  ent re  os  ob je tos ,  ca lcu ladas  e c l ass i f i cadas  segundo
intervalos 40 .  Então,  se cada intervalo contém o número M(oº) de
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separações entre 9 e O + 40,

t4w(0 + A0/2) = — ==: SN =2r(cos 6 -—- cos(o - AC) (III.1 4)

onde 6f é o ângulo sólido do anel, N. ê o número de objetos usados como centros
ed  é a densidade média de objetos. |

É bastante fácil computar < dN > pelo processo Monte Carlo. Fixemos
N, pontos aleatórios na área resenhada; seja n ( t )  O nimero de pares entre es-
tes pontos "tentativos" com separação entre 6 + 60, e seja n, o correspondente
número de pares no catálogo real de N objetos. Uma vez quew = 0 para os pon -

tos "tentativos", a estimativa de w para os dados será:

: n Ní
1 + w i  = — EP E (III. 1.5)

ty Nºn l  )

Entretanto, para amostras limitadas em área, essa aproximação direta
conduzirá a uma subestimativa. Para pontos à distâncias Y do contorno, todos
os anéis além de Y conterão um número menor de pontos que o correto, devido
à perda total dos pontos fora da Ltorda. Este dêficit aumentará seriamente com
O aumento da escala. Devemos, então, aplicar métodos que corrijam este efeito
de borda. Entre tais métodos (ver Sharp, 1979, 2º método) está o proposto por
Phillips et al. (1972), que é Oo mais usado por ser de fácil computação. Consis
te na contagem das contribuições para w(0) que decorrem dos pontos centrais ,
que distam 0 ,  da borda. Isto requer um tratamento isolado do número de objetos
tomados como centro para cada intervalo.

IIIT.?2 Erros Sistemáticos e Estatísticos de w(0 )

Como dissemos, para amostras que não cobrem todo o cêu, a "deficiência
de objetos fora do contorno requer a aplicação de algum tipo de correção de
borda aos pontos de estimativas. Infelizmente, as estimativas corrigidas são
tendenciosas, podendo estar seriamente erradas caso a densidade varie aprecia —

velmente entre regiões próximas ao contorno e regiões além deste. E isto pode
ser endógeno, por exemplo, para una região encerrando um aglomerado de galá-
xias conhecido, ou exógeno como o efeito do obscurecimento galáctico nas conta-
gens através do céu.
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Nessa  aná l i se  fazemos uso da  cor re lação c ruzada entre duas
amostras - uma de  ga láx ias  e out ra de conjuntos de pontos d i s t r i  -

bufdos a leator iamente,  de igua l  dens idade méd ia :

SP' = NiNZÇ[] + w12(0)]óN15N> ( I L1 .2 .1 )

para duas amostras de densidade mêdia N,; e N2 .

A d i f e rença  ent re  a p r ime i ra  amos t ra ,  de pontos usados como
cent ros  a pa r t i r  dos qua is  mediremos as  sepa rações ,  e a segunda

amos t ra ,  que é co r re lac ionada  com a p r ime i ra ,  torna-se importante

quando "descon tos "  de borda são  f e i t os .  Em ge ra l ,  encontramos
W12 É Wa1, ONde w i :  re fe re -se  aos ob je tos  de t ipo  | usados  como
cen t ros .  É es ta  amost ra  de  t i po  | que é a l t e rada  por e fe i t os  de
con to rno ,  (No te  que  a de f i n i ção  de  w reque r  sua  s ime t r i a ,  W i2=W21

e / )  apenas os  es t imadores  d i f e rem) ,  Uma vez  que uma amostra d is t r i
bulda aleator iamente por  de f i n i ção ,  não apresenta re lação com o
contorno,  e l a  se rá  i nsens í ve l  à cor reção de borda.  Por tanto ,  “rg
( r  = amostra de  comparação ,  d i s t r i bu ída  a lea to r iamente ;  g = dados )
deve re f l e t i r  apenas va r i ações  nos  dados  com respe i to  ao contorno.

I 0O  TA  TT  TT ITT ITATAI

f— + —

a : '

o r  + -
- + .  ' -

+RB RA -
w y" + at -

É 1; A
I F  Tás  7* 34  t “

e 4 A ”

: BR + abit —

PE:— ? + -

AJ = a To t

B FA  "
t l  tt ll 1 11  1 +

l I (£o
8 graus '

- - F igu ra  2 . y
Função de cova r i anc ia  angu la r  pa ra  E/SO do Hemisgermio Su l , dec t i na -
cão -32 º .  Função cor r ig ida :  + ;  função não corrmigida: «O; Como
espe rado ,  as comrneções t em pouco  egeito. (Ex t racda de Sade r  e
Sharp - 1984).
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Sadler  e Sharp (1984) de f in i ram,  então,  a função de cova-
r i ânc ia  co r r ig ida  por  w '  = w -— F rg *  A F igura  2 mos t ra  um p lo te

l og- log  dos resu l tados  pa ra  sua  amos t ra .  A F igura 3 apresenta OS
resu l tados  de w (0 )  para  a amostra de  Turner e Gott  ( 1976 /R15 ) .Ma io

res  de ta lhes  são  apresentados por  Sharp (1979 ) .

w(8) R+

2 . M +Rio+E,
1 fbteeate?

"os  AE
AkXERXNO see

x t x  x “E t  ÇA  eo
o R
o S & graus bi
F SC food ao2 PonestToPP ooo Pas A nação ro At AD n.D6o, Foco”“%z

UN TAXAw(8) O MELTEADELT TN  uyNTE a tax t  ÇA x . C l t r e i t os2 EAAXANAY

" 1 6 graus n”
Fígu ra  3

“T rês  d i f e ren tes  es t ima t i vas  da função de cova r iânc ia  angu la r ,  con-
r ig idas  do ege i t o  de bo rda ,  parxa um subcon jun to  do ca ta logo  de
tw i chu :  X ,  sem co r reção ;  O, metodo desc r i t o .  (Ex t ra ída  de Sharp-
- 1979

A incer teza es ta t i s t i ca  na  est imat iva de w geralmente prova
se r  sem impor tânc ia  comparada com os  e r ros  s i s temá t i cos  (Peeb les  ,

1980 ) .  O p r inc ipa l  problema nos  ca tá logos  é que a profundidade efe
t i va  da  resenha pode va r i a r  ao longo do cêu ,  devido ao obscurec i  -

mento var iáve l  na Ga láx ia .  Ta i s  er ros  s is temát icos  podem ser  ne-
g l igenciados em alguns casos ,  Se a d i s t r i bu i ção  de ob je tos  aproxi
ma-se de uma d is t r ibu ição a lea tó r ia ,  o desvio padrão de w pode se r
computado,  resu l tando em

ow = mn ' ( I I 1 . 2 .2 )

que assume poderem ser  ignoradas as  cor re lações entre os  ob je tos .
Contudo,  em ge ra l ,  w depende da função de corre iação de quatro
pontos .  Algumas es t imat ivas  e modelos para  es ta  são d i spon íve i s ,
mas o e fe i to  em ôw não será  desc r i to ,  por parecer duvidosa sua uti
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l idade .

Quando a amos t ra  ê bas tan te  grande e ,  po r tan to ,  a es t ima t i -

va de w se  dãá à pa r t i r  de subcon jun tos  a lea tó r ios  de  dados ,  compa-

rações  das  es t imat i vas  pa ra  d i f e ren tes  subconjuntos  fornecerão um

erro médio e um er ro  padrão pa ra  es ta  méd ia .  Todav ia ,  Oo desv io  pa

drão ass im ca lcu lado não é ,  necessar iamente ,  uma boa est imat iva do
erro  numa es t imat i va  der i vada  de toda a amos t ra .  Uma poss í ve l  in-

d icação  dos er ros  esperados é a cor re lação cruzada dos dados com
amostras de mesmo tamanho d i s t r i bu ídas  a leator iamente e a cons ide-
ração das var iações nos h is togramas resu l tan tes .  Ass im,  Sadler
e Sharp (1984) est imaram w.”, Para most ra r  a in te ração da  d is t r ibu i
ção  das  ga láx i as  e o con to rno ,  e War para  revelar  o tamanho provã-

ve l  dos erros es ta t í s t i cos  em w.

Dav is  e Ge l l e r  ( 1976 )  apontaram,  a i nda ,  um outro problema
referente a w (0 ) ,  A normal ização de w (e ) ,  computada para  o mode lo
de l e i  de po tênc ia  —w(e )=ao7P" .  es ta rá  tendenc iosa  se  a dens idade
numér ica  de  ga láx i as  na  amostra  desv ia r - se  da  méd ia  do Un ive rso  .

Es te  er ro  é ,  ge ra lmen te ,  desp rez í ve l  pa ra  w (9 )  > 1 ,  mas para

“w(0 )  < 1 ,  as est imat ivas podem se r  seriamente tendenc iosas .  Contu-
do ,  numa aná l i se  comparativa dessas es ta t i s t i cas ,  t a l  erro na  nor-
mal i zação  não é g rave ,  uma vez  que fa rá  com que as  es t ima t i vas  de
w(0 )  tendam numa mesma d i r eção ,  de  forma que a i nc l i nação  re la t i va

das vár ias  funções es ta rá  ina l terada.

I I LT .3  Função Luminosidade

A função luminosidade in tegrada das ga láx ias num aglomerado
ê o número N(m) de ga láx ias  mais  br i lhantes que a magnitude m.N(m)
é ,  atualmente conhecida num in terva lo  de se te  magn i tudes ,  devido ,
principalmente, aos trabalhos de Abell (1962, 1976/R14), Bautz e
Abell (1973/R14) ,  Oemler (1974/R14) e ou t ros .
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- T
log N(Am) 5,7 025

HERO

+ +2  | £ nogn i tude

F igura  4
Funções Luminos idade in tegradas  Logar i tme t i cas  para qua t ro  aglome-

“ nados  m icos .  Os pon tos  zemo das o rdenadas  e absc i ssas  são  arbi t ra
nãos .  (Ex t ra ída  de  AbeLe - 1974 ) .
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+44 +2 o 2 magritude

F igu ra  5
Funções luminos idade i n teg radas  togan i tmet icas  pa ra  aglomerados
adaptadas dos dados de var ios observadores. Os pontos zeros 4do
arnbitranios. (Extraiída de Abeltl - 1974).

Zwicky suger iu  uma forma exponencia l  Nim)eR(1O O) ,  com
K sendo  uma cons tan te ,  mas es ta  função  super - represen ta  o f i na l

b r i lhan te  da  função  lum inos idade .  Abe l l ,  por sua  vez ,  uSOU uma

rep resen tação  l inear  "quebrada"  de  log N ím) ,

log Ním) K;  + S im  se m<  mt

m
: 1 . 3 .1

K ;  + Sam se .  (11 )log Nm) > m t ,

onde 8 ;  = 0 ,75  e 85 = 0 ,25  (em acordo com Zw icky ) .  A descont inu i -

dade em m* parece se r  un i ve rsa l  e corresponde a uma magni tude abso

luta M* = —20,41 t o  715 ,  como se  segu iu  de uma dúz ia  de aglomera-

dos es tudados  por Bautz e Abe l l  (1973 /R14)  e Aus t i n  e a l .  (1975 /
/R14 ) .  | ”

A função luminosidade d i ferenc ia l  S(M),  correspondendo El
Curva de “Abell"” nas Figuras 4 e 5 é mostrada na Figura 6 .  A fun-
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ção log  N(m) mostra uma mudança de inc l i nação  bem de f in ida  depo is

do  in te rva lo  das  magni tudes ma i s  br i lhantes  2 a 3 .  Es ta  mudança
abrupta da  iúác l inação co r responde  a um máximo p róx imo ao f i na l  bri

lhante de * (M) .  Ex i s te  alguma ev idênc ia  que ,  pe lo  menos pa ra  o

aglomerado de  Coma ,  es te  p i co  advém da  con t r i bu i ção ,  pr inc ipa lmen-

t e ,  das  ga láx ias  próximas ao núcleo cent ra l  do aglomerado (Rood

1969, Rood e Abell 1973/R1).

O (M,)

—18 -20  -22 My

F igura  6
Função Luménosidade d i f e renc ia l  para aglomerados, de r i vada  das
Fig 4 es, . À escala das ordenadas à ambitramia.. lExt ra ida de

e tê  - 1974

A função luminos idade composta para  os  aglomerados na  F igu -

ra  4 pode se r  rep resen tada ,  aprox imadamente,  por  duas l inhas re tas
que se interceptam (Linhas pontilhadas ) ,  as  qua is  representam —sim-
ples  re lações  exponenc ia is  sobre do i s  intervalos d i fe ren tes  de

magn i tude,  Es tas  l i nhas  são  meramente fôrmulas de in te rpo lação ,  e
O caráter  aproximadamente exponenc ia l  das funções luminos idade in -
tegradas não pode se r  tomado l i te ra lmente .  A lém do ma i s ,  se  as
duas l i nhas  retas forem ap l i cadas  r igorosamente,  a função luminosi
dade d i fe renc ia l  se r i a  descontínua ( l i nhas  pontilhadas na Figura
6 ) ,  O que ,  obviamente,  não é f is icamente rea l í s t i co .
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Segundo Abe l l  ( 1974 ) ,  a função luminosidade para  todos os

ag lomerados ,  en tão  i nves t i gados ,  mos t ram,  f racamente ,  a mesma for

ma ca rac te r í s t i ca .  A magni tude na  qua l  as duas linhas se  intercep
tam na  F igura  4 ,  a qua l  de f in i remos  como m* ,  é um ponto de f in ido
operac ionalmente na  função luminos idade ,  at ravés do melhor a j us ta -
mento des ta  à forma da  F igura 4 ,  para  o aglomerado em ques tão .

A forma d i fe renc ia l  da  função luminosidade $ (L )dL  dada por
Schechter ( 1976 /R5 )

O(L)AL = d, (L/L,)º* exp ( - L /L , ) d l

ê anal i t icamente conveniente e é moderamente p rec i sa ,  apesar de
não fornecer um a jus tamento  mui to bom para &9(M). Representa ,  con-

tudo, o melhor ajustamento disponível. Em par t icu lar ,  é d i f í c i l
a jus ta r  s imul taneamente uma i nc l i nação  baixa no f i na l  déb i l  e uma
i n c l i nação  ma i s  f o r t e  no f i na l  b r i l han te ,  onde ex i s t e  um cor te  .Des

ta  forma,  os  va lo res  de a e L ,  podem f iu tuar .  Fe l ten (1977/R14 )
mostrou que es ta  representação da  função luminosidade O(L) fornece
um um excelente a jus tamento  para mui tos aglomerados com os  valo-

res a = —1,25 (correspondente ao S ,=  0 .25  de Abe l l )  e L, “ 1 , 7  x
x 10 * º  un idades so la res ,  inc lus ive  pa ra  ga lâx ias  de  campo.  Dav i s ,
Ge l le r  e Huchra u t i l i za ram a ? | pa ra  Oo a jus tamento  de  9(M) com
M* = —19,0 + 5logh, para o Hemisfério Sul ,  e M* = - 18,5 + 5logh ,
para o no r te ,  Dav is  e Huchra (1982 ) ,  a pa r t i r  de uma aná l i -

se que c lass i f i cava  as ga láx ias  segundo hemis fér io  ga lá t ico e c las
ses mor fo lóg icas ,  concluí ram que os valores a = -1 ,3  e Mt = — 19 ,4
dever iam se r  u t i l i zados  em seus  es tudos .

IIIT.3.a Problemas com a função luminosidade

As h ipó teses  sob re  as  qua i s  d i scu t imos  à r e l ação  entre as

funções  espac ia l  e angu la r ,  devem se r  cons ideradas num tratamento

mais apurado,  que as leve em conta  como poss ive is  fontes de erros .

Apesar de que ,  em p r i nc íp i o ,  podemos cons iderar  a dependên-
c ia  da  função luminos idade com o t i po  mor fo l óg i co ,  as d i f e renças

nas formas destas funções,  devidas a d i ferenças no t ipo morfológi-
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co ,  não são claramente d iscern íve is  com os dados d isponíve is  a tua l -
mente (Oemler 1974,  Shapiro 1971/R3) .  De f a to ,  a função luminosida
de para  ga láx ias  em campos dominados por  esp i r a i s  é marcadamente s i

mi la r  à função luminosidade para  aglomerados compactos dominados
por e l í p t i cas  e l en t i cu l a res  (Peeb les ,  1971 /R3 ) .  Assum imos ,  en tão ,

uma função de luminos idade i n teg ra l  un i ve rsa l ,  e a i nda ,  independen-

te da  d i s t ânc ia ,  das in f luênc ias  da  conglomeração, e ass im por dian
t e  ( eq .  IT .5 .5 ) .  Necess i t amos ,  apenas ,  assumi r  uma re lação  s imples
entre magnitude e d i s t ânc ia  de cada  ob je to ,

Dav is  e Huchra (1982)  comentaram que as  d i s t r i bu ições  de
luminos idade são  marcadamente s im i l a res  através dos t i pos  morfológi

cos .  Peebles (1974) most rou que a re lação en t re  as funções de cor-
re lação são sensíveis à forma do f i na l  brilhante da função luminosi
dade ,  na  condição de  uma inc l i nação  & s igni f icat ivamente menor que
0 ,4 .

Sendo ass im ,  a aná l i se  pode conter  alguns er ros s is temát i  -
cos .  AO assumirmos uma função luminosidade un i ve rsa l ,  independente

da pos i ção ,  int roduzimos erros que ,  apesar de não afetarem a inc l i -
nação ,  a fe tam O fa tor  de norma l i zação  , equação ( I 1 .6 .1 ) ,  Con
tudo ,  segundo Dav is  e Ge l l e r ,  os  dados d i spon íve is  parecem ind icar
que a h ipótese de uma forma un iversa l  para  à função luminos idade,pa
ra todos os  t i pos  de ga láx i as ,  não é um er ro  sé r i o .  Sérsicí(1982),
por  outro l ado ,  a f i rma que ,  apesar  de a função luminosidade forne -
cer  um exce len te  a jus tamento  pa ra  mu i tos  ag lomerados ,  es te  fa to  não

se const i tu i  numa sugestão de univers idal idade des ta  f unção ,  j á
que vár ios  e importantes desvios têm s i do  encont rados.

Quanto à h ipótese de que à luminosidade de uma galâx ia ê
uma var iáve l  a lea tó r ia  não corre lac ionada com sua, pos i ção ,  pode
não se r  est r i tamente verdade i ra ,  uma vez  que a mor fo log ia  de uma

galâx ia  é def ini t ivamente uma função de seu  "amb ien te " .  As reg i -
ões cen t ra is  dos  aglomerados r i cos  e compactos parecem dominados
por ga láx i as  e l í p t i cas  e l en t i cu la res  e contêm poucas esp i ra i s  nor-
ma i s ;  aglomerados i r regu la res  e menos densos ,  que têm uma composi-
ção s imi la r  à do campo, contêm mui tas esp i r a i s  (Oemier 1974/R3) .
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I I L . 4  A função Se leção

Scot t  ' e Neyman enfa t izaram que a interpretação dos catá lo  -
gos de ga láx i as  depende não somente da  d i s t r i bu i ção  de  f r equênc ias
de propr iedades in t r ínsecas ,  como à luminos idade,  mas também da fun
ção probabi l idade que uma ga láx ia  de um dado t ipo e magnitude se ja
inc lu ída  no ca tá logo ,

A função se leção  +é(y), j á  de f i n i da ,  é a densidade numérica
de ga láx ias  v i s í ve i s  à d is tânc ia  y do observador ,  sendo uma convulu
ção da  função luminosidade pa ra  as ga láx ias  com a função que descre
ve tendênc ias  obse rvac iona i s ,  i . e . ,  o cor te à magnitude aparen te  11
mi te ,

A pr inc ipa l  fonte de ince r teza  no fator de normal ização da
função de corre lação espac ia l  - E = ( x  / r ) "  - é ,  j us tamente ,  a fun-
ção se leção .  Es te  f a to ,  con tudo ,  pode se r  ev i t ado ,  se  os  desv ios
para  o vermelho são  conhecidos para  a amost ra  de ga láx ias  e ,  portan
to ,  a d i s t r i bu i ção  rea l  de ob je tos  é conhec ida ,  po i s ,  ass im ,  pode-
mos de r i va r  uma es t ima t i va  de d ( y ) ,  t an to  a pa r t i r  da  d i s t r i bu i ção

de ve loc idade das  f on tes ,  como da  d i s t r i bu i ção  de  magni tudes aparen

tes .

Se movimentos pecu l ia res  (não  Hubble) podem se r  ignorados ,
o número esperado de ga láx ias  no in te rva lo  de ve loc idades (ou ,  equi
valentemente,  no in terva lo de d i s t ânc ias )  dv é

AN = Ag, (v/H )vº dv/H? , | Na (II11.4.1)

onde A é O ângulo só l i do  subtendido pe la  região &da amostra e à
função se leção  em ve loc idades ,  gy ( y ) ,  é o número de ga láx ias por u-
nidade de vo lume,  v i s i ve l  à d i s tânc ia  y do  observador.  O h is tog ra -

“ma da  F igu ra  7 f o i  r e t i r ado  de  Dav i s ,  Ge l l e r  e Huch ra ,  e fo rnece

uma medida d i re ta  de  du l y ) .  Es te  es t imador  é ,  t odav ia ,  tendencioso,

dadas as inomogeneidades na d i s t r i bu i ção  de ga láx i as ,  e é a largado
por movimentos pecu l i a res .  Numa amostra onde a d ispersão t í p i ca  em

um aglomerado r i co  é pequena comparada com a ve loc idade  Hubb le ,  na
. d i s t ânc ia  l im i te  da  amos t ra ,  es te  problema pode se r  neg l i genc iado .
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Distribuição de — Velocidades pama t rês  amostras. l(Extraída de Davis,
Gel ler  e Huchra - 1978) .

Tanto a função  se leção  dx7 ( y )  como a du (Y )  ( eq . IT .5 .4 )  são

tendenciosas na presença de inomogeneidades na  d i s t r i bu i ção  de galá
x i as ,  sendo d,7 (XY) ma i s  sens í ve l .  Um vez  que à esca la  das  inomoge -
ne idades deve se r  pequena comparada com a pro fund idade da  amostra ,
os  momentos das  funções  se leção  não  devem se r  se r i amen te  tendenc io -

sos .  É importante notar que a função de cor re lação espac ia l  E ( r )
depende apenas de momentos de 4 ( y ) .  Obviamente,  grandes inomoge -

ne idades ,  como oO aglomerado de V i rgem,  produzi rão uma tendência s ig
n i f i can te  em qualquer função se leção .

Uma vez que a dedução de 6 (M )  e du (XY) assume que as ga lá  -
x ias  são d is t r ibuídas uniformemente dentro do volume em que são
v i s í ve i s ,  uma " incomple tude"  do ca tá logo  próx ima à magni tude l im i te
conduz à uma super -es t imat iva  de dm (Y) em grandes y .  A função se le
ção em veloc idade dy (y )  ê ,  ent re tanto ,  l i v re  de t a l  tendência, j á
que à " incomple tude"  da  amostra depende da  magni tude aparente e
não da  pos i ção  angular ou  da  densidade super f i c i a l  que c i rcunda uma
dada ga láx ia .  Este fato levou Davis e t  a l .  (1978) a optarem pela
função se leção  em veloc idades na  aná l i se  dos dados e na es t imat iva
de E ( r ) .A  Tabe la  1 cons t ru ída  po r  es tes  autores ap resen ta  compara-

ções de &, (y )  e uv (Y ) .
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" g
Ámos t ra  x=1, /1 ,  T3,6/l;z

Su l :
Oy ce rcas  0 ,90  1 ,15

dy  4 a A RAS aaa  asas  es  1 ,01  0 ,74

Nor te :

Í y  eGaaeecveocecócos  0 ,73  1 ,50

t u  Toca  ecceacsacos  0 ,84  1 ,08

Norte, Virgem exciuido
dy  % e 4 a é 4 e e e e a e ee re  0 ,76  1 ,41

uy  O eee  ooeoeseo ro  ossec  0 ,53  1 ,08

Tabe£ta 1

| T :  momentos de n.êsima ordem das funções seleção
dy  e u i

Ja: momento de n-tsima ordem do quadrado das fgunções
À se teção ,  Valores ob t i dos  pa ra  a amostra de

Davis, Geltler e Huchra. EÉ aparente que estas
gunções têm momentos que concordam dentro de, a-
proximadamente 20%.

IIIT.4.a Est imat iva de 4 ( r )

A importância do  e fe i to  da  função se leção numa resenha l i -
mitada em magni tudé apa ren te ,  depende da  ampl i tude dos  e r ros  nas

es t imat ivas  da  magni tude comparada com o espalhamento em magni tu-

des abso lu ta  das  ga láx ias  con tadas .  Caso es ta  ú l t ima d i s t r i bu i ção
se ja  ma is  l a rga ,  O e fe i t o  da  se leção  não  é impor tante .  Sendo as -
s im ,  o me lhor  caminho a se  segu i r  ê es t imar  à função se leção  pa ra
à amostra em aná l i se ,  po i s ,  des ta  fo rma,  cr i tér ios  espec í f i cos  à
part i r  dos qua is  a amostra é composta entram cena,  Peebles (1974)
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e Dav is  e Ge l le r  ( 1976 ) ,  por exemplo,  modelaram a função se leção
assumindo a função observador com valor | para m < mn. e O para mom,m im

V is to  as poss ib i l i dades  de  tendênc ias  na  determinação de
O (M) ,  uma a l te rnat iva  para  a determinação da  função se leção  é fo

método descr i to  por Turner (1979/R5) e usado por d iversos auto-
r es ,  que não se  apresenta  tendencioso devido a inomogeneidade na
densidade,

De f i n imos ,  en tão ,  a função se leção  g ( r ) ,  como sendo a f ra-
ção de ob je tos  à d i s tânc ia  r que foram inc lu ídos no ca tá logo,  por
que são  observáve is  à d i s t ânc ia  r ou  maior ( i . e . ,  aqueles ob je tos

com magnitude aparente igua l  ou  menor que o limite do ca tá l ogo ) .As
s im ,  é ( r )  é a porcentagem de ga láx i as  que passam pe lo  c r i t é r i o  de
se leção .  Pa ra  cada  ga lâx i a ,  temos um ra i o  observado r e um poss í -

ve l  r a i o  máximo Ymax!' Due ê a d i s t ânc ia  na  qua l  a ga láx i a  es ta r i a
na  amos t ra ,  se  sua magnitude aparente fosse  a l im i t e .  Suponha que
F ( r )  ob je tos  são  observados  com r entre r e r +A r  - i . e ,  F ( r )  é
o h is tograma dos  va lo res  de Fmax para a amos t ra ,  Se ja  T ( r )  o núme
ro de  ga láx i as  que são realmente observadas  dent ro  de  uma d i s t ân -

- c i a re  que são  observáve is  a té  d i s t ânc ias  3 r - i . e . ,  T ( r )  é o h is
tograma pa ra  o qua l  cada  ga láx i a  cont r ibu i  em todos os  in te rva los

entre seu r e seu  Fax "  Po r tan to ,  se  a luminosidade de uma ga lá  -

x i a  for uma var iáve l  a l ea tó r i a ,  deve-se  espe ra r ,  independente das
inomogene idades,  que a mudança f rac iona l  de + ( r )  se j a  dada pe la  ra

zão entre F ( r )  e T t i r ) ,  i . e .

$(r+ar) — o(r) - À rn1n gtr)Jar = - EMO soar)  . (IID.4.2)
d ( r )  a r  T ( r )

Davis  e Huchra a jus ta ram um po l inômio de quarto g rau ,  O que ,  se -

gundo e l es ,  parece bastante adequado, apesar de não se r  necessár io
para  seu  con jun to  de  dados ,  e , após  i s t o ,  in tegraram anal i t i camen-
te a f im de se obter 4 ( r ) .  Sad ler  e Sharp (1984) d izem,  com res  -
pei to ao a j us te ,  que ,  a lém do prob lema dos dados ,  funções  cumulati
vas  são  notavelmente boas em cance la r  e r ros ,  o que f az  da  so f i s t i .  .

cação proposta por aqueles desnecessár ia .

Quando. do momento da  composição da  amostra,  to rna-se neces-
sár io re t i rar  os ob je tos  intrinsecamente débeis (quando possíve l  )
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a f im de  se  ob te r  uma amostra pe lo  menos parc ia lmente  l im i tada em
volume e mu i to  menos a fe tada  po r  amp l i f i cação  da  dens idade  l oca l  .

Com es te  co r te  em magni tude abso lu ta ,  f i xamos é = | pa ra  r < m in "

onde r é a d i s tânc ia  na qua l  uma ga láx ia  com a magnitude absolu: min
t a  de cor te  es ta rá  quando apresentar  a magni tude l im i t e  do ca tá lo -

go ,  Pa ra r  > Tmin '  $ ( r )  pode se r  deduz ida  a par t i r  do p rocesso
i nd i cado  ac ima .

I I T .5  Es t ima t i va  de E ( s )

O papel  da  magni tude aparente deve se r  cu idadosamente cons i
derado nas  es t ima t i vas  das  funções  de  co r re l ação .  E é fundamenta l
levar -se  em con ta  os  vá r i os  e fe i t os  de se leção .  à forma ma i s  con-

ven ien te  pa ra  f azê - l o  é formar as  es t ima t i vas  de £ pe la  comparação

da  d is t r ibu ição  dos dados rea i s  com um con jun to  de  pontos d is t r ibu
idos a leator iamente a t ravés  do volume em ques tão ,  Sad ler  e Sharp ,
t odav ia ,  d i s t r i bu í ram os  pontos de comparação de  acordo com a dis —
tribuição de densidade, ma vez que sua amostra era fortemente não homogênea

r ad ia lmen te ,

Ass im ,  a função  de co r re l ação  pode se r  es t imada ,  segundo

a t êcn i ca  p ropos ta  po r  Dav i s  e Peeb les  (1983 ) ,  como se  segue :  pri

mei ro ,  ca lcu la -se  a soma de todas as separações galáâxia-galáxia
dentro de  um dado intervalo As ou ( a r ,  A t ) :  chamemos DD.  Fe i to
i s t o ,  ca lcu la -se  à soma de todas as separações galáâxia-ponto a lea-
t ó r io  dent ro  do  mesmo i n te r va lo :  chamemos DR,  A es t ima t i va  da

função de  corre lação resu l tante  é dada por

n. DD
1 + E = n. DR Ft , ( I I TL .5 .1 )

D
D

R D
à amost ra  de comparação ,  respect ivamente

onde as  dens idades n, e h, são  as  est imat ivas para  os  dados e pa ra

| $volume

onde N ê o número esperado de pontos observados numa concha de
ra io r e espessura A r ,  dentro de um cone de ânqulo só l i do  f e $
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a função se leção .

Duas formas de ponderar  as  sepa rações  nas  con tagens  DD e

DR foram apresen tadas :  a p r ime i ra  conta cada pa r  com igua l  peso  ,
a segunda pondera cada pa r  i j  po r  ds ”  CU  de  forma que cada  pa r  -

te do espaço é ponderada em proporção ao número de pares que es ta -
r i a  p resen te  numa amost ra  realmente l im i tada  em vo lume.  à impor-
tânc ia de  t a l  ponderação res ide  no fato da  poss ib i l i dade  de haver
f l u tuações  ap rec iáve is  na  dens idade  em esca las  comparáveis à pro-
fundidade da  amos t ra ,  que , en tão ,  não  podem se r  i gno radas .

O segundo p lano  asseguram Dav is  e Peeb les  (1983 ) ,  se r  pró-
ximo à uma ponderação de va r i ânc ia  mínima na  determinação de E ( r ) ,
mas ,  como apon ta ram,  i s t o  conduz a um aumento cons ide ráve l  no  níi-

ve l  de r u i do .

Na  ten ta t i va  de tes ta r  O comportamento dos  resu l tados  '
Sadler  e Sharp  (1984)  ca lcu la ram um grande número de co r re lações
c ruzadas .  Es tes  t es tes  inc lu í ram se r i es  de cor re lações cruzadas
ga lax ia -a lea tó r io  e cor re lações  c ruzadas  a l ea tó r i o -a l ea tó r i o .  Seus
resul tados não são conc lus ivos ;  todav ia ,  parece que a ponderação
pode se r  tendenciosa em grandes esca las ,  mas é certamente mais rui
dosa .

Quando à não ponderação,  es ta  parece l igeiramente tendencio
sa  em pequenas esca las .  En t re tan to ,  co r re lações  a lea tó r io -a lea tô -

r i o  ocas iona lmen te  mos t ram as  mesmas  t endênc ias .

Ê d i f í c i l , ã  l uz  desses  p rob lemas ,  se r  de f i n i t i vo  sobre qual

método é realmente me lho r .  (As  F iguras 8 e 9 mostram os  resu l ta -
dos ob t i dos ) .  Ma iores  deta lhes  são encontrados em Davis  e Peeb les

(1983 ) .
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I I T .6  Correção pa ra  à Curvatura e Expansão

As resenhas de  ga láx i as  a l cançam desv io  pa ra  o vermelho ra -
zoavelmente a l t os  - um va lor  t í p i co  pa ra  as  ga lâx i as  no catá logo
de L ick  é 7 - 0 , 08  e à profundidade das resenhas va i  bem alêém da
referente à es te  catálogo — de t a l  forma que é ú t i l  aval iar  como
as  re l ações  en t re  as  funções  de co r re lação  angu la r  e espac ia l  são
afetadas pe lo  modelo cosmológ ico.

Uma expos ição  essenc ia l  é f e i t a  por Peebles (1980) ,  Limitar
=-nos-emos à apresen tação  dos  resu l t ados .  Na  aná l i se  do re fer ido
autor ,  o modelo padrão de Friedamn-Lemaítre fo i  assumido,

À cor reção  K ê (Oke e Sandage,  1968 ,  Pence ,  1976)

Am = kZ  | ( I I L . 6 .1 )

e re l ac i ona -se  ao  fa to  de  que a magni tude m med ida  numa banda f i xa

de compr imentos  de  onda  é uma f unção  do  desv io  pa ra  o ve rme lho ,  Pa

ra  4 < 0 ,5 ,  pensa-se que o melhor va lor  da constante de proporcio=
na l idade  es tá  entre 3 e 5 ,

Um modelo conveniente para £ ,  que se  a j us ta  bastante bem às
obse rvações ,  é a le i  de potênc ia

Tal, (B+e )0
E l r , t )  = Be (0129) ' ( I IT.6.2)

onde B é uma cons tan te .  O ú l t imo fator  modela a possíve l  evolu-
ção da  aglomeração: se  cc = 0 ,  a aglomeração medida em coordenadas
própr ias não es tá  mudando. A in tegra l  re lac ionando E e w pode
ser  ava l iada para  es ta  forma de E ( r ) ,  fornecendo

x 7 dx4 (x)? (a/a ) **ºTÍ/P(x)
A = BH a Y 2 = ( I I1 .6 .3)

3d x? dxe (x) /F (x) )?
pe

?'

Na qual o modelo cosmológico en t ra  a t ravês  do fa tor de volume F ,
do fa tor  de  redshi f t  a j / a ,  e da  var iação da  função de se leção  com
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a d i s tânc ia  x .
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Figura  10
Exemplos dos ege i t os  da expansão e cunvaturma. O pr imeiro g ra f i co
e a razao de duas progundiídades ege t i vas ,  Pega & Dz legs.I111T.6.4 -
- I I1T.6.5) .  W mede o desvio de uma Le i  de esthLonamento Euc l id iana
para w l6 ) ,  legq.I171.6.6). Os eandices das cunmvas comnnespondem a
d i f e ren tes  escolhas nos parâmet ros :  o modeto 1 u t i l i za  os parame-
t r os  na  equação (I11.5,.5) com n ,  = 1 ,  kh = 3 ,  e = 0 ,  & y = 1 ,75 .  Um
parâmetro & a t te rado  nes te  con jun to  padrão em cada uma das demais
curvas: em (2) ,  8 = 0; em (3) ,  q ,  = 0,0001; em (4) ,  5. (Ex -
traída de PeebLes - 1980).

A profundidade efet iva D. ce ê def in ida por

1 /3
Dogg  = Nm)  / n  E )  ( I I T .6 .4 )

onde (nm) é a densidade esperada no catâãlogo l imi tado na  magn i tu -
de mo ' e no DIE, onde

/
é a densidade que se esperar ia  à magnitude limite m,, na ausência
de cor reções para  a expansão e curvatura.  |
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O segundo g rá f i co  na  F igura  10  mostra como a função de cor -
re lação  de do i s  pontos va r ia  com à profundidade no modelo de l e i
de potência para E .  Equação ( I I I . 6 . 3 )  para w(60) fo i  escr i ta  como

| 12Yw(e) = H (B/DIggIWO (IIT.6.6)

então,  W mede o desvio da l e i  de escalonamento Euclidiana — waD É
(em. IT .6 .4 ) .

Vê -se  da  f igura  que OS pr inc ipa is  p rob lemas,  no momento;
são à função luminos idade e à cor reção K .  Pa ra  uma resenha profun
da ,  Dage ? 500h " *  Mpc ,  O va lo r  esperado  de w (0 )  para  ca ta logos  de
menor a lcance pode var ia r  po r  um f a to r  de . 2 ,  sob  moderadas va r ia

ções da  função luminosidade e co r reção  K .  Até que es tes  se jam

mais  bem compreendidos,  os  parâmetros na  cosmolog ia ,  como no  ec ,

provavelmente não causarão mui tos  prob lemas.  A evolução nas lumi-
nos idades das  ga láx ias  não tem s i do  d i scu t i da  separadamente ,  por -
que es ta  apenas  muda a me lho r  co r reção  K e fe t i va ,  que é -  bas tan te

ince r ta  de  qua lquer  fo rma .

Um tratamento completo do e fe i to  do desvio para o vermelho
deve levar em conta o fato de  que d i fe ren tes  t i pos  mor fo lóg icos  de
galáx ias  têm d i ferentes correções K .  E tambêm, deve -se esperar
que a e f i c i ênc ia  de de tecção ( f  na eq .  IT .4 .11 )  se ja  uma função
do tamanho angular bem como da  magnitude aparen te ,  e que função
pode ser  substancia lmente d i f e ren te  para d i f e ren tes  formas de de-
tecção de ga láx i as .  Claramente,  es tes  pontos dão or igem a um pro=-
blema ma io r ,  po i s  sabe -se  que à mor fo log ia  é s is temat icamente d i fe
rente em ag lomerados compactos e no campo,  I s t o  s i gn i f i ca  que o

aparecimento de conglomerado em a l to  desv io  para o vermelho pode
se r  a fe tado pe lo  fa to  de  as  ga láx i as  em ag lomerados compactos ten-

derem a te r  correções K maiores que as  requer idas por ga láx ias  mê-

d ias  (o  que tender ia  a suav i za r  a d i s t r i bu i ção  aparente ao supr i  -

mir o número de galáxias v is íve is  em concentrações mais  ce r radas ) .
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As magnitudes to ta is  observadas das ga láx ias  sofrem dois ti
pos de e fe i t o  de ex t i nção :  a absorção por  obscurec imento interno
nas ga láx ias  e a abso rção  galática., Ambos os  e fe i t os  podem se r
de te rm inados ,  no mín imo num sent ido  es ta t í s t i co ,  at ravés da  aná l i -
se  de dados obse rvac iona i s .

A determinação da  ext inção ga lá t ica  tem s ido  matér ia de
mui tos  deba tes ,  resu l tando  em a lguns  mode los .  Todav ia ,  uma vez

que ex i s te  ev idência que a ext inção ga lá t i ca  é não regular e não
uni forme em todas  as  la t i tudes (Bu rns te i n  e He i l es  , 1982 /R13 )  '

qualquer modelo gera l  é igualmente prec iso  em não mais  que 0 ,1 -
— 0 ,2  mag em A, ( coe f i c i en te  de  ex t i nção ) ,  e para  galáx ias abaixoB
de 15 º  de la t i tude ga lá t i ca  (Az > 1 ,0  mag ) ,  os  va lo res  ca lcu lados
de Az devem ser  cons iderados apenas como ten ta t i vas .

Quase t odas  as  es t imat ivas  de £ ( r )  a par t i r  de àdistribui-
ções angulares têm assumido que o obscurecimento não regular e não
uni forme pode se r  neg l i genc iado .  Uson e Se ldner  ( 1982 /R6 )  exami -
naram cuidadosamente a hipótese de que parte apreciável  na conglo-
meração aparente nas  amostras de L i ck  em amostras mais  profundas
ê dev ida à absorção i r regu la r  e não un i fo rme .  Conc lu í ram,  a inda ,
que es te  fato acar re ta  um aumento s i gn i f i ca t i vo  em y e um dec rês  -

cimo em r . .

A forma de le i  de potência de w(0) é reproduzida pelo mode-
lo de l e i  de potência para a função de  corre lação espac ia l  de
dois pontos

EX) = (XE /X)', v = 86+1

| Comportamento que permanece a mais notável ca rac te r í s t i ca  das cor-

re lações  das  ga láx i as .  Ex i s tem sugestões  de  desv ios  de uma pura

lei de potência para  r < 0 ,1  h ” *Mpe ,  onde E ( r )  pode se r  l ige i ramen
te mais inclinada que a média, e para 5 <xr < 10 h" 'Mpc, onde
t i r )  é l i ge i ramente  menos i nc l i nada .  En t re tan to ,  mesmo se  à popu-
lação de galáxias em aglomerados fosse descr i ta por uma lei de
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potência pu ra ,  pequenos desv ios  ser iam esperados em qualquer amos-
t r a  re lat ivamente pequena.

A forma de £ ( r )  - r ” ”  - deve fa lhar para algum r pequeno ,
i s t o  porque o a r ras to  d inâmico f az  com que pares cerrados de ga lá -
x ias  movam-se j un tos .

A forma de  & ( r )  para r - 10h ”  *Mpe ê pobremente conhecida e
ê de considerável in te resse .  As amostras Cf£fA Norte e Su l  e O catá
logo de L ick  indicam que E ( r )  não segue a l e i  de potência para
r + 10 = 20 h"*Mpc. A pr imei ra  e a Última destas amostras são as
mais  bem ava l i áve i s  na de tecção  de  t a l  ca rac te r í s t i ca ,  e a co inc i -

dência dos resul tados éê suges t i va ,  contudo não podemos a inda ex  -
c lu i r  a h ipótese de  que es tamos  olhando apenas f lu tuações  na  amos-
t r a .  Se à quebra for r ea l ,  se rá  um importante e al tamente sugest i

vo e fe i t o ,  porque ocorre na t rans ição  entre f lu tuações ca rac te r í s -
t icamente l ineares  e não - l i nea res .
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IV  MONTAGEM DO CATÁLOGO UNIFORME E A SUB-ROTINA

IV .1  Montagem do Catá logo  A lea tó r i o

Pa ra  a es t imat iva  da  função de cor re lação angu la r ,  f az - se
necessár ia  à f i xação  de ob je tos  a leator iamente na  região de aná l i -
se ;  ob je tos  que se rv i r ão  como uma amost ra  de  comparação .  P rec í sa -

mos ,  ass im ,  montar  um catá logo a l ea tó r i o .

Desc reve remos ,  ago ra ,  o método por nós empregado para  monta
gem desse catâãlogo.

- Fixamos o número de ob je tos N que constarão no ca tá logo;
- Calcu lamos a â rea  A do  ca tá logo  por  A = ( sen  B r  —-senB. ) ( LL -L , )  ,

onde L ;  e B .  são as coordenadas que l imi tam a â rea ;

— Div id imos  es ta  á rea  A pe lo  número de ob je tos  N ;
| e -

—- Fixamos a amplitude do in terva lo  em longi tude A t z  ass im a area
f i ca rá  d i v i d i da  em mer i d i anos ;

— D iv i d imos ,  agora ,  a reg ião  es tudada no sent ido das  lat i tudes P

de t a l  forma que as  áreas  resul tantes se jam i gua i s .

t o  — —A' = ( sen  b r  sen  b ; )  ( t e  21)

mas

Reg = tt, = AL

A '  = A /N ,

então

sen  be  — sei b, = A—
N.AL

=- O p r ime i ro  va lo r  de b; ê aquele correspondente ao contorno da
reg ião,  ou  se ja  ,

/(3) (1)  :
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— A pa r t i r  d i s t o :

be los  arc sen (sen p i )  + A/N.4t) (IV=1.1)

— Obtemos ass im

2 (2) + ag ÚPOtIDA nn a O, 1 ,  2 ,  1.01, A, = LLA

pn) - q»

- F i xamos ,  en tão ,  o va lo r  de  b ob t i do  e assoc iamos  a es te  todos os

va lo res  de  & ;

— Repetimos Oo p rocesso ,  tendo o ú l t imo b r  ca lcu lado como va lo r  de
en t rada  pa ra  ( IV .1 .1 ) ,  que nos  levará  a um novo be r  o qual asso -
ciaremos a todos os  4 ;  e ass im ,  sucess ivamente ,  até que toda a

área se ja  cober ta ;

IV .2  A Sub-Rot ina

A sub- ro t ina ,aqu i  c r i ada ,possu i  algumas pecu l i a r i dades .  Fa
remos ago ra ,  uma enumeração des tas ,  a f im  de  to rnar  a sub - ro t i na

v iáve l ,  no sent ido  de f ac i l i t a r  sua  execução por  um usuá r i o ,  mesmo

que es te  desconheça toda a base teór ica  envolv ida na es ta t í s t i ca ,
que o p ro je to  se  propôs apresentar.

Ass im :

- ”- Para que se ative a sub-rot ina, cu jo  nome é. PROJETO/FONTE, é
necessár ia  a entrada no d i sco  f i xo  ALLPACK, onde se  encontra ar-
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qu ivada .

Caso o usuár io  dese je  es t imar  a função de  corre lação angular a-
t ravés do p rocesso  Monte Ca r l o ,  um prê -p rocessamento ,  com o ob je
t i vo  de  se  c r i a r  um arqu ivo (numero l óg i co  4 ) ,  contendo a d i s t r i

bu ição dos números de pares  para uma amostra de comparação, de-
ve  se r  r ea l i zado ,  A p r i nc i pa l  r azão  des te  prê-processamento  en-
cont ra-se  no poss i ve l  f a to  de o tempo requer ido  pa ra  a ge ração
do arquivo se r  g rande ,  a l ém de to rnar  poss í ve l  um cont ro le  ex ter
no des ta  d i s t r i bu i ção ,  "padrão", a partir da qual se-fará uma das — três

estimativas da função de correlação angular. As demais serão realizadas
at ravés  do  cá l cu lo  d i r e to  do ângu lo  só l i do  do ane l  (eq.I1L.1.4 ) ,

uma sem que se  co r r i j a  do e fe i t o  de borda . e a outra ap l icando
o método desc r i t o  para  co r r i g i - l a .

Caso o usuár io  int roduza va lo res  para  os  parâmetros d i retamente
envolv idos com a montagem da  amostra de comparação e a d is t r ibu i
ção dos números de pa res ,  para à execução da  sub-ro t ina,  que se -
j am  d i f e ren tes  daque les  u t i l i zados  na  c r i ação  do  arquivo número

4 ,  à mensagem - OS VALORES DOS PARÂMETROS "NCLASS" , "TE"E"TF"  NÃO

SÃO COMPATÍVEIS COM AQUELES QUE FORAM UTILIZADOS NA CONTAGEM

DO NÚMERO DE PARES DA AMOSTRA DE COMPARAÇÃO. CASO DESEJE ALTERAR

ESTE ARQUIVO, FAÇA UM PREÉ-PROCESSAMENTO PARA OS VALORES  DESEJA-

DOS, UTILIZANDO O PROGRAMA GAU/NP, QUE SE ENCONTRA NO ARQUIVO
DE MESMO NOME - se rá  em i t i da .

Se se desejar a ativação do “programa GAU/NP (compilado como GAU/NP
JCODIGO , en t re ,  pr imeiramente com os  segu in tes  pa râmet ros ,  no

arquivo de  número 1 ;  19  reg is t ro  - número de objetos na  amostra
de comparação "padrão"  ( formato 17 ) ;  29  registro-número de d iv i -
sões  em longi tude ( formato I 4 ) ;  39  reg i s t ro  - limite i n fe r io r  pa
ra  a d i s t r i bu i ção  das  separações  angu la res  ( fo rmato  F5 .2 ) ;  49 re
g i s t r o  - l imi te  super io r  pa ra  a mesma d i s t r i bu i ção  ( fo rmato
F5 .2 ) ;  59  reg i s t r o  - número de c l asses  angulares ( formato 14 )  ;
6º registro - longitude minima e máxima e latitude mínima e máxi
ma da  área "padrão"  ( formato 4F6 .2 ) .

Esse  programa u t i l i za - se  do procedimento desc r i to  no cap í tu lo
IV  para à montagem do catá logo a lea tó r io .  E ,  quando at ivado ,
emi t i rá a mensagem - "O NO. DE CLASSES ANGULARES UTILIZADO NÃO
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SERÁ CONVENIENTE PARA A ANÁLISE. TENTE OUTRO" - se  o número de
pares em uma c l asse  qualquer for nu lo ,

Cumpre observar  que o resu l tado da  d iv isão do número de objetos
pelo  número de d iv isões  em longitude deve se r  um in te i ro .

A sub-rot ina pressupõe que um ca tá logo ,  com, no máximo, do is  mil
ob je tos ,  f aça  par te  de um arqu ivo ,  cu jo  número lóg ico  é 3 .  Es te
arqu ivo  deve con te r  os  dados  de :  IDENTIFICAÇÃO — formato 13  ;

LONGITUDE GALÁTICA —- formato F6 .2 :  LATITUDE GALÁTICA - formato

F6 .2 ;  DECLINAÇÃO - formato F6 .2 ;  MAGNITUDE APARENTE - formato

F4 ,1  e ,  caso  se ja  d i spon íve l ,  VELOCIDADE RADIAL - formato I 5  r
havendo um espaço entre os  dados;

O número máximo de d iv isões em lat i tude no proarama GAU/NPé dois
mi l ;

O número máximo de c l asses ,  segundo as qua is  os  dados de separa-
ção angular entre os  ob je tos  sob  aná l i se  são  c l ass i f i cados ,  =
t r i n t a ;

O número máximo de c l asses ,  segundo as  qua i s  c l ass i f i ca - se  os

dados de d is tânc ias  dos ob je tos ,  é c inquen ta ;

Para  a execução da  sub- ro t ina ,  f az - se  necessá r ia  a entrada dos

seguintes parâmetros:

1º  B loco

*

Parâmetro de informação O
O, não ex is te  uma amostra de comparação "padrão" ,

Parâmetro de informação 7 .
Número de ob je tos

Formato: 12 ,  I 4

Separação angular mínima e máxima (TE,TF)
Número de c lasses  angulares (NCLASS)

— Formato: 2F5.2, 13
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49  B loco

«. Parâmetro de In formação 20
= O, à região do catá logo é un ica ;
= 1 ,  à reg ião  é de f i n i da  por  duas sub- reg iões ;

. Parâmetro de In formação 21
( caso  o parâmetro de in formação 20  se ja  1 )
= 0 ,  as duas sub-regiões são s imétr icas ( | b |  > parabPrínimo”

dec l i nação  f i xa ) ;

1 ,  as duas sub-regiões não são s imé t r i cas ;

5?  B loco

. Lat i tude mínima e máxima e dec l i nação

valores para  es tes  parâmetros que def inem à região do catálogo .
Formato: 3F6,.2

69  B loco

» Parâmetro de informação 22
= —-t, O va lo r  da  dec l i nação  é a co ta  super ior  da  reg ião ;
= 1 ,  0 va lo r  da  dec l inação  é a cota i n fe r i o r ;

Formato: T2,.

Se a região se const i tu i r  de apenas uma sub-região ou  de duas
sub-regiões s imét r i cas ,  não são necessár ios os  b locos 7 e 8 ,

- Lat i tude mínima e máxima e dec l inação
Valores re fe ren tes  à segunda sub- reg ião ;

Formato:  3F6 , .2

. .  Parâmetro de in formação 23

Semelhante ao parâmetro de informação 22 ,  refer indo-se à segunda

sub-região.

99  Bloco

. Magnitude limite e t íp ica
Formato:  2F5,.1



47 .
109  B loco

à

Parâmetro de in formação 3
0 ,  O va lo r  da  d i s t ânc ia  ca rac te r í s t i ca  é f i xado  em termos da

magnitude abso lu ta  carac te r ís t i ca  da  função luminosidade para
ga láx ias :  '
1 ,  O va lo r  da  d is tânc ia  ca rac te r ís t i ca  ê uma ent rada.

Formato :  T2 .

19º B loco

Distânc ia  característica,
Valor para  es te  parâmetro necessá r io ,  apenas quando o parâmetro
acima mencionado for 1 .
Formato:  F8 .4 ,

129  B loco

Magnitude absolu ta  i im i te .

Formato: TYF5.1
Os quatro seguin tes blocos são necessár ios  apenas se  o catálogo
cont iver dados de ve loc idade rad ia l .

139  B loco

Profundidade da  amost ra .

Número de c l asses  rad ia i s ,
Formato:  F8 .4 ,  I 3 .

149  B loco

.

Erro no a j us te .

Erro máximo dese jado  na  determinação dos  coe f i c ien tes  do po l i -

nômio de quarto grau ajustado à razão A (Eq. I I L . 4 :2 ) ,  através
do método de Gauss-Se ide l .

Número de in te rações
Número máximo de i t e rações  que serão real izadas para o a jus te  ,
pelo método ac ima re fe r i do ,

Formato: F16 .13 ,  I 4 .  Í
| NS
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15€  B loco

. Er ro  no cá lcu lo  da  in tegra l
Erro re la t i vo  máximo dese jado  nas  in tegrações  rea l i zadas  pe la  re
g ra  de S impson ,  para  o cá l cu lo  dos  momentos necessár ios  da  fun-

ção se leção  e de seu  quadrado.
Formato: F6 .4

« Três valores de d is tânc ia  para os  quais se  dese ja  o valor de
função se leção  es t imada.
Formato :  3F5 .1

1792 B loco

« Parâmetro de  in formação 4
Re lac iona -se  com ou t ras  sa idas  da  sub - ro t i na .

0 ,  nenhuma out ra  sa ída  é dese jada .;

1 ,  caso cont rá r io .
AS dema is  sa idasda  sub - ro t i na  são :

. Valores da  função de  cor re lação angular e dos respectivos ângu-
l o s ,  e ,  caso  à função se leção  se ja  es t imada :

« Valores da  razão  A (es t imada  e ajustada ) e das  d is tânc ias  cor -
r esponden tes ;

. Valor dos coef ic ientes do polinômio a justado à razão A :

« razão  en t re  os  momentos de segunda ordem da  função se leção  e

de ordem (5 - y )  de seu  quadrado;  y é a inc l inação da  função de
corre lação espac ia l .  n
Formato :  12 .

—- Todos os  parâmetros angulares devem entrar com seus valores em

graus e as d i s t ânc ias ,  em mega-parsecs .

- A sub=-rotina faz  uso  do  modelo de  l e i  de po tênc ia  para as  fun-
ções de cor re lação  angular e espac ia l ,  para o a jus te  dos  dados .
Todav ia ,  não corr ige es tas  es ta t í s t i cas dos e fe i t os  de expansão
e curvatura.



49 .

A sub- ro t ina  rea l i za  uma se leção  da  amostra segundo os  c r i t é r i os :

magni tude aparente ,  e ,  a i nda ,  em magni tude absoluta e d i s t ânc ia ,
caso  o cata logo contenha dados de ve loc idade rad ia l .

Caso os  parâmetros re lac ionados com a de f i n i ção  da  região e ão

catálogo não def inam uma região comum, a mensagem-" NÃO HÁ  RE-
GIÃO COMUM" =- se rá  em i t i da .

Se ,  após a c lass i f i cação  das d is tânc ias  dos ob je tos  (para a esti
mativa da  função se leção ) ,  houver c l asse  vaz ia ,  a mensagem -

"O  NO.  DE CLASSES RADIAIS NÃO É CONVENIENTE" - é em i t i da ,  j un ta -

mente com os  va lo res  da  razão  A e os  correspondentes va lores
da  d i s t ânc ia .

Caso o número de  ob je tos  tomados como centro se ja  nulo para a l -
guma c l asse ,  a mensagem - "A  FUNÇÃO DE AUTOCORRELAÇÃO ANGULAR

. CORRIGIDA DO EFEITO DE BORDA NÃO FOI  CALCULADA PARA AS CLASSES
-CUJO NÚMERO DE PONTOS CENTRAIS É NULO" - é em i t i da .

O a jus te  do polinômio de quarto grau à razão A é rea l izado atra-
vês  do método dos m ín imos  quadrados e o s i s t ema  de  equações ,  en -

tão formado,  para a determinação de seus  coe f i c ien tes  ê reso lv i -
do pe lo  método de Gauss-Se ide l ,  Se não houver convergência na
u t i l i zação  des te  mêtodo pa ra  os  va lo res  do  er ro  e do número de

i t e rações ,  o método de e l im inação  p ivo ta l  se rá ,  automat icamente,
apl icado e a mensagem - "COM O METODO GAUSS-SEIDEL NÃO HOUVE
CONVERGÊNCIA: O MÉTODO DE ELIMINAÇÃO PIVOTAL FOI, ENTÃO, APLICA

DO" - se rá  emi t ida .

O tes te  ViVnax é o ma is  comumente usado para  se  ava l iar  a "com-
pletude"  de uma amostra (apesar  de poder não se r  o melhor  método,
devido à possíve l  p resença de f lu tuações  em larga esca la )  .Ass im ,

à sub-rotina rea l i za  o cálculo de V/V para cada galâxia damax
amostra, atravês de

0 ,6 (m  — m. . : )V/V. = 10" lim
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para  m €« M.,, &€ fornece seu  va lo r  méd io .

São as  segu in tes  as  sa ídas  da  sub - ro t i na :  número de  ob je tos  ana
l i sados ,  va lo r  da  á rea  da  reg ião ,  va lo r  €N/Vnax > para à amostra, O

va lor  da função seleção para t rês  valores da d is tânc ia  (caso es
t a  f unção  se ja  es t imada ) ,  os  f a to res  de no rma l i zação  e as  i nc l i -

nações da  função de co r re lação  angu la r  e espac ia l .  Todos es tes
valores farão parte do  arquivo de número lóg ico 5 .
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VY APLICAÇÃO

Vv.1 A Amostra

Os ob je tos  u t i l i zados  na  ap l i cação  da  sub=-rotina foram se le

c ionados do  ca tá logo  Uppsa la ,  preparado por P .N i l son  (1973 ) .  Es te

catálogo,  baseado em fo togra f ias  do "Palomar Sky Su rvey " ,  contém
12921  ga láx i as ,  observadas ent re  as  dec l i nações  —2º,5 e + 90 º ,  As

sSume-se uma "completude"  até o d iâmetro l im i te  de  | segundo de
arco nas p lacas  azu i s  do "Sky  Su rvey " ,  i nc l u i ndo ,  também, ob je tos
cu jas  magn i tudes  vão atê 14 ,5 ,  apesar  de  conter  alguns com diâme-

t ros aparentes  meno res ,  tomados do ca ta logo de  ga láx i as  e aglomera

dos  de ZWicky .

Ut i l i zamos ,  desse ca tá logo,  apenas as ga láx ias  e l íp t i cas  ,
não compactas,  que possuem dados de  ve loc idade rad ia l  e com

|b| > 13º, & > 2 ,5 .

Quanto à razão da  esco lha dessa c lasse  morfo lógica especíifi
ca ,  podemos encontrá- la  na c rença  de que es ta  c l asse  popu la ,  pre
f e renc ia lmen te ,  reg iões  densas .  Após  es ta  p r ime i ra  fase  de se le -

ção ,  f i camos com apenas  87  ob je tos ,  apesa r  do  f fato de  a compacida

de não ter  entrado em cena na a l t e ração  do tamanho da amostra ., j ã

que nenhuma ga láx i a  e l í p t i ca ,  compacta ,  possu i ,  ca ta logado ,  dado
de velocidade rad ia l .  Contudo,  um segundo c r i té r io  na  de f i n i ção
da  amos t ra ,  baseado na  magni tude l imi te  do  ca tá logo  e na  magnitude
abso lu ta ,  es ta  para remover os  objetos déveis ,  fez com que chegás-
semos a 63 objetos estudados com 9

Mg < 14 ,5 ,  Ms  18 ,5 .

Como com o número de  ob je tos  se lec ionados  não houve preen -

chimento de todas as  c l asses  angu la res ,  para  a es t imat i va  da fun -

ção de corre lação angu lar ,  v imo-nos forçados a i nc lu i r  ob je tos  h i -
potét icos no ca tá logo ,  o que nos  de ixou  com uma amost ra  composta
por 72  ob je tos .
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Nossa  amost ra  f i ca ,  ass im ,  bas tan te  compromet ida ,  por seu

tamanho,  pa ra  se  t en ta r  mode la r  as  es ta t í s t i cas  ap resen tadas .  Toda

v ia ,  como es ta  ap l i cação  tem po r  ob je t i vo  p rec ípuo a exp l i c i t a -

ção do  funcionamento da  sub - ro t i na ,  o fa to  de a amostra se r  peque-

na não nos  preocupou ma is  se r iamente .

V.2  Resu l tados

A função de cor re lação wí9)  foi es t imada no intervalo
0 º ,1  < O £« 5 º ,  u t i l i zando  a amostra de comparação "padrão"  com-ID

) 
)>

D)
)D

)))
D)

))D
D 

ID
)

posta  por  14456 ob je tos  numa reg ião de f i n i da  por  0 º  <a  < 210 º  e

20º  <b  < 90 º .  Desprezamos a poss í ve l  ampl i f i cação das cor re la  -
ções devida ao obscurec imento galâáct ico,  e assumimos o va lor  t ípi
co  da  magn i tude abso lu ta  como sendo  M*  = —18 ,5 ,  os  resu l t ados ,  en -

t ão ,  ob t i dos ,  são  apresentados na  Tabe la  2 .

O FEUNCAO DE CORPELACAN ANGULAR
E O E e E e E e o A 2 E E o mr  re  A ra  E o Ar  e o o E rs  io  0 E RR mp UT 0 0 o E o No  ER O Ma o A po

FATOR ANTTNBUNADIZADADO TT TC INADCAÃAO
mm a e rm A a rm E Ar  o e e a r  re  dr ro  o e O 5 Sm a o r  o o 7 a a OS e E AO re  E a r  0 e a E e a E

Í 1 . 1 3 T 1 1 e t 3
o]... . .. .. . . .. .. . .. . . um... . .. .. ... . . e... e . um e. e. ..  . .  . . . . .. . .. . .. .... . .. . .— ...RAS IT AITIFTT AIG TAÇSSIT A TST 11,32 1

| FUNCAD DE CORPELACAÃAO ESPACIAL
i 5 A O E e A A A A E OA AS O ES A 5 as 5 5 as 5 RA SS OCO SS AS AS  AS TES CR ANA ARS ST ET TRNEI

E 
a

DO
I) 

)I)
)))

)))
)

FUNÇAD SELEÇÃO FATOR DF NORMALIZAÇÃO I INCL INACAO

! F 11  2 1 3 TO TOT PT  3
. 7 ME a O O A A SO OU E A US A E Ss E a O O SS am UN Nr SS Nm SS a A ON AS A NS CN SAN NOS SST NUNS TR a SS  ra r

! HEAVISTOVF 1 32 .86  (TT 40 ,90  1 36 ,27  1 2 .57  T 2.51) 1 2 .32 ,

Po cvaeneoo o FONES PECAS ANES SEEM NEETEETRR RCA PORCARIA
ESTIMADA 1 32.84 T 40,90 1] 36,27 [| 4 q "“ pq n

PAS A t

RAIA  AA  AAA R AMAR EAN ERA RA MA AA  AAA RARA RACK ER ENA KRA AA E AMAR ARK RNA REC IMERA A !

OS NUMEROS 1, 2º, 3 REFELPEM=SE A FORMA PELA QUAL A FUNCÃAO
DE COPRELACAU ANGULAR FONÍ ESTIMADAS.

LA  =CALCUÇADIEREEXU DA AHGUI-Ô SNEICO, - 1
2=CALCULO DO AUGULO SOLINO COM CONRRECAO DE BORDA
$=COMPARACAU CON UMA AMUSTRA ALEATORIA !

pe
—

-

“Tabel ta 2

Resul tados ob t i dos  na apéicação da sub-mot ina

3)
 

3 
3 

)))
)I)

I))
)D

ID
)))

)))
))D



53 .
A t í t u l o  de  comparação ,  apresentaremos os  resu l t ados  obt i -

dos por  Dav is  e Ge l l e r  ( 1976 ) ,  para  uma amostra de 200 ga láx ias  e -
l í p t i cas ,  re t i radas  do  mesmo catâãlogo. Observamos que es tes  auto-
r es  não u t i l i za ram dados  de  ve loc idade  rad ia l ,  e des ta  f o rma ,  fo-

ram forçados à lançar  mão de um modelo para à função se leção ,  o
modelo proposto por Abe l l  ( eq .  I I . 5 . 6 ) .  ( "|

+

m.. < 14,5, b > 40º, 6 > o.Pg ”

Os resul tados a que chegaram foram:

Função de cor re lação angu la r :  fa to r  de  norma l i zação  = 2 ,83 (0 ,10 )
inclinação = 1,10 É 0,09

Função de correlação espac ia l :  fator de normalização = 53

Uma inspeção  na Tabe la  2 ,  de ixa evidente que a forma assumi
da  pa ra  a função  se leção  é uma fon te  de  ince r tezas  a se r  c r i t e r i o -

samente cons ide rada  nas  es t ima t i vas .
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APENDICE A l

' TRANSFORMADA DE MELLIN

Fórmulas de inversão de Me l l i n .  TEOREMA | :  se j as= rn r+4+ t i
uma va r iáve l  comp lexa .  Se ja  à função f ( s )  regu la r  na  fa i xa  a< t< f
suponha que £ | £ ( t  + t i )  | a t  conv i r j a  nes ta  f a i xa .  Além do mais  ,
suponha que a função f ( s )  tenda uni formemente a ze ro  com o aumen-
to  de | t ]  em todas as fa ixas a + 6 < rt < 6 -6  (S>0O,  f ixado ar-
b i t r a r i amen te ) .  Se  pa ra  x r ea l  e pos i t i vo  e tr f i xo ,  de f i n imos

1 TFmM
f ( x )  = | x f i s )  ds ,  (A .  1 .1 )

27 i  |Tem

então,

f£f(b) = | x? g i x )dn  | (A .  1 .2 )
o

na fa ixa a<q t  < 8 .

Demonst ração:  uma vez  que ,  por  h ipó tese ,  f ( s )  converge
uni formemente para  ze ro  para  a + $ <T  < Bbf»-6ó6 com I t !  + = ,  O Ca
minho de in tegração em (A .1 .1 )  pode se r  des locado  parale lamente a
s i  mesmo enquanto permanece na  fa ixa  a<1<8; por tanto,  f ( x )  não de-
pende de 1 .  Se  escolhermos duas absc i ssas  1 ,  e t 2  CoOmMa<T]I<T<T2<B,
teremos

ga  . HÁ 1 1 * .É glx)dx = S x”  E | xSIE(s,) ds; +
o pe 27 i

. ” s 1 t 2 t º ,  Ss= = ;+ | x ax — J x “ f i s  ds ,  = J1+Jz
2vT7i :o TT  i. !

À ' i e
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A ordem das  i n teg rações  nes tas  i n teg ra i s  pode se r  t rocada ,

porque temos as  es t imat i vas

] ? | ES  -
l a1 |  < = J f i t a  + t , )  1d t  x 1+ (7  Tax  < m ,

41,00 o

52] e [ le ia tplae [1x1 + O Max e
Ta OO A 2

para as  i n teg ra i s  i n te rcamb iadas .

Obtemos, então

? T2 t º% f ( 52 )  1 i g  )
| x Jg (x )dx  = 1 —— ds ,  = —— —— tãds , .

o A r i  sa - s  2r7i S . -
Ta”  T17 i

De acordo com a fórmula in tegra l  de Cauchy ,  a d i f e rença  do
" lado d i re i to  é i gua l  a f ( s ) ,  uma vez  que as  in teg ra is  sobre os  seg
mentos hor i zon ta is  conectando as  duas linhas ve r t i ca i s  S = Tt1, e
S = 1 ;  tendem à zero  para I t  | + &» ( j ã  que £f(s) > O ) .

TEOREMA 2 :  suponha que f í i x )  se ja  suave para  x > 0 ,  e que

x Ex )  dx  converge abso lu tamente  pa ra  a< t< f .  En tão ,  a fórmula

de inversão (A .1 .1 )  segue-se de  (A .1 .2 ) .

Demons t ração :  façamos x =, e ” .  Temos,  então

T+  ” " |

+ ; o (T+Ht3) 1º
L x f i s )ds  = ] a ”  ultT+Hti) a, e o .  gtfe j do

2T i  27 & R
TO,  

&

= àti e e g íe  I do .
to O

co so

eo | itíg=u) o7

Pe lo  teorema in tegra l  de Fou r ie r ,  a ú l t ima expressão ê igua l  a
e ”  e ”  g i e ” )  = g ( x ) ;  o teorema es tá ,  por tan to ,  provado,



Para  a função

Glx) = [dy xP yd fixy) g(y),

à t ransformada de Me l l i n  é

G(S) E :  dx  xP*So  vie (xy) g (y)

f(p+s) g(q-p-s+1)

onde a segunda l i nha  segue da  mudança de va r i áve i s  xy = z .

ma s im i l a r ,  encon t ramos  que ,  pa ra  a função

K(x) = fay xP yº f(x/y) g(y),

a transformada de Mellin é

K(s) = f (p is)  g (q i p i s t i )

56 .

(A.  1 .3 )

(A .1 .4  )

De for

(A .  1 .5 )

(A.  1 .6 )
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APENDICE A.2

' À SUB-ROTINA:

FLUXOGRAMA

Programa gerador  de  amost ras  uni formes e cá l cu lo  do

FLUXOGRAMA E LISTAGEM

núme-

ro de pares - GAU/NP (Pré-processamento) ,

INÍCIO

radlx) =
TEnt radas:

x.1/180
na f ,  n ,  t e ,  &4, ncetass,
Lis, 266, dis, bos

|
e

Li -

pés

ea
be =

uu

nadite)
rad(£a)
rad(Lis)

Lá  = radlesgá)
bif = nad(bif)

nad(bás)
nag/n

= [ESd4-Lig)/n
Êss (sen bág-sen big) (Lóg-LS )

O e
aro = senhe - areas/(nag.de |

(2)- Je = biá
o = 1 ,  mM- k, + !

= sentbe)+area/nas. de)
“” = Sen  Trarg)

b ,  = ( bá+be ) /2

cosb ,  = cos (by)

senh, = sentb,l; be = b j

Oo

+

l a ra ]  > 1? +

bg= sen"! lang)
hem.  k, + 1
b ,  = (bg+be)/2

cosb, - costb,)

L i

+1ao

senb, = sentb,)

= bg

"

SO

"
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+ (69) k = l ,m  > õ L = 1,nclass
> (7) À = l , n
+ (5) £ = k,m Í
S = cos *(|cosb, cosb: cos [(i-1)de] + -

senh, senb. |) ; npaf, = 22 (17)
| | em

+[(pare)Aim Imprimir àa mensagem8.» 07 ES (E) (7)(6) |O nº de etasses an-
— " gulares utitizados
jnão não 4exa convenien-

te para a analise ,
+O L£ = 1,nctass - |Tente outro,

+
+(pare)S < te + Ldt? ão, (9)(s (D() Imprimir: areas

| Sim O .  nas, noaí, :

npad, = npab se ( n i  sn) |
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SUBROTINA

Para  Oo cá lcu lo  da  razão "A "  en t re  as d i s t r i bu i ções  das
d i s tânc ias  |

Vetores An t ,  m, F
e parametros n,mim

: M, ih de, depth, nint,D

ÃO
0.2  m,. -M,.. ) - 5

Ne " he + Fa uu

“o +Fp = F + |
+ fa < D+  kdet| + kh = nine] > + PO) mas 1,nént| >

k, = k
[L sim "

2 não.
| k ,=  mEure fo is OO

- T . s  T + 1]



SUBROTINA

Para  o a j us te  à forma de potência,

Vetores juno, teta

e parâmetros te , |
dt, netass, caa,ca
beta

RETA

Aba = O

x =

> O E = 1,nctass

teta, = te + (7h 1)dt/2
PA =£ogl áunc,)

Xp =toglteta,)

ba = ba + Sp

xXx = X+%X,

( e )  ba = ba/nolass

x = X/NCLAass

+ (10) k = 1,nclass

num = nom + Yplx, = X)

den = den + xp  - x)?

(1). beta =-num/den
tea  q9barbeta, x

60 .
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SUBROTINA

Para reso lução de s is tema de equações l ineares pelo méto-
ão de Gauss -Se ide l  -

Matrizes a ,  e
06 vetores b,x ,
e o parametro exro

GAUSTD

+

SN

un o. a. —

fo E n ns



12
20

00
02

20
 

26
00

00
00

00
)

62 .

SUBROTTINA

Para reso lução do s is tema de equações l ineares pe lo  método
da  E l im inação  Pivotal,

Vetores a ,  x
parametro n

LIMIN

+

R=1  JO  Di = 1,n E )  s = k > PREF IRA  O)
' di sd  t=k  nao

b = l a ]  'eh TT

Been less (O)- j =  k.n

fá = Rh? in (4) + |t = po, + Jay, = 07] $a [sem soLução
não não não PARE

+ + +

j =  h im cC=d, (O) O)
C=a ,  d ,  = d.

4%; = %j di = C
J a = Cc

Rj (5) = l , n
+ Cs  a,

O t ie ”  %k
ajp = E



Sem sofucão
PARE

Di = T,n-)
k = n i

Sa en!
Di = k+1 ,n

dp E a TEA

63.

sm+ la; < .0001juw|? > jaçç= O (OD

DE
t , :

kb = b i l l  > kh = n f s  i a  = 0?  sim,nm
+ não | não

+f60)i = 1,n
ÃO) j = L ,n

cof Sim

RETORNO



SUBROTINA

Para o a j us te  po r  m in imos  quadrados .

Matrizes F ,a ,
Vetores x Y ,b
e parametros n,m

LSTSO

= ID iead

a F
a

M =
PE

T

à
n 

[U
V

& 
—

+ 
“s

e 
EB

bh
 ) =

n o
by  = E i j  Rk = T í ,  M

jo

Satda para sub-notina que resolve o siste
ma de equações Lineares

. apçã; = bp» k=  d i em
i z !

64 .



SUBROTINA
65 .

Para  cá lcu lo  de in tegra is  pe la  regra de Simpson com con
t ro le  de . e r ro .

Panâme.tros a ,  b ,  es  do» ez rêáo  es»  og ”  es»

coeg,,coeg,,coesz,coef,,coebr, Tp.j bg 2 DO? 7 Lidos.

INT

" : Oz, EC. e E e
es e? leceg,x Prcoeg,x trenebzx rcoeb,x brcoedbsx 7

gx )  =x  .exp |

dx = (b-a)l/2

1, = f la) + 61)

I a  = dlarax)

qz= O o%, OUOOÔÊ :

3"  17+1; 1,+6(x)> 1,
+ 1 0 ( 2 )  x < b?

2º  xXx +TIAX IX

1P = ax(T,+41,+21z)/3

+

|1-1/1P| <.enni [520,
sim

a alt



PROGRAMA PRINCIPAL — FCAK
. 66 .

Inteio

radlx) = x.n/180
óulz,,Z9)Z3,2,4) = z/ lsen z,c0s z7-sen z,) /sen z ;

dxlz,,2,4] = Ycos 2, = ,

sanglz,,z 2123/24? 51263E7 ) = cos” Tlagegiess 400825) /cos z COS z , ]
dksilz,,2,) = 2 £g t z  Veg)
S (21,27 | = 2,.008 Z,

Pgammalx) = gama! (x+1) /21/Lgamma (1/2) gamma (x/2) ]
éce (xX,y,2,W) = x. ge l  w. (n/180)?

vás ( bg. 67142:63r gr 6a) = e USE Ha bg áço O,
Entradas :

+
ping 0 2 0 e te = tef e dt = dif e noetass = netass?t FZ (49)

sm

NN= NN-1

| s im

ORE Dae
dni = |v,l/100 ; +

otdm. <sm ? lnãoM, = o tdm,  - 5 £og ni — 25 Lim | =———

nº < dep th  e M.  < M , .  el -
À 4 Lim jnão uy .  NN-J

oltdm, < man?  =—

" O 1a”
+ +

O



1
hn

í = j à 1 sa  j f +1

tong = radíoLd 2 . )  t ong :  = radíoed b . )
Lat j = nad (otd b.) La t ;  = nadiotd b,)
m = o ld  m. m .  od  m .

nº  - n º  decoej = radlotd deci |
Í Fá

dece; = xadíotd dec) + 3

n = NN

media = OOie
| (E): Imedia = modia/n

0.6 m..m,.. LimUax = 1 [

PE
RR

RB
RE

BR
ER

RE
NS

 
CV

RD
RE

BR
ER

ES
RR

RP
RR

ED
RR

RR
RE

RR
RR

RD
RR

DD
S

b ;=  bh

b ,  = b7

dec = dec,

vii = O |

Eu  = ping 20

aco = 620%
area, = O

anea, = 0

bá i  = bg
bia «bi

bia < dec-aco?
( 6 ) . ou

bia > decracg?

[ =
O

Du

-



[6 Idec, bia,aeg,1) |

éxldec, y , ' )
| 4, (b ia ,  dec,aeg, 1 ) .

éx lbia,y,)
tunada! dar Xa» Xas 908, bia, dec)

[1
 

LU

T
A

 
[4

E 
EF

Fm nº
 

nº

nº
 

&
2 

—
-

b ,  «dee s 0 e

ping 2. ba  > 0 e

.cos (aca)?lsentdec)| < sen |bia
ou

b . .  dec 3 O

pinf 2. bá < O e |
lsentdec)] > senjbia|costacg)?

ou

b, .dec < o e

ping 2. b ,  > 07

| sim

Rs4 = Im  -hsir—

68 .



LI
) 

DI

69 . "

À ' = 2n  o ksa!

so: S, = S (ksái,bia)
+

b,.dec >0  e sim

lsentbia)| < senldec|cos (aca)?
| não

F
S, = Slksi!, dec)

+
ping 2,dece< 0 7 ss  4 ,  ==.

nãos

+

ID
 

O
I 

DD
) 

D
D

) 
DI

) 
2I

D
ID

 D
DD

 
DI

) 
I))

II2
I))

))

Fama,

”

Pa

PP

” ++

Fte

Pax

Ú
Lafa. *

+
Er j

Fama

e /

)

(> sim— ang =

area = 2lv-ang)-  r-tglbia) |-£1, 52 -tg1dec)| +
area = ahea. + area,

vi = 0 ev=0?

sim

Qui 9)
= O eve?  nao,

ping 21 = 1 ev .  07% ping 21 = 1 ev-=12| "> bGD bia =-bil >
GÔ) sâm - O s im

-- nao
|bia] > |dec-acg|?| > area = area ()

* sim vi = 0
bá = -bf



+ farea = 2n(1-|sentbia) || + fui é 07 sin (11)

70 .

É 27.bf < 0 el aim
; v = 0?

nao:
+

ping 2 .b f  < 0 e
vu = 1?

sim

ping 20

7) area = area, - area)

bi

bá
dec

ping 2
vie

[3

nãona oO

nu

o a O
Q = + S t =

Ss R Ss

da &

ares = area, + anca

+

O



Ss y,
II 

DI
DI

 
DD

) 
D)

DI
D)

DI
)))

D)
)))

JJ
 )

))
)

)
)

2)
 

)))
)

)
19

 
)D

)))
D)

)))
II)

D

+ (29) é = 1,n dtr = (tfrterm)/fLoatinciass) |>
cosb. = cos (atat.) + £ = 1 ,n - l

senb. = sentatat,) (29) = úsl,n

+|/atat; - atat.| > 617 [2 (29)
-
ao

(25): sep = cos”! (cosbjreosb1;eos labong 17 &tong j1+senb sénbí

LJ

sep < ter?
jJnão

N76)e = 1,nclass| > lsep < tersk.dtrn? sim, np 10 ,  = np 10 ,  + 1

Ínão

EL  = 1,nclass

ca 10,  = fgtoat np1o, ) .  area/ (gLoatln!).omega,) - 1

| +O——O-O-E
omega , = 2.nm(cos(ten+slk-1).dtr)-cosltersh.dtr)) (27)

OIE = 1,n + [ping 20 4 07) SE, [ping 21 £ 09) MA, atat .-bny 07

! atat..b, > 0? sm (29)
decr = dec,

: não
-

NS bx s br,

deck = dec,

bár = bá, —(2)

71 .

sim



br = - b r

bár = - bár (1)

[dece, - decr] < tex
ou  :

látat, - brje text”

N89, || |bg]-n/2]4 107797] não,

724

sim-

k = T,nelass| > ||dece .-decr|s terse.den) —Es |[|bgnl-n/2 < 107% sim (30)
ou

|atat -brl< tershk.dtr?
nao

|
"

sim |
' +

|atat-bár|<tersh.dtr? a CO)

|não

26-90



Mm me e o = Temo oe  - o A o A MO Mm

fo:
neen .  = neen .  + 1

J j

—

= 1,hk + SD> 30) má = l n  [+

ou

|latat. - atat,,!| > £€f47| sim

| não

e lGa» sep = cos ( cosb ,  cosb , ,  cos la ta t ,  - atat, ;  ) +

' . , 7+ senh .  senh , ,  > 1 4sep <« t e r

1,k | + lsep < tem + jf.dta? [>>

| nao

ONO

6 OO
(E5)R = 1 ,nc lass  + |ncen ,  é o? SEM,

áng = 1! O)

s im  Co)

np t l . nplt1T. + 1

73 .



$call, = $Loat(np11hk) .Anea/ | gLoat(ncen,).geoatln). omega.) - !

O-O
pingo = 07

+

)))
)/)

)))
)D

O
D .dt = dtr.180/m

Saída para subrotina
RETA - parâmetros: &
$ca 10,te,dt,teta,netass
ca 10,caa 10 ,  beta 10

Saída para subrotina
RETA - parâmetros:
gca l l , ,  te , UU, teta, nctass
ca 11, caa 11, beta 11

| sim

— kh = 1,nclass
deal, = 6Loatinp 10,/2) 6Loat(nag”)/

(gLoatln ) gLoat (npag,))-isixlanea/areas) - - 1

O
+

Saída para subrotina
RETA - parâmetros: (o)
$cal , te  ,Udt,teta, nctass
cal, ,caal?, beta 2

+ a o
t -

oe m
s

Sl t = * t (3
)

+ ping3 = 19) 2, [de - de] (39)
| nº

3 
)3

)D
)D

>)
))3

ID
D)

D2
DI

D)
)D

)D
)I)

D2
I)D

)))
))D

))D
))I

)))
DD
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75 .

Vi l ]

ViepI?

+ + [pingo = 0o2?|n (40)
tE, (5S-beta 10) | | =

Vitp 13 = E (5-beta 2)
E; (5-beta 11)

+

Vito 21

Vip 22

E, = 1/1,75 - 0,01º*º/0,75 + 1/0,75

: E /11/(2,5-beta 10)+1/12,5+beta 10)-0,01(2:5+beta 10)/3,75,

/(2,5+beta 10)]

= E/L1/2,5-beta 11)+1/12,5+beta 11)-0,012>5+beta 11)/5,75,
/(2,5+beta 11)]
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Vit 23 = E,/[1/12,5-beta 2)+1/(2,5+beta 2) - 0,0117»5+beta 21/5,75,
/(2,5+beta 2)]

O)  ping 1 = 0? não, Saída para subrotina| > a, = e de
” FS, que cateuta —al [a,=c,de 2

razão À, a, = ez de "/3

NM =5  az = e, de $/4
Saída para subrotina a, = e de 515
que faz o ajuste do u - 2
potinomio de — grau NETNI u, = -I/dr

. u z  = 1]

Us = 2

ur = 3
uz = 4

us  = 5 :

alt = Dide'
bê - depth/de



+ Saída para subrotina INT que realizal — ping 0 =0?  nas)
o câáteulo de integrais (TE) | não
E; = [D/3de); + TE

+

py = 4- beta |o,/; = 4- beta
pp =-2/dh Saída para subrotina INT
pia = 4 - beta 11 (TP3)
Saida para subrotina INT Vip 33 « Ez? beta 2 ,
(1P1) | |
Saída para subrotina INT /Ll5-beta 2) de?-Ptao)
(1P2)

+ 1P3|
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3 pó-beta 1 S-beta 111+ 170)$ “m
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M | f .  3 .

2 = CHE ro  He to+eçh,
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by = e, | (46)
b, = es/?
b, = c2 /5

b; = ce 4/4
b, = e r / 5
vás, = váslu,dr,by,bi,br,bz,b,)
vás, = vás l v ,  dr, bsb ,  ba,bz,ba]

vás; = vás luz,da,by,bi,ba,bz,b,]
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O
:
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:

Lucado dE o. Ma Ada

gama = beta 1041 |
'paam 10 = Paammalbeta 10) — fning ? = 0? in (97)
Afe 0 , = agce ,lcaato,de,beta 10,:paam 10) | + “Tnão

Age 01 = Age O, Vilp 1] Age 03 = age O , .V i tp 3!
Age 02 = Age O , .V iep ta  Age 13 = age 1 ,.Vikp 32
gama 2 = beta 1141
pagam 11 = Paamma (beta 11) 47 ping o = 07 sim
Age 1 , = agce, [caa 11,de,beta 11, pagam 11) não
Age 11 = Age 1 , .  Vitp 12
Age 12 = Age 1 , .  Vitp' 22 (41)

gama 3 = beta 241 fping 1 = O? 499)
pagam 2? = Paamma (beta 2) | não
Age 2 ,  = afe ,leaa 2,de, beta 2 ,  paam 2)

Age 21 = Age 2 , .  Vitp 13
Age 23 = Age 2 ,.Vilp 33]

uu

Age 22 = Age 2 ,.Veitp 23

Mensagens e impressao dos
resultados:

+
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