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RESUMO

Nes te  t r aba lho  e l abo ramos  do i s  p rog ramas  pa ra  i n teg ra r

equações d i f e renc ia i s  do  t i po :

x "=  f ( x , t )

com cond i ções  i n i c i a i s  u t i l i zando  o método  de  GAUSS-JACKSON,

em pa r t i cu l a r  r eso l vemos  o p rob lema de  do i s  co rpos  da

MECANICA CELESTE.
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CAPITULO 1

INTRODUÇÃO GERAL

Um g rande  número  de  p rob lemas  na  á rea  de C iênc ias

Exa tas  ê r eso l v i do  à pa r t i r  de  equações  d i f e renc ia i s .

"Na  ASTRONOMIA, pa r t i cu l a rmen te  em MECANICA CELESTE,  os

p rob lemas  de  i n te ração  en t re  os  co rpos  ce les tes  ge ram

equações  d i f e renc ia i s  o rd i ná r i as  de  segunda  o rdem do  t i po :

r "  = F ( r )  ( 100 -1 )

Éstas  equações são em ge ra l  mu i t o  comp l i cadas  e ,  na

maio r i a  das  vezes ,  mé todos  numér i cos  são u t i l i zados  pa ra  à

sua i n t eg ração .  .

G rande  número  de  pesqu isadores  u t i l i zam métodos

numér i cos  pa ra  i n teg ra r  uma  equação  de  p r ime i ra  o rdem em

prob lemas  onde  a equação o r i g i na l  é de .  segunda o rdem,

u t i l i zando -  se  pa ra  isso subs t i t u i ção  de  va r i áve i s  pa ra

redução da  o rdem da  equação .  En t re tan to ,  ex i s t em métodos

e f i cazes  de  se  i n teg ra r  a equação de  segunda ordem -

d i re tamen te .  | |

Neste t r aba lho  &é apresen tado  o método de  GAUSS-

JACKSON,  a t ravés  do  qua l  são i n teg radas  à equação que  rege  oO

p rob lema  de  do i s  co rpos  e a l gumas  equações de  2º o rdem

d i re tamen te ,  i s t o  é ,  sem e fe tua r  a . r edução  de  o rdem.

Observamos a inda  a l guns  fa tos  sobre  a ap l i cab i l i dade

do  mé todo  es tudado .



CAPITULO 2 o '

CONCEITOS BASICOS

Neste  cap i t u l o  se rão  abo rdados  conce i t os  ge ra í s ,  t an to

ma temá t i cos  quan to  as t ronôm icos ,  que  poss ib i l i t a ráão  ao  l e i t o r

i n f o rmações  sób re  as  t eo r i as  abo rdadas  sem a p reocupação  de .

de ta lhes ,  po r  não se r  esse O ob je t i vo .

Nosso p rob lema  é acha r  à pos i ção ,  em um dado  i ns tan te ,

de  um co rpo  de  massa m o rb i t ando  ou t ro  co rpo  de  massa ma io r

M ,  sem qua lque r  t i po  de  pe r t u rbação ,  Es te  p rob lema  é

conhec ido  comó o p rob lema  de  do i s  co rpos .  |

No caso ,  a equação  d i f e renc ia l  o rd i ná r i a ,  que  rege  O

p rob lema ,  cons ide rando>  se  que  es tamos  no  p l ano  da  ó rb i t a  e à

o r i gem do  nosso  s i s t ema  de  coo rdenadas  cen t rado  no  co rpo  ma i s

mass ivo  é :

p=  — KP(MAMIE(O) E : (200-1)|
r

onde  k=  0 ,017202098995= cons tan te  Gauss iana

= ve to r  pos i ção

r=  módu lo  do  ve to r  pos i ção  do  co rpo  de  massa  m

x=  componen te  do  ve to r  ce no  e i xo  " x "

F(r)= LL
="

Es ta '  equação é do  t i po  da equação (100 -1 ) ,  mas na

r ea l  i dade  oO que  fa remos  será i n teg ra r  equações cu jas

va r i áve i s  são as  componen tes  do  ve to r  r :



x = — KP(Mim)x |  ( 200 -2 )
. rr” .

=) .

y "  = - k?(M+m) 2 : (200-3)-

Ora ,  podemos no ta r  nas  equações (200 -2 )  e ( 200 -3 )  que ,

para cada  uma de las ,  ex i s t e  uma va r i áve l  a ma i s  imp l í c i t a  no

"F r " ,  po i s :

r = x + Yy i ( 200 -4 )

Es ta  é uma equação  impo r tan te ,  po i s ,  ass im  como ou t ras

que  serão  u t i l i zadas  ma i s  t a rde ,  e l a  f az  pa r te  de  o rupo  de

equações chamadas  de  Equações  de  V íncu lo .

No caso  o co rpo ,  que  es tá  o rb i t ando  o ou t ro ,  possu i

uma t r a j e tó r i a  “ bem de f i n i da  onde  a d i s t ânc ia  do  co rpo  à

orígem é dada  pe la  equação (200 -4 ) .  Ou se ja ,  e l e  es tá

v incu lado ( l 1 i gado )  ao  qu t ro  co rpo ,

Como observamos an te r i o rmen te ,  as  equaçêes (200 -2 )  «e

( 2003 )  con tém imp l i c i t amen te  as  va r i áve i s  " y "  e " x "

r espec t i vamen te .  Pa ra  reso l ve r  esse  p rob lema  devemos ca l cu la r

essas variáveis de out ra  mane i ra ,  para isso  serão

apresen tados  novos  conce i t os .



2 .  1.ANDMALIAS VERDADEIRA, EXCENTRICA E MEDIA

Cons ide remos  a f i gu ra  aba i xo :

y

7.
SO

a
r

BL 2º O CF f a
c l  aeF .N  KA  x

. : “ f i gu ra  210 -1

T ra ta -  se  de  uma c i r cun fe rênc ia  de  ra i o  "a "

t angenc iando  ex te r i o rmen te  uma  e l í pse  nos  pon tos  fi e B .  Como

se t r a ta  de  um p rob lema  de  MECANICA CELESTE,  o cen t ro  de

fo r ça  do  s i s t ema(que  pode  se r  o So l ,  Te r ra ,  um co rpo  mass i vo ,

e t c . . . )  se rá  cons ide rado  no  f oco  F da  e l í pse  ma i s  p róx imo  do

pon to  A .  Esse  pon to  é chamado  de  Fe r i as t ro  eopon to  R de

Apoas t ro .  A o r i gem do  s i s t ema  ca r t es i ano  de  e i xos  f i ca rá  no

cen t ro  da  c i r cun fe rênc ia  e a o r i gem de  um s i s t ema

po la r (aux i l i a r )  f i ca rá  no  f oco  F da  e l í pse .

&G pon to  OQ, na  f i gu ra ,  r ep resen ta  a pos i ção  do  co rpo  na

e l i pse  e o pon to  GQ, a ex t rapo lação  do  ponto Q pa ra  à

c i r cun fe rênc ia ,  sendo  N a p ro j eção  desses  pon tos  no  e i xo  " x " .
1 .  . .

.O  ve to r  pos i ção  r ,  com re l ação  à F ,  f az  um ângu lo  com

o e i xo  " x " .  Esse  ânqu lo  é denominado  de  Anoma l i a  Ve rdade i ra ,

“ a  deno tada  po r  w .



O ângu lo  que o segmen to  DA faz  com o mesmo e i xo  é

denominado  de  Anoma l i a  Excên t r i ca  e .deno tada  po r  E .  Temos que

a re l ação  en t re  as  o rdenadas  com re l ação  aos do i s  pon tos  GQ e

Q' é dada po r :

Ya = b=QGN= a(1-82)22= (1-87)%O? (210-1)
Ye  a QN PF -

onde "a "  é o sem i -e i xo  ma io r  da  e l í pse ,  " b "  é o sem i -e i xo

menor da  e l í pse  e " e "  a excen t r i c i dade .

Com es ta  re l ação  e u t i l i zando  à geome t r i a  da  e l í pse :

FN = r cos(w) = a cos(E) - ae = aí(cos(É) - e )  (210-2)

"ON = r sen(w) = at(1-e?)* ?sen(E) ( 2103 )

Futuramente  t rans ladaremos o e i xo  " y "  de  modo que  à

o r i gem f i que  no  f oco  F ,  des ta  f o rma :

x = FN= al(cos(E) - e) — (2104)
y = QN = a(l1-e?)* Psen(E) : — (2105)

Além das  Anoma l i as  Verdade i ra  e Excên t r i ca ,  é de f i n i da

mais  uma ,  qua l  se ja ,  a Anoma l i a  Méd ia ,  sendo  deno tada  po r  M :

Fá
M=nt t -T )  ” (210-6)

onde :  n º  mov imen to  méd io  d i á r i o

t =  tempo

T=  tempo  em que  o co rpo  passou pe lo  pe r i as t ro



7.C2.A EQUAÇÃO DE "KEPLER"

Fe to rnemos  à f i gu ra  210 -1 .  Cons ide rando  Q a pos i ção

do  co rpo  no  i ns tan te  t ,  na  e l í pse ,  no  i n te r va lo  t -T  , o r a i o

ve to r  ao  se  move r  deFA  pa ra  FO desc reve  aque la  á rea

hachurada,. De  aco rdo  com a segunda  l e i  de  KEPLER("UM co rpo

numa o rb i t a  e l í t i ca  pe rco r re  á rea  i gua i s  em tempos  i gua i s . " ) ;

en tão :

á rea  FORA = tt.» T=>  A rea  FRA = Yab(í t  — T (220 -1 )
á rea  da  e l .  FP FF

onde  F é o pe r í odo .

Tendo  em men te  que  o mov imen to  méd io  é dado  po r  n=2%Y,
P

t emos :

à rea  FOA = iInab(t — T )  = iabM (220 -2 )
= 2

Exp ressa remos  es ta  á rea  em té rmos  da  Anoma l ia

Excên t r i ca ,  Fa ra  i s so  tomemos a á rea  FOA,  Es ta  á rea  é i gua l

a á rea  do  t r i ângu lo  FON + a á rea  NOA.

A 1 º  á rea  menc ionada  ac ima  é dada  po r :

á rea  aAFON = 1 (FN) (ON)  (220--3)
=

onde

FN = ON — OF  * à cos f (E )  - ae  = a t cos tE )  —- e )  ( 220 -4 )

Subs t i t u i ndo  Q 'N  * a sen í (E )  em (Z10 -1 ) ,  temos que :

UN = b sen í (E )  ( 220 -3 )



Subs t i t u i ndo  os  va lo res  de  (220 -4 )  e ( 220 -5 )  em

(220 -5 ) ,  t emos :

"á rea  AFON = i absen (E ) ( cos (E )  - e ) .  ( 220 -6 )
2 . : -

Cons ide rando  ago ra  à á rea  NAA.  Se'  d i v i d i rmos  es ta  á rea  em

pa r tes  es t re i t as  pe rpend i cu la res  a AB ,  con fo rme  a f i g .  210 -1 ,

podemos esc reve r :

á rea  do  se to r  PK  = á rea  do  se to r  P 'K
á rea  da  e l í pse  á rea  do  c í r cu lo

Ou

Apex = An i  dessa fo rma Ap« = b Ap -  ' ( 220 -7 )
Yab Ya a .

Com isso podemos conc lu i r  que:

área NGA = b (á rea  NO 'A )
a

Logo  se  i n teg ra rmos  em " x "  a á rea  NR 'A ,  que  é um pedaço  do

c í r cu lo  e que  va i  de  "acos (E ) "  à " a " :

área NO'A = Jacesces S(aº — xE) dx = [ xs(a? = xD) +
2

+ afarcsen(x) l1ºscosi:e) E
2 a

= fal - alsen(E)cos(E) - azarcsentcos(E))
4 2 2 .

bi

Como a rcsen (x )  + a r ccos (x )=  7, t emos :
: ' 2 :



"área NO'A = YA? —- a*sen(E)cos(E) - a º (Y  - a rccostcos(E)) )=a 2 2
= a º (E  — sentE)cos(E)) i o (220-8)

2

Levando(220-8) em (220-9)  e somando o resu l tado  com à

área  de  .FON,  temos f i na lmen te  que  a Anoma l i a  Méd ia  é dada

po r :

M=E-  esen(E) ! (220-9 )

que a chamada  equação  de  KEPLER.  Sua reso lução ,  Ca l cu lo  de

Es  é f e i t o  compu tac iona lmen te  a t ravés  do  método de

aproximações sucess i vas .

A f i na l i dade  des te  p ro j e to  é f aze r um programa que

i n tegre  funções  contínuas... Mas quando a função é a f unção  do

do  p rob lema  de  do i s  co rpos ,  necess i t amos  de  equações  .

aux i l i a res  para  a sua i n t eg ração ,  pe lo  mo t i vo  desc r i t o  no

i n í c i o  des te  cap í t u l o .  A equação  de  KEPLER é a equação

aux i l i a r  para  o cá l cu lo  de  " x " ,  " y "  e " r " ,  po i s :

x = a í cos (E )  - e )
10Ry = atl1-e”)* P*sen(E) e

Por  i s so ,  pa ra  cada  va lo r  de  en t rada o p rog rama

é desv iado  pa ra  uma sub - ro t i na  que  ca l cu la  esses  va lo res ,  oS

qua i s  r e to rnam ao  p rog rama  p r i nc i pa l e servem como  en t rada  de

va lo res  da  f unção  que  se  dese ja  i n teg ra r .



CAPITULO 3

CALCULO DE DIFERENÇAS FINITAS

Uma função  pode  se r  rep resen tada  na  fo rma  numér i ca ,

onde  seus  va lo res  são p l o tados  numa tabe la  pa ra  ce r t os

va lo res  de  sua  va r i áve l .  A lém d i sso ,  os  va lo res  numér i cos  de

uma f unção  podem se r  i n t e rpo lados  de  modo  a ob te rmos  os

va lo res  ap rox imados  da  f unção  em todos os  pon tos  dos

i n t e r va los  t abu la res ,

O cá l cu lo  das  d i f e renças  f i n i t as  é baseado na  t abe la

de  d i f e renças  f i n i t as .

3.1.AS DIFERENÇAS FINITAS

Considerando uma função rea l  x e denotando po r  x º  O

seu va lo r  no  pon to  t . ,  podemos de f i n i r  t r ês  t i pos  de

d i f e renças :

i )D i f e rença  Ascenden te  (4a)

ANAE Maça — Ma o (310-1)

i i )D i f e rença  Descenden te  ( v )

vVMAS Ma — Naa  | o ( 310 -2 )

. i i i )D i f e rença  Cen t rada  (4 )
À

NATE Maeaoeo — Nacacm (310 -3 )



EXEMPLO:

a r  —

A tabe la  de  D i f e renças  Ascenden tes  pa ra  os va lo res  de

t en t re  O e é com i n te r va lo  t abu la r  1 (um)  para  àa f unção :

x t ( t )= t+5  é :

t .  X1  : & X .  s x .  a Na  a Na

[º) S
1

1 6 6
7 -)

2 13 12 o
19 2 -)

3 Ss2 | 18 o
S7  6

4 69  ' 24  [9
| | 6 6

" x  130  : 3O
| 91

=) 221  |

Tabe la  S10-1

No caso ax .  será a p r ime i ra  d i f e rença  en t re  os

va lo res  consecu t i vos  da  f unção ,  axa. Se rá  a segunda  d i f e rença

e tc  . . .

Na t abe la  ac ima ,  ap resen tamos  ma io res  po tênc ias  de  àa,

que  podem se r  ob t i das  do  segu in te  modo :

Sendo

ax ( t )=  x ( t+h )  —- x ( t )  , i | (SL0 -4 )

“onde  h é o i n t e r va lo  t abu la r ,  en tão :

a*x ( t )=  a l ax ( t ) )

10



= aA (x ( t+h ) - x ( t ) )

= x(tr2h) - Zx(trh) + x(t)
e tc .

Notamos uma seme lhança  en t re  as  d i f e renças  e às

de r i vadas  da  f unção  em ques tão .  D i f e renc iando  a f unção  t r ês

vêzes ,  ob te remos :

n ' t t ) =  3?

x " ( t )=  é6t e

x " ' ( t ) =  é

O va lo r  da  de r i vada  t e r ce i r a  da  f unção  é i gua l  ao

va lo r  da  t e r ce i r a  d i f e rença ,  i s to  é ;

x t  (S)= aATx(S)E 6

Se d i v i d i rmos  ambos os  membros de  (310 -4 )  por  h ,  pa ra

um tus

ax í (  toa) x ( t a th )  —- x (  t o )  ,

h ! h

veremos : c l a ramen te  a s im i l a r i dade  en t re  as  exp ressões  das .

de r i vadas  e das  d i f e renças ;  i s t o  é :

. xX ' ( t a ) *  ax í ( t o )  '
h

TEOREMA 1 | .

"Se  x ( t )  é uma função  con t í nua  em [ t , t + j h ]  e j vêzes

11



d i f e renc iáve l :  num i n te r va lo  ( t , t + i h ) ,  com j i n t e i r o  e h>0 , '

en tão :

a x t t i =  hn  (8 , )  t £€ By £ t+ i h  " .

DEMONSTRAÇÃO (indução)

Para  j = l

ax t ( t )=  x ( t+h )  - x ( t )

Fe lo  Teorema do  Va lo r  Méd io  (T .V .M . )  ap l i cado  ao  i n te r va lo

( t ,  t +h )  vem que :

x(t+h) —- x ( t )
x ' ( fBa )=  - ——- t £ À .  é t+h

' t +h  — t ' |

x (B1 )  = rF=—— => : ax í t t ) =  hx '  (Ba )

Suponhamos agora  que :

4º t x ( t )=  h t  T IB IA )  onde tt < Basa < t+ ( j - i ) h

E para  j >1  temos :

atxtti= a afTPR(E) =

= athº RN t(Bsca)) =

= nº tax? t(Bs-a) o (310-5)

Então pe lo  TV I ,  pa ra  xº t t )  em” (Bs—a5Bs—ath)s podemos

d i ze r  que  ex i s te  Bs  com fisoa < Bs  < Bsa—ath ; t a l  que :

12



nº  T t  B ina+h)  — nº T IBS)
x (Bs )  = m—.— ;

Basa  t h  — Bs

ou

ax? (Bscad= bx (Bs )  : (310-6)

levando (6 )  em (5 ) ,  vem que :

a x t t )=  hºxº (A )

e f i na lmen te  somando-  se membro  à membro as  des igua ldades :

Bs—s < Bs < Bsna th
t < Bá ,  << t r ( j - l 1 )h

000 tuas quero tara cano canas quirs ima eat caes cuia — —

t < 8 ,  < t + j h
q .e .d .

. OBS. O Cá l cu lo  é aná logo  para os  ou t ros  t i pos  de  d i f e renças .

3 .  2: FCORMULAS de  INTERFOLAÇÃO

' 6ão ,  na  essênc ia ,  po l i nôm ios  "que  co inc i dem com à

função  exa tamen te  num número  l im i t ado  de  pon tos  t abu lados  e

en t re  esses pon tos  e l es  ap rox imam os  va lo res  dessa  f unção .

“Quan to  meno r  a d i f e rença  dos  va lo res  do  po l i nôm io

interpolante e os va lo res  da  f unção ,  me lho r  o g rau  de

ap rox imação  da  f unção .

Seja t um pon to do intervaio t abu la r  [ t . . ; t s í+s ]a

de f i n imos  o f a to r  i n t e rpo lan te  "u " ,  como :

t -— t s  t =  t .  ' Àum Senso = migas (320-1)
t a ra  ta | “ha

1.



S.2.1.FORMULA DE "NEWTON

Cons ide rando  à segu in te  t abe la : -

14

? E x FS Fi Fa

Px  N1a-m2 LX  =
EXa n /a  áXsc-a/m2 = 4 Nanasm

E Xa -a  " Xana  é Nas  =
ENa-a /2  FSTERNTADA 4 Xamasmo

Exa  xa  Fa ro  = |
ENs +17  AXs+1 /2  = 5 Naas /m

Cú xNLa+a : Ns  é Xa ra
CX AMI  LX  1+3 /2

XL  4 Áscem
2 EX +B /2  '

& Xsem

tabe la  321-1

Desta  t abe la ,  obtemos as  segu in tes  f ó rmu las  de

r eco r rênc ia :

Maga 7 Na + ÁXicivcm (321 -1 )

AXs+a /27  AXNsa+1co 4 Fé PA  (S21 -2 )

Fi o F i  PA  + A Xsaa Ia  , e t c  e . . .  (321—-3)

Maxe= Mara D ÁXactase? Na + PáÁNacaico + 4Naxa  (321 -4 )

ÁXNsaco/a= ÁNacaco  + 2 Nsas  + Lá Ns1+asn 3 E t c . . .  ( 321 -5 )

Nara7= Na  + JSÁNsigico + SA Xaxa  + AT  Ns+a /a  (321 -6 )

º = = a .
Nara”  Ná + ASXax ica  + OS Naza + 48  Naggnoso + É Mago 5 EPtCeo.s

( 321 -7 )



Estas  equações  suge rem:

| = = PP.
Nagxn= Na + UáXsici ca + Noaá Nas  PTONSÁA XNaxaoso PT Nãaá Naxe  Foco

( 321 -8 )
que  é a f ó rmu la  de  NEWTON, onde

Na=" uíluzl s Nx= u l ( ux i )  ( us2 )
2 Ss!

Na=z — uílur 1)(ur 2 ) (u r3) (e Noz 2) (ur 3) (uz 4
41  5 !

são 05  chamados  coe f i c i en tes  de  NEWTON.

3 .2 .2 .  FORMULA -DE GAUSS" .

Considerando a f ó rmu la  de  NEWTON ;

= ] = ' -MaxnT Ma + UíXNsaeiso + Naãaá Naxa  + Nãaá Noaexoseo + Nas  Mane + oe
( 322 -1 )

e sabendo que :

ANaxa= A Na * ANaxaca (322-2)

LENsaamen? AMaxacso + ANA + ÁºNaxaca (322-3)

d Naxa/a? 4 xa  + 24º Xasava + Na  EAN (322-4)

En tão  substituindo ( 322 -2 ) , ( 322 -3 )  e ( 322 -4 )  em (322 -1 ) ,

ob temos :

15



Mamrm Ma + UbXazico + Na (dxa+ Na  amem) + Nalá Xagavo E

+ A ºxa  + SP Nsasca )  + Na lANa  + 28  Naxava  + xa  +

+ A Maxavo) + ones . (322-5)

E reescrevendo (322 -5 ) ,  ob temos :

Naxn= Na + UlXNacico + Nos Na + Noah Xaxsoe + Noá  Xazaco E

+ Nx xa + NsáºXacivo + Nahxa + QNSÁ Naxavo +

+ NafºNa + Nah Nazaca + oe. | (322-6)

Co locando  em ev idênc ia  os  sx :  em (322 -6 ) ,  t emos :

Maxn= Na + UdNaziva + NaíTxa + (ENa + Não)á Nazeco + CINa+

+Na)£xa + (No + INCA Nazaco) + oe. (322-7)

F ina lmen te ,  a r rumando os  coe f i c i en tes ,  ob temos  a f ó rmu la  de

GAUSS :

MNaxn= Xa  + UáXarassm + Gah  Na  + Guá   Naxava  + Bah  Na  + 0 .

( 322 -8 )

onde

Ga Nam om 3 6a= (+Nz  + Nã)ise ————————

utuZ - 1)(u = 2) "
6a"  Na  dd Nx=

a!
são os  coe f i c i en tes  da  f ó rmu la  de  GAUSS,

i 6



3 .2 .3 .  EORMULA DE 'ST IRL ING '

Separando  na  f ó rmu la  de  GAUSS (3922-898) as  duas  equações

imp l i c i t as ,  chamadas  de  f o rmas  " f o rwa rd "  e " backward "  pe la

nomec la tu ra  usua l í f o rwa rd  quando  o Í nd i ce  f r ac i oná r i o  é

ad i t i vo  e backward  quando  sub t ra t i vo ) ,  somando-  as  e em

segu ida  d i v i d i ndo  por  do i s ,  t emos :

= =Nam E Na + UlÁXNXaAAS2 + ÁMa-ascoa) + Saá  Xá + Sa lá  XNaeica +
— mano Wftas mun mto ttão come teem bra amas mo

2 2

+ Lo xacaso) + Sah Ma Aos  0 (323-1)
2

f azendo  ago ra  as segu in tes  ap rox imações :

( dXa+ace  + ARXacava) (A Nscac2 + E Nasa )
ARA - —— — ; Axa t  - =— e t c .

| 2 2

temos a f ó rmu la de STIRLING:

MacnE Na + UMa + Sao NMa + Ouhá Ma + 0.0. : (323-2)

onde  os  coe f i ce i n tes  Se ;  Sx ;  Se ;  . . .  São OS chamados

coe f i c i en tes  de  STIRLING e são dados  po r :

u? uítu*? — 1 )  uu?  — 1 )
Gam mm 264 E 3 ES. = - e

2 !  3 !  4



Observamos  que  à f ó rmu la  de  ST IRL ING é ma i s  usada ,  na

prá t i ca ,  do  que  as  de  NEWTON e GAUSS, po i s  &é baseada nas

d i f e renças  cen t ra i s ,  O e r ro  con t i do  en ST IRL ING,  segundo

CONTE [9 ] ,  é da  mesma o rdem que  o de  NEWTON, como podemos

obse rva r  aba i xo :

Er ro  de  t r uncamen to  em NEWTON:

Re(x) = u l  po t r tn tiIco)
(u-m=1)! (NL )

Er ro  de  t r uncamen to  em ST IRL ING:

t n+Lo ,Ra ( x )=  (U tn /2 ) !  ho tox
( u tn /2 -n -1 ) ' (N+1 ) !

E)

3 .2 .4 .  0UTRAS

Ex i s tem ou t ras  f ó rmu las ,  a l ém das  ap resen tadas  aqu i ,

mas  cu ja  dedução  e ap resen tação  ma i s  detalhada f ogem ao

escópo  des te  t r aba lho .  A lgumas  dessas  ou t ras  f ó rmu las  são :

f ó rmu la  de  EVERETT,  BEESSEL e LAGRANGE.

3 .3 .  DIFERENCIAÇÃO NUMERICA

As exp ressões  pa ra  as  de r i vadas  são ob t i das  à pa r t i r

da  de r i vação  das  f ó rmu las  de :  i n t e rpo lação .  Esc revendo  x ( t )  em.

função  do  f a to r  i n t e rpo lan te  u , de f i n i do  por (S2O0-1 ) ,  temos

que  se

x ( t )=  x ( t ( u ) ) ,  en tão

16



dx dx  du  o . :
—— .—. .— : | ( 3301 )
d t  du  d t

du À t -  ta  t - t o
mas d i f e renc iando  (320 -1 ) :  —= —- , po i s  us  ————— E s———

| d t  h t a  = t o  h

en tão

hdx  dx  :
——m= : p ( 330 -2 )
d t  du  :

Ut i l i zando  uma das  f ó rmu las  de  i n te rpo lação ,  po r  exemp lo  a de

ST IRL ING (3S23 -2 ) :

XE Ma + USMa + BakoNa + Suá Ma + 000 (3303)

dx : (Su? = 1 )  | '
——= Áxa + UATNA + mn AMa + sao (3304 )
du 12 .  : : :

En tão ,  de  (330 -2 )  e ( 350 -4 )  segue  que :

dx [ áxa  + UsNaA + ( (BUT I1 ) / 12 ) A Na + 1 . )

d t  h

( 330 -5 )

Para  a de r i vada  segunda ,  Oo p rocesso  ê aná logo .

D i f e renc iando -se  ambos os  membros  de  (330 -2 )  com re l ação  à

' t '  e u t i l i zando a reg ra  da  cade ia  no  segundo  membro :

d hdx dd dx hdx d dx du dx  du
mm e me am me E e e mm E me o (3SO0-6)

- d t  d t  d t  du  d t º  dudu  d t  du? d t  |

19
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= : (330-7)

E utilizando a f ó rmu la  de  ST IRL ING,  segundo  o exemp lo

an te r i o r ,  t emos :

dx (3u -1 )
—— = f a  + UATNA + ===  Na  + . . .  ( 3308 )
du  | 12

dx  u '
me so ANA Ao AT NaA Po.aeoo (330-9)
du” 2

l ogo ,

e - ( 3SO-10 )
dt? nº 2

Aue é uma das  f ó rmu las  de  d i f e renc iação de segunda  o rdem,

v i s to  que  pode r i amos  t e r  u t i l i zado  qua lque r  uma das  f ó rmu las

de  i n te rpo lação  v i s t as  an te r i o rmen te .

3 .4 .  INTEGRAÇÃO NUMERICA E A FORMULA DA SOMA SEGUNDA

Nes te  t óp i co  desenvo l ve remos  p r ime i ro  a f ó rmu la  de

i n t eg ração  dup la  de  d i f e rença  cen t ra l ,  po i s  é à pa r t i r  de la

que ;  com a lgumas  mod i f i cações ,  chega remos  à f ó rmu la  da  Soma-

20



Segunda ,  t ambém conhec ida  como fó rmu la  de  GAUSS-JACKSON,

Cons ide rando :

i dx 1 dx
Nm SS. —— e Km ——— (340 -1 )

“ hdu  ; — han?

Temos po r  i n t eg ração  que :

n+a

x “a+m E Ns  th da x "  du  (340 -2 )

[=)

2 p roT t  = |

Nas  2 Xá  + nhx “ a + DO J ia  x "  du  (340 -3 )

Tomando 6 va lo r  £Sºxa

Faso  = oXNa+a — 2Ma  + Maca  : : ( 340 -4 )

subs t i t u i ndo  (340 -3 )  em (340 -4 ) ,  com n= i  e n=-1 i , f i camos com

a ra  —1L1+4r r r
dá x" du? + Ja  x" du? > (340-5)

Da mesma fo rma  para  4x  s+12/2 COMO EM (S21 -1 ) :

AX “aesce  E Kasa  7 Na  | | ( 340 -6 )

subs t i t u i nndo  (340 -2 )  em (340 -6 ) ,  com n=1, t emos :

2+aÀ
XxX asaca = h Ja x" du (340-7)

.º

Necess i t a remos  t ambém das  exp ressões  das  méd ias  de  XxX.
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e ÁX '1 ,  pa ra  i sso  sabemos que :

: dA  se1ica + ESTOURO Ma+oa 7 Naa
Ana  * " . = 5H... " (S40 -8 )

' 2 2

subs t i t u i ndo  (340 -3 )  em (340 -8 ) ,  com n=st e n= -1 :

a x "  du? )  (340-9)

Da mesma fo rma  pa ra  gX 'a t

2AX a * AX au2072 + ESSE = X 444  " Nana  E

a rs  —is+1.
D D

= h t  Ja x "  du  — já  x "  du  3 | (S40 -10 )

Vo l t ando  à f ó rmu la de STIRLING e escrevendo-a  agora

pa ra  à segunda  de r i vada ,  t emos :

: UT  ANA (u?  = u )á  x " .
nm X 14  = x " .  + Ux " .  + + +

! . 2 8 !

( uu )  SN"  (u”=5uP"+440) AN"  | .
+ — . + + «e .  " ( 340 -11 )

4 !  se

Ass im ,  i n t eg rando  (340 -11 )  com re l ação  à u i

peze  1 . * |

Ja  xXx" du  = nx  + — ne  gx " .  + — n ºs  x " ,  +
2 LS

1 1
+ — (n º -2NP)  ANO,  + — (Nº  os /csnT)ANUA +

4 8 |
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+
Ot  an t+ icno IN" a + «e.  (F40 -12 )

6 !  : ! :

E i n teg rando  uma segunda vez :

po r t  . o 1 |

da  Nº  du “  = — nx " ,  C+ — n º  áxNU". + — n º  LN"  +
. 2 3 41

1 : |+ (n º  — 2 º  nn )  A x " .  +

Ss

oa
+ — (n º  - San  IA  Na  +

6 !

H |
+ — (nº — P roanº  + DBNºIA NUA + 01. (340-13)

7º  '

Para  n=  t i ,

prexto+ 1 1 1 .  7
Ja  Nº dus  o x t  A+ — ÁRxUA + no LTNUTLR Om. ooo AXU A

2 6 24 360

a 37 :
— mem ANTA A = Lo NA A a (S40-14)

480 10080

Na equação (340 -14 )  es tão imp l í c i t as  duas  equações .

Para  se  chega r  à f ó rmu la  de  x :  Ou f ó rmu la :  de  i n teg ração

dup la  de  d i f e rença  cen t ra l ,  f azemos  à soma dessas  duas

equações  imp l í c i t as  e mu l t i p l i camos  po r  bh?, con fo rme  à

equação  (340 -5 ) .

En tão :
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2 = “ . ==... . 4." ; 31  e...4 xa = RO E NL  + o ÁONUA nm mem É NUA + mem A NUA
! 12 240 60480 i

| 289 ! :
— ——— nm AR"  a t oe  ) . (S40 -15 )

SJ620800

Para  i n i c i a r  o p roced imen to  de  i n teg ração  dup la  por

es te  mé todo ,  p rec i samos  de  uma  equação  aux i l i a r .  Pa ra  se

chega r  àa es ta  equação ,  segue-se  05  mesmos passos  a té  à

equação  (340-12)., Mudamos o va lo r  de  "n "  pa ra  t+ 1 e

subs t i t u imos  em (340 -10 ) ,  ob tendo :

o 7 37
PáXa = Ph "  + RD oo AxMaA = = ANTA + mom ANTA aa  DD
: 3 180 5040

( 340 -16 )

onde aprox imamos ax " .  pe la  méd ia :

1 | 1
ARUAN C(ÁXN" ace  + AXU Acaso )  E ÁN "Aeon  o Oo A Na

2 2 2

e

= = so  à a
TRTQ 8 — (SN OAAaca + AN aca )  E A N"sa+1/ma ——-s sx"a +

2 2
. e t c .  (S40 -17 )

Es te  t i po  de  mé todo  p rec i sa ,  pa ra  à i n t eg ração  passo

à passo ,  de  duas  f ases  distintas: a do  PFPredi tor  e do

' Co r re to r .  Como os  p róp r i os  nomes j á  mos t ram,  a p r ime i ra

p red i z  va lo res  que  es tão  f o ra  da  t abe la  de  d i f e renças  f i n i t as

e a segunda co r r i ge  estes va lo res *' para serem usados na
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met p “2 30SASo.TS. mp SA" Rn Ma AAA Dee mm mo ww 22 OTTO ma

equação (340 -15 ) . ,  Ex i s tem ma is  de ta l hes  des te  mé todo ,  mas  que

“ f ogen  ao  escópo deste  t r aba lho .  Estabeleceremos en tão  o

método  de  GAUSS-JACKSON.

3 .5 ,  METODO DA SOMA-SEGUNDA(GAUSS-JACKSON)

Es te  mé todo  é baseado no  mé todo  da  D i f e rença  Cen t ra l ,

que por  sua  vez  u t i l i za  f ó rmu las  de  i n te rpo lação  e que  são

fundamen tadas  na  t eo r i a  das  d i f e renças  f i n i t as .

[ método  da  Soma Segunda  possu i  uma d i f e rença

impo r tan te  em re l ação  aos  ou t ros  mé todos :  " só  quando  os

out ros  métodos  u t i l i za rem a f ase  Co r re to r  pe la  segunda  vez  é

que o GAUSS-JACKSON, como também é chamado ,  à u t i l i za rá  pe la

p r ime i ra  vez .

No rma lmen te  pódemos t r aba lha r  uma vez  apenas  com o

FPFreditor, po i s  a ma rgem de  e r ro ,  em comparação  com 05  ou t ros

mé todos ,  é pequena ,  de  acô rdo  com HERRICK [é ] .

A f i rmamos  ac ima  que  a f ó rmu la  de  * GAUSS-JACKSON é

de r i vada  da  f ó rmu la  de -  i n t eg ração  dup la  da  D i f e rença  Cen t ra l ,

en tão ,  de  (S40 -15 ) :

1 1
LL Na+s  = hn? ff N "  ae  + Fo PENTA  — Fe  Pa  +

12 " 240 |

31 — 269 :
+ me  4x "axa  7 m—— Fe  Caes  + ue

60480 ' 3926800

Colocando-se o operador 4? em ev idênc ia :



1 1
LL Duas ]  = DAP CE NO AAA + o NO qua =>  AX  4a  + .

12 240

31  289?
+ =22—— A NT gua  o mm AN aa  EP 21 . )  ( 350 -1 )

60480 — 3928800

onde em l uga r  de  47” f o i  esc r i t o  5 º .

Como temos o mesmo ope rado r  em ambos os  l ados ,  s imp l i f i camos

ob tendo :

= = 1 1
Na+2  E h EE  N"a+a  + =>  W '  444  7 UT  Fá  APENA +

17 240

31  ' | 289 .
+ =——— ANaa To mmmen— AN" aa  + 01.) (350-2)

60480 3928800

Esta  é à chamada  f ó rmu la  da  Soma Segunda  ou  f ó rmu la  de

GAUSS-JACKSON. Es te  mé todo ,  como  o an te r i o r ,  p rec i sa  de  uma

fó rmu la  aux i l i a r  pa ra  i n i c i a r  o p roced imen to ,  Es ta  f ó rmu la

aux i l i a r  é f o rmada  da  mesma mane i ra  que  à ( 350 -2 )  só  que

par t indo  da (340 -16 ) ,  obtendo ass im a segu in te  equação:

1 : 11
N 4a  2h  E E Maes  — o ANO aa  + oo  ANO aa  —

12 720

191  289
= ———.. FATURA + e t  £ RN" 4a  "o r a  | ( 350 -3 )

40480 39260800

onde £7* f o i  subs t i t u i do  por  E .

Com es tas  duas  f ó rmu las  e as  f ó rmu las  de  reco r rênc ia

segu in tes :
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Px"  aaa  = ASNU ,  — AN"  qua

áX"o  * 1 (AX"a /2  + ÁX"na /2 )5 .

Px"  = 104 º  NX" as  + STR"  1a ): 5

Lx "  E L1(L KR" aca + LX  i om)
2

podemos começa r  o p roced imen to  de  i n teg ração  do  mé todo  passo

à passo .

No f l uxog rama  aba i xo  é mos t rado  t a l  p roced imen to ,

IN IC IO
+4

( 1 )  ca l cu la  as  d i f e renças
' f i n i t as

$4

” ( 2 )  ca l cu la  o va lo r  de
E*x "o  pe la  eq .  ( 350 -2 )
— — e e emo cor EM euro vonr qm morre mer os eus roves eee ts  ct iii tita áéo

( 3 )  ca l cu la  o va lo r  de -
EX"  pe la  eq .  ( 350 -3 )

( 4 )  subs t .  na  eq . (350 -53 )  (XX)
EX"a/2P7 EX"o + 1/2Xx"e

+

De posse desses  va lo -
(5 )  r es ,  ca l cu la r  pa ra  os

ou t ros  " i " s .

$Fá

(6) Volta à eq.(350-2) e
ca l cu la  o x...

—— —

+
F IM

o.
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( 4X ) ,  Es te  passo pode se r  i gno rado  se  mod i f i ca rmos  a equação

(350 -2 ) ,  de  t a l  f o rma  que ,  e l a  passe  à i nc l u i r  es ta  r e l ação .

Segu i remos  com a exp l i cação  de  t ada  passo  do  f l uxog rama :

i )  Deve-se  p r ime i ro  ca l cu la r  o va lo r  da  f unção ,  no  i n te r va lo

fechado ,  que  se  dese ja  i n teg ra r  e cons t ru i r uma t abe la  de

d i f e renças  f i n i t as ,  base des te  mé todo .

i i )  Subs t i t u i ndo  o va lo r  i n i c i a l  x ( t s )  em 300  2 no  l uga r  de

X1+21, EXpP l i c i t amos  5º  ca l cu lando  o seu va lo r :

Í i S t
SEX = ho  Px  = R—=m x "  + ——— LX"  m——— .——.. s x "  to nes

12 : 240 40480

i i i )  Mesmo p roced imento  do  i t em  ac ima ,  só  que ,  subst i tu i ímos o

X 'a  Na  equação  3SS50-3.

i v )  Na rea l idade,  quando p lo tamos a tabela de  d i f e renças

f i n i t as ,  o va lo r  de  Ex " ,  não  ex i s te .  Ex i s te  s im  o de  SX"17/240

mas  nós  podemos subs t i t u i r  es te  va lo r  po r  uma  equação  de

reco r rênc ia :

EXN"1/2 = EX"o  + i x "o
2

Após  es ta  subs t i t u i ção ,  poderemos u t i l i za r  os  va lo res

in i c i a i s  de  x º  E X ' .  sem qua lque r  p rob lema .

vy) A t ravés  de  f ó rmu las  de  reco r rênc ia  e u t i l i zando  os  va lo res

= 2 .de  EX" a 4 EX"oS E XK"o, ca l cu lamos  EN" ,  e Ex " ,  pa ra  os  dema is

va lo res  do  i n te r va lo .
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v i )  Com os  va lo res  de  SRU,  EXT ,  XT e das  d i f e renças  f i n i t as ,

podemos cons t ru i r ,  po r  exemp lo ,  a segu in te  t abe la  da  f unção

n t t )=  +?  , - s  £ t 43 e suas  d i f e renças :

SER Ex "  x ( t )  x "  Px "

6 .00B333  9,0000090
—-5. 000000 —5. 000000

1 .  0089333 4 .  000000 2 2 .000000
—1.  000000 —-3. OCOOOO

0 .  008333 1 .  000000 2 .  000000
0 .000000  —1.000000  :

0 .  0083353 0 .  000000 2 .  000000
* 0 .000000  1 .  00000090

0.00B8333 ; ' 1 , . 000000  2 .000000
1 .000000  3,0000000

1 .008333 '  4 ,  000000 2 .000000
' 5 .000000  5 .000000

6 .  008333 . 2,0000000

tabe la  350-1,.

Neste  caso  es ta r i amos  reso l vendo  a equação x "  = +?

numer i camen te ,  A t abe la  mos t ra  os  va lo res  da  x ( t ) ,  das  suas

duas pr imei ras  d i ferenças £4* e 47 ede f * x "  e i x " , que  são

va lo res  aux i l i a res  pa ra  O cá l cu lo  da  i n teg ra l  segunda .

De posse dos  va lo res  da  t abe la ,  vo l t amos  à equação

( 350 -2 )  e ca l cu lamos  o va lo r  da  i n teg ra l  segunda  pa ra  cada

va lo r  de  t ped ido  no  i n te r va lo  de  i n teg ração  [ - 3 ,3 ] ) :

t va l .  da  i n teg .  2 º "

-s 6.7500000219
-2 7 1.333IIIII428
—. —0O.0BISIIII3ZSA

o ' | —O . 00N00NO0004
3 0.,0BZIIIIIISA

' 2 1.3S33IIISS428
Ss - 6 .7500000219

tábela 350-2
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DES. Se  t i véssemos  reso l v i do  ana l í t i camen te  o p rob lema :

"=  t?º , com as  cond i ções  i n i c i a i s  x (0 )=O e x ' (O )=O,

t e r í amos

e os  va lo res  exa tos  des ta  i n teg ra l  nos  pon tos  ac ima  são  dados

na  t abe la  aba i xo ,

t Va l .  r ea l  da I n teg  2?**

> &. 7500000000
-s  1333333333
- l  a OBSTSSSSIISS

o a DOOOOOOOOO
1 a DBISSIISSS
2 1 FRIISTATES
3 é .  7400000000

t abe la  350 -X

Comparando  os  va lo res  da  t abe la  S50 -3  com o5  va lo res

da  t abe la  3507-292, ve r i f i camos  que  es tes  es tão  bem p róx imos .



APITULO 4

RESULTADOS

Este  t r aba lho  con ta  e fe t i vamen te  com resu l t ados  de

do i s  p rog ramas :  um que  é vo l t ado  pa ra  o p rob lema  de  do i s

corpos  e ou t ro  vo l  tado  pa ra  o cá l cu lo  da  i n teg ra l  segunda  de

funções  con t í nuas  e l im i t adas  num i n te r va lo  l im i t ado .

Neste  cap i t u l o  serão ap resen tados  es tes  resu l t ados , -

cons ide rando  a o rdem de  p rog ramas  menc ionada  ac ima .

Pos te r io rmen te ,  es tes  resu l tados  serão  ana l i sados .

Es te  p r ime i ro  p rog rama fo i  f e i t o  pa ra  a i n t eg ração  de

uma f unção  espec í f i ca ,  qua l  se ja ,  a do  p rob lema  de  do i s

co rpos  na  á rea  de  MECANICA CELESTE,  em ASTRONOMIA. Es te

p rog rama  u t i l i za  o p rograma pos te r i o r  como “ sub - ro t i na ,  po i s

e le  - possu i  no  seu co rpo  p r i nc i pa l  e l emen tos  espec í f i cos  de

ASTRONOMIA, t a i s  como ,  excen t r i c i dade ,  sem i -e i xo  ma io r  da

ó rb i t a ,  e t c . . .

Pa ra  t es ta r  es te  p rog rama ,  tomemos um exemp lo  de

BROWER [1 ) .  T ra ta -  se de  um p lanê ta  h i po té t i co  o rb i t ando  o

SOL. Sua  excen t r i c i dade  é de  0 .2  e o sem i -e i xo  ma io r  de  sua

ó rb i t a  va le  2 u .  a .  (Unidades As t ronôm icas ) .  No s i s tema de

medidas u t i l i zado  em ASTRONOMIA, a massa do SOL igual  à l e  a
massa do  p l ane ta  i gua l  à O (desp rez í ve l ) .

A t abe la  aux i l i a r  ge rada  pe lo  programa é bas tan te

compa t í ve l : com a gerada em BROWER [113, a menos de  h? ,  po is  em.

BROWER [11], o passo h es tá  embu t ido 'na função  do  problema ao

. ão -  i nvés  de  estar  na  f ó rmu la  do  mé todo .  Mesmo ass im ,  à

ns!



t abe la  abaixo, não  possu i  os  va lo res  da  i n teg ra l  segunda ,  e

s im  va lo res  que  en t ram no  cá l cu lo  dos  mesmos .  O p rograma a lém

de  ge ra r ' ' a  t abe la ,  ca l cu la  os  va lo res  da  i n teg ra l  segunda .

Aba i xo  mos t ramos  à t abe la (400 -1 ) :

a lTabe la  de  EBROWER [11], cons ide rando  a i n t eg ração  segundo  à

componente ' x ' ,  a té  a 1º d i f e rença :

+ Ex  Ex x &x

-3O -—-109729
. 3220

-20 —-112949
ó' - 1975

-sOo —-L114924
' — 6687

Ô +1 .6007638  -115591
: — 57796  : + 567

10 +1 .5951842  : 1149724
172720 NADA +1975

20 :  +1 .5779122  . 112949  = :
=28056649 +3220

3oO +1 .5493453  109729
-ISIII9B6 : +4356

40  +1,., 50980955 -105371  :
—So00769 +536540

so +1 .4597286  | -100011 .

mon tagem da  tabe la  .

t abe la  400 -1

que  denominamos  t abe la  Aux i l i a r .

Podemos no ta r  que  os  va lo res  de  S ºx ,Ex ,X  E ÁXx f o ram

mul t i p l i cados  po r  uma po tênc ia  de  dez (1077 )  pa ra  f ac i l i t a r  a

Observamos que  BROWER [11] nos  dá  os  va lo res  da  t abe la

Rep roduz imos  t a l  t abe la  e

ca l cu lamos  os  va lo res  da  i n teg ra l ,  os qua i s  são apresen tados

no  p róx imo  í t em.
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b iTabe la gerada  pe lo :  p rograma CORPOS, pa ra  a mesma va r i áve l :

, c t  s x  Ex  x

-3o  154934579  ' - 1097268
: : 2856678

-20 157791257  : 1129461
17271597

-10  159518455  —-1149244
38977933

o 1600976407 -1155906
— 577933

10  1959518455 -1149244
1727197

20  157791258  -1129486
-2856683

30 154934575  1097293

t abe la  400-2

Também nes ta  t abe la  f o i  om i t i do  o ca rá te r  não  i n te i r o

dos números e todos os va lo res  foram mu l t i p l i cados  por  107 º .

Como * podemos observar as tabelas 400-1 e 400-2 são .

compa t í ve i s ,

Aba i xo  temos os  va lo res  ca l cu lados ,  pe lo  p rog rama ,  da

“ i n teg ra l  assumindo  va lo res  de  sua p róp r i a  t abe la :

t Va l .  Ca l c .  Va l .  r ea l

—Sso 1 .54847X07928  1 .54840810
-20 1 .5769707013  1 .57696599
—-10 1 .93594226172S  1.,9597422574

o 1 .6000001420  1 .60000000
10 1.5942264173I, 1 .  959422603
20 1 .57697069865  1 .57697053
3o 1 .  5484307259 1 .  54843054

ss



O segundo  p rog rama  e uma  ten ta t i va  de  se  gene ra l i za r  àa

OO» ONO TC os eos bs A ———.—

.

ap l i cação  do  mé todo .  Fa ra  i s so  f o ram tes tadas  as  segu in tes

f unções :  | .

: 1
EXEMPLO 1 )  x ( t )=  TemMAnT= , COM XeE Oerx r ' nsO : ; :

( 1 - t ” )

Como — podemos  cons ta ta r ,  es ta  possu i  do i s  pon tos  de

descon t i nu idade  -1  e 1 . Res t r i ng i r emos ,  en tão ,  a i n t eg ração

nos i n te r va los  onde à função é con t í nua .  .

Seguem os  va lo res  ob t i dos :

a )Fa ra  Oo i n te r va lo  [ - 0 .6 ,0 , . 6 ]  e com passo  de  0 ,2 :  .

t Va l .  Ca l c .  Va l .  r ea l

0 .6  O.19278037042 O.1927447468
-O Aa O,.0B8B22773147 OLOBZZO27157
-o .2  O.0O2OL1LISAS9O OLOZOLISSLAO7Z

oo  O ,  DOOOOOSOOO 0 00D0O0GOO006G
o .2  O.02013585388 O.OFOLISSSASIL

0 ,4  0.0B8227730886 0 .  0B226280734
o,.6 O ,19278537727  O .  1927/4475319

b )Fa ra  o i n t e r va lo  [ - 0 .3 ,0 .3 ]  e co r o passo O . j i :

Va l . HKea l

“
O.  0 ,G437006858
- o .2  O.0O2013549%45
O.  O. 0080083876

fe 0 .  0000000060"
O.1l O ,  0O05S00B.5678

o .  2 O OBOLISAGAS

o .3 0 ,0457006758

A +

nua ceras erros é od
os

OSSO /0057979
O.O2018590 /0
O D I  TOOS o 607

O.  OVBODESE7OS
O.LOZOL ESA
0.0457005426

mo c— — —



EXEMPLO 2). x(E)S constem a, GOM NoÕR Th 80x
S(1+t?),

aáalPara o i n t e r va lo  [ - 3 ,3 ]  com o passo  de  1

a .

a ”  O:

Va l .  Rea lt Va l .  Ca l c .

e 2 .3004742667  2 .297061Z2564
2 0 . ,6574290071 0 . ,6512026787
—-. TO .  5727888235928 —O.SS26398943
[9 —-O. 9YGIFIIGE7T4 —1.000000090900
hi —O.5i27868859803928 O .  SIR839799S39
2 0 .6574290073 ]  OL.6S1Z2O29171
S 2 .  3004342667

bjiFPara o i n t e r va lo  [ - 1 .5 ,1 .5 ]  e com passo . de 0 .5 ;

Os resu l t ados  do  í t em (a )  são  menos  p rec i sos

2 .2930617352

Va l .  Ca l c .  Va l .  Rea l

- 1 .5  O 0106977933 CSOL0106306076
1 .0  O ,  5327R46213 —-O. SE2BS90943
—-O.5 - “0.,8773690174 -O.8774781144

O —O,., I99GGEFFGFGA — 21.0000000000
o .5  —O.87736970174 .-0,87747281144
1 .0  -O.53278462173 O ,  53ZB39I9I5BIS'
1 .5  -OL0104977933 —-O . 0106306076

que  os  do  í t em (b ) .  I s t o  é dev ido  ao  e r ro  de  t r uncamen to  Num

dos  casos  se r  ma io r  que  no  ou t ro .  " oO cetTt

EXEMPLO 3 )  x i t ) =  t º  + 4 t  + 2 ,  com xa= O e XE  O :

a )Fa ra  O i n te r va lo  [ 5 ,35 ] ,  com passo  de  | :

Va l .  Rea lE.  o) Va l .  Ca l c .

— 2 .2499999996  2 .2499980927
-=  1.99599599971, 2.00000000060-
—i 0.,916866666652 0 ,9716666  62E6

( O .0000000070 O ,  000O0GO0OO0O0
1 2 .2500000194  2 .  2900000000
2 12 .  665656670735 12.666666T8484
3 38 .2500000592  38 .2500038147

=o



b)Fa ra  o i n t e r va lo  [ - 5 ,5 ] ,  com o passo de 1 :

t Va l .  Ca l c .

—S * 7 .9 I1666GIADO
-&4 4 .  0000000130
—-= 2 .2 2499979997
= 1.99995G9997),
—-l 0 ,9166656 662

o O .  ODODOOOOO7Z7O
1 2.,.250000500194
2 12 .  6666647035
3 38 .25000008592
4 86  1 dbG66G687 532
ã 171 .2500001188

Devemos  de te rm ina r  o domín io

Va i .  KReal
t t  una ct  nónaa mts cima eoom mea move ERA pay V9A0A GROVE ANOS mErTO FRACA GMtmo aMaDA UUbVA diant GEIO inans grana 0pis ui EnDO CERA amas Cana

. 2500278882
2 .  6566680709
2 .  249975009 27
2 .0000000000
0 .9  1666G6ATOE?
O 2 ODOOOOOO0O
2 ,  2500000000

12 .  6666885846
ZB.2500038147

172 .7  1662559766

da  f unção  à

=m=— ——=[]—

se r

. integrada de  t a l  mane i ra  que ,  o domín io  da  sua i n teg ra l

segunda  se ja  compa t í ve l  com o passo  empregado  pa ra ,  à Sua

i n t eg ração ,

À segu i r ,  mos t ra remos  à impo r tânc ia  de  se  acha r  o

intervalo e o passo  ce r t o  pa ra  à i n t eg ração  de  uma

Consideremos a função :

EXEMPLO 4) x ( t )=  te?* , com xo=2 0 .25  e x ' . e  -O.285 :

a )Pa ra  o i n t e r va lo  [ - 3 ,3 ] ,  com o passo  de  j :

t Va l .  Ca l c .
TT ta em na ea asmio eta eutam t0vem rato erves weives Sevao GENE Catão CAIA Aaeãs guana as mnGA EIS Gem GUAM e0vro proRo tema runst e

%
-3  1.4006149T716
-=2 O. 1293788721
- 1  0.3862756010

O —-O,.,2500000028
1 O .  2783306954
2 10.75232786914
3 214 .  6689501830

-O.I0O24707/0208,
-O.OLS73607/2953
OD,  067/66 / 6407

AS. S4T53S708645
201  .7143520466588

f unçãos .

ema eum mio esmo nas0r taum euvmm utes vimeo ineo time Some seia Seia emo menas r a  Dines Cotas MENUS CARUE BRAD ERAS DAALA iam



b )Pa ra  o i n t e r va lo  [ - 1 .5 ,1 .5 ] ,  com o passo 0 .5 :

t Va l .  Ca l c .  Va l .  Rea l

-1 .5  —-O. 0240392746 “O .O3SL1169215
-L .0  -O ,  0631158739  -O .067667  86407
- o0 ,5 -  -O,., 1356827061  —-O,., 1377548013 )

co —-O. 2500000001  —-O. 2500000000
0 .5  “O ,  5419602411  -O .  3397852182
1 .0  —-O0 . 0075886896 -0 .  0000000000
1 .5 2 .  5232527179 — 2.5106918B12

c )Pa ra  Oo i n te r va lo  [ - 0 .735 ,0 .75 ] ,  com o passo de  0 .25 :

Va l .  Ca l c .  Va l .  Rea l

—-O.75 —-O,0975624594 —-O0,0776194516
-0,.50 —O, 1379240299  O .  1379548013
—O.25  —-O, 1875248823  —-O. 1875408332

o .  —O . 2500000000  -O ,  2500006000
0 ,25  —O.SOP15S11052  -O ,  3091352582
0 .50  TOCSTSIBIL23DS —-O., 3397 78502182
0 ,75  -O.,2B860105564100 :  2800615278

Podemos no ta r  g rande  d i f e rença  en t re  -as t abe las  ac ima .

A “med ida  que  d im inu ímos  o i n t e r va lo  e o passo ,  passamos à

ob te r  me lho res  resu l t ados ,  i s t o  sempre  man tendo  o va lo r

cen t ra l .  Es te  va lo r  é um dos  va lo res  i n i c i a i s  necessá r i os

pa ra  se  pode r  u t i l i za r  o mé todo .  Para qua i sque r  i n t e r va los ,

os  va lo res  ma i s  p rec i sos  são sempre  os  s i t uados  ma i s  p róx imos

des te  va lo r  * cen t ra l .  Conseguen temen te ,  se d i n imu í rmos

i n t e r va lo mantendo  es te  va lo r  sempre  no  cen t ro ,  os
y

resultados serã%o ma i s  p rec i sos ;  é como se  es t i véssemos

desenvo l vendo  a solução em tó rno  de  um pon to  que  é ,

" j us tamen te ,  o va lo r  i n i c i a l s  estamos d im inu indo  o e r ro  de

sS7



' t r uncamen to ,  po is  passo pequeno  em i n te r va lo  de  i n teg ração

g rande  aumen ta  o e r ro  de  a r redondamen to .

Pa ra  todas  es tas  f unções  f o ram tes tados  não  somente

es tes  i n te r va los ,  mas também ou t ras  va r iações  de  amp l i t udes  e

passos .  Fo i  obse rvado  que  pa ra  qua lque r  i n t e r va lo ,  a p rec i são

d im inu i  do  cen t ro  para  as  ex t rem idades  do  i n te r va lo .

Se qu i se rmos  des loca r  o i n t e r va lo ,  necessá r i amen te

teremos que  te r  novos  va lo res  i n i c i a i s ,  que  po r  cons t rução  do

p rog rama ,  f i ca rão  local izados no  cen t ro  do  novo  i n te r va lo .

Com re lação  à f unção  do  exemp lo  4 ,  se  compara rmos  OS

va lo res  co r responden tes  das  t abe las  dos  i t ens  (a )  e (bb),

podemos no ta r  uma  g rande  va r i ação  en t re  t a i s  va lo res .  Po r

exenp lo :

"Pa ra  o valor de  t=e-1, temos que para  o item (a )  é

ap rox imadamen te  0 ,386  enquan to  - va l o r  co r responden te  pa ra

( b ) é 0 ,063 .

. Essa d i sc repânc ia  de  va lo res ,  em par te  se deve  ao  f a to

des ta  f unção  va r i a r  mu i t o  em i n te r va los  pequenos .  Como o

método é baseado em d i f e renças  f i n i t as ,  es ta  va r i ação  (=)

t r ansm i t i da  a t ravés  dos  va lo res  das  d i f e renças  de  ma io res

po tênc ias .  |

A segu i r  mos t ramos  a .  t abe la  de  d i f e renças  Tf in i tas da

função  do  exemp lo  4 ,  no  i n te r va lo  [ - 3 ,3 ] :
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f ( t ) Fa e Es

—-O,0074362583
, Co 0 ,  0291950204

0 .  0366312787
» —-O. 0987040028
-O., 1353352615

' O ,13S I IS2815 :
(4x1 )

7 .  S8FOS&E2ZO0S7.
09. 0000000000

7 .  S86FOD62057
101 .8072404861.

109 .  1962966919
1101 .0898361206

0 .  0000000000

—-O . 06F 5089824

0.2340392847X

7T.29537/209243

94.  4181842604

799 .  2825956345

: 0 .  0000000000
O. 0000000000

O. 0000000000
0 .  3035482666

6 .  7161333733
7.0196816400

( 8x4 )  B8O.1447B171607
87 .  164463356]  |

817. 6999479979
GO4.,B444113541

0 .  0000000000 '
O . 0000000000

0 ,  00000000001210. 2861528125 70 ,  0000000000

t abe la  400 -3

Como no  í t em (b )  pegamos a me tade  do  i n te r va lo  de  (a ) ,

e a va r i ação  da  f unção  é bas tan te  s i gn i f i ca t i va  à pa r t i r  do

— va lo r  ex t remo  do  i n te r va lo  em (b )  e ,  nes te  caso ,  es tamos  nos

ap rox imando  cada  vez  ma i s do  va lo r  cen t ra l ,  houve uma mudança

de t=-1.s ign i f i ca t i va  nos  va lo res

Podemos en tende r  me lho r  se  o l ha rmos  pa ra  a equação

( 350 -3 ) :

Í 11
H'  sea  Poh  E E Nº  sea  — o AR" ea  + > AT Naa  -

' 12 720 |

191 28689
— ——" A MNaa  EO OS & Nº  aa  TO c . ç l  ( 400 -1 )

3IFG20800

Notamos  que ,  não  ex i s tem os  va lo res  de  ANasd  Masccn ,

na  t abe la  ac ima .  Es tes  va lo res ,  como  a f i rmamos  no  cap í t u l o  3 ,

são ap rox imados  pe la  méd ia  dos  va lo res  consecu t i vos  na  mesma

Se esses  va lo res  nas  deco luna  de  d i f e renças .  d i f e renças
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po ténc ias  ma i s  e l evadas ,  são mu i t o  g randes  e como à

con t r i bu i ção  dessa  méd ia  na  equação  400 -1  deve r i a  se r  meno r  a

med ida  que  à po tênc ia  das  d i f e renças  aumen ta ,  obse rvamos  que

es te  é um dos  mo t i vos  que  f az  aumen ta r  subs tanc ia lmen te  o

a r ro . , .



CAPITULO 5

— EONCLUSAO

Recen temen te  novas  t écn i cas  f o ram desenvo l v i das  pa ra

se de te rm ina r  a so lução  de  equações  d i f e renc ia i s  que  governam

o mov imen to  de  co rpos  no  S i s tema  So la r  sob  à ação  de  f o r ças

g rav i t ac i ona i s  mú tuas .  A lguns  desses  métodos  f o ram tes tados  e .

comparados  no  t r aba lho  de  FOX (4 ) ,  e o mé todo  de  GAUSS- "

JACKSON fo i  cons ide rado  o me lho r  quando  o passo de  i n teg ração

ê cons ide rado  constante.  Da í .  o mo t i vo  da  esco lha  des te

mé todo .

Ass im  como  FOX [4 ] ,  BROWER [1 ]  e ou t ros  au to res ,  um

dos  t es tes  que  u t i l i zamos  f o i  o p rob lema  de  do i s  co rpos ,  po r

se t r a ta r  de  um p rob lema  no  qua l  podemos con ta r  com à So lução

ana l í t i ca  pa ra  comparação .

Foi  t es tada  emp i r i camen te  e aprovada à es tab i l i dade  do

método ,  o que  nos  deu  a con f i ab i l i dade  dos  resu l t ados ,

Ressa l  tamos  a impo r tânc ia  do  p rog rama ,  e l abo rado  em

l i nguagem MEASIC para  se r  u t i l i zado  em m ic rocompu tado res  e

cu jos  cá l cu los  são f e i t os  em dup la  p rec i são ,  onde  não  só

podemos ob te r  os  resu l t ados  f i na i s  da  i n teg ração ,  mas também

as  t abe las  de  D i f e renças  F in i t as  da  f unção  à se r  i n t eg rada  e

a Aux i l i a r ,  que  v i sam a juda r  O usuá r i o  à acompanhar  O
/

' desenvo l  v imen to  do  p rog rama .
1

I n t r oduz imos  um modo  de  des loca r  o i n t e r va lo  de

i n t eg ração  no  e i xo  da  va r i áve l .  Es te  p rocesso possu i  UMa

. l im i t ação  impo r tan te ,  po i s  a med ida  que  nos  a fas tamos  do
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i n t e r va lo  i n i c i a l ,  os  e r ros  aumen tam dev ido ao f a tó  de  que os

novos  va lo res  i n i c i a i s  são ca l cu lados  a t ravés  do  p róp r i o

p rog rama ,  ass im  es tes  va lo res  possuem todos os  t i pos  de  e r ro

que o método  e o p róp r i o  computador  inserem nos  mesmos .

Es te  p rocesso  pode se r  r epe t i do  a té  que  o e r ro  ob t i do

pe lo  p rog rama  se ja  ace i t áve l  pe lo  usuá r i o .

Notamos que  o método  não  pode se r  ap l i cado

ind i sc r im inadamen te  à qua lque r  equação d i f e renc ia l  de  segunda

ordem com cond i ções  i n i c i a i s ,  p r i nc i pa lmen te  pa ra  funções

cu ja  va r i ação  se ja  mu i t o  g rande  cons ide rando  passo cons tan te .

O que de cer ta  forma j us t i f i ca  a necessidade do

desenvo l v imen to  de  mu i t os  mé todos  NUuMêricos para  a r eso lução

de  equações  d i f e renc ia i s ,  cada  um v iáve l  à .  cada  t i po  Ou

f am í l i a  de  funções se r  i n t eg radas .
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AP ICE A

9S PROGRAMAS

Neste  p ro j e to  f o ram desenvo l v i dos  2 p rog ramas :  um que

in teg ra  f unções  con t í nuas  e ou t ro  que  i n teg ra  a f unção  do

p rob lema  de  do i s  co rpos .  O p r ime i ro ,  ex i be  exp l i cações

in i c i a i s  às  qua i s  são su f i c i en tes para a u t i l i zação  do  mesmo .

Tanto o p r ime i ro  quan to  o segundo  p rog rama  fazem uma

pr ime i ra  i n t eg ração  a t ravés  de  va lo res  que  os  p róp r i os

p rog ramas :  pedem como va lo res  de  en t rada . . Após  es ta  1”

i n t eg ração (  en tenda-se  como 1 " *  i n t eg ração ,  oO cá l cu lo  da

in teg ra l  2 º "  da função  de f i n i da  no  i n í c i o  do  p rograma pa ra  O

i n t e r va lo  e o passo i n i c i a l )  o p rog rama  ex ibe  um menu  no  qua l

'” apa recem os  segu in tes  i t ens :

ho
1 .  DESEJA OUTRA INTEGRAÇÃO?

2 .  DESEJA OUTRA INTERAÇÃO?

3 .  DESEJA ENCERRAR?

4 ,  DESEJA RECOMEÇAR?

Para  o i t em  1 1 O p rog rama  faz  nova  pe rgun ta :

"DESEJA INTEGRAR NO SENTIDO POSIT IVO?"

V

Esta  pe rgun ta  tem a f i na l i dade  de  de te rm ina r  ou t ro

% ine rva lo  de  i n teg ração  com mesma amp l i t ude  e passo que  oO
% b *

ds

S ss



an te r i o r  , só que ,  des locado  no  sen t i do  pos i t i vo  ôu  nega t i vo

com re l ação  ao  s i s t ema  de  coo rdenadas  u t i l i zado .  Po r  exemp lo :

f i x )

passo

O ítem (2 )  f o i  f e i t o  pa ra  à r ep rodução ,  d i dá t i ca ,  de

uma tabe la -exemp lo  de  HERRICK [6 ] .  Es te  i t em  só  é execu táve l

quando  a equação  que  se  dese ja  i n teg ra r  f o r  do  t i po : ..

x "  m= x : : (600-1)

o í t em 3 t e rm ina  à execução  do  p rog rama e o i t em  à4

ze ra  todas  às  va r i áve i s  e rFecomeçaãa o mesmo ,

Os  p rog ramas  são au to -exp l i ca t i í vos .  E les  ex ibem 2

tabe las  an tes  de  ex ib i r  o r esu l t ado  f i na l .  A 1 º “  t abe la  é uma

tabe la  de  d i f e renças  f i n i t as  da  f unção  à se r  i n t eg rada .  À

segunda tabela con tém va lo res  que  entram no  cá l cu lo  da

i n t eg ra l  segunda  e me tade  da  t abe la  de  d i f e renças  f i n i t as ,

para que  o usuá r i o  tenha  uma v isão  t o ta l  dessas  quan t i dades .

Logo  após  ap resen ta rá  os  resu l t ados  da  i n teg ração ,

Para  o 2 º ”  p rog rama ,  não  há  necess idade  de  se  de f i n i r

a f unção ,  po i s  es te  p rog rama  é ap l i cado  ao  p rob lema  de  do i s

co rpos ;  consequen temen te  a f unção  u t i l i zada  é a f unção  que
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r ege  as te  p rob lema .  Es te  p rog rama  também é au to -exp l i ca t i vo  e

possu i  as  mesmas  pe rgun tas  e menu  que  o p r ime i ro .

E impo r tan te  sa l i en ta r ,  que  os  va lo res  i n i c i a i s  devem se r

sempre  re fe r i dos  ao  va lo r  cen t ra l  do  i n te r va lo .
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