
 

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO
INSTITUTO DE GECCIÊNCIAS

:DERARTAMENTO DE ASTRONOMIA
OBSERVATÓRIO DO VALONGO

DETERMINAÇÃO DE ÔRBITAS PRELIMINARES PERTURBADAS A PARTIR DE
ÓRAITAS DE DOIS CORPOS OBTIDAS PELO NÉTONO DE CAUSS

ALUNAS: DANTELA LAZZARO E MERY PASSOS PINHEIRO
ORTENTADOR: JOSÉ AUGUSTO BUARQUE DE NAZARETH

RTO DE JANEIRO, MARÇO, 1979



Peg.ii, Eb linha -

PDAE.V, 7 º  l i nha  —

Pag. T ,  5 *  linha —

pag.17, 8º linha -—

pag.24, 2º linha —

Ppag.2?4, OnS .  1 .--

pag.?31, 3º linha —

pag.42,22” linha —

pag .52 ,148  linha —

pag .6 l ,  Pa linha -

%
* a
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f o  CERRATA 2 mr o q
| i

onde se 16 " . . . câã lcu lo  das per tu rbações . "
leia-se "...cáleculo das perturbsçoes em termos mais rigorosos."

“onde se l e  "VI.6 — Cometa 1977 HB..."
1éla-se "VI .6  — 1977 HB. . . " ;  também ao longo de todo o  traba-
l ho ,  o co rpo  ce les te  1577 HB fo i  er roneamente denoninado come
t a ,  j ã  que  os  Te leg ramas  do T .A . l .  nada espec i f í cam sobre  à na-
t u reza  de  d i t o  co rpo .

onde se  16 " , . . ene rg ia  po tenc ia l  dada pe lo  gradiente da f o r ça , "
l e ia -se  " , . . ene rg ia  po tenc ia l  cu j o  crad iente determina a for-
ça."
onde se  18 “ " . . . da  mesna  co r r i g i r  a para laxe d i u rna . "
l e i a - se  " , , , da  mesma to rnar  desnecessá r i a  a correção da parala-
xe d iu rna . "

onde se  l e  “ . . . u t i l i za - se  um metodo de aprox imação. "
l e i a - se  " . . . u t i l i za - se  un  método da sp rox imaçoes  sucess i vas . "

no f inal  do parágrafo, f o i  omitida a frase; "Este problema será
d i scu t i do ,  com ma io res  de ta l hes ,  nas  Conclusoes, i tem V IT .3  . "

onde se le  "...correções diferenciais de Causs..."
le ia-se " ,  cor reções d i fe renc ia i s  gauss ianas . . . ”
À mesa  correção deve  se r  f e i t a  nas  segu in tes  pág inas :

Pag.31, 7 º  l i nha ,
pag. 24, 13? l i nha ,
pag.27, 10º l i nha ,

onde se 18 "...aàs perturbações com elevados movimentos medio&s..!
l e i a - se  " . . . as  perturbações dos nl i -netas com elevados movimentos
méd ios . . . "

onde se 18 " . . .movimento médio em radigno por dis solar  mê
d io . . . "
le ia -se  "...movimento médio em g raus . . . " ;  também em todas as
tubelas da seção Anílise de Fesultudos, as unidades do movimen-
t o  médio são dadas erroneamente como rad/deam, quando, na reali-
dade, São gruus,
onde  se  l e  nn", ,. e l emen tos  o rb i t a i s  no ra  Ceres1 : ”
l e i a - se  " , , . . e l emen tos  o rb i t a i s  para Ce res ,  observando-se que à
RAnomalia media  es tá  re fe renc iada  a 1 º  de Janei ro  de  1978 ; "

onde se 16 " . . . é  apl icável se uma quarta for u t i l i zada . ”
leia-se ".,,.6 aplicável se uma quarta observação é ut i l izada, ”
— fo i  om i t i do  o varagrafos:

"Para 09 casos em que D é nulo ou muito próximo à zero, O
sístema (9º não pode ser obt ido.  Neste caso outras formas de
solução para o sistema (8) devem ser utilisadas, por exemplo,
oO processo de  e l i n inação  de  Causa , "
O parágrafo acima antecede imediatamente o i tem VIT.7 das Con»
c lusões .
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vag. 73, item VIT.5 — À redação correta deste parágrafo é;
"Para exemplifinar, quando u t i l i zamos  as  da tas  21  de  autu-

bro ,  7 e 14 de  novembro de  1978 ,  o processamento da o rb i ta
do  cometa  Kohler f o i  i n te r romp ido  dev ido  à uma ra i z  inválida
( 1 = e para e&> l ) .  Contudo, com as datas 1, 11 e 21 de
junho de  1978 ,  oe  resu l t ados  fo ram eastisfutórioes ( ve r  secção

VI ) .  4 primeira ide ia é que o ésquema geral ut i l izado se ja ,
de alguma forma, sensível  ao espaçamento entre as datas * de  |
dbservação. À solução deste problema envolverá, certamente,
processamento de um muior numero de Orb i tus ,  juntamente com
un reexame das formulas utilizadas.” o
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INTRODUÇÃO o

O objet ivo do p ro j e to  ea  formulação de  um roteiro para

o&loulo de  órb i tas  p re l im inares ,  que possa servir como ponto

de  par t ida  para determinação de órbi tas perturbadas mais ri-

gorosas.

Devido ao seu  in teresse in t r ínseco em problemas astrono»

micos, optamos pela determinação de Orbitas ' . do i s  corpos

(e l í t icas)  a part ir  do metodo de Gauss. A part i r  desta fase,
o programa incorpora a integração das equações de  movinento

perturbadas em coordenadas re tangu lares ,  e p roduz ,  em mas

- partes finaís, elementos orbitais e efemerides já corrigidas

de perturbações.  Os exemplos  apresentados se  referem & come-

tas e asteró ides ( ve r  secção VI) e como preszença perturbadora

considerando-se apenas à do p laneta  Jup i ter ,  porênm nenhuma

l im i tação,  no programa, foi  imposta quanto ao numero de cor

pos perturbadores,

Conforme observado nas Conclusoes (secção VII), aslguns

problemas foram detectedos em exemplos específicos. Dependen-
do de oircumstâências especí f icas,  das quais algumas já foram

detectadas,  o programa na sua forma atual (ver  anexo II) pode

produzir  d istancias geocêntr icas negat ivas e ,  ou ,  não conver-

gencia das correções diferenciais. Para o primeiro de les ,
poss íve is  a l ternat ivas foram propos tas ,  mas não incorporadas

So programa. Quanto ào segundo, às causas que dão origen às
divergencias observadas ainda não .  foram fixadas, Cer tamente

esta questão e outras que porventura vierem à ser  levantadas,

dependem de  ap l icações s i s temát i cas  e pos te r io res  estudos,  à



- fim de que possam ser  sanadas,

Ainda na Becção VI, notamos que os  resultados perturba»

dos não forem submetidos à comparações com os dados de outros
 eutores,tal como o f i zemos para os  e lemen tos  orb i ta is  obt idos

por órbi tas : do i s  corvos. À ragão é evidente e se deve

apenas ao  fato de  que antes de  e l iminarmos as  fontes de  erro

das órbi tas e l í t i cas ,  nenhuma garantia se pode t e r  quanto à&os

resul tados per turbados,  que const i tuem o ponto de partida pa= =|

re o câáloulo das perturbações,
Se às  equações r igorosas à serem integradas numericameno

te  forem as  equações p lanetár ias  de  Lagrange, então es te  pro-

grama produzirá tabelas numericas que são eficazes na infícia-
l ização daquelas in tegraçõés.  Apesar da mesma observação se

aplicar para o caso de adotarmos o metodo de Cowe l l ,  observa=

mos que a subrotina DREBS (ver  gubsecção V.2) não podera mais
se r  u t i l i zada ,  po i s  que nes te  caso  a integração é di retamente

sobre equações diferenciais de P?* ordem; aqui à sugestão 6
de uma integração numérica pelo denominado procedimento x?  ,

ou de Gauss-Jackson. Quanto ao método de Enok, O processo o.
áinda será ú t i l ,  porém algumas modif icações de conteudo deve

rão ser  processadas (Herr ick,  9 ,  cap. XIV).  Ainda sobre à

DREBS, sabemos que e la opera sobre sistemas de equações d i fe

rencisis da forma

E ” F(y,t) ,

L
was porque não obtivemos as  expanscoes das funções de pertúr—

bação segundo os  elementos orb i ta is  dos corpos perturbadores,



convertemos o sistema acima em um autonomo, isto é,  da forme

= = F(y),

admitindo que o corpo perturbador não varia sus posição no

tempo aprec iave lmente .  Es te  tema será discut ido na subseção

V . l .  Entretanto vo l tamos à fr isar que o resultado des te

programa pretende apenas fornecer elementos de in ic ia l ização

para integraçoes mais rigorosas. Além das alternativas su-

geridas na citada subsecção, observamos que integraçoes em
ooordenadas retangulares podem também ser  fe i tas  a part i r  do

método de Hamsen (Brouwer e Clemence, 1 ) ,  porém aqui também
êtstas ques toes  so poderão se r  dec id i das  a partir de  um exame

mais profundo das d i ferentes poss ib i l idades.

Finalizando, o programa ta l  como fo i  formulado &o longo

do segundo semest re  de  1578 não deve ser  u t i l i zado  em traba.

lhos s is temát icos  antes  que as  correções que são refer idas

ao longo do texto sejam incorporadas.

u t
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XY — CONCEITOS FUNDAMENTAIS DO MOVIMENTO ELÍTICO

T . ]  — Introdução

A presente secção v isa fornecer informações mínimas ne-

> cecsárias so desenvolvimento do  p ro j e to .  às  demonstrações

não serão apresentadas, dado que fazem parte de disciplinas

obrigatórias do curso de Astronomia (Astronomia Y e Mecânica

Teó r i ca ) .  Os  de ta l hes  matemát i cos  que foram onmnitidos podem

ser encontrados em, por  exemplo, Fitzpatriok ( 6 , cap. 2 «e

3)  eDanjon ( 5 ,  cap. 210).

“TI. — O Problema dos dois corpos
-

O problema do movimento de do is  corpos que se atraem com

uma força que depende somente da distância entre e les ,  e fun-

damental em Mecânica Ce les te .

O movimento de  um planeta do s is tema solar ê devido, em

príneira aproximação, somente ão campo gravitacional do Sol,

não cons iderando forças externas. à mesma aproximação é usa-

da em estudos preliminares do movimento de asteróides e come-

tas em torno do Sol, e de satel i tes em torno de seus primê-»
r ios.  Assim, o movimento de planetas, asteróides e satél i tes
é desorito com rasóavel precisão por trajetórias el í t icas.

O movimento de um corpo ce les te  cu ja  trajetória e una

e l i pse ,  ê completamente caracterizado por  se i s  cons tan tes ,

mutuamente independentes, denominadas elementos orbi tais,

geometricamente representadas nas figuras que se  seguem.
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Dois e lementos  — & inclinação e à longitude do nodo ag»

cendente — definem a posição no espaço do plano que contém à

órbita: .
-— & inclinação (1) é o ângulo entre o plano da órbita e

é o plano de referencia; sua variação está contida mno
intervalo [09,180] . O movimento é dito  retrógrado
se 1 >90 º  e direto se 3 € 90 º ;

= à longítude do nodo ascendente (12) é o ângulo entre a

direção do ponto vernal e a direção do nodo ascenden-
te ,  medido no plano de referencia,

O terceiro e lemento — argumento do pericentro — def ine a

orientação da orbita:
—- o &rgumento do pericentro (& )  & o ângulo entre a di»

reção do nodo ascendente e à direção do pericentro .

Está cont ido no plano da órbi ta e é medido de Oº a

360º na direção do movimento.

O quarto é quinto e lementos  -— semi-eixo maior e excen-

tricidade — definem o tamanho e à forma da orbita. O inter-
valo de variação da excentricidade é (O,1) para a e l í pse ,  1
para a parábola, e maior que 1 para a hipérbole.

O sexto elemento define à posição do corpo na órbita num
determinado instante de tempo, geralmente o instante da pas-

sagem pelo perícentro ( 1 ) ,

O conjunto de e lementos  descr i to ac ima, ê geralmente de=»

nominado de conjunto " c l âss i co " .  à par t i r  de le ,  e segundo às

necessidades do problema, outras constantes podem ser deduzi-

das : - +



. | : 4
2p=a ( l 1 -e  e), G=-wo+f CORE Boal E

e às  componentes de  Te  1 ( f i g .  3 ).-
- & z

cs .

No entanto, para a parábola tem-se à =co e e = 1, de tal ma-

neira que não são suficientes para diferenciar uma — parábola.

de outra, e 7? portanto, usa-se q no lugar de à . Nocaso  da

| inclinação ser pequena, tanto ts quanto NM são determinados de
forma precár ia ;  es então, um de les  pode se r  subst i tuído por &õ

melhor determinado. Sea  inolinação & próxima a 1800, Õ , t  e

N são tambem mal determinados, e O. é bem determinado. Pa-

ra finalizar, as componentes Pe  & são,  às  vezes, prefer idas,

pois  elas permitem calcular às efemérides mesmo sem te r  cal-

oulado i ,  «w,N; E bom, no entanto, ressaltar que às relações

entre e l es  devem ser  ver i f icadas:

Obviamente, para uma maior generalização, pode-se ussr, Como



. elementos orb i ta is ,  o conjunto:

Tr « ( x , ys =)
o o o o

Para maiores detalhes, vide Herríck ( 8 , cap. 3, ) .

T.3 — Equações Fundementais

A equação do movimento relativo de duas partículas — de

- Massa m. e m, su je i tas  à uma força que depende somente da

distância entre e las,  «e considerando-se constante a intensi-

"dade de possíveis campos externos, é

axu  DDT., O )

onde

-—M=n  +mo

t ” L= Y é o vetor posição da massa m em relação à nassa
a .  considerada como or igem,

- Eº € à constante gravitacional, k «= 0,01720209895

("The Amerícan Ephenmerides and Neutical Almanac o f

1978")

A força F que age sobre à partíoula de massa m pode mer



— expressa por

F . - -  k mn Fr)H, ,

onde E, nm é o vetor unitário dirigido de mam
,

O problema de dois corpos descri to pela equação (1 )  «

equivalente &o problema de um corpo sobre o qual age uma for-

ça da forma

3 .  VA |[22E,

— dirigida para o centro de  força. PFortanto, o problema se re-

g8ume ão de uma partíoula de massa m, movendo-se em torno — de

um centro de força f ixo,  tomado como orígem, sob a influencia

de uma força centra l  da forma

r
F=- un Az ,  o (2)

onde

ua  kº ( a  + nm).o

No caso em que nm, é a massa do Sol, considerada unitária,
m é a massa de um cometa ou de umasteróide, e apenas — dois
Corpos são considerados, podemos tomar

as º  e u=k  º



Considerando o caso em que F( r )  = rº ,  temos, à partir

da equação ( 2 ) ,

F= -  pax  TE.

— Sabendo-se que o campo é conservativo, podemos associar

& e le  uma energia potencial  dada pelo gradiente da força. Is-r

to nos permite ob te r  uma equação que exprime à l e i  de  conser-

vação de energia e ,  em consequencia, a equação da trajetoria,

expressa em coordenadas polares ( r , 0 )  vor

nar .

1+  + (2h E/mt)] * Coon w '
IF] - (3)

onde

-—h.  IE] é uma constante de integração denominada cons»

tante das áreas,

— E: à energis total do s is tema,

- Va  ê + ,

= 1): uma constante de integração determinada pelas con-

diçoes in ic ia is .

À equação ( 3 )  é a equeção de uma conica. Comparendo-se
a equação ( 3 )  com 2

temos 2. 1/2



onde ee  à excentr ic idade da conica e p ê um parâmetro asso

- ciaedo ao semi»lato: retum através da expressão Z2ep.

Fara a elipse, as seguintes equações são verdadeiras:

2ep = a ( 1  — e )

nº  =na (1— e

2 2 1Y . u (= -=

= vy 6 a velocidade.

—- à O Sentieixo maior da e l i pse ,

Da figura 4 deduzen-se as  seguintes relações:
A -

yY

O
 

A
A

mo  Po

Fig.4 - Relação entre as anomalies
verdadeira, v ,  e excentrica, u.



x =acosU ,  -

yJ=bsenUsca  = e º  sen U,

r cos Ve=x-ãaãoensaí(cos U -  e ) ,

r eenV=y=a  1 = e” sen v,

r=a (1 -ecosU) , .  o

cos  U -  e
l1=- ecos  U '

Á - e sen  U
sen V = 1= -ecosVU

cos  V =

onde

= U = anomalia excentrica

- V = anomalia verdadeira,

Tendo em v is ta que &s  coordenadas foram expressas somen-

t e  em função de U, resta calcular a anomalia excêntrica em

função do tempo à f im de que se  possa determinar à posição ão

p laneta em qualquer instante t .  Para tanto ,  consideremos às

relações

2 av 2 2? a" h ,o0u , r  dV=na .vyv i - e  d t ,

e (4)

tesa/S tese

Diferenciando-se à segunda das expressoes do sistema acima ,



2cos = cos

av 2 ' a  en V |MW AA E mA (5)

Eliminando-se V entre as relações (4 )  e ( 5 ) ,  obtemos a im
portante relação

CURSA n
PA t “r"l-ecosU'

- - 3,1/2 .
onde n e o movimento medio, dado por (n/a ) . Esta e uma

equação d i ferencia l  com variáveis separadas, que, quando in é

tegrada, fornece à seguinte expressão:

U — e sen U = n ( t  — t)  +s

denominada equação de Kepler e mais comumente representada na

forma

N=U-esenU,  : ""

onde

— NM é anomalia media dada por NM = n( t  — t . ) s
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- t ,  a época da passagem pelo pericentro,

= t o  instante para o qual se deseja calcular a anomalias

media,

T.4 = Sistemas de Coordenadas Astronomicas

A escolha do sistema de referência é circunstancial, ie-

to é, é ditada pelo problema em questão. * - .
As observações de  qualquer corpo  ce les te  são geralmente

dadas num s i s tema de coordenadas equator ia is  topocêntr icas.  A

origem é colocada no ponto de observação (M) ,  sobre a super-

fÍície da erra (v ide fig. 5 ) .

PATA)

—
PL

-”

da
l)

Fig.5 - Coordenadas topocentricas &é
geoceêntricas.

à

O plano fundamental E'n' é páralelo ao plano do equador
te r res t re ,  o eixo E !  é perpendicular a es te  plano e passa pe»

l o  ponto verna l .  àÀÂs coordenadas es fér icas  des te  s is tema são
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p's a ' . é  5 º ,  relacionadas com as coordenadas retangulares pe-

las fórmulas

E" = p! cosó' cosa! ,

nº = p! cosb!' sena! ,

ARENA senb' ,

onãe;

-— p ' éo  raio vetor topocêntrico,

-— 0! e 5' à ascensão reta e declinação topocentricas ,
respectivamente.

Considere-se agora o sistema de coordenadas equatoriais

geocêntricas OEnt  ( f i g . 5  ) ,  que é obtido a partir dão

sistema topocentrico atraves de uma translação ao longo do

vetor P, « Este € o vetor  que determina o ponto de observa-

ção M em relação ao coentro de inércia da serra. Centro de

massa ou centro de inórcia de um corpo sólido é definido como
o ponto geométrico C, cujas coordenadas são dadas por

" .  JS pxdV , |

0 /2
SSfeovs s ro

= 
m

m

onde à é à densidade de massa por  unidade de volume, e à in-

tegração pode ser estendida sobre todo o volume ou sobre to-
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do o espaço, já que pgs 0Oparaos pontos externos &o corpo .
Para passar do s is tema de coordenadas topoceêntricas para

geocentricas torna-se necessár io conhecer as coordenadas do

ponto de observação em relação ao centro de inércia da Terra.
Entretanto, como bem d iz  Chebotarev ( 4 ) ,  "a figura da

Terra (geoide) e a posição do centro de inércia dentro da
Ferra são, falando rigorosamente, desconhecidas." O cãloulo

destas coordenadas na prática é f e i t o  associando-se à forma

da Terra um el ipsóide de revolução, onde o centro deste coin-

cide com o centro de inércia da Terra (vide f ig .  6 ) .
XY t

N direção
normal à

RB auperf icie
CAM do elipsoide: p SS

o Ho
XX"

equador / verti-, elipsoide
cal de referência

t — '

Fig.6 — Latitudes geocentrica ( 4 ' ) ,  astronomica
(P ) ,  e geodêsica (B) de um ponto de observação M.

Numericamente, p, é obtido a partir da latitude astrono-
mica (ou geográfica), por meio da fórmula

Po 0,9983200 + 0,0016835 cos 2q  -— 0,0000035 cos 49  .

Para maiores detalhes, vide Danjon ( 5 ) ou Herrick( 8 ) .
À posição do ponto de observação é ,  portanto, obtida pe-

las equações

Ex"  p ,  Cosq' cos TSL ,
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UM = P, cos  Q '  sen TSE "

da - da senç ' ,

onãâe

— TSI, é tenpo sideral local da observação.

Em consequencia, às equações que passem do sistema geocentri-
Go para o topocentrico serão

E=  E '+  Ex

UM. UMES Mo

te va ho

Para transformar coordenadas geocentricas em coordenadas
heliooêntricas, ut i l izam-se às relações

xXx poosbcosa -X ,

JT = poosbsena -T ,

= psenbt -Z  .

onde : '
a TRE

- x ,  3 E são as coordenadas retangulares equatoriais

heliocentricas,

— XxX, T ,  Z São às coordenadas geocentricas equatoriais do

Sol.
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A transformação das coordenadas equatoriais heliocentri-
cas em ec l í t icas hel iocentr icas é fe i ta atraves das eeguintes

equações:

X '=X ,

7 ' s  y 008 E - Z -sen é 9,

S '  = ySO E -  CCOBE,

onde £ É o ângulo entre os  planos da ec l í t i ca  e do equador

para uma Epoca t t .

Sendo que às  perturbações causadas pe lo  So l ,  lua e pla-

netas mudam constantemente a pos ição do plano do equador no

espaço,  torna-se necessar io  espec i f i ca r  a época na qual se

referencia um determinado s i s t ema  de  coordenadas.  É comum em

" trabalhos astronomicos adotar-se como épocas de referência

1900,0 , 1925,0 , 1950,0 ou 1975,0. No presente trabalho

— sdoton-se, como época de referencia, 1950 ,0 .
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II = MÉTODO DE GAUSS

IT.l1 — Aspectos Fundamentais

Conhecidas tres posições sucessivas de um corpo ce len te ,

à pequenos intervalos de tempo, o método de Gauss, utilizando
aproximações sucessivas,  fornece os  elementos que definem àa

orb i ta  daquele corpo. Teor icamente,  nada impede que 05  in-

terva los de  tempo u t i l i zados  se jam arbitrariamente grandes ou

pequenos.  Nas ,  a exper iênc ia astronomica t em demonstrado aque

melhores resultados são obtidos se forem considerados inter
valogs de  alguns d ias ,  no caso de  cometas ,  e de  t res a quatro

semanas, no caco de  as teró ides  suf ic ientemente longe da esfe-

rasde ação de  um planeta perturbador.

Sejam XT, YT, ZT as coordenadas topoceêntricas do Sol; x, |
3, £ às  coordenadas equatoriais he l iocêntr icas do corpo ce

leste considerados À, H., V om co-senos diretores das posi-
çoes observadas. Tem-se, então:

( x ,  = MAX à = 1,2,3

onôe í

A = distância geocêntrica do: corpo celeste,

À = cos does a ,

À = cos ôsen d ,



17

va=senô ,

õ,a = declinação e ascensão reta do corpo celeste obtidos

pela observação.

OBS.: A) O Índice 3 corresponde a observações feitas nos ins

tantes t s  t ,  e t z º

B) A razão de considerar-se as  coordenadas topocentri-

cas do So l  em vez  de coordenadas geocentricas deve

se &o fato da mesma corrigir à paralaxe diurna,

As ooordenadas heliocêntricas do corpo celeste estão re-
lacionadas com as razoes das áreas 5,1 525 ,  ( f i g .T )  como

“se segue;

( S S
x, TU X +X  " ss  O ,1 5, 2 3 8 ,

Ss 32 1neo  +77  =O,  | (7)1 S, 2 3 Ss,

S> .
V 8 2 "tH$HET o .

Para uma demonstração deste sistena veja Apendice l.
' 4 º  | o ""
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Substituíndo-se es equações do sistema (6 )  no sistema

(7 ) ,  tem-se

8, F)
1(4,4, =- )  SS ESA, + XT 2 + (154, - mn.) Z=Oo ,

“x 3

Ss, Ss, .
(KA, - TT.) En  HA, + TT, + (34, - 17,) EX = O ,

8, : 3,
MA T I )  5,7 ve t  ato + VA  = A )  2

)
OU,

/ 3 s. 82 1 2? 1
(nas AA + MA, gos ço MN = AI + 27 AT = LD3 3 3 3

Ss Ss Ss Ss
2 .  l 2un — HA, + UA ,  == = ”  - T ,+2YL  =N1 2Q 15 ,  3358 ,  s, 1 3 3

) Fo) Fx) Ss
2 l 2 1

vv A, To  VA ,  + V —=— . = 27 —-Z +—Z .N1121 22. ”  3, 33 ,  5 ,  1 2 Ss, 3

à solução do sistema acima é da forma

Ss, | .
5, 17h "  + BM +C)N Dm - 2

Ap = AQb+ BM + CH

ps2 :
S ,  3 AL + BN + e N

(8)

(9)
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onde

R Nov, = Bv, a As TENL , Ene" PM
1 ”  7 » “2”? D 13  D ,

z v2d3 = valo z vaha = 3h Be  nte = “oh
1 D + *“Q* D | ? 3,

e data = Malio Mana = Am e Ma = Al
1 D ? *z D » “3”  D ,

1 do ha

Os valores das razoes das áreas não sao conhecidos, por
tanto as quantidades L, M, N também não o são, Calcular-se-a
às razoes das áreas por aproximações sucessivas como será fe-
i to a seguir.

I9,2 — Aproximações Sucessivas

IT.2.1 — Primeira aproximação

. As áreas são dadas por

k 1 / 20k ' 1  13,828, - dh mn .  1 taRA  o (a£)2"**  9, (10)



k 1 2 k1  ,328, = NNE. 6 ,2 t a  | 3 (SD ] (12)

28, = -E  + & E e)  (12)
nº 3 48%

onde, d t  t o  dr = t =  t s  0, = 8 ,  + ,

Para uma demonstração destas fórmulas veja Apendice 2.
Nas área 5, es, será considerada como posição de origem

à posição média, e essa posição media é o raio vetor E
é expressa em relação à posição um.

en-
quanto que à área S,

Odesenvolvimento em série de Taylor do raio vetor =— da
posição um em torno da posição dois será

I TD ,Rº R, +21 ”

Portanto,

k 1 2 k 1 ,dR 225, = h O, [1- Es à RÃ (Ge) 2 07 (0 , - 0 )+  e 1 -3 )

Utilizando-se às relaçoes (10), (11) e (13) acham-se às
e o

ragoes das areas

8, O2 12 / x12 2 2 TEL (8 2
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NS 6 :2? 2 k 1 2 2 k 1 ,d 2 .

Desprezando-s=se 05 termos de ordem super ior  a do i s  nos inter.

valos de tempo, chega-se finalmente a

( so32 sa E 92 62
Ss, [ 2  * emo (63 ex

; : (14)
Ss Ô2 2 x (gp - 82)— . = 1+  =x 3 2

3 9, 6º,

Sejam |

Ô
so  = E ,

3

ê |1 E 2 2BO e —— , . .  -

0
1228 ,

dz

do x 2ANSA SACA

. "
Mara

Com estas expressoes, o sistema (14) toma a forma

f s
1 BO

— > O +

s, 2º" ca
3 2
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Substituidos esses valores em (8 ) ,

(BL-XT, + 20-17.)
L = ALAXT, - 17, + 40+X7 + E) e

Seja

A2= ALOXT. — XT. + AD-XT1 2 3 º  . mes

Ba =BlXT, - -+ BOXT2 3 ”

Fortanto ,

LL.

Le  a2+E .

De maneiras análoga, define-se

A3 = ALT, = VI, 4 A0-TD, >

44 m ALº-ZT7, — ZT,, + A0OºZT1 2 3 !

B3 = BL-TP,
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Substituindo-se esses valores na segunda equação do sistema

( 9 ) ,  tem-se

. | onde

A5 -» Ah *Ã2 + B,:A3 + 6 . º  A4 ,

35 4,*B2 + 8B,+B3 + C,ºBA "

Uma segunda equação é obtida escrevendo--se

nº 2 2 2
2 = x + Jo  + 7 *

Substituindo-se as equações do sistema (6 ) ,  a equação acima

transforma-se em

2 . º  2 2 .R,=A , -  24, (1,ºXT, + ul, + v2* EL.) + X I  + T+  27, .

Foram obtidas assim as duas equações fundamentais do problema

B - .

az =A45+Ã  AA

(16)
2 2 2 2 2R sd  28, (1, XT, + po  TT, + v 21) + XT + TT, +21, .2 2 2
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A solução algébrica deste sistema não 6 praticável,e por-

tanto,  ut i l iza-se um método de aproximação. Atribui-se um

valor inicial, R., para o raio vetor da observação media (E):

obtendo-se assim um valor  para À ,  ( v i de  observação 1 ) .  Com

este valor de à ,  obtem-se um novo valor Rn. do raio E, Testa»

se, então, o valor inicial do raio, R., com o valor caloulado
: R . -  Se  a d i ferença R. — R f o r  menor  que o erro dese jado ,

E
então adota-se o valor  R, = R. ( v ide  observação 2 ) .  Sea  di-

ferença for  maior que o erro est ipulado,  calcula-se um novo

valor  de a, adotando R = o obtem-se, assim, um — outro2
valor de R. Testa-=se esse valor com o anterior (RR), itera-»

gindo esse procedimento a té  a lcançar o erro dese jado,

0BS.1 1 Esse valor depende da natureza da órbi ta; se geocen-
o

trica, R, = 1.1 gr , e se heliocentrica, R, =2.5U.A,2 2
para p lanetas  menores e R, = 1] UsÃ .  para p lanetas ma»

iores de movimento rápido, como Betulia, Toro,  Toa-
' r us ,  Geographus.

OBS.2? : O erro é estipulado em função da eficiencia do ins-
trumental ut i l izado para observações. É de praxe, em
Astronomia, ut i l izar-se um erro igual a 20%, que

equivale a 1 ' º ' ,

I1.2.2 -— Segunda ábrorimação

Com os valores das distâncias geocentricas e dos raios
vetores calculados na pr imei ra  aproximação, é possíve l  obter

novos valores das razoes das áreas por meio das fórmulas de
Gibba, a saber:



E

&

a

Le
n

+ Wpé o AA:
“3 31 -  2 '

' 1+  as&oRUTRE
3 1 -3

onde

kd, = 72 (85%, -?

k

Da -

Para uma demonstração das fórmulas de  Gibbs ve ja  Apendice 3 .

Tendo s i do  ob t idos  novos  va lores  para as ragoes das

áreas, por  meio do sistema (9  ) ,  calculamos valores mais a-

proximados das distâncias geocentrícas ds  4, 8, & portan-
3

t o ,  dos re ios  vetores Rs Ryo Rº

I1.2.3 — Terceira aproximação

E

À terceira e última aproximação do metodo de Gauss uti-
lira uma relação mais aproximada dás áreas triangulares, em
particular
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onãe S. é a área do setor curvilineo, e Sa  área do triangu-
lo correspondente ( f i g .B ) .  A área do setor curvilineo pode

ser escr i ta ,  ut i l izando-se as equações do movimento el í t ico "

da seguinte maneira,

28, = ho ,  = na“ A -  ee .  e ,=a  V1=  e (1, - X) ,

onde: i .

Ns  NX, são as  anomalias médias nos instantes t y  e tao

Fela equação de Kepler podemos escrever:

2S, - aº MA = e? les — e(sen ", — sen v) (27)

onde

26 = -Fs v, v. a

NEL são as  anomalias exceêntricas para os  instantes t ,  EC)

' z  i | |t a .  P

3
A ârea do triângulo será dada

| , Es
por : 3 :

. - : 3

ue  7 P
= T e T — : ” V28, I F  EX sen(v, Vs  3 À

"O o 1 O &.
mas também pode ser dada através
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de manipulações puramente algébricas das equações do movimen-
to  elítico:s

2... aº vl1=- eº [sen 2g - eísen U7 -— sen n)| . (18)3

. Subtraindo-se a equação (18) da equação (17), temos

2 Ú SS
So  SS  A = e ( ?g - sen ?g) . (19)

às quantidades à, g, e, são desconhecidas. Mas sabe-se que
por me io  de  combinações conven ien tes  das equações do movimen-

to e l í t i co ,  as igualdades seguintes são válidas (Danjon, 5 ,
pag. 207):

v . -Y  -
fr. TT ]  sen (D—) = a A = e sen gs,1 3

v.—-Y Lo  vU-"Uu
ENE cos (2) - * -  a [os g = e cos 2 | (20)

| U .  +
E ' No.2 (1, +17) =a  [ 1 -  e cos gooe (  : 3

onde

XxX,=» /0r + rr] cos ( 3º à
3 1 " 3  ) : s

Multiplicando membro à membro as  duas primeiras igualdades
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obtenos uma nova expressão para a área do triangulo:

1 2 : (21)
5" "TP x ,  e a /d l 1 -e  ) . seng  E)

Dividindo-se a equação (19) pela equação (21 ) ,

à Í(og—- sen ?g)

e observando que

2 nº ass

pralare) I ê
%s”

" Portanto, a equação (21) toma a forma

22 a sº 2 º
2 1,? 2 3 Ss ,senp ra  t za f smer  a Es

2 ko ,

Y 2x3 asen-g (23)

Seja | >.. À
2 -

xo  re

Wultiplicando membro a membro as equações (22) e (23), elini-
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namos à 1

3 2 2g — sen 2?m
T-Y*  m ( seng ) .  (24)

Feito i s so ,  permanecem desconhecidas duas quantidades, y e g.

Para es tabe lece r  uma segunda relação entre essas mesmas —in-

cógnitas, elimina-se à excentricidade através das duas ulti-

mas relaçoes do sistema (20): .

a seng ” x 2»  (1  + sen” É) .

Seja

r1 + tT ;  b"

hm» 2/2 x; “ 2 º

Portanto, à equação (23) pode ser escrita como

Yº  " t+  —. $ " (25)

Observa-se então, que as equações (24) e (25) formam um sis-
tema de duas equações e duas incognitas; que sao — algébricas
em relação ay ,  mas não o são em relação a g .  Essas equa-

goes são rigorosas, mas o valor de y só pode ser obtido por
meio de aproximações, as quais levam à equação de Gauss

r -T -n -3 -0 ,  | (26)



onde

Para uma demonstração veja Apendice 4.
À expressão H contém ainda uma incógnita, É , po i s  ela

depende de p ,  que, por sua vez, depende de g atraves de
equação .

2 - F
o) sen  2? o

Sendo que p€ [0,1] 9 então É será uma quantidade pequena e ,

portanto, desprezível  numa pr imeira aproximação para o câleu=

lo  de v .  Considerando

pode-se assim determinar o valor aproximado de E . Desta ma-

neira obtêm-se um novo valor de EH e ,  consequentemente, um no-

- vo valor para y .  Isso fe i to ,  obtém-se um valor mais aproxi-

mado para E .  Essa iteração é fei ta até obter-se um E ,  que
di f i ra de t  nel por  uma quantidade arbitrariamente pequena ,

previamente determinada (v ide  obs.2, pag.24).
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III — CORREÇÕES DIFERENCIAIS

III.l — Correções diferenciais gaussianas

As correções diferenciais de (iauss são análogas às cor

reçoes d i ferenc ia is  de  Leusohner, observando-se que estas úl-

timas originariamente foram desenvolv idas especif icamente pa-

rã o método de determinação de órbita de Laplacê. o
. á s  Correções d i fe renc ia is  de Gauss são baseadas na equa»

ção:

pa = Ae = R*+%%> (27)

2 onde

1
NS .) =—,  -

3

os = 4, XT, + BTT, + 0,27, 9

Qp = A XT, + Bell, + 0 .ZT,,

&% “ 4:57, + 3.17, + c , º  273 LA

Deve-se observar que existem tres conjuntos, 075 0, Sp !

— 1º) Um conjunto "preliminar" (P),  determinado pela equação
(15) da secção anterior
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BO9 rap r t o tas

Bl
e... = Àl * .3" %3p

2º )  Um conjunto "computado" (C ) ,  determinado pe las  Expressoes

de Gibbs: .:
da

14  =
e Cc 2 .2 ”  216 “ 0 ,  ,

3º) Um conjunto "objetivo" (O), C,s Cs  que resultará * das
3

Correções di ferencia is e que estará de acordo, nos limi-

t es  dos erros permissíveis, com os  valores observados de

t e  õ .

Tem-se, consequentemente, t rês conjuntos de diferenças

ou resíduos:
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ou

AS =AC -A 'C  268

€ expressoes análogas em p ,  com as condições especiais

Po "Ox  oo  (29) -

As" diferenças ao, e do,  São às correções desejadas para 08
. valores ( € ) ,  e estão relacionadas a 49, através das equações

do, =-B/"*Ap, , j d=1 ,3 ,  (30)

onde

3," = 3(o, - 40)(p, - F)/R, ,

BJ" = 3(0, - 41)(p, = P)/Ry,
Fs= 17,-A, + Tu ,  + Ea"  Vo .

- . . .

As diferenças A 'c ,  e ao ,  entram no desenvolvimento das
correções diferenciais, pois  ambos os valores (P) e (O) ãe

Ss e“, <p ,  devem satisfazer a equação (27), isto e ,
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" - o 1pa = Ro, = Ra + ,  (31)

(32)

Subtraíndo (32) de (31),

nn ea "  Li) .A pa = Q,-A"o, + Q,4"O,

Substituindo a equação (28) temos

A"pa = Qto,  = A'o,) + R, (Ao, — A'o,)-

Pela equação (29),

Ap, 9, (So, - A ' o , )  + a, (Ae, - be ) ;

utilizando-se à equação (30)

Apa = Q (= B,"Ap, = A'o,) + Q,(= BJ"Ap, = A'0,) »

Ap(1+ QB," + QB) ==Q4'0%, =? (33)38º3
V

A equação (33) é uma das equaçoes básicas das Correções
diferenciais de Gausa, e pode ser  resolv ida diretamente para

a incognita Ap,º Com dp, obt ido deste modo, Ao, e Ao ,  são

computados a partir da equação (30), obtendo, portanto, os
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2 e º%  aue serão usados para calcu=

lar um novo pp que, testado com dp, indicará a necessidade
valores "objet ivos"  de c

” “e

ou não de uma nova iteraçao.

III.? - Resíduos Caussianos muito lineares

"Consideremos as expressoes
1 ,  :

+ TT "
[+] 2 & ” ,

15  >
1=  73ns

+
" 1 +=

a * e 2. —L 33 va
1 - 3

Todos os  te rmos dessas EXPregssoes podem ser  obt idos com pre-

cisão satisfatoria, mas R é necessariamente um valor preli-
2

minar, cu jo  valor  computado seria dado pela expressão:

- - 'É, = EA + oh ,  (34)

onde

+
+

2 .  4 = 1,2,3.
Pos t

a - ( x )  1 º  =.) ,

4h equação (34) pode ser substituída por



Fm = (o ,  + do, JR, + (e ,  + 20) R ,

onde

eo, - BAR,  s

3820
3» nn: ” h| Ei 1 3 ," kTW | .3 R01-3/2)

2 2B, = (0) = 30,0, = 0,)/12,

ea ,  é o negativo da correção no valor preliminar de

Senão aque

É -» e .  À +co  R .eP “1P1 3P3 '

contém os  mesmos valores Rn e R, da expressão ( 35 ) ,

escrever

1 a. R (AMR R( e2 - do,) + Ro ato ,  - 207) 1,1

ou, se tomarmos

SR, -” R,A'o, + R$4'0, j

(35)

R,

podemos
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então 1,

AR, = 5, — B.aR2 2: a, '(36)

Farzendo-se o produto escalar de x, com a equação (365), obte--—

nos

oR,  = (R.5H,) / (R,  + RB.) .º

- * Alguns autores, como, por exemplo, Herrick ( 8 ) ,  su-

. gerem que es te  método se ja  adotado como critério de  verifica»

ção da necessidade de correção nas razoes das áreas, Se ne-

cessár io,  introduzem-se às  Correções diferenciais de Gaues .

Já outros autores oonsideram os dois tipos de correçoes inde-

pendentes, e esta foi a orientação seguída neste trabalho.
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IV — PERTURBAÇÃO

A equação do movimento de uma partícula de magsa n sob

à atração predominante da macsa me, mas tambem — influenciada
por outras massas m., j = l , 2 , . . . n  — 2, j é i ,  e por um campo

3
— externo É, e

7, - K(m + nu, )F(r,)u a .  Ps + E -E  , ( 37 )

onde

oe da, ds ,  dg
Y,  Le et, + o + TA  »

nl F í r  )
..- —RES,  [5 + e CURAS $$)

a

considerando o sistema retangular OENC com origem em nm.
P, j satisfaszendo a equação

aP
i =O Fo ,  4) 9 | para cada j .

,E

Se nos restringirmos somente: ao caso em que, para oada j

: 2
JUTUESTE



à9

segue que

=2
F(r,) ” r :

e ,  portanto,

1

f
P

. j
s

Í

Se abandonarmos o Índice 1, podemos escrever

no? 2 as  + mm. + Es
n-KED nm, ( 7 -  ) .

- *  et 3 ro

Considerando-se que exista uma so partícula perturbadora
( o  = l ) ,  m, = mn (ver  fig. 9 ) ,  ten-se

EEr 4 mm 4 CO ,
Rn = Ke (2 -  3

”

1 m(É,41,5)

mº (E 'n ' ,Z º )

=!

Fig.9
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onde En ,  L,E's n's L '  são coordenadas retangulares referen-
ciadas à qualquer s is tema retangular com eixos fixos no — es-

paço, e origem no primério;s r e x'º são as distancias ao pri»

mário, e

OS (E= ENA (mom)? (Lo xo?

é à distância entre n e mº'.
O termo à é conhecido como à parte principal da função

de perturbação. O outro termo é chamado a parte i nd i re ta ;e la

expressa a ação do p laneta perturbador sobre o So l .  Surge de-

vido ao fato de  que se  utilizarmos coordenadas heliocentricas

este  termo se  anularia se  tomassemos como origem o centro de

Aaessa do s is tema Sol - planeta perturbador.

' Da equação (37) obtem—se, não considerando os campos ex-

ternos,

.. ”
Do

Farendo-se VR = F temos, em função das componentes de F ao

longo dos eixos E, n ,  DL,

+ + E - ro

F

ço  + r o  o o C (38)
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o e = Y = - aAs substituições E. Yes nm i e r  Y transformarao . s

t res equaçoes di ferenciais de segunda Ordem em se i s  equaçoes

diferenciais de primeira ordem;

Integrando essas equações, para un pequeno intervalo de

tempo,  obteremos novos valores para ag  ve loc idades e Dara as

corrdenadas. Nesta integração consideraremos constantes om

elementos o rb i ta i s ,  o que pode se r  justificado teoricamente

pois o intervalo é pequeno (Herrick, 8 ) .
Esses novos valores, são da orbita verdadeire, isto & ,

perturbada, em um instante t.. Considera-se agora, uma orbi-1

ta de do is  corpos e calcula-se novos e lementos orb i ta is .  Es-

ses  e lementos caracter izam uma orbita chamada "órb i ta osoula-

'dora"” no ponto em questão. O corpo celeste em eua órbita

perturbada tem neste instante, &, as mesmas coordenadas e à
mesma velocidade que te r ia  se  estivesse se  movendo na orbita

osouladora neste  mesmo instante.
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- VY — MÉTODO DE CÁICULO

V.1 — Esquema Computacional

Com base na teoria formulada nos itens enteriores, de=

senvolvemos um programa em FORTRAN IV oujo objetivo é oalcu-
lar, & partir de tres observações astronomicas, uma — orbita
pre l iminar  t a l  que seus e lementos  possam se r  usados Como

inicializador (“starter”) nume integração numérica, por exem-

p lo , . das equações planetárias de Lagrange. O programa foi

processado no Burroughs B-6700 do Nuoleo de Computação  Ele-

trônica da Universidade Federal do Rio de Janeiro.
O programa seguiu, basicamente, o seguinte esquema

ÓRBITA DOIS
CORPOS

CORREÇÕES
DIFERENCIAIS

PERTURBAÇÕES .
PLANETÁRIAS

ÓRBITA
DEFINITIVA

r

A part ir  de  t res  conjuntos de  observações obtem-se, pelo

método de Gauss, uma ajustante à es tes  valores. Essa  ajus-

tante é uma e l ipse  fem gera l ,  uma conica) po i s ,  inicialmente,
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o problema foi  t ratado como o de  do ls  corpos.  à a justante,  se

necessário,  é ot imizada atraves de correçoes di ferenciais.

Introduz-se 2 segui r  as  forças perturbadoras em questão

e obtem=se equações d i ferenc ia is  em coordenadas retangulares;

que são integradas para in terva los pequenos, especif icamente,

um dia antes e um dia após cada data de observação. À esco»
lha deste intervalo decorre de razoes teóricas e  experimen-
ta is :  sob o aspecto teór i co ,  a posição dos  planetas perturba»

dores & considerada como invariável ao longo do intervalo de

integração e coincidente com os instantes das — observações ;
sob o aspeoto exper imental ,  a esco lha dem dia foi  motivada

pela apresentação das efemérides planetárias que listam posi-
çoes em intervalos de um dia, Certamente, à hipótese da in

variância é tanto mais rigorosa quanto menor for o movimento

nêdio do planeta, o que não é cr í t ico no caso de Jupiter E)

- Saturno, cujas perturbaçoes são as mais importantes no  pro-

blema de astróides e cometas. Finalmente, esta invariência é

uma exigencia do método adotado para as integraçoes das equa=
çoes  do movimento. Fesquisas poster iores deverão examinar

com maiores de ta lhes  os  erros int roduzidos em ta i s  aproxima

çoes, bem como alterações que se fizerem necessárias a fim de
que  as  perturbações com elevados movimentos medios possam ser

incorporadas.

à part ir  dessas integraçõoes calcula-se uma osculadore

para corda data de observação, obtendo-se assim novos valores

para « e ô nas datas de observação. Com esses novos valores

de as  ô ,  que incorporam perturbações, retorna-se ão método

de Gauss, obtendo-se uma nova: a justante para as  datas de ob=

servação . É bom frisar que essem de  5 desempenham, no mê-

todo de Causa, a mesma função que os  a e ô obt idos da obser-

vação, is to  ê ,  seriam novos valores observados. Em princi

p i o ,  a escolha da curva que se ajustaria aos conjuntos de AR
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44

Escolhemos conícas apenas porque isto nos

permi te  a real imentação do programa a par t i r  de euas fases

iniciais, porem técnicas como as dos mínimos quadrados em
aproxinações polinomiais poderiam fornecer arcos da órbita re-
a l ,  voss i ve l ven te  com prec isoes  super io res  às  eliípces. Nes te

p ro je to  admniíterernos, po r  h i pó tese ,  que as  con icas ,  fornecerão

resul tados ace i t áve i s ,  pe lo  menos em pequenos intervalos de

tempo. A validade da hipótese gerá testada por comparação com
outros resultados (ver secção VI ) .

V.l.1 - Definição das variáveis do programa

Nas variáveis abaixo, tem-se que I » 1,2,3.

(1)
ALFA(I), DELTA(I)

XS(1), TS(1), ZS(T)
TS(T)

K

LAT, LOM

E

ORO

XTN), TD), 2N(1)
IA(I), MI(I), NI(D)

A(T), B( I ) ,  C(D)

-— instantes de observação
- - ”

— a&scensao reta e declinação das
observações 1, ?2e3

coordenadas geocentr icas do Sol

tempo sideral  local das observa-=
ções
constante gaussiana da gravita»
ção
lat i tude geocentrica e longitude
geoctntrica do local das obser.
vaçoes
obliquidade da eo l í t i ca  para
epoca das observações

distancia geocentr ica do lugar
das obstrvações

coordenadas topocêtricas do Soil

: cossenos diretores das tres ob-
servaçõoes

quantidades auxiliares do método
de Gausa def in idas no i t em  IT ,
pag. 19



R(I1)

mn, Fe, FÀ3

 XA(T), TA(T), ZA(I)
QU)
H(I)

GA(TI)

- IE(T)
MA(I)
RO(TI)

QS(T)

XE(1), TE(I), XE(1)
P

CI, SE

45

= determinante da matr iz definida
no método de Causs ,  pag.  19

intervalos de tempo entre "às
observações
distâncias geocêntricas do cor=
po oonsiderado

razão entre as areas s, se 3,

razão entre as áreas S, e S2 3
área S

3 . 2
quantidades auxiliares do meto
do de Gauss, def inidas na pag.1l8

distâncias do Sol ao  corpo mos
dias das observações

quantídades utilizadas nas for-
mulas de  Gibbs

coordenadas heliocentricas do
corpo

' quantidades auxiliares do neéto=
do de Gauss, (TT), page 27
quantidades auxiliares do méto-
do de  Gauss, pag. 30

ragoes entre os  se to res  ourvie
1Íneos e as áreas triangulares

quantidades auxi l iares do meto
do de Gauss, (TI), pag. 2?9

quantidades auxiliares do mêto=
do de Gauss, “ ( 1 ) ,  vag. 28
quantidades auxiliares do meto
do de Gauss, ( 1 ) ,  pvag.3o

quantidades auxi l iares do méto
do de Gauss, ( 1 ) ,  pag.3o

Coordenadas eolít icas heliocên-
- ' t r i cas  do corpo

parâmetro definido a partir da
constante das  áreas

quantidades usadas vara def in i r
OS cossenos e senoe, respecti-
vanmente, dos  angolos cu jos  qua
àdrantes desejamos cr lcu lar



II, IIG

OMÉGA, OMEGAG
v(1), v(3)

EX
AE
EM
WP, WPG
AM, AMG
U(T)

TZ

XF(1), IF(I), ZP(I)

| E )
UF(T)

QSI(I), ETA(I), ZET(I)
AF(I), DF(I)

ERRA(I), ERRD(T)

DIK

DIO, TA(T)

DII, TDI)

ALZEP(I), ALPI(I)
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fngulo que define à inclinação
da orbita
longitude do nodo ascendente

anomal ias  verdadeiras dos  ins»
tan tes  t. o t1 3
excentr icidade

semi=eixo maior

movimento medio

argumento do periçentro

anomalia média

anomalias excentricas das tres
pos içoes

tempo tomado como referencia

coordenadas retangulares helio»
cent r i cas  do como

anomalias medias f inais das
t rês observações
anomalias excentricas finais
das observaçoes

oo0rdenadas retangulares goo=m
centricas do corpo
ascensoes re tas  e declinações
calculadas

erros re la t ivos  entre às  ascen=
soes retas e declinações, rem
pect ivamente, observadas e cal
ouladas

data para à qual deseja-se in.
te rpo lar

data imediatamente anterior à
DIX

*“

í data imediatamente poster ior àa
- DIt

ascensoes retas cor respondentes
as datas DIO e DIT, respectiva»
mente do planeta perturbador



DEPZE( 1 ) ,  DEPI( 1)

ALPMI(I), ALPII(XI)

DEPMI(I), DEPII(TI)

XP(1), YP(I), ZP(I)

ALFAP(T), DELTAP(I)

ROP(TI)

FX(1), FIO), Fe(I)

VEX(1), vr(1), vz(T)

T(1 ) ,  1 (2 ) ,  T(3)

( 4 ) ,  Y(5), T(6)

ERFOA, ERROD

E)
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— declinações correspondentes &s
datas DIO e DIX, respectiva=
men te ,  do p lane ta  perturbador

âscensoes retas imediatamente
anter io res  e posteriores ê
ALZEP(I) e ALPI(I), respeoti-
vamente

declinaçõoes imediatamente an.
t e r i o res  e pos ter io res  a
DEPZE(I) e DEPI(I), respecti-
vanmente

coordenadas retangulares geo
cêntricas do planeta perturba
dor

ascensoes retas e deolinações
àão p laneta perturbador para as
datas de observação

distâncias geocentr icas do
planeta perturbador

coordenadas das forçam de per
turbação para as datas das ob-
gervações

componentes das velooldades do
corpo =

coordenadas equatoriais he l io
centricas perturbadas para um
dia an tes  e um dia depo i s  das
datas de observação

componentes das ve loc idades
perturbadas para um dia antes
e um dia depo is  das datas de
observação

diferenças entre os & e  ob=-
 ge rvados  e os  ae  8 calcula-
dos pelo metodo de Gauss — de-
polls de  t e r  sido efetuada a
perturbação
TES
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V.1.2º — Fiuxzograma

PATI), ALFAÚI), DELTAÚI),
XS(1), T5(1), ZS(E), LAT,
LOM, TST),  K, E, ORO

Correções
di ferenç ia is

48

L Ee & ca ta

CGáloula dos elementos
orb i ta is  prelininaras

Cálculo das efenéri-
deo «& das correções

1

LE  fodas os  erros € 106 D

o T l ,  à3s 1 ,  : > k

Tlezentos orbitais
Efaenérideo
Correções O = Ç

Câlonlo das correções
( - WHO = entre oa 4,0 de em

x : : trada e ou últimos G&,
5 calouladoa

À

E lemen tos  o rb i ta i s  pe r
turbados
Efene r i des  per tu rbad ia
Correções para ag datas
médias ;

ALFA(S) — AF(?)
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V:2 — Método de Integração Numerica de Bulirsch — Stoer (B-S)

O método B-S é utilizado para resolver um sistema de

equações di ferenciais ordinárias da forma

Ar  - (711 For t e  so) , à = 1, . . . ,  n

sendo dados valores inicials,.

Essencialmente é baseado em extrapolações, pois que a

extrapolação é um meio poderoso na aceleração de convergencia

de soluções.  Tem sido provado que extrapolações bassadas em

polinomiais interpoladores ou funções racionais,  fornecem so=

Iuçgões bastante prec isas ;  ent re tanto,  a experiencia tem mom

" trado a euperioridade da extranolação por. .funçoes racionais

sobre a extrapolação po l i nom ia l ,

Una comparação en t re  o método B-S e os  métodos de Runge

Kutta, Adams — Moultan - Bashforth, e o de extrapolação com
polínomiais baseadas na regra do ponto médio modifícada, mos
t rou que  05  resul tados são mu i t o  ma i s  p rec i sos  € o numero de

operações necessár ias para ob te- los ,  e muito menor quando se

faz uso do método B-S. Além do mais, este é mais fáoil de
Ser programado, pois não é necessário computar valores int
c ie is  especiais e à ordem de aproximação nao e prefixada, po
dendo se r  modificada de acordo com o problema em questão, E

para finalizar, não é preciso nenhuma preparação especial das
equações diferenciais a serem integradas.

Para uma melhor visualização das vantagens, deste método

Sobre outros c i tados acima, sugerimos um exame dos exemplos

apresentados no art igo “Numerical Treatment o f  Ordinary Dif-

ferential Equationa by Extráipolation Methods" do anexo 1, em
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especial do exemplo 3 ,  po i s  refere-se à um problema de  Meca

nica Ce les te ,  Remetemos também ao Anexó 1 o le i to r  interes-

sado em pesquisar os aspectos teóricos e práticos do — método
em questão.



VI — ANÁLISE DOS RESULTADOS

VI.1 — Introdução

O programa desenvolvido foi testado para tres asteróides,
683 Lanzia (1909 HC), 1342 Brabantia (1935 CV) e Ceres. En

seguida, foi  testado para do i s  cometas,  1977 HB e Kohler,  com

dados obtidos dos telegramas do TJ.A.U. ( União Astronomica In»

ternacional).

Os resu l tados de  cada um serão analisados separadamente,

fazendo parte da analise comparações com resultados obtidos
por  ou t ros  au to res .

As coordenadas retangulares geocentricas do Sol, as coor-
“dênadas esféricas geocentricas de Jupiter, às coordenadas dos

- observatorios (quando necessárias), a obliquidade nédia da

ec l í t i ca ,  a redução para tempo s idera l  e ,  f inalmente,  às  com

reçõoes para a precessão, foram obtidas de “Nautical Almanao",.
A constante gravitacional adotada, k ,  também foi  obtida da

mesma publicação, edição de 1978, e o seu valor é

k = 0,0002959122

As ascensoes retas e deolinaçoes topocentricas de entrada
foran reduzidas para radianos e ,  quando necessário, para a da

te de observação.

As anomalias médias, os argumentos do pericentro e as in-
clinações são referenciadas à época de observação.

Alguns problemas que surgiram quando da determinação das

referidas órbitas serão examinados na secção VIT.
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 VI.2 — Asteróide 683 Langia

Os dados de entrada deste  asteróide foram obt idos de

Herriok ( 8 ,  pag.384):

— DATAS 7,8205 26,7480 48,626

h A s h  ..n.s h nm s%r910 3 50 24 ,3  3 13 3 ,0  4 54 19 ,5

1910 250 11º 10"%,5 22º 29'  31,3 20º 14º 51,9

e t. são dadas em tempo médio de Creenwich ,
2

referenciadas a 1 º  de Novembro de  1910.

As datas t y  t

Os resultados por nós obtidos, utilizando correções di-
" ferenciais gaussianas, estao nas tabelas n º  1 e 2 ,  onde à ano-

malia nmôdia, o argumento do pericoentro, à inclinação, o nodo

ascendente, DELTAF e ERRD são dados em graus e frações; o
seni-eixo maior  XF, YF, ZF, OST, ETA, ZET, em unidades astro=

nomicas;  o movimento med io  em radiano por  dia solar médio «e ,

finalmente, ALFA e ERRA em horas e frações.

TABELA 1 — ELEMENTOS ORBITAIS
-

ANOMALIA MEDIAZ2212121650
SEMI EIXU MAIDCA= 3.121299 U.bà,
MOVIMENTO MEDIOE 0.178731 rod/dem
EXCENTRICIDAILE CO487797 -
ARGUMENTO CO PERICENTRDOA 260% 87941
INCLINACAU= 1094973860
NUDO ASCENCERTE=2602691/7159

f

cÇ— —  .  — —- < —.- O O LENA VU nao  " .
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TABELA 2 — EFEMÉRIDES E CORREÇÕES
EFEMXNERIVDES

xF
2 .nbE  UEsS55TO

ce t  S tZ IAdLS

2.7U2YO4h9AA

781
2 .156 I  158556

YF :
0 .7R332R6532

0.947/28335256E

141272947 316

ETA
0145333875 32

2F
1 .299827  8071
14333939 1871
14 3581763459

7FT
1 .02090674371

23h47  327713  De 1324337256  0 .93  C6646AZ I

2 -  6500575961  0 .22658493 ]16  0 .97  743464189

CNRRECÇES

ALFA ERRA DELTAF FRRD
o lbScucseTSa  "O.CODOCCL4392 286: f 4B2449762  “0 .0000900593

“O«0GOCNO3ZEIÁ

0 :  0G9GIVAB401
” —

22 .49  7025806?

29.2477T4B9E3O:
O«2145CC1€E37

O.32702715555S
“"0«9090GO158A

U.CCODÇEL7AI

cos 8 Mo = = 0", 0085618

nô, = = O",6TO5T66
Os resultados obt idos por Herrick ( 8 ,  pag.399-400) ,

atraves do metodo de Laplace, foram:

SEMT EIXO MATOR = | 3,1212221 U.A.

MOVIMENTO MÉDIO «= — 0,1813481 rad/dem

EXCENTRICIDADE =  0,04888372

ARGUMENTO DO PERICENTRO = — 267º,05142 |

INCLINAÇÃO = 218º, ,49806

NODO ASCENDENTE = — 260º,65696

cos 8 A, mm.  09,35

As = .  0",092



54

Usando-se os  residuos goussianos muito lineares obtive»

mos

TABELA 3 — ELEMENTOS ORBITAIS, EFEMÉRIDES E CORREÇÕES

ANOMALIA HECIA=221%1F"16508

l Si. MT o l a t  MA IGRS

MOVIMENTC NECIO?

FEACENTRICIVAL=

3 .12129  U.,A,

0174731 rad/dem

C«C4a77o
ARGUMENTO Cu PERITCENTSOS 2E66PB70941

' INCLINAC AL 100493440

NUDC ASCENDEAIE=Z2ÇoSER1719

xF
1 2 :06  E€JB4585506

2.739  aT IA7ASm
n

3 2 :  TUEICAÇIO ]

as!
2e1n5 I  15854554

243547  t 27718

2 .54  000973961

m
os

EFEMERIOES '

2F
1.2996827 8671

F
(TAS I2dHS32
C.947TISI325E — 1,7339379 Çdos |
i a l 27Z79n731€  1 .3631 /8345Y

ETA 1T
NA1453337542 —1.02P0901n7T071

|.
0.1329337258 — 0.9806646821|

C.2?2C5S4AGTI€ Ca9774346G4ES

CIRRICUIS
+
”

ALFA
D.25E0CEETSS
I - 2145CC 1637

de 32700 14EN5SS

-.

ERRA
“COCICOCL6FHE.

"C.OCCODCLSHE

COCÇCIOCITAA

2 .  ELTAF
S.15672544 59762

22 .492025  86062

2ue2477T415T3

"ERRO :
"“O-COLC06I0592

“=“0.03CC0793294

DKCCCCOGOSACE
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Ta tabela n º  3 ,  tem-se

cos 5,0% m = 0,0085641,

enquanto que Herrick ( 8 ,  pag.399-400) fornece

cos E A me + 0 ,35

Neste exemplo não foi  oonsiderada a perturbação planetá.

ria; ele serviu para testar o método de Gauss, que foi & base
do programa,

VI.23 — Asteróide 134?  Brabantia

Os dados de entrada obtidos de Danjon ( 5 ,  pag.97) ' f o -
E

DATAS 13,05561 28,90839 37,96207

h a ss .  hm s h E F935 ,0  10 25 278,39 10 1 58 85 9 49 14 ,92

935,0  — 59 27º 28"º,7 | — 8º 39! OU%,1 - ”  57' 48 ,0

às datas são apresentadas em TU (Tempo Universal) e refe
renoiades a 1 º  de Fevereiro de  19235.

à f im de  poas ib i l i ta r  vma ConNparação com 06  resultados

dados por Danjon ( 5, pag.l02), a tabela nº 4.:foi obtida sem
nonhume ouI ICÇÃO n1reren t ias  e com perturnação,



TABELA 4 — ELEMENTOS OXBITAIS. EFEMÉRTINERS E CORRECÕES

ANOMALIA MEDIANSÍN SO o7n4dS
SENI EIXG vMAICRE
HLVINENTC MECGIOS

EXCENTRICIOADES 9I,c0OZ2014
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—n

2 .  ?HThÃAES D.A.
v-2537/66 red/dea

ARULUHENTC OG PERICLENTRU= ce7Qucso25

INCLINACALUZ 2120903110
NCDO ASCENDENTESIIZÊ9GUI16O0

xFà “1.5671A4b326
2 «1,6921141171
5 -1.720345Su“151

-—.  Moo  nc  ças

TF .
UsvO4BYU 2217?

L.a73Z2755553O

U.ES I18 /95001

treMERIVES

dF
D.1472008877

0 .00517  19723

“O .07800  55003

: as! ETA ET- * sO.c34299a491 — Q.IGEDORNG2331 =OsCcdESCESZ5S7
“O.7646740335 —Q,4327101425 =O.1336tE7590
“U . f / t f 2 I 1b2484 “O .  ÍES17Ç5277

DI  o rs a ms  es

CORREECES

CRM OELTAR ERRO10ftbÃss3s162 co.óo0dci1d3s cBlnsSosEAIES — CoCUDOaZADdAad
I 16 .C I IOL5730h  “ l L .COIODCI33TOS “AQGID IOETUIE  O .COUIGÍCZ IVO

9.82001751d1 “C.UONOGEGOSI “F.9133ZAZA5L “C.COOCOSL163

2 Bo  : 3
AB 8ERRA| — O, 00408204 = 0º, 00659448 — 0º 0244926

ERRD|  O",15297984 0º,  22766256 — 0º,03281868
%

F
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Danjon ( 5 ,  pag.225-228) apresenta os seguintes elemen-

t os  orbitais:

ANOMALIA MÉDIA 345º,823

SEMI EIXO MAIOR 2,29265 UvÃ,

MOVINENTO MÉDIO = 0,2823921 red/smd

EXCENTRICIDADE0, 20202 | .

ARGUMENTO DO PERICENTRO = 227º,976

INC LINAÇÃO = 21º,048 1935,0

NODO ASCENDENTE = 312º,974

ERRA | = 0,01 0,01 | — 0,01

ERRD | Oo",1 | - o " , 1  | — ov ,2

Neste caso particular o processo computacional não apre»

sentou Cconvergencia em LRRÁA e ERRD por  nenhuma das têcnicas

de correções d i fe renc ia is .  Tentamos então ob ter  à ". conver-

genoia calculando, primeiro, à perturbação devida a Jupiter,

e ,  em seguida, as correções di ferenciais.  Mas a COonvergen-
6

c ia ,  para 10 s não foi obtida, e os  erros se mantiveram na

ordem de 107,

Tendo em v is ta  o exposto acima, dímíinuimos o eritério de

Convergencia, nes te  caso espec í f i co ,  para 107º e ,  consideran-

do à perturbação devida a Júpiter, obtivemos à seguinte tabe-

1a:



TABELA 5 — ELEMENTOS ORBITAIS, EFENÉRIDES, CORREÇÕES E
LL CORREÇÕES FINAIS. = ee A o

U

Daio ANE memos (mo o aa  me  vv ne  aan rea

ANUMALIA MEDIA=345%585206
SEMI E IXO MAIURE  c.2Y5557U,.A,

MUVIMENTO MEDIJE V.203382 rad/dsm
EXCENTRICIDADES O.,z202108

' ARGUNLNTO DO PERICaATADE 2272/12931
ENCLINACAU= 212096537
NODO ASCENODENTE=3149011960

EFEMERIDES

XxF YF 2F :
1 “ -1 ,6281750505 0 .5053  569205 0.147VU663950

2 “1.69312606266 0 .75  353024767 0 .00456  33572

3 -1 .7214192004  — O.b625530074o “ -0 .0763149240
*

-

: US!
. *0.a552C303667

ETA ET
0.36544539319 —-0.03/0660776.

“0,1333395  7154v -0 ,765b37  3409  0 .  4332557196

=«0O.7htvnSC547 57  0 .4801777294  -O0 .155326623 )66
| o

CORRECUES
ALFA o !  ERRÁ. De lTAF  ERRD

à 10.4245535830992  “0.000N0liZCyl  -5.4ó540220660 0 .09000421241

2 10 .03305609717  “C.Q00DJVOVUlLH 134 -8 .65001055832  0.UV0OVO0O63JUISDA

3  9.8208624309 =U.0000067504 =9.9129653231 =0.0000087612

ERROAà  0.00001413915
=0.9000221744[a

. + .=-=0.0000517679

ERROD
“ t . 0003723562

=0,00GPY4AYSSdA
“ 0 .0003h30 3g2

CORRECUES FINAIS
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Os dados de entrada, bem oomo as  coordenadas retangula-

res geocentr icas do So l  e as  coordenadas esfér icas geocentri-

cas de Iópiter, foram tiradas do "Nautical Almanao" para 1978

DATAS 1,0 16,0 | 31,0

F1950,0 26º 57º 165,91 | 18º 10º 475,03 | 219º 277 41º,32

S1950,0 = 30º 42º 46",0 |. 300 12º OB%,7 |- 299 31' 505,2

Am datas estão em TU (Tempo Universal), e são referenciadas &
2 21º de Outubro de 1978,

Por neio de correçoes diferenoiais gaussianas, e sex
considerar a perturbação planetária, obtivemos os resultados
das tabelas n º  6 e 7 ,

TABELA 6 — ELENENTOS ORBITAIS

ANOMALIA MEDIAM 699448270
"SEMIEIXO NAIORS
" MOVIMENTO tEDIGCS
EXCENTRICIDADE=z

ARGUMENTO DO PERICENTROS 764%623642
INCLINACAO»= 108597 3j€2
NODO ASCENCENTE= 909102783

2 e —— = em.

—— .

CTTIG6RE U.A.
C.213365 red/dsm

N.077434

-

mm!
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TABELA 7 — EFENÊRIDES E CORREÇÕES

e .  o mo )

EFEMERIDES

xF vF 2F“1.76995683772 =«1.9567755166 =“0.5636979581
=1.6582210351 =«2.0434072221 =0.6297357923
“1.5410425763 «2.1331506434 =“0.6936657279

E A aa ba

as !  ETA 2E8T
=2.,7629224772 “2.073/946166 “O.6154344581
=2.,5316LE36B51 -2,.3930029221 =O0.77914€2323
w2.3331402763 -2,6821976434 =0.9317222279

! CORRECCES
ALFA ERR DELTAF ERRD146.46594108945 — 0.000NC02177 =10.0851106994 =0.0000006109

14.85519466964 =C.0000C00252 =12.48055E5362 =0.0000000184
15.2654166885 =0.000N000208 =14.68634E6GG6406 =“O.0000002464

Efetuando-se a perturbação, devido a Júpiter, obtivemos

* como resultados finais os  apresentados nas tabelas n º  8 e 9 .

TABELA 8 — ELEMENTOS ORBITAIS

 ANDPALIA MEDIAS 6RQC12206
SEMI EIXO MAIGRE c.772971U.A.
| MOVIMENTO MEDIOS Q.213445 rad/dsm
O EXCENTRICICADES  0.077529'
" ARGUMENTO OC PERICCNTROS 7684657578

INCLINACADe 109599334
NODC ASCENCENTE= 909101090:



e

é l

TABELA 9 » EFENEÉRIDES, CORREÇÕES E CORREÇÕES FINAIS

f !
! xFPOO YF 7F
| =1.7697955983 =1.9566503097 =0.5E366C7ASA
hel.6581425736 «2.068? 826653 =N.629694944h
| =1.5409351596 =2.1330697690 “=O0.6936273743

: aos! ETA ae |
=?,/7/62/496988 “2 .07  3656940957 “O.6l43572491 |
=2,5815451736 -2.,3928733653 =O.779LC7HGAHG
=2.3330328596 “2.6H20767690 =“O0.9316ECB7AR|

mem DA A ' O ANNA i

| CORRECCES
' ALFA ERR . DEL TAF ERRO :
| 14.4594148539 — C0.0000C02156 -10.0651223390 =0.C000006184

! La. ESS1575189 =0.0000C00266 =12,4305615555 =0.0000000059

é 15.2654185311 =0.0000C00222 =16.6863350299 =0.C0O00NNNZ23EA

. —ERFCA
|-=0 200000 37417

| =0,  0000030747
=0.,0C00018634

-

ERRDOD
0.C00N112286

0 .  0000050053
0.0000CO142S

EFEMERIDES f

CORRECCES FINAIS

As efemérides planetárias ("Enhemerides o f  Minor Planets
[4

for 1978) forneceram os seguintes elementos orbitais

Ceres:

ANOMALTA MÉDIA ww» 348º,581

SEMI EIXO MATOR = 2,7674 UA.

ARGUMENTO DO PERICENTRO =

INCLINAÇÃO

NODO ASCENDENTE =»

= 10º%,610

80º , 486

71º ,335

para

.— 12950,0
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Sendo que os  dados de entrada foram t i rados do “Nautical

Almanac", eles já estão corrigidos da perturbação de Jupiter,
e àos outros o i t o  p lanetas ,  Portanto,  o que f izemos fo i  cal

enlar uma nova perturbação devido a Jup i te r .  Is to implica em

dizer  que calonlamos à perturbação sobre Ceres devido & um

planeta de massa equivalente à duas vezes à massa de Jupiter,

oO que foi  fe i to  a fim de testar o grau de influência de Japi
ter  sobre Ceres, Como pode ser observado, esta influencia é
pequena, pe lo  menos na configuração estudada,

VI.5 — Cometa Kohler (1977 m)

« Os dados de entrada foram tirados das efemerides apre
sentadas nos Telegramas da T.U.A., circular nº3205. As coor-
denadas retangulares geocentricas do Sol e as coordenadas es
fór icas geoceêntricas de Júp i t e r  foram obt idas do “"Nautical

Almenac" para 1978,

950 ,0  5º 57 ,95  6 23 " ,23  e 27", 83

950.0 — 14º 28,4 14º 21',9 — 149 241,7

Às datas estão em TU (Temvo Universal) e são referenciadas a
1º de Junho de 1978. o i

Não considerando correções di ferenciais e à perturbação

- planetária, obt ivemos os  dados da tabela n º  10.
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— TABELA 10 — ELEMENTOS ORBITAIS, EFEMÉRIDES E CORREÇÕES
ce mm

ANUMALIA MEUIAR 02205973
SEMI €IXC MAICRELIÇI.655280U0U0.Ão

| MOVIMENTO MEDIOS 2.099976 rad/dem Na
CEXCENTRICIDADES 0.990523 :

ARGUMENTO DO PERICENTRO= 1619972297
INCLINACAOM aut782448

NGDO ASCENDENTE=1819728280
' |

EFEMERIDES

xF YvF 2F
1 “0 .3176349637  2.7TOBRI 32334 “1 .31B40683573
2 “"O.NS0O5714t3TO 2 :  8618820052 =“1.3646647€639 =
3 “"Oes9 3371 433  2 .9523493992  “ l . 4096820€25

— —— eme o ct r es  amo Co  —— . . - .  ——as! ETA Z2ET*  0.0330771363  3.6417986334 “0.93991269731
O-217839646376 — 3.7773398352 =0.9677155639.
“ 047  36972433 3 .8G44N4992  = “1 .0054956625

——-—— ea o tu o ao  — — e a

--
CORRECCES

º |
ALF  A ERRA DULTAF  FRRD :

5 .9653068777  C . Í 9 I5263009  “14 .47  146598624 “0 ,0018323023
62 22063039 7045  Ce0 )U4603269  “14 .346691  11892  “O .0N16445029

6.406 34 235497 C .00 )4097475  “14 .  41V217 6852  “ 0 .0 I14470319
a rma  o mo o o a o ão

Incluindo Correções diferenciais gaussianas, as tabelas

à seguír foram obt ídas.

TABELA 11 - ELEMENTOS ORBITAIS

| ANOMALIA MEDIAS O.v62938 :
SEMI EIXO MAIDOR=2222132756 í
MOVIMENTO MEDIOS .0.090298 ;
EXCENTRICIDACE= QeY95676
ARGUMENTO DO PERICLONTROMW 162,441167
INCLINACAUG= 48.778255

NODO ASCENDENATES 1312706492
«ma o data o LE — pm
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TABELA 12 — EFEMÉRIDES E CORREÇÕES

YF
2+769109 66232

— . e -

EFENERIOES

7F
“13181806  4ç17?

COO14020139  “14 , . 5057641 9245
— MMA mao o ao gt  orrnço no

"O.40464 11366 —2.8623353023 “L1.36G44366549|
0 .49  24267052 —20.9530020675 =1.6095560899'

os1 ETA ze ro  |O0.0362528438 —3,64620G020232 =0.9596924019 +.
“ 02167657366  3Te7777931023T “N29675378949
“ J ) . 4 /26025852  3 .385137  1475  = “1 .00N537  968590

CORRECCES
ALFA ERRA DELTAF ERRD

5.,9040767998 —C.NOL17564787 =14.5670396217 “O.0)62925430'
6:218Y312237 —COOL15687078 “lú.s3427395089 “0.0055962032

— 6ehv24312833 “0.0)49227526 |

O telograma apresenta os  seguintes elementos orbitais:

EXCENTRICIDADE =»

ARGUMENTO DO PERICENTRO =

HNODO ASCENDENTE =

INCLINAÇÃO

0,999502

163º, 4880

1819, B240

= — 48º,7181

1950, 0

é

CGomo pode ser notado examinando-se as tabelas acima, às cor
reções di ferenciais,  apesar de melhorarem os  elementos orbi-

tais, pioraram os erros em alfa e del ta,  não levando à

vergenoia desejada no nível 10 .6
con
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 V IT .6  — Cometa 1977 HB

Os dados de entrada foram obtidos a partir das efeméri-
des dos  Telegramas do I .A .U . ,  c i rcu lar  n º3159 ,

As  coordenadas retangulares £geocentricas do Sol  e as co»

ordenadas esféricas geocêntricas de Jupiter foram obtidas do
“Nautical Almanao" para 1978.

DATAS 12,0 11,0 21,0

950,0 | 22817516 | 23º 55%0 O 34,76
8 o21950,0 | 3º 50%0 2º 5º55 86º 224,3

As datas estao em TU (Tempo Universal) e são referenciadas à&

1º  de  Fevereiro de 1978. Obtivemos como resu l tado;

INCLINAÇÃO « 3º,64872983

NODO ASCENDENTE =  2320º,59351595

EXCENTRICIDADE > 1

enquanto que o telegrama fornece

INCLINAÇÃO =  9º,4231

NODO ASCENDENTE =  32º,7856. 3º

EXCENTRICIDADE — «= 0,3449508
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À causa da excentr icidade ser maior que um foi  devido &o

fato de obtermos com o programa distancia geocêntr ica negati.

vê na primeira aproximação calculada pela subrotina RAIO. Em

te problema será retomado na próxima seoção.
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VII — CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS

VIT. — Preparação de  dados

A nedida que às  d i fe rentes  órbi tas foram sendo computa=

das, verificamos que para aplicações sistemáticas do esquema
proposto ( ve r  Ppag.48). se  faria necessár io a montagem de uma

subrotina que p rocessasse  as  segu in tes  conversoes:

&) tempo universal em tempo das efemerides - esta con

versão é necessária a fim de compatibilizar as unidades de

tempo empregadas nas observações (TU) e nas efemérides do Sol

e dos planetas (TE);

b )  coordenadas aparentes em médias - is to é necessário,

“uma vez aque para f ins oomputacionais e na h ipo tése  de  publi-

Ccâçoes, devemos referir  as  coordenadas observadas (aparentes)

& algum equinócio f i xo ,  usualmente 1950,0 , bem como na

transformação das coordenadas dos p lane tas  perturbadores para

o mesmo equinocio, se estas coordenadas sao retiradas ão
“Nautical A lmanac" .  Somos de  opiniao que à conversão de  co-

ordenadas aparentes em médias, bem como à passagem de um

equinócio a out ro,  deva se r  f e i t a  a par t i r  de  fórmulas rigo-

rosas e não das indicadas no "Naut ical  Almanac", que são

aproximadas (1978,  pag. 9 ) ,  dado que em grandes programas

que, como no p resen te  caso ,  operam com base em i te rações ,  pe-

QUuenos er ros  nos  va lo res  de  entrada podem se converter  em e r

ros apreciâáveis ao final do processamento; :

c)  subrotina SOL - esta subrotina que realiza interpola-

çoes bessel ianas nas coordenadas do So l  e dos  p lanetas per-

turbadores,  a f im  de  ob te r  va lo res  co r responden tes  as  datas

de observação, necess i ta  ser modificada com o objet ivo de in-



celuir diferenças de ordens superiores às segundas,de ta l  mar

neira que p rec i sces  da ordem de 207! nestas coordenadas sejam

asseguradas. Idea l is t icamente ;o  programa deveria conter  sub-

rotinas que computassem, a vart i r  das teor ias p lanetár ias,  as

coordenadas do Sol e dos planetas, quando então as coordena-

das des tes  corpos deixariam de se r  dados de entrada. Do pon

to de vista prát ico,  contudo, is to implicaria em um tal aoré-

ecimo do tempo de processamento (s ign i f i car ia ,  Dor exemplo,

resolver um conjunto de  81 equações planetárias de  Lagrange -

equações d i ferencia is  ordinárias de 1º ordem não l ineares ) :

que so  se  jus t i f i car ia  caso fosse economicamente viável a

montagem de uma central de cálculo de órbitas;

d) correções de paralaxe e aberração planetária — a fim
de tornar possível a utilização de observações feitas em di.

- ferentes observatoórios.

VIT.2 — Subrotina RATO

Esta subrotina resolve o sistema de equações

x? A t .  (2R cos 0 )  “+ Ro,

onde A e RB são constantes obt idas a partir dos dados de emn-
o

mm. SS.trada e
. =

. Paes

Roos | «= )XT+UTT I  VOX,

RSX Amro ,
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& partir de  uma estimativa inicial da distenoia hel iocentr ica

do astro, r ,  e de acordo com o esquema abaixo:

(1) BcTE=A

Fa .  [AM]? o (on condi + ,

A

sendo à - L52peey  e 2 (o )  a estimativa l u l c i a l .  O C i c l o  de

iterações 6 processado até que

( 3 -1 )  2 ar t ) ,

Este esquema, entretanto,  apresentou uma "circunstância

de não solução: se A<0O, obtivemos À <O, o que é impossível.
Testes  realizados em ca lcu ladoras demonstraram que nestas

circunstâncias outros esquemas, como, por  exemplo,  aproxima»

ções de Newton — Raphsow (Herr ick, 8 ,  pags.  3686-387, 390-391)
(o)podem ser usados. TIlustrativamente, tendo-se r ', podemos

obter

a t )  convi E ELA  (Roo? (39)

(1-1), à alo») 1f(r  ego  To "e-so (40)

(4-1)( 1  = 1) r- ) = ! - s (42 )
B(alÉ 1) R cos Wv) le ” U 4

gali=D ET  AÇÃO), (42)



af AG,  ga lo

1 ) ,  [at1)] 2 -— (2R cos 4) Alt) + E Y? o (44)

onde 1 w=11,?,... O o ic lo  de operações é fechado entre as

“fórmulas (44) e (40), a fórmula (39) sendo utilizada apenas
se i x - l . ,  à iteração será interrompida se

(1-1)  sa l )  <107,
$

X

A

Como é fâocil de ser observado, o tempo de processamento

é bem menor no primeiro esauema do que no segundo, uma vez

que aquele opera sobre duas fórmulas e este sobre cinco. ÀAs-

. sin sendoja subrotina RAIO deveria conter  um tes te  sobre o

sinal de À e gobre j á  =- R cos ]  a A necessidade de testar o

modulo € devida ao fa to  de que a diferença indicada aparece,

na equação (41 ) ,  em denominador: se esta diferença se apro»

xima de zero, seu inverso crescerá para além de qualquer li-
mi te ,  induzindo indeterminações programáticas (Herrick, 8 ,pag

176).
Dado que, em programas mui to longos, o ganho em tempo de

processamento é fator or í t ico,  os testes sobre A e j a -  Reos |
nº subrotina RATO, deverão,  po r  exemplo ,  obedecer a uma hlie-

rarquia do t ipo :

Se ADO - processe RAIO Lo .

Se A<O - teste-se j á -  R cos t |<e ,
caso negativo processe RAIO 2 . (fórmulas

(39) a (44)),
caso positivo processe RATO 3 (ver formu-
1as (45) a (48)).
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Como proposta para uma RAIO 3 ,  temos

a l  = ay  lO -  ») , | (45)

r o ) ,  [a " ») 2 (or cosa Alto Da t o  [20 D)?,
- (46)

e i o )  ( 1 -1 )  38 ,//(51) '- f ' ( r  ) = 2r 1 -  = 5 o - R cost)

LES (47)

| sa í  "” 2 )  NE  e 2a )  obtidos pelas fórmulas (42),  (43),  (44).

(48)

A não ut i l ização da RATO 3sque não contém denominadores

capazes de se anularem, em lugar da RATO 2 ,  decorre do fato

de que à presença dos denominadores acelera a& convergencia,

desde que, e claro, estejamos operendo com diferenças

la-  R cos ue .  Pesquisas adicionais terão que ser realizam

das à f im de  que possamos determinar um valor para € ,  caso

existe apenas um que possa ser  sa t is fa tór io  em todas  as  oir-

cunstâências o rb i ta i s .  Não encontramos, nos textos consulta

dos, uma eolução para este problema.

VII.3 — Estimativa inicial da distância heliocentrioa

Porque à solução de todo o problema do cáloulo da órpi-

ta depende da poss ib i l idade de serem realizadas estimatívas
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(o)mais ou menos conf iáveis vara r " varios esquemas tem sido

propostos para solução “2?  des ta  questão, e são baseadas em

gráficos ou tabelas (Herrick, 8 ,  pag.386, 389). Este tipo de
solução pressupoe ou à interrupção do processamento à fim de

que os gráficos e tabelas sejam consultados, ou a utilização
de erquívos no computador. À pr imeira h ipotese não deve ser

considerada po r  razoes ev identes.  Quanto & segunda, somos de

opinião que so luções al ternat ivas possam,  ta lves,  serem tes

tadas .  Como exemplo,  dado o seu i n te resse  para à determina»

ção de efemérides de procura, que são provisorias e servem
apenas como orientação aos  observadores,  acredi tamos que Oo

método de Olbera para adeterminação de órbitas parabólicas,

possa ser  estabelecido como uma subrotina capaz de ;

a) fornecer estimativas mais precisas para À,  ou T, ( o

* Índice 2 referindo-se à data intermediária);

b) fornecer efemérides de procura no caso de cometas Ou

asteróides recem descobertos.

Certamente, este método pressupoe a possibilidade de em
t imativas de  À na posição 1 estarem disponíveis ,  oO que parece

retornar o problema ao seu ponto de par t ida,  Ent re tanto ,  o

que acreditamos ger possível realizar é à combinação dos mê-
todos de Olbers e de Gauss na solução do problema, uma ves
que neste devemos est imar  à ,»  ou r,; e naquele 4 , -  À forma

pela qual esta combinação poderá, ou não, ser processada, de-
pende de estudos poster iores.

VIT.4 — Correçoes diferenciais
E

Que as correções diferenciais, tanto gaussianas como pe-
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los resíduos muito lineares, tenham apresentado ocirounstân-
c ias de não convergencia, é questão ainda a ser  justificada,

pois que na bibliografia consultada não encontramos indica»

çoes  dos  mot ivos  pe los  ouais  à não convergenoia ocorreu em.

alguns casos (Kohler e Brabantia), mas não em outros (Lansia
, e Ceres).

VIT.5 — Espaçamento entre as  datas das observações

'Para  exemplificar, quando ut i l i zamos as  datas 1, 11 e

21 de fevereiro de 1978, o processamento da órbi ta de 1977HB

foi interrompido devido a uma rais inválida (01 = e para
e>1 ) .  Contudo, com as datas 11 e 21 de fevereiro e 8 de

março, os resultados foram satisfatórios (ver secção V I ) .  A
primeira ideia é que o esquema geral utilizado seja, de al-
guma forma, sens íve l  ao espaçamento ent re  as  datas de  obser—

vação, à solução deste  problema envolverá, certamente,  pro-

cessamento de um maior numero de orbitas, juntamente com um
reexane das fórmulas utilizadas.

VIT.6 — Algumas circunstâncias de não solução não previstas
ho prograna

1) Se à latitude do observador é muito próxima & gero,
o método de Gauss só é aplicável se uma quarta for utiliza

da. Em caso contrário, apenas com t rês observações, pode-se

demonstrar que D tende à zero (Dánjon, 5 ,  pag.?18).

2) Se as t res posições observades do objeto estiveram



74

sobre um grande círoulo, D também se anula.

3) Tomando à representação

T=LA-R ,

v

com significados óbvios para Le  É, temos que: se Re  * est i

veren cont idos no plano determinado po r  L e í ,  nenhuma solu-

ção é possível. Apesar do método de Causs não operar com R
e 1, esta condição pode ser  usada para identif icação de não

soluções.

4) "As oircunstâncias de não soluções ocorrem nas orbi-

t as  hel ioceêntr icas quando o ob je to  es tã  se  movendo próximo

ao plano da ecl í t ica;  para órbitas geocentricas quando o ob-

“ j e t o  e o ponto de observação estão se movendo proximos — &o
plano do equador."

As observações 2, 3, 4 foram tiradas de Herrick (8, pag
379).

Evidentemente estas circunstancias de não solução terão
que ser incorporadas ao programa.

VIT.7 — Outros tipos de órbitas

Apesar do pro je to  pretender a determinação de  órbitas

elít icas, é evidentemente út i l  que outras possibilidades se-
jam acessíveis. Explicitamente, a gugestão é & incorporação
de um comando capas de  tes tar  o valor  da excentr icídade, an-

t es  que os  e lementos  o rb i ta i s  se jam computados, de  ta l   nma-

neira que subrotinas para cálculo de trajetórias hiperbóli-
cas  e c i rculares possam ser  acionadas.
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VII.B — Perturbações

O movimento de dois corpos foi todo formulado a partir

da ut i l ização das coordenadas esfér icas ( r , a ,86 ) .  Entre-

tanto à integração das equações de movimento para o problema
. perturbado fo i  fe i ta  a par t i r  de  fórmulas em coordenadas re-

tangulares ( x ,  y ,  z ) .  A ut i l ização de ambos os sistemas em

um mesmo problema depende de um exame mais cuidadoso ae fim

de determinarmos se a transformação entre as coordenadas é

capaz de  produzi r  erros observáveis .  A lém d i sso ,  apesar dos

resultados não perturbados terem sido bastante testados, o

MNOBMoO não ocorreu com os  per turbados.  Dessà forma, às  pre»

v isces f e i t as  com base na tecn ica  adotada para o cálculo das

perturbações não devem ser ,  aínda, t idas como confiáveis.
%

VIT.9 — Observações redundantes

É fato estabelecido pe la  experiencia que a ut i l ização

de um número de observações precisas superiores a três é ca-

paz, mesmo que perturbações não se jam incorporadas, de me

lhorar consideravelaente à confiabilidade dos resultados

(Danjon, 5, pag.251).

VII.10 — Análise de erros

à
-

Com este título estamos, indicando explicitamente uma
anál ise que nos  permí ta  fixar com segurança os  e fe i tos  que

os  erros nos  a l fa  e de l ta  observados possa. t e r  sobre os  ele-
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. mentos orb i ta is ,  após todo o processamento ser  executado. à

alternativa à um estudo teórico de propagação de erro, eum

geral extremamente dificil em problemas longos, € o método
das tenta t ivas  à pa r t i r  de  ensa ios  computac iona is .  Em ou

t ras  palavras, são dados pequenas a l te rações nos valores de

entrada para mui tas circunstâncias astronomicamente possi-

ve is ,  e 05  resul tados comparados. Esta técnica não produz

nenhuma demonstração, porém com à experiência acumulada ào =

longo de mui tas computaçõoes, ê capas de fornecer indicadores

razoavelmente seguros sobre es ta  questão.



APÊNDICE 1

Considere-se a figura 7 , onde os Ps) 1 = 1 ,93 ,  são as

gucessivas posições do corpo ce les te ;  x, Jp E 1 = 1,243,

São às  coordenadas retangulares Helioceêntricas des tas  post

ções; e Sis 1 = 1 ,23 ,  são às áreas dos triângulos formados

POr essas posições tendo o Sol como vért ice comum. Atravêés

da Geometr ia Anal í t i ca ,  sabe-se que o plano gerado por Py11Pos

Pzs e que passa pe la  or igem, tem o determinante das suas co»

ordenadas nulo, isto é:

nn nn
x, Yo Z ,  = O +

3 93 *;

Desenvolvendo-se o determinante em relação à . primeira
coluna, tem-se.

x, (357%, = 7,5,) - x(y,º, - v3%9,) + m(fis, = 35) = O (1)

As quantidades entre parênteses são o dobro das projeções

das áreas S,, 5, e S, sobre o plano ys. Segue-se a  demons-3 1
tração para apenas uma das áreas, no caso, S,) às outras são
obtidas de maneira análoga. =

Seja a figura Al,onde
co

S, é a area do — retangulo
cujos lados são E, e XY,
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A área S, será dada por

5, " 5 -5 ,  = 58 -55 ,  ,

onde

Sp = 7983
s . 7 " ,  : -
/ CNT |

7,,%2º2
SgeTaTo
g .  (s,  - y2)(s, - 5)  |
o 2

. Fortanto,

s EE 12%, Ê (s,  - 3,3), - =.)
2 "TOR "O  | 2 .

Wultiplicando ambos os membros da equação por 2 tem-se

28, E 232, .- ENE —- Too - 2º, + I3%o + 935, - 7452 9,

donde

28, = 25; - 3352 , | F

como queria-se demonstrar.



Dividindo a equação (1) por (71%,

79

- 2%) tenso

x 23 3%)  - x” +.x NEN —-

Mena)  2 3 (ns,

— Gomo

2º; - 3%? - 23, º

1º - 33º. = 28, "

Nf IH 228

"' temos & equação

Ss Ss
xs, T7 xXx, + x —- .  Õ

1 5, ? 3 5,

De forma similar resolve-se o determinante em relação às

outras duas colunas e obtem-se o sistema de equações

mentais do metodo de Causs e d 'O lbers

1 1
XxX TT -X5WnN+tkxXx“”"” so18 ,  “2 35,

1 Ss, 2 3 8,

z = - ss +s  a - o
l 3 2? 3 S,

funda



8o

APÊNDICE 2

Considere-se à figura A? ,

onde | 1

(O 1: Sol o j

P, e P :  pos ições do corpo

ce leste  nos ins.

tantes t ,  e t= t ,+Ô,

S 1 Area do triângulo POP;
Fá

Se: área do setor curvilíneo Í|
POP; |

, + X(Or: sistema de referência |
retangular heliocentri-

co g i tuado no plano da

órbita.
Fig.A?à área S, é dada pela expressão

28, = XY 3X o | (1)

Pela segunda l e i  de Kepler,  segundo à qual o raío vetor varre

áreas iguais em tempos iguais, tem-se à expressão para a área

do setor curvilíneo

28  = hê ,  - . à ( 2 )

onde h é à constante das areas por unidade de massa.
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Fazendo-se o desenvolvimento em série de Taylor de x e y
em função do tempo em torno de t, » tem-se

.: 2 2 2 3 3dx do ,/âdx 2º /dx
x =x  + 07 ,  t o  (ar, *t as Cad t o

! By  |
(É= 7 (E ÉH É (E + co ,

Substituindo-se em (1 ) ,

Es
28. =X ,  ,tX, ler + x, e, + x, &E (ED, +

2 .,2 Ex PEN* : dx do - 955 = 39 009, - 1, 2 (SD, -3 (SB, + seo

ELA,33 [E aR37T Ta ]  t oo  (3)

Sendo que h é o momento angular por unidade de nmassa,
pode-se escrever

" H

4
4 

oO
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sendo que z «= O e & = O, devido ao fato de os eixos xy esta

" rem no plano da órbita. Portanto,

h=xy-3X | (4)

Derivando-se a expressão acima sucessivamente

3 ax Qxao  mNaçÃE Oo  o , ( 5 ) .

xF -FX  =JX-ETY ,  ( 6 )

54  se  =.s. o sesxy  “7X  -2(7y7X - x7 )= -O ,

xy  -y7x e 2 (FE- tF ) ,  (7)

Observa-se que os termos X e Y são as projeçoes da acelera-
ção newtoniana do corpo. Tem=se portanto,

. -E ,  ( 8 )

y - - ,  | (9)

onde k é o quadrado da constante gravitacional. Derivando-se
às expressoes acima, obtém-se



es. k . 3% der
r e  TR IT+ r i ao  (10)

ee. k à. 3K àR
"E  I tH  A (11)

2) &
Substituindo (10) é (11) em (7  ) e utilizando ( 4 )  chega-se

A área do triângulo será finalmente dada substituindo-se



esses resultados na equação (3 ) :

9º 3
25, - om + 27 (0) + & (-

k 11
2Sq - On (1  = 23

É (9  ae
4º  RÁ

dR
a t  * . . .

84
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APÊNDICE 3

Sejam x. as coordenadas heliocen-2192129? EoY2%o * ENE,
tricas correspondentes às  pos ições  Po  P, e P, do corpo em2 3
estudo. Pode-se desenvolver estas coordenadas em função do

tempo e da posição média como segue,

2 3 4x . x  + a(t — t,) + b(t = t,) +eo ( t - t ,  + d(t = t,) ' 00
2

(1)
se

. d r  t an to

0 = t ,= t , >s

0 ,  = ,  + 8 ,»

então,

x, = x , - aô  + b 6 co  +ao i ,

a "XZO |

> :
x, =x ,+ ta  0, + O ,  +eb2 ra  o i .

Derivando-se duas veces a expressão ( 1 )  em relação ao tempo,



A
i A 
N

o 
.

= 2b + 60( t  — t,) + 2124(t — t , ) ”  1º

donde se obtém, para as tres posições,

dx
— a 2600, +12 0 ,1 2

dx
—> . 2| at o 2b + 6c 9, ++ 12d 9 ,  e

Lembrando que num campo de forças newtonianas temós

se obtêm o sistema

2 3 Ampmxçadç+DO -00 /+ddh>

DRE

2 3 4x mx  +50  +b0  +00 ,+A0o , .



2 .-—s-2 -  60º, + 1290), (5)

-—. - . 2 ,  : . ' ( 6 )

kr
-—.  2ro 2b + 6c o, + 1208, . ( 7 )

Multiíplicando à expressão (2  ) por 9 ,  à expressão (3 ) '  por

- f , ea  expressão ( 4)  por 8, e somando,

+ 0 x =” ( 6 ,  . À - 0, + 9,)x,*+ 10,9,(%, + 0,)+A - 0x  3Fes | 2

| 2 2 3 3+ 09,0,(0, — 9,) + d0,8,(07 + 02)» |

05x, - x ,  + 4x, - 99,0,8, + e9, 6 ,  o + 2100 ,  - 87) +

+ ad 8. (9 +9,)(02 = 0,8 +121  2 º “  1º%2 “VA?  r

O.x, = 7 + Psa  = 9160 | 2 2 )29, 7 dE, + dx, = d,86,0, bd +o(&, -8,) +a(07-0,0,+02)| -

(8)
Repetindo o processo acima com as expressoes (5 ) ,  (6 )  e

(7 ) ,  ' oo  o

0x, 0,7% OXk 21  22  13
Ses  rp 3 a - a 01028, º (9)
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Somando as expressoes (5) ,  (6) e (7),  obtemos & terceira equa-
' ção do s i s tema:

xs l  x. . x ,  .

- 36 r, r,º r,
: | -  D+  c(0 , - 8.) + 2a(07 + 92) (10)

à fim de eliminar as incógnitas b ,  c ,  d do sistema, multipli-

camos às expressoes (8) ,  (9),  (10), respectivamente, por 1,
9º  + 0 ,8 ,  + o? = .  8 ,00 ,  e em deguiída somamos às  novas er

pressoes:

0X  EX ,  d.LX x x x.k ,,º d2./ 21  32  13  k 1 .  &? :
2200, + 0,0, + 9 )  SEM ro "  ro * 283 + 3 + To *

+0,%, - dx,  + 0,*, = O ,

x 7% 2 k 0Xx. 2 +. k “3% 2 2To Tê (— e - 0, 6, - O + 20,08,) ET  PE  + 0 ,0 ,  + 3 ,  + 20,02) +

2? 2—— (= 8, — 9,0, — d ,  + 28,0, ) + 0x, - 0X, + 0x, = O ,

-
- h "123  9a(67 + 82) + B2(8, +07) t 162] +

NE

=?  :
+ 81X, h + 1253 - 9 ,  - 8 , ( 8 ,  + 8.) + 20,8, O ,



Ou, . fazendo

UA !
em (147 )  ce  (1 -5 )  r a

De maneira analoge obtemos o sistema

89

k , 2 | k
21 h * Tears 2037 j - % h' Tê (0, + 62)+

y

3 (1475) = o O)
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* do
( ex 1020  (1  - SENA u r  - o

4 do dzú A (21 + Fs ) = 5, ( 1  - ) + 153 ( 1+  S ) j J=0  (12)

do 3
| ? a ( 143  03, 21 -73 )  can  (1+Ã) -O

Seja agora o sistema de equações fundamentais de Cause;

x s ” x .  + x,  = = OO,
3 3

5, Ss,NE o IN tIZÇTR Os15 ,  2 38 ,

8, 8,

4,
1+  =a e A

s do *3 53 1

a &
55 o;



APÊNDICE4

Seja

2sen É ,  9:

onde

VU -0U
5E ———.

Aesin,

cor  g= l1 -2p  ,

e
-) :

sen g = 47 (1 -p )  .

Expandindo

l= -=x

e integrando, vem

3x 1 .3 .5  7
aro sen  I s  X+  2e  3 + TOS= = +PD4 .607  x + sec .

9

(1)

(2)

(3)



se

Faszendo-se x = sen?g na série acima,

sen” 22 + 13  sen” 2g + 1e 235 sen 2geg = sen?g + 2 .3  2 :45  2 .4 .6 .7  + eo

2g — sendg - & sen“”?g + — sen 2g + = sen 2g + eve +

Sabendo=-se que sen2g =2sengceosg ,

. 3 5 oe

2E — sen?g = = senºg con" + 3 :2  sen g cosg  + 222. sen'g cos g +tess
2

40 112

Dividindo-se ambos os  membros por sen g,

2g = sente 4 3 212 2 5, 40 4 7Lda = 3008 6+  & SOn & Cos g +"  sengcosÇg+.. .

Fasendo uso de (12), (2) e ( 3 ) ,

%

2g = senêdg 4 3 48 5senda t z  ( 1 -29  +" Pl1-0p)(1-29)"4+

, 6aoe PL =p) 11-29) 4 no ,

2g — sen? ” 5 48 2 32,3ande = 3 ( 1  + 5 P + 35 ep + FS Pp + . . . )  º

h

O termo de ordem k é dado péla “êxpressão:

4ºo6 . . .  (ox + 2 )  p E l  .

3 º5  . . .  (2x + 1 )  º
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Gauss, no seu trabalho original, destacou que o  desen-

volvimento da quantidade inversa converge mais  rapidamente, O

que pode se r  verí f icado observando a sér ie

A inversão pode se r  obt ida po r  divisão ou pe lo  método dos co-

e f i c ien tes  indeterminados.  Para tanto,  tomamos,

222,52,
E 5 *7575é
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Utilizando o s istema acima para eliminar p , chegamos a equa-

: ção,  denominada de Gauss,

3 2 o - |
T -Y  =Ey -ç=0 ,

onde

- | Beat
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ANEXO - 1

Artigos sobre os  aspectos teó r i cos  e prá t icos do método

de integração numérica de Bulírsoh — Stoer



1NSL ROUTINE NAME

VURNPOSE

JSSAGE

RGUMENTS FCN

IND

JSTART

DREBS

DIFFERENTIAL EQUATION.SOLVER -
" EXTRAPOLATION METHOD

CALL DREBS (FCN,Y,X,N,JM,IND,JSTART,H,HMIN,
TOL,  R,S,WK, IÉR)

NAME OF SUBROUTINE FOR EVALUATING FUNCTIONS.
( INPUT)
THE SUBROUTINE ITSELF MUST ALSO BE PROVIDED

BY THE USER AND IT  SHOULD BE OF THE
FOLLOWING FORM

SUBROUTINE FCN(N ,X ,Y ,  YPRIME)
REAL Y (N) ,  YPRIME (N).

FCN SHOULD EVALUATE YPRIME(1 ) , . . . ,YPRIME(N)
GIVEN N ,X ,  AND Y (1 ) , . . . ,Y (N ) .  YPRIME( I )
IS  TEE F IRST  DERIVATIVE OF Y (T )  WITH
RESPECT TO X .

FCN MUST APPEAR IN AN EXTERNAL STATEMENT IN
THE CALLING PROGRAM AND N EXAY (1 ) ,  2 E ON)
MUST NOT BE ALTERED BY FCN.

DEPENDENT VARIABLES,  VECTOR oF LENGTH x.
(INPUT AND OUTPUT)

ON INPUT,  Y (1 ) , . . . ,Y (N )  SUPPLY INITIAL
VALUES.

ON OUTPUT, Y (1 ) , . . . ,Y (N )  ARE REPLACED WITH
AN APPROXIMATE SOLUTION 27 XxX (AS SET  ON
OUTPUT).

INDEPENDENT VARIABLE. ( INPUT AND OUTPUT)
ON INPUT,  X SUPPL IES  TXE IN IT IAL  VALUF.
ON OUTPUY,  X IS  REPLACED WITH THE UPDATED

VALUE OF THE INDEPENDENT VARIABLE.
THE NUMBER OF EQUATIONS. ( INPUT)
THE MAXIMUM ORDER OF THE RATIONAL APPROX-

IMATION.  ( INPUT)  JM MUST BE  LESS THAN 7 .
A SUGGESTED VALUE IS  JM=6 .  SEE REMARKS.

CONVERGENCE TYPE INDICATOR.  ( INPUT)
IND = 1 SPECIFIES THE STANDARD ERROR TEST
IND 2 SPECIFIES THE RELATIVE ERROR TEST.
IND 3 SPECIFIES THE ABSOLUTE ERROR TEST
SEE REMARKS FOR FURTHER DETAILS.  '

us

IND ICATOR.  ( INPUT)
THE USER MUST SET  JSTART TO o OR -1l
JSTART = O IMPL IES  PERFORM A STEP.

THE F IRST STEP MUST BE  DONE WITH TH IS
VALUE .OF JSTART SO THAT THE SUBROUTINE
CAN IN IT IAL IZE  ITSELF .

JSTART = - l  IMPL IES  REPEAT THE LAST STEP
WITH A NEW VALUE OF H OR JM.
THE IN IT IAL  VALUES OF Y ,  S ,
AND X ARE SET  TO THE IN IT IAL  VALUES OF v
S ,  AND X FROM THE MOST RECENT CALL TO
DREBS WITH JSTART = O ,
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99
39

97
)

DI
II)

Tm ==  e o emana os EE SE |

3 .  AT EACH STEP OF THE INTEGRATION,  THE EXTRAPOLATION
PROCESS IS  CONSIDERED TO EAVE CONVERGED WHEN EACH

| Y (T I ) ,  I = l , . . . ,N ,  HAS SAT ISF IED À CONVERGENCE
+ CRITERION SPECIF IED BY THE USER.  THE USER MAY CHOOSE

ONE OF THREE CONVERGENCE CRITERIA.  IN TESTING FOR
CONVERGENCE, TO SUCCESSIVE EXTRAPOLATED VALUES
(FOR EACH COMPONENT) AT THE POINT  IN  QUESTION ARE

COMPARED. LET  THE DIFFERENCE BETWEEN THE TWO FOR
THE J -TH  COMPONENT BE  CALLED D (J ) .  THE THREE :
CONVERGENCE CRITERIA CAN BE  STATED IN  THE FOLLOWING
MANNER; ;

|
A.  STANDARD ERROR :

LET YMAX( ] )  BE THE LARGEST ABSOLUTE VALUE ATTAINED
SO FAR IN THE INTEGRATION BY THE DEPENDENT VARIABLE

— Y (J ) .  THE CONVERGENCE REQUIREMENT IS
ABS (D (J )  /YMAX(J) )  . LE .  TOL,  FOR J=1 , . . . ,N

IF YMAX(J)  IS  LESS THAN TOL, IT IS  REPLACED IN THE
TEST BY TOL.

B. RELATIVE ERROR '
. LET Y(J) BE THE CURRENT APPROXIMATION TO THE

RESPECTIVE DEPENDENT VARIABLE. THE CONVERGENCE
REQUIREMENT IS  | '

" ABS(D(3)/Y(3)) .LE. TOL, FOR J= l , . . . ,N
/ : IF ABS(Y(J)) IS  LESS THAN TOL, IT IS REPLACED IN THE
e TEST BY TOL. .

' C .  ABSOLUTE ERROR Ú : ee
- THE CONVERGENCE REQUIREMENT IS  : : ,

e ABS(D(J ) ) . .LE. TOL, J= l , . . . ,N
4 . . .  JM, THE ORDER OF THE RATIONAL APPROXIMATION, DOES NOT

HAVE TO EQUAL 1, THE ORDER OF THE DIFFERENTIAL
-* — EQUATIONS. &T EACH INTEGRATION STEP, AS MANY AS JM
' APPLICATIONS OF THE MIDPOINT RULE ARE COMPUTED FOR

* SUCCESSIVELY SMALLER VALUES OF H AND EXTRAPOLATED TO
H=O0 IN  ATTEMPTING TO ACHIEVE CONVERGENCE.
TYPICAL USAGE OF DREBS WOULD BE WITH JM SET TO 6 .

r“lgorithm
Es . .
JREBS performs one s tep  i n  the integrat ión o f  Y '= f (Y ,X )  with Y (X

—iven. The value o f  Y(X input)output)  i s  returned from DREBS.

AREBS i s  a modif icat ion o f  the Bul i rsch-Stoer ALGOL procedure DESUE.

“ee r e fe rences :

º
2)

 
DD

 X
D

n o N XY  -

Bu l i r sch ,  R . ,  and S toe r ,  J . ,  "Numerical treatment o f  ordinary
d i f fe ren t ia l  equat ions by extrapolation methods," Numerische
Mathematik, 8 (1 )1966 ,  1 -13 .

' G ragg ,  W.B . ,  "On  extrapolat ion algorithms for  ordinary i n i t i a l -
- value problems", J .  SIAM Numerical Analysis, Se r i es  B, 2 (1965 ) ,

38684-403.

- — DREBS-3

ED
D

ER
D

D
O

S
io

 
'

. "
—— F.— aee PE AE  SA  " r a CT

ECA . aba ,  o OPERA co tas  O te  Re É-coxcuis : *



H —- STEP S IZE .  (INPUT AND OUTPUT)
ON INPUT,  H IS  AN INITIAL GUESS FOR THE STEP

SIZE .
ON OUTPUT, H IS  REPLACED BY A SUGGESTED STEP

SIZE  FOR THE NEXT STEP., THE SUGGESTED VALUE
MAY BE LARGER OR SMALLER THAN THE ORIGINAL

| STEP S IZE,  '
HMIN  - THE SMALLEST PERMISSIBLE STEP S IZE .  (INPUT)

DREBS WILL DECREASE THE STEP SIZE
UNTIL CONVERCGENCE CAN BE OBTAINED.

TOL — TOLERANCE FOR ERFOR CONTROL, (INPUT)
R — VECTOR OF LENGTH N .  (OUTPUT)

ON OUTPUT, R CONTAINS THE ABSOLUTE
* ERRORS IN EACIH COMPONENT FOR

: THE CURRENT STEP.
Ss - VECTOR OF LENGTH N. (INPUT AND OUTPUT)

IF IND=1 ,
BEFORE THE FIRST CALL TO THE ROUTINE,
S(I1) SHOULD BE SET TO Y(L), I = l , . . . ,N .  - -
ON OUTPUT, S CONTAINS THE LARGEST VALUE
OF EACH Y COMPUTED SINCE THE START OF THE
INTEGRATION.

IF IND = 2,
BEFORE THE FIRST CALL TO THE ROUTINE,
S(1) SHOULD BE SET TO Y ( I ) ,  IT=l, . . . ,N.
ON OUTPUT, S CONTAINS THE LARGEST VALUE

| OF EACH Y COMPUTED DURING THE CURRENT STEP.
eo  IF IND = 3,

: BEFORE THE FIRST CALL TO THE ROUTINE,
S(I1) SHOULD BE SET TO 1.0,  I = l , . . . ,N .

" ON OUTPUT, S IS UNCHANGED.
WK = WORK VECTOR OF LENGTH 29*N. . '

' WK MUST REMAIN UNCHANGED BETWEEN SUCCESSIVE
Í : ; CALLS DURING INTEGRATION.

4 TER -—- ERROR PARAMETER. (OUTPUT)
* TERMINAL. ERROR

IER = 129  INDICATES CONVERGENCE COULD NOT BE
OBTAINED WITH CURRENT VALUES OF H AND
HMIN. Y ,X ,  AND H HAVE BEEN UPDATED,

WARNING ERROR (WITH F IX )
IER = 66  INDICATES JM IS  LESS THAN 1 OR

GREATER THAN 6 .  JM IS  RESET TO 6 .9 
)3

)2
D2

2D
9I

I3
DD

I)I
DD

DI
D2

I)2
D)

I))
))I

)D
)D

"SINGLE AND DOUBLE/H32PRECISION/HARDWARE
“ o  . = SINGLE/H36,H48,H60

Px t6

RPQD: IMSL ROUTINES - UERTST,UGETIO

NC SATION TA  , * INFORMATION ON SPECIAL NOTATION AND
ÕDw O CONVENTIONS IS  AVAILABLE IN  THE MANUAL
Ps : | INTRODUCTION OR THROUGH IMSL ROUTINE UHELP

RVARKS 1 .  THE SOLUTION Y ,  THE INDEPENDENT VARIABLE X ,  AND THE
: SUGGESTED STEP S IZE  H ARE ALWAYS UPDATED EVEN 17

CONVERGENCE IS  NOT OBTAINED.
“IN GENERAL, HMIN SHOULD BE  MUCH SMALLER THAN H TO

ALLOW THE PROGRAM TO ADJUST FOR RAPIDLY CHANGING
SOLUTIONS (WITH RESPECT TO H) .

November 1 ,  1979
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ord inary d i f f e ren t i a l  egua t i ons " ,  Ma thema t i ca l  So f twa re  (John  R . . :
R i ce ,  Ed i t o r ) ,  Academic P ress ,  New Yo rk ,  1971 ,  Chap te r  9 .

rmExample

This example  i l l us t ra tes  the usage  o f  DREBS. The system o f  d i f f e ren -
m t i a l  equat ions

PP“

Os . -

mm 3 .  Fox, P .A . ,  "DESUB: I n teg ra t i on  o f  a f i r s t - o rde r  sys tem o f
”“

Fam
—

e t : !
a nn = ”  vv, 2 at x=0
PA o '
PR ! Ya. *P Y71 Y2  = —-l '

i s  to be solved a t  X=4. We can proceed as fo l lows:  o

I npu t :  -

INTEGER N ,  IM ,  IND, JISTART, IER 7
REAL Y (2 ) ,X ,  H ,HMIN ,  TOL,  R (2 ) ,  Ss ( 2 ) ,  WK(58 )

-. EXTERNAL FCN
N = 2
JM = 6
IND = 2
JSTART= O

XX)  = 1 .0 .
'OXY/(2) = - 1 .0

x = 0 .0  "
/“ H = , . , l . ,
- HMIN = .005 - '
—.TOL = 1 .0E -3
501 )  ss YO)  o o ,

sS(2) = Y (2 )  |
Cc - ' H = AMINL(H ,4 .0 - x )  NECESSARY TO HIT
Cc - ' 2 4 .0  EXACTI LY AT THE END.

5 Hs AMIN I (H ,4 .0 -X )
Cc .  C— CALL DREBS TO TAKE A STEP

CALL DREBS (FCN,Y ,X ,N ,JM, IND,JSTART,  H ,  HMIN, TOL ,R ,S ,WK, IER)
IF ( IER .NE .O)  GO TO 15
IF (X .LT .4 .0 -HMIN)  GO TO 5 -

Cc Inser t  s ta tements to wr i te  so lu t ion  here
. GO TO 20  ' :

15  CONTINUE '
Handle IER  .GT .  O he re .  I t ems  tha t
may he lp  to d iagnose the problem should
be output  he re ,  e .g .  Y ,X ,R ,S ,H .na

o

20 CONTINUE.

SA
SE

SS
BE

D
ED

SE
D

D
ED

ED
PE

R
D

ED
R

ED
D

R
R

D
R

D
O

D
O

)

STOP - NA  .
END : |

SUBROUTINE FCN(N,X,Y,YPRIME) : Du r  Pvír rs;
REAL Y (N) ,YPRIME(N)  '
YPRIME(1 )=Y(2 ) .  .: : : FELE O (0 . . .

— - YPRIME(2)=Y(1) O DOS DN as ds
RETURN : | XK= 40
END : '

So) :  . 01  893
C“SREBS-4 November 1, 1979 4 (2 )
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Numerical Treatment of Ordinary Differential Equations
: - by Extrapolation Methods

ROLAND BuLIRSCH and Joser SToER*
Received June 3, 1965

1. Introduction

Extrapolation constitutes a powerful means of numerical analysis for ac-
celerating the convergence of solutions arising from discretization methods: 1f
the underlying discretization method gives a result 7(4) for a finite stepsize
h ==O, then the exact result T(0) usualiy is very accurately approximated by
the extrapolated value 7, (0) of an interpolating poiynomial or rational function
Tu (h) satisíying

Fh)eTA): jebosm
for a sequenceÀ, of stepsizes tending to zero. In [7], the convergence behaviour
of such extrapolation methods has been studied extensively provided S(4) has
an asymptotic expansion of the form

(1) Tli)j=an+nht+ c++ Ra (AN,
v; independent of à. F. i i 'ú E BT o or the existence of such expansions see GrAGG [2] and

1f y,=t y for all 4, then it has been shown in [7] that there is a bound for
the error T.,(0) — T(0) of the type Di :

[F t0) — TIO) SCH... AZ.
Thos the emos decreases with increasing y. Moreover, experience has shown

extrapolation based on rational functions i nomixttapoladon, ons is normally better than polynomia!

The present paper can be considered as a continuation of the more theorcetica!
Papers 7 ,  5]. Here, the practical aspects of extrapolation methods for solving
the initial value problem for systems of ordinary differential equations of the form

(2) Y ie ld  o es  Ido
are described.

im t , . . ,B

The algorithm to be given uses rational function for extrapolation and is
based on the midpoint-rule in a slightly modified form due to Graco * *  as the

* “The research reported in this pa: iThe r per has been sponsored by the Air  F O f f
É Scientilic Research under Grant  AF  EOAR 63-37 through the Europesn Sina
of Acrospace Researeh (OAR), USAF.

* *  Personal communication to H. J. STETTER.
Nemer. Math, Bd.8
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underlying discretization method. It can be shown that for the midpoint-rule ' then
the expansion (1) proceeds with even powers of à. o T(h) == T(h, x) .

The proposed method is compared with the following alternatives Í is  defined recursively by
1. Runge-Kutta method. ' A Go  : O
2. The linear multistep method of Adams-Moulton-Bashforth (of order 6%, i = ,  O mod ,
3. Extrapolation with polynomials based on the modified midpoint rule, , * o n l x , hM) sy  +h  (16,39),

The comparison shows clearly that rational extrapolation yields e !  6 )  n i x )  = h) -  +24 ]  (449 (1.8), Ím1,2,..., 0 A,
1. more accurate results; SNL  Sh, 2) =3 [9 (x, h)+ (2121, h) + A (5,7 (4, A))),
2. needs much Jess operations in order to obtain these results; . T(h, x)u= S[=, x).3. is much more easy to program than the alternative methods, due to the " ( 4 )  sã  “) ea?

—
.-following reasons: GrAÇG has shown that under suitable differentiability assumptions, the asymp-

There is no need to  compute extra starting values as is the case for linear muiti- totic expansion of T(4, x) proceeds with even powers of à
step methods. The order of approximation is not fixed and is automatically | As  aos  a ;
adapted to the special problem to be treated. Moreover, no special preparation, TO x) =(1)+n (3) + )  NA  o .  :
of the differential equation is necessary, such as building up total derivatives, a “iatecan be easily proved that n(s, kun(s,  —h) holds. This shows that if ns, 4)
and so on. has an asympiotic expansion of the form

o . Cao caça
mm Historical remarhks. Cory 11906) n f s  Ra) who tried to aecelerata «e nix, h)amas(x)-+o, (x) h+o2(3) MA  ++,

e convergence of trapezoidal sums towards T(0) by forming suitable linear
combinations of T(A,), i=0, 1, ... . RICHARDSON and GauNT (1927) applicd thisscheme , | then de odd terms fin (=) vanish. Indeed, the recursion formulae are equi-
for solving ordinary differential equations. KoNWERELL (1936) uscd i t  for the cal- i valen
culation of «. RoMHERG (1955) presented an extrapoltation algorithm (for the stepsize : fa), . .   athb hey ,  1 (s». nix. * ) ) ,  | :
sequence h,=A,/21) for the numerical quadrature. 130LTON and Scorns (1956) de - . ,  (by ' nx, h)emy : .

+ + E asseribed an  extrapolation method for general sequences A; and used i t  for solving the .
eigen value problem [or ordinary and partial differential equations. BAUER and Rutis- Í (el,. n(,+A, Ah)= (sh, h) +24 f(x. ntz. À) ,  10, 1 ,2  . . . .
HAUSER-STIEFEL (1961) investigated the convergence behaviour o f  Romberg's method, '* I t  follows trom O) ,
RuTISHAUSER (1963) also used general sequences for the quadrature of functions and * . r PSA  nto h)jenlze, Aang,
improved Euter's method for solving ordinary differential equations by extrapolation; and sy o.
he  also applied extrapolation for numerical dif ferentiat ion. LAURENT (1963) investi- . ' nlse+h, À) 5 +A  f (x ,  ns. —A))

« gated the convergence o f  (polynomial) extrapolation schemes i n  the general case 1 t e  kh Í + or aa * .
and applicd extrapolation to various problcms. Further investigations were mado This proves+ no fa = +A/(59 JJ
by LynESS and MelivoH (1963), MeiR and SHARMA (1565) and FILIPPI (1964); see Pr
also [2, 7, 8] and the references of these papers. ' "This in turn implies | n l .  —hN)enlz dd). .

The authors wish to thank Cu .  REINSCH for useful discussions and for improving * m implies by (c) '
and testing the ALGOL program of section 5. They are also grateful to D. Gries for 1 a — - —
his careful reading of  the manuscript, es  " : e ns  on  Ara ta at e)

. - LA [O i

e 2. The Method of Computation' ': SS  | mus OO nl, A).
. , , , To the'same way follows .

In the seque! the system (2) of differential equations is written in vector form - a ”  " n ro  Menta) im3,4,.:
e. " en tao  A), ted d , . o .

Vefixz | o e Now if 3 is a fixed number and
the initial values being ' NCEALIN h im  L i t  A TA

aiUEJud aí, MENSSSNNNNO NE o we obtain by (d)
We denote by n(x, 4) a suitable defined approximation to the exact value — À proving ! oo ont hi enth bh), e t ,  do ,

Y (x) obtained by a discretization method, e.g. the midpoint-rnle, for stepsize À -kO. : | ca la)mo.
The modified midpoint-rule proceeds as follows: If la the same way it can'be shown that the asymptotic expansion of T(h, 4) contains -

=x, + l h ,  | an integer, : « F ist ado c ,of à.: (For à generalization of this result ses a forthcoming paper

ee
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Therefore, it can be expected that extrapolation based on 7'(A, x) thus defined
will yield especially good results (see [7]). We propose to use rational extra.
polation in order to approximate T(0,x)=  y (x). Tor the computation of me
extrapolated values, the algorithm of [7] in a slightly modified form is use
Since this algorithm is applied to each component of TG, x)eERº separateiy
an index denoting the individual component is suppressed in the sequel in
to simplify the notation.

1f TO (4) denotes the rational function

PP o O ASA cond  o) qeu, = [ mm= Aero P la  mma
* defined by the requirement

Th) eTUh.x), hd i  ..,1i+m,
where fá) is a strictly decreasing sequence of stepsizes tending to zero, the
extrapolated values

TO 226 TUM (0) eu T(O, x)
can be comiputed from T(A,, x) by the following set of formulae (see [7])

Tt=0,
TP = Th. x ) ,

TEM — TO :(4) TT + ma ia = beso |
oo Eae

connecting the elements TE, TM, TÉO, TP of the tableau
TOR

TA TP
TP cs

| + TM : Tm.

FS:  TM
bs : . e . .

TI

by a rhombus-rule. In order to avoid repeated formation of differences in (4)
as far as possible, we propose recursive calculation of the differences

ATO is TP TESS,
CP: TP TO.

Numc- ical Treatment of Ordinary Differentia! Equations NS |
We easily obtain from (4) the formulae (which are equivalent to (4)

I T  = Thy. 3), ocm = Timo x) ,
SJ 4TPP í Cito meo , Á t , 2  Mm,a (E) aten ançe

s (St) anscimeçaracer” ã = " hbant,2,...,MM(522) ameço — cão
= PÇA) + ATE, 

ó .
TM — S 4 Te»

Lee)

with the abbreviation

Wi CAT (a TP TE),
“These formulae are evaluated successively for m=0,1 ,2 , . . . .  The indextng in(6) is chosen so as to indicate the actual sequence of calculations. Note further,that for programming (6) only one linear array for storing the differences 4d Ti»,kmO,  . . . ,  14 is needed. 'As to the sequence of A; to be employed for extrapolation, the sequence (see 24)
(1 o 5:14, de ho ho he -)
can be used without increasing the sensitivity to round-off, since the expansion(1) contains only even powers of &. The sequence

felt)
yields equal accuracy at the expense of doubling the number of operations.Section 5 contains an ALGOL-description of this rational extrapolation method.

3, Examples
The following examples demonstrate the effectivity of the method described- Rational extrapolation has been compared with the following most com-moniy used methods for solving the initial value problem for ordinary differentialequations:
1. The well known method of Runge-Kutta, which gives rise to an asymptotictxpansion (1) of the fom .

TOA, x) y (5) + (a) IA () A+ o .
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2. The linear multistep method based on the predictor formula of Adams.
Bashforth |

Fuse  + (4227/,— 7673 f;1 +9482/;-4 6798/13 +

+2627/, = NS) .  fe f laoy) :

and the corrector formula of Adams-Moulton

SN my, + Tão (475 xa YA + 1427/,— 798/14 +
+ 482/2173 7122 +27/;-4)

(sec, e.g. HenrICI [1), p. 194--199).
For starting this algorithm the values /,. . . . ,  /, are needed, For the sake of

simplicity we have taken the values of the exact solution for this purpose, Then
this method leads to an asymptotic expansion (1) of order 6

Th, x)=y (x) + n(3) + (NA oo. ;
3. Finally, the extrapolation with polynomials :

Tathab+aPAro o rala,
Filha jaTUh, x), JjeLício im,

where T(8, x) again denotes the values yielded by the modified midpoint-rule (4),
was considered (for the recursion formulae see (7]).

For measuring the amount of work involved in these methods we have
taken the number À of evaluations of the righthand side / (x,  y) of the differ-
ential equation. The stepsize 4 for the methods 4. and 2. has been chosen

* maximal so as to  keep the (relative) error below 1074 after a simple step with
this stepsize. Further note, that the accuracy: obtained with these methods
(1. and 2.) has not been controlled by  such devices as comparing the results
for the stepsizes à and 4/2 (e.g. Runge's method). This control would have doubled

* the number 4 .  On the other hand, an accuracy control has been introduced into
the extrapolation methods in to  a natural way: One compares two successive
values 1º, and TI and increases the index m, till this difference is small! cnough.

- Clearly this protedure wil! also increase the number 4 by some factor about Y2.
The computations have been performed on the PERM computer at the

Technische Hochschule Miinchen (word length: 40 bit in the mantissa). The
following examples have been used for comparison

a) y=—, ,  Y in )  = ,

Jin) =e"
This example has been taken in order to test the stability of the extrapolation
procedure, since the midpoint-rule itself is a weakly unstable method.

The results are shown in Table 1. There, the relative error e, and the number
A(x) needed for the calculation of T(4, x) from O up to x for the various methods
are tabulated,

=D,

E

Nurerica! Treatment of Ordinary Differential Equations 7
Table 1. Relalive ervors by integrating y'm—»yFungo Ketta ddsma-Sonttea- Extrapolation with 'dm 22% Polynomial R t i  ú

: - - 
AmO05 

Perro functioas
: ot 4 bei 4 rel 4 el| 0 o º : o O oSá 2000 FE f i  21h41  | 480 224211 oi s  à = 000 1 .747  10 980 ha t  ão  PEGN20/8000 1613 [2000 341 [1470 Lento | 90 qacao

— 34679 [1960 21110 1320 tetos - ,. 
' .- Ss

stepsizc . moclnown that for = "  yitis the best strat i ,ghout the computation (see eg. [7), P. 104 163) o retain a antb) Euler' i ? 
m

) Euler's equation of motion for a rigid body without external fo
| 

TCesPo  ) ( nn  [i j  =n  *: alo emO, yíin)e
- " > " 

i 2 E = os t  .

Solution:

| ' sníx; &) :
Yix) = É (x; | .

dn(x;4)
Results are shown in T.able a ithree components is tabulatedL o the máximal absolutaterror Caax of the

Ta ;
— ble 2. Absolute errors by mtegrating Culr's equationunge-Kuttla 

!

amino Baitaçãa Extrapotation with
10% 

DBol
bh  — 

Poirnoniais itioaa) funciicns= A mas 4 *maz 4

, , 

LE

190) $o00 1649  2000 5 .  : ; "

20) 16000 ago  | 2000 35010  | &58 1.04-10 794 ê
30  | 2500 16º%o d000 FE  t780  2 .597 -10  t ó20  2 da40 | 32000 4.8,-8 Su  9 | 3608 22T  u t

Se  Soo ST  * 1Xh;-10 [2484 4550 / 40000 1 .2  000 14529 [2586 meo! t u to
8 1500 1207 15co 14929 [4386 611 1026 anãoTso9 [5276 12129 | 1900 26º oET analE!)

Iamples a) and b) clearly show the Superiority oftre ext example is more difficult in nature, It adi Y-problem of the system Sun- Jupiter-g!n chosen for the following reason: i t  has

“e FiLiPrI (5) and REUTIER, KNAPF [9)).
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The differential equations for the three body-problem are

ta E Has
eo r a t a (III o Es)

O) =
the constants se, and m,, the complicated vector function x,(f) and the starting
values being given in [5, 9).

Table 3 .  Three

1 4 E

Starting O o —OISSI387400 — 0.712376370000,-2
values

results: .

AQm10 100 210 —0.128523 007306 0.859964 263800,4=1
ham33.33... 100 99 ...os cc 3I77ThÍT
AQu=50 100 98 «7299 «.378hAT1t
hm 100 100 10s ...09 << 378541

Table 3 contains the results obtained by rational extrapolation for different
basic stepsizes h,. Again, a comparison with the results of [5] and [9] shows
that rational extrapolation gives comparable accuracy, whereas the labor in-

' wolved has been reduced. :

4. Automatic Stepsize Correction
Since the sensitivity to round-off of the extrapolation process increases with

the order of extrapolation, i t  is  useful to limit the number of columns of (5)
to be evaluated. Thus, the program of section5 computes only 71º for AÀAS6
which has proved reasonable for a machine accuracy of 40 bits in the mantissa
and for m>6  the elements TT" of (5) are taken as successive approximations.

Since by the results of [7], the errors 7Í"-*— T(0, x) are of the type

Ti T(0, 2) =0(hL-e... HA),
a new stepsize A, can be evaluated by the equation
(3) R . . .R=M LR

If hi is taken as the basic stepsize for the next step, then it will be probable
that in this step 7Íº will be a sufficient approximation. Thus an automatic
stepsize correction can be easily built in into the extrapolation method. How-
ever, it should be noted that a correction of AQ is not so important for the ac-
curacy of calculations as i t  is the case with methods of fixed order: I t  is typical

N umerical Treatment of Ordinary Differential Equations
for extra; ij" automaticato rancihods that the actual stepsize 4, (not the basic stepsize R)aoument show tãat apre fm exmene conslo 99d enough. TSmn principle

| m extreme cases i tto reduce the basic step A. N i '
df it ds too a bo P Ao. Nevertheless, it may be -profitable to increase ho,

" 1f a correction of A, is dioons. ' . o 15 Wanted then it ; .| — the complicated equation (8); for the sequence& thestate rula oo no by
: Aa h, * 0 .9 *  (0,6), m>7

is sufficient. This rule has beenchosen, since th i .mately 06 and the computtion of 77 e anca o glue to lh le aperosura
body problem . ?

2 *

9

*"
0:775628 307000,6—=1 0.206230159000,1=3  O.894287280000,

%

3 —0.335610452000,,=3
: 0.301406 20801 nemt  0.996344 855954,=3 O. $9628

«008.1 189703893 —0.604248 626094,1=3743  017,
Ss  - -..Olno3 . . .  -jo 1 9763 «+. 002,93 Ss.e o «970,43 02443 : o ra08723

of TM. m<7, i.e, if i
de ds > =S&,1º presumably A, is too smai! and sho if iVe argumentation via (8) breaks down. As a rule of amo the chotes
às recommended. . R=h15 ,  mao

ial equations arisin(earth-moon-spaceship, see FERL-
. Eax+tagup' + .  - ó 2 .  :
(9) Usiu)t+yl - Us pF  A º Dal

y =y/—2i— "

2, initial values:

=—..82.45
y —=u—..”

+ui+as P ins  Me ia
h=0O, %=1 .2 ,  dO ,

n=0O, Foz 1.04935 75098).
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period the values found by the computer were

% sa — 0.00000000 326,
3 == — 1.0493 5750691.x ==1.1999 9999672,

3 == 0.00000000 033 ,

ã Ã ith 5218 evaluation
order to obtain these results the machine needed 48 steps Wi

" the righthand side of the differential equation (9). The example shows that

about three dígits were lost during the computation.

dat

' Fig. 4. Períodic ortit for the restricted problem of tire bodiso

Doo  5. ALGOL procedure

The previous examples have been computed with the following ALGOL program.

procedure dillsys o)
initial valtes: (x, Y)
basic siepsize: (hO)
error bounds: (eps,s)
procedure: (1)

exi t :  (exit);
; ; label exit;

value n, eps; reo l  x ,  ho,  eps; integer n i  procedure/; amo” FS  Sh  Fi

comment di//sys performs one integration step with a stepsize

À Ã j tial equations of the form
of n first order ordinary differen 1

ade=/ (x, 2), the righthand side of which must be given as à pro-

cedure with the heading
procedure f ix ,  2) result: (da)

l uex  rea l x  a r ray?  de n l

where the arrays x, dz are supposed to be of the format z, a i

The program takes the first of the numbers ha, hÊ2. hds os
À ed to

size h for which no morê than 9 extrapolation steps are need
is leit by

obtain a sufficient!y accurate result. 11 & eh, the program is

the exit exit, 
|

- 
gt
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O
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en
en
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en
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x and y [1 :n ]  are the initial values, After leaving the procedure,
the original values of the parameters x and y are replaced by x+A
and y(x+A), respectively. Also à, may be changed (automatic step
size correction). The output value of Ah, i s  chosen so as to be the
(presumably) optimal step size for the next integration step. The
array s[1: ») and the constant eds are used to control the accuracy
of the computed values: The procedure is left ,  i f  for all t=1,2,...,%
two successive values for y [1] differ at most by an amount of eps xs([1).
eps should be not  smaller than , (— D+3 ) ,  where D is the number
of digits of the machine number representation, For the first integra-
tion step i t  is advisable to set s [ i ]=0.  Alter leaving, the array sf1: n)
is changed to s,::= 16, (se 1 (O);

begin rea! a,ô, 57, c, e, nu, v, ta, fc; integer 4,3, kh, kk, 3f,l, mn, 1, 57;

array ya, yl, ym, dy, dz(1:n), di [1 :n, 0:6), d10:6), ye, yh[0:7, t i n ) ;
Boolean &onu, bo, bh, fin; .
f (x,  y, da); bh: = / in :=fa lse;  f o r i : =1  stept until n do ya() :=e yf15);

enfia: h0 + x; foi 1.5; boss false; m i ss4; rins 2; sr ie=3;file A;
for j : =0  s tep 1 until 9do
begin

i f  do then begin  d [1 ]  :=16/9; d [3 ]  : = 64/9; d(5)  :== 256/09 end
else begin d[13:=9/4; d[3] : ==9; d[5] :==36 end;

i f j >2  t hen  Aonv := t rue  else konv := fa lse ;
Wfj>6 then  beg in  ! : =6 ;  d /6 ) :=  64; fe :=.6x/0c end

else beg in  1: = j ;  d[f]) : = mxm end ;
m is  mxi2; go  hm; b i s p xl;

WHMhAJj<8 then |
begin

for i:==1 step 1 until » do
begin ym[5] :==yA[j,6]; YI[8] :== ya [jr] end

end
else

begin
kh i o  (mM = 2)/2; Mm2=MHA,
for 1' =1  step 1 until x do
begin 3/[4) : =  3ya[1]; ym[]  :e=ya ] He xds[1] end;
for k :=1s tep i  until ndo -
begin '

f ix +Rkxg, ym, dy);
for i:=1 step 1 until x do
begin

ui 211) +bxdy[5]; JI[5]tem m[1]); ym[íl:ims;
1:17 abs(u); if u>s[1] then s[5): == su

end;  .
I TA  ARARAH2 them
begin :

Si: 1 +]; for i c 1 step until 6 do
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begin yh[ij. 1] :== 9m[); vel), Ai Y10A end
and

end

| , os, d7):
hor ir step 1 until s do

begin i e .  : A+N I+EX

vim d(s,0); ta:= c i  Ali, o) onlNiXhL:

for k :=1  step 1 until É do

y 
| 

» ”  *

begin bt im  d(R) x )  bum bl 03 u i )

ifbcrothen 
|

begin b :=  (e—u))b; u i =exb ;  em bixo end;

vp: o dels, k ) ;  dC, hj i e ;  ta: u+

end; 
i —

i f  abs (9 [5] — ta) > eps Xs TA) then konv:== false; y[1): ta

end; ”
th  o0to end; g r i t e  2

Ulaqies 4s df31:= 16; bos" 80; m i ca  fo sr; rice e X

end; : 
| :

: i n :  + hO :== hO0f2; goto anf;
= bh; f i n i=  t r ue ,  ho:

ma: BET :  x :  a ;  N0 fin then goto ext,

end diffsys 
. . | tera to the

i À diffsys. Tt refers to 1º
ing program trate the typical use of

following p' is to illus i À So r

" Tiegration e Ye ,  = ,  ya =1, in the interval [0, 10)

begin
in teger 4 ;
nu eds 0. upococo  — on

begin real 19, eps, 3º array s, y[1:n])

procedure f i x . )  result: (ds);

va lue x ;  real x :  ar rays,  ds :

begin
ds (1 ) :=  1):

end; 
| à

procedure difisys...+ : -

h0:=0.5; epsi=eaçÔs :

1220; yF[1): 5 s[1) : =  05 :

marke: diffsys (1, x , y ,  h0, 6b5. 5, 1, exi);

1: brint(x, YO) ;

“ Pe x<10  then goto marke;

end
ená

co
m

em
os

e
M

O
 

m
ta

 
ur
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Asymptotic Expansions for the Error of Discretization

Algorithms for No Jinear Functional Equations

By : .

HANS J .  STETTER*

4s1. Introduction

Assume that the solution n(h) cf a finite algorithm depending upon à para-

meter A> O converges for à — O to the solution y of a certain infinitesimal problem.

We consider asymplotic expansions oj the discrelizatio

(1.1) e l=a t+ " ' +  entr ENA) with EN (A) =0(h'")

where 0< dh <** '<bu and the £, do not depend on &.

These asymptotic expansions form the basis for the so-calied Richardson-

extrapolation: The desired value n(0):=  im n i t =y  is approximated by extra-

polation from : several values nfh,:

Maclaurin sum formula representing the expanst

'of definite integrals by trapezoidal sumsS, the existence of an

pansion and its sequence of exponents (p,) had only been conjectured in appli-

cations of Richardson-extrapolation to functional equations, Quite recently,

Graco treated the case of initial value problems for first order difterential

equations (sce [ ) ) :
In 6 2 of this paper, NE will — under suitable conditions — prove the existence

of such expansions (usually with pad  +17  4) for a very general class of dis-

cretization algorithms for non-linear functinnal equations in Banach-spaces. Tn

the proof, the sequence (e) will be recursively constructed. 1f the expansion

of the local discretization error (see (2.2)) contains only even powers of h, this

fact is preserved in the expansion of elh). In these cases, Richardson-extra-

polation is particular!y effective in improving the numerical results.

orem to several important functional

i izations: Initial and boundary value problems for both
d integrodilferen-

tial equations. For all these infinitesimal functional equations our theorem v

provide hypotheses under which the application of Richardson-extrapolation is

justificd for à given discretization algorithm.

In $4, we will actually compute the first terms of the expansion (1.1) for

a non-lincar boundary value problem of the third kind by the methods displaysd

ag
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.

in $2 and see that th erro!e actual ÀAA reprasanted, r of the numerical solution of the problem is

Historical remarks ichardso: ;or peistorical Tema Caen (1) À n-extrapolation: While the origina! ã
ARES Cen ENG é) is atomost 40 years old, systematic investi 'suggestion

foi inidt r t  liaação CR SaçA: with RouBERG'S well-known ext SS olation for

and BurinSCH [5 ]  have consi AAA sabes DA  déquences meantime, Leuxem o
applied tt e no ore general UTISAUSER

has enrefolly investigatedthe basis forX appresimation procónes, ana Gaacs ébas carelaliy à Z e is for Richardson- Seu da the munmerica
au o l  erjinary diflereatia! equations. White polyaomdal «cera polavio numedica

used ances, receat investigations by  E utKadA and Sroi RTTOER [8]
. have shown that rTational extrapolation will normaliy g i ve  better results.

82 .  The asyrnptotic expansion

2.1. Preparati.
We consider functional equations paraiions

with si endsside conditions (e.g. initial or boundary conditions)

(2.1b) R y )=0

where F: DI—>Et and
' R :  DIE?

subspaces D! are two generally nonli :

will always ia no a Banach-space E into arnchspates En and E! from

Í For the purpose o ei has a unique solution ye  DC Din DA and Eº We

the following sense: erical solution the problem (2.1) is discretized in

We define families: — dependi 
.

h>0  fixed — of B pending on a real parameter Ac
. -spaces E,, E l , E? , neter AE H 1=  (0, A,), wi

which map E, EL, Et into EE  ER resp. of linear transformations FE a

* Then we choose :
. two famili s

Pi E,-> E) such that for 2eD and peroominea operators Di: E,+Ei and

(2.2 | "a) Di(A,2) =" AL  fr (3) + WA, 6) +O(AHN+)

(2.2b f. % |
) P. (dr,2)= Nº 43 fr (a) + NV. r t )  + O(IHN+A)

wh: :ere 1: D>E! and r,: D>E*  do not depend upon à
The expressions 6, (A

are oft 14 (d,y) and Py(4,y) formed wi ,

o gala the local diseretization errors e (PO the solution y of (2.3)

Aba hosen integers (comp. the applications in $ 3). Mm. N, and 21  are

o a 
:

. riginal problem (2.1) is now replaced by the “algorithm”

(23) Plín=so, Pn=0,
ae  Natural! .

cFand R y we  could regard (F, RN): D+E!

have, in general, different ey proE. Ee see BEI) discretizations
perti w).

2º
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which is supposed to have à unique solution n(M)eE, for AeH. The global dis-
cretizalion error of (2.3) is defined as

eh) i=n(h) — dyyEE,

where y is again the solution of (2.1).
(2.3) is convergent of order $ (pb =1) it

(24) Ie6 ]SCA for he.

]..] will always denote the nom of E,.
The global discretization error e(h) aâmits an asymplotic expansion to lhe

order N (Np) if there are e,cE, v=/(1)N, e, independent of À, such that

(2.5) fet  az t e  fscatm for heH.

P, and P, will always be assumed to possess at least one Frechet-derivative.
We will call (2.3) sm, mystable for ze E, « fixed, if there is à constant S in-
dependent of à such that each solution ee E, of

HNldidi=g,(2.6a) Piíd,a) emo
satisfies (].l, is the norm of El, ém1,2)

“ JelsS[4"Ioh+A47 ok] for AH.
(2.6) is a natural extension' of many of the usual concepts of stability as we
will see in 83 .

Remarks. 1. Compared to the formulation of (1.1) we have now restricted
ourselves to the case of integer 7,. More general sequences (4,) can be treated

- similar!y (the /, are always rational).
2. In some applications i t  is necêssary to subdivide F, R, &,, P,, and the

corresponding &B-spaces because the stability properties of various parts of &,
and P, differ from each other. In these cases, m, and m, are vectors and (2.6b)
is modified in an obvious manner.

3. À stability concept similar to (2.6) is found in [9], but with an important
restriction: CHUN calls (2.3) stable only if (2.6) holds for all ze E, this is rarely
the case in applications to non-linear problems.

4. Naturally the existence of a “local” expansion (2.2) and the size of N
depend on the differentiability properties of (F, R ) ,  the solution y, and of
(6d). Pá). Actually one has a sequence of subspaces 1),7 E (which contain cie-
ments with certain differentiability properties) and cormesponding sabsfares E t
and EM, in particulas with respect to assumption £ of Theorem t£. This situatra
is displayet with the example of sect. 3.14.

(2.6)

2.2. The existen
Theorem 1, Let
a) an expansion (2.2), with VN, hold for (&,, PJ:i b) (2.3) be n,, nstable for

' * the solution yvofía1 RN

2 a:3) De convergent of order $ 21, with » fesme 2 29d nm from (22);
é operators in (2, as  : das A) .

 N+; (2.2) be M-times Frechet-differentiable at y, with M2€) Fy )e=beE, R'O)e=ceE? have à unique solution eeDThen the global discretizati: tizationpansion (2.5) to the order N. emor of (0,
Proof *, i. À: We will determine b,6E! and e,

(2.7) . Fb)e=s,,

satisíy (2.5). By assumptiption «é, the e ; :t, à, and e, remain arbit 7 are uniquely determined and «é ED. ÀWe der ltrary elements from &1 and Eº resp, ED .  At

(28) Sie,
= 5 tem nO —

ea 1,5" (A) =0 (A), hence ” assa, Sae es
We now fora S5(4,5) E ENA =00. |
BA) :  Ex  xe 2 e argument dy of the multilinear operators

now on be omitted.)

PESOS DAS
= [dy +4S + )  OA,aI> n(4d,y) — Bd  "| > (dy) - BA" ,  " NAsince Di (4,y +, +E  = ,  (94) =o .By assumptifor eeD  Pluon d and (2.2)

| as
ce 0] an asymptotic expansion

Pi) possesses an asymptotic
EE, yv=A(1) N, such that the solu-

we have through the linearity of 4, and rr
(210) | Pd  e = A) (Fm O) +D” PI) e) +OGtN+A,
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Assumption d permits the use of the generalized Taylor-expansion

» o, (nt) — D,(4,I) = Sia," +)

" - PAS"  48897 + ot) by (2.11) and assumption6

> 1

A opa ro (tre + ole) br 29) end MpEN+
a Éue

2 Je Spa. and +OMEDAOWT).
—sp

the nonlinear operators £, via (2.10) by

Y N o .  ”

“E a pro + Ermo |(Ere] =:85 6 +00:
= l 1np o o so  ;

nly on es  with pav— 7:
i i 212) that the £, depend o .

" Ao to DS nrnsining o. ot DE"  we obtain from (2.2) and (2.4)
or

E , +

(2:13) eai) =t" [ELOI )
and from (2.10) and (2.7) . |

aiasen(as AI] +06exaut=nfaz e o + 2410 |

where we have defined

(212)

1 se infaze, +ENOI- | +ou").
+ E -

r i ous  ã — wi O f <2p —

Collecting the various expressions we have — with g,=0 MM p 4

quer = fas E ie eua sto FO ELO
' EA

(2.15) +O(v1 )  +owWtn ) .

: btai
Completely analogondy “O obtain , : Aa  +

PE"  — faz» ho ,  [22 cbr )  +10) +& APITAR

4+ of çaD +oue"n). |
. N x So  alada— Fr N ,) = :  PP Wi, +O lEateos frear,

and 1,0 for <2p .
1)N  we can now L

the Ea à (2.15) since the correspondink Cc

only e, 's with n<?  while the ones for b, and 4 .  o no

through ( 2 .9 ,  au the b,, 6,. and é, are unique iw

(2.15)

where

«hich annihilate
reively choose b, and e, W : e

Srrespondi onditions for the 8, and 6, + epa

do not contain an 4,2? att.
tinedt for ee  FU)DS

-.
a 

em
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- With this choice of the &,, (2.15) is reduced to
' PE = AM ÍO (REED) + OPTA,

PLEN = AS O (Nº END) O (ATT),
By assumption b and (2.6) we conclude from (2.9) inductively [8º |=O(M),
j=2,3, . . .  until jó would surpass N-+1 and the fina! estimate FEV =O(4"+1)
is reached.

Remarks. 4. I t  is clear that the constant Cy of (2.5) may actually be deter-
mined (in terms of certain bounds on derivatives of the various operators) for
each particular application of Theorem 1, although this may present a formid-
able task. See e.g. [5).

2 , Since the unique solvability of the non-linear problem (2.1) is required
to huve the discretization error e(4) well defined, condition e on the analogous
linear problem 'usualliy presents no difficulties. See also remark 4 of sect. 2.1.

2.3. Expansions in R*
For particular algorithms (D,, P,) it may happen that the expansions (2.2)

proceed by even powers of & only, é also being even. This property is inherited
by the asymptotic expansion of the global discretization error.

Theorem 2. Let all assumptions of Theoremt hold and let /, and x», be
zero operators for odd » in (2.2).

Then the asymptotic expansion of the global discretization error of (&,, P.)
contains only even powers of À&.

Proof. We try, for even N,
NA

(2.16) (=>  Va,
vs NX

i.e, e, =0  for cdd », and check the proof of Theorem 1 for possible inconsistencies:
1t is easily checked, however, that now the brackets in (2.15) vanish for

: o0dê v», if b,=c,=0 for » odd; this is consistent with assumption (2.16).
Remark. To maxe the odd power terms vanish in (2.2) it is often necessary

to choose di and 37 judiciously, see e.g. sect. 3.1 and 3.39.

$3 .  Applications

3.1, Ordinary difjerential equations, initial! value problems*
We consider a system of ! first order differential equations

54) FO) =y(9-G(7(2) =0,"
Ry) =y(0) —y,=0,

We have Em Et==Cy(a, b) (=  space of continuous functions y :  [a, ]—R, into
the I-dimensional real space), E!t=R,. I f  the independent variable should occur

* This case has been thoroughly investigated in [7]  with special methods. We
ve i t  às an introductory cxample and to  display the influence of differentiability
esmptions (comp. remark 4 of sect. 2.1),

xE[a,b).
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2

table by adding the differen'

explicitly 1 disguised .as a À dent variable
ty it can be = Di== CI Ta, 6), Di=Cj(a, 6).

equation Y'==1 with xta)=a. D=D' se ) ,  Mu o de

bliima da: xa  + ihe io ,  12 ! - ne de

Let PF » . 4º  which restrict functions from Ca O: ta 5h > Rd:

fa bl, While "a is the identity. Hence we have E, =Elnfn: [o

a EA bh 

| |

À tegration

A amplicity we choose at first Euler's medhod as our numerical integra

algorithm:

62 om=(n—-I1n-H6h)=O eg,

P,im) mnlz) = 30

: , 1 the identity. | | Cod

SECA Ha, times continvously dire Naa ay hs e.

À ining the solution of (3.1) an 8

ecoa, ev içem in CRT” a 6). For seChi[s,6] we have an expansion
x . i

(2.22) with i<NSsm—2: |

(1 — Nx)  AG GG) oo a ou

h i  (3) = G(aNI+ EpFOT nto) + ado

1.e. º d+tt . ” > —”  o.

him gde des: P i anos
(22b) às trivial, all the 7, vanish: |

| nix) = sa (119) — 360):
ot :

Hence we have ma 1, 150, + =1, and the order N of the asymptotic expansion

E.  " .  À j in our sense

" umited 16 ZE that the Euler-algorithm 6:23) n o. obyahe

and convergent of order 1 (see e.g. 110). Assumption E Ta we obtain ves

G since all other operators 1n (2.2) are e . Sec bility of

e euriction NSM—1. Assumption é requires the uniq

ves  

*

6 -
3 ( t )  e be E,

t

ich is trivial (Me2)). | &

—... anpais of the recursive definition of the b, and 6, (all the & vanish)

shows that (see (2.7) and (2.15))

LECH-N[a,b] implies mé cmo * Ei

implies d,eCF 9[a,b] implies acCP (ad)

ela) m=ce€ E,

implics aLeCHioPla.M implies encCPTN La,b)

and hence e,€ D for esch yv=t(1)N.

this asymptotic expansion is explicitly gi

—

Asymptotic Expansions for the Error

By Theorem1 we conclude, for NEM

nix, h) 2y(x)  + Eve)  +O(AHY for x;elabh

For general one-sieb methods (eg. Runge-Kutta) i t  is often cumber-some to
explicitly derive the expansion (2.22) ; but only the existence of such an expansion
and the consistency of the differentiability properties are needed. These are
verified quite easily (see [7]).

Linear mullistep melhods (see e.g. [10], Chapter 5)

Fantloh LG aro,
may be treated in the same manner after they have been formally; reduced to
one-step methods by regarding the vectorsi7 (x))* :=(n (x), n (Xs+1). --N(Xixa1)).

As an example of a “symmetric” method we choose the irapezoidal rule
h6-3) Pan) = (1 —N)n—2(T+1)Gn)=0.

In order to obtain an expansion (2.22) in even powers of à we have to use the
following discretization operator 4º (see remark of sect. 2.3):

Mizi=  à (R+D2:
where 4, is the trivial discretization.

Then we have for sufficient!y differentiable z and even N
NA e 1 d+  ,

D, (4,32) =hA l  fF(a) + FS FPF PTS 2) TON +A

and, by Theorem 2, the asymptotic expansion of the global discretization error
contains only even powers of à (b==2). For the special case of Romberg-integration

ven by the Euler-Maclaurin sum formula
(B, are the Bernoulli numbers): .

À [fta) +2É/) + ]  — 1 (9

No x» ;
=X 2 Bel Ta) AT] +00).

3.2. Ordinary differential equations: boundary value problems
As an example for the application of Theorems 1 and 2 to nonlinear boundary

value problems for ordinary differential equations we consider the second order
equation for one function y(x)* |

69 FO)=—y"(3)-+G(x,y(x))=0,  xefa,b);
with G,(x, y)a0O in a suitable region. We assume sufficient differentiability
for G to justify ali expansions, we will not analyse the precise requirements here.

TERRE aCar

* Systems are treated analogously.
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so  . . o (> ( x ) ) ,  with ho

and 4º we take the trivial discretization 3 Jith bo

& Jj be integer. The following symmetric algorithm for (3.4) is widely

.&. [11)): . " -

. erra n1+ SG +02 ATP + OE o.

here Ex À, x. ' : for sat.

' The expansion (2.22) for (3.4)/(3.5) contains even powers of h only, for

ficiently differentiable z we have oo
5.52) GA.)= 141 fFI +EVA) +00,

ise (e.g. for f==1)-
ith bed for f d ,  p=2  otherwise (e.g or f=1).

" Te case ot boundary conditions of the first kind: EN  |

rw eo ,  a
5.6) r01=Bo-s : !

nix)  = 4 =0 ,

5: PA) = f o  a
i ility of (3.5)/03.7) we have

iculties. To establish the 2, o-stability o

Pihow Lhe solution ec R,,1 Of the linear system (with y from (3.4)/6-6))
os

Did, empeRa— (equ at XT :  4-1)

Pe=poeR,  ([delining elx.) and e(x,)) RR

' in Ráa427 Maz22 Ds6 s —L 1h. 1h are: norms in Asa

o Lis ateh +leb) 0-4 (in different terminology), see e.£. (10),

sati ists an a-
: qe The other hypotheses of Theorem 4 are satisficd there exists

i ; difference e(h) between the exact
À nsion in even powers of h for the r a

SS laton 7 St the algorithm (3.5)/(3.7) and the solution y of  5-9 a

" To be able to replace nonlinear boundary conditions of the ths :

po -CoNao ,  CEO  S IDO,  ..
(3-8) R i )  = 0) +D  (3(8) ' D' 20 ,  EM values

by a syinmetric boundary condition, we extend our elements né£a

nx) and níx.+1)*” and choose |

units PODA,
(3-9) Pa(n) = HA  Tr) n(s,) +h -  D(n(x) ” . teve for

Assuming s€E to be extended beyond [a, 6) by Taylor-expansion We

sufficiently differentiable z RPE .

Pata) =n 4 RI + ZM rata)+ OW,

Ae ade os  S te  incd by using the differential

A discretization of (3.8) with p=4  may be obtained by using

equation (3.4) to knock out the At-term in (3.92).

E ThE includes a modification of E, and ES, of coume
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1 We will now establish the 2, 1-stability of (3.5)/(3.9). From this stability
the convergence of order 2 of the algerithm (3.5)/(3.9) for ht—>O0 may be deduced
as usual (see e.g. [10], sect. 7.3) and by Theorems t and'2 we have the existence
of an asymptotic expansion in terms of 4º for the global discretization error.

We have to show that the solution em=(81,...) 64 )  ER, ia O the linear
—* «system '(y is the solution of (3.4)/(3.8))

E | '

. 54d) "” Pd.) e =qeERy41 (equ. at 4 ,1 . . .  3%),
DO Pi(d,I)e=odR, (equ. no. —1 and ns -+1, at x, and x.)

1 satisfies Fe l  S (A to l , + ol).
Let V=(y,,) = !  +At -7O be the matrix of (3.10), where AºPO contains

the At-parts of di (sea (3.5)). Then-VW as well as WWW) have a positive inverse
** (for sufficientiy smal! A) by virtue of the row sum criterion and 4 — YO ig also
* positive. Hence

.-. emo  cpa cpa  WD Yi) W1>20

i.e. the clements &,, of V* are smaller than those of WW-1, The fact that the
latter ones are all of order O(1/4) in À is easily verified by explicit computa-

* n tion. From:

e 
no

 
aU

= SS. Ss  = 1
E = Va, -=10-1 + PAS Pot Vu,nis On+2 and n=O (4)

we have the desired result. : '
(This also shows that (3.9) is a sensible discrete boundary condition to be

used with (3.5).) .

- 8.3. Partial dilferential equations: initial value problems :
From the variety of problems we choose as àn example the Cáuchy-problem

. for à system of quasilinear hyperbolic equations in .twto independent variables
with two characteristic directions. Such a system may be reduced to the follow-

: ing normal form (37º ==37/(A, 4), see e.g. [12]):
4 . . .  essa

K 2

(Gs. Sa Ze  0 ÁSDEO. i =1 (9 )  R,  ” .-3.113) Do E 2 i i . : 1S8KN' <A
2º IF  = ,  i e (R+ ) ( )K ,

in D:m((4,4): A-+uB0, AÀAS1, puS1), with initial conditions —

(3.11) VU  -A9 -7 (A=0 ,  hkR=1()K, i n /2 lS1 .
The a'* depend on the 7º but not on their derivatives, 7º(4) is given.
- A theoryof finite-difference methods for problems of this type has been

' presented in [13]. Here we consider the "mean-value method":
U

K

a (Zru= ima) [ iam —=mim) =0O, ISA ,6129 15x2 att (Tenta te) nt a nt]  =Oo, i >K ,

| 
a 

qu
em

 E
 

A 
O



28 ' Haxs J. Srarrue:

with
(3.12b) mie=7" (A).
Obviously, E, Et, and Eº are B-spaces of functions from D and [—1, +1]
Tesp. to the Rf while the functions of £,, Ei, and E? are from the nodes of a
square mesh of mesh-size A=1/n, n integer; n, . i =n ( l h ,  mA), l ,m  integer.
Again we will! not regard differentiability properties, in any case we have to
restrict ourselves to a closed subregion D* CD in which the solution y of (3.11)
and its derivatives are bounded.. I t  is well-known that D*  may be much smaller
than D even for highly differentiable a“.

In order to carry the symmetry of (3.12a) into the expansion (2.2a) we
choose a 41: El->Ej of a special structure

2 2((L+1)k, mk) + 2(1A, mA)

al dual (er ika +)
4 .  1/3 SE  dad  f o  a

al O ,  tm + 4) A) + (A, mb)
Tt is easily verified that this choice leads to an expansion (2.2a) in even powers
of h, with 1m=1 and p=2 ,

From [73] we know that the algorithm (3.12) converges of order 2 and that
i t  is 1,0-stable, By  Theorems 1 and 2 (the remaining hypotheses present no
difficulties) i t  follows that there exists an asymptotic expansion in even powers
o f  À for the global discretization error. The order of this expansion is naturaliy
limited by  the differentiability properties of the solution y .

Further applications to initial value problems for partial differential equa-
tions wili be treated in a separate publication, in particular the question of
sm, , m,stability under various norms, *

3.4. Partial differential equations: boundary value problems
The application of the theory of $ 2 to boundary value problems for partial

differentiat equations of elliptic type follows the ideas presented in sect. 3.2.
À detailed investigation of some aspects of Richardson-extrapolation for problems
of this kind will be presented by P. HoruanNN in his doctoral thesis.

' 3.5. Integral equations
Consider the nonlinear integral equation

>
(3.13) F(y)=y(s) —) K(s,t, (0) dis=O

Which is assumed to have a unique solution.
As à discretization algorithm for the numerical solution of (3.43) we may

use the following nonlincar system for the n(s,):

(4) dt) = (ne) —s B,K (su tanttA). ieo(t)n)aeO..
* For partial iffceence equations, stability may depend upon the nor sLaà

às used, sec eg .  114,

e
t

am
 o

o

Asymptotic Expansions for the Error
Natural choices for the
fenb.=t, ba=t,  Ba i t  (Simpson-rule). Both ehoices raid! bias and

: n« Natural] ã
fficiently smal! à, Y We assume

the B-spaces E, E,

[ÀF = —fex0) e=e(s) JS 7 (30) e) dt bl) e Cla, b]
has a unique solution, i.e, that 1 is not an eigenvalue of the kemnel

His: 3 (5.430).
From this assumption, however, i t  follomatrix of the linear system vws that for sufficiently small 4 the

o = - ” . .idi)e=(e, h EAR) eos imo(1) n)

$4. Examples
4.1, Eulers MethodY(0)=1 at x=1 by Euler's Method is

(17h) = (1 + A) na 4d UA)
= s xs (s- Ação xSs  a +7oT+which yields after Some manipulation

nN(t;A)e=e(1— FA  PORRA ATOBy the method of “ AP + ) ,
tXxpansion: sect. 2:

2 we obtain for the fins terms of the asyroptotic
LÁ .DNEAL 

a t )=— e ,
al)e=+ > GCr+8) a ( )=+ 'L ,24lx) =— (3º HSx +12), ale=— ú e.
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ehird hi « Astobe expected, Richardson-extrapolation gives an excellent improvement
4.2. A boundary value problem of the kind me ; on the values of n :  Although the error of 7 for ==  was 1—3 X107%, the values

Consider the non-linear boundary value problem Í extrapolated from n for ha, kh, hq were correct within 3Xx107!
1, 2 .  ' , de—y+6//=7=0 in L e . e. . .  ! References

(4.1) YyY)=1 ) -  ço ,  mo  ay RibuARDSON, C.; and J. Gaunt: The deferred approach to the limit. Trans.
2 — Sl (À) =0  : : e y. Soc. Lond. 226, 300— 361 (1927).

yY(2)— SAI o ording t o  sect.$.2 a ta  RoueeRo, W.: Vereinfachte numerische Integration. Det. Kong. Norske Viden-
. (x) = 24 +x ,  and its discretization according te  . Po  skabers Selskab V'orhand!l. 28, 7, Tronúheim 1955.

with the solution y Í "o [3] Bauzr, F. L., H. RutisHAUSER, and E, STIEFEL: New aspects in numerical
+27 ; aa + 68  Yo :Mm. — xo ,  é 0(1)%, No  - quadrature. Proceed. Symposia APppl. Math, 15, 199—218 (1963).

Nm. TEM . en tes  ; [4] LauRENT, P.-J.: Un théêorême de convergence pour Je procédé d'extrapolation
(=na tn l ê -  ali+is a=0, « ... do Richardson. Compt. Rend. Acad. Sc. 256, 1435-1437 (1963). .

(4.2) - + Na 54 hin.=0 : " 5  Burrrscir, R . :  Bemerkungen zur Romberg-Integration. Num, Math. 6, 6 -16
| — Na: TN A1illé no .  ' ' (1964).

( Ts  NY [6) RutisHAUSER, H . :  Ausdehnung des Rombergschen Prinzips. Num. Math. S&,
=1/h integer. 18 54 (1963).where n º  2 d r., of the expansions G. 5a) and 6 ,92) !are fe . to be [7)' GraGG, W.: Repeated extrapolation to the limit in the numerical solution of

The Ís, sw . “ .  . .   ordinary differential equations, dissertation, UCLA (1963).
en ) ,  r n l ds  FEDa 2029) 1 : [84] Buuiescu, R., and J. Stozer: Uber Fehlerabscháãtzungen und Extrapolation mit

da(3) = “us A E he EF  ) p . rationalen Funktionen bei Verfahren vom Richardson-Typus. Num. Math, é,

f sect. 2.2 yields the following linear boundary,value, problema 413 (1964):
The procedure O ' tie ex! on: Lm Cuún :  A discussion on the difference method for the  solution o f  nonlinear

of the third kind for the fe two terms «e, and «, of the asympto ponsi ea '
' « .  differential equations. Scient. Sin. 10, 414419  (1961).

' « [70] HaNRrICI, P.: Discrete variable methods i n  differential equations. New York:
. . . . " Wilcy 1962.—-.s y

: : + 7 , 3 2 "  : Nm. Fox, L . :  The numerical solution of two-point boundary problems in differential
(4.3). u1)— 3., e t  es(2) +2a ( )= -  a a to  : “ 1% equations. Oxford: Clarendon Lress 1957. '

a t  2 º  a MA SaurR,  R . :  Anfangswertprobleme be i  part ie l len Diflferentialgicichungen, 2 .  Aufl,
1 .6  6 a 6 en  2 ánIAO : Berlin-Góttingen-Heidelberg: Springer 1958.

—.. Tas  Ts  t+  2?  ss  ao e "uns StTETTER, H. J.2- On  the convergencê of characteristic finite-difference methods
“oo  1 coa ade qu ro?  of high accuracy for quasi-linecar hyperbolic egquations. Num. Math. 3,

44) dd  = A at at x= t ,  : e .  321344 (1961).
( o 3 2 [14] — Maximum bounds for the solutions of initial value problems for partial

a+ r i a=38 + à & +=  at r =2  ' difference equations. Num. Math. 5, 399—424 (1963).
” 0 )  3, [15] KaNntToRrovICH, L. V. :  Functional analysis and applied mathematics, NBS-trans-

Tewton's method for h,z=362 "A
The algorithm (4.2) qo sotveaFaria 2 .5x+6 (which is.not too A as  lation, 1952, edited by G. E; FoRsvTHE:

al approx nu- .

with the DOU úúmda ronditions). Then (4.3) and (4.4) were also sa ex- Mathematisches Institut der Technischen Hochschule

eai vih ufficient accuracy, and the beginning of the asymp | oo 8 Miúnchen 2, Arcisstrabe 21
merically with S ted values 7.  .ors of the compu : .pansion was compared to the err e still non-negligible — the values : (Received May 28, 1964)

"Except for hi — where the & o e aea within the accuracy which ! co
hte  (x )  +h  e(x) cor boundary : t o  da un fo aa  eco

of n(x, h) and of y(x) + & terval [7, 2] including the : : :
had been obtained for n over the whole no e A in the Table below: a : .
values. Sample values obtained for =x  a :

U ese cedo  E a * .  U

ss | ry À v t ,  [| y+raTÃO so» . es

106 | 12500 | gasossaas e dãos "1198609 O *
2 ns co ezassooaz || 295699 | as, e. ! : -

. 216 | 2360328037 oo A $ 'PE | agua | 3at9tesS E 12. 727982 i : . ; '
º Í 423572518 i n i  - o 'vã | qua | eso | TA 2 cam o *
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I i vá n t  l e f i n i t e  i n t eg ra l s  a re  based ou  t he' VW 51 !  l o r  Une  HUWELT IÇ  a l  ev  a l un t  11 "  o f  Ç . é " e r :  1 |e | > 1 "o  t a r i t y  : bata Uon t i s  OU the  I n teg rano  , he
- " 2 é 1 y assumo  À Íato h i t  um ies  hn u i t ab le  r enu  a t  | . s t u t i s i on  f u
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+ ' u i  a ' x by SH I  Fu l l e r  n im  hod  tm  heB l  : ' º ê a te  p robk  n i x  UH  Ko f  i r :  t a  r i l e i s  o rd i i a r y  i n i t i a l  Vet? d | | : we

tLuase  d i se roe !  4 1H ,  Í he  cCo r res )  o nd ing  usy imp lo l  [A  Npa t i s t on  t h  t À "
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1 | | 1 1 US) U | sheuk l  l end  t o  e l í ee t  I ve  a l go r i !  nus  o f  h i :  t v |  ' f o r  r e i as  yvÁ  Fa t i ou  L I s  | y " o  t n * | O '

m t "  1 º  va luo  EL  d ies ,  N umer tea ! l  r esu l t s  ae  gave  " t o :  tw  res t  t e ted  wo: ith some elassical teedintaues.
tunhy problem, imeluding comp ou with sotue elss ical  teehnig

2. Extrapolation schemes. 1.1 D(h) be à complex valued isento air
oroxbuaation detined for  steps h AE / (O, hat to the solution na
mt i n i t es i ne  problem, Under ho  iesumption Qiat DÇAO has an  asymg
«er pa i s ton  . "

2 DU)  ca  Hell He  + ooo,
i n i  ed :  inmations twoRichardson (18), DO) proposed to obtain improved atpprosimations om “o

ore  º requiring that theor, more values of DO(A), suy at ly > dy > = > ha,  by requiring
i nes  eombinstious

heh

( a )  e = t t  ( a !  ) ha )o = 2 & Dú ih .a )

* un i t y

2n to  +Ts  DIO + OUT ,  20%,
. Th  (1 ds inaportant that the constants es ”  nec not be esteulated, The of

ui be f o i  indireet!y with 1he Neville a lgorhia for the necursive «
“ ton ol pç "  se pa UOL, Were pa )  is the polvnomial of degree*T rue t i o  DP .  | .  "n , 

UnePos  e . . .  m t .m a dé whiieh interpolates D i l i vad  h = h i ,  E = nn, nn +

ES

veive he  editors May 21, HVhi5, : |
l i e ve i ve l  " »  SS  . ! A rv Onk  W ide ,  Tennoasee. Th i s  researel wasFenako Ndee  Natonst Labor; tory,  Es  nos a a r t  Wi th

cpenmserea! t y  the Vuited NSutes Atóotuie Energy Conmissica uuder contras
the Vintan Ca r l i de  Corporation.

CCC CCC CCCLCCOCCCCCOCCCOCCCCCCUCCL

7 
en

em
 

ce
a 

nm
 

e
vo

m
e 

co
m

e 
ef

e 
eo

 
le

o
os

e 
a

o
s

EXTRAVPOLATIOSN À IiORITIUARS ONO
forms the trinugulir array

nº

po "
"” : po  DEI

pt noNS e .nn” pin .
7? :

no.  '

neo,  SS

from the lineur recursion
C ; pu = D ih , ) ,2 )= .  ) (n=1) (mb )te) temo) Eita Mloos Da  -Pa  Da r t  + (haha |= t .

For the applications discussed i n  this paper the tino eomputational eíforocenrs i t  the evaluation of the first colunimn. Pho sehemo is built 176 byBenerativo, at the 11h stage, the upaward sloping diagonal beginning with1.º. See, for example, the algoritdiaas ju PLSThe following theorem states U t ,  under muild iessunmpyºons ou DO amdthe rate of refinement of the tmesh, the linear sequence to Setienee tratis-formation p=  4 of the first eolunan jnto the dingonsl! js convergerieoatm limit preserving, The stflicioney was stated, in à special ese, byStiefel und Rutishuuuser [23] A more general theorem is ha t  of |[1H!,
TuEogEM 21 ,  A necessary and  sufficiont eonditíoa Viat l ime  mo  = (O )Soc all functions Deh)  contimentos f rom the right utho=: O fe that

AUIFONDS

-

( 23 )  a = sup ham <T
ao  h

I n  particular, (2.8) implics the Toeplitz condition
(21 )  Cs  up  LS l eO Vl < x ,

noUm-o

The constant O js à meunsure of the munerical stabili xy o f  the seheme, Vlhesequenees b(a), 0 <a S 1, defined by
ks =" l ,(2.5) h t )  = Lo Vo

es  [O  au... en t i e r  ha ja )CCEE COCCECCE:
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ve he  following valtes for C la ) :
!

a ca t  3 1% [a  8 | 6 j o
!

yí )»2) e nn
Cia  jam aa | andas asso | +

The next Wieoreim provides sta tements about the rates of convergenvce of

e colunas and principal diagonal of the p-scheme. 11 follows from results

be TED, ISA, o
Turouew 22 .  La  D (h )  have the asyinptelic expansion (21 )  and  let

sup . a d i a  dt Ca e < 1 .  Thenjuas nose & ,

27 )  mm”  = Do ,  = (—1) "cm i l ha  . . .  husa ) º  + a ( t h ,  . . .  ha rn )  ) -

HS, in addition, o 2 > idego haha  then there exist constants 1. such thai,

for each m 2 ,  :

28  BU DIWILS Enalhaoc l i s )

I n  the norual ease where e .  é O, m = 1,2, +05  (27 )  states that each

eolumu of the p-oscheme converges to D(O0) fuster t h i n  the preceding one,

amd (281 lunvs hat the principal diagonal converges f t e r  than any
coma  Under m i t  restrietions on the rate of growth of he  order con-

tante unbed by 12 ,  can be shown i a  qu” converges suja dincarly

16 DO)  in the sense that |U — D IO ]  SE kh. and tun, .. has  K .  = o.
sueh is the ese if D(h) eum be extended to à funetion whiel js analytie at

he ,  eo  : e

Au impo r ta  genceralizatiou of (2,2) bas recently hesn proposed i n  (5).

to uses Qhe atrorithau of Stoer 124) 16 construet 7, " oa  ro  ço), where

CoD ia Ne  rational funetion w i t h  nunerator  degree É amd denomi-

a to r  degree é t u  + pv = nm) which interpolates D i k  at h = ha, E =

«on  om Choosing the sequence E4, 1 )  = (0,  01, (0 ,11 ,  01 ,1 ) ,  ( 1 ,2 ) ,

+ prives the nenlinear reeursion e
Mao ,  A = DIO),

tm  (1 1)
: 2 tm? vm lt) = fR+ Ts  — -

eum ANN TS ARC ETR
hu i s  ris " — ro  O

with the  d iae rav
1º -

=”
a

Enã e
A

Letell.
+ " )

COCCUOCCCCCOCECCCCCCCCCoda
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A statement analogous t o  that of Theorem 2.2 ou  the rute of convergenco
of the columns of the Stoer seheme involves the Hankel determinants

l e ,  E r t  CCO Cp, AQ

ML AO era oo e
: : !

| * º  * !

16ptaera Copia CCO Eptians |

TuxorEM 2.3. / n  addition to the kypotheses of Theurem 2.2 let II = O,
pa0 ,1 ,g=1 ,2 , - - -  . 1 hos  sefliciently small the mth coluna nf the S t r
sehemoe exists aud

re" = D(O) — (—1)"esnlha + han), un> =
where

Mo As o
The algorithin of Romberg 120) for the evaluation oi definite integruls,

[11 = la, b) tinite,

Vv ECO,  ”
has been studied in  the interesting papers (1), [23], [22], (3) by Bauer, Rui i -
shuuser, und Stiefel and, for more general Aescquences, by Bulirseli 41,
The diseretization is the trapezoidal rule

NX
(2.10) TA) = hf(ta) + S(a + )  +++  +S(b = )  +AS(L)
which, according to the Euler-Muaclaurin formula, has the usymimptotic
expansion

2 )  TU) TO) + > Bam (fon) — fan,

T(0) = f so  di,

1 (2)!

The Ba  tre the Bernou!li munbers ' -

Bam 20)"
(Qm)! (24) '

and f (2)  is the Riemann zeta function, 1f / is analytic on / then (2.3)
iaplies ha t  pô" — 7T(0) superlineurly us 1 &,

One eum also buse similar sehemoes on the midpornt rule

Mb)  = ns (a+5 )+s (0+%8)+  e .  + (  - à  j s
Nince

(2,12 7 (1) = Tirgg + 4(h),) 5 Na
CC CCECCCOAOTCCCCCECCCCECCETC



ans WILLIAM BB, GHAGG

t l  Fuler-Muelaurin formula shows that (2.1) bolds for 1/(A4) with

2% BB. Am 1) O AAA)= —f1 2 2). (b) — (ad).s (1 ã) Cm)! W =
The relation (2.123 was used by Romberg, with the sequence b(3*),  to
consiriel tha first coltmen of his P-sehene.

3. Two one-step methods for first order systems, Let / be continuous
and uniforaaly Livsehitzian with respeet to 11 second argument ou the set.
Dex  Co  where / = fa, 1) is à tinite tintervil and C,  is the complex
t i r ed  linear space of finples es (8 ,02 ,  a ) ,  l a t i n  be required
to i nd  gu  a a fixed poltu £ = «a + hi € 1, where g is the unique solution
o i  he  inha] value problem

a la )  = a,

' Se t ,  + ) ,  t é  l ..

1 QU is vamtedd aa a number of points / € 7 he  lgoritmas deseribed
helow, coupled with 1he extrapolation sehetmes (2,2) er (2.4), eum be ap-
plhed ever the subinmtervals between suceessive points, When / > 1 the
extrapolatian sehemes are applied to the individual eornaponents ef the
teumuerteal solution, Two famílias one-step methods are considered in this

(4.1)

U

section: Fuler's method and the usual gencresdization 16 differential equi.
tions of he trapezoidal rule. For Uhe special ease where fis independent of
dy, their asyiptetie expunsions reduce t o  The FEuler-Mucluurin formule
2 ,1  The  p ro fs ,  whieh nure easier than the proof o f  Theorem 1,2, appear
i n  OH, f21),
U I  is asstuimed further that / E Cº(D). Denote by Z the Jacobian matrix

o f /, evaluated nt the solution &, '

Ja) = É aa ,  ter,
aud define the synimetric E-lineur operators FCO, EU) ,  CEL, from O
t o  Cy by

! :SO,  UDDL  sa . . .  > . .  —
111 te=1 ds,

R :TUDO)  up 2 Up
UD T ITO co f  OSPoa  A .

The properties of such operators are discussed in [15]. This device reduces
the formal study of systens to that of à single differentinl equation,

The coclficionta of several asytuptotie expansions (o be given below en
be defined us solutions of certain recursive systems of linear differentinl
eguetuears, Pat 'CCC CCC CCOCCCOCOCOOCOOO Odo

the generating funetion

EXTRA POLATION ALGORETIIMS Ss)

(3.24) ee(t) = o(1),
aum, for m = 1,2,  +++ lat en!) satisíy

n(a) = O, '(32) ento)
' t n  = S(Dre, + an ( )  + bu(8), (Ed ,

where

(3.20) ant) s = ae)
kb)

und

Ro DSL) (E  ent0z).
The integer q and constants o will be specific in each partieutur ease by

(3.20) (2)  = 2 az",
I t  was proposed in  31, [5] to use Fuler's nuethodus à simple diseretization0f (3.1) ,  Thus put

EU; h) = z4(h), Nh= t—-a ,
where the sequence r . ( h ) ,  à = O, +++, N, sutísfios the difference equation

dy = 8 ,

Lay = 1 + hf(t. , 1 ) ,
with / ,  = a + nh,

TucorEM 3.1. Let the functions ex(t) be defined by (3,2) with

A Ca MA, LS  -(2) z SET
Then

(3.3) Eh )  e e(0) +e(Dh + e(DNic+o..
uniforinly f o r 1 € [ and  steps h € HJ,

Since (3.3) contains odd powers 01 à the  extrupolation sehemes must. bemodified in an obvious way, For example, the Neville seheme heconses
mm = nn, pi! — pio!

La
hugo
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This results in a loss 0f numerical stability. Some values of the correspond-

ing constants Cla) (see (24  ) - (2 .6) )  are:

a t r  4 ja ado : | 3 (0
Co sa ma To | aro | 8500 > | +o

Note  t lm ,  for the differential equation r ( 0 )  = ,  1 = a ra  m const,

' log (4 + alo
Eua  (1 + ahV"s = exp o oo 8

= Pa A + p i l a t ) ah  + pa la t )  (ah  + « l s

ts aumndetie for h t  < 1/1al .  The pa( t )  are polynomials of degree m, Tt

follows from thix and nº previous remark that if a < ! then m secs

superlinearly for the Neville scheme, However, this superlinear conver-

penee js slawer for larger values of La |. This behavior genceralizes to the
other tuethod= studied below. | : e

Aut obvious eloiee for à diseretization 6of (3.1) with an À expansion is

the usual gemeralizatiou of (he trapezoidal rule:

TU;  h )  = ex (h ) ,  Nh=se t— a ,

with a

n=s ,  ao

CLA)  I . n  = .  + TOA x t )  + S ta ,  x . ) ) .

Tugoneus 3.2, Let the functions es(t) be defined by (3.2) with

| 2 2 & Ba ax
. A ( z )  = z t anh  (3) = > TB )  Zz ) .

1 ho ds suflicientty small the difference equation (3.4) has a unique solution

Autho ,  ns  O, + ,  N, and

TOU; h) e e(1) + ei(OKN + (DR +
uniflocudy for  € Land  steps h € HH. :

This generalization of the trapezoidal rule (2.10) has an important

stubilitv property. Tt has been shown by D:hlquist (7), [S) that «ny linear

mnltistep method which preserves the asyinptotie stability of solutions
nf 4 e A r ,  REA)  < OO, for all h > O necessarily is of order S 2 und
th ,  among the second order methods with this property, the trapezoidal

vule has the snudlest error eonstant, This is of interest when has some
eieenvalues with tirge negative real parts so that the general solution con-

tuins rapidle decaying trunsients, The trapezoidal rule prevents these
CEC COCCCOC CCC CCC C

e.
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components from reentering the numerical solution once they have de-
cayed, Dahlquist then proposes using global extrapolation to increase the
order of the approximation.

IL is not possible to base à general purpose procedure on extrapolation
of the trapezoidal rule since the A-expansion does not hold unless the
system (34) is solved exactly ut ench step. The elussieal predietor-cor-
rector technique requires i n  general infinitely nuny evaluntions of / to
obtain the A-expunsion, On the other hand, i f  i t  is relatively eusy to solve
(3.4) exactly the use of extrapolation gives very good results,

4. À composite rule. “The starting point for the main result on first order
systems is Nystróôm's second order method, commonly culled the midpoint
rule:

N(1; h )  = xv(A),

( 4 .1 )  XE=S, 21 = s (h ) ,

YTn+t = TA  + 2hf( ta , Ta ) .

This is à two-step method and thus requires an ndditional starting valve
s1 (A).  Tt is the simplest linear E-step method [6],

PI ) .  = ho (E ) f ( t ,  Ts ) ,

which is symmetric in the sense that

plz) + z'pla) = o(2) — FJo(27) = O.
The requirement of stability implies that all zeros of p(2) are of unit
modulus for à symmetrie method. 1 E > 1 und negative growth parameters
exist, wenk instability can oceur. This is less npor tant  in the step-by-step
use of syimmetrie methods with extrapolation sehemes, 1t does require à
modernte contro! of the step t i ,  however,

Vor symunetrie methods i t  is theoretisully possible, by & suitable choice
of starting values, to obtuin usymptotic expunsions in  powers 95 hº, The
fol lowing theorem was given, i n  par t ,  by de  Vogeleare [9] who extended à
result of Guunt (10), I t  generalizes easily to the cluss of synimetrie multi-
step methods.

THEONEM 4.1, Lei lhe functions en(1t) be defined by (3.2) wilh
= Sinhaz - 1 %

A(z) z P r  FD

Nh= t—-a ,

1f the starting function s,(h) satisfies

(12) n(h) ela + h) + o(a + Rh) + ela +A )N  ++
me e(a) +o(a)h +36 (a)Kº — AlJ(h)A(a) + 16" (a))K' + --

NON ON A A coco r Fá
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for h E H, then

NU; h) e e l )  + (DN +e(DI'  +
uniforily for E Land  steps h € 1. e

Note a (4.2) does not require a (h )  = é(a + h ) .  x is difficult to

obtain since it requires a kKtrowledge 6f J und high order derivatives of tho

solution é. De Vogeleare proposes the ne  of methods of Runge-Kutta

type to  satisíy (1.2) approsimuately, This appears eumbersome und in

general does not Je t  to  an ir i f inite A-expihuision,
T i l e  most natural ehoice for the star t ing function aa(A), i n  terms of the

data of the problei 8 .1 ) ,  is

48)  anth) = a + f (a ,  sh.

t i s  a renuirkable fact. that this choice leads to à certain type of infinite

Iê expansion, The statement of this result requires the recurstve definition,
" 4 o »

similtu to (88,2), of tou sequertees of functions « ( 1 ) ,  fu(1). Put

e t )  = f(0) = eU),
le t  es (1), fat!) st isfy

( 4 )

and, foram = 1 ,2 ,  +

en l ta )  = O ,  f a l a )  = - — (a ) ,

(14h) & ED!
en  = JU) + an(!) €bn (1 ) , :  + Sa = J(N)en t en ! )  + d.(!),

! (E ,
where

& 1 (841)

p 140) an(t) = -&  Ee + 1 (9,
ne  -

T 1 u t )cal!) = —> Be + (1),

und ! . :

2 ba(0)27 m Das ,  e(1) (E rco r ) ,
(4.4) mA po ”

“ “ se kh

Dd(1T  =X  La, (1) (X  e t ) .
ml  12 k t  m l

TuronEM 4.2. Let N(1; h )  be constructed from lhe algorithm (4.1) with
mth)  = «+ f i a ,  s)h. Then

- . < en (D )  am45 )  ado  — E f a  , t e  Lhe

m
m

CCC THATI  COCO
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This result shows that there exist two distinct Aº-expansions arising
from Nystrônis method with the starting function (4.3). Extrapolation is
therefore possible with à sequence of even N's or with à sequence of odd
N's. Since ex(a) = O but i n  general f . (a )  >= 0 for m = 1, the former
procedure is perhaps preferred, To better understand Theorem 4.2, put

un(0) = Blen(0) +SA(OL — vn(t) = Hen(1):— Su(0)),
und compare with Theorem 4.2 of Henrici [13]. The functions um ànd vm
satisfy differential equations of the form

um = J (Dus  + inhomogencous terms,
Um = —J()uv. + inhomogencous ternis;

(he expansion (1.5) becomes

(16) ME; A) so E lun(0) + (Yoa(0,
The functions v., ure the “weankly unstable” components of the discretiza-
t i on  error. Note  that r.(1) = O. By choosing à more accurate starting value
(A ) ,  iCis possible to obtain an expansion of the form (4.6) where, in addi--
tion, vi(1) = O. Such is the euse i f

s(h) = g(a) + 9(a)Ah + lg(a)K,
but this requires the knowledge of f,(a, s) md J (a ) .  Even then (1!) é O
in  general, Tt will be seen later how to annihilate v ( t )  which is the lending
unstable component,

Prof of Theorem 42 ,  For p 2 Lund = /1 ,=  a + nhlet

e(h) = 1,(h) — 6(1) — S.(h),
s.(h) = feno) AR mn (om) :

I t  will be shown that e (h )  = O (A )  uniformly for t E / and steps À € HH.
This is known for p = 113 ,  Theorem 4.1); thus

(4.7) e(h) = O(W)), (ELhEH. .
Define the linear operator £ by

Le  = 6,1 — ta — 2hJ (De .

For p > 1 the result will follow from

(41.81) e(h) =0 ,  a (h )=O(K) ,
(14.8b) — tel) = OUR | (E )  + OT),  tenLheE,
5 Us Nem nO.  fenhorS u fa  uefhunk 35. ( C ( C C ( C
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The first equation of (4,84) holds since x,(h) = s = g(a) andesç(o) = O,
m = 1 ,2 ,  , Sinilarly :

Ú nn  imn(h) = $(a) +$ (a)  — 2 S=(a + A)NT.

Expunding fa(u + A) i n  finite Tuylor series ubout À = O, rearranging into
poswers of A, and estimating remuinders gives

au) = E [to + É sh so |= k l

+ > [1.ta) + X Erg a | NU +OW") ,  hEH,

The sutms vanish because of the initial value problema defining the ff.
By CAD,  da )  = O since es(a) = 0, This completes the proof of (41.84)

To slow CESDI, write

nm » en )  Tm(1.0) fe  = kL, — PAGA h
| ; ; " ;un i  consider eaeh term ou the right separately. F rom the difference equas

t iou  (4.1), o

der, = 2h, 6(0) + d+  e) — JE) + 6d + e)).
Fxpanding f f ,  $(1) + 8 .  + e )  i n  a finite (Fréchet) Taylor series bout
PL )  und estimaling remuinders, using the fact that both 8,(4) and e(h)
aire uni forudy O(A ) ,  gives

SU, QU) + 811 e) = S0 ,6 ( )  — J ) (6 ,  + e.)

GC = > ET  4(1)) (8. + e)" + O(A")
du=2 +

= PET ISTA  +OMWUSD+OW), LELhEH
Conibining the last two expressions with (44d) yields

= fda(!)dir, = A [su eum — J04A() + EO) |molEO)

+OMWlQN+O,  lLELhEH

EXTRAPOLATION ALGORITIIMS 3095
The mth term of the sum (4.9) eun be expunded similarly:e (eco) - e +h) — fat h) — Aro)m (2) emlt + h) — en(t—=h) — 2hJ(0f(1)I n  a | BREDA,fo  DOR) E mean e]

+ O(WNP). seaLhEeH.
Rearranging into powers of 4º and anpplying (4.40) then gives

: = em! )  Im . = fm (1 )  = J í en ( t )  —= cn!)* = nº = 2h E — JO.) — O)mo Sa l t )  meo

+ O(RP*), tELREI .
The verifiention of (4,8) is completed by combining this with (4.9-10)and recalling the differentinl equations (3.1), (4.4b),Beenuse of Theorem 4.2 j t  seems naturol to separate the “even” and“"odd” parts of fu(4; À), Also, noting the special case of ordinary integra-Lion when f(1, +) is independent of x, one is led to define generalizations o fJH(h) and T(h) by

MU Sah ,  Nhestoao,
TG A) = ys(h) — À SO, xa(h)),

where

h É= ,  Yo = a + 2/10, s),
( 4 .11 )  Ta t i  = 3, + hf(tna , ns

Yat i  = t n  + hf(tat , Tan) .
These rules are relnted to RN(1; A) by

(1.12) M(Gh)=N (6 3 )
(4.13) T ( t h )=N  (: + ; à) = às  (1 n (t ) .
Tt follows directly from (4.12) that

* h E
MT)  2 2º ea)  G) , t €  T ,h  € H,meo
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i n t ,  by expanding the right síde of (4,13) usim: (414-5), that
E h m :

TUGA) eo 2: gnt!) à) ' LELAhEMH,

wliere
+ Wo

à (8 )91) = 2:55EDIOS
Notive uvat now, by the initial conditions for 1he functions f», guto) =O ,
mo do

The tulos Nm do amd PESA) ugun provide 106 distinet A-expunsíons,
atual extropolation for QU E possible in either with an erbidrary sequence
o l  N's,  More generally one cond eousídoer (he lmerr  vombination
1d  A+ (1  TG A )  Not ing  (2.12) dois nutural to  I nke 4 == 3
am alns fo part

Ah  ss MUÇERO + Tu  ho],

The rule A t  Ao has he asyvmmplotic expansion
= SA DN" : :Ae )  o É lent) + gato (5) + teELhEAH,mo U -

I n  particular o
LD) ! " 1 ”

( 0 )  + gil)“ = u4 (8 )  + l e  ( 6

does not contain m(8), This is reminiscent of  the averuging procedure of
1a  ' 1 .“. t s  " UMilne i l  Reyuolds [17] for aunihilatinag the lesuling Sunstable” component

of the diseretization error, sent stabiti
Finally, the following observation guarantees the numerienl stabi Ny

of the (qineleal) step-ly-step algerithoss. I f  eiíher of the rules MM, T,
or A ds coupled with (he Neville (Stoer) sehbenmo using à lixed number of. h . EC  1 en  . "es rapolations per «step Ao, then the entire process is à Hunge-Kutta Com

s tep )  oruethod, The existence ef the Stoer sefienies at en step must ba
aee  jo he  a t t o r  case, .

5. Special second order systems, Let f unuin satisfy the liypotheses of
$$ a t i  eae Tet jr be required to  f ind 268) 1 à fixed point 1 € / ,  where g
is The unique solution of the specit] seen order system

fa )  =a   Y(o)=
1 = fa), e r

The siuplea lincar £ - t ep  method of the form

O) . = At  NI,CCC CEE PAPETIEEVOSO

t t )

CCC CE CCC LC

A

(CG)
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for the solution of ( 5.1) is the Stórmer second order sehemar:

fa l  — 24h + Lan )  Kf(ta , 3a ) .
The simplest choice of starting values conpitible with this method is |

x To = , ne=s+h + A a,e).
Mn i t s  sununed farm, which reduces the aceumulation of rounding errors[12, $St.4], the  sehono tukes à fo rm s in i lku  to  (ET  but w i th  one functionevalu:utlon per step:

= ,  ve = + a/(a, s),
t i =T7+  hya,

VUCATES ATA
The rules SO 4)  und sº (1; 4) ave now defined by

s ta ;  h )  =T (A ) ,  Nh = | a(52b) TS"NºU;h) = yr (h) — Est, 24 (1).

Yn+1  = +

I n  order to state results similtu to those of St lot the functions ento),é E 7, he delined recursively by
C i )  eu) = g(1),
m l  for am ss 1,2,  +00 by ;

= tTe)e=e=T Cl (8+1)cam) DSO (o) E ErIDi&S (o,
ea” = S(De + an(0) + ba(2), t e ,where 

:
41 .  = — 14+23)Vão) an (1) 2 E =BE Fa (O

amd |

530 DOS E 11º 6) (É en(02) |
mn addition put, for mm = O, 1 ,0 ,
" ETTA  1 +)( 9 )  tv, ( 1 )  & TETO (tt,
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und note that

e (1) = a(1).

TyrEonREM 5.1. The rules S(t; h) and S*(t; h) have lhe asymplotic ex-

quinsions

15.5) SU; h) <— > en(e)N”,

6 )  | SU ;  h )  2 Des t ,

aniformly f o r  E Land steps h € 1H.
The result (5.5) was recently stated by Mayers [16], but without explicit

expressions for the functions es.(1). Theorem 35,1 is netunlly 1more satis-

fyving thun the corresponding results for first order systems. There is no

fear of instability brought on by the nunerical method. I f  instability

exists i t  is normally inherent in  the differentinl equation (5.1). The methods

[ur special second order equations are usually justified by the fact that a

saving eum be achieved i f  one avoids computation of the derivative é ( 4 ) .

1 ix necessary to know é ( 0 )  for the step-by-step use of (52) coupled

with extrupolation schemes, 1t às therefore noteworthy that u i  Nº -expan-

sion eun be obtained for jts ealeula! ion with no inerecase in the munber of

evaluntious of f. '
Proef of Theorem 5.1. For p & Tund t= / ,=  a+  xnhlet

eh)  = 2.(h) — Q(1)'= Sah),

s.(h) = E en(0)K",

To prove (5.5) i t  must be shown that e (h )  = OU) uniformly for 1 E 7

and steps h E H. This is known for 5 = 1 [12, Theorem 6.71. Define the

linear operator £ by

Le  = eu  o 2 += WIMN.

For p > 1 the required result will follow from

(5.74) ' lh) =0 ,  a(h)=O0(N*),

(5.7) £La(h) = OU eh) 1) + 007),

by the result for p = 1 and p — 1 applications vf [12, Lemnmn 6.3].
The verification of (5.7) is accomplished by showing, similar to  the

proof of Theoreim 4.2, that

LELhIhEM,

. 
—

m
t
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2.0

| RUNGE-KUTTA

1.5 H

(ão) /

o .s  / ' +

Va
| nr oavs ,  p=4  (bot tom)

: (so p=5 (top)
! A E

[o à:

9 ? 4 6 8 10
PERIOD

Fia. 1

—a() = X [e'(a) + ” BET est Ca) | no

10
º e

(?
)

e l f ,  o, m 1

+ [de  (a) + L Bpro et (a | EPA  O(WT), REA,

and :
Et— £Le(h) = No fem(1) — J(t)en(t) — an(t) — ba(1))K"

+ O(A) ea(h) |) + O(WPP), LE LhEH,
and then applying the definitions (5,3).

To prove (5.6) note that

Sº (64h) = ILS A 11) — S(6 1 — É f04, SU 1),
+
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1 .2  T
|

0 .9

Fe
— 

; DO

b

— o .6
Ss

O A-STOER

ADAMS,  p=86

" LI

º No  a 6 8 o
PERIOD

Fu , 2

und expund the right side using (5.3-5).

6. Numerical results. The rest rieted two-body problem

"Aeon ,  20  =,
Es

aa  EA
Hx f=  sort (2º + 11),

(6.1) FS 0 S IS?  Or,

w i t h  exact solution e
d(1) = [cos l, sm t t ,

wins solved numerically with the rules A and 8, 5º ;

aml Stoer algorithms, To compare the A-sehemes wi

methods the formulution of (6.1) as à first order

be the Tuumge-Kutta method nud Admns predietor

” = 4 ,56  who  eorrections per ste
CO "W o r i uçõe  op ta r  é i s  eprpenisarm CEOCEu  CE  | ( Po ps  W EE  v i  Y

coupled with the Neville
t h  sonie elassieal

system was ulso solved
.correetor pairs of order

p. Che number of evaluatious o l  S
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8 .0

s.0 /

10
º 

e(
7)

S, S*sTOER/
2.0 7

DA S, S*- NEVILLE
o Da e r  re—

o 2 9 6 8 10
PERICD

FIiIG. 3

The evaluntious of f were necurite to 39 binary places; high precision
wns used i n  the renudning computations, The extrapolation sehemes used
the sequence (2.5)  w i t h  A = x/83, a = 1/sqrt ( 2 ) ,  and six extrapolations
per Celobual” step A». Figs. 1-3 show the results of these experiments,
The error e ( )  = FP (O )  — g ( )  l ,  where (4 )  is the numerical solution, és
plotted às à funcelion of the muuber of periods.

The error curves had roughly the same shape i n  each ense; some appear
linear due tó the senle, The eflicieney of the extrapolation alorithois is
semewlia Jower than the Adams sixthh order method jin this exumple,
This standing ean be improved by using higher precision and, perhaps, à
slightly Ilnrger value of à, À similar comparison with seven extrupolatious
por step gave maximum errors of e» 2,107" for both the A-Nevi l le sehetme
aud the Aduanis sixth order method. The error was pure rounding error in
these cases, H js interesting th the Neville algorithm gave better results,
when coupled with 8, 8 ” ,  (han the Stoer algorithm. This does not appesxr
to be à Gypiea" exsanple however, Y t ee  RE  "mM "q  A TO (
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2.20

1.65 —

E 40 É
Ss
2? M-NEVILLE

0.55 DÁ

SO 100o 20 ao + o 80
ET) ' Pá

Fira. 4

(0 )  = to, 1,

, ' =1  12=  Az oOstgs0 A= 1, bb
with exnct solution e

. d(1) = esin 4, cost)”,
wis solved ( i n  high precision) with the sequence h(3* ) ,  lo = h and six
extrupolations per step. Fig. 4 shows the relatíve error e(1) = e || ( 0 )  —
q) !  us u fenction of £. |

I n  conclusion, it should be noted that the extrupolation algorithms pro-

vide good estimates of the “local error" and are extremely flexible with
regard to variation of the step ho.
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412 — À, ScutnHAGE: Zur quadratischen Konvergenz dos Jacobi-Verfahrens

s<rSt bezeichnet, t a l
1 * : Ss

dios A=57 240% +a,) S ss  20  a, al+la:l)

l ag  ATA. 2.Ss dy Yan4  ão

In Verbindung mit (7) ergibt sich 2(4 — 9 )  SYn—2-y  im Widerspruch zu (6).

Sobald (6) erfúllt ist, wird also das maximale a, , nur noch auBerhalb der

Teilmatrix (a, ,) (sS», nS!) gelunden. In [1] ergab sich nach & ( n—1) Rota-
: ss. ” ; 1FE TT

tionen ein r s / z  = !  i ts ; daraus folgt y" <y, sobald 4d —2y> r )  7

erreicht ist. Diese Bedingung ist von âhnlicher GrôóBenordnung wie (6).

Hat die Matrix m Eigenwerte mit Vielfachheiten uy, Us, «--. Um. dann crhált man
- "”

nach dem hier bewiesenen Satze schon nach hochstens (8—1)— > E (0,1)
u l  . .

Rotationen ein r s  7 Es (man vgl. (16) in [1]). In diesem Sinne wird

die Konvergenz durch die Existenz mehrfacher Eigenwerte beschleunigt.

: Literatur
[1] ScuônHAGE, À . :  Zur Konvergenz des Jacobi-Verfahrens. Num. Math. 3, 374380

(8) Woo, J .  H.: Note on the Quadratic Convergence of the Cyclic Jacobi

Process. Num. Math. 4, 206—300 (1962).
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Fehlerabschitzungen und Extrapolation
mit rationalen Funktionen

bei Verfahren vom Richardson-Typus
Von

ROLAND BULIRSCH und JOSEF STOKER

»

1. :
Sei 7(h) die zu einem Diskretisierungsparameter 4 gewonnene numerische

Nãherung eines exakten Problems, definiert durch lim Th) =Tio). Von Rr
CHARDSON [8] stammt foigende Idee einer Verbesserung der T(4): Man berechne
T(h,) fúr verschiedene A ,  i=0O, . . . ,  1, lege durch die Stutzpunkte (h,, T(hJ))
ein interpolierendes Polynom TA) und nehme T,(0) als Núherungswert fúr
T(0)) LAURENT [7] hat kirzlich in einem allgemeinen Rahbmen gezeigt, daB
unter gecigneten Voraussetzungen 3.00) mit wachsendem mn gegen T(0) kon-
vergiert. .

RicHARDSONs Methode, verbunden mit einem von NEVILLE bzaw. AtTKEN
stammenden Interpolationsalgorithmus zur Ermitt lung von T. (O), liefert im all-
gemeinen m i t  geringem Aufwand sehr gute numerische Resultate. Beispiel dafór
ist das bekannte, nach RomBERG [9] benannte Quadraturverfahren; vgl. dazu
die Arbeit [1] von BAUER, RUTISHAUSER und STIEFEL und die Arbeit (3), Weitere
Anwendungen finden sich in Arbeiten von RutisHAUSER (7/0), BoLtoN and
Scoms [2] u.a. Siehe dazu auch die Arbeiten [73, 14, 15, 16).

Voraussetzung ftir die numerische Brauchbarkcit der Extrapolationsmethode
ist allerdings die Existenz einer Entwicklung der Form

(1) | T ( )=n+nh  + :  +t WE RO (A)

mit [R ,  (A) S My, fôr alle A>0, 11, . . . ,  1, unabhingig von à und 0<n< - -
<Y4 : -  STETTER [17] hat im Anschlub an GraGo [4] gezeigt, daB solche Ent-
wicklungen bei groben Klassen praktisch wichtiger Disxretisierungsverfahiren (Dif-
ferenzenmethoden) existieren. Spezielle Probleme hat NavoT [17] untersucht!,

Die vorlicgende Arbeit gliedert sich in zwei Teile, Tm ernsten Teil werden
unter der Voraussetzung (1) Abschãtzungen fôr den Extrapulationsfenler
17. (0) — T(0)| hergeleitet. Der zweite Teil gibt eine neue Version des Extra-
polationsgedankens: Legt man durch die Stuútzstellen (45, T(A,)) cine inter-
policrende rationale Funktion T,o(M) (Záhlergrad u, Nennergrad », u+y=m),
so kann auch Z,.(0) als Nãherungswert fúr T(0) genommen werden. Die Extra-
polation auf 7,(0) wird hier mit einem in [72] beschriebenen Algorithmus durch.
gelúhrt. Fur den Fall der Trapezsummen-Extrapolation kann der Extrapolations-
fehler wegen der spezicllen Gestalt des Restgliedes der Euler-McLaurinschen

* Erst nach AbschiuB dieser Arbeit zur Kenntnis gelargt.
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Forme! angegeben werden, Beispiele zcigen die Uberlegenheit dieses Verfahrens,
das, obwohl nur geringfúgig komplizierter, in allen untersuchten Fállen nicht

schlechter, meistens sogar erheblich besser konvergierte als entsprechende Poly-

nom-Verfahren. 2

Zunichst sollen líneare Extrapolationsoperatoren AL, mit den Eigenschaften

à) AT=I=XAT
(a » AMAt=1

co A l to ,

rekursiv konstruiert werden. Dabei gelte hQ>4>--->O0. Definiert man den

Ausdruck (in Spezialíillen das Polynom)

Toth)aa, tarot e +ebo

j =1 ,  e . . . "

durch die Forderung
LU J=T ) .  j e i t o .  i tm .

so ist die Bestimmung von ALT gleichwertig der Berechnung von T(0). Tst

nâmlich T,(4) ein solcher Ausdruck, so gilt wegen (2)
' ALP=AL, T=0,=T200).

ã é Bt sich also die Theorie der Interpolation heranziehen.

Eur Rosa duty helem die Nevilleschen Enterpolationsformeln, angewandt

auf ein Polynom in 4” (s. [5), (6)]), die Lósung

ALT=T9=TA),
TRIP Ma m Ta. = "E

o BTT  RR
= TN  4 TS TA  me i .

ml  I [Ps  7

T iso )

Ordnet man die 7 in dem Schema an
= TIATIN=7"

T(h,) = TOM 7t (h) 7 TP ” TP

T(h) = TP(4) a) 1º
T(h)=1S '
. . *

— so lassen sich die 71? ausgehend von der ersten Spalte rekursiv berechnen.

Fur die cl; aus GL (2) liefert die Interpolationsformel von LAGRANCE
me É 2 .

1. SD

PN
 

ED
NA
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Die Formeln (3) und (5) gelten fúr beliebige à,,  soferne nur y,;=jy ist. Fur all-
gemeinere Sequenzen 7, ist cine dem Nevillescaen Algorithmus entsprechende,
einfache Interpolationsformel nicht bekannt.

Im Falle allgemeiner Sequenzen y, lassen sich jedoch die Operatoren AÍ,
fúr die speziellen Schrittweiten h,== AQ, 0<b  <1, leicht rekursiv konstruieren
(vel. hierzu auch [10], $4):

O Aus 29) und 2c) ergibt sich nâmlich

ALR = Mem he uz dO, guiam
daher sind die 57e gerade die Nullstellen des Pdynoms

PO(a= Dad,
und wegen 2b) hat PÍ9(x) die Gestalt |

o PO) =P) = [1] OR.
Damit gilt cd,  ,a=cl9) fôr alle 7, und die cO) snd bis auf einen gemeinsamen
Faktor die elementarsymnmetrischen Funktioner der 6%, gaest,...,8M.

Wegen

a l

Ri) = 22E2RO (a)
erhãlt man fúr AÍ, T die einfachen Rekursionsformeln

AT  =T1P=T(h),
nm MAT=TD = nn Ao m i .
Fur y=my geht (7) in (3) úber.

' 3.
Existiert far T(45) eine Entwicklung der Forn (1) und wendet man auf T

den Operator AL, an, so JãBt sich der Fehler |TP9— T(0)| wegen (2) leicht ab-
schãtzen. Man erhãlt

G) [19 — To sa, Be po,
wobei ;

Mi3=  sept Ria Gi)

Ist T(h) Element eines Banach-Raums, so kônnea die Abschãtzungen im Sinne
der Norm des Banach-Raums interpretiert werden. Es gilt nun der

Satr 1. Fir T(k) existicre eine Enticklung der Form (1). TÍl=ALT sei
der aus den T(h) ,  j=10,...,i+m extrapoliede Náherungsiert far T(0). Dans7 p
gilt fãr die Extradolationsverfahren (3) tend (7), fais NFLSb <A, mk  und
Ya TY/2 7>O, y.=0, ist, die Abscháteung 4

' 2

[79 — T(0)| SM, Cl) ua am th E
mit Konsfanten C(57) und M,,,1.
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Satz 1 gibt Gber das Konvergenzverhalten dieser Extrapolationsverfahren
Auskunft. Besitzt T(4) cine asymptotische Entwicklung (1) von hôchstens À
Gliedern (k=0o ist môóglich), so konvergiert der Fehler in der n-ten Spalte
von (4) fir nSk-+1 wie A gegen O, fúr H>k+1 wie A+. Auberdem
sieht man, dafB die Abschãtzungen fúr den Extrapolationsfehler [7“*-P— T(o)),
j =h ,R+1 , . . . ,  m, dieselbe obere Schranke liefern. Das legt die Vermutung nahe,
daB nur die Berechnung der ersten & + 1 Spalten von (4) sinnvol! ist. Dies wird
durch die Eriahrung bestátigt. Existiert ferner fúr jedes & das Restglied R,,,(h)
in (1) und bleiben die R,, (4) gleiclimáOig beschrânkt, so zeigt Satz1, dab

[75º— T(0)| far m—>co superlinear, nâmlich wie h r s  EP gegen O strebt.
Zum Beweise von Satzt werden zwei Hilfssãtze vorausgeschickt. Zunãchst

folgt fr das Extrapolationsverfahren (3), das auf dem Neville-Algorithmus be-
ruht, das

Lemma 1. Falls fãr alle j yy=fy, y>O, und 1422 Sb <A, dann ist fir kSm
É [AN APEIT SAR, ALTA, A)

mit Konstanten T, (VW, kh) SC, (6).
Fúr h=  147 y=2  und kh=m gli noch

tm 2 1n+s
' PAES TPTEGKo ba  + )  e s ra

Betweis. Man hat

Za  APITO DP emp , P Jane ,  :

Nun 14ot sich abschátren
mai l  : a i s  mk?

+1y  —X.& [em APTOT Aa o e > FÃ TES x O EA
m—t=1  " 1

Pá ”= .. & Wonanfoa [ 2  "W x

e ato Matana-i-j-s 1 1
* e hnh1=1 * kh 1 .— Inacio IA o E

” M Mantra
moh  1 1

SEND ro ERIA
N o

m—i=j- t  1 1 L)

x FIW=FFAA, X 5 TZ TITAFICASS
” unem

AL TA(D”, h) S AL-a --- AR CAD),
o

E A
weil der Faktor von AZ... . . .  AZ, fôr alle me und & beschrânkt bleibt:

..

Fehlerabschãtzungen und Extrapolation mit rationalen Funktionen +17
+Analog erhilt man

É JAPA ES  çor e  r e  Manage = ,  E —
m—h4i  Manha

x -”  1 m=kt=1 4

I l  A x ] ] hr .uaen-i+j+l t i  > a q 22H
m—b+i he

Shih RETIDA) ESA.
Die erste Behauptung ergibt sich jetzet mit .

CU, A) =Ti (6, h) +78, SC  (6.
Weiter gilt mit Hilfe der Produktdarstellung von sin z

| = (E (E

ACM.

mas — CORA AH.
ZElME A. ET EE 32 = E.

Auf Veraligemeinerungen wird verzichtet.
Fur die spãter hãufig benutzte Folre 5 — h heergibt sich mit y=2  * * olge S=(h) = (he, &e à ,6 A :G<s.

Fúr den Algorithmus (7), wo h==h HW, gilt das schárfere
Lemma 2. Ix hi=hb und die Sequenz der Y; fx (1) so beschaffen, dab fãrfestes P<1

: rn NSALA, onso gilt fiz kom 1< Ps  - "O  som,
ZJeB pn ST,  & gap timer doOo o 

|
Caio, k,D) = .  (1 —)  . . .  (1 FP) [9,(0, q) 2, (o, 917% x

1 ,  . falis hm
KA A+9) o (1+ IODO pus me to ]  test

201 +99... (147, falls k festund  aligemein fãr beliebiges kSm
Cala A DS I  (1 A AN(ZVAD Ar0 a).. 2 =CO.(5, q) Jacobische Thetafunhtionen, 2 l a  déliza] ee .
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Fur = gelten die fr  diese Zwecke ausreichenden Naherongsformeln

[9,(0. 9) 9 . (0 .9 ) )7 *  n VA  exp(—(e) , . R "

A to, « à que  [=ng =

(E) lee. óticaad  == exp ZU
Beaweis. Man hat

A+  e o NE mao» ora .

pe r pu=w na LA (Cá ua reaco ma Te, A MINI,
As pobre). (1+69+14I).. A+bnetoI) x

(167)... (1-5) >

leo +)
” ( 1+quan

tha t  Dn
x hor  ” 1º

PC 2aU4+99-.  +91] 9) ( 1+4 . .  +99

su-0..01- 7 Ter UT
x o " amcamat  ão

Das Weitere folgt jetzt aus den Bezichungen

0,0, =20[T0+9T UA
(o, q=20  1-9,

LA(o, q) =9,(0, 9) 9,(0, q 5,(0, 9 ) .  '

Am Rande sei verincrkt, dab fôr y,= U+ir. (q=5")

und

| (1-0) 8,10, 9). |
sa  du ão  +11 [91(0, q) a l  1º

: Tn diesem Fal sind die Abschãtzungen in Lemma 2 scharf. Speriel for q t

(s. 2.3. Romberg-Verfahren) ist. 
:

[92to, 3) 9.00, E] 1=1,969..

cafi.0)=2 DIDEDIOD]DE tos es
letztere Abschátzung far Ta(4, kh, O) ist scharf, falls mit sm auch'm—A und À

* nach oo strebt.
Der Beweis von Satz 1 ist jetat einfach. : LEVA

Fur das Extrapolationsverfahren (3) ergibt sich aus Lemma 1 wegen ,s

und

— += + (P, kh)+1r RT  A h) <p  pen t r  A+1+ A

PESCA Sh  . vw"-nnt Em

= TC (6, A) AGO? pena r ir ,  ELi < Cc MMREot E

3 = jttelbar aus
und fár das Extrapolationsverfahren (À) mit qe" und f==0 unmitte!

e A ,

O
O

 
A 

A

-B raa*  t n

EJAepes e. aan oo AsTLemma 2

1.
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(8) liefert jetat LL
L)

— º ztm—kbives, E,
I T  — Tto)| SM, ,, C(P) kb

womit der Beweis von Satz1 erbracht ist, denn der Ubergang von (h,, TP)
* nach (h,, 78) kann als ,Umnumerierung" der h,; interpretiert werden,

Als letztes 158t Satz 4 die Frage nach dem Konvergenzverhalten von TH!
offen, wenn von 7(h) nur bekannt ist, daB jimn T(A,d=T(o). Es gi!t hier

Satz 2. Es sei Emn T(h) = T(0). Tst fãr attejsentuedar yvjy=1y und SEL“e sb< !

(Rekursionsformel o )  oder h, =h b, 0<b<1  und > br konvergent (Rekursions-
Sormel (7), so gilt limn TP =T(0), i=1,2,. eos

Beweis. Fur den Fall yj=1y ist dieser Satz bekannt ( [ ) ,Tm. [3]). Fur den
Rest? folgt aus Gl. (2a) nach TogrLITZ (s, (3), Satz 1) lim Ti = limn T(h;), falls

i +m

Leda ,j s
i +m

2. PP [ed  Sconst, fúralem
3 Tmn e=0, 1S f ,  jfest.

Diese Bedingungen sind erfúiit, denn 1. folgt aus GL. (2b), 2. ergibt sich aus” zo

O Elie ER sn
E >

=const, da > bi kKonvergiert,
i l

und 3. folgt schlieBlich daraus, daB die cf?e im wesentlichen die elementar-
symmetrischen Funktionen der be sind, p=1 , ..., m, was zu der Abschátzung

1 fbrt oo |
[EA amino 1 ( 1 -6 ) ,

, Die folgenden Beispiele illustrieren das Konvergenzverhalten bei'der Extra-
polation. Im ersten Beispiel einer Quadratur wurde 78 aus der Trapezsumme

- (s. (3), GL (14)
*1TM =ÍVada+ a M+ IN A+ GN A+ + RO)

fôr h =27" einmal nach Gl. (3) mit y==2 und einmal nach (7) mit d:=2, 1=1,
YE2G—1), j >1, dercchnet' (vgl. auch [70)).

Tabelle +

- | | Tm T(An) TF quz | PSA PE

3 O9,6581 30221626 | 0,663607569117 | 0,66666614 7251
4 0,6635 81196876 | 0,6653 92865132 | 0,666666663132
5 0,6655 58536282 | 0,666287699043 | 0,6666 66666667

O Fur die Folge (3) -
Peqileana um (70), 27 4.

Mais P t é

( 8 .8 .2 , 2 .3 .4 .2 . )  f inder sich allerdings cine entsprechende

27
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ispi 1fft di tion der Differeni ichung 3Y my,

po Iate Bene pet ua Fomela. Tn diem Falllantet die Eat-
wicklung (vel. [4])

T(h, )=y(2) +A tr (2) + BP talx) + + +R(x,h).
Zur Extrapolation wurde ftir h.=2"" GL. (7) mit b= ) ,  y,2e3-+f verwendet.

Tabelle 2

TE TUR 1) 17º

2,70833333331 ||
2,71734619139 | 2,71794704 850
2,71820993919 | 2,7182 7786025
2,7182 7684 440 | 2,71828181 1410
2,71828150036 2,71828182844

se
-..

un
.o

2,71828182844
(am2,71828182846)

4. |

Die bisher untersuchten Verfahren berubten auf der Interpolation durch
i i ajy statt dessen ra-

omartige Ausdricke. Es legt nun nabe, im Fall y ;= j y

Tones Funktionen su benutzen und als Núherungswert fr T(0) den Wert

Ta = (0) derjenigen rationalen Funktion in RW

sam BRO PAPO NA o + DE
o) me(h) E ot = EAD NA o a

zu nebmen, fôr welche gilt

(10) Th) = Thy).
1 à i TO iner festen Stelle £ aus den

191 wurde gezeigt, wie man die Werte 7,5,(£) an einer festen À
Dnalbeaen Weren T(h,) rekursiv berechnen kann, ohne die rationale Funktion
”TO(4) selbst, d.h. ihre Koeffizienten, zu bestimmen. Setzt man in die in (712)
angegebenen Formeln E==0O ein, so erthált man

eo TATO)
qt MIN — Mano o

a MM —= hr

hi — RizoD) .

Wise  Kas
RA Ra

ja t i t+uc, i+a+rei t+m.

und far nu, ve i

TO M T ATENA = TN)  " M izuro  TA L ITE  " TSE)
7 = hi fa nat LAN ind. LAN O a ana

UA o To) — Mente (12 — T5CRt-)
der TE TE Mana TITE TD.

i da  CTESGQUISSS CLÇEIS Ra A Va A ao ACESS

1 
aa

 a
 a

 = 
o
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Wiâhlt man ftir die Extrapolation folgende Sequenz der (4, »): (0, 0)>(0, 1) > "
(41,1) — (1,2) — - -  —> (1,1) > (1,141) > (41,141) > .  (Zâhblergrad =
Nehnergrad (—1)) und schreibt man TF), fr 78), (u+vy=Mm), so reduzieren sich
die obigen Furmeln auf '

Ti =0
un TP = TOA)
1 TE 2 1

TO =TIH + 7 TEA, , masi.

ars) [ -  ESSES
Man erkennt die formale Áhnlichkeit mit dem Neville-Algorithmus (3). Ver-
wendet man die Formeln (11), so muB man allerdings prifen, ob die auftretenden
Nenner nicht zu klein sind. Insbesondere besteht diese Gefahr bei gróBeren 7»,
da |TUXP — TÍ+D| bald sehr klein wird. Diceses Verhalten ist jedoch ungefáhr-
lich, weil es nur die schnelle Konvergenz des Verfahrens bestátist und in der
Regel nicht auf algebraischen Ausnahmesituationen berubt, wie sie in [72] aus-
fúhrlich beschrieben sind.

Bei der Extrapolation durch rationale Funktionen 1ãBt sich nun ebenfalls
ein Ausdruck f ir den Fehler 71) — T(0) angeben. Tst númlich kn, so gilt
wegen (9) und (10) .

BI) =TUJQLA), j eL i t i o . L i r t u+ r= i tm
Multipliziert man diese Gieichungen mit den Lagrange-Koeffizienten e, (s. 6)
und summiert úber /, so erhãlt man wegen (1) und (2)

%

S+1m

FF (0) = T(0) Q1,(0) + PE AFA Ry4(h;) OR, (8)
oder falls Q1,(0) =:66) 4-0 :

1
(12) Ti — T(0) = 7 cSAPrITR, , (h,) QU (A).

—.
Leider enthã!t dieser Ausdruck fâr den Extrapolationsfehler noch das Nenner-
polynom QU, (h,), so daB er zunãáchst nur bedingten Wert hat. Wire allerdings
Ry41(Ahy)=const, jam”, . . . ,  $-+m, so ergábe sich fir t =u

)
TR TO =(—1)"R My. Lois pr+vem.

. .

Gilt Jediglich fim T(h)=T(0), so konvergiert TO) far p-+v—>0o gegen T(O)
(vel. Satz 2), fais Hit. Sb<1 ond

(13) 25)
Qin.(0)

Denn wie in (12) folgt

lc. for alle RA A

- 1 t im  " E DA = ELA)FA ELO) PP” 2 QU(4) TO) 2,2 Ty, = & k to)
29º
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und mit den PY  5d Sats 1) eríollen wegen (13) auch die 72; dio Bedingungen
von ToEFLITZ aten coor

o t em
1 DIA

f i

: o a El sont, for alem

3. limah=0, (Si ,  / tet.

Ss.
. *  . . en

Uberschaubare Verhálenisse bei der Extrapolation mit rationalen Funktion
erhilt man bei der Quadraísr durch Trapessummenszirapolation. Hier ist mit

qym=2 und u=hb

refine are +rnhº* +
e alimenanaE)

+”  us fes ae às,
ê ;

À ' ec ra  de A

nto finaisSE fax
o i 2 1-cos2nat)

o f  A QRaa (4) > Gn aj iTi da.
juí

Wenn die Funktios Ss (x) in der geschweiften Klammer ihr Vorzeichen nicht

tindert, liefem Mittelwertsatz und Formel (2) :
N

aa =f r ase  ra to  BusBus prog; ' <<",(14) Ti ao (2R+2)Io

Bar,a Bernoulli- Zahlen.
Fiir ham (Nennergrad O) erhãlt man die bereits in [5] abgeleitete Beziehung :

Ban+s
hem (mão

1 :

19, fiaa= (Ho Pta
o

zurick,
Im Gegensatz zum Fall = "  ist fir &<m cine a priori Entscheidung e

Vorzeichenwechsel von S (x) nicht móglich, well S(x)  von dem zu berechnenden

Nennerpolynom Qi n-s abhângt. Trotzdem erlaubt die Beziehung (14) wenig-

stens einen qualitativ en Cberblick Ober den zu erwartenden Feliter: Da námlic
e e la  cheint (14

im allgemcinen ud  PTE  je É bes alle Gienzon wailot, sébeint (14)

ca
 

—
t a

o
o
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zunáchst den SchluB nahezulegen, daB &4==0O den Kkleinsten Fehler bei der Extra-
9
TIm—-k

46º
Ableitungen bis zzur Ordnung faro (x), r=max (kh, 1m — à), in komplizierter Weise
ein. “Man wird also in der Regel am gúnstigsten mit k&= [E]  (Záihlergrad ns

Nennergrad) arbeiten. Die numerische Erfahrung auf der Rechenanlage PERM
(TH Múnchen) hat diésen Schlul bestãtigt.

In den folgenden Beispíclen zur Trapezsummen-Extrapolation sind die Er-
gebnisse bei unterschiedlicher Extrapolation gegentibergestellt. Als Schrittweiten-
folge wurde die bereits in [3] erwâhnte Folge F= ÍL ,  E ,  ã ,  E, ã FL . .  )

gewihlt (L Lânge des Integrationsintervails), die auch hier in bezug áuf A rbe i t s -
aufwand und Genauigkeit die besten Resultate liefert. In der folgenden Tabelle *
gibt m die Anzahl  der Extrapolationsschritte, Ad, die Anzahl der bis zur Schritt-
weite À, zu berechnenden Funktionswerte' und T(h,.) die berechneten Trapez-
summen an. Die weiteren Spalten enthalten in der Reihenfolge dic extrapolierten

polation liefert.. Andererseits gehen jedoch in wie sich zcigen 140t,

Werte bei der Interpolation durch
a) Polynome, a
b) rationale Funktionen (zanlergrad == Nennergrad (— ».
c) reziproke Polynome.

(Es wurden zwei ,schlechte" und ein ,gutes" Beispiel ausgewahit!)

t r e  e t .

Tabelle 3

Í = fas Fim) Th | Baco xa

e 4) 9/1,0058 5652083 |1,00000281498 | 1,00000100964 11,00000356225
de $11311,00330707022 | 1,00000014667 —|1,00000003995 | i1,00000017065
o 6|17/1,0014 7397628 | 1,000900C00O488 — | 1,000000000S0 | 1,000JOLONS41

7 |25/1,0008 2994 518 | 1,00006000010 — | 1,0000 000000 — | 1,00GNTIKNNO1O
8 [331 1,0003 6913108 | 1,0000 0000 000 — 1,000 00/)0 000— 2 OO

' 2) 510,97704861 6664 | 0,09999849 5995x41! 0,09999957 0210, 441 0,994 S5560817'
= 3] 7/0,9871 15800974 | 1,0000GUOS 525 — | 1,00000000656 | 1,C0NOCSIG60914
Seinsda | 4] 9/0,9904281885297 | 0,09999999 9992164] 1,0000 COCO DOU — | 0,0999194 2886
à 51131 0,9967 8517 1887 | 1,0000 0060 000. — 1,000 0030021

61171 0,9985 71697907 — — 10003 00LNDEO —
4) 9/0,2741 55677808 | 0,188234799393  [0,2226 5227 5416 |0,222348640655

a 5113 /0 ,2498  11161476  | 0,2237 4428 3778  10,22222326 S686 [|0,22222334 6708
+ 6/17 /0,234006508335 | 02221 93662180 10,2222222t 7815 |0,222222225452

— Sxsin3xds 7125/0,2287 6177 5525 | 0,22222251 4134 / 10,222222222178 10,2222 22222186
- 8 133/0,.2251 Ou165u25 | 0,222222220026 | 0,222222222223 |0,222222222223

9/49/0,2233 35594426 | 0,22222222 2186 —
o 10 65 0,222937 547635 | 0,22222222 2213 —

dee  a .
Man sieht, daSf die Werte 7243. 3 joweils am schnellsten konvergieren.
Ein weiteros interessantes Benqiel hefeat die Integration der Dilfetential-

Flichung yY'=./(5,y) nach dem EslerVertabren vo, 12239, 2 A f (x.  NY.)

.

Das
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Fehlerverhalten ist hier gegeben durch

(15) T(h, x) y (x) +he, (x) +NMta(2) HA rala) + o .

Als spezielles Beispiel wurde wieder 39%, y (0) ==1 gewihilt, vel. daru auch [1],
$1o. (1 diesem Fall ist T(A, a) ae — A 3 e +h(Z  + = e ) .

Mit der Schrittweite A m=27"" ergibt sich :

Tabelle 4

-” Tita 1) E | Tilmeecen too CO
3 [256578451393 | 2,71387899486 | 2.7181 5516173
4 2,63792849736 | 2,71802983460 | 2 , 71828078 589
Ss 2,67699012937 | 2 ,71827434380 | 2 , 71828181 791
6 | 2,69734495258 | 2,71825171514 | 2,7182818285S

9 | 271563200012 | 2,71828182855 -

Man erhãlt also mit der einfachen Eulerschen Methode ftr 74=6 durch Bildung
von TÍ% praktisch dieseibe Genauigkeit wie mit den Runge-Kutta-Formeln mit
anschlieBender Extrapolation (vgl. das Beispiel am Ende von 83).  Die Anzahl
der zu  berechnenden Funktionswerte f ( x , ,  y,) betrãgt in diesen beiden Fállen
121 baw. 120. Das Verhiltnis verschiebe sich sogar noch zugunsten der Euler-
Integration, falls die Schrittweitenfolge & benutzt wird. In diesem Fall erhãlt
man durch Beréchnung von nur 30 Funktionswerten das Ergobnis T$º)==

2,71828182652. Hoôhere Genauigkeiten kônnen hier m i t  * im Gegensatz zur
Trapezsummen-Extrapolation leider nicht crzielt werden, da wegen der lediglich
nach Potenzen von A fortschreitenden Entwicklung (15) durch die nahe bei 4
liegenden Quotienten hino die Rundungsíchler stark ins Gewicht fallen.

hi oG
Das folgende ALGOL-Programm zur Berechnung von //(x)dx benutzt zur

ve
Trapezsummen-Extrapolation rationale Funktionen (Záhlergrad ns Nennergrad,
s. Formel (11)). Verwendet wird die Folge [fal (AEE  E Lam
OG-— UG. Das Programm ist optimal konstruiert, bereits berechnete / (1  h,)
werden zur Ermittlung neuer TI" wieder venwvendet. Bezeichnet A, die Anzabl
der f (n  h,) zur Berechnung von 723º, . . . ,  7º, so ist .

m gerade
Age t+  "

—23  +24 ,  m ungerade
mn32

(vel. Tabelle tin “S7). ” A MT A

e . ocund liefert als Nãherung for f /(x)dx den Wert Tt”* uva

Fehlerabschátzungon und Extrapolation mit rationalen Funktionen 425

Das Programm ermittelt zu vorgegebenem ord die TS; fr
mx O, 1,.. . ,  0rd
mm M=1,...,7(5) mit 7 (m) =max(o, m — 7)

Edriooa
(Die Erfahrung zeigt, dal es keinen Sinn hat, tiber(h, TO) zu extrapolieren.) | mehr als & StitupunkteVoraussetzung fiúr dic schnelle Konvergenz der 7º ; ist allerdings die Existenz

einer Entwicklung (1) far T(A) mit y.2=27 un i F i
Eater), À (4) mit yye=2] und Az/7 (trifit zu, falls f [PO]  dx

Feal procedure Trapezsummenextrabolation (ug, og, ord, eps procedure: ;comment Dice Prozedur Trapezsummenextrapolation is... E aero detfur das Integral der Funktion f (x)  zwischen der unteren Grenze ug" und der Ooberen Grenze og, den man durch ein Extrapolationsver-& fahren mit rationalen Funktionen von der Ordnung ord fm)  erhãltDie Extrapolation wird vor ihrem natúrlichen Ende abyebrochen,nom sieh zwei anfeinanderfolgende Niherungswerte t i )  und + 3)ur das Inte, i À i
value ug, og 0rd sou, gra um wWweniger als eps xabs(t[1 +11) unterscheiden;
real uz, og, eps;
integer ord;
real p rocedure  / ;
beg in  rea l  A, e, t0), t2a, E, in, 13, ha, hg;

i n t ege r  »:, nn, í ;  :
integer array nío:ord];
array 1[0:7];
boolean do;

procedure extr (m); * iva lue  mn; '
integer n:; | 'begin rec! v, d, u, hu, ku; '

integer 1, mr; .
v:==0; t :=8 [0 ) ;  himmt[0] cam dn;
Wm>7 thenm- :=7  else mrcmom;
fo r i : =1  step t until mrdo

. begin d: =nn ) /n lm<s ] ;  d im  dxd;
heics hou ;  buchas
i f  hu O then

begin h:= h + Au/(dx(1—ku/hv) 1);
V i to ;  ins A(5); A[S) com bb;

end
else go  to  ende;



426 RovanD BuzIiRkRICMm und JosEF STOER:

fojie As nf1]:1=2: n [2 ) :=3 ;
for í:=s3 step until ord do n f ) :  =s[1—2)x2;

e :=0g—ug; bo:= true; 10 :=  (flog) +/(ug))/2; :
1[0) : == 10X e; Pai=1/2:=/(ug+6/2); : =  (0 +12) x ef2;

extr(1);
13:22 (ug e]3) +/log—el3):; tniae UO+LI) Xe]3;:
extr(2): ha:== h;

for m :=3  step 1 until ord do
begin nn :=n [m ] ;  hg :=  efnn;

1f do then
begin for 1 : =1  step 2 until an do

12:==124+/(ug +ixho)s
dn tos (12 +40) >< hg;

end
else

begin for 1 :=1  step 6 until nx, 1:25 step 6 until as do
13:=t3-+/(ug+ixho): '

tn ie= (13 + 120 4 10) Xhg; Pa:=2; '

end;
extr (m);: bo :=7  bo;
1f abs ( ha— h) <abs (h) eps then go to ende;
ha :=  kh;

. end;
ende: trapezsummenexirapolation : == h ;
end irapessummenenxirapolation

o.
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ANEXO - ?2

Programa em FORTRAN IV
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2 80700 FOR TRAÁANMN CONPILAT ION MARK FA

Rí (2 )=1 ,
COMETA KOHL EK
IMPLICIT  DOUWSLE PRECISION (A>=2)
INTEGER I/,12,13s114) '
REAL LAT ,LUM,E ,ALFA ,VELTA,XS ,YS ,2Z8 ,TS ,0FO,TT ,TE ,TZ, ALFAP,DFLTAP,RO

PP,NPADIAADIO ,D I IAln TUGALPMLAALZFP,ALPIZALPIL,DEPMI,DEPZE,DFPI,DEP
MI IaFUI ,FZE ,F IZAF IRAT IAKXFAVVYF,LZ IE ,VVAaVVV,VVZ ,FEN,FEV,FFZ ,T ,VAKK.RE
PAJPALFA,PUELTA,  PALFE EDER A TI,/ALE AVU,QDEL TADO,XSA, X57 ,XS I ,XS I1 I , vVSASYSZ,
eYSI ,YS IL I ,AZSA,ZSZ ,  251 /2811

DIMENSION TT(3) ,0LFAÇAI ,DELTAÇ3) ,XSÇ3)YSÇ3) /25(3) ,TSÇ3)ATFÇ39/ADC3
HIQMUSIAGAÇÃA) ,LEÇAIZNEÇ3) OCS IZSC3 IAKAÇÃI ,YVAÇA) I ,ZAÇà) APOS IZKTCS)
ETAFCSI ,SDFEOSI /ERRA(5), ERRIOCA),UE CSI ,UFOSI,VGES)I,MEGOR),UFGUS),RVIS
4 )  /DS(3) DX 06) NY Cu) /DZ0S),ALFIPÇ(Z3),DFLTAP(S),2OP(3),XPL3),YP(3),2P
03 ) ,  FXC3)I,FYCS)IAFZC3IATAÇ3I,TOÇA),/ALPIIÇAI,ALZ7EP(3),ALFICSI,ÇALPIIO
3 ) ,  ,DEPMI CS),  ,DEPZE (3 ) ,  DEPIÇCÃO, DPrPIposI i ,vuXÇA3I ,VYC3) ,VZC3) I ,Y(0D) ,YTUS)
* /YHC3)  ZHÇS) VS)  ,UÇ) /XFCÃ) ,  YE Ç3 ) ,ZFÇ8) , /CS IC3 ) ,  TAC) ,  2ETUS) ,  F IOS
* ) /DFU3) /ZTCS) ,LACSI  N I  ( 3 )  U I  C3)/AÇAI,HÇ3O,  CC3I,OUÇãI/RAÇÃO,XH(3)I ,F
ARÇ3) HOPMIÇS),ROPZEÇ3),ROPIÇA) HOPILCS),XAAÇÃ),YAAC3),ZAAÇà),XAAAL
d43),YAAA(3),ZAMAÇÃãI,KXFAÇAÃ),VYFAÇA),ZFACS)IAALFEAFCOSBIAQDELTAFÇOS),TJOSIA
*LFAGCS)I,DELTAGÕS) EFEOAÇSIZENNONOSI,QVAXÇAI,VAVCOSI,QVAZER),XSAÇA)I,ÃOS
*Z03 )  XS ICS) ,XS I IÇ3 ) ,YSAÇ3ã) ,YSZC3) ,YS ICãA)AYSI IÇ3 I ,ZSAÇÃã I25203) 281]
*(3),/8SI110S5)
PEADIOSÇI) (CTTOI ) .1F1 ,3 ) ,  CALFAÇI I , IS1,3) , (OELTACI)N,1=1,3) , (XSC(1) ,1T=
41 ,3 )  (YSCI IAIS1, /3) , (230] )A/ I=1,3) , (TSCI)AIZ173)

- READCUSAOIKALATALUVÇAÇE,ONKO
READUOSÇOS) CTACT) I , 1P1 ,3 ) , (TDUOI I , 1= I , 3 ) ,CALPUIÇ I I , IZ1 ,3 ) , (ALZEPII),

mI=1I,/3) CALPICIDAIZ1 ,3 )  CALPIIÇIO), Ta1 ,3 ) , (DEPMIC I ) , Im tç3 ) , (DEPZEÇT)
INS) ,  (UEPIÇ I ) , / IN  1 ,5 ) ,  (NEPITÇ I ID , ITE1 ,3 ) ,P , (ROPNMIÇ ID , /121 ,3 ) , (ROPZ
*E(1 ) , 15 ) , / 35 ) ,  (ROPIÇT IZÇ IS tAS) , (HOPI IÇ IDA / IE1 /3 )

—& READ(S/70)  C(XSAÇCI)AI=4,3) , (XSZOI)sI=1/3) , (XSIÇI)A15=1/3) , (XSITÇT)DAI1

19º

36

s1

451,3 )  (YSALI),IZ143),(YSZUAI)/1=1,3),(YSIC1),I=1,/3),(YSIIC1),121,5)
2 ,  ( ISA t I ) ,  151,3),0(2SZ01),121,/3),(2SI ( 1 ,1 =1 ,3 ) , (Z8 I1 (1 ) ,  151,3)NN=1
Ri2)=1,
CALL SOLCXSA, XSZ,XS1,XSII,YSA,YSZ,YSI,YSI1,ZSA.ZSZ,ZS1,2811,XS,YS, |

*Z2S,TTA TATO)
DO.19  I 2=1 ,3
ALFAUV(II)EALFAÇI)D=JHN/(3 ,1415920535%15)
DEL TAUCTIIADEL TAÇI )182 /3 ,18159 /20535
CALL TOPOC CXS,YSeZ3Se TSALATAURO, xTaYTÇZT)
CALL CUDIKFCALFA,DELTA,La, NI,NIÇA,B,C,ED)
TECIISTIÇA)OTTO1)
TE (A ISTTOAI=T I CS)
TECAIATEÇI I+TE(2)
CALL RAIO CA,B,CAKTAYToZTA LA,  M IN I ,  TE,K,R,O)
SISCTECI) /TEC3)  JA (14C0K/6) CCTEL3) x&D=TE CI] Dan2)AC1/ (R(2 )  x23 ) ) )
SI IRCTEÇONZTF(3 ) )e CI + (K/6IKACTELA)HAPD[MTE (PIRRAIDAÇI/(pCo)Hkta)))
SIsA  PAZAO ENTRE AS ANEAS S i E S3 ;S11 ,  A RAZAO ENTRE S2  E 83
La=SIIAKTCO1)-XT(2)+SI1AXTOS)
MaSI [AYTO1)=YT1(2 )4S I *YT (3 )
NxSI1AZ IÇ1 ) -ZT (2 )+S IAZT(3 )
DCI IAÇ IZS ID IPCAÇIDaAÇanÇ1 IAMET) AN)
PLPIFAÇAIALH+HÇ(PIAA4C(2) AM
DC3IEÇCIZS I )AÇAÇAIAL H+BO3) AMAÇÕOS) AN)
WiTp l t ) asdDmarnD(1 )e (LAÇ1)oXTUO1)AMIÇA)AVT(1)ANICI)DAZTO1))ANTO1)AADAY

eT(U l )aRe+ZT(1 )ane
RCL1ISVSSRTORI)

 RIBEU(3) sr2e24DO3) A (La(3)AKTO3)AMICA)AVTÇ3)ANI(3)AZTOS))AXT(S) ADA
MTÓ3) 4720 ZTI3)4SZ
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Leia Da cado rena  esta ado E — —— " “ . .  A me  ema t r  o ga A SN TS

— RE(SN)SCUSORTIPI)
Ca r l  TEMPO GCTT,TE,P)
F iS (K / l a ) (TFQ1)  a PA TEÇ(1)eTEÇAI=TE(2)  AR)
Fes (K / l I 2 )R (TFC1)oADA Bo TEÇCIDATE (A) +TEÇ(2)TEO)
F I3E (F /A2 )4 (=mTEC] IDA TF (1)A TE (2) ATE (2) ARO)
S ISCTEÇI ) /TEÇS) I ) O CULAFAZRÇ3AIARI)/(IeFos/NK(2)ARS])
S I IP (TEÇOI /TFÇO3) IA ( (14F1 /PO1)ARDBI /Z (1mEP/F (2 )HAD) )
CALL  PAT IOS (S IAST ICAA,BA ,C ,Da  PARTY TAZ  ToLA ,MI ,H IA ,H )

vo  7 1=1 ,5
RÓ1)E IAÇT)
CALL TENPO CT I ,TE O)
CALL HELIO (LAQULAUIAQUAXRTAYTAZT ,KA YAÇZA)
CALL GUI  (HE,QXA,YLAÊAAUU)
H(1)SQn4TRÇ1] AAA) /(NUÇÃ) rede hÇ1)I+RÇ2) + Ç(2PSORT(2)/3) º6UUÇA
H(e)E(KNeTL(Ç)TA2)/CuUÇ(0)tRSN(D(S)+2R(3)+(PASCRT(2]/3)2GUÇE
HCI  IT  (NATE Ç(3)USDI/ZCUVÇ3) a aDe (PORIAROI IA Ç(PASURTO(2)/3)"GULZ
[539] 3 I = l 1Ç73

HHEZSH(1I)
CALL CURICUHH,GANEXT)
GAÇIISGAGNEXT
SIS (CTEÇI I /TEÇ3 I IAÇGAÇ3SI /0AÇ1) )  '
SI I=ZCTE(2A)/ IFÇ63))*?(CGAÇAI/GAÇP))
CALL NAIOS (S I ,S I JTAn , Da Co,D,RAQXKT,YT,ZT, LA ,M I /N IÇR)
DO 11  I=1 ,3
RCT)=P2A(1) '
CALL  HEL IO  (LE , IT ,N ID ,DAXT ,YT ,ZT ,XA ,YAÇÕDA)
CALL QUI  (H,xAQVEÇTZEÇÕU)
LECI IECHOLIAF(O )OSAPTÇ2AI tUUÇ1 I ) I /CARSURTÇA) 4UÇÃAO)
LECAIF(HÇOIA+HÇA)ÂSURTÇA)]CAUUÇO)])Z(2TSUHTÇ(PIAGUÇ(SR))
LECSIZ (E  (1 )  4+F (A)OSNERTÇO)AUUÇA) I / (AsS IORTÇ2 ] *GUÇS) )
DO 13 I=s1,3
MALI  )E(KATEÇI ADD) / (PASUPTÇO)NUUÇI)  ARTS)

 KOCE)S tMAÇI ) /GAÇI )A tP I LEÇT)
USCIIAÇÇA, 35 ,  ,)aPUÇCI)AMA DIA Ç (SE Ç/1575,)>ROÇ(1)A4+3)

PLALL  TES PO (T I /TEÇO)
n i )  (ReTECIIARAI/ZLAOUCN IA AA  CRE)  AR ÇA) t o r  CSGRTC2) /3 )aGU(1 )> (1+34US

+*+(1))))
HOP IS(KNATEÇA) AD)  /CUUÇA) an  Za ([R(2)aARÇ3) ZA  (SORTÇ(2 ) /3 )«GUÇAS)4A(14 3+GS

* (2 ) ) ) ) )
HS  IE (NaTEC3)HADIZ (UUÇS)aARDAÇR( ) ] ) 4R(3 )42A(SORT(2)/3) AQUI) A Ç143R08

* (3 ) ) ) )
DO 15  I=1 t , 3
HHSHOT)
CALL  CLUCICCHH,GANEXT)
GAÇCIISGANEXT
SISCTEÇI)/TEC3A)IAÇGAÇ3A)/GAÇL))
SI IPOTEÇOI /TEÇS) )AÇGAÇ(3 ) /GA l2 ) )
CALL HATOS (S I ,S I I  Ana BACaeDaPAÇATA YTa ET LAÇMIANIAR)I

COMEÇA 1 CALCULO COS ELFESENTOS OKBITAIS
CALL COFOIFC(PD,ATEAKyHâasx Ta YTezTrLAs "o IANIAC,/S1IASI1ADS)
PRICVEIXNOS CALCULU CAS COORDENADAS ECL IT ICAS HEL IOCENTRICAS
CALL  FELTO (LAeT lenbAD TA  TAZT ,  XAgYAÇZÁ)
DO 21  i a l , 3
XHCI IEXAÇI )  à
UNSSE, YaCI)SCOSC(EIAZACI)DASINCE)
ZH(1)==YAÇCIDASIVÇ(E)42A(1)eCUSÇE)
SEGUNUOIÇALÇULO DE Pe, S i l :  à RAZÃO ENTRE AS AREAS 1) E 3
S I I ISLSGNTÓOCHO) )AYEOZ)AXHÇ3)AYHEP)AR DA (YHÇ9I AZHÇ(3) = YVPÇ3)AZNÇ1)0?

AERQHQANVCUL)AZHNÇS)enHÇ(3)AZHÇ1))CAD) /Op r (uaAS ] I [ aRDAGAÇAJas?p ) / [ (KCTE(3 ) AQ)
TERKCÇE IPOD: CALCULG DA INCLINAÇÃO (1 )  É DA LOKHGITUDE DU NODO,
ClsQ(XxeçI AYHÇS) e AM(S)AYHÕO1))/[(2S4SITI5)
SEsSpStrT(ÓO1-CI1*T+0)
CALL AMGULO (C I / ,SEJS I I )
I IGZO11A180) /3,14199284535
CosCKHÇ1)4ZHÇ5)exHÇOS) ZHO1I ) ) / (2+TSI I IA*SE)
SOs(YHÇ1)XZP(3)aVHC3)AZNCO1)) / (PrSI I IASE) e e
cI=CO /
Se=SU
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CD
S

O CALL. AMGULO (CI ,OLA1I)  SA
(MEGÁATIE '
AA  (OCVEGARIRO)/3,14159265535

c | tw  TUS CALEUVLO Das  ACOUAÇIAS VERDADEIRAS ve ,  vç3 )
CALL  ANUVER (HA ,S I I L ,PsVAUU,ÇDI iÇD3S)
VGUL IE  (VOL )AIHDOI/3,14159205368
VGCIIECVOZIA18RO)/3, 1415920535 *

Ç UUIUTOR CALCULO DA EXCENTRICIDADE , e
EXxiISDIACI/UCOS(V(O1)))

O EXPRCISCI/UCUSC(V(3)))
Ps Exs(tx i+Exde)/2

SEXTU? CALÇULU DO SEMI EIXO MAIOR, AE, E DO MOVIMENTO MEDIO, NM
AEXP/ÇC =EXCAD)
NMSCUSUMT(K)) /(USGURT(VABS(ALAA3)))
NMGSUMNAÇBO/S  ,14ISOROSIS

Ç SET IMOS CALCULO DO AFGUNENTO DO PERICENTRO,  nP
: I IS (C I IG3 ,1415926535 ) /180

Sa  ZHU9) / (Ra(1 IAOSTUÇIT) )  -
Cane TCIIZRAÇÃOO ADCOSCUMEGA) IA COYHÇLIZRAÇÕO) EDSINÇONEGA))
CISCA
SESSA ;

"CALL ANGULO (CI ,SEsI1T)
w1=I1I
aAPECISVUOL)
I1FCUPQGTQUI GO TO 40
apzsP+2 t3 ,  1415926535

40  KPLGS(PY1E0) /3 ,  1415924545
OITAVOz  CALCULO, DA AMOMALIJA MEDIA  AM
I IBC I IGRAÇIALHO2RASIS ) /1ARO
CALL AMNOMED (V,EX,tii, TT /AN ,UÇTZ)

"UTC ANGE(AVAIRO)/3,  1415926535 oo TTOT TO
Ç VEKIE  ICAÇAO ,

“DO 120  151 ,  3,1?
120  EFVÇI)= obaÇI=FXRTUCUS(UÇTI)))

CALL EUNUATI CUMEGAÇwP,II,ABLAEsEX, AMg ACHA; BCÇ/ABAAX, AVI AZ BN. BVsGI)
CALL ENVUATAÇCAK,AV AulZatikh, BYAEZ, AU, TT  TZ ,  AMIAEN, XF o VYFaZFarNFAUF)
DO 131  I=1 ,3
MPFLG(I)E(MP([)41h0)/3,1415920535

131  VFGCIDEC(UFC(I)AIHRONI/ZAÇI4159720535
CALL EUUATI3CKF ,YF ,ZF ,XRT ,AVT ZTA ALFA, DELTA, GSI, ETA, ZET,AFADFA TAF, SUF

AA ERRAÇEKHRD)
KRITEÇO, 9)
WRITEÇO,H) AMG,AE ,NMG,EX ,PG, IIG,OMEGAG
NWRITEÇO LO)
rRITEÇO, 04 )
DO S60  1leE1,3

s00  rR ITELO, IA )  ToxF (I),YFUOINIZAZFUÓNIÇOSIC(I), ETACIIAZETCO)

DO ou t  I =1 ,3
- 600 RRITEÇO/P3)]) IV4FCLII,ERRAÇIIDALFOÓLIZERRD(OT)

I1FOVVX,ED,O) GU TO se
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Ss CONTINUE . |
DO soe 1=1 ,3  1
ERRUAÇIISALÇLFAO(I)=AFCI) TOS

os C r  ERFOUÇCIISDELTAO(IJADFOI)  LEO
- WRITE (6 ,49 )  |

Do 706 151,5TU0 HRITEÇOIS9) I/ERHDAÇI),ERROLU(I)GO TG A6ogo  48 IF(CArS(ERRAÇI)) LEQIE=6) GO TO 32
t6O TU 31

So 32 IF(DAGS(ERRAÇ3))IQLEQIE=O) GO TO 33- GO TO 31NAL x | TFCOASSCERROÇ1)) ,  LE  QIE=4d) GO YO 34
GO TÁ 31- 34 IFCÓANS(ERHDOS))I,LEQIE=0) GO TO 35A GI TO 3mama: PE e eee SN  Lu  e =—— . - ; eeprtiso t a  : 7 iai



.)
C IN IC IO  CO CALCULO UUMS ELEVSENTOS URSITAIS PERTUPBADOS PARA DBETAS

PROXIMAS DAS CATAS DER CbSEPVAÇÃO, FSSES ELEMEMTOS SERÃO USADOS
C COMO STAHTER NA INTEGRAÇÃO NUMERICA DAS EOUAÇÕOES PLANETARIAS

35 CONTIVUE
DO 160º 131 ,3  | '
DIk=1TL (1 )  : x
DIU=TAU1) '
DI IPTDID)
FMIZALPNICI)
FZE=ALZHPUOL)
F IZALF IC I )
F ITSALPI IC I )
CALL.  Case  P rDTRID ITA  LOM, FWI ,FZE ,F IAF ILAFAX)
ALFAPUOLIZFXX
FMlSUEPNIÇCI)
FZEPULPZECI) o
FIZDEPIÇCI) ; -
FIIZDEPIINCÇIO) '
CALL SESSELÇOIN,DIX,DI I ,LOY, FOT ,FZE ,  FRE ILEOO
DELTAFCINZE XX : o
fN IZ  RFOPSIÇI)

III
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| 1
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13
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))
)

)

- FzESsUPLEÇI)
E FIZRUPIÇO)

FIIZFCPFIIÇCI)
”" GALL CESSELCOIM,DIXN,DII,LOM,FMI,FZE,FI,SFII,FXX)
PP ROPLOI)SFXXK

100 CONTINUE
CALLTVHAMSF (ALF  AP ,UELTAP,ROP,XPsYP,Z2P)
CALL PENTURÇZP,YP,XP,XS,Y3,Z9S,K,MP,FX,FY,FZ,XF,VF,CE)Tmermo CALL  VELODICRA,K,/AE, UF ,  EX, P,DYÉGAS I IS  VXSVYSVE)
DO 141 121 ,3

« YFACTISYFCOIL)
deFACITIIMAFIT)

141  xFACI IEXFOI)
DO 143 121 ,3

143  T IC I IETTOL)
DO 146  J21 ,3
T IPT I (O)
XXXFEXPFAÇA)
YYYF=SYFAÇIO
L IRFRIFAÇO)
VVUVXEVXÇA)
VVVYEVY CI)
VVVZEVLA(O)
RRPAZEAÇA)
FFFX=FXC0)
FFFYZFY(U)
FFFZ=FZ( )
xXxFSSCGGL OxxxF)
YYFSSGGL(YYYF)
ZIF>=SUGUL(27225)
VVXESCGL(VVVYX)
VVYESGCGL (VVVY) : - o .
VVZPSNGL(VVVZ)  o ,
RRAZSNGL(FRPA) oo
FFXESUGLU(FFFX)
FFY=S"GLC(FFFY)

- FFZSSUGL(FFEZ)
Ê KK=sc1G ( 4 )

o CALL IMNTEGR(TIÁKAFPATYE,TZF;, VUXAVVY VVZAFFXAFEV,FFZAKKATS Y,RRA)
- xACA)IEVYÇ1L)
= Y iC3 )PY(2 )MOI  cgAÇÃ)evÇ(3) (07 ros  c reo  meme ee een  ms mmsrmcsasces creme rates |

VP VAXCI )S  v (4 )  *
> VAYCIIRTOS).

. VAZCÃ)=to)
TR OO *
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h)
>

XAÇCI)=Z r a )
YAÇCIIAYVÇO)
ZACI IEYÇ3)
VAX(1)5Y(d4)
VAYC1)ZY(S)
VAZ (1 )5Y  (0 )
XAte)IEXFAÇO)
YACOA)EYHFAÇÃ)
ZA  )EZFAÇO)
VAXKCA IEVXKÇU)
VAN Ce) EVA)
vaz e IEVI2C))
TE(1 ) )
TEÇAIEA
TELAS)?
TT  IET ICO SA
TTO2)PT I (O)
TIC3IETIÇIDOA)
DO 150 121,3

-

CALL NUI  C(R,XA,YAçÇZr,QU)
UU 161 181,3
RACIJEFÇTA)
HCS)EC(KA+TECSIARÇSIZ (UUÇ3S)AMeR(RO 3)4RÇ1) + (PASCRT(2I/3) sOUÇ3)))
HHEIHO3)
CALL CUSICCHH,GANEXT)
GACSIEGANEXT
LES)  (REL) 4S (3) =SGRPT(2)AMU(S))/(24SORT (2 )  S9U(3))

RED XACI)&XAÇI)+VACI)AVACIIDAZAÇIDAZAÇ(I)
REI )SPSURTARKO1))

MAC3)ELKATEÇ3) AD)  / (P  S IGRT(2 )ANUÇ3AIAS)
ROC3 IE (MAÇ3SIZGAÇ3)aro) LEÇ(S)

“USC3IECÇ(2,/35,) +POCHZI AA 2 I 4 ( (52 , / 1575 , )4POÇ3)  4a )
H(3)=  (h&TE(3) 442) /(UUÇ(3) tx2a(HÇ(1)4RÇ3) 424 (SORT (2 )  / 3 )  sQUÇ3) 4 (143408

* (35 ) ) ) )
HHSHO3)
CALL  CUBIC  (HH,GANEXT)
GAÇ3IZGANEXT

DO 1oc  191 ,3
XHCT)ISXAÇL)
YHUOIDEAVACIDaCNS(E)+ZAÇ(1)+SINÇE)
ZUÇCI)S -YAÇCI )ASICÇ(E)+ZA( I )ACOS(E)
SEGUNDOLCALCULO OE Pe ,  S I :  A RAZÃO ENTRE AS AREAS 1E3

Ç COMETA O CalCULUO DUS FLEMENTOS ORSfTAIS PERTURBADOS
PRIVE IVO:  CALCULO DAS COORDENADAS ECL IT ICAS HELIOCENTRIÇAS

-

SI I ISUSARTEOQNHO1)AYHÇ3)=XNÇ3) a Y4(1)) tR2Q4(YHÇ1]AZH(3) =YHÇ(3)AZHC01))*
ee2eCAMÇ(1)AZHCS)=AHÓ3)ZH(1))2442)/2
OPe(asSII[angaGAÇ(3)aADI/Z(NATE(3)44)

TERCEIROS CALCULO DA INCLINAÇÃO (1 )  E DA LONGITUDE DO NODO, OMEGA
CISECXICLI)AVH(3)]eNHUEO3) AYH01) ) / (2HSI IL I )
SEEDSORKT(1eCí1Te2)

"CALL  ANGULO (C I ,ÇSEÇI1 )
I IG= (112180 ) /3 ,1419920535
Cos(XHCI)AZMES) =XH(3 )ZHO1) ) / ( 2TS I I IASE)
SOC C1)AZNÇS) =YH03) AZHE1) ) /C2RSIT ISE)
Cl=sco
SeSSU

OMEGAD=IL
CALL ANGULO (C I ,SES IT I )

DOMEGAMRE (OMEGA RtIR6)/3,1415920535
QUARTOS CALCULO DAS AHGOSALÇIAS VERDADEIRAS VÇ1)s VÇ3)
CALL ANOVER (RA ,S IJ I ,OsVeaU,D I1D3)

—VGCSIEC(VO3) ARA I/3, 1415920535
VGOLI=SC(VÇ1)A180)/3,143159260535
QUIATOS CALCULO DA EXCENTRICIDADE ,;, Ex
EXIEDI1S (1 /DCOS(VEITI)) :
EXe=DSaC1/OCOSCVÇ3)))

CEXECEXI+EN2)/2

à



” “  «

na .  — SEXTUS LALCULO DO SENT EIXO NAHOR, Ab, 2 DU MOVIMENTOMÉDIOS NM
«O AESP/0te tx ta?)
Em NMECDSURTOK))/(LSNSTOAERDS))
E NoGalita 160/33, 1415920535
- c SE TINOS CALCULO DO ARGUMENTO DO PENICENTRO, sP
a 1ISEIIGI3, I LS  26585)/156 : |
FC SA=ZhÇ1)/(HAÇAIADSICÇIE)) :
< CcAz COGU EA  a pess (ent6Ga)) + COM OD /REAÇDO oSINCONEGA)) *
so  c ICA
E SE=
8 .  Caco  ANGULO (CI,St/,I11)
- | r I = I )
oO nPzs tevVÇ1)

dE  ' IFOPQUTQO) GO TO 183
3 Ps i  P r2431d 195920535

MM 163 wPús(vPt180) /3 ,  1415920535
OITAVO: CALCULO DA AGMDOYALIA MEDIA AM
I1I5CIICA3 1415926535)/180 -
CALL ANQVMSED (VsEX ,m"CaTT A ra  UATZ)  :

) no

)

o Ages (Ava duo) / 5 14159 2/0535
a CALL ENUATICOSEGA, “P I ,  At,EAEX, Ah, ACABA, BO, AB, ANÇ;AV AZ, BR, BY, BZ)

CALL EGUATAÇAX AY Ç,AZs, HX NY HZçU, TIsTZAtV,AMIENSRF,  YF,s LF /MF ,  UF)
V PALFASALFAÇI)
PA PDELTA=UELTAÇÕO)

PXTaXTCI)
so PYT=YT()
- PZTIZ21(O)

“A  TOO CALA ERUATUÇKF,YF,ZF,PXRTAPYTAPZT,PALFA,PDELTA,UST,ETA,ZET,AF,DF,EY
*RA,EKHD)

Õ ARITIEÇ6,4S)
- TRITEÇOIS) AMG,AE,NNG/EX,HPG,11G,OMEGAG ki

HRITEÇOÇG1) | =
Ss " ARITEÇ 0 ,24 )
o DO de 1=E1,3 '
A 42  vRITEÇOSA 5 )  Le XFCIIAYFCINIAZFUOLNIAUSICIIAETAÇII£ZETÇCL) |eRITE(6/12) | ;

E ARITEÇOÇ23) I/AF (2 )  ERRAÇA),DF(2),ERRVÇAS) É
z ALE AC I  (AF (2) es, IU15928535415)/180
EO DEL TAÇ(J ) ISUF(2 ) ]+3 ,19159205 SS*1/180
E 140 CONTINUE
Wo DO 144 I=1 ,3
< 144 TTUIIETUCD)
<O GO TO 36
2 1 FORMAT (UF1C,G)
- é ForUAT (0FI168,4)
"TE 9 FORMAT(ASX/GTAGELA DOS ELEMENTOS ORBITAISS)
E 6 FONVAT(Z,ARÇÓANTIVMALÃA FEDIAZOFIIÇ0///07PXsOSEMI EIXD MAIUR=OF10,6,57
o * / ,  2X ,  OMUV JingNTO NEDIGZEÓOFIOÇO, / / , 2X ,OEXCENTRIC IDADESÓFIO ,0,//,2Xx,0"
Fo  SRGUNENTO OU PENICENTENDOF11 ,0 , / / , 2X ,80 INCL INACAOZOFluçõs //,0X, ONQUU
2 * ASCENDENTE =OF17 ,0 )

> 10 FORMATO///035X,0EFEMENIDESO,//).
24 FORMSATUIOX,OXFO,| 3X,OVFO, 13X,0ZFÓ,13X, OGSIO,12X,0ETAO, 12X,02ETO) !

O 14 FORMATEICAN, I1,OFISÇIOA/)) O 1
- 12  FORUATO//,35x,0CORREÇOESO, / /  TI OALFAD, 12x, 0ERRAD, 9x, GDELTAFO, Lix,O

RERKDÔÕ)
23  FONKNATOSCÇOXR, L1 ,9F15 ,107 /7 /2 )
êé5 FOUAVAT(UFIR ÇA)
uS  FOFIIAT(OZSX,OTAEELA DUS ELEMENTOS ORBITA IS  PERTURBADOSO)
41  FORSATO/Z / / ) 35X, OEFENFRIDES PERTURSADASÕOs//)
439 FORCATOZZ/ ,  S IX ,  ÓCURNECÇÕES F IGAJSO, / / 7 /TA ,  DEKRROAO,9X,GEFRUDO)
59  FOR“ATÓOS(OX, I1 l seF15 ,10 ,4 / ) )
70 FONVATÇ(IFISÇA)

800 STCP
END

id
)

III
) 

)D
D)
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SUBRXOUVUTINE SOL (XSA,XSZ ,XS I ,XS IT ,YSA,  YSZ ,YST ,YS I1 ,ZSA ,  282 .781 ,28
«XS,YS  254  TT  T ITO)

DOUSLE FPRHECISIUV'U EXX i :
UIMENSIOS xXSAÇA),XSZCS),XSIC(3),xS1T(3),YSAC3I,Y3203),YSIC3),YS11(3

* ) ,ZSAÇA) ,ZSZ(35) ,Z2SI (3 ) ,  EST IC3 ) ,  XSC(3) ,YSC3),ZS(35) ,TTC3),TAÇ3ITOVA)
DO 1 I= t , 3
DIOSTACI)
DIXESTTCII)
LDIF=TDÇ(I)
FMNIEXSAÇIL )
FZEEXSAÇT)
FI=XS1I(1)
FIISXSIILC(AO)
CALL HESSELCDIO,DIX,DII,LOM,FMI,FZE,FI, F I IAFXX) .
XSCI)EFXxX :
FMIZYSAÇI) | -
FZE=YS201) | |
FIEYSICI)  oo .  Me.
F I iT=EYSI IC I )
CALL HESSELC(DIU,DIK,DII ,  LUM,FMT, F2E ,F IO  F I ISEXX)
YS(T1 )EFXX
FMIS/SAÇÃA)
FZESZSZ( I )
FISZSIC(1)
FIIT=SC/2SILCOTI)
CALL  HESSEL(D IO ,D IKXaDI ILALUMAETI ,  FZEJSFICFILZAFXNXI

1 ZSUI IAFAX
RETURN . |
END
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a SUBFUUTINE TUPOCE(XS,YS,28,TS,LAT,GRO,XT,YT,ZT) |
c TRAGFPOCRHA CODFLESADAS GEOCENTVYICAS DO SOL r

EM COVREDENAÁDAS TOPOCENTRICAS
UINENSION xSC3) ,YS(03) ,28S(03) ,  TSC)  DX(3 ) ,0YC3) ,DZ63 )AXTC3) ,YTCO3SI4ZT

( 3 )
DOUBLE PRECIS IOG XTsYTsZTeDXsDY,DZ
w= , 000NU27
DN 3n q=1,3
DOXCIIE=ORDCCUS(LATIACOS(TSCT))aAs
DY(1)=ZeCHORCNS(LAT)*SINCÓTS(I)IAR
DZUI)TSeNRQRSIV(LAT)AN
XTCIIEIXSCI)ADX(1)
YTCI)EVS(I)4DOY(CI)
ASSSEITASOSEINDADO)
RETUKRN
END
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SUBROUTINE COPIR (ALFASDELTA,LA,ÇMI,NIÇA,B,C,ED)VETERMIGNA OS COS DISETORES E AS CONSTANTES DO SISTEMAQUE VEFIME LT
DOUSLE PRECISIOM LágolANISA£BAC,FoGelabkDDIMENSION! ALFAÇA),DELTAÇàI,LAÇã),/MIÇ3),UI(3), a (3 ,  BC3)/CC3)Da 40 121 ,3

tA(T)E=COSCULLTAÇÃO) ACUSCALFAÇAL))
MICIIECUSC(DELTAÇI) IDA SINÇALE AÇT))
NICIIZSINCUELTAÇI))
Fa t  Çe )ANI (S )=N IÇS)NT (2)
Ga-LACe)RANIÇA)ALAC3ISiiIC2)G=Lal2) MI (S)=La(5)9"1(2)
PsbtACt)AFANICI)AG4NIÇ1)AUAC1)=F/O |
BELISS/O0
C(1)E1/7O '
ACAIZONICIDANIÇA)eMIC3)ANIC1))/O
Bl2IE(NICIIALAÇS)ONI(3)ALAÇAIIZO .
C(a)=FULAÇI IML  CSI=LACSIAMICL)IZO :ACSIECMIC IAMI CA eNICA) A MIÇ1II/OD
BUI IE(NICI  ALA Ce )= 1 C2IILACID)/DCCSIECLACI NICE) LAÇO) AMICA)IZO
EDp=p
RETUKN
END

NANA E

se

s !

SUBROVTINE HAIJO (AsB,C,XTAYToZT,LáAgMTaNI,TE,K,RÇOD)
DOVUSLE PRECISION: Lá , t lAN I ,A ,bB ,CoxTa YTAZToRAD,RA,ÇAD,BO,ÇALABIÇÃZABS,

TAIQRIZAU,  DU,  ,AS,BS,AO,NO,K
DIMENSION AÇ3),1(35), CO)AXTES)O YTO32427T03), LAÇ3IMICSIÁNICS)O TE(S)

* ,RÇ3) ,RAC03) ,D(3)
ho  TE CI)/TE(S)
Búz  (TECLI)/TECSI IA  (K/Z6)A (TELS) e ra=TE(1 )442)
A l1ETFÇOI /ZTECS)
B IZ  CIEÇOI /TEÇ3S) I )Aa (X /6 )aC(TEC3 I  AD"  TE(C IATO)
AgSAIRCXTOLDex T(2)+0 TV tXT(3)
BestlakxT(1)4HECAXTEOS)
AbxA lAVICÇCI IDAVT(O)4ANOAVT(3 )
BIASSIAVTÇIIA4ADO 4YT(3 )
AlsAlKZT(3))=2T10(2)42042T(3)
BazrAIAZT(I)A4ABURZT(S3)
ASTA(g )RNADOG(2) AS4C(D)AALH
ez  A (e )aBasS(0 )«P ISC(0 )  «DA

OZLAÇ2)exT(S)smICA)ATT(2 )4NI (2 )SZT(2 )  .
O=XT(OIAAQRAVT(2)eNDA ZT(RIANOA = '

DDIPIEASACHO LUÇSI  na  dos
RACOIEDSURT(D(2) 12  2 ID (2 )  46480 )
I F (FAÇOIMROQIQLTÇIE=0 )  GO TO 313
Rçersraçaê)
GO TC 32
RÇ2)=RAÇOS)
RETUKN
END

ec
o 

er
ap

et
o
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' SUPNROVUTINE TEMPO CTT ,TE ,D)
Ç CALCULA OS TFHPOS F JOTERVAÇOS CORRIGIDOS DA ABERRACÇAD

DOUBLE PRECISIO" !  QD
DIvENSION VODATEGS,  63 )  TA(3 )
DO SG ==1 ,3  .
TACI IA= ,ÇNOSG7TTEDÇI )

50  TTUINETT IOL)eTA( I )
TECIIATTORI=TTOI)
TECAIETTÇ3I=TTCOR)
TE(ISIESTEÇIDA+TE(O)
RE TUR
EfiD

- . ... O O OD DSO —— — —

SUBROUTINE RKAJOS (SI,ASIIÁAA£gDACADARAAXT, YT ,2T ,  LA ,M IANT I ,  RJ
C CALCULA OCS OELTAS E OS KAIOS ETOSES

DOUBLE PPRECISION AgBE,CoDoRaXNKTAV To ZT,A LA  M I ,N I ,PA ,RO,LoM,NKQSIZS IT
DIMENSION ACS) UCS)  003 )  003 )  AÇAIXTOS) ,  YTC3)sZTC3)ALAÇ3 I ,N IÇA) ,AM

t IÇ3),RAÇÃI£ÁRO(A)
t=SIlkXTCL)=XTCOIHASIAXNTO3)
mMESIIAVI(1)evTCCI+SIAVYT(3)
NEeSIIRET01)=2T62)+SIPZT(3)
b(1)=  (1/STI)  (ACI)  eL+SC19AMACÇTI ATI)
Dtd IEAÇAIALAHAB(PD) RAS (2) AN
OCS)EÇI /S IDAÇA (3 )  AL4BC3) aa  CCI )  AN)
DO t t  I=1l,3
WOCI ISLD( I ) *A2mAAD(T )ACLACIDANTOL)A+MIC IIAN TO )ANICIDAZTOL)DAKTUTI AR

tPVTU( I )ARDAZT(1 )aca
60  FACIIECSGRTÓ(KO(I))

RETURN
END
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SUBROUTINE HELIO (LÁg I ,QNIZO XT, YTsZTeXxA,YAÇZA)
Ç CALCULA AS COORDENADAS MELIOCENTRICAS Ou ASTRO

DOUSLK PRECISIOS LA,NIRNIÁD,AATAYT,/ZTrKa,VYAÇÃA
LINEN2NSION LAC3 IVMICSIH ICS)  DCI  ,XT (3 ) ,V IÇ3 ) ,ZTC(3 ) ,XAÇÃ) ,

C*YAÇAIÇZA(S) .
VO 76 I s1 ,5
XACI ISLACIDADAIN )e=xTÇ1)
YACIIDEMICI DED(T)=YTCA)

70 ZACIIaNICI)ADOAN)=ZT(C1)
RETURN

+ ,  END

%

— — — .— — —— — to  8 Co ca  t o  o cc  co  o oo  o a oA A n r  a aus es a us o o pc  us us co  —— ———

SUBROUTINE QUI (N,XAKYAÇZAÇOU)
E CALCULA AS QUAMT AUXILIANES QUCO1I),GU2IÁOUCA)

POUBLE PRECISIOO e,XAQVA,ZA,UU,QNUI,0U2,0U3
DIVEGSION EO38),XAÇÃA),YAÇÃ3IAZAÇSI,QUÇ3)
GUiIEMÇI)ARC2)4XAC(1)axAÇA)+YACA)AYACA)+ZAÇ1)AZAÇ(2)
BUCI IEDSWETCOUI )
QuUesrH(2)ARÇTSI4XAÇO) XAÇA)AVACA)HVAÇ3AIAZAÇAIAZA(3)
"UCA IEDSHRTÇQUE)
GUSZPÇ1)&RO3)4+XAÇIIAKAÇÃIA+VAÇ1L)AVAC3IAZAÇ] IA ZA(3)
BUCI3I=DSURT(UVI)
RETUKRN
END

o Nro

* * a .
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SUBRUOUTINE CUBIC(NH,GALNEXT)
CQUSLE PRECISILS MH,G4A,GANEXTrEPSLO
POLCLGAA)EGEARR IAGAD Is CaMHAGAReNTIZO
PRIVELCGAA)EânLGAARR DEPILAADHH

 GANEX TES

30

EPSLUSIE=SD
L IV ITS2O
Nxv
he )
GAASLGANEXT
IFUPRIVEÇGAA)O 10N,1,106
CONTINVE
CALL  EX IT
GANEXTESGAAS=POLC(GAA) /ZPRIME(ÇGAA)
IF(VABS(GAA=GANEXTIÁEFSLO) 2 ,2 ,20
CONTINUE
GO TO 5
IF  (NSLINIT) 30 ,30 ,3
GO Tu S
HE TUXRIS
END

80
83

sa

81

82
85

do
91

SUBRPUUTINE ANGULO (CI,SEÇ/ÇIT)
CALCULA E “  QUE JUADRAGNTE ESTA O ANGULO DESEJADO
DOUHRLE PREÇISIOM CI,SE,INÇ,SEIL
IFCCIÇESNO) STOP
SEI=SE/C ]
I F I (SEO)  80 ,81 ,82

IF (SEI+0)  43 ,83 ,04
I118SVATASN(ÓSEII+0 2831853071
GO TO 91
1123 .1891 59205 35SS+LDATANÇSEL)
GO TG 91
1150
GO TO 9 )
I F (SE IF+O)  85 ,85 ,80
ll:z DATANCSEI 43 ,  1415920535.
GO 10  91
I IPVATANÇSE] )
RETURN

END



A a tam o dios nte ma a ao  mao  lema E a Err mero cc  emas RO A o o as cese o o A r rt

na

e?

-

SUBROUTINE ANQOVER(RNA, SI ITI ,P,VsuUU,DI1, /D3)
UINEMNSEBON VÇRIARAÇÃ), DUÇCS)
LOUVLLE PRECISIOUS RA,S IL I I ,P ,VSDI ,  D3 ,TV2 ,V2 , / 0U
Sv i z  ( dn  S I IL ) /CRACI )ANAÇÃ))
VIZANRSINCOSVIL)
DV ie (P /KAÇI IIO]
D i s (P /RAÇ3 I  IO]
Tvez (CO1=03)/(D1+D3))>(CQU(3) 442) / ( 24S I IT )
IFOTVOAIIZAÇO
IF (D I=D3S)  3,445
Vaso ,  ePS IOSSOTIFUATANCTVS)
GO 10  6
vaso
bU TO o
vês ,  141592053S,DATANÇTV2)
GO TO &
I F (O=03 )5 ,4 ,9
VesbATANÇ(TVES)
vi3IRVO+(V1I/Z2)
VOL )EVA=(V1 /2 )
RE TUR
END

e 0 A rm  co o o o fg  c r  a r c  cio

SUBKOUTINE ANOCED (VA,EX ANN, TTÇAMIZAUÇTE)
DIMENSION VÇO3),UÇ3)ANÇAIAC(5)AMZC3),TTCOS)
DUUSLE PHRECIS IO '  VAEX N i ,  AMÇU, TU ,U I  MyCyMZ
DO 27 1=1,3,2
TUBOSURT((1=FX)/C14EX)) eOTANÇV(1)/2)
UIZSCTVATANCTU)
IFUADTANÇUTI)) 1 ,1 ,2
IFOVOIDALTASALI I5SSAH535)  GO TO 3
UCI IZOATANCDTANÇUI ) )  +29 5 ,  1415920535
GO TO 5
UCLISDATANCDTANÇUI) 43 ,  1415920935
GU TO 5
IF (OVOI I , 0T ,3 ,  1415920535 )  GO TO 3
UCIISVATANÇOTANEÇUTI))
MU IESUCI) EX  tDSICN(UÇ(I))
TZBHFIX(TI(2))O]
CUOI)E=eNVNAÇITOL)=TZ2)
MZCI IEMÓNIACOL)
AMELMZÇI IF+MZOS) I /R mo
RE TUR | cacossEo
ENO :
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SUBPCUTINE EGUATIÇONFGA,WP,II,9E,EsEX,AAÇACIBA, BC,AB,AX,AY,AZeABNAt
AY,  hZ)

DOUNLE PRECISION AX,AVÇ/AZ,BX1I,BX, RY,BZ,4n,AC,BA,BC,AB,OVNEGA, sP ,ss
REXÇ/A£

AXECOCOS(OMEGA) aDCOS(AP)=DCOSCII)&DSIM(OVEGA)ADSINÇEP))RAE À
AYSCUODSINÇOSFGA) SUCOS (uP)I+OCOSÇ(11) «CCUSCONMNEGA)ADSINÇÁP))KCOS(E)=DS

* INÇIL I ) *?USINÇAP)*+SIVNÇE))sAF
AZzel (DS INCOMFGA) ICCOOS(vP)+DCUSC]1) *DCOSCOMEGA) «DSINÇGWP) ) 4 S INÚELADS

eIN(I1)ADSINM(PICRCOS(F))SAE
BXiI=AtEaLDSGRET(LletXkao)
BXS( DCOSC(UNFGOA)ePSINÇCHP)ÂeDCUSCI I )ADSINÇOMEÇA)«DCOS (EP) )JARXKI
YE C(C=DSTNÇONEGA) a l  SpN(WP)+DCOS(C I I )+UCOSC(CUMEGA)ADCUS (6P))ACOUS(E)=L

OXSINÇI I ) * *DCUSÇHP)ICSINÇE))AHXI
6275= (C=DSINCOMEGA) OST CAP) +DCOS( 11)  &OCOS (OMEGA) +DCOS (1P )  ) SINCE) eb

*SINCIIICSDCOS(sP)I)-COSC(E))ABXA .
AASAXKAARDPAAVRAÇAADZADO :
ACEAL*A  . ?
BamrbXaaDaAD Vanda DUZaADADLO !
BCSAER AQE (ImEXDPAQR) eo  mea
ABSAXADAX+ AVADVY+AZABZ |
RETURN
END

—-. -—.  Te cce  mera ro o ro
.

SUBROUTINE EOUAT2ÇAX,AY,AZ,BNXN,BY, BZ,U,TT,  TZ,NM,AM,EX,XF,YF.,ZF,MPA,U|
*F )
IMPLICIT DOUSLE PRECISION (Aez) r”
Real  TT1,TZ | !
INTEGER 1
DIMENSION UC3) /C03 ) /AÇ3)s  BUS) ,  TT (S ) ,  TES)  YTOSN ATOS),  xF (3 ) ,  YF ( 3 ) ,

*2F (3 ) ,MF(03) ,UFO3)
CU1)ESNEÇTTOO)  12 )
Cla )EeNtMA(1 T(2)=TZ)
CLA IE=NMAÇCTTUOZ)=TZ)
DU1 Ie t , 3
MFLIIZAMeÇÇT)
MFE SMF (1 )

CALL UVFINÇEX,MFFA,UFF)
UF (1 )  =UFF
MFEFZNEÇ2)
CALL UFINÇEX,MFF,UFF) o .
UF (2) =uFF %
MFFSNMFCS) -o  2 o
CALL UFINÇEX,MFEQUFF) eos  : .
UF (3 )EUFF  “ . .  ] Pa t  º Í

DO 2 171,3
AÇI)SUCOUSC(UF(I))=EX
BUl ISDSINÇUFCI) )
XF(I)=SANAA(IIF+OKAU([)
YFOLI IRAVAAÇ(II +EVANÇI)
i F ( I ) s  AZAALI)FBZAA(1)
RETURN
END

NT go  GT TITO em NENDr: 25: 1: MATETO eo  Ao cc  Temos  Mas EI ET Rs  mae e ee  eme  res meire e E o rm ria aos t g

"Vc  FS  EUR A EC o "
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SUBROUTINE EGUATI3CQXFE,YF ,ZF ,XT ,YT ,ZT ,ALFA, DELTA, ASI, ETA, ZET.AFÇ,DELT
HAF,SDF ,ERKA,ÇERRO)

INPL IC IT  OUUSLE PRECISION (A=2)  ' :
INTEGER 1
REAL SLFA,QULLTA, ALFAF,CDELTAF,ALFAD,DELTsOD
DIMVNENSION XFÇÃA),VYEÇ3).ZFÇ(3),/GSIÇ3IAETAÇ3ã) ZETÇ3IAALFAÇ3IADELTAÇÃIL

XTAF (3 )  SDFUS),AFUSI,AUEC3IÇACOSI EHRAÇA),FRRDOSIAKTOSI,YVTO3IAZTOS)o
*CDFÇ3S) ,TDFCOSI ,ÇALFAFCAI, DELTAFCSI,ALFADOS),DELTADOS)

DO 1 I z1 ,3
GSI ( I )SXFÓOL)+AXTOA)
ETALIIEVFÇOIDATYTCOL)
ZETÓOLIEZFÇ1I4ZTATD)O
TAF CLU)ECETACÇIIZHAIC(1)D) '
SDF (1)=E(ZET([)/(USUNT(OSI (1)  * r24FTA( I )as24ZET( I )242) ) )
ACÇCIIEDATANÇTAFCII)
IFOALFAÇI IALTÇS, IS19926535/2)  GO TO 2
IF (ALFAÇI )  LT ,  323 ,  1215926535 /2 )  GO TO 3
AF(II=ACÇ1) +24 5,1415020535 : ! ! o
GO TO à :
AFCI IZACIT)  o To
GU 10  4 ' MIS
AFCI IZAÇÕL)43,  1415920535
GO TO dd
AFCIDSCAFÇIDALNO) /ÇS ,  14159260535415)
CPF (D )ZOSQARTOI=SDF(1) 29+2)
TDFCT)ESDFÇ(1)/CUFCL)
DFCI)EDNDATAMETUFÇ(IOI)
DFLUI IE (CFOID)H18D) /3 ,  1415920535  :
ALFAFÇ(IIEALFACÇIDAÇAN/C3 IUIS97POSISTI15S)
ERRSCIDOEALFAF( I )AFC)

.DELTAFUO1ISUELTAÇI)DAINN/3, 1415920535
ERRDCIISDELTAFCOII=DFIOI) TATTOO TO TOTO
RETURN
END

SUBROUTINE UFINÇEX,UFEAUFE)
IMPL IC IT  DOUBLE PRECIS ION (AeZ)

zo
ARGSMFF+U
UFEEXXUSINÇARG)
IFCUANS[(DAHNHS(UF)=DABS(VI ILE. 1E=6) GO TO 2
UsUF
GO TU 3 .
UFF=NMFPEF+UF
RETURN
END
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SUsBNUVUTINE CORVIFÇED, TE,KARAKRXK Fe YTa Z TA LA» MIgNIADsSI,SI11,/DS)
CapfCuta AS CORREÇOES D IFERENCIA ISUAS RAZOES DAS AKEAS = SásEADO NAS
CURPECOES VIFENENCIAIS DE LEVSCHOER,

IMPL IC IT  DOVAÇE PREÇCISION (á= / )
REAL TE |
INTEGER |
DIMENSIUN XTC3),YTC3),/ZT(3),/D63),TEÇSIARAÇ3SIALAÇ3I,MILSIANICIIÇÃOS

* ) I ,SCÇAI ,SP(O3) ,F63 ) , /FAÇC3) ,  FBÇS) ,FCCS) ,PP(SO,  (3 ) ,  DSL (3 ) ,DS(5 )  hs
A l l )  TELI)ZTE(S)
ACSIETEÇO) /TF (S )
sP(1)=z A(1)&(14(K/0)  e (TEC3)aR2OTE(1) ARS) A(1/PAÚ2)AD))
SP(3 )NAÇ3 I )AÇ( I4 (K /0 ) a (TEÇ3)aAKPaTE(CA) aRNO)a(1/HAÇ(2)aRS))
FISC(K/Ie)R (TEC)  ta2eTEÇ1 IATE ÇOIATEÇADI AT?)
FORB(K / I2 )A (TFUOLIo cet Sa TEÇCI DATE (CI+TE (O IARS)
F ie (K /12 )X (TF (1 ) cedo TEÇIDATEÇ(C)I=TEÇQOIARD)
SCCI IBAL I IAÇ( (14F3 /NAÇI )ARS) /(IeFe/RACA)IARI))
SC(3 )DAÇ3 I IAÇÕL4F1 /RAÇ(1 )AR3) / ( J=PFe /RA(P IARS) )
RCOsXT(A )HLAÇA)+VTC(2 )»N IÇ2 )4ZTOR) *NI (2)
DO 1 151,43 : -
FACIDAL ACI IA CY TOUT IN I  (3)-ZT(1)*M"1(3))  .
FBUI)IVNIÇCA)ACKTCI AMICS)  = 2ZTO1)ALAÇ3)) o
FCUIIENICIiDACKTOALN)AMIÇ3) vn TOA DALAÇÃ)) >>

1 FÓOIIEFACIDSPU(I)H+FOÇCA)
P=D(2) «RCO
Pas jap /RAÇA)ATO
DO à 121 ,3 , 2
PP(CI IASCÇIDeAÇO)
BLULIISPPÇLI*TPA
DO 3 I%1,3 ,2

3 DSLCIIDESSPULIDOSCCOL)
BESEDAF(1 )AHÇ1)4AK (3) 2603)
DOEC=FU1)TDSLO) )=FL3 ) *DSLCO3) ) / 0
DO à I=1 ,37 ,2
DS(I1)=s-501)400
SISSI1+US(1)
SII=SI140DS0(3)
RETURN
ENU

a case ca cama m too  eme  ro ma ao ra

SUBROUTINE BESSEL (DIO,  ,OIX,DII,LUM,FMI,FZE,FI,SFILAFXX)
ATE AS DIFERENÇAS SEGUNDAS
IMPLICIT DOUBLE PHKECISJON (A=-Z)
REAL LUM,DOIU,DIXeADIIAFMISFZESFIZ£FILI
DIX=SCATA PARA A QUAL DESEJA=SE& INTERPOLAR
Be  FáTUR DE INMTERXPOLADCADO ;
DIUSDATA IMEDIATA, ANTERIOR À DIX; DII=IMEDIATA/, POSTERIOR à DIX
FZEAFI  DADOS CONRESPONDENTES A DIO E vVIX RESPECTIVA/
FMIçÇFII DADUS INEDIATAZ AGTREKIORES E POSTERIORES AFZE & F I
LOMNSLUMA1UN/(3, 1915924535A 15 4DA)
Nes (1/(VII=DIN))*(DIX=DIO+LON)
FDISFZE=FMI | ;
FD2sFI-FZE - * Í
FDISEIIZ=FI : eso  ' :
FOU=FUOS=FDI ' eo Ttet
FDL=FU3=FD2
FxxsFZE+NGEZXED24A(NHA (NH=1)/4)*(FDOOSFDL)
RETURN
END
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"SUBROUTINE TRANSFÇALFAP,DELTAP,HOP,XP,YP,Z2P)Cc TRANSFONMA CODORDESADAS ESFERICAS GEOCENTRICAS DOS PLANETAS
e Shi ddiias (ALFA, DELTA,ÇRUO) EM CUURDENADAS RETANGULARES GEOCENTRICA

( 4 1 2P)
DOUHXLE PRECISION xP,YP,ZP '
DINENSIUN ALFAP(S) ,DELTAP(S) , r ROPCS), XP(3 ) ,YP(3 ) , 2P (3 )

,

XP(I)IAROPCI)DRÇOS(DELTAPÇI)IRÇCOS(ALFAPIIT)I)
YPCN)aRUPCOLI=COSCDELTAPÇI)DICSSINÇALFAPIUL))
ZP(1)SROPEOI)DRASTNCOELTAP(1))
RE TURN
END

— amina eo a to — o um e a a o e o a aa nr c r  os

SUBROUTINE PERTURÇKP,YP ,ZP4AXS,YS ,Z3 ,Ka MPAFXN,FYSFZAXFAVFÇ,ZF)
€ CALCULA AS COMPONESTES DA FONÇA DE PERTURBAÇÃO DE CADA PLANETA r

IUPLICIT DOVALE PRECISION (A=7)
INTEGER q
REAL MP,XS,YS,2S
DIMENSIUN XPCS),YPC3) ZPO3) XSC3),YSC3)/ZS(3),FXC(3),FY (3 ) ,  FZC3),xF

*03),YF03),ZF(5),FPU3),ROPOS),AÇ3),HC0S),C(3),RI1(03),R03),R203),USTC3
*)/ETAÇS)O ZETÇ3) 4 X(3)1Y03)/2(3)
DO 1 I s1 ,3
USTC(1)EXF(I)+XSCT)
ETAÇI)AYVFÇOI)+4YSC(1T)
ZETEÓLIPZFCI)+ISCI)
XCIIZUSICII=XPCI)
YCI)EETAÇI)DOAVPCOI)
ZU ERZETÓL)I=2P(1)
RP( I )=  XUI)eXCI)AY(1)aVCLISZ(I In2(1)
ROP(1)aKPCIDACOSURTO(RPITII)
ACIIEXSOLIOXPIT) o +
CCI )  =28(1)=2P(T) See  o |
BLI)EYS(I)=vYPUI) rã ]
R1(1 )=  A ( I ) tAC I )ENCI )aBUI IACCI )4C( I )  À :
RCIIERICIDADOSVRTOÓORICI))

EXCIDEKADNPEONOTD)IZROPOII=AÇCI)/RÇL)).
FYCI EN AMPea(YÇ1)/NIPCIDABCI)ZE(1))
FZCIIESNaAMPAÇZÇ1)/HOFPÇQII=CÇ1)/KÇ1)) :
WRITEÇHA,/) FXQFYAFZ eo  "a
RETURI  | |

END ' : O :
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SUBNOUTINE VELDOCI(RA,KX,AE,UF,EX,WHP,OMEGA, ITI,VX,VY,VZ)
E CALCULA AS VELOCIDADES mO SISTEMA. EQUATORIAL HELIDCENTRICO

IMPL IC IT  OOUSLE PREÇISION (àâs=s)
INTEGER |
Ou ELOS RAÇCSI,AUFÇSIAUSLÇS)/ETLCO3),VXÇ3),VYC3),VZ(3)

U à 151,3 '
GSLÇ1)S-(1/RAÇITI)ADSURT(K=AE)XDSINCÇCUFCL)) '
AzK*tAts(ImÉEXSENX) - . %

1CETLEDISON/RAÇI)) +DSURTEAIADCOS (UF (1 ) )
BE=DCOSC(CCP)
C=DSINÇHP)

=OCOSCII)
ESDSINAÇII)
F=DCOSCONEGA)

SDSINÇCOMNEGA)
Di1tsHCSF-CAGAD
Dics taGe+CaF xD
DI3ESCAE
De1EeeCtFab laGAD

Dee=s-CaG4+BA4F AD
DeIsnsE  o
DO 2? 171 ,3  Toc
VXCIIENILIROSLÇI)AD21AETLÇA)
VYCI )ED IZCTGSL(ID) +D2P2RETICI)

2 VE2CI) PEDI BAQSL ( I I  +DAZAETLCT)
RETUKN
ENO

O. So  Ao  o o o E aa  t n Ar  oo  ro  ———— ra  — 5 À

SUBROUTINE INTEGROTIÁXXF,YYFsZZFeaVVXRAVVYsVVZaFFXsFFYsFFZAKKAT,Y,RR O
A)  v

ç PROCESSA A INTEGRAÇÃO NUMERIÇA PARA DATAS PROXIMAS AS DE OBSERVAÇA +
EXTERNAL DEN o

REAL KK | : e
DIMENSIUN YÇ6I,RÇO), S(6)sHKC174), oY(6) Da
USPAS SS, o OM
Ye  lnYVF : u
v(3)=2ZZF ;
v i s )  EVVX ' | g
YI(SI)EVNTY ; à : v

Yto)EVVNVZ ó J
S61 IEXXF  : . o
Ste )  EYVF . u
SE,3) 2820t : | Y
304 )  EVVX tv
St5)=2VYY | us
S te )=VVZ  : u
TO ' . v

HE. ÍS  . . 3
HMINZ0 ,01  ' i . "
EPS=0,0C0NOO0]1 : PN  ' ? vu

'NxG  . - ee  | : u
JUzgo o , nã  ! UÚ
IND=2 | ' UV
JSTART=ZA9 ! :
DO à IT=1,5 : “oo uv

Bs  cesFLOATOTL) | "
1 IF (NQUTÇBOT)  HEHST -.”

CALL  UVACRRA,  FEX ,FEV,FEZAKKAVEOY)  : u
CALL  DREBS C(DFN,YAT, Ns JM,  INDs JSTART,H ,HMINV/EPS,RsS ,HK / IER ,  DY)  já

ToTmoUCo ITECIERQNSEÇVO) STOP OM
IFOT. IT ,  BENIN)  60  TO tú

ê WRITEÇOS/ )  TeY u
RETURN | : sn
END : | u
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SUBROUTINE INTEGNCTICAXFa YVFSZIFo VVXeVVYeVWVWZeFFXeFFYAFFZAKKa Ta YR
A)

PROCESSA À INTEGRACAO NUMERICA PARA DATAS PROXIMAS AS  DE OBSERVACA
EXTERNAL DFN

REAL KK
DIMENSIUN Y (6 ) , " ( 6 ) ,  3 (6), ,NKÇC174),0DY((6 )
YCO1)EXKF
Yíc )=YvF  : *
YC3)=222F
YU)  SVVX
YiSISVVWY
Yt6ISVVZ
S(1 )EXXF
S(e )EYVF
S(3 )  =22F
S(4 )=VVX
S(S9)EVvVY
St6 )EVVZ
Tso .  ] ? ' -

KHse6,15
HMINSD=0,0] : | SA
EPS=0,0900001 ' =>
Naó
JM=o
INDSe
JSTAKTEZD
DO 2 I s t , 5
BEON,A4FLOATCOL)
I FCABS(H I )  GT, (RP=ABS(T ) ) )  Ho=BeT
CALL DYAÇCNRA, FFX.FFYAFEZAKIKAVYÇOY)
CALL DREGS CODFN,Y69Ta",y JUELNDAISTART, H,HUINÇEPS,/R e Se VKs IER,DY)
IF ( IER ,  NE,  O) STOP ' |
I F (ABSCT) .  LT . , (B=ABSCHMIN) ) )  GO TO 1
WRITEÇOÇA) TaY
RE TURGA
END

Teo  ca ee  ma  ma  mara O o a a aa A ET o Er o

SUBROUTINE DYACRRA,FFX.FFYSFEZAKK,Y/DY)
REAL KK
DINENSION Yço),UYÇ(0)
DY(H)D=eKKKAY(1)/WRASAIAFFX
DY(S)=eKK*aY(2 )/RNR AAA DAFFY
DY(o )ae<K*aY(3) /"WRAR«IA4FFZ
RETURN
END
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SUBROVTINE DFNÇCYSTANÇOY)
REAL  KK
DIMENSTON Y(6 ) .DY(6 )
DYCiIETÇA) : :
PYÇ2I2Y(5S) : | x
OYt3)EY (o )
DY(4 ) IEOY(A)  : o
DYC5SIEDY(S) : o
DY t& IEOY (O)

RETURN i
END

SUBROUTINE EQUATA(XF/YFr2Fo PXTAPYTAPZTsPALFA,PDELTA, GSI,ETA,ZET,AF
ne, DF,ERRA,ENRKD)

IMPL IC IT  DOUBLE PHECISION (A=2 )
REAL PALFA,PDELTA,PALF,PDEF
INTEGER |]
DIMENSIOUN GSIÇ3), ETAÇ3S)/ZETÇ3)XFC3), YFC3) 4 ZF (3)  TAFCS),SDF(3), ACK

43 ) ,  4FC(3),CDOF(3),  TDFÇ3) ,DEÇ3) ,  ERRAÇ3II,ERRO(ÇAS)
QST(AIEXF ( 2 )4PXT
ETAÇOIEVFÇOIAPYT .:
ZETUAIE2F (2 )  HPZT .
TAF (2o)=LETAÇA) /USI (2 ) )  |
SOF(2)=(ZETÇS) /DSURT(USI(&) aR2+E TAÇA) aa a tZET(2)  t 42 ) )
ACC2AIEDATANÇCTAFCRI)
I F (PALFA, .  LTS ,  14915926535 /2 )  60  TO 2
IFO(PALFA,QLT,Ç3T3,1415926535/2)  GO TO 3 .
AFIDIZ  ac (2 ) t 243 ,  1415926535
60  TO 4

ê AFC(AIZAC(IR) .:
GO 70 à eo  *

3 AFC2)=EACIA)+43, 1415920535 5
GO TO 4 . T+.

4 AFC(IICUCAF(2)AÇRII/(3, 1592653515 )
: COF(2) =OSURT(I=SDF(2)A*2)

TOFLAIESDFÇ(2I/COFÇ2)
DF(P ISDATANÇTOF (2))
DF (d)=(UVFÇ(A)AIBU)/3,1415926535
PALFESPALFATIGO/(3,141592653ISAL1S) CD
ERRAÇAISPALFe=AF(O)
POEFESPOCELTAIBA/S, 1415920535

1 ERRD(PIZPOEF=OFÇ(2)
RETURN . :

—-- END oo ' A tom o es
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