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RESUMO.

Estudamos as correlacoes entre as configuracgoes de estre-
las de base e um indicador do condicionamento da matriz dos
coeficientes do sistema normalizado pbr minimos quadrado;, na
reducao de posicao de objetos celestes. Este indicador foi
designado 'nimero de condigdo', sendo fungao, apenas, das co-
ordenadas retilineas medidas das estrelas de hase e, portan-
to, da configuracao destas estrelas. Consideramos inexisten-
tes os erros nestas coordenadas. Através de desenvolvimentos
analiticos, pudemos demonstrar que o numero de condicao € fa-
tor de ampnliacao da propagacao de erros das coordenadas cata-
logadas das estrelas de base, sendo esta ampliacao maxima
quando o numero de condicao tende para zero, € minima quando
tende para 1. Estabelecemos, a partir da expressao analitica
do numero de condicao, as circugstﬁncias nas quais certas
configuragoes de estrelas de base dariam sistemas bem ou mal
condicionados. Demonstramos, tambem, que o tamanho da confi-
guracao, no caso de pdfgenos convexos, bem como a disposigao
do poligono na placa fotografica, nao tem interferéncia no va-
lor do numero de condigao e, portanto, na ampliagdo dos erros

propagados pelo método.
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1. INTRODUGAC.

O presente trabalho estuda a influencia da configuragao
de estrelas de referéncia na rccugao de posigoes de objetos
celestes através do ajustamento de polinomios dc primeiro

grau, pelo método dos minimos quadrados.

A redugao de posigoes consiste na determinagdo das coorde
nada esféricas de um ponto qualquer de uma placa fotografi-
ca, a partir de estrelas cujas coordenadas sao conhecidas,
designadas estrelas de referencia ou de base.

A opgao por redug?es ao primeiro grau se justifica uma
vez que, quanto maior o grau do polinomio ajustante, maior
o numero de estrelas de referéncia necessario para a redu-
cao. A titulo de ilustracao, para redugOes de placas obti-
das no instrumento GPO (f=4 m, d=40 cm) do ESO, La Silla,
Chile, e no astrografo Zeiss (f=2 m, d=40 cm) instalado em

Campinas, SP, Brasil, sao necessarias 5 estrelas de refereéen

C1a;

Esta restricao se torna mais critica em astrometria de
longo foco onde o numero de estrelas de referéncia disponi-
veis ¢, em gera., pequeno devido ao reduzido campo disponi-

yel,

Como ponto de partida, procuramos encontrar alguma corre
lacao entre certas.configuracoes de estrelas de referencia
e a matriz do sistema de equagoes normalizado por minimos
quadrados. I:v o foi feito empiricamente, efetuando redugoes
com pentdgon s reais e examinando os coeficientes de a0

a B.. & B cnde o jolindmio ajustante foi representado

g1* ~19 01’
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na notacao convencional devida a Debehﬁgnes'.

Desde logo, ficou evidente a neces idade de obtermos um
parametro que indicasse matematicam .nte as variagées'de con
figuracZo no rentigono de estrelas de referéncia. Escoll e-
mos examinar o condicionamento da matriz do sistema normali
zado por meio de um param:tro qu° sera designado, caqui por
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diante, de 'numero de condigao' .ia redugao “.

C ntmero de condiczo consiste do determinante da matriz
dos coeficientes, devidamente normalizado para cue seu va-
lor fique compreendiﬁo entre 0 e 1. Um numero de¢ -ondica
préxi o de 1 indica matriz bem condicionada, e pré:imo  de

0, mal condicionada.

Verificamos que o nume: 3 de condicao tem grande influen-
cia na propagacao de erros dentro do processo ce reducao.
A propdsito, convém frizar que levamos em conta apenas os
erros nas coordenadas esféricas das estrelas de referencia

(erros de catalogo), d: acordo c'm Bougeard 1.

0 estudo da expressac analitica do nimero de condicao
mostrou quais configuracgoes levavam a numeros de condicao
proximes d2 0, acarretando grande propagacac de erros, e

proximos de 1, com pequena propagacac de €rros

Paralelamente, e independente do estudo do numero de con
dicao, foram detetadas certas configu acoes de estrelas de
referéncia ¢ e deveriam ser ev' tadas cor >, por exemplo, pen

tagonos nao convexos, onde est-elac ficariam proximas (o ba

ricentro do pentagono.



Nao foi detectada qualquer influgéncia de tamanho ou de

posicao de pentagono de referéncia na propagacdo de erros
dentro do procedimento de redugaoc de posigao ao primeiro

grau. a

2. TEORIA DA REDUCAO.

Apresentaremos os principios gerais da redugao de posi-
¢do de objetos celestes de maneira suscinta. As descrigoes
mais detalhadas do método estao contidas na maioria dos 1li-

vros citados na bibliografia.

A presente versao esta baseada na apresentacao tradicio-

nal de Podobed e na apresentagao moderna de Debehogne

rFig. 1
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Seja, na figura 1, a esfera celeaste de centro 0 e raio
igual a distancis focal do ins:rumento. Seja 0 o centro
optico da objetiva e a distancia focal adotada -omo unida-

de de medida. .

Suponhamos, em primeira aproximacao, uma situacao ide-

al, geométrica, ausente de erros.

Seja C!' o pé da perpendicular baixada de:de o centro op
tico da objetiva até a placa fotografica situada no plano

focal da objetiva.

Seja C, ponto diametralmente oposto a C', o ponto da es

fera celeste para o qual apontamos o telescopio.

No plano da placa fotograficz (plano focal do instru-
mento), caracterizamos o sistema de eixos C'xy de coordena
das retilineas medidas definido, na pratica, pelos eixos

da maquina de medir e tendo como origem C‘(xo,yo).

)

definimo: o sistemz de eixos das coordena is retilineas ce

Nc plano tangente a esfera celest pel> ponto C(uo,ao

lestes, CXY, —-om o eixo CY orientado positivamenie no :en-
tidc do ncris e CX, perpendicular a CY, dirigido no senti-

do das ascer soes retas crescentes.

Usamos, aqui, a ¢=si naggZo de 'coordenadas retilineas
celestes' proposta por R. R. de Freitas Mourao e registra
da em seu 'icicnario Enciclopédico d¢ Astronomia e Astro-

o 5 ; - ¥ : 5
nautica -, em substituicdo a expressdao 'coo’ 3nadas 1adrao’.
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As coordenadas equatoriais sao referidas a um equindcio

bem determinado, geralmente 1950.0.

Qualquer objeto luminoso puntiforme, de coordenadas e-
quatoriais E(e¢,§), da esfera celeste, e projetado opticamen
te em I(x,y) na placa fotografica, e geometricamente em

m(X,Y), no plano das coordenadas retilineas celestes.

O problema da astrometria fotografica consiste em se de-
finir as relagoes entre os pontos E («,8) € os pontos cor-

respondentes w(X,Y), hem como as relacoes entre estes e o0s

~

pontos I(x,y).

Relacao entre coordenadas retilineas celestes e medidas.

Trataremos, primeiramente, das relacgoes entre as coorde

nadas retilineas celestes e as coordenadas retilineas medi-

das.

Na auséncia de erros, a relacao entre as duas @&
X =x

Y =¥,

Os erros -

Levando-se em conta os diversos erros que podem afetar o

trabalho de reducao, as relagcoes acima tornam-se m:is com-

plexas.

Uma descricao sistematica dos erros relac onados com o

trabalho dc¢ rotina de redugao com recursos de alta qualida-
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de (astrbgrafo, computador, coordenatografo, placas foto-
graficas, etc.), hem como suas caracteristicas e efeitos

o .
pode ser encontrada em Vieira

A titulo de .ilusiracao, sao eles:
- erros cosmicos - posicoes catalogadas das estrelas de
referencia e seu movimento proprio;
H.erros pessoais - enquadramento dos objetos no reticu-
lo do coordenatografo;
- erros observacionais - esféricos, como rcfragao e a-
Nberracao, e instrumentais, de-
vidos a maquina de medir, ao

astrografo, a placa fotografi-

ca; BiCas

A relacZo entre as coordenadas retilineas celestes e as
coordenadas retilineas medidas pode ser dada pelas equa-

= 6 ; _ :
goes de Turner , aqul expressas na notagao convencional

compacta devida a Debehogne4
g 2y um
- B L &.. xlyJ
0 e 17
i+j=k=0
4 . .
Y = E D xlyJ
i+j=k=0 1]

i+j+ , i+ j=k=0,...., g, g o grau do polinomio de a-

juste.

Quanto maior o grau do polinomio de ajuste, mais erros

sao, em geral, corrigidos, porém maior € o numero de estre
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las de referencia necessarias para & redugado. As equacoes
anteriores sao as equagoes de condicao do problema : e as

constantes a.

L

; bij sao as constantes de placa.

Relac o entre coordenadas esféricas e coordenadas retill

neas celestes.

Trataremos, agora, da relacdo entre as coordenadas esfé-
ricas das estrelas e as coordenadas retilineas celestes

correspondentes.

Por trigonometria esférica, encontramos

X = cosﬁsen(a—ao)/A
Y = {senacosao—cosdsenaocos(a-ao)}/A (1)
A = sendsens +cos¢coss cos(a-a )

) o) 0

para o caso direto, e
tg(e ao) = X/(coséO-Ysenéo) (11)
tgs = (sen60+Yc sdo)cosLa—ao)/(cosdo—Ysenéo]

para o0 Ccaso inverso.

Procedimento de redugao com polinomios do primeiro grau.

A reducao com polinomios do primeiro grau pcrmite corri-
gir os erros de centragem, de fa.ta de paralelismo entre Os
eixos de cocrdenadas retilineas celestes e de coordenadas
retilineas medidas, o erru devido ao nao perpendicularismo
entre os eixos da maquina de medir, .bem comec o erro de esca

la.

Os polinomios ajustantes sao da forma
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X = a * Lo X b Ao N
00
10 01 (111)
T Bgg ™ Dyo® v By -
Escolhemos, na placa fotogrifica, cinco estrelas de refe
rencia catalogadas, de coordenadas retilineas medidas

(xi,yi) e de coordenadas retilineas celestes (Xi’Yi)’ estas

ultimas obtidas por meio das equacoes (I).

O catalogo de estrelas mais comumente utilizado no Obser
vatorio do Valongo tem sido o do Smithsonian Astrophysical

Observatory, xesignado por S.A.O..

Reduzimos as coordenadas retilineas medidas e celestes a

média, de modo que

{xi} = 0

{yi} =
e

(X3 = 0

{Yi} = 0

onde as chaves indicam somatdrios.

Com o objetivo de simplificar a notacao, as referidas
coordenadas, ja reduzidas a media, continuarao a ser repre-
sentadas como vinha sendo feito anteriormente, sem nenhum

sinal diferenciador.

Obtemos, a partir de (III),



X; = agg * a30%; * 317

X; ® 8pg ¥ 819%3 * 317,
! . o d (1V)

Xg = agy *-810%s * 357Ys

. [n)
com um sistema analogo para Y.

0 sistema de equagles acima € superdeterminado, e sua

normalizagao por minimos quadrados conduz a

Z o
Sipt¥s ) * 8y %oy ) * 1x8ed
2 .
A1 ¥yt A ty) ~ byt 25
5a =0 ,

00

e outro sistema analogo para Y.

Com o objetivo de ressaltar certos aspectoc que sao do
nosso interesse desenvolver no trabalho, vamos resolver os

sistemas de equagOes normalizados pelo método de Cramer.

A matriz M dos coeficientes dos dois sistema €

(x%1  ixy}
M

I

{xy} {yz}

cujo determinante vale

det M = {x°}1y°) « Ixyi”

As constantes de placa sdo dadas pelas expressdes



a,0 = 0
bog = O
XYY - X))
i det M -
_ {YX}{XZ} - {xX}{xy} (V1)
fa1 ” det M
C0y) - (yYixy)
hlﬂ det M
Y Hx') - {x¥Hxy)
Po1 det M

Calculamos as coordenadas retilineas celestes de um ob-
jeto por meio de (III) e, finalmente, suas coordenadas es

féricas por meio de (II).

5. CONDICIONAMENTQ DE SISTEMAS LINEARES.

Dado um sistema de equagoes lineares, dizemos . que um
tal sistema € bem con&icionado Se, para um pequeno incre-
mento em algum ou alguns de seus coeficientes, as solugoes
tem variagao da mesma ordem de grandeza. Em caso contra-
rio, quando a variagao da solugao é muito maior que a va-
riagdao dada aos coeficientes, dizemos que o sistema € mal

7]
condicionado .

Uma maneira de se determinar o condicionamento de um
sistema de equacoes lineares é através do determinante nor

malizado da matriz dos coeficientes.
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A normalizacao & feita dividindo o determinante da ma-
triz dos coeficientes pelo produto das normas das suas 1i-
nhas. Os valores do determinante normalizado ficam compreen

didos entre 0 e 1. -

O sistema € mal condicionado para valores pequenos, e
bem condicionado para valores grandes (proximos de 1) do de

terminante normalizado.

Para o caso em estudo, a expressao do determinante norma
lizado, daqui por diante chamado ‘'numero de condigao', NC,
e

Ix®311y2) - {xy}?

NC=||det M||= = -
({X2}2+{xy}2)1/2.({y P +{xy} Jl/z

4. PROPAGACAO DE ERROS E SUA AMPLIACAO EM REDUCOES

A0 PRIMEIRO GRAU.

Os erros das coordenadas retilineas celestes, devido:aos
erros de catalogo, sao propagados aos coeficientes {xX},

{yX}, {xY} e {yY}, dos sistemas normalizados.

Conforme ja referido anteriormente, os erros de catalogo
serao os Unicos considerados no presente trabalho. O uso do
método de minimos quadrados, no caso da existencia de erros
de medida, € formalmente incorreto e conduz a solugoes ten

: 1
denciosas, de acordo com Bougeard .
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0 nimero de condicdo na ampliacdo da propagagao de erros.

Sem os erros de catalogo, as solugGes para as constantes
de placa seriam exatas. Na presenca destes erros, as novas
solucoes podem ser expressas como as solucoes exatas, mais

os erros propagados.

Sejam, agora,

R4 = Spy * ey

Te =Y. +8:u ; i ®= 1,0weuyd

1 iv 1.¥:
onde (Xiv,YiV] sao as coordenadas retilineas celestes exa-
tas da i-ésima estrela de base, (ec;y-e

catdlogo em X e Y da i-ésima estrela de base e (X;.Y;) sao

C.,) Sdao os erros de
1Y

as coordenadas retilineas celestes com o erro propagado, de-

vido aos erros de catalogo.

Vamos referir todas as coordenadas envolvidas a média des

sas coordenadas.

Sabemos que:

{X;} {X. } {eCiX}

Escrevendo



logas para Yi s Yiv » eC.y ey

Como ja referido anteriormente, por uma questao puramen-

te grdfica, suprimiremos os apostrofos nas coordenadas refe

ridas a média.

Desenvolvendo os coeficientes dos sistemas normalizados

em funcao das expressoes acima, vem






= £

2
{XXV} {y }—{yxv}{xy}

a =

10V NC._P
fvX .} {xz}*{xX }{xy}
yX, SHXY
a =
Q1lv NC.P =
(XY} {y?)-{yY }{xy}
Vv "4
Bl e
10v NC.P
e} {3 =ix¥ Ylxy)
2o -{xY_ }xy
h =
01y e
{xe.} {y2}<iye,}{xy)
x} (¥ }-lye }xy
B Lk
b 1)) NC.P
{yeX} {x2}={xex}{xy}
E =
2401 NC.P
{xe,} {y%}-{ye }{xy}
Y Y
E =
B0 NC.P
{ye,} {x%}-{xe,}{xy}
Y ks
E : =
boy NC.P

0 nimero de condigcao aparece no denominador de todas as

constantes de placa.

Os erros das coordenadas retilineas celestes, propagados
aos somatdérios que aparecem nos numeradores €, portanto, am
pliado por um fator NCTL. A ampliacao € 1 para NC =1, e

infinita para NC = 0.
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Uma vez que ja foi evidenciada a importancia do nimero

de condicao na ampliacao dos erros propagados na redugao, e

uma vez que estamos interessados em tentar 7relacionar as
- - - - - . - o,

configuracoes com o numero de condicao, surgiu a ideia . de

obter, em uma dada placa fotografica, pentagonos reais pecu

liares e calcular seu niimero de condicao.

Este procedimento, no entanto, esbarra na dificuldade de
obtermos pentagonos que satisfizessem ~-nossas exigencias

quanto a forma, tamanho e disposigao na placa.

O caminho natural para superar essa dificuldade foi si-
mular os pentagonos necessarios, demonstrando que algumas
configuragoes conduziriam, fatalmente, a obtencao de certos
valores para o numero de condicao correspon&ente. Esta de-
monstracao foi feita analiticamente para todos os casos es

tudados.

A partir dal, escolhemos pentiagonos reais que mais se a-
proximassem daqueles simulados e mostramos que, para estes,

ocorria o que havia sido previsto nos casos ideais.

5. SIMULACAQO DE CONFIGURACOES DE ESTRELAS DE BASE E REDUCAO

DE CONFIGURACOES REAIS.

Esclarecemos que a placa fotografica utilizada para ob-
termos configuracoes reais foi a de numero 82, de dimensoes
16x16 cm, obtida por F. A. P. Vieira no astrografo Zeiss

(f=2 m, d=40 cm), instalado em Campinas mediante conveénio
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U.F.R.J. - UNICAMP - PUC CAMPINAS - PREFEITURA MUNICIPAL DE

CAMPINAS em 11/06/1986, centro - M ilh 08m, 60-= 16° 08',

instante médio da exposicao TU = 21h'37m

305, medida por G.
G. Vieira no Ascorecord do Ohservatdrio do Valongo. Uma re-

presentagao grafica da placa 82 & mostrada na figura 02.
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Fig. 02

Placa 82

CaMeaez . DAT

Esc. 1:2

As estrelas pertencem ao catalogo S.A.O..
Todas sao numero 99000 mais as centenas.
y orientado positivamente para cima.

X orientado positivamente para a direita.
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Para as simulagOes, foi desenvolvido um programa de com
putador em BASIC-TRS-80 (Apéndice A) capaz de fornecer, a
partir das coordenadas (xi,yi) das estrelas de base simula-
das, os valores de {xz}, {yz} {Xy}, x médio, y médio e o

?

numero de condicao.

A seguir, serao apresentados os resultados ohtidos da

forma mais clara possivel.

Numero de condicao igual a 0.

Seja a expressao do numero de condicao NC dada por

'{xz}{yz}-— {Xy}z
NC = ;
A2y ety YY) 2 oy Pragary ) ®

Para que o nimero de condicdao se anule, & suficiente que

o numerador da expressao se anule, ou seja:

2 2
{x }{Yz} il (- o R

com {xz} e {yz} diferentes de zero.

As configuragoes para as quais isto acontece sao aquelas
nas quais as estrelas de base estao alinhadas, formando an-

gulo diferente de zero com os eixos baricentricos.

Eixos baricentricos sao aqueles obtidos por translacgao
dos eixos de coordenadas retilineas celestes, com sua ori-

gem no baricentro do pentagono.

Nestas configuracoes podemos relacionar as coordenadas
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(;i,yi) das diversas estrelas de base segundo a equacao de
uma reta que passa pelo baricentro:
Yg = %y s

onde C € o coeficiente angular da reta e %

C # tg 0° ,

C # tg 90°.

Substituindo X, nos somatorios, teremos

2
y.
. ! n n i 0N 1 n 1
{xz}{yz} - xf. I yi= z . 2 yiz____(-z y§)2=____{y2}2
¥=1 = jel i=1 CZ j=1 ct 1=l c2
e
)/'.
2 e 2 1 1 1 n 1 2
fxy} =( 2 x.¥.)"=( & - .yi)zz____( X Y?)zzq—_ {y 32
i=1 i=1"¢C 2 i=1 o2

e, portanto:

(2" My = eyl
e, com {xz} # 0 e {yz} # 0, teremos

NC = 0.

Em configuracoes reais semelhantes a esta, o numero de
condicao fica pequeno. Vejamos os exemplos a seguir de con

figuragoes ficticias e reais.
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Fig. 0

3

Simulacao

COF 1661 ,0AT

x"l’
Esc. 122
Configuracao ficticia alinhada.
Tabela F-01.
Estrelas ( X: s ¥y ). em
1 (50.0.5 30,00 £x%3
2 (49,0 21,00 v
> (210 ¢ 149,07 L Xy o=
4 (53.8 5 17.,0) % =
5 (47,0 5 25000 ym =

NC

20
20
-20
50
20
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Fig. 05
Simulacgao
COFI@aaz.0AT
x:‘
:{3
ﬂ}:l
KC
A
Esc. 1:
Configuracao ficticia alinhada.
Tabela F-02Z.
Estrelas ( X3 Ys ) cm
1 (50.4 : 20,8) {xz}
2, 48,0 3 1%.0) {yz}
3 51,0 21,0) { xy}
4 (a7.0 3 17 4] Xm
S (53,0 ;. 23,8} Y

NC

20
20
20
50

20

cm

cm

cm

cm

cm
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Fig. 07

Simulacao

COFI1663.0AT

Configuracao ficticia alinhada deslocada.

Tabela F-03.

Estrelas

NC

1

2

i
(51,0

(52,0

,yi)

(510 ;

(49,0

?

21.,0)
19.0)
23,0)

25.0)

53,8 - 17,85

Eseg. 3=

o
{ x%)
(yh
{ xy}

X
m

Ym

10
- 40
=20

51

21

cm
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E fato que as configuracfes ficticias apresentadas con-
duzem a uma indeterminagdo nas solugoes (VI) das constan-
tes de placa, 3 excecdo de agg © bOO e neste caso, o méto-
do de reducao usual nao se aplica. Para configuracoes re-
ais semelhantes o método € aplicdvel, mas é de se esperar

uma grande ampliacao na propagacao dos erros.

Nimero de condicdo indeterminado (0/0).

Para que isto ocorra, € necessario que o numerador e o
denominador do nimero de condigao se anulem. Para que o de
nominador se anule, € suficiente que:

{Kv}) = 0

5
e que {xz} =0 e/ou {y }=0.

2 Sl :
Para (X } e {y } iguais a 0, com {xy} = (O, temos o caso
degenerado de toda a configuracao encontrar-se num ponto,
o que foge ao assunto. Estudaremos pcrtanto as configura-

coes que ohedecem a:

2
xy} =0 e {xz} = 0 com {y } # 0 (caso a) ou
2 S
xXy}=0e (y7}=0 com {x“) # 0 (caso b).
Em ambos os casos (a e b), o numerador se anula, pois

- 2 - - 2
ora o somatorio em X~ , ora o somatdorio em y~ se anula-

As configuragoes que obedecem ao caso a sao aquelas em
que as estrelas de base encontram-se alinhadas no eixo ba-
ricentrico y, enquanto que as configuragoes que obedecem

ao caso b encontram-se alinhadas no eixo haricentrico x.
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Nos dois casos o nilimero de condigao fica indeterminado com

NC = 0/0.

Caso a.

Estrelas alinhadas com o eixo baricentrico y apresentam

coordenadas (O,yij. Assim

n n
{xy} =i£1xivyi - izlﬂfyl =8
e
P O TS ,
j=1 1 i=1

com {yz}# 0, e estas configuracgoes levam a NC = 0/0.

Caso b.

Estrelas alinhadas com o eixo baricentrico X apresentam

coordenadas (xi,O). Assim
n 3

n
{xy} = L x..y. =.% X..0 = 0,
jed &+ gap d
e
n n
fv*r = 2 % = £ 0% = 0,
i=1't i=1

2 - -
com {x } # 0, e estas configuracoes levam também como no

caso anterior a NC = 0/0.

E de se esperar que o numero de condigao assuma valores
muito diferentes para configuracoes reais diferentes que
tenham formas semelhantes as dos casos a e b. Veja os exem

plos a seguir.
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Fig.

08

Simulacgao

COFI6ad ,0AT

Configuracao ficticia
Tabela F-04.
Estrelas
1

2

NC 0/0

I

Esc.

alinhada com o eixo baricentrico y.

L X5 »
(20,0 2
(50,0 ;
(50,0 ;
(50,0 ;

{508 &

Yo J

20,0)
22,0)
24,0)
18,0)

16,0)

cm

{ £
{yz}

{ xy}

40

50

20

cm

cm

cm

cm

cm
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Fig. 09

Simulacao

COF 165 . DAT

Bee, 12

Configuracao ficticia alinhada com o eixo bariceéntrico x.

Tabela F-05.

Estrelas (_xi 5 ¥y ) cm
1o f50.8 3 20.9) {xz} = 40 sz
2 (48,0 5 20.,0) {yz} = 0 cm2
3 (46,8 ; 20,0) {xy} = @ crn2
4 (52,0 ; 20.0) Xn = 50-ecnm
5 15840 2 .20.41 Y = 20 cm

NC

0/0
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Fig. 10

Placa 82

COREGA3.DAT

30 £ 536
x432 466 er
450
Esc. 1:3

Configuracao real alinhada com o eixo baricentrico Xx.
Tabela R-03.

Estrelas C Xy cm

o
L _—

99499 (52,2 ; 21,Q)
99439 (47,0 ; 23,3)
99466 (49,0 ; 23,1)
99502 (52.6 ; 23,0)
99530 (55,4 ;5 25.6)

NC = 0.967
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Fig. 11

Placa 82

CORE®G4 . 0AT

487
x 538
N e o X

RBece 122

Configuragao real alinhada com o eixo baricéntrico Xx.
Tabela R-04.
Estrelas ( X; s Y5 ) cm

89488 (50.7 ; 24.0)

99439 - [47.0 : 23.%)

99466 (48,0 ; 23,1)

989502 . (52.6 : 23.0)

99530 (55.4 : 25.6)

NC = 0.549
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Fig. 12
Placa 82

COREAES ,DAT

Escs 31:2

Configuracao real alinhada com o eixo baricentrico x.
Tabela R-05.
Estrelas ( Xi y Y. ) €l

99430 (46,0 ; 22,3)

99459  (47.0 ; 25.3)

99466 (49,0 ; 23,1)

99502 (52,6 ; 23,0)

99530 (55,4 ; 23,6)

NC = 0.113
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Fig. 13

Placa 82

COREGES.0AT

Esc. 1l:2

Configuragao real alinhada com o eixo baricéntrico x.

Tabela R-06.

Estrelas ( X, o Y, ) cm
g99543 (57,0 = 21,9)
99439 (47,0 ; 23,3)
99466 (49,0 ; 23,1)
99502 (52,68 3 23,0)
99530 (55,4 ; 23,6)

NC = 0.234
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Fig. 14

Placa 82

COREGE? .OAT

Esc. 1:2

Configuragao real alinhada com o eixo baricéntrico y.

Tabela R-07.

Estrelas ( X .Yy ) cm
99472 (49,7 ; 19,8]
99493 (51,7 ; 14,3)
Q9499 (52,2 ; 21,0)
99501 (52,3 ; 15,9)
99502 (52,6 ; 23,0)

NC = 0.989



.3?.

: Fig. 15

Placa 82

COREBRZ .OAT

Esc. 1:2

Configuragao. real alinhada com o eixo baricentrico y.

Tabela R-08.

Estrelas ( x. ¢+ ¥: 1 &
i i

99485 (50,7 24,0)

-

99493 (51,7 14,3)

99499 . (52,2 ; 21,0)
99503 (52,3 ; 15,9)

99502 (52,6 23,0)

-

NC = 0.514
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Fig. 16

Placa 82

CORE@GGAS ..0AT

515

KSBE

4o

Sl

Esc., 132

Configuragao real alinhada com o eixo baricéntrico y.
Tabela R-09.
Estrelas ( X; » ¥, ) cm

QUsIE (53,7 » 5.7

-

99493 (51,7 ; 14,3)
99499 (52,2 ; 21,0)

99501 (52,3 15,9)

99502 (52,6 23,0)

-

NC = 0.058
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Fig. 17

Placa 82

COREG1G.DAT

465 : o
wreh IO

Esg. l:z2

Configuragao real alinhada com o eixo baricéntrico y.

Tabela R-10.
Estrelas
99466
99493
99499
99501
99502

NC =

( Xy ¢ ¥y ) cm
(49,0 2:23;1)
(81,7 ¢ 14,3)
(52,2 ; 21,0)
(52;3 3 13,:9)
(52,6 3 23:0)

0.619
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As configuragoes ficticias a e b conduzem a uma indeter-
minagao nas solugoes (VI) das constantes de placa a excecgao
de aj, e by, e o método de reducio usual n3ao se aplica. A
ampliagao da propagacao de erros em configuracoes reais-se-
melhantes torna-se imprevisivel face a grande variahilidade

do nimero de condicio.

Nimero de condigdo igual a 1.

Para que o nimero de condicao seja igual a 1, e suficien

te que
{xy} = 0
2 2
com {x } # 0e {y'} #0.
Assim, teremos
(x210y%)
NC =
({xz}z)lfz_({yz}z}lfz
(x*1y%)
B = ],

T

Estrelas dispostas sobre os eixos baricentricos da confi

guragao, excegoes feitas aos casos a e h ja vistos, resul-

tam em {xy} = 0, pois ora - 0, ora Yy = 0 e NC 1178

Sejam n estrelas de base, todas dispostas sobre os eixos
baricentricos da configuracao. Sejam as estrelas sobre o ei
xo bariceéntrico de x numeradas de 1 até g e as sobre o eixo

y de g até n, com g<n.
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Temos que:

y]'_ = 0 ] R 1:- sg L] e

xi wnll 3w gete s as Mas
n g n

Xy} & L 2.9 =% X ¥ % L x.7.

g n

= T Y.z:0 % I 0.v. = 0

i=1 * i=gel 1

Mas como x. ndo & nulo para todo i, nem o & y;» conclui-

mos que
n n
{xz} = 3 x? = 5 x? # 0
j=) * j=g+1 *
e
n g
{yz} = L y? =z y? # 0
ful > jey *
e, portanto
NC =1

Vejamos os proximos dois exemplos.
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Fig. 18

Simulagao

COF T8@e DAt

A * b &

Esc. 1:2

Configuracao ficticia sobre os eixos baricéntricos.
Estrela 5 no baricentro. .

Tabela F-06.

Estrelas ( X; ¢ ¥y ) cm
1 (50,0 ; 24,0) {x®} = 32 cm’
2 (54,0-: 20,0) {yz] = 32 sz
35 (50,0 & 1600 fav) =it wat
4 (46,0 ; 20,00 x_ =50 cm
5 (50,0 ;7 20,0) . y =20 enm
NC =1
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Fig. 19

Simulacao

COFIaay.0aT

‘el

Esc. 1l:2

Configuracao ficticia sobre os eixos baricentricos.

Estrela 5 ausente.

Tabela F-07.

Estrelas ( X, 1 ¥ ) cm
1 50,0 3.24,06) {xz} = 32 cm2
(54,0 5 20,0) {y°} = 32 cn’
(50,0 ; 1b,U) (%Y} =u om
4 (46,0 ¢ 20,0) X = 50 cm
, /9 = 20 cm

NC

I
=
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Os dois exemplos anteriores sao. instrutivos, e merecem um
comentdrio a parte. O ponto (50,20) cm &€ o préprio baricen-
tro da configuracdo. As coordenadas da estrela ficticia nes-
te ponto, em relacao i média, sao (0,0) cm. Somos - -levados,
entdo, a concluir que o resultado da reducao € o mesmo com
ou sem a inclusao de uma estrela localizada no baricentro de

uma configuracgao.

Podemos generalizar este resultado dizendo ' que quanto
mais proxima do baricentro da configuracdo estiver uma estre
la de base, menor sera sua influencia na reducao o que desa-
conselha, desde logo, o emprego de poligonos nao convexos co

mo configuracao de base.

De uma manéira mais geral, configuracoes de estrelas de
base ‘formadas por pares de estrelas simetricamente dispostas
em relagao aos eixos baricentricos, possuem {xy} = 0 e, por-

tanto, NC = 1, excluindo,:mais uma vez, 0s casos a € b.

Seja uma configuracao de estrela de base de m pares de es
trelas dispostas como descrito acima. Para um dado par (1,2)
podemos ter uma das seguintes situagoes ilustradas na figura

20.
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Fig. 20-<b

F1G26-B.DAT

| e e

Estrelas 1 e 2 dispostas simetricamente em relacao ao eixo

baricéntrico y respectivamente nos quadrantes 3 e 4.
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Em qualquer dos casos anteriores, as coordenadas das es-

trelas 1 e 2 sdo:

o TR A Ml
Ty "t ¢ Yl ¢
ou
X =X 5 X, T X
Yl = yl ’ YZ s, -yl
de forma que
o S LS
e
2
Sl TR T A1 T E A

0 raciocinio acima & aplicavel a todos os outros m - 1

pares de estrelas. Assim

. 2m m
Ry} # & 2.y, » B (X, * %, !
y bl iV j:1( 5% J+1yJ+1)
Mas, como vimos, xjyj = _Xj+1yj+1 , 0 que leva a
m m
] w E V. X Y e ) R RN = e ) gy
j=1 JYJ PRGN gy T 373

Como X; ey nao sao necessariamente todos nulos, entao,
{xz} # 0 e [yz} # 0, e, como {xy} = 0, vem que
NC = 1.

Vejamos o exemplo seguinte.
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Fig. 21

Simulagao

o

Esc. 1:2

Configuracao ficticia de pares simétricamente opostos aos

eixos baricéntricos.

Tabela F=08.

Estrelas ( Xe v ¥y ) cm
1 (46,0 3 24,0) {Xz} = 64 cm2
2 (54,0 ¢+ 24,0 {y°F = 64 o’
3 (54,0 » 16,0) {xy} =0 cm2
4 (46,0 ; 16,0) X = 50 cm
, = 20 cm

]
=

NC
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Configuragoes que mesclam pares simétricos com estrelas
”soli;érias" sobre um dos eixos bharicéntricos naturalmente
também apresentam nimero de condicao igual a 1. Enquanto os
pares simétri;os se anulam no somatdrio cruzado de X e Y, ©
termo x.Y. da estrela solitdria também se anulara, e portan
to {xy} = 0 da mesma forma. Um exemplo 'classico' & um pen
tigono regular de estrelas, onde uma delas esta sobre um

dos eixos baricéntricos como mostra o seguinte exemplo.
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Fig. 22

Simulagao

COF1ae5 . 08T

b

-~

I
“LI':

Esc

o Lp 2

Configuracao ficticia de pentagono regular.

Tabela F-09.

Estrelas

NC

I

= !

i
(50,0 ; 24,0)
(46,2 ; 21,2)
(47,6 ; 16,8)
(52,4 ; 16,8)
(53,8 ; 21,2)

40.4

39,4

50

20

2
cm

cm

cm
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Flg. 23

simulacao

COF1816.0aT

4
il
Tl

Esc, 1:2

Configuragao ficticia de poligono irreqular.
Tabela F-10.

Estrelas ( X, ¢ ¥y ) cm

1 (50,0 1 24,0) {x°} =50 en®
2 (55.0 5 21.0) (9%} =21 en®
3 (45,0 ; 21,0) {xy}) =0 em?
4 (50,0 ; 16,0) X = 50 cm
Yo = 20.5 cm

i
=

NC
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Somente a forma das configuracoes de estrelas de base sao
relacionaveis ao niimero de condicdo. O tamanho das configura
coes nao interfere no resultado do numero de condigdo. Veja-
mos dois exemplos de configuragoes ficticias de estrelas de
base onde variamos o tamanho mantendo a forma. O nimero  de
condicao permanece inalterado, pois a forma do poligono de

estrelas permaneceu inalterada.
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Fig. 24

Simulagao

COFTEL] LORT

Esc. 1l:2

Configuracao ficticia de poligono: pequeno.

Tabela F-11l.
Estrelas
1
2

NC

I
=

(xi;Yi)cm

(50,0 ; 20,8) {x°} =

(50,8 ; 20,0) {yz}

(50,0 ; 19,2) ({xy} =
(49,2 ; 20,0) X =
Yo ”

20

cm
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Fig. 25

Simulagao

COFIaiz.0AT

Esc. 1:2

Configuragao ficticia de poligono grande.
Tabela F-12.
Estrelas ( Xi ¢ ¥y ) cm
1 (50,0 , 24,0) {x°} = 32 cm

2 (54,0 ; 20,0) {y%} =32 em
3 (50,0 ; 16,0) ({(xy}) =0 em
4 (46,0 ; 20,0) xm = 50 cm
s = 20 cm
NC =1
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Apresentamos, agora, alguns exemplos de configuracoes re
ais de estrelas de base semelhantes ds estudadas até aqui..
O niimero de condigao destas configuragdes esta altamente
compativel com os das configuragoes ficticias, apresentando

-se acima de 0.9 em todas as amostras extraidas da qual ve-

remos uma parte.
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Fig. 26

Placa 82

CORE211..0AT

oo IBE
_H4z =
_dagz
Esc. 1:2

Configuragao real de pentagono regular.
Tabela R-11l.
Estrelas ( X; + ¥y ) eom
99493 (51,7 : 14,3)
99442 (47,0 ; 16,9)
99532 (55,6 ; 16,9)
99466 (49,0 ; 23,1)
99502 (52,6 ; 23,0}

NC = 0.967
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Fig. 27

Placa 82

COREB1Z.0AT

Esc. 1:2

Configuracao real de pentagono.
Tabela R-12.
Estrelas ( xi ¢ ¥ ) Cm
99423 (45,0 ; 19,8)
99472 (49,7 ; 19,8)
99415 (43,6 ; 23,4)
99485 (50,7 ; 24,0)
99450 (47,5 : 13.1)

NC = 1.000
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Fig. 28

Placa 82

COREGL2.0AT

515
=1
541
::*’r?;
T
Esc. 1:2

Configuracao ficticia de pentagono regular.

Tabela R-13.

Estrelas

(xilyi)cm

99472 (49,7
99466 (49,0
99515 (53,7
99543 (57,0
99514 (53,7

NC = 0.995

-

e

19,8)
23,1)
25,2)
21,9)

18,6)
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Fig. 29
Placa 82
COREGLS.OAT
358
ddz a2
|
Esc, 1l:2

Configuragao real de pentagono.
Tabela R-14.
Estrelas ( X, 1 ¥y ) cm
99399 (42,4 ; 20,2)
99439 (47,0 ; 23,3)
99442 (47,0 ; 16,9)
99532 (55,6 : 16,9)
99530 (55,5 : 23,6)

NC = 1.000



.63.

Fig. 30

Placa 82

COREQTS..DAT

e oL

Esc. 1l:2

Configuracido real de pentagono pequeno.
Tabela R-15.
Estrelas (%, »y;) cm
99450 (47,5 ; 13,1)
99493 (51,7 ; 14,3)
99442 (47,0 ; 16,9)
99488 (50,8 ;: 17,7)
99501 (52,3 ; 15,9)
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Fig. 31

Placa 82

COREE1C JOAT

i
iad
1]

547

Esc, 1l:2

Configuragao real de pentagono pequeno.
Tabela R-16.

Estrelas ( Xy » yi') cm

99499 (52,2 ; 21,0)
99502 (52,6 ; 23,0)
99515 (53,7 ; 25,2)
99530 (55,5 ; 23,6)
99543 (57,0 ; 21,9)

NC = 0.993
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Fig. 32

Placa 82

COREALY .ODAT

i

Esc. 1:2

Configuragao real de pentagono regular pequeno.

Tabela R-17.
Estrelas
99533
99493
99514
99488
99532

( X v ¥y ) cm
(55,7 ; 13,6)
(51,7 ; 14,3)
(54,0 ; 18,6)
(50,8 ; 17,7)
(55,6 ; 16,9)

NC = 0.904
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Fig. 33

Placa 82

CORE@13.DAT

456
547
399
533
456
Esc. 1:2

Configuragao real de pentagono grande.

Tabela R-18.
Estrelas ( Xy
99450 (47,5
99533 - (55,7
99399 (42,4
99466 (49,0
99543 (57,0

NC = 0.990
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Fig. 34
Placa 82
CORESLS . DAT
515
543
_3as

4S5 s

Esc., 1:2

Configuragao real de pentagono grande

Tabela R-19.
Estrelas ( Xy
99450 (47,5
99533 (55,7
99399 (42,4
99515 (53,7
99543 (57,0

NC = 0.955

rYi)Cm

-
r

-
r

13,1)
13,6)
20,2)
25,2)
21 ,9)
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Fig. 35
Placa 82
COREG2E LDAT
A8
s15
5471
e 533
456 3
Esc, 1:2

Configuracao real de péntagono grande.
Tabela R-20.
Estrelas ( Xy o0 ¥y ) em
99450 (47,5 ; 13,1)
99533 (55,7 ; 13,6)
89518 (53,7 7 25.,2)
99409 (43,4 ; 26,6)
99543 (57,0 ; 21,9)

NC = 0.917
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6. CONCLUSOES.

0 numero de condigcdo funciona como um indicador do grau
de ampliacao da propagacao de erros de catdlogo, presentes

em uma dada configuragao de estrelas de base.

Fomos capazes de constatar varias correlagOes entre cer-
tas configuragoes de estrelas de base e o nimero de condi-
cao o que nos conferiu a capacidade de escolher as configu-
racoes que levassem a melhores redugoes, supondo mantidas

as outras condicoes.

Assim, configuragoes de estrelas de base estreitas ou a-
linhadas nao sao boa escolha. Ja as que apresentam pares si
métricos de estrelas, dispostas em quadrantes baricéntricos
adjacentes, ou que tenham estrelas sobre algum eixo baricen

trico, sao boas configuracoes.

Neste Gltimo grupo, merecem destaque as configuracoes
que se assemelham a poligonos regulares, os mais usados ,

quase que intuitivamente, na pratica.

Como vimos, ha outros tipos de configuracoes nao regula-
res que, entretanto, sao bhoas opgoes. Vimos, também, que
nao & recomendavel escolhermos estrelas dé base prdximas do
baricentro da configuragao, pois sua influéncia na reducao

€ bastante reduzida.

E importante ressaltar que todo formalismo foi baseado

na suposicao de que os erros de medicao eram despreziveis,
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comparados aos erros de catdlogo. O nao cumprimento desta
suposigao invalida os desenvolvimentos e as conclusces de
rivadas da aplicag@o do método dos minimos quadrados. De
™ - - - - Concef - -
qualquer forma, € intuitivo que medigoes as mais precisas
possiveis levam a uma melhoria na qualidade das redugoes,

qualquer que seja o método utilizado na redugdo.

Por fim, cabe ressaltar que configuragoes com numero
de condicao alto, até mesmo 1, nao resultam, necessaria-
mente, em uma reducao boa, no sentido de minimizar os re-

siduos internos.

O numero de condicao alto garante que a propagacao dos
erros de catalogo pelas constantes de placa, até as coor-
denadas uranograficas (o,8) de um objeto nao sera amplia-
da. Entretanto, se os erros de catalogo das estrelas, ou
mesmo de apenas uma delas, forem suficientemente grandes,
mesmo uma configuracao com numero de condigao alto resul-

tara em residuos internos altos e, portanto, numa ma redu

cao.

Situacao analoga ocorre se as medidas das estrelas de
base contiverem erros pois, como ja dito acima, o método
de minimos quadrados nao mais e adequado e a redugao se
ra ruim, mesmo se o numero de condigao da configuragao re

sultar alto.

Nosso estudo restringiu-se a redugao com polinomios do

primeiro grau. Estudos analiticos para polinomios de grau
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igual ou superior a dois parecem-nos impraticdveis. Entretan-
to, esta em aberto a possibilidade de estudos empiricos e de

comparagao com os resultados do primeiro grau.

7. SUGESTOES PARA NOVOS TRABALHOS.

Com o objetivo de tornar mais realistica a andlise feita
no presente trabalho, seria oportuno buscar referéncias sobre
desenvolvimentos matemdticos que contornassem a deficiéncia
do método de minimos quadrados para lidar com oS erros nas
coordenadas retilineés medidas das estrelas de base, aplican-
do, a este novo formalismo, os mesmos procedimentos analiti-

cos aqui expostos.
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CLS

CLEAR

DEFINT I,N

DEFDBL X,Y,C

INPUT "'NUMERO DE PONTOS DO POLIGONO";N
DIM X(N),Y(N)

FORI =1 TO N

INPUT "“X=**:X(I] .

INPUT “Y='*;Y(I)

NEXT 1

POR. I = 1 TON

XM = XM + X(I)/N
YM = YM + Y(I)/N
NEXT I

FORI =1 TON

X(I). = X(I) -~ XM
BY) = HLE) -
NEXT 1

FOR T =1 TO N

X2 = X2 + X(I)*X(I)
¥2 = Y2 « Y(I)*¥(I)
XY = XY + X(I)*Y(I)
NEXT I

PRINT *'XM='*;XM,""YM="";YM,"X2="";X2,"Y2=";Y2,"XY="; XY
CN=(X2*Y2-XY*XY) /SQR( (X2 *X2+XY*XY) * (Y2 *Y2-XY*XY))
PRINT “NUMERO DE CONDICAO=";CN

: :INPUT "CONTINUAR (S/N)";A$:IF A$="S" THEN GOTO 10

END



