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RESUMO

Um dos problemas mais intercssantes que se coloca para

pessoa que pensa, € sem dúvida a poss ib i l i dade  de um dado s i s t e -

ma poder  a l t e ra r  sua evo lução .  Ou so ja ,  a au to - i n te ragdo .  Em f i -

s i ca  esse  p rob lema  apareceu  p r ime i rumen te  no  e l e t r omagne t i smo ,

po i s  uma pa r t í cu l a  car regada em movimento ace le rado  é capaz de

emi t i r  momento e energia sobre a forma de radiação. Essas duas

grandezas são fundamentais em f i s i cu  para ca rac te r i za r  o movimen

to  da pa r t í cu l a ,  assim vemos que estn in ter fere diretamente em

seus  es tados  de  mov imento  f u tu ros .

Nesse trabalho vamos estudur expl ic i tamente esse caso

pa r t i cu la r  de au to - i n te ragdo ,  baseados em resu l t ados  bem es tabe -

l e c i dos  e usando  um enfoque c l ass i co - re l a t i v i s t i co .  I n i c i a lmen te

der i vamos  os  campos e le t r omagné t i cos  da  pa r t í cu l a  ca r regada  em

movimento a lém das taxas  de emissão «le momento e ene rg ia .

O ponto a l t o  do trabalho ¢ sem dúvida a obtenção das

equações de movimento, na  verdade um con jun to  de duas equações

in teg ro -d i f e renc ia i s  quad r i - ve to r i a i s ,  Para obtermos essas equa-

ções  pa r t imos  das l e i s  de conservagusn do  momento e da ene rg ia ,

obtendo ass im um resu l t ado  i n te rmed ; i r i o  bem conhec ido ,  a equa-

ção  de  Lo ren t z -D i rac .  Essa  € uma equação d i f e renc ia l  de  3 º  o r -

dem na posição,  que ao ser in teg rad :  uma vez no tempo p rop r i o ,

f o rnece  com o uso  dev ido  de  cond igoc -  ass in tdo t i cas  pa ra  ace le ra -

ção a equação de movimento desejada,
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Finalmente depois  de estudarmos um pouco a equação obt i

da e suas imp l i cações ,  resolvemos es ta  para algumas in te rações

bem conhec idas .  Ent re  e l as  a fo rça  cons tan te ,  o pu l so  de duração

f i n i t a  e o po tenc ia l  Couloubiano.
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INTRODUÇÃO

Esse t raba lho ê o resu l t ado  de um es tudo  in tens ivo  f e i -

t o  pe lo  au to r  sob re  o ma te r i a l  ma i s  t r ad i c i ona l ,  d i spon í ve l ,  r e -

lacionado ao fenômeno de auto- in teração no eletromagnetismo. O

enfoque c lass ico - re la t i v i s t i co  fo i  escolhido seguindo-se a pro-

. pos ta  de es tuda r  as i dé ias  mais bem fundamentadas.

O ob je t i vo  dessa monograf ia  € reun i r  va r ios  pontos de

v i s ta  a ce rca  do  t ema ,  pa ra  que o l e i t o r  possa  formar  uma i dé ia

bem c la ra  de todas  as  po tenc ia l i dades  do assunto  em d i scussão .

In ic ia lmente  € fe i to  um h is tó r i co  sobre a idé ia  de par-

t i cu l a  ca r regada ;  sua re l ação  com os fenômenos macroscópicos e

o desenvolv imento de uma teo r i a  sobre  o e l e t r on  propr iamente  d i -

t o .  Mostra-se também as propostas l igadas a i dé ia  de par t ícu la

pontual  e es t ru tu rada.  É f e i t o  também um breve comentário sobre

a t eo r i a  de agao -a -d i s tanc ia  do Fokke r .  |

No segundo cap í tu lo  calculamos os campos eletromagné-

t i cos  da pa r t í cu l a  ca r regada ,  em movimento. I s so  ê f e i t o  a pa r -

t i r  das  equações  de  Maxwe l l  nao-homogéneas ,  pa ra  os  po tenc ia i s .

Depois de obtermos os campos em termos de grandezas c inemat i cas

da  pa r t í cu l a  ca r regada ,  i den t i f i camos  do i s  t i pos  de  campos a sa -

be r :  os campos de ve loc idade  e os de aceleração.

Em segu ida  no  Cap í t u l o  3 ,  i n t r oduz imos  a lgumas en t i da

des f undamen ta i s  pa ra  o t r a tamen to  re l a t i v i s t i co  do  p rob lema :

o tensor simétrico momento-energia eletromagnético, o quadri-mo



mento e l e t r omagné t i co  e f i na lmente  a taxa de momento e ene rg ia

associada a emissão de radiação.  Esse u l t imo resu l tado nos a juda

ra  a i den t i f i ca r  termos na  equação que descreve a evolução da

par t icu la carregada.

O Cap i tu lo  segu in te  rep resen ta  o s i s tema nervoso de t o -

da  d i scussão .  Ne le  ob temos a equação de Lo ren t z -D i rac ,  uma equa-

ção de t e r ce i r a  ordem no quadr i - ve to r  pos i ção .  Pos te r io rmen te

usando a equação acima mencionada e condições ass in tó t i cas  f i s i -

camente j us t i f i cadas ,  obtemos equações i n teg ro -d i f e renc ia i s  de

segunda o rdem,  pa ra  desc reve r  a t r a j e tó r i a  da pa r t í cu l a  car rega

da .

O ú l t imo  Capítu lo € sem dúvida o mais r i co  em termos de

i dê i as  pouco convenc iona is  em f í s i ca .  Mu i tas  p rop r iedades  ge ra i s

do s i s tema em es tudo ,  i n t r oduz idas  pe la  equação ob t i da  no  Capí tu

l o  an te r i o r  são d i scu t i das .  Ent re  as i dê ias  f i gu ram a v i o l ação

do p r i nc íp i o  da causa l i dade ,  e a formulação de uma imagem bem

i n t e ressan te  da  pa r t í cu l a  ca r regada  em mov imen to .

Ainda nesse Cap í t u l o  teremos a obtenção de so luções da

equação ob t i da  no Cap í t u l o  4 ,  pa ra  s is temas bem rep resen ta t i vos .

Um es tudo  ap rox imado  de  a tomos de  1 e l e t r on ,  nos  pe rm i t i r a  de -

monst rar  a impropr iedade do nosso modé€lo no t ra tamen to  de t a l

s i s t ema .  Po is  obteremos um resu l t ado  i ns tave l ,  o que es ta  em c l a

ro  desacordo com nosso conhecimento empirico.
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CAPÍTULO 1

HISTÓRICO

As pr ime i ras  idê ias  que l igavam os fenômenos e lé t r i cos

(correntes e l ê t r i cas )  com a ex is tênc ia  de par t í cu las  carrega-

das ,  datam de 1845 e se devem à Gustar  T .  Fechner .  Apos i s so ,

em 1881 S i r  Joseph J .  Thomsom | 1 |  lançou a idé ia  de que a massa

de  uma pa r t í cu l a  ca r regada  pode r i a  t e r  uma exp l i cação  puramen-

t e  eletromagnét ica,  e se r i a  dada po r :

1(1)

onde e € a ca rga  da pa r t í cu l a  ca r regada ,  R seu ra i o ,  f um fa tor

numérico que depende da d i s t r i bu i ção  de carga no in te r io r  da car

ga esfêrica e C a velocidade da luz.  A primeira estimativa teóri
ca  pa ra  o r a i o  do e l e t r on  f o i  ob t i da  de  1 (1 ) ;

e 2me

onde m € a massa do eletrom. Alguns anos depois em 1897, o p ro -

p r i o  J . J .  Thomsom con f i rmou  a t eo r i a  das pa r t í cu l as  e l é t r i cas  ao

comprovar experimentalmente a ex is tênc ia  do e l e t r on  | 2 | .

Em 1892 surge uma tcouria eletromagnética baseada na e -

x i s ténc ia  de  pa r t i cu l as  ca r repadas ,  que t i nha  a p ropos ta  de  ex -

p l i ca r  todos os fenômenos Otitns e eletrodinamicos macroscé-

p i cos ,  em termos do comportamento de e l e t r ons  e i ons  | 3 | .  Essa

teo r i a  se deve a Handr ik  Antoun Lorentz  e f o i  chamada de Teo r i a

1 (2 )
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dos  e l e t r ons .

Nesta  t eo r i a  a in te ração  en t re  pa r t í cu las  se dava atra

vês  do  campo,  ou  se ja ,  uma dada pa r t í cu l a  p roduz ia  seu  campo

e le t romagné t i co  e es te  ao se encon t ra r  com ou t ra  part ícula, i n t e -

r ag i r i a  com aque la .  Comesta forma de ve r  o p rob lema  to rnava -se  ne

cessã r i o  a in t rodução da forma da i n te ração  dos campos com as

pa r t í cu las ,  po i s  j a  sesab ia  ca l cu ta r  os  campos at ravés das equa

ções de Maxwe l l .  Então Lo ren t z  i n t r oduz iu  a famosa expressão da

densidade de fo rça  e l e t r omagné t i ca :

f = o (É+VxÉ  1(3)

Al
s 

+

+ —
onde p é a dens idade  vo lumar  de  ca rga ,  E e B são  respec t i vamen te

-

os campos e lê t r i cos  e magnét icos e v é a ve loc idade  da par t icu

l a .

Par t i ndo  da imagem de que a ma té r i a  € na  verdade forma-

da de e l e t r ons  l i gados  e l as t i camen te  a atomos e i ons ,  Lo ren t z

usou  como modé lo  s imp l i s t a  pa ra  rep resen ta r  a ma té r i a ,  um osc i l a

dor harmônico carregado. A pa r t i r  da i  e l e  der ivou a expressão pa

r a  o osc i l ado r ,  a qua l  se r i a  a base  pa ra  as  aná l i ses  pos te r i o -

res :

= 2 e ee

mr = K r  + = =— TT 1 (4 )

onde a p r ime i ra  pa rce la  da d i r e i t a  se deve a f o r ça  res tau rado ra

do  osc i l ado r ,  a segunda a r eagao  dev ido  a em issao  de  rad iagao

IIT



pe la  pa r t í cu l a ,  e os  pon tos  se  re fe rem a der ivadas  em re lação  ao

“tempo *

O out ro  programa da t eo r i a  de Lo ren t z  e ra  o es tudo do

própr io  e l e t r on ,  ou se ja ,  desejava-se cons t ru i r  um modélo para

o e l e t r on .  O p r ime i ro  a se r  p ropos to  nesse  con tex to  cons ide ra -

va o e l e t r on  como uma esfera  r í g i da  com d i s t r i bu i ção  de carga

es fe r i camente  s imé t r i ca ,  e f o i  bas tan te  estudado po r  Max Abra-

ham. Ao ca l cu la r  a ene rg ia  e o momento es te  ob teve respect iva-

mente va lores | 4 ] :

2
E = (my + mg)  . 1(5)

e lm

2
onde m_,  = f € _e f & um fa to r  numérico (de ordem 1) que depen

RC? 7
de da d i s t r i bu i ção  de cargas do e l e t r on .  m, é a massa da par t i cu

l a  caso  e l a  f osse  neu t ra ,  e

- 4 > >

P= Om * T Men)V “Po * Pein 1(6)

onde Pe in  f o i  ob t i do  com a h i pó tese  de que o momento do  campo

Coulombiano fosse  desc r i t o  po r :

= 1 3 d i r  1 (7 )
->

Pcou l  C2

no qual $ é o vetor de Poynting. Dessa forma vemos que o Campo
Cou lomb iano  con t r i bu i  t an to  pa ra  ene rg ia  da  pa r t i cu l a  ca r rega -

da quanto pa ra  o seu momento. Mas estranhamente surge um fa to r

4 /3  na re l ação  que l i ga  a ve loc idade  ao momento c l e t r omagné t i co ,



>

© o qual na  verdade provêm da de f i n i ção  er rada 1 (7 )  para o Pcoul

A pa r t i r  desses resu l t ados  Loren tz  e ou t ros  pensaram na

poss ib i l i dade  de uma pa r t i cu l a  puramente e l e t r omagné t i ca ,  o que

se r i a  ob t ido  se toda a massa se devesse apenas a massa eletromag

né t i ca ,  fazendo m;=0 .  Um resu l tado  imed ida to  dessa i dé ia  é a

ex is tênc ia  de uma fo rça  de repu l são  Coulombiana no i n te r i o r  do

e le t r on ,  uma vez que sua ca rga  € nega t i va .  Essa força fo i  ca lcu-

lada  po r  Lo ren t z  a pa r t i r  de :

> >= o v ;Fint | P Ene * c *  Bing) d r  1(8)

onde E+ e Ent são respectivamente os campos e lê t r i co  e mag-

né t i co  i n te rnos  a pa r t í cu l a  ca r regada .  Usando esse  resu l t ado ,

podemos esc reve r  a equação de movimento da pa r t í cu l a  carregada
-

sobre a ação de uma fo rça  externa F supondo que este se daex t ’
quando :

-»> + -

F in t  * Fext = 0 1(9)

>

d 4 + 2 e? ? _obtemos, oe  mM;nt!") - 3 cr a(1+0(R))  = Fox t  1 (10 )

Ws
onde mine = 10 e O(R) i nd i ca  uma expressão da ordem de magn i tu

C
de de R ,  o r a i o  de e l e t r on .  Uma vez que mn.i n t  = Melm Vêmos que a

equação 1 (4 )  € um caso pa r t i cu l a r  de 1(10), quando desprezamos a

con t r i bu i ção  dos termos em O(R) nessa equação. Sem dúv ida  nenhu-

ma a equação 1(10) f o i  o grande resu l t ado  do modélo do e l e t r on com

es t ru tu ra  puramente e l e t r omagné t i ca .  Mas t r és  pon tos  f i cavam pen

dentes; a) A par t ícu la ,  se levarmos em conta esse modelo, nao ¢



es táve l  dev ido  a fo rça  de repu l são  Coulombiana; (b )  Se tentarmos

ob te r  uma equação independente de R (a  pa r t i r  de 1(10) fazendo o

l im  R+0 ,  f i ca remos  com uma Nem i n f i n i t a .  ( c )  A es t ranha re lação

ent re  o momento e le t romagnê t i co  e a ve loc idade ,  que envole um

inexpl icável  fa tor  4 /3 .

Uma grande revo lução ocor reu  no t ratamento do problema

da par t ícu la  carregada e de toda f í s i ca  em geral quando em 1905

Alber t  E ins te in  pub l icou seu t rabalho introduzindo a Relat iv ida

de Especia l  | 5 | .  A exigência de que as grandezas f í s i cas  e as

equações se t ransformassem de forma apropr iada sobre o grupo das

transformações de Lorentz fez com que muitos resultados fossem

r ev i s t os .  Uma das ex igênc ias  da re la t i v idade era  de que a ant iga

r e l ação  en t re  o momento e a ve loc i dade  f osse  mantida, cons ideran

do-se  que a massa agora € equ iva len te  a ene rg ia .  Poincaré suge-

r i u  en tão  a ex i s t ênc ia  de fo rças  coes ivas  no i n te r i o r  do e le t ron

capazes de mantê-lo es táve l ,  e ao mesmo tempo de ixar  o momento

r e l a t i v i s t i camen te  ace i t ave l .  En tão  escrevemos:

3 = A i n t  _ “ coe ,  T=  " in t  v 1 (11 )
3 Cc? c? c?

po i s  po r  de f i n i ção  ™_.. =m; . / 3 .

Ou t ro  resu l t ado  impor tan te  f o i  a obtenção po r  Abraham de uma ge-

neral izacao re l a t i v i s t i ca  do segundo termo do lado esquerdo de

1(10) ( pa ra  o caso de uma pa r t i cu l a  pon tua l )  que f i cou  conhecido

como o quad r i - ve to r  de Abraham, e € esc r i t o  como:



rv 2 2 8? dv !   dvº dva yu
3 cs  d t?  d t  d t

1012)

onde 1 É o tempo propr io  e v" € a quadr i -velocidade da par t ícu la

ca r regada .

Uma teo r i a  i n t e ressan te  acêrca das par t í cu las  carregadas

foi  aquela proposta por  Fokker (1929) | 6 | ,  Wheeler e Feynman

(WF) (1945) | 7 | ,  que resgatavam a i dê ia  da ação-a-d is tânc ia.  A

t eo r i a  fo i  p ropos ta  i n i c ia lmen te  po r  Fokke r ,  mas es te  não conse

guiu exp l i ca r  de forma cons i s ten te  a rad iação  sem a a j uda  do cam

po e le t r omagnê t i co .  Mas pos te r i o rmen te  i s so  fo i  conseguido po r

WF, o que co locou  essa t eo r i a  em boas condições de ace i t ação ,  ex

ce to  pe lo  f a to  de o f o ton  não se r  necessá r i o  nesse  en foque .

Em 1938 D i rac  pub l i ca  seu  impor tante t raba lho sobre oO

assun to ,  f o r t a l ecendo  a imagem de particulapuntiforme pa ra  o e l e -

t ron  | 8 | .  Usando as equações de Maxwell e as l e i s  de conservação

para  a ene rg ia  e o momento D i rac  der i vou  uma equação l i v re  de

divergências,

mv" = Eº + rH 1(13)

onde m € i gua l  a soma da massa eletromagnética com a da pa r t í cu -

l a  neu t ra .  Um dos resu l t ados  impor tan tes  dessa t eo r i a  fo i  a cons

trução de um quadri-momento eletromagnético que era compatível

com as ex igenc ias  da re l a t i v i dade  espec ia l ,  ou Seja, eraum quadr i

ve to r  na  fo rma Me1m¥ (sem a p resenca  de f a to res  numer icos  i nde -

se jave i s ) .



Os problemas p r i nc ipa i s  dessa t eo r i a  se  re lac ionavam com

as so luções da equação 1(13). Pe lo  fa to  de la  se r  uma equação d i fe

renc ia l  de 32 ordem, es ta  apresen ta  so luções  d i ve rgen tes ,  mesmo

pa ra  s is temas sobre os quais não es tão  agindo f o r ças  externas. O outro

problema & a quebra da causa l idade  imposta  pe las  so luções f i s i ca

mente ace i t ave i s ,  ou  se ja ,  o surg imento  de ace le rações  nas part i

culas an tes  da ação dos agentes ex te rnos .

Após i s so  mui tas  p ropos tas  foram fe i t as  para  so luc ionar

esses prob lemas,  en t re  eles a dop rop r io  D i rac .  Até que em (1961)

Ror l i ch  | 9 |  propôs o uso de condições ass in td t i cas  sobre a qua

dr i -ace le ração ,  em regiões d i s t an tes ,  como sendo uma exigência

f í s i ca .  Esse procedimento resu l t a  na obtenção de equações in te-

g ro -d i f e rênc ia i s  (so lúve is  para um grande número de f o r ças ) ,  as

qua is  são l i v res  das i ndese jáve i s  so luções ass in to t i camen te  i l i -

m i t adas .  Quanto ao problema da  quebra-da-causa l idade não se atr i

bu i  importância pe lo  menos no l im i t e  c l ass i co ,  po i s  es ta  se da

num in te r va lo  de tempo fo ra  do domin io  do mundo macroscopico.

As  p ropos tas  ma i s  impo r tan tes  f e i t as  a pa r t i r do t raba-

l ho  de D i rac  se rao  ana l i sadas  no  co rpo  desse  t r aba lho .

F
C

o
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CAPITULO 2

CAMPO DA PARTÍCULA CARREGADA EM DIVERSAS SITUAÇÕES

Um resu l t ado  impor tante para  o nosso ob je t i vo  f ina l  &

o campo e le t r omagné t i co  da pa r t í cu l a  car regada em movimento.

Nesse Cap i t u l o  estaremos i n te ressados  em sua der ivação exp l i c i -

t a  a pa r t i r  das  equações de  Maxwel l  pa ra  o quadr i  - po tenc ia l ;

AY = (4 ,  A) 2 (1 )  onde ¢ é o po tenc ia l  esca la r  e A € o po tenc ia l

ve to r ,  l i gados  com os campos e lé t r i cos  (É) e magnét icos (B) at ra

vês de re l ações ,  que podem se r  esc r i t a  em forma covar iante  como:

FOB = 9º%AÊ - 3p  : 2(2)

onde FP  é o tensor an t i - s imé t r i co  intensidade do campo, que es-
: . => +> .

c r i t o  em te rmos  das  componentes  ca r t es i anas  de E e B f i ca :

0 E E, E ,

aB -E, 0 B ,  -B ,

i i E B 0 2 )Ty  Tz  Bx
-E ,  B ,  -B ,  0

Out ra  grandeza que aparece em 2(2) é o oncrador  quad r i -  ve to r i a l

con t ra - va r i an te ,

2% = (-—=—, V) 2(4)
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que se liga a sua representação co-variante 3 através do tensor
mét r i co  gg :  due em sua represen tação  ma t r i c i a l  so esc reve ;

- | 2(5)

As equações de Maxwell ndo-homogeneas são esc r i t as ,  em

fo rmas cova r i an te  como:

3 FOB 2 4% 568 2(6)
« Cc

B Me :onde J” = (pC, J )  é o quad r i - ve to r  densidade de corrente,
: >

responsáve l  pe las  f on tes .  Temos então que P e J se re fe rem res -

pec t ivamente  as  densidades de carga  e co r ren te  de uma dada d i s -

t r i bu i ção  de ca rgas .

Como dissemos an te r i o rmen te  ircmosS reso l ve r  a  equagao

de Maxwel l  2 (6 )  em termos do po tenc ia l  À ; O que pode se r  ob t i do

com o aux í l i o  de 2 (2 ) ,  l ogo :

|] a8 - 28 (a A”) c - 2 JP 2(7)

Temos a i  o surg imento do operador D'Aliwiv rtiano, de f i n i do  como a

contração i nva r i an te :
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= 3 3% = y2 = a? 2(8)" c?9t?

Para  s imp l i f i ca r  a equação 2 (7 )  usaremos a l i be rdade  de de f i n i -

ção que os po tenc ia is  eletromagnéticos gozam. No nosso caso sera

mais conven ien te  o uso  do ca l i b re  de Lo ren tz  que em notação cova

r i an te  se  esc reve :

3 A º=  O 2(9)

Assim a equação de Maxwel l  para os po tenc ia is  2 (7 )  f i ca  esc r i t a :

ab = LL 2(10)

reso lvendo  essas equações pe lo  método das funções de Green (ve -

j a  Apêndice 2A) temos duas soluções covariantes poss íve is :

A“ (x) = At Oo) - EE | dx" Dy (x-x")I%(x") 2011)
Cc J

a = AC _ 4m PT  avr TR (otA ( x )  A (0 )  . d*x' D , (x -x" ' )J  ( x ' )  2 (12)

onde os quad r i - ve to res  sem l i nha  e com l i nha  se re fe rem aos

pon tos  dos  campos e das  f on tes  respec t i vamen te .

As so luções  se d i f e rec iam dev ido  a presença das duas

d i f e ren tes  funções de Green: |

D, (x-x') = = 8(xg-x3) | (x-x")2]| 2(13)
mw
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D, (x-x') = = 8 (xX) 8] (x-x")?| 2(14)

que ca rac te r i zam respec t i vamente  os  po tenc ia i s  re tardados 2 (11 )

e os  avangados 2 (12 ) .  Essa  nomec la tu ra  se  deve ao  f a to  de  que na

so lução  2 (11 ) ,  po tenc ia i s  r e ta rdados ,  temos os  i ns tan tes  em cu jo

os campos são calculadas sempre pos te r i o res  aos i ns tan tes  em que

a con t r i bu i ção  das fon tes  na formação dos campos & computada. Es

se fa to  € garant ido  pe la  p resença , na função de Green retardada

2 (13 ) , da função 6(xy-xy)  que só será d i fe rente  de zero na reg ião

do espaço-tempo em que x ;  > x ” .  Uma in te rp re tação  s imê t r i ca  pode

ser dada para solução avançada 2(12). Os termos Ai o )  e ASOX)

em 2(11)  e 2(12)  respec t i vamente  são as so luções da equação homo

gênea. O Ag: 1 (2)  pode se r  i n te rp re tado  como um po tenc ia l ,  ob -

se rvado  em um i ns tan te  mu i t o  pos te r i o r  a qua lque r  s i t uação  f i s i

ca ,  po i s  em 2(14)  ao fazermos X++» e considerarmos que a fonte

estã s i tuada em alguma reg ião do espaço-tempo teremos & | ( x - x ' ) ? |
ai gua l  a zero. E A%(x) sera i gua l  ao termo Ag O); podemos f a -

zer  uma cons ideração s imé t r i ca  a an te r i o r  em re l ação  a Af, ( x ) .

De posse das so luções das equações de Maxwe l l ,  passemos

pa ra  reso lução  do problema de nosso i n te resse ,  ou  se ja ,  a ob ten

ção dos campos gerados po r  uma pa r t i cu l a  car regada (e )  em mov i -

men to ,  cu ja  t r a j e tó r i a  é r ( t )  e a dens idade  de  co r ren te  ev iden -

temente covar iante ê dada po r :

J (x) = ec far ver)  60 )| x-r (0) | 2(15)
-=00

(8 4
onde v¥ t )  = ar (1) . Que quando ana l i sada  po r  componentes  e fe i

d t
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ta as transformações de va r i áve i s  necessarias se reduz as conhe-
- . ->

c idas  re l ações  para as densidades de carga  p e cor ren te  J de uma

carga e :

p(X,t) = e §|x-T(t)]

+> > > + +
J (x , t )  = e v ( t )  § | x - r ( t ) ]

Então de posse da densidade J º ( x  ) 2(15) vamos obter  os

po tenc ia i s  avançados e re ta rdados ,  para  ta l  observando 2(13) e

2(14)  vemos que a d i f e rença  en t re  as duas funções de Green es ta

nas funções degraus.  Assim podemos esc reve r  uma forma compacta

pa ra  os  po tenc ia i s ,  a qua l  expec i f i ca r i a  as  funções  degrau  avan-

çada e re ta rdada  pe la  presença dos i nd i ces  a er respect ivamen-

te .  Além d i sso  uma vez que queremos ob te r  as  so luções pa ra  os

po tenc ia i s  gerados pe la  pa r t í cu l a  car regada não vamos nos preocu

par  com as so luções da equação homogênea que como j a  vimos rep re -

sentam campos l i v res .  Então o AY será dado po r :
a

Aº (x) = - | d x '  Dr (x-x')J%(x") 2(16)a
r
a

i n t r oduz indo  agora  o va lo r  de  J *  ( x )  dado em 2 (15 )  teremos:

AY x )  = - 2  e | d i v  ( 1 )  8 r  ( r g  ( 1 )  . xo )S |  ( x - r ( 71 ) )? |
© a

? " 2(17)

Observando  en tão  a i n t eg ra l  2 (17 )  vemos que só  havera  con t r i bu i

ção da pa r t í cu l a  na formação do Po tenc ia l  no pon to  x ” ,  no i ns tan

te  T ,  que sa t i s f aça  a equação:
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| x - r ( t ) | 2  = O 2(18)

Essa ê a equação do cone de l uz  com origem na linha de mundo da
apar t í cu la  no ins tan te  To © que i n te rcep ta  o ponto x . A equação

2(18) tem duas so luções ,  t a i s  que

-(x-rº(7))? + (x-T(1))? = 0

xº-rº (1) = + R = + |X-1(1)] 2(19)

logo a solução retardada € ta l  que x º - r º  (16) = + R>0ena  avan

çada temos x º - r º  (70 )  = -R  < 0 .  Podemos ver  essas  duas s i t uações

d i s t i n t as  no diagrama b id imens iona l  1 ;

Tempo

TN No

Neste diagrama a curva che ia  € a l i nha  de mundo da pa r t í cu la  e

os  pon tos  r '  ( t g )  e r '  ( 7g )  r ep resen tam os  pon tos  de  t r a j e to r i a

em que a pa r t i cu l a  cont r ibu i l  para os potenc ia is  avançados e re -

t a rdados  respec t i vamen te ,  no pon to  Xx.

Podemos en tão  ca l cu la r  a i n t eg ra l  2 (17 )  usando  a r e l a -
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6 ( x - x ; )  2 (20 )
SsfX ) |  = }

i (df,
dx X=X;

onde os  x .  são os zeros da equação f ( x )=0 .  Se f i ze rmos  f ( x )  =

£ (1 )  = ( x - r ( 71 ) )?  t e remos  com a a j uda  da  de r i vada :

E = - 2x2 (79)) v( 7 )  2(21)
T

e das ra i zes  To © TO da equação f ( 1 )=0 ,  a r e l ação  2 (20 )  esc r i t a

como :

§ (1-1) (1-12)
SECT)| = 0 + 2(22)

2a(x*-r*(1))v 208-r%(1))v,|a l t e r ,  TeTo

e subs t i t u i ndo  o r esu l t ado  2 (22 )  em 2 (17 )  t e remos :

Aº = de dr ve 6. lo), x) me?x) = - j e  T v t  ra(1), x
: [ go  Aro)

t s t ,

6 - 1]s t rep )
; 2(23)

2 ( x%- r%( r ) ) v  |
C l= r 0

Para  o po ténc ia l  r e ta rdada  temos sô  o 1 º  termo den t ro  dos co l che

t es  con t r i bu indo ,  po i s  ne le  § (1 -14)  #0 em 1, € Ty < T. Com i sso

8. . ( r y (1 ) . x , ) #0  nesse pon to ,  en tao :

- e  v (1 )
A® =r ( x )  v ( 0 )  [ x * - r%  (0 )  | 2 (24 )

TêTA



17

>

Escrevendo A% (x )  em termos do ve to r  R e seu  modulo,  ambos de -Tr
f i n i dos  em 2 (19 ) ,  t e remos :

aev  (1 )AZ(r,t) = qo 2(25)
y CR(1-B.n)

- -” « gm &. . - > 2 2 - 1 /2onde h ,  € o un i tá r io  na d i reção  de R e y= (1 -v * /C* )  . Os  po-

tenc ia is  2(24) são os conhecidos po tenc ia i s  de Liénard-Wiechert,

e devem se r  ca lcu lados no instante To.  Por  componentes teremos:

AL(T ,1) = o(F,t) = —E——
r (1-8.7)R

R 2(26)
- + + es

AKT, 0) = A( r , t )  = k=1,2,3—_—
(1-8.1)R

Considerando agora a solugao avangada A%(x) ,  usaremos em 2(23)

apenas o 2°  termo den t ro  dos co l che tes  uma vez que § (1 -7 )  #0

em To e To > 1 ,0  portanto 8 ( t h  ( 1 )  . x ( )  £0 nesse  pon to .  En tão  usando

um p roced imen to  and logo  ao  an te r i o r ,  chegamos a uma exp ressão

analoga a 2 (24 ) ,  executando o pon to  de aplicação:

oAo  = tev (O 2(27)va (1) xr" Cote,
Escrevendo uma expressão s im i l a r  a 2 (25)  pa ra  ATO) ,  vem que :

a

ev E), 2(28)
YC R(1+8 .n )

At T ,7 )  =

a qual deve se r  ca l cu lada  no pon to  TETO.
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A próxima etapa sem dúvida consis te no calculo dos

campos. Para t a l ,  usaremos a r e l ação  2 (2 )  que l i ga  os po tenc ia i s
a8 ,  .aos campos (Tensor F Como forma de s imp l i f i cagao do problema

usaremos a forma 2(17)  pa ra  os po tenc ia i s ,  sendo que exp l i c i t a -

remos a forma dos  po tenc ia i s  r e ta rdado  e avangado :

A)  = ear VEE) o s t r CO 19) 2029)
a

Calcu lamos  agora  o 2 º  te rmo de 2 (2 ) ;

Pa (x) = Zea vº (1) 986 |+(xo-rQ(1))[61] x-T(*) | 2} +
a

+ 0 (xg=rg(v))12º 8{|x-r(v)|?}] 2(30)

Observemos ma i s  de pe r t o  as  de r i vadas  de cada  um dos  termos da

d i re i t a  de 2 (30 ) .

Se B #0  temos 9º 8] +(xg-To(x))| = 0
Se 8 = O temos 2º 8] +(xg=Tg(7)) | = 8(x-To(™))

Uma vez que:  38 § | f ( x , 1 ) ]  = 98 f . 2 36 f  en tão fazendo
dT o f

f ( x , 1 )  = | x - r ( 1 ) | ?  teremos:

BB
386] (x-r(1))2)=- = ]  8 s|x-r(1)?|  2(31)

|x,-1, (0) | v* (o) EY

Por componentes a equação 2(30) f i ca  esc r i t a :
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30 AZ (x )  = -2e [  env  (0) [ 8  (xg rg (EL  Ge r )  +
a

| x0 -2 (0) |
Ix, =r, (r)vo(r) aT

-8]+ (xg Tp ( | .  81 Ger (m))?| 2(32)

mas observe que para  8=0, temos que o 1° termo do integrado so

e d i f e ren te  de zero se xo " ro  ( 7 )  com i sso  temos xo 7 rQ"+R=0, daí

6 | + (xg-1, (1) | 1 x ° - r °01) [x
2º AY (x) = ea r  ve (1) a - (X-T)2] - 0 5

a x e r  ( | v  (1)

| 2(33)

se nao considerarmos o caso R =X-T%=0 ,  ou  se ja ,  O ca l cu lo

dos campos na pos i ção  ins tan tânea  das pa r t í cu l as  f on tes ,  temos

que o 1° te rmo da  d i r e i t a  em 2 (33 )  & ze ro  e podemos esc reve r

uma sO equação para todas componentes:

3 “e (x) = se la r  (1)8[*+(xy-ry(I) | .  xB-rf(r) | 0 | (x-r(1))?|x -r (D ] .V(x) ot

f azendo  uma i n teg ração  po r  pa r t es  na i n teg ra l  a direita:

PAT (x) = 2ev®(0)0|+ (xr (1) |_|xP-rP(0) |
a | x ,  -T  MOR v* O

s l r

WnxB- rB  (0 )

| xao  r ,  ( 1 )  | v  ( 1 )

- ve ars cr  ( ) *  2 f o l som
T
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Como a função § | ( x - r ( 6 ) )2 |  sô sera d i fe rente  de zero para T ' s

que sejam ra ízes  de: ( x - r ( t ) ) ?=0 ,  e supondo que estes estão loca

l i zados  em reg iões  de f in idas  do espaço-tempo (po i s  sao assoc ia -

dos e pos i ções  tempor ia is  de pa r t í cu l as )  teremos:

PAS (x) = ze] [ar 6 |x-r (1) ) ? [8(xy-1o (7). &“(o x? Pw) +
x,t, (©) |V(o)

d vc  xP o | |
Ix,~r, (0) | AO)

+ faz 6 | (x-r(1))? |6|+(xgrp()].

observando a cons ideração f e i t a  apôs a equação 2(32)  temos:

ve(1) xP-rP(1)|
I x  e r  (0) . v *  (1)

aPa%, = ad  8 | +(x  To (1) |6 | Gere)? | 2(34)
Ta

t rocando os ind ices  na equação 2 (34 )  obteremos o 1 º  termo da d i -

r e i t a  de 2 (2 ) :

v Blo) |x® - r  WGI
[ x  g-Tg (DV  (1 )

B9 A = -2e| dr
x Sar  Édt

8+  (xy-1o(1))16] (x-7(1))?|
2(35)

com i sso  podemos ob te r  os  campos l d  a pa r t i r  de  2 (2 ) ,  2 (34 )

e 2 (35 ) ,

vB (+) [xt % (8) [-v* (1) [xf-rP (1) |
( x , y  ( 1 ) ) . v "  (1)

I 1 " - 2e  acd
d t

x + 8] ( x4 -T (1 ) )8 ]  (x-r(71))? | 2(36)
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usando a re lação 2 (22)  em 2(36)  teremos as  so luções ;

98 + e AP @ Crt) av? o (xP-r® ( 9 )  | 2067
ETova ]  de |x, -7, ( 0 ) .  (x) 0
0

Vamos agora rede f in i r  algumas var iáve is  do nosso proble

ma e i n t r oduz i r  a lgumas ou t ras  pa ra  f ac i l i t a r  as  nossas  exp res -

sões .  Para começar se ja :

RY = x "  - r ¥ (1 )  2(38)

+
usando o resu l tado 2(19) escrevemos: RL = (+ |R | ,  R)

a

Se ja  a inda  a de f in i ção  de um quadr i -ve to r  t ipo  espaço un i tar io

u, o r t ogona l  a wv ,

t u ,  = 1 e Mv, = 0 2(39)

Podemos entao esc reve r  o quad r i - ve to r  RL (os sub ind ices  espec i
a. u ;f i cam o fa to  de R se r  ca l cu lado  nos i ns tan tes  re ta rdados  ( r )  e

avançados (2 ) ) :

ID  =I RM =Rr = er (UMtVY/C) e pp =UyR'r, “ t v  RC 2(40)

Em termos dessas novas grandezas temos que os po tenc ia i s  r e ta r -

dados 2 (24 )  e avançados  2 (27 ) ,  que podem se r  esc r i t o  em uma sO

expressão

LQ aAr = % ev  (EL  - 2(41)
a v (1 ) |x "= - r " (1 ) |  [O

a To

in
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f i cam como :

a

Az = — yY 2(42)
a Cc pT

a

Com a ajuda da equação 2(42) podemos esboçar uma interpretação pa

r a  alguma das grandezas i n t r oduz idas .  Considere o re fe renc ia l

de  repouso  da pa r t í cu l a ,  ne le  t e remos :

v" = (C,0,0,0) e de 2(39) UP = (0,0) 2(43)

Calcu lando agora  a componente espac ia l  de RY com a a juda de
a

( 40 )  vem que :

Rr =op_U 2(44)Tr r
a a

E também temos que observando 2(43) e 2(42) vemos que:

-»>

¢ r  = e /p r  e Ar = 0 2(45)
a a

Então vemos que o ve to r  Rr ob t i do  em 2(44)  l i ga  a pa r t i cu l a  des

de a pos i ção  a t rasada  ou  ad ian tada  a tê  o pon to  aonde queremos

ca l cu la r  o campo.  Ou se ja ,  t endo  sua  o r i gem na  pa r t i cu l a ,  R tem

a d i r eção  U do  pon to  aonde queremos ca l cu la r  o campo (T )  e seu

modulo or  é a d i s tânc ia  ent re a pa r t í cu l a  e o ponto r .  Então po

demos supor que UY e p sejam as genera l i zações  cova r i an tes  des -

ses  conce i t os ,

Vamos ago ra  esc reve r  os  campos  2 (37 )  em te rmos  dessas
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novas  g randezas ;  Podemos f aze r  i s so  com a a j uda  de 2 (40 )  e f i -

camos  com:

vu, r rHFira?) = + 2 4 XR - VR, 2(46)
pc“ d t  fo)

a

Podemos esc reve r  FX" 2(46)  em uma forma d i fe ren te  que nos se ra
a

mui to  ú t i l .  En tão  depo i s  de  f aze rmos  a der ivada em re l ação  ao

tempo proprio Te usarmos as relações 2(40) FiT(x) f ica (apéndi
ce 2B): a

Tr
+ La Cee  (cg autar, + "  aus  gt'y 2 (47 )

pC Cc Cc

onde ay = aU"  2(48)

Da forma 2 (47 )  do F I "  podemos ve r  uma sepa ração  bem n í -

t i da  em duas pa r t es ;  a p r ime i ra  que depende da quad r i - ve loc i dade

e ca i  com op? e a segunda que  depende da aceleração e ca i  com Pp,

as qua i s  são chumadas respec t i vamente  de campos de ve loc idades  ou

Cou lomb ianos  e campos de  rad iação .  Os campos Cou lomb ianos  so  são

impo r tan tes  a pequenas d i s t ânc ias  da  pa r t i cu l a ,  se  l eva rmos  em

con ta  a i n t e rp re tação  de p como o módu lo  do  quad r i - ve to r  Rr . Es

t es  campos levam es te  nome po i s  d i f e rem do campo Colombiano de

uma pa r t í cu l a  carregada em repouso somente po r  uma t ransformação

de Lo ren t z ,  se  não  ve jamos .  Cons ide re  o r e fe rênc ia l  de  repouso

i n s tan tâneo  da pa r t í cu l a  2 (49 ) ,  com i sso  os  campos de ve loc i da -

de  f i cam:

Ri)

de
do
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FL  r = E (vMuT- vu " )vel. 02C

= =k#0: FOK » = 8 (yo kK _ Kooy oy ok, 2 E ykpara  v=0 e r=k#0 :  Frer l  v r :  ( vu  vu )  => Frei E 2 v ” .

Então t e remos  o campo e lé t r i co  esc r i t o  como,

E 1 -0  2(49)
ve l ,  pn

observando o resu l tado  2 (44 )  e as  componentes do tensor  FT ,

E para v=Kk e r=W onde ke  w # 0 ficamos com:

uv " )  = 0 2(50)

o que implica que B=0 dd forma do tensor FT .

Logo obt ivemos o campo Colombiano da pa r t í cu la  carregada em re -

pouso ,  o que  comprova  nossa  a f i rma t i va .

Vemos que d i f e ren temen te  dos  campos de  ve loc i dade ,  os

campos de ace le ração  são impo r tan tes  a grandes d i s tânc ias  da fon

te  que os p roduz iu , uma vez que ca i  com p .  Para o caso do re fe rén

c ia l  de  repouso  i ns tan taneo ,  no qua l  a¥= (0 ,a )  (Ve ja  Apénd ice  3C) ,

esses campos sao dados po r :

u uvpero, 2 e [EV I  pay sa", , yrçuiau , Qu)ace l .  pc?  C =

11
o =

+ n o

e
]

+S
] o < [| no

ox < o

c ©
~~

< = c

| 
+ m
or

rt + co —
_ < =) jo

)
ie

| 
+ s ©

LY
—



ok - é J jk uk ,  Boo ano va
Focel la = oc? | a + aU  U i como à , U aU  + aU” = al ,

teremos;  cons iderando o ve to r  campo e lé t r i co  formado pe las  ú

componentes  Foo ;  r ,
a

+ e " a> ~ = e - - >
E r = =— { -a  + (a.U)U} = —=— U x (Uxa) 2(51)

ace l .a  RC? RC?

E para u=k  e r=w ,  k ew  É 0 teremos:

kw  wk

BR r s  {EYE Ru, wel + alo |acel. pC? Cc Cc C

E r = + - Ee ( -uKa¥ + u¥ak)  a ra  k=1  e w=2 t e remos :acel, = 2 p ºa pC

B, = + É ( -Uxay  + Uyax)  = + £_ (Uxa) . En tao
Zz = 2 — 2 Z

pC pC

odemos escrever: É r=  x -< ( xa ) ,  que a par t i r  de 2(51) poP
acel. a RC? . >

de  se r  esc r i t o  tambem como ,  B r=  UxE  r .
acel.a acel.a
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APENDICE 2A

. = uTemos: Px + v .Re /C
a

td de 5 + a R¥r /C 2ven  a — Y = = + -

- u — - up 2= + *uRr  iC  FC  = + (1  + a U”U Ry /C  )
a

2 C(1 + a,p/C?)

Usando o r esu l t ado  2A(1) ca l cu lemos :

— (x¥-2¥ (1)
fo]

d
d t

= , "  H
= DL + RE (1+a ,p /C? )

p fo

Agora estamos p ron tos  pa ra  ca l cu la r  FLT , COMO:

I ' s  o EN so... MAS e Oo-.pºt1t º o CEC TIO TIA a LL Tomo Tew F I

a

p i r  = 4 O Ad viRT _ vRY |_ ,  e [a'RT , ud  (RL
a PC? d t  | »p p pC? fo dt  o

SRT u aupT r raR rd RHUL ,  JER yu  Y RC (1 ,
o d t  op ec? | p p p

ao  rp  Vp u un l
+ Uy  o aR  - v i e  + RC (1  + u 2 )  = + e. a R

E AA + v'RC + v iR ay _ aºRº o, viv" 7 vIR'C 7 viR"au
p p? pC fe p p? pC

ZA(1 )

A
m
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Usando a definição RY = p(U* + v"/C), temos:

" r " Tr
FET = + 8 JOT, Yj 4 XL CP (yfy E) + VP (yf Lay  -
H PC? | »p p Cc pC

ap vi = vic vi = YV js- (UM I) FYE  E) F To(U"+ Dau
P £ Cc pC

r r BT  TrFur oo ,  e (auyf + alvo , VU  an ,  VV  Ay aly av "
a pc?  Cc Cc c2  Cc

— viva vv! a 1 T T —.T  ru+ u . -  Sy + (+  VU'C + v iv F viUMC - viv")
C Cc? fo

e agrupando nos  te rmos que contenham fa to res  p l  e po  t e remos ,

o resu l t ado  dese jado :

FLT = — ( vu !  - vu " )  +

a pC

+ —& {(@*yT-aly)/c -U¥ Cau, a") + UTwl + al)pC?  C = C

gw
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APENDICE 2B

A pa r t i r  da equação 2(10)  podemos construir, usando

o mêtodo de função de Green, a equação:

O D(x,x')=6(%) (xx) ,  onde 6 (*x-x")=6 ( x - x * " )  6 (EX)  2B(1)

De ta l  forma que :

A%(x) = [ av  D(x,x') J%(x') 2B(2)

logo

[JA%(x) = A fas [CID(x,x")I%(x') =

IA% (x) 2 far CL  2B(3)

e então vemos que 2B(2) é so lução pa ra  o nosso prob lema.  Sendo

ass im  reso l vamos  a equação ZB(l), pa ra  t a l  observemos que  uma

vez  que nao ex i s tem cond i ções  de f r on te i r a  a função de  D (x , x ' )

deve se r  da forma D(x - x ' )  = D (Z ) ,  então 2B(l) f i ca :

= aC)1 ,02 )  = 6° (2) 28 (4)

Vamos usa r  agora pa ra  reso l ve r  2B(4) o espaço dos números de

onda K ,  pa ra  t a l  vamos subs t i t u i r  D (Z )  e s ( * )  ( 2 )  po r  suas  ex -

pansões  numa base  desse  espaço ,  ou  se ja :
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- . = a |D(z) = — a*k Bx) e 1KaZ 2B(5)
(zm)*

> > -
onde K, 2% = -K,% + K.Z e D(X) é a transformada de Fourier de

D(Z ) .

(*) 1 vy - i k  2º§ (2 )  = d*K e Ta 2B(6)
Gn) "

Subs t i tu indo  2B(5) e 2B(6) em 2B(4) t e remos :

L r  d *K  D (K )  ma ts  Lo O Ja  e i kaZ ”

T A l  >

-iK,2º
E — vie tha? DIK)A"K = fax  e

0

[ a2  iKgZo -iK.Z = ik, z%-=2avz)eikolo il: Frxyqu = [ax e 1Ko
j azà

(| ez 121297 -iKy 2% qa(k2-|X| 2)B(K)-1|e d*k = 0

— +
Logo teremos:  D(X) = ~r K=  [|K]|

g K2  -K?  |0
i Y  ge  iKozo

e de (5): D(z) = —L ake X-2 | qe, E— 2B(7)
Can)” = KK?  |

Vamos supor agora que a va r i áve l  Ko é complexa (e  E )  e

f aze r  a i n t eg ra l  2B(7) no p l ano  comp lexo ,  po i s  como Ko assume

do i s  va lo res  + |K |  que  de i xam i nde f i n i da  a função  que queremos

i n t eg ra r ,  a i n t eg ra l  não  se r i a  de f i n i da  no  dom in io  Kg  e R .  Con - .



s idere  o p lano complexo:

k Im
Ke

——————JE ER |
4 é >»

————— =——— "=  yp Re

figura 1

: Kemd t ie

Ao transformarmos K ,  de va r i áve l  r ea l  pa ra  complexa, transforma

mos também a i n teg ra l  dese jada em out ra  sobre um contorno  fecha

do no p lano  complexo ( f i g .  1 ) ,  Vemos da f i gu ra  1 que temos do i s

contornos poss í ve i s  r ea ,  : esco lha  de qual de les  usa r  v i rã

da observação da i n teg ra l  dese jada  I :

+iKgZg + i ( d+e i )Z

1 fardo ES : i}Kg- Kg-K

+dZo i  _.-2Zp
pax,  —

Ko-K-

1° Caso :  Zp>0 ( so lução  re t i r dada ) :  Pa ra  a função  se r  l im i t ada

wo i n f i n i t o  temos que fech:ir o con to rno  po r  cima e>0, vemos en -

t i o  da f i g .  1 que somente - con torno  r é t a l  que os po los  da

tunção a se r  i n t eg rada  es t i :  ne le  con t i do .  Por  i s so ,  para pode r -

mos usar o teorema dos res !  uos temos que usar o contorno r .
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. 29 Caso: Zp<0 ( so lução  avançada) :  Neste caso o contorno deve

se r  fechado po r  ba ixo  e<0, e dessa forma devemos usa r  o con to r -

no a .

Consideremos a so lução  para o 2°  caso :

e1K0Z0

(kg-K) (Kg+K)
«1K0Z0

+ ReRes  Sea
-K (KgK) (Ky+K)

ak eXoZo
I = = =27 i

(Kp-K) (Kg+K) K

1 e con lzenifto, GEKZO| canaa [eifZo  - iKZ0
2K 2K K 2;

I = 27 sen Kz 2B(8)K 0

agora in t roduz indo  o resu l t ado  2B(8) em 2B(7) teremos:

8(-Zg) f 4+ -iK.Z SenkzD_(2) = ——— |d%K e¢ 1 4 281240
K

onde 6 ( -Zp )  fo i  i n t r oduz ida  para  ga ran t i r  a reg ião  de va l i dade

da so lução .  Vamos agora i n t r oduz i r  a representação dos ve to res

em coordenadas es fé r i cas ,  reso lvendo  a i n teg ra l  pa ra  as coo rde -

nadas angu la res :

8(-Zp) |

a (2m)? | | K

L T .

D ( 2 )  = 8-20) | ak K sen Zo do e 1Kzc0s® seng
(2m)? | o



Ben <=> x= -1
fazendo a t ransformação x=cos® > en tão :

O=0 <=> x= ]

- 1  - Kzx
D , (2 )  = Bolu) dk  K senkz ,  dxe

(2m)

D,  (2 )  = -98 ( -2p )  axe  senKZg

2n2z K 2 i

D,  (2 )  =-8(-20) dk  senkZ,senKz
2n?z

reso l vendo  agora a pa r te  em K f icamos com:

a iKkzo _ _-iKZg _iKz _ _iKz
Da(2 )  = 9 Z ) dK  (E  e ) ( 8  e )

27? z 2i 2 i

D, (2) = 420) | [ dke1K(20+2) -[ “axei Ke-a Tato +
0

28n¢z Jo 0

+

oo

| iKe-iK(z0+2)
0

t rocando na 3 °  e na 4 °  i n t eg ra i s  K po r  -K teremos:

00 co 0

D.(2) = 8C20) || qeiK(z#20) _| 4eeik(z0-2) | ggeiK(20-2)
3 8r iz 0 o

Oo

0 .

+ | dke l k ( zg+2 )

—
—

—
 

se
m
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D,(2) = Sto)- | ak(eik(z0*z) _ oiK(z2), 2B (9)
vz

observando 2B(6) vemos que as  duas in teg ra is  em 2B(9) são  na ve r -

dade as  de l t as  de  D i rac :

8 ( xg -xp+2 )  e § ( xp -x5 -2 )  2B(10)

Uma vez  que para  essa  so lugao  avangada 2 ,<0 ,  ou se ja ,  Xg=Xxg<0;

teremos assim, uma vez que z>0 que a 2° delta em 2B(10) sera sem
pre  nu la ,  l ogo

6 | - ( xq -xp )  |

dnZ
D, ( xy - x4 )  = 6 (xy-x4+2)  2B(11)

Repet indo o procedimento acima para  o 1 º  caso obtemos a  solu-

( x  -x9-2) 2B(12)

Podemos esc rever  2B(11) e 2B(12) em forma covar ian te  pe lo  uso da

i den t i dade :

16] ( x - x " )2 |  = —— |8 (x , - x4 -2 )  + S (x , - xp+2 )|22 0 “0 0 “Oo

Logo, uma vez que a função 0 (+27) se lec i ona ra  uma das funções

8 (Zz )  t e remos  as  so luções  na forma covariante:

1D. (x - x ' )  = Po 8 (xy-xg) 8] ( x - x " )? |  2B(13)
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D, (x-x') = = 8 (xy-xg) 8] (x-x")?| 2B (14)

Vamos agora ve r i f i ca r  o f a to  de que 2B(13) e 2B(14) são covar ian

t es .  A função 8 xXx " )  (x xo )  | € invar iante por uma t ransfor

mação de  Lo ren t z ,  uma vez  que seu  argumento é i nvar ian te  po r

se r  um esca la r  de Lo ren t z .  Vejamos agora o que oco r re r  com as

funções 6 .

Consideremos uma transformação do re fe renc ia l  S para
> -—um ou t ro  S ' ,  t a l  que a ve loc i dade  re l a t i va  seja v na  d i r eção

x .  Além d i sso  para  s imp l i f i ca r  consideremos o problema em uma

dimensão espac ia l  apenas. Com i sso  teremos:

H = Pazx (xg> x )  e Z (29 ,27 )  2B (15 )

onde os x "  se re fe rem as  coordenadas do campo e os z¥ as  da fon

t e .

As t ransformações de Lo ren tz  se rão :

xg  = Y (xo -Bx ; )  Z )  = Y (29 -82 , )

e 2B(16)

xy  = v ( x ; -Bxg )  2 ;  = Y (2 , -82 , )

Calcu lando a d i f e rença  en t re  as componentes tempora i s ,  no r e fe -

r enc ia l  S '  teremos:

TET
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x - 20 = v íxo-Bx, )  - Y(2( -82, )

x?  - Z9 '  = Y(x4-2¢)  - vB (x , -2 , )

Seja agora 6 . |x ° -z° |6 | (x -2z)? | .  Fazendo a transformação para oO

r e fe renc ia l  S '  t e remos :

To, — > os | x º ' - 2 º ' | 6 [ ( x ' - 2 ' ) ? |  e dos resultados ante-

r i o res

er = erlvixo-2,9) - Lily cn 2,9316289 2

vamos agora in terpre tar  os termos no argumento de 6 :

1) x ,  -27  = d i s t ânc ia  en t re  o pon to  do campo e a da fonte

x ,  “27
2)  = A t ,  = tempo que a l uz  l eva  pa ra  pe rco r re r  essa  d i s -

C
tânc ia

-—

3) | v l . 4 t ,  = d i s t ânc ia  pe rco r r i da  pe la  pa r t í cu la  em a t ,

4)  x 2 ,  = ca t ,  = d i s t ânc ia  pe rco r r i da  pe la  r ad .  e l e t r om.  em

a t ,

Então conclu imos que:

sempre que x ,  > Z ,  => argumento de 8 .  > 0 => 0 .  = 1

sempre que  x ,  < Zo => a rgumen to  de  6 ,  < 0 => 6 ,  = 0



Essas conc lusões vem do fa to  de que a d i s t anc ia  pe rco r r i da  pe

l a  l uz  ( p .e . )  se ra  sempre ma io r  que qualquer d i s t anc ia  pe rco r -

r i da  pe la  pa r t i cu l a  no mesmo in te rva lo  de tempo.

Fazendo a mesma transformação em 03|-(x°-2°)|8|(x-2)2 |

ob temos :

0) = 8a IY { - ( xg=25 ) -B (Z ; - x ; ) } | 6 ]  ( x -2 )2 ]

donde tiramos: sempre que Xp > Zo => argumento de 6,<0=>6,=0

sempre que x ,  < Z ,  = argumentos de 6;>0=>8,=1

dev ido  a r azões  ana logas  ao  do  caso  an te r i o r .

Logo vemos que as  t ransformações do argumento das fun-

ções 0, mantêm as res t r i ções  das funções 6, o r i g i na i s  sobre a

função §|(x¥-zY)?|  que se manteve i nva r i an te .  Ou se ja ,  em qua l -

quer r e fe rénc ia l  teremos:

Dy  ( x ' -Z ' )  = Ll gx? r - z0 )  § | ( x ' - 2 " )2 |

2m

D(x'-2') = — 8 ] - ( x " " -2 ° " )8] (x'-2')?|
27

que ê ex ig i do  pa ra  uma so lução  cova r i an te .
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CAPITULO 3

DETERMINAÇÃO DA RADIAÇÃO EMITIDA

POR UMA PARTICULA CARREGADA

Nes ta  seção estaremos i n te ressados  no ca lcu lo  exp l íc i to

da radiação eletromagnêtica emi t ida por  uma par t ícu la  carregada

em movimento ace le rado .  Vamos esc revê - l a  em termos de grandezas

da pa r t í cu l a ,  o que nos se ra  de grande u t i l i dade  na determinação

da equação da reação da rad iação .  Com ta i s  objetivos, teremos

que in t roduz i r  novas grandezas t a i s  como o tensor de energia e le

t r omagne t i c  META e o quad r i - ve to r  momento-energ ia  e le t romagnê-
ico p tt i co  Po in

I n i c i a lmen te  vamos cons ide ra r  as t ransformações de Lo -

ren t z  ndo-homogéneas. Como sabemos, estas formam um grupo de L i e

a 10  pa râme t ros ,  a sabe r :  4 r e l a t i vos  as  t r ans lagdes ,  3 as  ro ta -

ções e f i na lmen te  3 aos boos t s .  Podemos ob te r  o t enso r  de ener

M*Yelem,  2 pa r t i r  dos geradores das t r ans la -g ia  eletromagnético

ções i n f i n i t es i na i s  do grupo de Lo ren t z  nao-homogéneo, com a a j u

da da densidade de Lagrangiana para  o campo e le t romagné t i co  1li-

v re :

t = - -1  Ff 3(1)
l ow  .

e do teorema de Noether  gene ra l i zado ,  pa ra  uma dada t r ans fo rma-

ção a p parâmetros:
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HZ i=  13, Fl = 0 (i=1,2,....,p)
3(2)

H = u o l  - TF ;  = Ls x + - (8 ;Ux  Ved ;X )
Ku

onde:

Ug são funções d i fe renc idve is  das var iáveis x (=1,2,...r)

vp = Mug (k=1,2,....m)

e

6 x ”  sãoos parâmetros ca rac te r í s t i cos  de transformação

in f i n i t es ima l  em ques tão .

Com i sso ,  podemos ob te r  f ac i lmen te  (apêndice 3A), o tensor  s imê-

t r i co  momento-energia e l e t r omagnê t i co :

MHT = 1 (FHopT , 1 g" TF gFºP) 3 (3 )
elm. an a 4 a

que segue a l e i  de conservação,

3 MIT = 0 (apêndice 3A) 3(4)
u e lm

Podemos exp l i c i t a r  suas componentes com a a j uda  de sua

def in ição  3(3) e do tensor an t i - s ime t r i co ,  intensidade do campo

eletromagnético F*T | 2 (5 )|.



39

- <>
Então expresso em termos dos campos EeB  as componentes

u rtensor M.,,, São escr i tas (vide apêndice 3B):

1º )  Componentes temporal-temporal,

Ms = (E2+B2) =-U
T

onde U ê a densidade de energ ia  e le t romagnêt ica .

2º )  Componentes t empora l - espac ia l ,  (K=1 ,2 ,3 )

Moka  DL (É xB)
47

e temos que

Ex[#
21

7

1] e
i n

& o ve to r  de Poyt ing .

3º )  Componentes espac ia l - espac ia l ,  ( i =1 ,2 ,3 )

i k  _ 1 _ 1 (g2,p2M — |EE ,  + B.B, 5 (E2+B )8  k l
4m 1

as  qua i s  sao  i dén t i cas  as  componente  do  t enso r  das

de  Maxwe l l :

T=  L128 + 38 -1  (E2+B2) 1 |
4 2

do

3 (5 )

3(6)

3(7)

3 (8 )

t ensoes

3 (9 )
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Podemos escrever  a l e i  de  conservação (4 )  em termos das compo-

nen tes  de  MT  como :

a )  0 = 3 MH = 3 Mº º  + 9 Ko  = - 9U  -1  E 3 (ÉxB) ,  =>u o iM :
ca t  4m K 9xK

=>  2U UT  q .  WU, Fa ,  3 (10 )
ca t  CK  dx .  o t

= HR 0K i k  _b )  O aM 3M + I;M

0 = 3 (EB) + I o (Tip)
41  Ca t  i ox .

onde T ; ,  são as  componentes do tensor  das tensões de Maxwell.

a MK = FT .  = 3011)
. C2at

As equações  3 (10 )  e 3 (11 )  esp ressam as  l e i s  d i f e renc ia i s  de

conservação da Energ ia  e do Momento do Campo e le t romagne t i co  1i

v re ,  r espec t i vamen te .

Vamos nos  p reocupa r  ago ra .  com a ob tenção  de  uma de f i -

n i cdo  cova r i an te  pa ra  o momento e¢ le t romagné t i co . ,  Pa ra  t a l  cons i

deremos a g randeza :

Hc  1 Hv  yp¥ = " Mão ,  3(12)
o t i po -espaço

Uma vez que o d i ve rgen te  quad r i - d imens iona l  de Mem ê zero

B(4)) ,  PV & independente da supe r f i c i e  t i po  espaço oc  po r  i s so
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€ um quadri-vetor | 10 | .  Vamos calcular suas componentes em
um re fe renc ia l  pa r t i cu l a r ,  o qual nos pe rm i t i r a  i den t i f i ca r  o

quadr i - ve to r  PY, Para  t a l  cons ide re  o re fe renc ia l  no  qual a nor-

mal a super f í c ie  t ipo-espaço é n "= (1 ,0 ,0 ,0 ) ,  ou se ja ,  i s so  s i g -

n i f i ca  que estamos ca lcu lando a in teg ra l  de M 'T  sobre todo o vo-

lume t r i d imens iona l  num dado i ns tan te .  Logo f icamos com:

En tão ,  usando 3 (5 )  e 3 (6 ) ,

0)o «1 fat = Ly!P e Joa x " Weim 3(13)

onde do ,  uma supe r f i c i e  quad r i - d imens iona l ,  equ iva le  a um volume
0

t r i - d imens iona l .  E o i nd ice  em Wein Tes t r i nge  a assoc iação ao re

fe renc ia l  em ques tão .

K = 1 3 = > = À)  < 3 = p (0 )P Poy [ se  x => P p r  | S dx  Po in  3(14)

De ta l  forma que podemos i den t i f i ca r  nosso  ve to r  PP nesse  re fe -

enc im l  como sendo  o p róp r i o  quad r i - ve to r  momento ene rg ia ,  nesse

r e fe renc ia l :

v(0) _ pu(0) - (1 ,(0) 3(0)
P Pe im  eC Weim’ Pim) 5 (15 )

E uma vez que t inhamos chegado a conclusão de que o PY é um

quad r i - ve to r ,  podemos i den t i f i ca r  comp le tamen te  PY como  Pan

de t a l  forma que podemos ob te r  o Pam pa ra  um dado re fe renc ia l

pe la  ap l i cação  da t ransformação de Lo ren t z  ap rop r iada  sobre 0
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quadr i -ve to r  ob t i do  em 3 (15 ) .  Fazendo i sso  para  um re fe renc ia l

cu ja  normal a supe r f i c i e  t i po -espago  é dada po r  n"=(yv, / y * -1  A)

onde Y > 1 en  é& um vetor un i tá r io  t r i d imens iona l ,  obtemos

pa ra  o ve to r :

pv. = dw  PP.) 3(16)
e lm  Cc '

as componentes:

Ww =y  |U go - XX - 1  " ndo 3(17)
e lm  Cc? º

+ á -—Pp. =X  3 ao + LL  [ ree 3(18)
e lm  C2  Cc

Então  o quad r i - ve to r  momento-energ ia  PL ,  15C16), i den t i f i cado  com

PY, é ob t i do  a t ravés da de f i n i ção  3 (12 ) .

F ina lmente  vamos ca l cu la r  a taxa  de emissão de momento

e ene rg ia  dev ido  a r ad iação .  Para t a l  podemos pa r t i r  da de f i n i -

ção 3(12)  pa ra  Pim e obtermos uma re lação  conven ien te  e cova-

r i an te ,  usando argumentos de conservação da quant idade de rad ia -

ção emitida na ausência de outras fontes |10 | .  Mas nós não usare
mos essa  i dê ia  e s im  uma ou t ra  ma i s  s imp les ,  que começa cons ide -

rando a t axa  de ene rg ia  em i t i da  na  rad iação ,  po r  um pa r t í cu l a  car

regada, quando observada de um de seus re fe renc ia i s  de repouso

i n s tan tâneo :  (S ° ) .

- p

pe = 28 aj? 3(19)

—-

que pa ra  a i gua l  a ace le ração  da pa r t í cu l a  ea  conhecida
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formula de Larmor | 11 | .  Observando a forma 3(19) e a forma cova-
>

r ian te  da ace le ração  ( v i de  apênd ice  3C) esc r i t a  em termos de v e
Ex

a temos (onde Vv é a velocidade da pa r t í cu l a ) :

> DP

SS TENTA (v.a) 7 ,  v*a) 3(20)

Vemos que pa ra  o re fe renc ia l  em questão 3 (20 )  f i ca  esc r i t a  como:

LJ

ay = ( 0 ;  a )

onde o subindice em a ind ica  o re fe renc ia l  par t i cu la r  aonde calcu-

lamos a ace la ração .  Então vemos que 3(19)  pode se r  esc r i t o  como:

po = 28º auao 3(21)oH

Para genera l i zarmos a re lação  3(21)  pa ra  um re fe renc ia l  qualquer

cons ide remos  uma p rop r i edade  das  t axas  de Ene rg ia :

o Apo = dE) 3(22)
dt?

Seja Pº a taxa calculada em Sº e P a taxa calculada no re feren-

c ia l  S, dada as t ransformações de Lo ren t z ,  como a ene rg ia  é a

componente tempora l  do quad r i - ve to r  momento ene rg ia  es ta  se

t rans forma igua lmente  a componente tempora l  do quad r i - ve to r  po -

s i gao ,  en tão :

0 0p = gE - 18, - gt; = po 3(23)

Logo. por 3(23).  P ê um i nva r i an te .  Então a gene ra l i zação  da re l a -



ção 3(21)  ê t r i v i a l  uma vez que nés sabemos que O quadrado de um

quadr i -ve tor  é um invar ian te ,  l ogo :

?2 a2
P=  = a" a, 3(24)

3C

H&a  quad r i - ace le racao  ca l cu lada  em um re fe renc ia l  qualonde a

quer .  Então a re lação  3(24)  nos da a forma covar ian te  para  a ta -

xa de emissao de ene rg ia .

Vamos ob te r  agora a der ivada em re lagao  ao tempo p ro -

p r i o  do quadr i - ve to r  momento-energia e le t romagne t i co  dev ido a ra .

d iagao ;  Pa ra  t a l  cons ide remos  novamente o r e fe renc ia l  i ne rc i a l

Sº so l i dá r i o  à pa r t í cu la  carregada em movimento acelerado, e ins

tantaneamente em repouso.  Para  esse caso espec ia l  do re fe rênc ia l

Sº usaremos  os  resu l t ados  c l áss i cos  pa ra  l e i  de  conservação  de

energ ia  e momento, esc r i t os  respec t ivamente  nas formas | 11 |  3(25)

e 3 (27 ) .

4 (E +E .Aida 3(25)d t  = mec campo’

onde À € a no rma l  a superficie S e 3 ê o ve to r  de  Poyn t i ng .

+> >

ec = + JEd ' x  e E = U d3x 3(26)
v

+

onde J é a densidade de co r ren te  e l é t r i ca e U é a densidade de

ene rg ia  e l e t r omagne t i ca
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dp  +de ( mec campo’ " ) T ; j n ; da  3 (27 )
Ss

onde T i ;  são as  componentes do tensor  das tensões de Maxwel l

| 3 (9 )|.

+ +
= 1 3” campo "ox |e 3(28)

(@
]

dP
—fec . | (oF +1  3xB) dv e P

v

onde p € a densidade de carga e lé t r i ca  e V é o volume limitado

pe la  super f íc ie  S de 3 (27) .

Então,  observando as  re l ações  que l i gam a va r iação  tempo

r i a l  da ene rg ia  e do momento do s is tema pa r t í cu l a  mais campo, no

volume V,  com um f luxo de energia e momento devido a radiação e -

l e t r omagnê t i ca  a t ravés  da supe r f í c i e  S (não estamos considerando

agentes ex te rnos) ,  vemos que em regiões proximas à pa r t í cu l a :

1º) Uma vez que instantaneamente a pa r t í cu la  estã em repouso (va-

mos pensar nesse re fe rênc ia l  como sendo o l im i t e  instantâneo

de um não - i ne rc i a l  que acompanha a pa r t í cu l a )  podemos d i ze r

que o f l uxo :

+
= T . . n .daof, prE)

que pode ser  considerado como a i n teg ra l  sobre toda super f i -

c ie  S de uma densidade supe r f i c i a l  de f o r ça  dada por:

i =1 ,2 ,3
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deve se  anu la r ,  ou  se ja ,  deve haver  um equ i l i b r i o  das for -

ças dev idas  a r ad iação .

2º) Para esse caso especial em que a velocidade da par t ícu la  é

zero  temos que o f luxo da componente normal do ve to r  de Poyn-

t ing € dada pe la  formula de Larmor ,  ou  se ja  € a taxa de emis-

sao de ene rg ia  3 (24 ) :

>

i S .nda = P 3(29)
s

Usando esses  do i s  r esu l t ados  t e remos  que para  o nosso  quadr ive-
u

t o r  ad no  re fe rénc ia l  Sº suas componentes se rão :
T

> - o

(Porad) = O (WPorad) = + Lp  3(30)
d t  d t  C

Então no  re fe renc ia l  SU te remos  uma taxa tempora l  de momento de-

v i do  a r ad iação  nu la  e uma taxa  t empora l  de ene rg ia  (Po tenc ia )

dada pe la  fo rmula  de Larmor .  Se agora quisermos de te rminar  dt  4/

dt  em um re fe renc ia l  qua lque r  vemos de 3 (30 )  que uma vez  que o

i n te r va lo  de tempo p róp r i o  ( d t )  é um i nva r i an te ,  necess i t amos  a -

penas  f aze r  uma t r ans fo rmação  de Lo ren t z  pa ra  esse  referencial ,

que f i ca  s imp l i f i cado  pe lo  f a to  de  P se r  um i nva r i an te  t ambém.

Então  p rocedendo  dessa  forma te remos  as  componentes  t r ans fo rma-

das para o re fe renc ia l  S dadas por  (apêndice 3D):

= e ——.  — 3 (31 )
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onde y = (1 -82 /¢2 )  1 /2  e 8 = v /C .

E a pa r t i r  de 3 (31)  e da forma do quad r i - ve to r  ve loc i dade ;

v "= (7C ,yV )  t e remos  uma forma exp l i c i t amen te  cova r i an te  pa ra  a

va r i ação  tempora l  do momento de r ad iação  e l e t r omagne t i ca  dada

po r :

ap!—rad _ VV 2(32)
d t  Cc

que € o r esu l t ado  dese jado .
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APENDICE 3A

Considerando as transformações de Lorentz não-homogê

neas teremos:

x '¥  = of xT +o  3A.(1)

Se ja  agora t ransformagoes i n f i n i t es ima i s ;  expeci f icamen

te  os parâmetros assoc iados a t rans lação f icarão esc r i t os  em 1°

aproximagao:

= ce" + . . .  
3A  (2 )

Então  cons ide rando  óx "=e "  a rb i t r á r i as  e l i nearmente  independen-

t es ,  e do fato que SA%=0 para translações (que € uma propriedade de qual-

quer quadri-vetor), usando 3(2) teremos:

aB  _
9% Te in  =0  3A (3 )

e

108 24  (BL 3B8p% 2ºBp) 3A (4)e lm  33aAM g

onde L ê dada  po r  3 (1 ) .  Desenvo lvendo  3A(4) t e remos :

3 - HAT arauA ,  9 A )  ( 3  A“-=3 A )  8TB  _ =9= = Ba r .  go
3d  AM) 167 L

onde usamos a de f in i ção  de FMT dada em 2 (2 ) ;
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8 .  _ 1 8 lg a AORMT - g 3 AZFHT +

bu, ,r - oCTn MW B,A a f+8  aAF - 8A  Fo?  A - gL

ToB8 2. l E gd, pur . E, STSâgpvT , gº "sbsTr
T

16 o u à à a À u r

BA a f_ JCr Cou 9A" - gLg sCo4E, |

mess 16 [50:57 = 8, PO VE ,  o TR JERLi)

8 - — | E - E, + F% - ES /aPA? - 08
il

T f  o -L| ap, | ofa? - g%fL
167

08  - __1 Fe ra fa ,  8º  ( -  1 FTE ,  )
47  167

o f  _ dl (F º  38a | gh  FTE)
dn  A 4 p r

usando novamente  2 (2 )  na  forma 9 º  A, = -F ,  ? + 9 ,  AP, vem

798 = 1 (Àp*ºr É 4 1 gOBpurp ) . _1pod; AB 3A(5)am Ya  MET gp A

Podemos de f i n i r  o tensor s imét r ico  momento-energia eletromagné-
[+ - . . + - -e lm ’  observando que o U l t imo  termo da d i r e i t a  em 3A(5) tem

uma quadr i -d ivergénc ia  nu la :

3, (F*13,A%) = 2,2, (F* AP) - 3, (AP, Fº )  3A (6)
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O 1°  termo da d i r e i t a  se anula po i s  é o produto de um tenso r  si

mét r i co  (3 ,3 ,  po r  ou t ro  an t i - s imé t r i co  (F º ) ,  e o 2 º  se  anu la ra

dev ido as equações para  o campo l i v re  9 ,  Fº 0 ,  Então def in ido
a f  .Melm como:

aB _ 0B 1 pal B
Meim = Teim * an F™" 3A  | SMT)

vemos que es te  sa t i s f az  a r e l ação :  a MEE =0  3 (4 )  e ê dado exp l i -

citamente em termos de FMT por 3(3).
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APENDICE 3B

Vamos começar  ca lcu lando  a componente temporal-temporal,

para  t a l ,  usemos a de f in ição  3 (3 )  de Mee e 2 (3 )  de F 'T

MOO = = (ga FICETº + = gºº F gro?) 5B(1)
m

temos que

FoF" = -2(E%-B?) 3B(2)

en tao :

1oo x 1_ 00300 01p10 027520 03530, _(R2_R2M 4 ,  oof F +g EF F Pago FF Pg FF + ne B I )

onde usamos a convenção da soma pa ra  índ ices  repetidos,

1 1Moo  = ( -E  2 _ E 2 _ E 2 4 2 (E? º -B º ) )

4n x y z 2 |

MOO - —) (E2+B2) = -U 3B(3)
8T

Vamos ob te r  ago ra  as  componentes t empora l - espac ia l :

Moi = = (8, F'OF™ + g*iF ,F*®) onde i=1,2,3
T

Moi  = 1 ( ga  F ' °F )  = = (E ºNF I i  + pozg2 i  + FO3E3l )
an  T

Para  i =1 ,  Mo?  = 1 (F ° 'F ' ?  + po te?  + F º  F º )

47
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> +Mºº = lço-g B, + EB) = - — (ExB)x
4n  y 47

e analogamente teremos para i =2  e 3 ;

> >
MP2 = - ~L(ExB)y e Mo? = 1 (ExB)z

47 47

o que se escreve  em forma gera l  como:

. 1 + >
Mº* = - Z(ExB) i  3(6)

47

Finalmente ca lcu lando as componentes espac ia l - espac ia l  te remos:

i k  _ 1 ia. rk  1 _ikK aBM po (8g, F E + ve g FugF )

i =1 ,2 ,3  e K=1,2,3

; : . 3 oak x iKMik  = lt ( -pLopok + F l i p  +pl2p2K o, FE I  E (E2-B2))
47 2

1) im; Mf = = (-F°p°K + ppRIK 4 p i t peko, plop)
m

pa ra  i =1  e K=2; M '?  = 1 ( -F )OF024p l l p l 2 ,p l 2p22 ,p l3ps2 )
47

12  = À + BB -M (EE, + BB) 5B(4)

e generalizando para valores de i e K quaisquer e i den t i f i ca -

dos  em coo rdenadas  ca r t es i anas  como; x=1 ,  y=2  e 2=3

mik = _1 (EE
an  k * Es
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2) i=k; MiKo pi E I  S t  ÁLAE.  1(g2-p?))" 2

para i=K=3;

Nº? = Ll (-psopos,pripra,pezpas_ 1 (EZ-B2))
47 2

1 E? | 1Nnºº = —2 E?  - B2  - 2º - Ex + 8?  + R2 + p2y) Àpo (E; y 3. 2 (Bx By B)) 2)

39 1 152 _ E? 1. 52 2 2a — (E =~ == + =(- - B* +Mtoe ob (57 Do + 2(-B} - BS + BD)

Nº  = 1 (EE  + BB  -1(E2+B2) )
Aw Zz 2 2 2 2

e analogamente pa ra  i = k = 1 e 2 ;

i i  1 1 249?M "= (EE ,  + B ;B ,  - — (E “+Bº ) )  3B(S)
2

Observando 3B(4) e 3B(5) vemos que podemos esc rever  uma forma

ge ra l  pa ra  os  casos  1 e 2 ,  na  f o rma ;

+ B.B, - — (E2+B2)s,
2 1

; Ex 18x 3 (8 )x)

i = 0 ,1 ,2 ,3  e K = 0 ,1 ,2 ,3
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APENDICE 3C

Sabendo-se que v *  = (YC; YV) temos:

u u > avaP = dv = vv  = y (cx; dy VY + y&¥ ) 3C(1 )
dt dt  dt  d t  dt

Calculemos separadamente a der ivada temporal  do termo Yy =
=(1 -v2 /Cc2 ) "1 /2 ,

dy . 4 (q-yzjcx)"V/2 Lp  V3y-3/20 50 a ,
dt  dt 2 2 cz dt

+ >

=> fr. Va 3C(2)
dt c?

‘ Subs t i t u i ndo  3C(2) em 3C(1) t e remos :

> 2 > a + >

al = ( v *  v.a : y "  E V + v2a )  3 (20 )
Cc
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APENDICE 3D

Vamos fazer  a transformação de Lorentz que leva do re-

ferencia l  Sº para um re fe renc ia l  i ne rc ia l  qua lquer ,  cu j a  ve loc i -
=p

dade re la t iva  a Sº é V.

Hot x8 3D)

No nosso  caso  t emos :

ar” >
0 (+ :, 0) 3D(2)ax. = ( —

0 dt rad

Y +YB, +yB, +vB;

18, a+02D8I O-DB82  (y-1)B183
1 8? 8? gt

u +>
wa =A(B )  =

(y-1)8182 1.(y-1)B3  (y-1)B283

+yB; (v-1)8183 (v-1)8283 ,,(v-1)8%
8?  8?  8?

obtido por |11 | .

ã dP ad
En tão  fazendo a ap l i cação  3D(1) obtemos x ”  = —— ;

dt
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v Aq Az A ]  |*P/C

YB; Az] Ay Az; 0

YBz Az? Ag Ass 0

+yP/C

+yB,P/C
' l ogo  rad . (x2

dt  Cc

+YB,P/C

+yB2P/C

3D(4)



CAPITULO 4

COMO SAO OBTIDAS AS EQUACOES

Chegamos agora na  par te  cent ra l  da d i scussão ,  que ê a

obtenção propriamente d i t a  da equação de movimento para a par t i -

cu la  ca r regada .  Para  t a l  usaremos as  l e i s  de conservação do mo-

mento e da ene rg ia ,  um argumento que leva em conta  o carater

fenomenologico das equações a serem ob t idas  e condições ass in té -

t i cas .  Com os t rês  p r ime i ros  argumentos chegaremos a uma equa-

ção d i f e renc ia l  l i nea r  de 3 º  ordem na pos i ção ,  a conhecida equa-

ção de Lorentz -D i rac .  Depois d isso usando as condições ass in tó -

t i cas  chegaremos a uma equação de movimento in tegro-d i fe renc ia l

de 2 º  ordem, que se ra  nosso resu l tado  f i na l .

Primeiramente vamos determinar condições ass in to t icas

r azoáve i s  pa ra  o nosso p rob lema:  Uma pa r t í cu la  car regada execu-

tando um movimento qua lque r .  Imaginemos que o movimento executa

do pe la  pa r t í cu l a  se ja  ace le rado ,  onde essa ace le ração &é qua l -

quer  uma, f i s i camen te  poss í ve l  (causada po r  qualquer agente ex -

t e rno  rea l ) .  Como v imos  na  seção  an te r i o r  a pa r t í cu l a  nessas  con

d ições  perde ene rg ia  na  taxa  dada po r  3 (24 ) ,  en tão  para  um s i s t e

ma f is icamente poss íve l  (dotado de uma quantidade f i n i t a  de ener

g ia )  € r azoave l  supor  que den t ro  de um i n te r va lo  de tempo f i n i t o

o agente ex te rno  cessara  de exe rce r  ação sobre a pa r t í cu l a  ca r re

gada. Baseado nesse argumento e observando a relação 3(20) pode-

remos i n t roduz i r  a p r ime i ra  das condições assintót icas:
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lim a" = 0 .  4(1)
| 7 [+e

a qual nos  garan te  que es tamos  t ra tando  com um s i s t ema  . f i s i co .

Poder ia  se pensar  em res t r i ções  para  o uso dessa cond ição :  por

exemplo ao considerarmos estados l i gados  de pa r t í cu las  car rega-

das .  Mas es tes  também não fug i r iam aos argumentos co locados ,  uma

vez  que t odos  os  s i s t emas  l i gados  de pa r t í cu las  car regadas  (por

exemplo atomo de h id rogên io )  são c lass icamente  i ns táve i s ,  tenden

do rapidamente a es tados de movimento não-ace le rado .

Consideremos agora que dado um s is tema f í s i co ;  uma vez

que a ação de qua lquer  agente externo se da durante um interva-

l o  de tempo f i n i t o ,  e pa r te  da energ ia  ced ida  a par t icu la  car re -

gada é pe rd ida  sobre a forma de rad iação .  Devemos espera r  que o

es tado  f i na l  da par t i cu la  se ja  bem de f i n i do ,  igualmente ao es ta -

do i n i c i a l ,  o qual ainda nao t inha  so f r ido  ação de agentes ex-

t e rnos .  Com i sso  podemos formular  a 2°  condição ass in tó t i ca ,  que

f i ca :

. u 2 uz  Hl im  v¥ = V in  e l im  v Vout 4(2)
T+=  To

vb  Vaonde - vi, e Vvout tem va lo res  bem de f i n i dos ,  independentes do

tempo p rop r i o .  Ou se ja ,  depo is  de te rm inada ,  a ação do agente

ex te rno  a pa r t i cu l a  es ta ra  em um movimento i ne rc i a l  cu j a  ve loc i -

dade é l im i tada  e bem de f i n i da .

Agora podemos nos preocupar  em ob te r  a equação d i fe ren

c ia l  l i nea r  de 3 º  o rdem na  pos i ção .  Pa ra  i s so  usaremos p r ime i ra -
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mente as l e i s  de conservação do momento e da ene rg ia .  Para ta l

precisamos ca lcu la r  o momento dos campos so l idá r io  a par t icu la
( "Colombiano")  e dos campos l i v res  (devido a rad iação e exter -

nos ) .

Vamos considerar in ic ia lmente as soluções das equações

de Maxwel l  pa ra  pa r t i cu l a  ca r regada  (2 (6 ) )  em um pon to  x ”  qua l -

que r .  Es tas  podem se r  formadas pe los  campos retardados FX"  mais

campos l i v res  ex ternos  F i  , so luções da equação homogênea asso-

c i ada .  Então teremos os campos so lução  esc r i t os  na forma:

UY 2 gir 4 purFg Fx Fin 4(3)

A outra solução possível envolve os campos avançados FU" além

de uma so lução  da equação homogênea que chamaremos Fetes e es ta -

ra assoc iada  aos campos l i v res  ex ternos e de rad iação .  E essa se

gunda solução sera esc r i t a

UT = EMT 4 purFg  Fg  Fout 4 (4 )

Podemos in terpretar  os campos l i v res  FIT e F,*. como sendo, o

p r ime i ro , os campos ex te rnos  i nc iden tes  sobre  a pa t í cu la  e o se -

gundo, os mesmos campos an te r i o res  mais os campos de rad iação  em

regiões próximas a pa r t í cu l a .  Baseados nessa in terpretação t e re -

mos o t enso r  do campo e le t romagnê t i co  dev ido  a rad iação  dada

po r :

p r  = EWr _ pir
Frad  Fout  F i n  403)
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Como podemos ve r  das re l ações  4 (3 )  e 4 (4 ) ,
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Usando as re lações  4 (3 )  e 4 (4 )  podemos escrever  Fla em termos

das so luções  avançadas e re tardadas,

Ur 2 gMT _ gur
Frad F r  Fa 4 (6 )

Notadamente,essa forma de escrever o Tensor de radiação nao

co inc ide  com a maneira c l ass i ca ,  que iden t i f i ca  termos da so lu -

ção atrasada com a par te  dos campos re la t i va  a radiação (Vide

Capi tu lo  2 ) .  Mas como em pontos d i s tan tes  da pa r t í cu la  ( reg ião

pass i ve l  de med ida)  temos a co inc i dénc ia  das  duas f o rmas ,  uma

vez que nessa Fi" € nulo (pois a par t ícu la  responsável por

seu aparecimento não es ta r i a  mais em movimento ace le rado ) ,  pode-

mos usa r  a forma 4 (5 )  sem o r i s co  de es ta  não representar  o con-

ce i t o  f í s i co  dese jado .  Um dos  resu l t ados  i n te ressan tes  da  forma

4 (6 )  pa ra  o campo da r ad iação ,  é que pa ra  reg ioes  próx imas da

linha de mundo es te  é bem de f i n i do ,  e sobre a linha de mundo t e -

mos o va lo r  (Apêndice 4A):

. un a ” ”EVT. = Se  a vt 4 (7 ) :  onde a luyt  | = LanT_atvy 4(8)
C 2

Vamos ago ra  de f i n i r  um novo quad r i - ve to r  que se rá  dado po r :

V r  = pur . 1 (ger u r£ Fo (FL + Fy ) 4 (9 )

£'T é um tensor forma
do po r  campos l i v res  e € dado exp l i c i t amen te  po r :

i r ,  1 pur iTf > (F i ,  + Fe r . )  4 (10 )
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Podemos agora ca l cu la r  o momento devido aos campos da

par t ícu la  ca r regada ,  pa ra  t a l  usemos a de f i n i ção  ob t i da  por  Ror -

l i ch  |10 |  para o momento que f lu i  por  uma dada superf ic ie  em um

in terva lo  de tempo esco lh i do :

APH HY 49e M d o 4 (11 )im * | e lm
Aco ( t i po  tempo)

Para o nosso cá lcu lo  usaremos uma "quadr i -super f íc ie"  que é um

c i l i nd ro  de ra i o  bem pequeno º ,  que envolve a linha de mundo da

par t i cu la  car regada en t re  os ins tan tes  T ,  eT ,  ( re lac ionados aos

pontos 1 e 2 ) .  Então com a ajuda da def in ição 3(3) para o tensor

s imé t r i co  MET  e usando a so lução  4 (3 )  obt ivemos pa ra  o momento

do campo eletromagnético da par t i cu la  carregada, o valor  (apéndi

ce  4B ) :

1 [? * dPeoul- 2 MT  do = (Ut _ É f r y  j a r  4 (12)
c |, e lm  'r [ aT Cc r

onde Prou l  € o quadri-momento assoc iado ao campo Coumbiano da

par t í cu la  em movimento. Observando o integrando do termo da d i -

r e i t a  da  re l ação  ac ima  vemos que ,  uma vez  que f *T  es tã  assoc iado

aos campos l i v res  o f luxo de momento e energ ia  dev ido  a £17, ê

i ndependen te  da  supe r f í c i e  fechada  en to rno  da  pa r t í cu l a  esco lh i -

da .  Com i sso  vemos que o termo (e /C)  Tv ,  só pode depender dos

i n s tan tes  i n i c i a l  e f i na l  esco lh i dos ,  ou  se ja ,  € uma d i f e renc ia l

exa ta .  Como o mesmo € vá l i do  pa ra  dpl 1 / 07  podemos esc reve r :

udPCoul  e cur = dp! u(— = e £'%v ) d t  = dP; + dP 4(13)
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onde dPVY = -e/C £PT v dr 4 (14) ,  é a variação do momento devido

ao campo eletromagnético l i v re .

Vamos agora cons ide ra r  as l e i s  d i fe renc ia i s  de conser -

vação de ene rg ia  e momento pa ra  o s i s t ema  compos to  pe la  par t i cu -

l a  mais campos e le t romagnét i cos  Coulombianos e l i v res .  Então cha

mando o momento da par t i cu la  de PV teremos:

u u WozdPy + dPeou1 + dP 0 4(15)

que esc r i t o  exp l i c i tamente  em termos das expressões do momento

Coulombiano (apéndice4B) e do momento da par t í cu la  f i ca :

2
- pr I v ! )  + dPP = O 4(16)

p
d (mv) + d((

onde my, é a massa da pa r t í cu la  e e € a sua ca rga .  Observando a-

tentamente a equagao 4(16) constatamos a presença de do i s  gran-

des p rob lemas,  a sabe r :

1 º  No termo dev ido a va r i ação  do momento Coulombiano, o fa to r

e2/2pC? que es ta  associado a i né rc i a  do campo (baseando-se na

equ i va lênc ia  de massa e ene rg ia )  tem uma dependência exp l i c i

t a  do ra i o  do tubo p ,  usado na  determinação da quant idade de

momento e ene rg ia  que f luem pe la  supe r f i c i e  do tubo no i n te r -

va lo  de tempo T , -T , .
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2? O pr imeiro termo nos da a massa da par t ícu la isoladamente, o

que f is icamente nao &ê mui to  r e l evan te ,  uma vez  que nao con-

seguimos med i r  a massa da par t i cu la  sem medir simultaneamente

a cont r ibu ição dev ido ao campo Coulombiano, que sempre es ta

presente  na reg ião  da par t ícu la  car regada.  Com i sso , a massa

mn, iso ladamente  nao deve aparecer  em nossa  equação ,  conf igu-

rando ass im  seu  ca ra te r  notadamente fenomenoldgico.

Podemos reso lver  esses do i s  problema e ob ter  uma equa-

ção para par t ícu la  carregada baseando-se na h ipó tese  de que es ta

deve se r  uma equação fenomeno lóg ica .  Ass im  devemos t e r  um termo

em que apa reça  exp l i c i t amen te  a massa assoc iado  ao  s i s t ema  part i

cula mais campo Coulombiano, ou se ja ,  a variagao do momento des

se s i s t ema .  Observando a equação 4(16)  vemos que, uma vez que a

quadr i -ve loc idade de ambos os componentes do s is tema ê a mesma

(no nosso  modé€lo), se def in i rmos a massa do mesmo como sendo a

soma dos  seus  cons t i t u i n tes , t e remos :

m = nm, + e?/2pC? 4(17)

U = ph uE um novo momento Pg y + Poul 4(18)

assim nossa equação pode se r  esc r i t a  na  f o rma :

dPg + dPP = 0 4(19)

Vamos cons ide ra r  agora a presença de forças ex te rnas ;  para in -

t r oduz i - l as  em nossa equação vamos lançar  mão da i dé ia  c l ass i -

ca baseada  na 2 °  l e i  de Newton ,  esc r i t a  na  forma:
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dpc lass  , pua Foxt . 4(20)

l ogo  reescrevendo 4 (19)  para o novo s is tema considerado teremos:

u uo, pHdPg + dP Foxtd® 4(21)

Podemos reescrever  o termo £9 baseando-se nas re la -

ções  4 (3 ) ,  4 (6 )  e 4 (9 )  como:

Mr _ pur, 1 purf FIT + Fhrg 4(22)

Cons ide remos  ago ra  o l im i t e  em que o t ubo  tende a l i nha  de mundo

da  pa r t í cu l a ,  ou  se ja ,  o l im i t e  p+0 nas  nossas  equações ,  uma vez

que i sso  nos pe rm i t i r d  escrever Fld na forma 4 (7 ) .  Assim,

f T  2 per  4e s l u r ]  4(23)

Observemos que ao  fazermos o l im i t e  ac ima menc ionado ,  f icaremos

com um momento Coulombiano i n f i n i t o  po i s  a massa a e l e  l i gada

tende para  i n f i n i t o .  Então a equação 4(16)  pe rder ia  o s ign i f i ca

do nessa s i t uação .  Temos então que lançar  mão da idê ia  que para

compensar  o i n f i n i t o  assoc iado  a massa do  campo te r i amos  um inf i

n i t o  de s i na l  con t rá r io  r e l a t i vo  a massa da pa r t í cu l a ,  cu ja  soma

com a p r ime i ra  resu l tasse no va lo r  de massa mensurável a t r ibuí -

do ao  e l e t r on .

Tendo em v i s ta  a d iscussão ac ima,  vemos que no  modélo

da pa r t í cu la  punt i forme devemos tomar como equação fundamental



para conservação do momento e da ene rg ia ,  a re lação 4 (19 ) .  Es ta

nao apresenta  in f in i tudes ou ambiguidades dos termos ne la  con t i -

dos .  U t i l i zando  en tão  4 (14 ) ,  4 (23)  e a re lação  av ,  = a l a  4(24)

( r esu l t ado  es te  deduz ive l  a pa r t i r  da invar ianc ia  de v i v ) ;  po -

demos esc rever  a pa r t i r  da l e i  de conservação 4(21)  para um s i s -

tema sobre  a ação de um agente ex te rno ,  a equação:

Hu 2 E p r  2e? au l )
ma Cc FinVr + Foxt * 3 ( a  C a avo )  4 (25 )

que é a equação d i ferenc ia l  l inear  de 3 °  ordem na pos ição  que es

tavamos procurando.

Observando a equação 4 (25)  vemos que es ta  não €umaequa-

ção de movimento, no sentido da f í s i ca  clássica, uma vez que con
têm um termo que depende exp l i c i t amen te  da quadr i -var iação tempo-

ral da ace le ração .  Vamos in tegra r  essa equação uma vez em re lação

ao tempo p róp r i o  e t en ta r  ob te r  uma nova equação mais próx ima da

i dê i a  c l ass i ca  de equação  de  mov imen to .  Pa ra  t a l  p rec i sa remos  u -

sar  as condições ass in tó t i cas  4 (1 ) ,  as qua is ,  nos dão os valores

da quadr i -ace le ração  em pe lo  menos um tempo própr io  ( o  que € uma

cond i ção  necessá r i a  pa ra  ob tenção  de aP (1 ) ) .

Um vez que sO prec isaremos de uma das condições usare-

mos aquela que d i z  que :

lim aP(1) = O 4(26)
Tr



mas pode-se mostrar  que a outra ê tão boa quanto essa (apêndice

4C), nao in t roduz indo ass im (ao escolhermos 4 (26 ) )  qualquer r es -

trigdo a nossa solução.

Comecemos então o nosso programa por  def in i r  duas novas

. grandezas:

2
1 ,  = = e

3 mC?

yu = TH u - 2 e?  A un
Kk" (1) F in  Foxt  3 Cs  a av

= E. u ronde Fin - FAT v.

In t roduz indo  essas  grandezas em 4 (25 )  e l a  assume a forma:

m(a¥ - 19d") = KV

essa equação é faci lmente so lúve l ,  pe la  mul t ip l icação do
-T/TOin tegrante e ; que da:

4 (97T7 /TO a” ( 1 ) )  = 1 e ”T /TO K" (1 )

dt m t ,

l ogo :
l im  gH (71)

oe - t ' / 1  : |
" d(e Oa r )  1 [er I (tHadr’

g H(t) "o Jr

onde gH (1) = e”T/TO a! (1)

4(27)

4(28)

4(29)

4(30)

f a t o r

4(31)

4 (32 )

4(33)



Então usando a condição ass in tó t i ca  4(26)  obteremos uma condi-

ção mais f raca que es ta  (a  qual usaremos) ,  mas que € essenc ia l

para escrevermos a equação dese jada .  Essa nova condição é:

lim g¥ (1) = O 4(34)

Logo a equação 4 (32)  se reduz a :

t /  1g
ar(1) = É

nT ,

co
| eT /70 g¥(x')dr! 4(35)

T

A equação acima a inda não é nosso resu l tado f inal  uma vez que e l a

não é su f i c ien te  para  garant i r  nenhuma das condições ass in to -

t i cas ,  vamos então fazer  uma nova integração no tempo p róp r io ,

de um va lo r  tT a té  += (ou  de -m até tT), e usar  as  condições ass in

topicas 4 (2 ) ;  para obtermos:

T

pU(1) = PP +L  | et /TOar' [ e”TORTA
Tt!To  no

4 (36 )

' t t
p r  (7)  = Ph - 1 [ et  / 0dr K T / 000 (omy de"

T '0 *'t T

Dessas duas equações podemos ver que, se existe soluções para

e las ,  ou  se ja ,  as  i n teg ra i s  dão va lo res  de f i n i dos ,  va le  de ime-

d ia to  a condição ass in tó t i ca  4 (2 ) .  Vale também a condição 4(1)

pois esta aparece como uma condição necessária para existência

das  i n teg ra i s ,  po i s  de 4 (35 )  e 4 (1 )  temos:
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lim emo | e! ' /70 K ra tos  0 4(37)
To  T

É poss íve l  demonstrar-se a ex is tênc ia  de soluções para as equa-

goes  4 (36 )  pa ra  um grande numero de s i s temas  fisicos, apesar

do problema da unicidade ainda es ta r  em aberto [ 10 ] ,  com . i s so

temos então que as equações 4(36)  são as equações de . .mov imento

para par t icu la carregada que procuravamos.

Podemos ainda esc reve r  a equação de movimento para a

par t ícu la  car regada de forma a f i car  mais  parec ida com a equa-

ção  Newtoniana 4 (20 ) ,  esc r i t a  em termos da quadr i -ace le racao :

mak (1) = FH(1) | 4(38)

Para tal, tomemos a equação 4 (35)  e façamos a seguinte t ransfor-

mação de va r i ave i s :

a = TT 4(39)

Ass im  4 (35 )  f i ca :

co

ma¥ (zt) = | KV ( t+at  Je “da 4(40)
o

Ex is tem t rês  d i f e renças  bás i cas  ent re  essas duas equações 4(35)

e 4 (37 ) ,  a sabe r :

1 º )  A p r ime i ra  é uma equação d i f e renc ia l  l i nea r  o rd iná r ia  de

2º  ordem na pos i ção  2º ( 1 ) ,  enquanto que a 2º  é uma equação
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in tegro-d i fe renc ia l , uma vez  o termo da d i r e i t a  em 4 (40 )

depende de ZH, v! e a! (d i fe rente  de 4(38) onde o termo a

direi ta só depende de 2” e Vv").

NOs dizemos que a equação 4(38) ê l oca l ,  po is  para um dado

tempo p rop r i o ,  sabendo-se o va lo r  da quadr i - força obteremos

o va lor  da quadr i -aceleração. I s so  carac te r i za  também .0

p r i nc i p i o  f i s i co  da  causa l idade que assoc ia  a cada e fe i t o

uma causa,  ordenados temporalmente de forma que a causa pre-

ceda ou no maximo se ja  simultanea ao e fe i t o  (num dado refe-

r enc ia l ) .  A equação 4 (40 )  é nao - l oca l  e nao -causa l  po i s  para

um dado tempo p rop r io  (1) o va lo r  da quadr i -ace leracao de-

pende do va lo r  da ação exerc ida  "sob re "  o s i s tema desde o

instante 1 a té  um instante mui to pos te r i o r  ( t + ) .

A p r ime i ra  equação determina po r  s i  só (a  menos das condi -

ções i n i c i a i s )  a t r a j e to r i a  da pa r t í cu l a  ca r regada .  Enquanto

que 4(40) p rec isa  (além das condições i n i c i a i s )  das condi -

ções  ass in to t i cas  4 (1 )  e 4 (2 ) ;  para  dar uma desc r i ção  comple

t a  da t r a j e tó r i a  da pa r t í cu l a .



APENDICE 4A

Vamos ca lcu lar  o tensor  campo elet romagnét ico de radia-

cap, 4 (6 ) ,  em reg iões  próximas da linha de  mundo da par t ícu la  car-

r egada ,  pa ra  t a l ,  ca lcu lemos in i c ia lmen te  os  tenso res  do .campo

(FUI) nas pos i ções  retardadas e avançadas. Usaremos as expres

sões dos FE! na forma 2(46) :
H

IvçT|FHT = + 2e  d x R ) 4A (1 )

Tr p dt Pp
a

onde usamos a abreviação introduzida em 4 (8 ) .

Consideremos in ic ia lmente um ponto qualquer do quadr i -

espaço x"  próximo a linha de mundo da  pa r t í cu la  ca r regada .  Es te

ponto  se rã  s imul tâneo a um ponto  da linha de mundo, carac te r i za

do pe lo  tempo p róp r io  To” Fazendo t , =0  e cons iderando a ana l i se

sendo f e i t a  no  re fe renc ia l  de repouso da par t ícu la ,  podemos es -

c reve r :

H =v (Z,  - x , )  = O 4A (2 )

onde os  va lo res  dos quadr i - ve to res  se  re fe rem ao  ins tan te  To"  Se

usarmos a no tação  2 (39 ) ,  teremos:

xP - ZV = pow 4A (3)

Estamos i n te ressados  em esc reve r  as expressoes 4A(l) em termos da

quantidade p que como, ja v imos,¢ a extensão do conceito de modu-
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l o  para o quadr i -ve tor  que l i gax "  à z¥ como vemos mais  c l a ramen te .

na f igura abaixo:

et

figura 2

Nossa in tensão é ob te r  o l im i te  p+0 para as grandezas dese ja -

das (po i s  i s so  rep resen ta r i a  o va lo r  de t a i s  g randezas  em re -

giões próximas à linha de mundo de pa r t í cu l a ) .  Mas como podemos

observar, todas  as quant idades em 4A(1) são funções de 1. Com i sso

teremos que ob te r  i n i c i a lmen te  uma expansão dessas quant idades

em termos de tT (no nosso caso 1=0) e depo is  encont ra r  uma forma

de l i ga r  T à p .  Vamos chamar os i ns tan tes  re ta rdados  e avançados,

r espec t i vamen te  de  -T  e T ,  uma vez  que encon t ram-se  s ime t r i camen

t e  pos ic ionados  em re l ação  a To” Logo, escrevendo 4A(l) exp l i c i t a -

mente em te rmos  dos  do i s  va lo res  do tempo p róp r i o  vem:

data (XP)  = 22  4 wen t ,  4A (4 )
a p(*1) dr p31)

Agora vamos ob te r  a expansão,em termos de + 1, de todos as grande

zas relevantes para obtencdo de 4A(4):
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2 s
z¥  (1 )  = yA  + Tv !  + > a "  + re  a "  + . . .  4A  (5 )

u 2 3 .

2 (-1) mre  we  loans a l ,  . . .  4A (6)

— — 2 .
v"E1) = v º  T ta" + a at + . . .  4A (7)

2 s .
RM (#1) = xM-ZM(F1) = pUM +7  - = F re  a +... 4A(8)

P(*3) = Fv, (FI)R' (FL) = (l+pa IT? p = a, * e a?

onde usamos 2 (38) ,  2(40) e a =a,U*, a =4 ,u t ,  a?=a ad, Para obter

mos uma expansão em po tenc ias  de 1 de Fut  , SO nos res ta  subst i
a

tuir as expressões 4A(6) , 4A(7) e 4A(8) em 4A(4) e calcular a deriva

da a l i  presente,  o que da:

2
FE = ze  ( Pp v l ug r |  + — v i v ,  T l  + Lo à vivo] +

a (1+pa )?  73 27 27?

+ 2 aluçel 4 o. alugrly 4A(9)
3 21

Vamos ob te r  agora a re lação  ent re  1 e p ,  a qual nos  poss ib i l i t a ra

esc reve r  4A(9) em termos de p un icamente .  Usaremos a propriedade

de RP ser  um ve to r  nu lo ,  ou se ja ;

R,(+T)RH (FT) = O 4A(10)

usando 4A(8) obtemos:

p? = t 2 (1  + pa, TF ots + —— a?) 4A(11)



que depois  de algumas aproximações e manipulações a lgebr icas po

de se r  esc r i t a  como:

1 -  |(p?/6)(22/4 TF a)
1 /2

I =  4A (12)
fa ( 1  + pa)

Então introduzindo essa relação em 4A(9) e fazendo as — aproxima-

ções necessar ias,  teremos:

; 1 | url 1 uo t ]  Ll go l y rFM (xP) = 28 __ (2 vit! 2 JIFatTIi La i l a ,
r /1+pa p? 2p 2 ua u

+ É v l ug r |  - 1 a l ug r l  72  a l uy r l y  4A(13)
8 2 3

E usando a definição 4(6) para o Fra no l imi te em que p+0 tere-
mos:

Br  = - 8e l u ]  4A(14)

que ê o resu l tado dese jado .



APENDICE 4B

T ILL
Vamos ca l cu la r  o quadr i -momento e le t romagnê t i co

as ,
associado a solução 4 (3 ) ,  das equações de Maxwell não-homogê"º

m
esc r i t a  na forma 4 (9 ) .  Escolhamos uma quad r i - supe r f í c i e  t i p  tem

- 
{ -

po  que é um tubo de  ra i o  p envo lvendo a linha de  mundo da  pa r t

cu la ,  e se  ex tendendo des te  T t  a Tye E la  & esc r i t a  como!’

do"  = ndo  4h (1 )

- . ; AP I  su-onde u" é uma quadri-vetor tipo-espaço, uni tár io  e normal #
. ; PENN pelope r f i c i e  cons ide rada .  O elemento de supe r f i c i e  é formado Fá

PR . as . - . ua
produ to  de  uma supe r f í c i e  t r i - d imens iona l  com o modu lo  de até QUT

d r i - ve to r  t ipo-tempo na di reção da linha de mundo da pa r t  fouls

( v¥ (1 ) ) .  A supe r f i c i e  t r i - d imens iona l ,  devido a escolha #% +ubo

de ra i o  p , ê a supe r f i c i e  de uma es fe ra  de  mesmo ra i o .  7 +880

teremos:

d®c = p? dRodt “ i  (2)

onde d f  é o elemento de ângulo só l i do  e ad t  & a con t r i bu  .%%"" na

d i reção  de movimento da pa r t í cu l a .  Podemos determinar  « ,  47  #3 "

do que o deslocamento dos pontos da superf ic ie do tubo Jem

t a i s  que  as l i nhas  que  formam o t ubo  se jam sempre pa ra .  I L

nha de mundo da par t ícu la .  Observando a f igura do apen-. A
u . r o

vemos que ,  cons ide rando  x” como um pon to  do  t ubo ,  pa ra  --” f =

p r i edade  acima se ja  man t i da ,  devemos ex ig i r  que:
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4 zw | = o 4B(3)

ou se ja ,  (dx"  - v "d t ) v  + pU¥a d t  = 0

e

v dx! = -(1+pau)dt 4B(4)

Logo  para  que as  linhas que formam o t úbo ,  ao serem var iadas

(dx ” ) ,  se  mantenham pa ra le las  à linha de mundo ( v " ) , a componen-

t e  de dx" nessa di reção € dada po r :

laxH], = (1+pa Jdrt 4B(5)

onde ldxM], é a componente de dx "  na d i reção de v " . Com i sso  te

remos que a= l+pa  po i s  ax "  | ,  representa o elemento de arco

que um pon to  no  tubo desc reve r i a , . caso  se mant i vesse  pa ra le l o  a

v " .  Assim podemos esc rever  a expressão pa ra  o momento e le t romag

nét i co ,  atravessando o tubo desde 1; à 1 , ,  como:

2 T ,  :
Ur à3 = _ ur 2- | M d o | d t  | de M™ Up (1+pa , )  4B(6)

T ,

Então a pa r t i r  de  3 (3 ) ,  que é a de f i n i ção  do  tensor  s imé t r i co  mo-

men to -ene rg ia  do  campo e usando  o t enso r  F i r  dado  po r :

u r ,  eur 1 pur urFg f + 2 (F r  + F ,  ) 4B(7)

podemos ca l cu la r  4B(6). Do resu l tado 4A(13) do apêndice4A sabemos

que:
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: |ad  + Fo r  = —2e E v i t !  - A Ha r  +
i pa =~ o? 2p

2 .
+ 1 a yh  T l  + a‘ v l vg r |  - L a l uvy r l ,  4B (8 )2 UY 8 2

e a l ém d i sso ,  como f *T  deve se r  dado ,  podemos então começar  o cal

cu lo  de Meio cons iderando apenas os termos 1 /0 ”  t a i s  que n> 2 ,

Com i sso :

s T  1+pa_ | o* p* 4p?

2 u rFL i o , ,  4B(9)
4p p

e

2 2 aa  |pS, POF 2 def c l ,  au , al. uu 4B(10)
@ 1+pa, | 2p" 2p? 4p? 2p?

Então  te remos de  3 (3 ) ,  4B (9 )  e 4B (10 ) :

2 1 a t .  ou 1 8MMT e - vUP-d - | ) PH TR
4m (l+pau) | 29" 2p? 2p% ap?

+ evo | 4B(11)

Subst i tu indo 4B(11) em 4B(6) e calculando a in teg ra l  sobre o ângu-

l o  sól ido temos que:

1º )  Os te rmos  que dependem l i nea rmen te  de  UP vão  a ze ro ;  po i s

oY, so contendo a pa r t e  espac ia l ,  quando i n teg rado  sobre  todo
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o dominio dos ângulos po lares da contr ibuição nu la .

2º )  Para os termos que não dependem de U a in tegra l  é d i feren

te  de zero é da o r esu l t ado  4mt po i s  não temos . dependência

nos ângulos po la res .  Então,

2 2 2

2 ur
- | Nr d i o  = | E_ aPqdar-  | e f  v. d t  4B(12)

1 1 20  1

ou

2 2 4 2 ? ofHT

- | MMT do ,  = | (E v")ar | e v dt 4B(13)
. 1 d t  2p 1

Pode-se mostrar |10 |  que o termo entre parênteses,no integrando

do 1 º  termo da d i r e i t a , é a quadri-momento assoc iado ao campo Cou

lombiano de uma par t icu la  em movimento com quadr i -ve loc idade vV ,

dev ido a todos os pontos  do espago, excetuando o volume de uma

pequena es fe ra  de ra i o  p dev ido  a pa r t i cu l a .  Com i sso ,  chegamos

ao  resu l t ado

2 2 u | 2dP nr
- | MT do ,  = —coul 4, _ | ef v dt 4(12)

! 1 d r  1 Cc

o qual queriamos demonstrar.

Nos apêndices A e B f izemos C=1 nas pa r t es  i n i c i a i s ,  res

gatando seu va lo r  co r re to  nos resul tados destes apêndices.
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APENDICE 4C

Vamos cons iderar  in ic ia lmente que o s i s tema f i s i co  em

es tudo ,  se  encon t ra  l i v re  da ação  de fo rças  ex te rnas  de o r i gem

nao-e le t romagnét i ca .  Com i sso  a equação 4 (28)  se reduz a :

, 2u J 2 e A uK' (1) Fin re cs a av 4C(1)

Então com a a l teração acima em K" podemos manter as equações

as equações 4(30) e 3 (35)  i na l te radas .

Levando em con ta  o ac ima  expos to ,  nesse  apêndice i re -

mos demonstrar que o uso da condição assintót ica

l im  a" (1) = O 4C(2)
T >

Sobre a equação que é o r esu l t ado  de uma inversão tem-

po ra l  e fe tuada  sob re  4(30) ( pa ra  o s i s t ema  fechado ,  sem fo r ça

ex te rna ) ,  nos  l eva rá  a uma equação de  "mov imen to "  que t em as

mesmas p rop r iedades  que 4(35)  (pa ra  o s i s tema es tudado ) .  Esse

r esu l t ado  nos  i nd i ca  que :

1º  O uso de qua lque r  uma das condições ass in tó t i cas ,  4 (1 )

ou  4C(2 ) ,  € i gua lmen te  poss í ve l ,  ou  se ja ,  não  i n t r oduz

qua lquer  pa r t i cu l a r i zação  do resu l t ado .  4C(3)
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2º  A nossa t eo r i a  ê invar iante po r  uma iversão temporal  4C(4)

Vamos in ic ia lmente  considerar a inversão temporal,  de-

f in ida de t a l  forma que :

T : t+ t '  <=> t '  = -t 4C(5)

onde

e 4C(6)

-»  < t '  <0

Podemos ve r  fac i lmente  a ap l i cação  de T sobre algumas - gran-

dezas  fundamen ta i s  (quando reesc revemos  as  mesmas como função

de  t ) :

= X 4C(7)
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T :  © + 1 '  = e r  4C(8)

Usando os  resu l tados  ac ima ,  t e remos :

u MeoT: v (1) > v'" ( 1 )  =v, (O)  4C(9)

T :  a” (1) + a t t r " )  = a, (7 )  4C(10)

Se ja  agora  a equação 4 (25 )  para  um s i s tema em que nao atuem for

gas externas:

ma" = —= Filv + — e. (a¥ - = aa, v") 4C(11)

ou

mat = Fi + n Fraga 4C(12)

onde

Fi = — Fr Vo. 4C(13)

Fa = — 2 a"  - p a'a, v") = Flog Vv, 4C (14)

Ca lcu lando  a i nve rsao  tempora l  de 4C(12 )  f i camos  com a nova  equa
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ção ,  em termos de t ' :

1 'T:ma" (1) = Fi (1) + 7 Frod + ma '¥( t ' )  = F(t ) +2 Fadl) 4C(15)

Para as novas grandezas l i nha ,esc r i tas  em termos de t '  as antigas

re lações  das grandezas sem linha, esc r i t as  em termos de 1 ,  devem

continuar valendo. Com i sso ,  poderemos escrever 4C(15) na forma:

+ 1 FE! 1 E 'V= EM lg  - l
ma' (1T ' )  F i n ( t h )  * T rad  2 rad 2 rad

ma'(1') = BM (1) - " Fil 4C(16)

onde Fah (T") é def in ido em analogia com F i l ( t ' ) .  Vamos agora de-

r ivar a equação de movimento para  esse s i s t ema ,  a pa r t i r  de4C(156),

com a a juda da condição ass in tó t i ca  4C(2}; comegemos po r  reescre-

ve r  4C(16) na  f o rma :

m(a' (17) + ta! (1) = KI (z') 4c(17)

Khe (e) = Fhe Ge) + 2 adanmanviey) cas)

Usando a condição ass in tó t i ca  4C(2),escrita em termos de variável

T ' ,

lim a "  (1') = O 4C(19)
Trem

obtemos a pa r t i r  de 4C(17), (analogamente ao procedimento :seguido

no Cap i t u l o  4 ) :

LL
LP

IN
 

SE
E
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a'P(41) = & K '  ( t e  d t "  4C(20)mt e out

0

ou, depois da transformação, a = m=, 4c(21)
To

0
ma 'H( t ' )  = I. Koc ("+ a t g l e ”  da 4C(22)

que é a ana loga a equação de "movimento" 4 (35 ) .  Resta-nos gora

mos t ra r  que a equação 4C(20), esc r i t a  em termos de 1 '  tem as  mesma

propr iedades que 4 (35 ) .  Uma das formas de fazer  i s so  € escreven

do 4C(20) em termos de T e mostrando que essa nova equação co inc i -

de com 4 (35 ) -  Podemos f aze r  i s so  com a a juda de4C(B),  4C(9 ) ,

4C(10)e do fa to  de que | 10 ] .

T:F} (1) + Fh ( t )  = Fou (1) 4C(23)

Usando esses  resu l t ados  em 4C(18)  , teremos, depo is  de levan-

t a r  os i nd i ces ,

KY (-1) = FP (0) - 2¢  Mpa :  (mv) = KH (1) 4C(24)out  in 3 C5 A in

Logo, escrevendo 4C(20) em termos de 71, teremos:

Tp  0.=K i  (De  dt  4C(25)
/ © =a )  = e To | -T /1

mt ”  T

que é a equação 4(35). Com isso, vemos que a equação 4C(20) escr i-

t a  em te rmos  de 1 '  t em  as  mesmas p rop r i edades  que 4C(25) em termos

de Tt. Ou se ja  va lem 4C(4) e 4C(3 ) .
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Observação: Não consideramos fo rças  ex te rnas ,  po i s  a forma das

mesmas, como função de 1, só é expecificada para cada caso part icu
l a r  em questão,

m
p 

se
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CAPITULO 5

DISCUSSÃO SOBRE A EQUAÇÃO E SUAS SOLUÇÕES

Essa seção é d i v i d i da  em duas par tes  que v isam um estu

do da equação ob t i da  na  seção an te r i o r .  A p r ime i ra  pa r te  ê uma

andl ise  dessa equação buscando a ident i f i cação dos termos ne -

l a  con t i dos ,  a lém de um argumento que most ra  que ,  pe lo  menos no

domínio c láss ico  ( reg ião de val idade da nossa equação), a que-

b ra  da causa l idade  impos ta  pe la  equação de movimento € reconc i -

l i a ve l  com os p r i nc íp i os  f í s i cos  de causa precedendo (ou  sendo

simultânea) ao e fe i t o .  Já a segunda par te  t rata da solução ex-

p l í c i t a  da equação de movimento pa ra  alguns s is temas f í s i cos

s imp les  t a i s  como: par t í cu la  l i v re ,  pu l so  i ns tan taneo ,  pu lso  fi

n i t o ,  fo rça  constante,  po tenc ia l  coulombiano. Também é fe i t o  um

es tudo  s imu l t âneo  de a lgumas ca rac te r í s t i cas  de a lguns  desses

s i s temas ,  à l uz  das so luções ob t i das  para  cada um de les .

5 .1  - Discussão Sobre a Equação

Vamos observa r  as equações de movimento 4 (36 ) ,  ne las

observamos a p resença  do quad r i - ve to r  K" de f i n i do  em 4 (28 ) .  Es -

se quad r i - ve to r  r ep resen ta  as f o r ças  que atuam no  s i s tema par t i

cu l a  mais campo de ve loc i dades .  K" é formado pe la  soma de t r ês
: . : u - . .t e rmos :  O p r ime i ro ,  F i n  r ep resen ta  a f o r ça  e l e t r omagné t i ca  de -

v ido  a campos ex te rnos .  Ja  Foy t  € a i n t e ração  do s is tema com a -

gen tes  ex te rnos  de o r i gem e le t r omagné t i ca  ou  não .  F i na lmen te ,

- ( 1 /C2 )RvY  pode  se r  i n t e rp re tado ,  se  l eva rmos  em con ta  o r esu l -

tado do Cap i t u l o  3 ,  como sendo a taxa de va r i agao  do momento do



85

s is tema (par t í cu la  + campo de ve loc idade)  devido a emissão de

rad iação .  Podemos f aze r  duas observações impor tan tes  sobre o Gl

t imo  t e rmo ;  em pr ime i ro  l uga r ,  vemos que es te  é uma quadr i -

fpra t ipo- tempo, o que apesar de não ser  muito comum, não  in-

t roduz  problemas para  o nosso modélo.  E em segundo l ug ra ,  esse

termo é a p rópr ia  reação de radiação (Capi tu lo 3 ) ,  e sera d i fe -

rente  de ze ro  se  e somente  se  a'ÉÁO, como e ra  de se  esperar.

Os demais termos que aparecem em 4 (36 )  são de fac i l  in

t e rp re tação  e es tão  re l ac i onados  a va lo res  de f i n i dos ,  pa ra  um

dado i ns tan te ,  dos  quad r i - ve to res  (p* e Ponte)"  A lêm do  momen
i n

t o  como função do tempo propr io  para  o s i s tema  em “questão

p" (1).

As ca rac te r í s t i cas  mais impor tan tes  das equações 4(36)

€ a não - l oca l i dade  tempora l  imposta sobre o s i s t ema .  Para v isua

l i za rmos  me lho r  es te  f a to ,  vamos cons ide ra r  a fo rma 4 (40 )  da

equação  de mov imen to .  Uma vez  que as  f o r ças  ex te rnas  agem duran

t e  um i n te r va lo  de tempo f i n i t o ,  podemos f aze r  a pe rgun ta  apro-

ximação em 4 (40 ) ,

ma" (1) = K" (+b )  ~ XK (1) 5(1)

onde a ú l t ima  ap rox imação  vem do f a to  de que  t o  é mu i t o  pequeno .

Em verdade temos que para o e l e t r on ,  t n  |4(27)] |  é aproximadamente
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0 .62  x 107* *  segundos. Vemos então de 5 (1 )  que a localidade no

tempo ê então restabelec ida após ta is  aproximações. Um fa to  im-

po r tan te  a se r  notado é que a d i f e rença  ent re  5 (1 )  com b=0 e a

equação 4 (30 )  ( a  qual é temporalmente l oca l )  ê o t e rmo :

e?= a t  5(2)

Es te  termo pode se r  ident i f i cado como o responsável  pe la  ndo - l o -

ca l i dade  no  tempo da equação de  mov imento ,  uma vez  que € a sua

presença que f o r ça  a i n teg ração  de 4 (30 ) .  E uma vez  que es ta  e-

quação é i n t eg rada ,  o termo 5 (2 )  desapa rece ,  mas surge  o ca ra -

ter  não - l oca l  na equação in teg rod i fe renc ia l  r esu l t an te ,

Podemos ve r  da equação 5 (1 )  que o ca ra te r  de não- loca l i

dade tempora l  da equação de movimento nos leva à quebra do p r in -

c íp i o  de  causa l i dade ,  po i s  podemos in te rp re ta r  5 (1 )  da  segu in te

fo rma :  o s i s t ema  é ace le rado  no  i ns tan te  1 ,dev ido  a ação  de  uma

f o r ça  no i ns tan te  1 + b t ,  pos te r i o r  a 1 .

Vejamos porém que apesar da ex i s tênc ia  da quebra de cau

sa l i dade ,  esta € ta l  que oco r re  em um in te rva lo  de tempo da ordem

de  g randeza  de  Tp.  Como pode  se r  v i s t o  de  5 (1 )  e do  que f o i  d i t o

no pa rágra fo  an te r i o r .  Com i sso ,  pa ra  iden t i f i ca rmos t a l  efeito,

deveriamos ter uma fo r ça  que l evasse  um i n te r va lo  de tempo AT < To

para começar a ag i r ,  o que não é possíve l  para uma fo rça  c l ass i

ca .  O que torna a quebra de causa l idade  não observáve l  para  a

reg ião  de va l i dade  da equação.
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Outra evidência de que o carater  não- local  não é re-

l evante  para o t ra tamento cons iderado, é ob t ido  a pa r t i r  da compo

nen te  temporal  da equação 4 (25 ) :

+ > » +
= = YV.F + Tp - = (YV.F) - yp  5 (3 )

T .  T

onde usamos a de f in i ção  do  quadri-momento de uma pa r t i cu l a  e a

aproximação ak=F¥/m em 5 (2 )  uma vez  que es te  & pequeno. Observe

que,  uma vez  que 5 (2 )  é o responsave l  po r  e fe i t os  nao - l oca i s ,  a

observação da energ ia  assoc iada a esse termo (a  pa r t i r  de 5 (3 ) )

nos l eva ra  a conf i rmação da ndo - loca l i dade  temporal  na propr ia

equação i n teg rod i f e renc ia l  de  mov imen to .

Para o s i s tema em movimento c i r cu la r  ( rad iação de sincro-
+ >

t r on ) ,  no qual V.F=0,  teremos, a pa r t i r  de 5(3) ,  e depo is  de a lgu

mas aproximações (Apêndice 5A):

- E pq  - 51, PP) 5(4)
d t  mc?

Vemos, a pa r t i r  de 5(4) ,  que a d i f e rença  en t re  a va r i ação  da ene r -

g i a  c i nê t i ca  do s is tema e a taxa  de ene rg ia  em i t i da  na r ad iação

(P )  é d i f e ren te  de  ze ro  e a d i f e rença  é uma t axa  de  ene rg ia  de -

v ido  ao termo 5 (2 ) .  Logo , ao medirmos t a l  d i f e rença ,  estaremos

evidenciado o cará ter  não- loca l  e daí  a não-causalidade. Conside

rando que essa d i f e rença  se ja  da ordem de 1% da taxa  de ener -

f i a  c i né t i ca  temos que F deve ser >102°Mev/s para um e lé t r on .  Es

sas taxas  de emissão de ene rg ia ,  seguramente não es tão  no domí-

n i o  da f í s i ca  c l ass i ca ,  o que respa lda  o nosso desprezo pe lo  ca -



ra te r  acausa l  das equações de movimento ob t i das .

Segundo Konopinsky |12| uma forma diferente de vermos esse proble

ma pode ser obtida de interpretação da componente temporal 5 (3 ) ,  esc r i t a
-

ago ra  de  fo rma exa ta .  Para  i s so  cons ide remos  vHi=(yC,y v ) ,  e da í :

> +

= yF .V  - yp  5 (5 )& | (v-147Ime?
T

Vemos com i sso  que no l ado  esquerdo da equagao aparece

en t re  co l che tes ,  um termo que d i f e re  do termo YmC? usualmente

usado  pa ra  s i s t emas  nos quais t oda  a massa es tã  l oca l i zada  em um

pon to .  A d i f e rença  € ta l  que diminui aque la  pa rce la ,  quando o

s is tema se encont ra  com y > 0 ,  e é dada pe lo  termo -tQYmC?. Logo;

vemos que 5 (5 )  não  desc reve  o mov imento  de  uma massa l oca l i zada ;

i de i a  que j a  nos era f am i l i a r ,  po i s  tinhamos v i s t o  que o sistema

em ques tão  ê a pa r t í cu l a  ca r regada ,  ma i s  seu  campo Cou lombiano

os qua i s  não podem se r  i so l ados .

Baseados nessa i de ias ,  podemos d i ze r  que a "d im inu ição

de  ene rg ia  em re l ação  aque la ,  de  uma pa r t í cu l a  l oca l i zada ,  em

5(5 ) ,  se  deve  ao  f a to  de  a massa espa lhada  pe lo  espaço  (dev ido ao

campo Cou lomb iano  so l i da r i o  a pa r t í cu l a )  não  adqu i r i r  i n s tan ta -

neamente a nova velocidade devido a aceleração, po is  a ve loc ida

de de t ransmissão do s i na l  que comunica a mod i f i cação  da ve loc i -

dade a todos os pon tos  do campo é f i n i t a .  Com i sso  somente pa r te

da  massa t o ta l  do  s i s t ema  adqu i re  a ene rg ia  dev ido  a nova ve loc i

dade .
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5 .2  - Soluções da Equação de Movimento para Alguns Sistemas Sim-

p les

I n i c ia lmen te  vamos cons ide ra r  movimentos unidimensio-

na i s ,  o que f ac i l i t a rá  bas tan te  nosso t r aba lho ,  mas não de ixara

de in t roduz i r  os  resu l tados  ca rac te r í s t i cos  das equações ob t i -

das .  Pos te r i o rmen te  faremos o t ra tamento  do p rob lema ,  dev ido  a

uma fo rça  cen t ra l  do t i po  Coulombiano. Mais  espec i f i camente , con-

s ideraremos o s i s tema l i gado  formado pe lo  atomo de um e le t r on .

a )  Movimentos Un id imens iona i s .

Como p r ime i ro  passo vamos escrever  as componentes da

equação de Lorentz-Dirac (4(25)). Vemos primeiramento que, num

movimento qua lque r ,  a quad r i - ve loc i dade  f i ca  escrita:

vb = (Cy, W) 5(6)

+onde w=yv .  Usando o r esu l t ado

v iv ,  = -C? 5(7)

podemos re l ac i ona r  as  duas  componentes  de  5 (6 )  po i s :

y= a -% = 14X)?
c? Cc? (8 )

Com i sso  podemos ca l cu la r  ou t ras  g randezas  necessa r i as  pa ra  nos -

so ob je t i vo ,  t a i s  como:
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u + “é 3 àat = ( cy , w) = (—"U ) 5(9)(w2+c2 )1 /2 ’  bi

u w. C2w?2 3a = ~ + 5(10

2 2.5.2
P = 2 — a ,  a "  = mT ,  Lw® 5 (11 )

3 c t  w?+C?

E f ina lmente  a componente espac ia l  da  equação de Lorentz-Di rac

f i ca  esc r i t a  na fo rma;

1 /2  >- —->

+ E w? wow?WwW = — 1 + — + T ow - 5 12
m ( p r y  o f  . . .  ( )

onde YF é a componente espac ia l  do quadr i -ve tor  Kk", o qual r e -

p resen ta  a agao dos agentes ex te rnos .  Ao calcu larmos a componen-

t e  temporal da equação 5(6) vemos que esta & idênt ica a 5(12) .

Ass im ,  nao  ob temos  nenhuma in fo rmação  dessa  componente .

Pa ra  o caso  un id imens iona l  podemos s imp l i f i ca r  5 (12 )

grandemente pe la  in t rodução de uma nova va r iáve l  chamada rap i -

dez  (ce) e de f i n i da  exp l i c i t amen te  pe la  r e l ação :

w = Cs inhe  5 (13 )

Podemos f aze r  uma i den t i f i cação  da rap idez  pa ra  ve loc idades  não-

re l a t i v i s t i cas ,  nesse caso:

w=v  e como v /C<<1=>  s i nhe  = ¢
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e com i sso ,

e = v /C  5 (14)

ou se ja ,  nesse l im i t e  a r ap idez  representa  a ve loc idade  da part i

cu la  em un idades  da  ve loc i dade  da l uz (C ) .  Obse rve  também,a pa r -

t i r  de 5(13) ,  que e va r i a  en t re  os l im i t es  -w<eg<w, En tão ,  podemos

passa r  ago ra  ao  ca l cu lo  das  g randezas  an te r i o res  exp ressando-as

ago ra  em te rmos  da rap idez .  A pa r t i r  de  5 (8 )  e da  . de f in i ção

5 (13 )  t e remos :

Y = coshe  5 (15 )

w : :v = —— = c tanhe  5 (16 )
Y

w = Cécoshe e W = Cicoshe+Cé?sinhe 5(17)

e a equação 5(12)  f i ca  reduz ida  a

E -qÇes É 5(18)
mC

Podemos reso l ve r  essa  equação ,  ou  se ja ,  ob te r  o va lo r  da  rap i -

dez  como função  do  tempo p rop r i o  pa ra  uma dada f o r ça  ex te rna .  Mas

pa ra  i s so  prec isaremos da a juda  das condições ass in to t i cas  4 (1 )

e 4 (2 )  dev idamen te  esc r i t as  em te rmos  de  ce. As qua i s  f i cam,  a

pa r t i r  da  de f i n i ção  5 (13 ) :

l im  (1 )  = O 5(19)
| 1 | +

F
T

 
a
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l im  e(1) = e(») e lim e ( t )  = g(=-») 5(20)
T+  T->= 00

Então, usando 5 (19 )  podemos in tegrar  a equação 5 (18 ) ,  ass im usan-

do um procedimento análogo aquele usado na  obtenção de 4 (35 ) .
F icamos  com:

a t / t  t - T '  / tE(t) = e ºº| d l  EF, 0 5(21)
T, mCT O

Uma ca rac te r í s t i ca  impor tante  dessa  equação & que o va lo r  de

E (T )  não depende de  algum te rmo assoc iado  a r eação  de  rad iação ,

o que f ac i l i t a  a obtenção das suas so luções .  F i na lmen te ,  .usando

a cond ição 5(22)  podemos in tegra r  5 (21 )  e ob te r  a r ap idez  como

função de 7 ;

T 00
' / 1] " = "/

g ( t )  = e ( -= )  + | d t '  e “ o  J ar" E(x e “To  5 (22 )
1 !  Tg mC

onde o va lo r  ass in td t i co  da rapidez esta associado a uma ve loc i

dade i n i c i a l  do movimento v , ,  que a pa r t i r  de 5 (16)  é dada po r :

€(-»)  = tahn™! (vy/C) 5(23)

Vamos ago ra  passa r  pa ra  ob tenção  exp l í c i t a  da  rap idez

a pa r t i r  de 5(22)  pa ra  a lguns casos pa r t i cu l a res .  P r ime i ramente ,

t r a ta remos  um caso  s imp les  que, apesar  de  não  i n t r oduz i r  as  ca rac

t e r í s t i cas  própr ias  da equação 5(18), nos mostrará que essa & com

pa t i ve l  com nossos  conhec imen tos  an te r i o res .  E pos te r i o remen te  ,

passaremos a ou t ros  gradualmente mais  complexos:
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1. Part icula l iv re

Nesse caso  t e remos ,

F=0  5(24)

e a pa r t i r  de  5 (21 )  f icamos com:

e(t) = O 5(25)

e(t) = e(-=) 5(26)

e esses resu l tados  garantem a va l idade  da 2°  l e i  de Newton para

o mov imento  i ne rc i a l  do  s i s t ema .

2. Par t icu la  Uniformemente Acelerada.

Agora  fa remos  ag i r  sob re  o s i s t ema  uma fo rça  do  t i po ,

F=B 5027)

onde B é uma constante.  A ação dessa fo rça  se dara a pa r t i r  do

i n s tan te  ze ro  e pode rá  se r  ca l cu lada  em um i ns tan te  T pos te r i o r

qua lque r .  Assim obtemos facilmente:

t / t  - t ' / Te 0 | ar’ B , 0 5(28)
T

M
e Ú

que integrando da,



e= E | .— 5(29)

que É constante,

Para a rapidez podemos ob te r ,  a pa r t i r  de  5 (29 ) :

T
e(t) = €(0) | aro EB

mC0

ou

= Be ( t )  = e (0 )  + — 1 5 (30)
mC

Um resu l t ado  i n te ressan te  para esse t ipo de movimento aparece

quando vamos observar  o ba lanço  de ene rg ia ,  dado pe la  equação

5 (3 ) .  Para o movimento uni formemente ace le rado  pode-se mos t ra r

que va le  a r e l ação  en t re  o termo de Scho t t  e aque le  dev ido a rea

ção de rad iação  (4 (24 ) ) :

- L  dant = 0 atax # 0 5(31)

Então observando a equação 5 (3 )  esc r i t a  na fo rma:

= .  2
à ( ymc? )  = yv .F  + 2 e ( a  - 1 2 axv?) 5 (32)
d t  3 Cc Cc?

onde É = Bi e v = c tane ( t ) u ,  podemos d i ze r  que a ene rg ia  c i ne t i -

ca  da pa r t í cu l a  de massa m é toda  e l a  dev ida  a fo rça  ex te rna  e

a ene rg ia  i r r ad iada  é dev ido  ao  te rmo  de  Scho t t  ( r esponsave l  pe -

l a  não -causa l i dade  como v imos ) .  Po i s  dev ido  a 5 (31 )  temos que

5 (32 )  na  ve rdade  rep resen ta  duas  equações :
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->  .

4 (ymC?) = vv .É e as = 1 aao  5(33)
d t  c?

que va lem independentemente. Vemos com i sso  que uma outra forma

de  ev idenc ia rmos  o ca ra te r  ndo -causa l  das  nossas  equações, é me -

- d i rmos a r ad iação  em i t i da  duran te  o movimento uniformemente ace -

l e rado .

3 .  Par t icu la  sobre a ação de um pu l so .

Se ja  agora uma força uni forme igua l  ao caso an te r i o r ,

mas que age  sob re  o s i s t ema  du ran te  um i n te r va lo  de  tempo f i n i -

t o .  Essa € uma s i t uação  f i s i camen te  poss í ve l  enquanto que a an-

t e r i o r  é um l im i t e  do  p resen te  caso ,  ob t i do  ao  faze rmos  o i n t e r -

. va l o  de tempo p rop r i o  durante o qua l  age a força ex te rna ,  se r

mu i t o  ma ior  do  que qualquer i n te rva lo  cons iderado no prob lema.

Como de f i n i ção  pa ra  o nosso  pu l so  t e remos :

F (1<0 )  = O;  F (0< t<7 , )=B  F (1>1 , )=0  5 (34 )1

I n t r oduz indo  essa  de f i n i ção  na equação 5 (21 ) ,  poderemos ca l cu la r

a va r i ação  tempora l  da rap idez  (a  qua l  no  l im i t e  ndo - re l a t i v i s -

t i co  ê aproximadamente a p rop r ia  ace le ração ,  em unidades de C ,

da pa r t í cu l a  de massa m).  Vemos,a pa r t i r  de 5(21), que a "ace lera

ção "  es tã  de f i n i da  para  os i n te r va los  de tempo p rop r i o  an te r i o -

res  a ze ro  e en t re  zero e T,, Então, fazendo o ca l cu lo  ap rop r ia -

do pa ra  esses do i s  i n t e r va los ,  obtemos:
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-T7 /7 ,  1/19 )
g ( t )  = ae ( 1 -e  Je <0

e ( t )  = E. ( 1  - Oo ,  octet, | 5(35)mC - |

g ( t )  = 0 12

Podemos ver a forma da  "ace le ração"  ob t i da ,  fazendo um graf ico

da  mesma versus  o tempo p rop r i o .  Ta l  procedimento resu l t a  em:

hme = do/de

LS  e-——

=

Observando a f i gu ra  3 ,  vemos agora c la ramente  o e fe i t o  de "preace

le ração " ,  ou  se ja ,  antes  de i n i c i a r - se  a ação da f o r ça  ex terna

temos, num in te rva lo  da  ordem de 16 ,  a presença de uma "ace le ra -

ção" d i f e ren te  de zero.  Um fa to  andlogo acontece próximo (da o r -

dem de 1,) ao f im  da ação da fo rça  ex te rna .  Mas como v imos ,  dev i -

do  ao  f a to  desses  do i s  fenômenos oco r re rem num i n te r va lo  de  tempo

tão pequeno, não precisamos nos preocupar com e les  dentro do nos-

so .enfoque c lass i co .

Novamente ao anal izarmos o ba lanço  de ene rg ia  do s i s t e -
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ma, teremos a poss ib i l i dade de interpretar o fenômeno da  "preace-

l e ragdo "  de uma forma bem in te ressan te  | 12 | .  Durante a ma io r  par -

t e  do movimento acelerado, ou seja,  no intervalo 0<t<t; tudo ocor

r e  como no movimento uni formemente ace le rado  ( ve ja  i t em  an te -

r i o r ) .  Mas pouco an tes  do i n i c i o  da ação da f o r ça ,  vemos que uma

vez  que j a  ex i s t e  uma quad r i - ace le ragdo  aYf£0, t e remos  também emis

são de rad iação .  A ene rg ia  necessá r i a  pa ra  equ i l i b ra r  aquela, trans

por tada pe la  rad iação, não pode v i r  d i re tamente da força ex te rna ,

que a i nda  não começou a ag i r  sob re  a pa r t í cu l a .  Então pode -se  lan

çar  mão novamente da i dê ia  do campo Coulombiano so l i dá r i o  a par t i

cu la  e espalhado em uma reg ião  em torno da mesma. E agora dizemos

que  a i n te ração  do s i s tema (pa r t í cu l a  + campo Coulombiano) com a

f o r ça  ex te rna  tem i n í c i o  quando a r eg ião  ma i s  ex terna  do campo

Coulombiano e fe t i vo  en t ra  em con ta to  com aque la .  Logo,a ene rg ia

assoc iada com a emissão da rad iação  ê proveniente dessa in teração

do Campo Cou lombiano com a fo rça  ex te rna .

b )  Mov imentos  T r i d imens iona i s

Nesse  i tem nds nos preocuparemos em ana l i sa r  um mov imen to

t r i d imens iona l  em pa r t i cu l a r ,  a sabe r :  o movimento de uma pa r t i cu

l a  car regada sobre a ação de uma fo r ça  cen t ra l  a t r a t i va .  Para tal,

vamos i n i c i a r  nosso es tudo demonstrando que, mesmo ao in t roduz i r -

mos a reação de rad iação ,  o movimento sobre a ação da re fe r i da

f o r ça ,  se da em um p lano,  o que reduz i ra  o conjunto de equações

a se r  r eso l v i da .

I n i c i a lmen te , vamos esc reve r  a componente  espac ia l  da

equação de Lorentz-Dirac, na forma:
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27  +> + 1 >
d r  . f ( ) r  + 1 dr , 20 dr a ta )  5 (36 )
dr? mr dt? cc? dt

>
2 + ss  > T +

ar xr TO dE xr + ada, E xr 5(57)
dt?  av c? d t

Tomando novamente o produto ve to r ia l  da nova equação, agora com

dr /d i ,  podemos obter  após algumas operações algêbr icas e veto-

rigis, o resu l t ado :

2% + => a>Dx  E ,  dF o r , d r  dE 5(38)
1, dr dr? dr dr? .

Ao resolvermos essa equação encontramos o resu l tado ge ra l :

> > T /T

rx d r /dT  x d? r / d t?  = Ce © 5(39)

que não & uma solução f is icamente poss íve l  po i s  € divergente para

va lo res  c rescen tes  no  tempo p rop r i o .  En tão  devemos esco lhe r  o va -

l o r  zero  pa ra  a cons tan te  C .  Fazendo i sso  teremos o resu l t ado  (pa

ra  todo  tT) que d i z  que os t r ês  ve to res  do l ado  esquerdo de 5(39)

se encontram no mesmo p lano .  E além d isso pode-se mostrar também

que T e d®T/dt? são co l i neares .  Esse resu l tado nos permite t ra ta r

o p rob lema  em duas  d imensões ,  ass im  podemos esc reve r  as  componen-

tes  espac ia i s  da  equagao de  Lo ren t z -D i rac  pa ra  o p rob lema .  Apar -

t i r  da forma ge ra l  5 (12 )  teremos em coo rdenadas  ca r t es i anas ;

: F .  w+? 1/2 ws (W24w?)
we = (12) + To  i 2 )  i =  x , y  5 (40 )

m Cc 2 2 2WWE +Hy tC
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onde

-— pe ® e .  . .
W=YV = YXX + yyy =>w_=YyX  E Wo =YY 5 (41 )

Vamos agora res t r i ng i r  o nosso es tudo a um t ipo  espec ia l  de fo rga

cen t ra l ,  a sabe r ,  a fo rça  Coulombiana. Sua forma & bem conheci -

da e para  a in teração en t re  um cent ro  de cargas pos i t i vas  +Ie e

uma par t í cu la  de carga  negat iva  -e € dada por:

3

=> 2 +

F =-2º 7 © 5(42)
r :

Podemos agora esc rever  a equação de Loren tz -D i rac  para esse caso,

i n t roduz indo  5 (42 )  e a de f i n i ção  das componentes de  w (ambos em

coordenadas ca r t es i anas )  na  componente espac ia l  5 (40 ) :

. .  sos = - Ze ºx : v  se  ® op " oeYX + YX; ia) 2 + To (FX; +VX, HAIR Tx:
1 )

%; (Yv2+2iv.3+y%a?)
- pn i j  e i , j =1 ,2  5(43)

onde Y f o i  dado em 3C(Z } ,

5 v a )?  a? 32  >¥ = 3v  hd + vy? a +X  v .a  , 5 (44 )
Cc” C Cc

e os ind ices  re fe rem-se  as duas componentes ca r t es i anas  usadas na

desc r i ção  da t r a j e tó r i a .  Observando a equação 5(43)  podemos ver

que es ta  equação não  possu i  so luções  ana l í t i cas ,  a l ém de se r ,

não - l i nea r ,  ou se ja ,  es ta  so pe rm i t e  so luções numéricas. Vamos

en tão  pensar no s is tema que i remos ana l i sa r  com essas equações.

Lu
v



Para a maior parte das t ra je tó r ias  de e le t rons em núcleos t ip icos

a formulação re l a t i v i s t i ca  é desnecessária, po i s  nessas oOrbitas

t a i s  pa r t í cu las  movem-se com ve loc idades  mui to  in fer io res  da l uz .

Dessa f o rma ,  ao  usa rmos  um enfoque não - re l a t i v í s t i co  do p rob lema ,

o s i s tema de equações 5 (3 )  f i ca  esc r i t o :

i t j  e i , j = l , 2  5(45)

Apesar de não termos so luções  ana l í t i cas  para  es te  conjunto vemos

( pe lo  mesmo mot ivo  do caso  an te r i o r )  que as  equações

5 (45 )  são  bem ma is  s imp les ,  poss ib i l i t ando  ass im  o surg imento

de so luções ana l í t i cas  aproximadas.  Uma so lução desse t ipo  fo i

obt ida por  C lav ie r  | 13 | ,  para regiões próximas ao cent ro de fo r -

ca .  A so lução  é uma esp i ra l  l oga r i tm ica  que ,  esc r i t a  em coordena

das po la res  (p  e 6 ) ,  f i ca :

- ( co td )O
Pp =p e

p=  sScos¢ 5(46)

onde é é o ângulo  cons tan te  ent re o ra io  ve to r  e a tangente a

t r a j e tó r i a ,  s é o comprimento de arco sobre a t r a j e tó r i a  medido

para  t r as  a pa r t i r  do zero na  o r igem,  e Ky ê a cu rva tu ra .  Temos

ainda que o angu lo  ¢ ê dado pe la  r e l ação :

3 /2 ,4 cos  3 (1 l - cos2¢ )  5 (47 )

O fa to  de t e rmos  ob t i do  como so lução  5 (46 )  nos  l eva  a

pensar um pouco acerca da es tab i l idade de um sistema “constitui
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do dessa forma. A imagem que nds podemos fazer  agora € de um e le

t ron orb i t rando um nuc leo  dev ido a fo rça  cen t r ipe ta  imposta  ao

p r ime i ro .  Es te  (po r  t e r  carga)  em i te  umadada quantidade de radia

ção .  Por  ou t ro  lado essa rad iação t ranspor ta  energ ia  e com i sso ,

para con t raba langar  essa perda  de energ ia , o e l é t r on  se aproxima

do  núc leo  pa ra  o qua l  j a  e ra  a t ra ído  e diminui sua energ ia  poten

c ia l .  Assim, vemos que,dada uma o rb i t a  i n i c i a l  para o e l e t r on ,  a -

pos um ce r t o  i n t e r va lo -de  tempo es te  se p rec ip i t a  sobre o ni-

c l eo .  Uma vez que na  na tu reza  observamos va r ios  elementos es ta -

ve i s ,  esse  modé lo  se  mos t ra  i ne f i caz  e na  verdade fo i  uma das

fa lhas  da Mecânica C lass i ca ,  e somente depo is  da  in t rodução da

Mecânica Quân t i ca ,  pudemos ob te r  uma so lução  ace i t áve l  para esse

prob lema.  Vamos agora ob te r  alguns resu l t ados  quant i ta t i vos  para

esse prob lema.

Como v imos anter iormente, as  quan t i dades  de  ene rg ia  trans

por tadas  pe la  rad iação  são uma f r ação  bem pequena da ene rg ia  da

pa r t í cu la  ace le rada .  Dessa forma além do uso  de re l ações  não-

re l a t i v í s t i cas  (que j ã  t inhamos v i s t o  serem uma boa aproximação

para  esse s i s t ema) ,  pa r t i r emos  de equações vá l i das  para  uma pa r -

t í cu l a  ca r regada  que não em i te  r ad iação ,  ao  desc reve r  uma dada

o rb i t a  c i r cu la r .  Inicialmente escreveremos a energia da part icula de mas-

Sa m e ca rga  -e  sobre a ação de um núc leo  de carga  Ze,  em uma Or

b i t a  de ra i o  r , '

2e ==mU2 - 2€ = - Z mu = - 28 5(48)

onde as duas ú l t imas  igua ldades  fo ram ob t i das  dev ido  ao equ i l i -

b r i o  en t re  as f o r ças  cen t r i f ugas  e a t ra t i vas :
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5(49)

Além d isso temos também o per íodo de uma dada órb i ta  dado po r :

2nr 1 /2
LL 2n (  ——) 25 /? 5(50n º  e n (50)

Na nossa aproximação teremos, durante uma dada o rb i t a ,a  par t ícu la

sendo ace le rada de uma quant idade cons tan te ,  uma vez  que a o rb i t a

não é desv iada.  Essa ace le ração  se ra  dada pe lo  termo centr ipeto

igual a ur, a qual da o r igem à emissão de uma ce r ta  quant ida-

de de rad iação na taxa  de La rmor .  E i sso , a pa r t i r  de 3 (19 ) ,  va l e :

2 U 2 -E à 2P=  2 = (= = 64 .  ( 2 mC 5(51)
3C Th 9Z mC To

onde usamos 5 (48 )  para  obtermos a u l t ima igua ldade .  Observando

essa u l t ima  equação vemos que quanto menor o r a i o ,  maior  se ra  a

taxa de emissão de rad iação .  I s so  j us t i f i ca  o que dissemos acerca

do ba lanço  en t re  a ene rg ia  po tenc ia l  e aque la  t ranspor tada  na  ra -

d iação .  A pa r t i r ,  de 5(51)  podemos esc reve r  a quant idade de ener-

g i a  em i t i da  em uma revo lução :

PT  = 2 ,  e tn ) ’  =
3 CcT

n

——) 5(52)

Vamos t es ta r  uma de nossas hipóteses e ver se esta é ap l icáve l  ou

não .  Podemos de te rm ina r ,  a pa r t i r  de 5 (52 )  a quant idade de ene r -

gia i r radiada durante um periodo e vermos se nossa aproximação
de considerar  o rb i t as  não perturbadas é boa ou não. Fazendo i sso

vem

TT

FT
 

ah
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PT 1 /2  2 3 /2=. 8w 2 (——)  =n  5 (53)
3 mr C*

Calcu lando o va lo r  da f ração de energ ia  perd ida  para um va lo r  t i -

p i co  do ra i o  a tom ico ,  r 7207 ”  cm te remos n=10 "%21 /2 ,  que dev ido

ao seu  pequeno va lo r ,  j us t i f i ca  nosso  modé lo .  Estamos p ron tos  pa-

ra ca l cu la r  um va lo r  aproximado do in te rva lo  de tempo gas to  por

um e le t r on  para p rec ip i t a r - se  sobre o núc leo .  Esse resu l tado pode

se r  ob t i do  a pa r t i r  da taxa de perda de ene rg ia  5 (51 ) ;  durante o

re fe r i do  in te rva lo  de tempo a energ ia  deve diminuir de um va lo r

i n i c i a l  ( f i n i t o )  a té  -m., I s so  porque,  como j a  v imos, a ene rg ia  emi-

t i da  pe la  rad iação é proven iente  da diminuição da ene rg ia  poten-

c i a l  da pa r t í cu l a .  Dessa forma teremos, a pa r t i r  de 5 (51 ) :

- 00 - 0

2AT, = - de 2 92 Tq (mC?) de 5(54)
e P ( t )  64  e E

n n

Temos a inda  como esc reve r  esse  resu l t ado  em te rmos  do  ra i o  T

que, durante o i n te r va lo  AT,  deve va r i a r  desde o seu va lo r  i n i -

c i a l  a té  ze ro .  Assim usando 5(48) ,  que relaciona o raio ao va lo r  da

ene rg ia ,  f icamos com

0
31, Tr

AT = -— (E. r i d r  = — (= mC?) 5(55)
e 82 e?r n

Observando o resu l t ado  acima vemos que o i n t e r va lo  de tempo que

o e l e t r on  passa em o rb i t as  proximas ao núc leo ,  con t r i bu i  pouco

para o AT,  uma vez  que em 5 (55 )  apa rece  uma i n teg ra l  em r? ,  I s so

é bom para o nosso modélo ndo - re l a t i v i s t i co  po i s  em regiões p ro -

ximas ao núc leo  essa aproximação j á  não é mais va l i da ,  mas como
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a cont r ibu ição devido a essas o rb i tas  é pequena nao precisamos nos

preocupar. Usando o va lor  t íp ico para o ra io  in ic ia l  r=10 *cm, o

va lo r  de  AT ,  f i ca :

AT = 107º z7%s 5(56)

Com esse  resu l tado  vemos que & impossíve l  ten tar  exp l i ca r  a es ta -

b i l i dade  a tôm ica ,  bem conhec ida,  a par t i r  da nossa Teor ia  C lass i

ca .



APÊNDICE 5A

Vamos pa r t i r  de do is  resu l tados bem conhec idos ,  a sabe r ;

E=YmC?, o va lo r  da ene rg ia  c i né t i ca  re l a t i v i s t i ca  para  uma pa r t i -

cu la de massa m, e a r e l ação  que l i ga  o tempo própr io  ao tempo,

yd t=d t .  Consideremos também, em pr imei ra  aproximação, que a var ia-

ção da energ ia  c inê t i ca  da par t ícu la  carregada € somente devido

a f o r ça  ex te rna :

dE _ Yv .Ê  5A(1)
d t

in t roduzindo esses resu l tados em 5 (3 )  f icamos com,

+ +
9E _ v.F + d E dy _»  SA(2)To  To  _—

dt  d t  mC? dt

Vamos ago ra  de te rm ina r  o ba lango  de  ene rg ia  para  um movimento c i r
+ > >

cu r l a r  ( v .F=0 ) .  Alem d i sso ,  vamos cons ide ra r  a aproximação de que,

para t a l  s is tema,a variação da energia c inêt ica é devida a emis-

são de rad iação :

dE = - p(y) 5A(3)

P( t )  = - — - 7 d_ EP , 5A (4 )

usando  o r esu l t ado  que pa ra  a l t as  ene rg ias , P ê p ropo rc i ona l  a

E* |10 |, o últ imo termode SA(4) é aproximadamente,
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d dEtT, — (EP) = 51,P ==
0 d t  0 d t

Ass im ,

dE P = P
-—=  P (1  - S t  )

dt 1+51yP/nC? 0 mc?

ou se ja ,  o resu l tado dese jado .

5A(5)

5.(4)
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