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RESUMO

Um dos problemas mais interessantes que se coloca para
pessoa que pensa, € sem duvida a possibilidade de um dado siste-
ma poder alterar sua evolugao. Ou s¢ja, a auto-interagdo. Em fi-
sica esse problema apareceu primeiramente no eletromagnetismo,
pois uma particula carregada em movimento acelerado & capaz de
emitir momento e energia sobre a forma de radiacao. Essas  duas
grandezas sdo fundamentais em fisicu para caracterizar o movimen
to da particula, assim vemos que esty interfere diretamente em

seus estados de movimento futuros.

Nesse trabalho vamos estudur explicitamente esse caso
particular de auto-interacao, baseados em resultados bem estabe-
lecidos e usando um enfoque classicou-relativistico. Inicialmente
derivamos os campos eletromagnéticos da particula carregada em

movimento além das taxas de emissao Jd¢ momento e energia.

0 ponto alto do trabalho ¢ :sem diavida a obtencao das
equagoes de movimento, na verdade um conjunto de duas equagoes
integro-diferenciais quadri-vetoria s, Para obtermos essas equa-
goes partimos das leis de conservaqan do momento e da energia,

obtendo assim um resultado intermed.:irio bem conhecido, a equa-
cao de Lorentz-Dirac. Essa € uma equscao diferencial de 3° or-~
dem na posicao, que ao ser integrad: uma vez no tempo proprio,
fornece com o uso devido de condigur- assintoticas para acelera-

cao a equacao de movimento desejadi.
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Finalmente depois de estudarmos um pouco a equagao obti
da e suas implicagOes, resolvemos esta para algumas interagoes
bem conhecidas. Entre elas a forga constante, o pulso de duragao

finita e o potencial Couloubiano.
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INTRODUCAO

Esse trabalho € o resultado de um estudo intensivo fei-
to pelo autor sobre o material mais tradicional, disponivel, re-
lacionado ao fenomeno de auto-interagdo no eletromagnetismo. 0
enfoque classico-relativistico foi escolhido seguindo-se a pro-

posta de estudar as idéias mais bem fundamentadas.

O objetivo dessa monografia € reunir varios pontos de
vista a cerca do tema, para que o leitor possa formar uma idéia

bem clara de todas as potencialidades do assunto em discussao.

Inicialmente € feito um historico sobre a idéia de par-
ticula carregada; sua relagdo com os fenomenos macroscOpicos e
o desenvolvimento de uma teoria sobre o eletron propriamente di-
to. Mostra-se também as propostas ligadas a idéia de  particula
pontual e estruturada. E feito também um breve comentario sobre

a teoria de acao-a-distancia do Fokker.

No segundo capitulo calculamos 0s campos eletromagné-
ticos da particula carregada, em movimento. Isso € feito a par-
tir das equacoes de Maxwell nao-homogéneas, para os potenciais.
Depois de obtermos os campos em termos de grandezas cinematicas
da particula carregada, identificamos dois tipos de campos a sa-

ber: os campos de velocidade e os de aceleracgao.

Em seguida no Capitulo 5, introduzimos algumas entida
des fundamentais para o tratamento relativistico do problema:

o tensor simétrico momento-energia eletromagnético, o quadri-mo



mento eletromagnético e finalmente a taxa de momento e energia
associada a emissdo de radiagao. Esse ultimo resultado nos ajuda
ra a identificar termos na equagao que descreve a evolugao da

particula carregada.

0 Capitulo seguinte representa o sistema nervoso de to-
da discussao. Nele obtemos a equagao de Lorentz-Dirac, uma equa-
cao de terceira ordem no quadri-vetor posigao. Posteriormente
usando a equagao acima mencionada e condigdes assintoticas fisi-
camente justificadas, obtemos equagoes integro-diferenciais de
segunda ordem, para descrever a trajetoria da particula carrega

da.

O Ultimo Capitulo € sem dUvida o mais rico em termos de
idéias pouco convencionais em fisica. Muitas propriedades gerais
do sistema em estudo, introduzidas pela equagdo obtida no Capitu
lo anterior sdo discutidas. Entre as idéias figuram a violagao
do principio da causalidade, e a formulagao de uma imagem bem

interessante da particula carregada em movimento.

Ainda nesse Capitulo teremos a obtencdo de solugbes da
equacao obtida no Capitulo 4, para sistemas bem representativos.
Um estudo aproximado de atomos de 1 eletron, nos permitira de-
monstrar a impropriedade do nosso modelo no tratamento de tal
sistema. Pois obteremos um resultado instavel, o que esta em cla

ro desacordo com nosso conhecimento empirico.
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CAPTTULO 1

HISTORICO

As primeiras idéias que ligavam os fenomenos elétricos
(correntes eletricas) com a existéncia de particulas carrega-
das, datam de 1845 e se devem a Gustar T. Fechner. Apos isso,
em 1881 Sir Joseph J. Thomsom |1| langou a idéia de que a massa
de uma particula carregada poderia ter uma explicagdo puramen-
te eletromagnética, e seria dada por:

2

m = f Rzz 1(1)

onde e & a carga da particula carregada, R seu raio, f um fator
numérico que depende da distribuig3do de carga no interior da car
ga esférica e C a velocidade da luz. A primeira estimativa teori

ca para o raio do eletron foi obtida de 1(1);

e’ :
R, = £ ; 1(2)
meC

onde m € a massa do eletrom. Alguns anos depois em 1897, o pro-
e
prio J.J. Thomsom confirmou a tcoria das particulas elétricas ao

comprovar experimentalmente a cxisténcia do eletron |2].

Em 1892 surge uma tcuria eletromagnética baseada na e-
xisténcia de particulas carrcpadas, que tinha a proposta de ex-
plicar todos os fenomenos Oticns e eletrodinamicos macrosco-
picos, em termos do comportam:nto de eletrons e ions |3]. Essa

teoria se deve a Handrik Antoon Lorentz e foi chamada de Teoria



dos eletrons.

Nesta teoria a interacgdao entre particulas se dava atra
vés do campo, ou seja, uma dada particula produzia seu campo
eletromagnético e este ao se encontrar com outra particula inte-
ragiria com aqucla. Comesta forma de ver o problema tornava-se ne
cessario a introducdao da forma da interacao dos campos com as
particulas, pois ja sesabia calcular oscampos através das equa
goes de Maxwell. Entao Lorentz introduziu a famosa expressao da
densidade de forca eletromagnética:

f =p(F+Y¥XxB 1(3)

Ol 4

= -

onde p € a densidade volumar de carga, E e B sao respectivamente
pus

0s campos elétricos e magnéticos e v € a velocidade da particu

La,

Partindo da imagem de que a matéria € na verdade forma-
da de eletrons ligados elasticamente a atomos e ions, Lorentz
usou como modélo simplista para representar a matéria, um oscila

dor harmonico carregado. A partir dai ele derivou a expressao pa

ra o oscilador, a qual seria a base para as analises posterio-
fes:
>
$ % B el =
mE o= Ry ko= = d 1(4)
5 &f
onde a primeira parcela da direita se deve a forga restauradora

do oscilador, a segunda a reacgao devido a emissao de radiacao



pela particula, e os pontos se referem a derivadas em relagdo ao

‘tempo.

O outro programa da teoria de Lorentz era o estudo do
proprio eletron, ou seja, desejava-se construir um modelo para
o eletron. O primeiro a ser proposto nesse contexto considera-
va o eletron como uma esfera rigida com distribuigao de carga
esfericamente simétrica, e foi bastante estudado por Max Abra-

ham. Ao calcular a energia e o momento este obteve respectiva-

mente valores |4]:
3 v?
E = (mo melm) E— 115)
82 - - -
onde m = f — e f e um fator numerico (de ordem 1) que depen
elm RC? =

de da distribuigdo de cargas do eletron. m, € a massa da particu

la caso ela fosse neutra, €

sl s 4 = . -+
P = (mg + g Me1m)V =Py * Pelnm 1(6)
onde 5elm foi obtido com a hipotese de que o momento do campo

Coulombiano fosse descrito por:

= l_. g daI‘ 1(?}

=
pCoul 2

no qual S é o vetor de Poynting. Dessa forma vemos que o campo
Coulombiano contribui tanto para energia da particula carrega-
da quanto para o seu momento. Mas estranhamente surge um fator

4/3 na relagao que liga a velocidade ao momento ecletromagnético,



+
0 qual na verdade provém da definigcdo errada 1(7) para o Pcoul

A partir desses resultados Lorentz e outros pensaram na
possibilidade de uma particula puramente eletromagnética, o que
seria obtido se toda a massa se devesse apenas a massa eletromag
nética, fazendo m0=0. Um resultado imedidato dessa idéia e a
existéncia de uma forga de repulsdao Coulombiana no interior do
eletron, uma vez que sua carga € negativa. Essa forca foi calcu-

lada por Lorentz a partir de:

Ty

3
X Bint) d*r 1(8)

O |<¥

int

onde Eint e ﬁint sao respectivamente os campos elétrico e mag-
nético internos a particula carregada. Usando esse resultado,

podemos escrever a equacao de movimento da particula carregada

-+

sobre a acao de uma forca externa F supondo que este se da

ext’
quando:

- >
Fint * Fext = 0 1(9)

+
2 =
obtemos, -2 m. V) - 28 :risocm)y = Fooy 1(10)
dt 5 - o4
W=
onde LT - = 12t e O(R) indica uma expressao da ordem de magnitu
{0

de de R, o raio de eletron. Uma vez que m, =

m vem
int elm el i

equacao 1(4) € um caso particular de 1(10), quando desprezamos a
contribuig¢ao dos termos em O(R) nessa equacao. Sem duvida nenhu-
ma a equacao 1(10) foi o grande resultado do modélo do eletron com
estrutura puramente cletromagnética. Mas trés pontos ficavam pen

dentes; a) A particula, se levarmos em conta esse modelo, nao ¢



estavel devido a forgca de repulsdao Coulombiana; (b) Se tentarmos
obter uma equagao independente de R (a partir de 1(10) fazendo o

lim R-»0, ficaremos com uma m infinita. (c) A estranha relagao

elm
entre o momento eletromagnético e a velocidade, que envole um

inexplicavel fator 4/3.

Uma grande revolugao ocorreu no tratamento do problema
da particula carregada e de toda fisica em geral quando em 1905
Albert Einstein publicou seu trabalho introduzindo a Relativida
de Especial |5|. A exigéncia de que as grandezas fisicas e as
equagoes se transformassem de forma apropriada sobre o grupo das
transformagoes de Lorentz fez com que muitos resultados fossem
revistos. Uma das exigencias da relatividade era de que a antiga
relagao entre o momento e a velocidade fosse mantida, consideran
do-se que a massa agora € equivalente a energia. Poincaré suge-
riu entao a existencia de forgas coesivas no interior do eletron
capazes de manté-lo estavel, € ao mesmo tempo deixar o momento

relativisticamente aceitavel. Entdo escrevemos:

4 "int "coe, » "int »
= il — vV =
d (3 ol c? ) C2 KLy
pois por definigao Moss = mint/S.

Qutro resultado importante foi a obtencao por Abraham de uma ge-
neralizagao relativistica do segundo termo do lado esquerdo de
1(10) (para o caso de uma particula pontual) que ficou conhecido

como o quadri-vetor de Abraham, e € escrito como:



U
e* (dzv dv® dvy, vH)

— 1(12
c3 drt dr dt (12)

I‘u_—._z..
3

onde T € o tempo proprio e v¥ € a quadri-velocidade da particula

carregada.

Uma teoria interessante acérca das particulas carregadas
foi aquela proposta por Fokker (1929) |6]|, Wheeler e Feynman
(WF) (1945) |7|, que resgatavam a idéia da agao-a-distancia. A
teoria foi proposta inicialmente por Fokker, mas este nao conse
guiu explicar de forma consistente a radiacao sem a ajuda do cam
po eletromagnético. Mas posteriormente isso foi conseguido  por
WF, o que colocou essa teoria em boas condicoes de aceitagao, ex

ceto pelo fato de o foton nao ser necessario nesse enfoque.

Em 1938 Dirac publica seu importante trabalho sobre o
assunto, fortalecendo a imagem de particulapuntiforme para o ele-

tron |8|. Usando as equacoes de Maxwell e as leis de conservagao

para a energia e o momento Dirac derivou uma equacao livre de
divergencias,
vk = B+ F 1(18
mv Pext ( )

onde m é igual a soma da massa eletromagneética com a da particu-
la neutra. Um dos resultados importantes dessa teoria foi a cons
trucao de um quadri-momento eletromagnetico que era  compativel
com as exigencias da relatividade especial, ou seja, eraum quadri
vetor na forma melmv“ (sem a presenga de fatores numericos inde-

sejaveis).



Os problemas principais dessa teoria se relacionavam com
as solugGes da equagao 1(13). Pelo fato dela ser uma equagdo dife
rencial de 3% ordem, esta apresenta solugoes divergentes, mesmo
para sistemas sobre 0s quais nao estao agindo forcgas externas. O outro
problema € a quebra da causalidade imposta pelas solugdes fisica
mente aceitaveis, ou seja, o surgimento de aceleracdes nas parti

culas antes da acdao dos agentes externos.

Apos isso muitas propostas foram feitas para solucionar
esses problemas, entre elesado proprio Dirac. Até que em  (1961)
Rorlich |9| propds o uso de condigdes assintGticas sobre a  qua
dri-aceleracao, em regices distantes, como sendo uma exigencia
fisica. Esse procedimento resulta na obtencao de equagoes inte-
gro-diferenciais (soluveis para um grande numero de forgas), as
quais sdo livres das indesejaveis solugdes assintoticamente ili-
mitadas. Quanto ao problema da quebra-da-causalidade nao se atri
bui importancia pelo menos no limite classico, pois esta se da

num intervalo de tempo fora do dominio do mundo macroscopico.

As propostas mais importantes feitas a partir do traba-

lho de Dirac serao analisadas no corpo desse trabalho.



10

CAPITULO 2

CAMPO DA PARTICULA CARREGADA EM DIVERSAS SITUACOES

Um resultado importante para o nosso objetivo final ¢
o campo eletromagnético da particula carregada em movimento.
Nesse Capitulo estaremos interessados em sua derivagdo explici-
ta a partir das equagoes de Maxwell para o quadri - potencial,;
A' = (9, K) 2(1) onde ¢ € o potencial escalar e Ago potencial

> -
vetor, ligados com os campos eletricos (E) e magneticos (B) atra

veés de relagdes, que podem ser escrita em forma covariante como:

gPB o B . P40 | 2(2)

of

onde F*F & o tensor anti-simétrico intensidade do campo, que es-

-> <> y
crito em termos Jas componentes cartesianas de E e B fica:

0 E E E
X y z
" “Ey 0 B, -By
= 2(3)
-E -B 0 B
Y 2 X%
~-E B -B 0
z y 2
OQutra grandeza que aparece em <I(2) € o opcrador quadri- vetorial
contra-variante,
e d =
S (~——, V) 2(4)
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que se liga a sua representagdo co-variante 9  através do tensor

metrico Byg» Que em sua representacdo matricial sc escreve;

€up = 2(5)

As equacdes de Maxwell ndo-homogeneas sio escritas, em

formas covariante como:

—

aaF“B -l P 2(6)

£33

+
onde JB = (pC, J) € o quadri-vetor densidade de corrente,
>
responsavel pelas fontes. Temos entdo (t€ p € J s¢ referem Tres-
pectivamente as censidades de carga e corrente de¢ uma dada dis-

tribuicao de cargas.

Como dissemos anteriormente ircmosS resolver a equacao

de Maxwell 2(6) em termos do potencial /A ; O que pode ser obtido

com o auxilio de 2(2), logo:

| ] AP - 3Bra A% = - X 4P 2(7)
ey C

Temos al o surgimento do operador D'Alcw . ctiano, definido como a

contracao invariante:
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| J=ag® =p2 - 2 2(8)

C2gr*

Para simplificar a equacgao 2(7) usaremos a liberdade de defini-
cdo que os potenciais eletromagnéticos gozam. No nosso caso sera
mais conveniente o uso do calibre de Lorentz que em notagao cova

riante se escreve:
AT =0 2(9)

Assim a equacao de Maxwell para os potenciais 2(7) fica escrita:

= |

|::]AB = = 2L 4P 2(10)

ol

resolvendo essas equacdes pelo método das funcgdes de Green (ve-

ja Apéndice 2\) temos duas solugOes covariantes possiveis:

Aa(x} = A?n(x) _4rm J dx* Dr(x-x')Ja(x') 2109
G
A% (x) = &~ [x) - 4—“J d*x' D, (x-x')J%(x") 2(12)
out C a
onde os quadri-vetores sem linha e com linha se¢ referem ao0s

pontos dos campos ¢ das fontes respectivamente.

As solucoes se difereciam devido a presenga das duas

diferentes funcoes de Green:

) 1 ; [
D (a-%x") = E; B[XD-Xé)'|(x—x'J2| 2(13)
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D_(x-x') = El 8 (x-Xq) 6 (x-x")?| 2(14)
m

que caracterizam respectivamente os potenciais retardadoé 2{11)
e os avangados 2(12). Essa nomeclatura se deve ao fato de que na
solugao 2(11), potenciais retardados, temos os instantes em cujo
0s campos sao calculadas sempre posteriores aos instantes em que
a contribuigdo das fontes na formagdo dos campos € computada. Es
se fato € garantido pela presenca, na funcao de Green retardada
2(13), da funcgao foo-xé) que so sera diferente de zero na regiao
do espago-tempo em que Xy > xé. Uma interpretacdo simétrica pode
ser dada para solugdo avangada 2(12). Os termos A?n(x) e Agﬁgx)
em 2(11) e 2(12) respectivamente sao as solugoes da equagao homo
génea. O ﬁim(x) pode ser interpretado como um potencial, ob-
servado em um instante muito posterior a qualquer situagao fisi
ca, pois em 2(14) ao fazermos X»>+» e considerarmos que a fonte
esta situada em alguma regido do espago-tempo teremos &|(x-x')?|

igual a zero. E A%(x) sera igual ao termo Agutﬁﬂ; podemos fa-

5 = .- - 5 - o
zer uma consideragao simetrica a anterior em relacao a Ain(x).

De posse das solugoes das equagoes de Maxwell, passemos
para resolucao do problema de nosso interesse, ou seja, a obten
cao dos campos gerados por uma particula carregada (e) em movi-
mento, cuja trajetoria € r(t) e a densidade de corrente eviden-

temente covariante € dada por:

J%(x) = ec JdT v (1) a('J|x-r(T)| 2(15)

1 . Que quando analisada por componentes e fei

onde v¥Yt) =
dt
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ta as transformagdes de variaveis necessarias se reduz as conhe-
+
cidas relagoes para as densidades de carga p e corrente J de uma

carga e:

e GI;—;(t)I

il

o(;,tJ

> > - > >
J(x,t) = e v(t) &8|x-r(t)]

Entdo de posse da densidade J*(x ) 2(15) vamos obter os
potenciais avangados e retardados, para tal observando 2(13) e
2(14) vemos que a diferenca entre as duas fungoes de Green esta
nas fungoes degraus. Assim podemos escrever uma forma compacta
para os potenciais, a qual expecificaria as fungoes degrau avan-
cada e retardada pela presenca dos indices a e r respectivamen-
te. Além disso uma vez que queremos obter as solugGes para 0s
potenciais gerados pela particula carregada nao vamos nos preocu
par com as solugbes da equacgdo homogenea que como ja vimos repre-
sentam campos livres. Entdo o A}  serd dado por:

a

AT (2} == C J d*xt By Ca-x")0™ (%) 2(16)
a

introduzindo agora o valor de Ju(x) dado em 2(15) teremos:

o
AY

(xu) = -2 e ] divu(rjer (rU(f),xO)6|(x—r(t))2|
a & a

2017)

Observando entao a integral 2(17) vemos que s0 havera contribui
cao da particula na formacao do Potencial no ponto x*, no instan

te T, que satisfaca a equacgao:
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|x-r(t) |2 = 0 2(18)

Essa € a equagdo do cone de luz com origem na linha de mundo da
particula no instante Ty © que intercepta o ponto x%. A equacgdo

2(18) tem duas solucoes, tais que
-(x*-r°(1))2 * (x-T(1))? = 0
x%-r%(1) = + R =+ |§-¥(T)1 2(19)

logo a solucgdo retardada € tal que x°—r°(T0) =+ R >0 e na avan

cada temos x“—r°(T6J = -R < 0. Podemos ver essas duas situagoes

distintas no diagrama bidimensional 1;

Tempo

— \ \ Espago

Neste diagrama a curva cheia € a linha de mundo da particula e
0os pontos r‘(Tb) e r'(TO) representam os pontos de trajetaria
em que a particula contribul para os potenciais avancados e re-

tardados respectivamente, no ponto X -

Podemos entao calcular a integral 2(17) usando a rela-
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5 (x-x;) 2(20)

SlEx) ]| = X
P 1@

dx x=x.
ol

onde os Xy sao os zeros da equagao f(x)=0. Se fizermos f(x) =

f(1) = (x-r(1))? teremos com a ajuda da derivada:
df (1) = - 2(x%-%(1)) v, () 2(21)
dr

e das raizes To € Tp da equagdo f(7)=0, a relacdo 2(20) escrita

como :

6(T—T0) 5(T-Té]
8| £(1) | = + 2(22)
2(x*-r%(1))v | et 3(x°‘~r°‘vaalT=Tb
e substituindo o resultado 2(22) em 2(17) teremos:
o . - . {S(T_TU)
A (x)==2e| drv¥7T) 0. ([T:(x), X.)
¢ J L ptfm
B N Ol =g
0
6(T-T6)
+ [ 2(23)

E(XG—rG('c))vOE

-
T=14

Para o poténcial retardada temos sG o 1° termo dentro dos colche
tes contribuindo, pois nele 6(1—10}#0 em 1, € T, < T. Com isso
er(rU(TJ,xU)#O nesse ponto, entao:

-e \’rOL L"[ ) |

A%r(x) = S 2(24)
VQ(TJ]X —r'Lijj}T=T0
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-
p Q Q
Escrevendo Ar(x ) em termos do vetor R e seu modulo, ambos de-

finidos em 2(19), teremos:

o ev® (1)
Ar(r,t) = - 2(25)
y CR(1-K.n)
o« o : = = = 2 j.ots L1l 2
onde N, € o unitario na diregdao de R e y=(1-v?*/C?) « 08 po-

tenciais 2(24) sao os conhecidos potenciais de Liénard-Wiechert,

e devem ser calculados no instante Ty Por componentes teremos:

AB () ™ B, = B
r (1-8.1)R
N 2(26)
K o2 e o e
Ar(r,t) = A[I‘,t) T k=1,2,3
(1-8.n)R

Considerando agora a solucao avancada A%{x), usaremos em 2(23)
apenas 0 2° termo dentro dos colchetes uma vez que S(T—Té)#o
em Ty e Ty > T,C portanto 6 ,(r,(1),x,)#0 nesse ponto. Entdo usando
um procedimento andalogo ao anterior, chegamos a uma expressao

analoga a 2(24), executando o ponto de aplicagao:

+ eva(T)

v (2 | xF-x% (o) =1y

Af(x} 20275

Escrevendo uma expressao similar a 2(25) para AS(x), vem que:

ev&(T)

yC R(1+B.n)

2(28)

A?[;,T) =

a qual deve ser calculada no ponto thé.
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A proxima etapa sem duvida consiste no calculo dos
campos. Para tal, usaremos a relacao 2(2) que liga os potenciais

uB)‘

aos campos (Tensor F Como forma de simplificagao do problema

usaremos a forma 2(17) para os potenciais, sendo que explicita-

remos a forma dos potenciais retardado e avangado:
A? x) = -ZBJdT v () Blijxo-qﬂﬁ))|d{|x—r(r)|2} 2(29)
a

Calculamos agora o 2° termo de 2(2);

n

B.a
2"AL (x)

-ZeJdT va(T)[BBB|1(XU—TO(T))|5{|X‘T[TJ|2} *
a

+

8]+ (xy-1o (1)) 12" 64|x-1(%)|?}] 2(30)

Observemos mais de perto as derivadas de cada um dos termos da

direita de 2(30).

Se B # 0 temos 9° Ble(xs=Ta(sd)]| = 0

Se B = 0 temos 9° Bii(xo-rO(T))I 5(X0‘T0[T)}

Uma vez que: 5B §|f(x,1)| = A8 2] o - i an entao fazendo
9T of
f(x,1) = |x-r(1)|? teremos:
n B_ B
8| (x-r(0)) 2 |- 2@ 8 gz 2031)
B ML L o B

Por componentes a equacao 2(30) fica escrita:



1D

a0 Ai (x) = -ZeJdT{va(T)jﬁ(xo—rO(T))ﬁ{(x—r(T))z} +
a

1x°- A (1) 3
8|+ (xn-1a(T)) |- i
12607 |x ~r (x)volx) T

8| (x-r(1))?| 2(32)

mas observe que para B=0, temos que o 1° termo do integrado  s0

e diferente de zero se x0=TO(T} com isso temos Xy~ =+R=0, dai

. BRI X7 N MINESE A T B
39 AL (x) = -Ze[dt V(D) 8- (x-T) 2] - ) '
§ lxa-ra(T)lv (1)
L |(x—r(1))2| - 2(33)
T
>
se nio considerarmos o caso R = X - T = 0, ou seja, o calculo
dos campos na posicdo instantanea das particulas fontes, temos
que o 1° termo da direita em 2(33) & zero e podemos escrever

uma sO equacgao para todas componentes:

o

B
3 Ar
a

(x) = +28[dTVQ(T)5|i(Xg'r0(T))|‘|XB'rBU)| 2| (x-r(1))?]

|x, 1, (D) | .v¥(x) ot

fazendo uma integracao por partes na integral a direita:

2fA (X)) = 2ev* (D)8 +(xp-ro (1)) | _|xP-rf ()]

a fxa—ra(TJ|.va(U

8| e (AT

s 8]

( arnxB-rP )l
_ :e[dTﬁgfx'rﬁm)erié 1e|i(xo‘ro(TJ)|..ﬁin el [
: 2=, () | ¥ (2)
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Como a fungdo 6| (x-r(8))?| so sera diferente de zero para tig
que sejam raizes de: (x-r(t))?=0, e supondo que estes estao loca
lizados em regides definidas do espago-tempo (pois sao associa-
dos e posicoes temporiais de particulas) teremos:

5B

B_8
A () - -2e|JdT 8 | x-1 (1)) 2 [8(x4-1y (0. v () [x (]
|xa—rd(1)[.v (1)

a

va(1)|x8—r8(:lj

|x, T (D ]V (1)

. de 8 (x-1(1)) % |6 +(x5 T

observando a consideracgdo feita ap0s a equacao 2(32) temos:

v (T)]X = (T)[
IXu—ra(T)f.V (1)

BBA%. = - eJdT
a dt

6 |_";(XD-T0(T)) |5|(X"T(TD2] 2(34)

trocando os indices na equacao 2(34) obteremos o 1° termo da di-

reita de 2(2):

v (T)|X -r%(1)|

lx T (T)v' (1)

e|+(X ~x (TJ)lﬁl(X vl )%
2(35)

dT

of

com isso podemos obter os campos F a partir de 2(2), 2(34)

e 2(35),

VB[T)|XQ4‘Q(5)[-UQ(T)|xB-rB(T)l
[xg=my 1)) o)

e
-3"A =Fr = —ZOidTg—

dr

X + 8|(XU—T0(TJJ6|(X—T[1J)2| 2(36)



Z1

usando a relagao 2(22) em 2(36) teremos as solugoes;

N AP @ ety P Brf ()] e
¥ v (1) |x*-r¥ (1) ]| dr [x = (t))].v"(2) 10
= H U u T!

0

Vamos agora redefinir algumas variaveis do nosso proble

ma e introduzir algumas outras para facilitar as nossas expres-

soes. Para comecgar seja:

R¥ = x¥ = r¥(1) 2(38)
=
usando o resultado 2(19) escrevemos: RL = (+|R|, R)
a

Seja ainda a definigao de um quadri-vetor tipo espago unitario

U, ortogonal a L
vy, =1 e Uy, =0 2(39)

Podemos entdo escrever o quadri-vetor Ry  (os subindices especi
r a
ficam o fato de R ser calculado nos instantes retardados (r) e

avancados (4)):

H | | ~

Rr = o, (UY+vH/C) e pr‘=UﬁRLru =i.VuR¥/L 2(40)
a d (e a

Em termos dessas novas grandezas temos que oS potenciais retar-
dados 2(24) e avancados 2(27), que podem ser escrito em uma SO

expressao

As a® e vi(1) ‘ 2(41)
a TN oem I T
ol TE}




Ze

ficam como:

2(42)

Com a ajuda da equacao 2(42) podemos esbogar uma interpretagaopa
ra alguma das grandezas introduzidas. Considere o referencial

de repouso da particula, nele teremos:

-

v = (C,0,0,0) e de 2(39) u¥ = (0,0) 2(43)

Calculando agora a componente espacial de Ri com a ajuda de

a
(40) vem que:

= p_ U 2(44)

=4
® -
-

E também temos que observando 2(43) e 2(42) vemos que:

+
¢r = e/pr e Ar =0 2(45)
a a a

+
Entao vemos que o vetor Rr obtido em 2(44) liga a particula des
a

de a posicdo atrasada ou adiantada até o ponto aonde queremos
calcular o campo. Ou seja, tendo sua origem na particula, R tem
a direcgao G do ponto aonde queremos calcular o campo (?) e seu
modulo pg € a distdancia entre a particula e o ponto r. Entao po
demos supor que U" e p sejam as generalizacdes covariantes des-

ses conceitos,

Vamos agora escrever os campos 2(37) em termos dessas
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novas grandezas; Podemos fazer isso com a ajuda de 2(40) e fi-

camos cCom:

Y T T K
F;r(xa) & & e _E]-_ [V R ~ v R ) 2(46)

= )
2 pC* dt p

Podemos escrever Fﬁr 2(46) em uma forma diferente que nos sera
a
muito Util. Entdo depois de fazermos a derivada em relacgao ao

tempo proprio T e usarmos as relagdes 2(40) F T(x) fica (apéndi

ce 2B)a 8
u
pUT = —~—‘;"C (vHut - ViU o+
a P
e - O uoviaus, T r v aug M
¥ et (B )/C-u¥ (X 2U=aTy gt (X2l 2(47)
pC? &
onde ay = auU“ 2(48)

Da forma 2(47) do F:T podemos ver uma separacao bem ni-
tida em duas partes; a primeira que depende da quadri-velocidade
e cai com 02 e a segunda que depende da aceleragao e cai com 0,
as quails sao chanmadas respectivamente de campos de velocidades ou
Coulombianos e campos de radiagdo. Os campos Coulombianos so sao
importantes a pequenas distancias da particula, se levarmos em
conta a interpretagdo de p como o modulo do quadri-vetor Ri . Es

d
tes campos levam este nome pois diferem do campo Colombiano de
uma particula carregada em repouso somente por uma transformagao
de Lorentz, se nao vejamos. Considere o referéncial de repouso
instantaneo da particula 2(49), com isso os campos de velocida-

de ficam:



FRE ¢ = & (yMuT- vTuM)
VELa DQC
k e k k ok e k
ara 4=0 e r=k#0: F° = (vlu™ - vu®) => PO == U".
P vel g 02C vel.a 02
Entdo teremos o campo elétrico escrito como,
> el
. =&l 2(49)
VeIa Rz

observando o resultado 2(44) e as componentes do tensor F'T,

E para ¥=K e r=W onde ke W # 0 ficamos com:

= B KN Ky 2(50)
o que implica que B=0 da forma do tensor F"T,

Logo obtivemos o campo Colombiano da particula carregada em re-

pouso, O que comprova nossa afirmativa.

Vemos que diferentemente dos campos de velocidade, 0s
campos de aceleracdo sao importantes a grandes distancias da fon
te que os produziu, uma vez que cai com p. Para o caso do referén
cial de repouso instantaneo, no qual a“=(0,§)(veja Apéndice 3C),

esses campos sao dados por:

., 1 r_ T U : X . . b i
T i . _¢© BV -av ) . ph¥eu 131J » UR 2 4 gl
ace -a pcz C C
kK k k )
q0yK_qK, 0 . : Ty
FgEcl g om B (BT SOV, gl B oSy gyl BS 5 gl
.a ch % (i3 i
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ok e k TI 0 " s
= -d $ = =
FaceL i ey + auU U k; como auU a&J +8kUk al ,
teremos: considerando o vetor campo elétrico formado pelas .
ok
componentes F X ,
acel.a
£ e " g g e & o
E r = {-a + (a.u)u} = U x (Uxa) 2(51)
acel.a RC? RE*

E para v=k e r'=w, k ew # 0 teremos:

Sk w w k ! k
chwl r = & j(avi-atv® Uk(fa_q +a") 4 UW\"&U:ak)}
ace .a QCZ C
F]:':el r = + £ (-Ukaw + Uwak} para k=1 e w=2 teremos:
oa pcz
- e g & . it =
Bz = + —— (-Uxay + Uyax) = #* (Uxa)z. Entao
pC? pC2
podemos escrever: B r=21 -8 (ﬁx?{], que a partir de 2(51) po
acel-a REC? ! =
de ser escrito também como, B r = Ux E

s
acel.a acel.n
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APENDICE ZA

X S U
Temos: p£ F VURr/C
a
.~ do :
ento — 1 = pr =& &RV /0 & w (~LF)/C
dt a a a H

- a Rt /C TC = +( u Woo2
+ aR./C FC = +(1 + a U"U Ry/C )
a a

Z Ll aup/Cz) 2A(1)

Usando o resultado 2A(l) calculemos:

1
P

d

dt

_ M "
+ BE (14a p/c2)
P p?

(x“—z“(T))‘ -

Agora estamos prontos para calcular FiT , como:

-

Ul
FHT T i e R gl a R, v d {EI_] _
a pl* dt 0 0 p(? 0 dt b

IRt u a r ;<
_aR Vr_ii_{_R_) 5 w0 JAE +Vp(_LiRC(1+
o dr  »p nC% | p p p
3 alpV 2 v a,,0 I LpTt
& E __*_B__*Vr(_v_iR(, (1 % <253 S e _aR _
g* o 0 p? c? pC? | °
oty vt . vvRTaw . oFRE 2N T 9TRYe - v Ra
o o™ pC 0 o p? oC
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Usando a definigdo R" = p(U" + v¥/C), temos:

o H T U T n T
AT = 2 S4B PTe Yy o YO0 gty Y 2 YR Ty Y2u -
H pl® 0 C gt c pC 3
ag . oyM VG ot TR T )
- (UM I F R T F Do UM Dau
P C P i pC ]
..
L & 2 4 Faligt 4 abv? 1 vuta, | Yivtay _ aTyh » a vy
a = Rl C g* C
h gl T ‘
Frlag YV A « At vWTe # T F P0G = v

C 2 o

e agrupando nos termos que contenham fatores p“1 e p-2 teremos,

o resultado desejado:
-~ I ) e
k;r 8 (v'u" - v u¥) #*
a P

o {(3“vr-arvu)/c -UU(EiEQ:lar)4—UrﬁmEB;taU)l
C C

J
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APENDICE 2B

A partir da equacgao 2(10) podemos construir, usando

o método de fungdo de Green, a equacgido:

I:j D(x,x')=6(“)(x-xﬂ, onde G(h%x-x')=6(x°-x°'Jﬁ(f—f') 2B (1)
De tal forma que:
A*(x) =-=% ]dw D(x,x') J*(x") 2B(2)

logo

|
|

A%y = 27 de-'-* ID(x,x")3%(x") =

TTA% (x) )

St

. {dx“‘6(h)(x—x'LV(x')=_i1Ju[x) ZB(
c C

e entdo vemos que 2B(2) € solucdo para o nosso problema. Sendo
assim resolvamos a equacgdao ZB(l), para tal observemos que uma

vez que nao existem condigoes de fronteira a fungdo de D(x,x')

deve ser da forma D(x-x') = D(Z), entdo -B(l) fica:
_ (4
_1,D(z2) = ¢&° )(2) 2B (4)
Vamos usar agora para resolver ‘B(4) o espaco dos numeros de
onda K, para tal vamos substituir D(Z) e o[“J(EJ por suas ex-

pansoes numa base desse espaco, ou seja:
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. g o
D(Z) = —2 d*k D(x) e tka? 2B(5)
2m)*

a 5> > & ]
onde KGZ = —Koq) + K.Z e D(K) € a transformada de Fourier de
DLZ]

y e 6]
T T J d*x e 1K,Z 2B(6)
@em*

Substituindo 2B(5) e 2B(6) em 2B(4) teremos:

( l)k[:]fd“x 15(10e'iKmZt(zl)i+ | {d“K g tBgl
2m m :

o

i -0l
lKuL

2 : a -
J( ;22 +v2)e % P DKy aik - Jd”}( ¢
0

f

¥

ani2 - _-+ . _s o]
0Z
0
: & o G ~iKgZ% L4
(KU—|K| )D(K)-1|le ~@% 4d*K = 0
- 1 , ->
Logo teremos: D(K) = ——— K= |K|
K2_K2
0
et iKpZg
e de (5): D(z) = —21 a’ke K2 [ gk, B 2B(7)
(2m)* nl Kp-K*

Vamos supor agora que a variavel K0 e complexa (e L) e
fazer a integral 2B(7) no plano complexo, pois como KO assume
dois valores + K| que deixam indefinida a funcdao que queremos

integrar, a integral ndo seria definida no dominio Kgp € R. Con-



30

sidere o plano complexo:

A Tm
[ Ko
—————— v s o e Y
'] K -
—_———] x Re
figura 1
Ke=dtie

Ao transformarmos K, de variavel real para complexa, transforma
mos também a integral desejada em outra sobre um contorno fecha
Jdo no plano complexo (fig. 1), Vemos da figura 1 que temos dois
contornos possiveis r e a, : escolha de qual deles usar vira

Ja observacgao da integral dssejada I:

+iKgZy ' +i(d+ei)Z
e = e
=S g, ———e— = dK =
gy T 0 =
Ko Ko
+dZgl _-2Ip
= 0 dK, - 2
2 2
Kg-K
1® Caso: Zp>0 (solugao ret:rdada): Para a fungao ser limitada
no infinito temos que fech:i:r o contorno por cima e>0, vemos en-
t10 da fig. 1 que somente : contorno r € tal que os polos da

runcao a ser integrada esti: nele contido. Por isso, para poder-

mo$ usar o teorema dos res® uos temos que usar o contorno r.
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2° Caso: Z3<0 (solugao avangada): Neste caso o contorno deve
ser fechado por baixo e<0, e dessa forma devemos usar o contor-

no a.

Consideremos a solugao para o 2° caso:

dk e1¥oZo iKgZg iKoZg
I = % 0 = -2mi|Res—2 + Bog i
(Ky-K) (Ky+K) (kq=K) (Ky*K) |-K (KgK) (Ky+K) [K
T & wiins —e'iKzU+ etX20 _ “2ui,i E}KZO b e_1K20
2K 2K K 2
I = 2T sen Kz eBl8)
K 0

agora introduzindo o resultado 25(8) em 2B(7) teremos:

6(-2¢) [ .+ _iK.Z7 senkz
D (2) = —— |d®k ™"+ % 280220
(2m)? K

onde 6(-Z,) foi introduzida para garantir a regido de validadc
da solugao. Vamos agora introduzir a representacao dos vetores
em coordenadas esféricas, resolvendo a integral para as coorde-

nadas angulares:

6(-20) | -iKzcos® senKZQ *
D2 = s K?sen6d kd6da e ===, onde g=|2|
a 9 3 /
(2m) K
, ‘ T
D (z) = 2L°Z0) | aKk K sen z5 | do e 1 2058 geng
(2m) 2 0
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=1 <=> x=-1

fazendo a transformacao x=cos6 > entao:
=0 <=> x=l1

e(_z ) -l -sz
Do(z) = —==202 |dK K senkz dxe
2
(2m) 1
iKz -iKz
212z K 2i |

21122

Da(a) =-2L220) JdK senkZ,senKz

resolvendo agora a parte em K ficamos com:

D, (2)

) (
2nlz 2i 2i :

BB JdK (elKZO - e‘lKZO eiKz ! ele

&

- | ; (] . % b s S
D, () 8(-Zp) ! J d iK(zg+z) ‘I( dKelK&O z) - dKke iK(zg z) +
o J0 0

trocando na 3° e na 49 integrais K por -K teremos:

oo ) . oo . D -
D,(Z) = St} agetlerEn) dKelK(zU'Z) - dKelK(ZO'Z)
8n?z ‘ o
0 i
(0 L, i
+ ' dKelK(ZO+Z)
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oo

Da(Z) = EL:EQl ‘ dK(eiK(ZU+Z) . eiK(QfZJ) 2B (9)

82z
-

observando 2B(6) vemos que as duas integrais em 2B(9) sao na ver-

dade as deltas de Dirac:

§(xp-xp*z) e 8(xy-xp-2) 2B(10)

Uma vez que para essa solugao avangada z0<0, ou seja, xO—xé<0;
teremos assim, uma vez que z>0 que a 2° delta em 2B(10) sera sem

pre nula, logo

0= (xg-xp) |

Da(xo-xb) G(XU_X6+Z) 2B(11)

dnz

Repetindo o procedimento acima para o 1°¢ caso obtemos a solu-

cdo:

' G(XO-xb)
D (Xg-xp) = —~Eh—-— §(xy-xp-2) 2B (12)
mZ

Podemos escrever 2B(11) e 2B(12) em forma covariante pelo uso da

identidade:

6] (x-x")?]| = Ei— |81xg-%4~2] + S8;-xpee)|
2

Logo, uma vez que a funcao B(iZn) selecionara uma das fungoes
§(Zy*tz) teremos as solucoes na forma covariante:
1

B tx=xty) = e B (xg-%x4) 8| (x~x")?| 2B(13)
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D (x-x') = —% 8(x\-x) 8] (x-x")?] 2B (14)
a 2 0 70
m
Vamos agora verificar o fato de que 2B(13) e 2B(14) sao covarian
tes. A funcgao Gj(xa-xa'J(xu—x&)[ € invariante por uma transfor
magao de Lorentz, uma vez que seu argumento € invariante por
ser um escalar de Lorentz. Vejamos agora o que ocorrer com  as

funcoes 6.
Consideremos uma transformagao do referencial S para
- -
um outro S', tal que a velocidade relativa seja v na diregao

X. Além disso para simplificar consideremos o problema em uma

dimensao espacial apenas. Com isso teremos:
1 = Mo .
X (xg» Xp) e Z (Z(,2q) 2B(15)

onde os x" se referem as coordenadas do campo e os 2" as da fon

te.

As transformacoes de Lorentz serao:

I

- Y(XO—BXI} ZE) i Y(ZO_BZIJ

e 2B(16)

I

Xl = Y(XI-BXU) Z]I. = Y(ZI_BZU)

Calculando a diferenca entre as componentes temporais, no refe-

rencial S' teremos:
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»
<
1
£
(=]
]

Y(xo—Bxl) - Y[ZO—BZl)

XIJl n 201

Y(xg'zo) = YB(Xl'zl}

Seja agora 6,.|x"-z°|6|(x-z)?|. Fazendo a transformagdo para ©

referencial S' teremos:

'.I.‘ e 1"'

> 04|x""-2%"|8|(x'-2')2| e dos resultados ante-

riores
o V]
er = erly{xo—zo) = Y(xl-zl)}lﬁl(xu-zu)2|

vamos agora interpretar os termos no argumento de 0,:

1) %772y = distancia entre o ponto do campo e a da fonte

X —Z1
2) 1 = At, = tempo que a luz leva para percorrer essa dis-

C
tancia
e £ -

3) v Oty = distancia percorrida pela particula em Aty
4) XU-ZU = coty = distancia percorrida pela rad. eletrom. em

Aty

Entao concluimos que:

sempre que X, > ZU => argumento de ar > 0 => er = ]

sempre que X, < ZU => argumento de 8, < 0 => 6, = 0
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Essas conclusoes vem do fato de que a distancia percorrida pe
la luz (p.e.) sera sempre maior que qualquer distancia percor-

rida pela particula no mesmo intervalo de tempo.

Fazendo a mesma transformacgao em 64|-(x°-2°)|68]|(x-2)% |

obtemos:
6! = 6, |v{-(xy=20)=B(2)~%;)}|6] (x-2)2]

donde tiramos: sempre que Xy > Z0 => argumento de 8,<0=>€,=0

sempre que X, < Z0 = argumentos de 6520=>8,=1
devido a razdes analogas ao do caso anterior.

Logo vemos que as transformacoes do argumento das fun-

cOes 6. mantém as restrigdes das funcoes 6. originais sobre a
a a

funcao 8|(x*-zY)?| que se manteve invariante. Ou seja, em qual-

quer referéncial teremos:

DY (x*=2') = <L p(x?*=2%%) & (x"-2")?]
£ 2m

D' (x'-2') = —- 8[-(x""-2°")[8] (x'-2")?|
o 2T

que € exigido para uma solugao covariante.
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CAPITULO 3

DETERMINACAO DA RADIACAO EMITIDA

POR UMA PARTICULA CARREGADA

Nesta secao estaremos interessados no calculo explfcito
da radiacao eletromagnética emitida por uma particula carregada
em movimento acelerado. Vamos escrevé-la em termos de grandezas
da particula, o que nos sera de grande utilidade na determinagao
da equagao da reagao da radiagao. Com tais objetivos, teremos

que introduzir novas grandezas tais como o tensor de energia ele

tromagnetic Mggm e o quadri-vetor momento-energia eletromagné-
. H
tico Poqpn:

Inicialmente vamos considerar as transformacoes de Lo-
rentz nao-homogeneas. Como sabemos, estas formam um grupo de Lie
a 10 parﬁmetros, a saber: 4 relativos as translagoes, 3 as rota-

goes e finalmente 3 aos boosts. Podemos obter o tensor de ener

uv

clei, @ partir dos geradores das transla-

gia eletromagnético M
coes infinitesinais do grupo de Lorentz nao-homogéneo, com a aju
da da densidade de Lagrangiana para o campo eletromagnético 1li-

vre:

P . ) pHY 3(1)
16m H

e do teorema de Noether generalizado, para uma dada transforma-

cdo a p parametros:
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. .
%:Fi 0 (i=1,2; « o5 0)
3(2)
T y aL " "
Fp Shige 3 e Kol ™ T
Ku
onde:
Ug sao fungoes diferenciaveis das variaveisx*(=1,2,...r)
v}é = M. (K=LLZ.eesa0)
e

5ix“ sdoos parametros caracteristicos de transformacao

infinitesimal em questao.

Com isso, podemos obter facilmente (apéendice 3A), o tensor sime-

trico momento-energia eletromagnético:

MU;' = 4_]_‘__ (FUC(.F; % _i_ gurFaBFaB} 3(3)
clm. m

que segue a lei de conservagao,

p) Mg{m = 0 (apéndice 3A) 3(4)
]_L

Podemos explicitar suas componentes com a ajuda de sua

definicdo 3(3) e do tensor anti-simétrico, intensidade do campo

|

eletromagnético F'T | 2(3)
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- > =
Entao expresso em termos dos campos E e B as componentes do

iT - . 3 o gk
tensor lem sao escritas (vide apéndice 3B):

1°) Componentes temporal-temporal,
MDD = i (E2+B2) =l 3(5)
8w

onde U € a densidade de energia eletromagnética.

2°) Componentes temporal-espacial, (K=1,2,3)

meX = 2L (& LB, 3(6)
4
e temos que
dz -SExd 3(7)

4n

¢ o vetor de Poyting.

3°) Componentes espacial-espacial, (i=1,2,3)

ik _ 1 1 s ams
WS = = |BB, # BB, ~ = (EP#BAYE, .| 3(8)

4 2

as quais sao idénticas as componente do tensor das tensoes

de Maxwell:

T =2 |28 + 88 - L (E2+8?) 1 | 3(9)
4 2
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Podemos escrever a lei de conservacao (4) em termos das compo-

T
nentes de Mu como:

a) 0 = 5 MMO = 5 MO0 + p Ko = 20U, -1 & 3(ExB)y .,
R . & cat 41 K 9x

K
ws U o L Z 38K _ 0 =>4 8 2.4 3(10)
cat € K axg at
K -

b) 0 = 3 M = 3. MK 4 5 miK -

u 0 i

0 ==L 3 (ExB) + I _9 (B
41 Cat i Bxi

onde TiK sao as componentes do tensor das tensées de Maxwell.

s WK - F 1. 38 .3 3(11)
¥ C25t
As equagbes 3(10) e 3(11) espressam as leis diferenciais de

conservagao da Energia e do Momento do Campo eletromagnetico 1i

vre, respectivamente.

Vamos nos preocupar agora com a obtengao de uma defi-
nig¢do covariante para o momento eletromagnético. Para tal consi

deremos a grandeza:

pl = — ML) do_ 3(12)
0 tipo-espago

Uma vez que o divergente quadri-dimensional de Mgfm ¢ zZero

I3(4)|, P¥ € independente da superficie tipo espago oo por isso
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€ um quadri-vetor |10|. Vamos calcular suas componentes em
um referencial particular, o qual nos permitira identificar o
quadri-vetor P¥. Para tal considere o referencial no qual a nor-
mal a superficie tipo-espago € n"=(1,0,0,0), ou seja, isso sig-
nifica que estamos calculando a integral de M'T sobre todo o vo-

lume tridimensional num dado instante. Logo ficamos com:

{
pu = 1 JM“HH,do o | [ MM O dg
C

(@]

Entao, usando 3(5) e 3(6),

(0)

elm

P = l Ud3x = l w
€ C

3(13)

onde do, uma superficie quadri-dimensional, equivale a um volume
(0)

tri-dimensional. E o indice em Woin restringe a associagao ao re

ferencial em questao.

> - -
P = L B’y =2 P = L | s a%x = ptY 3(14)
C2 C2 elm
De tal forma que podemos identificar nosso vetor P" nesse refe-

enciml como sendo o proprio quadri-vetor momento energia, nesse

referencial:

g0y . LAY o pL 8D 5(0)

b = = —

: Pelm (C welm’ Pelm} 5(15)
E uma vez que tinhamos chegado a conclusao de que o PY & um
quadri-vetor, podemos identificar completamente P" com o Pélm

de tal forma que podemos obter o Pélm para um dado referencial

pela aplicacao da transformacao de Lorent:z apropriada sobre 0
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quadri-vetor obtido em 3(15). Fazendo isso para um referencial
cuja normal a superficie tipo-espago é dada por n"=(v, ¥¥y*-1 1)
onde Y > 1 en é& um vetor unitario tridimensional, obtemos

para o vetor:

u o il 4

pelm E welm’ Pelm) 5(16)
as componentes:

W v | dyw 22 gﬁd 3(17)

elm g C2 " 0]

5 (=1 -

B E e J $ g0 + X JT.ndo 3(18)

elm CZ C

Entdo o quadri-vetor momento-energia PglmIS(lﬁﬂ,identificado com

PY, & obtido através da definigdo 3(12).

Finalmente vamos calcular a taxa de emissao de momento
e energia devido a radiacgao. Para tal podemos partir da defini-
cao 3(12) para Pglm e obtermos uma relagao conveniente e cova-
riante, usando argumentos de conservacao da quantidade de radia-
cao emitida na auséncia de outras fontes [10|. Mas nds ndo usare
mos essa idéia e sim uma outra mais simples, que comega conside-
rando a taxa de energia emitida na radiagao, por um particula car
regada, quando observada de um de seus referenciais de repouso
instantaneo: (S").
2

- le |a|2 3(19)
3C*

-

que para a igual a aceleracao da particula ¢ a conhecida
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. Observando a forma 3(19) e a forma cova-

formula de Larmor |11
-»>
riante da aceleracdo (vide apéndice 3C) escrita em termos de v e

+
a temos (onde v é a velocidade da particula):
-> - > E iy
H ek 4 V.
a = (Y ==y £—;El v + y2a) 3(20)
Vemos que para o referencial em questao 3(20) fica escrita como:

a

b w FD: =
0 (0; a)

onde o subindice em a%

lamos a acelaragao. Entao vemos que 3(19) pode ser escrito como:

indica o referencial particular aonde calcu-

a“a; 3(21)

Para generalizarmos a relacgao 3(21) para um referencial qualquer

consideremos uma propriedade das taxas de Energia:

0 ;
pP? = QE_ 3(22)

dt?
Seja P? a taxa calculada em S? e P a taxa calculada no referen-
cial S, dada as transformacoes de Lorentz, como a energia € a
componente temporal do quadri-vetor momento energia esta se

transforma igualmente a componente temporal do quadri-vetor po-

sigao, entao:

L. GE _ ydE® _ dE® _ .

df ydt°®  dt> 3(23)

Logo. por 3(23). P é um invariante. Entao a generalizacao da recla-
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gao 3(21) € trivial uma vez que nos sabemos que O quadrado de um
logo:

quadri-vetor € um invariante,
Jet .p
ac”? H
qual

€ a quadri-aceleragao calculada em um referencial

onde a"
quer. Entao a relacao 3(24) nos da a forma covariante para a ta-

xa de emissao de energia.
Vamos obter agora a derivada em relacao ao tempo  pro-

prio do quadri-vetor momento-energia eletromagnetico devido a ra
inercial

consideremos novamente o referencial

de

diagao; Para tal

0 - - - = - . .
S” solidario a particula carregada em movimento acelerado, e ins
tantaneamente em repouso. Para esse caso especial do referéncial

s’ usaremos os resultados classicos para lei de conservagao

energia e momento, escritos respectivamente nas formas |11 3(25)

e 3(27).
d i
. B + E ) = - S.fda 3(25)
ix mec campo
s
onde n € a normal a superficic S e S & o vetor de Poynting.

dE ec T a8 3

—_— = 4+ JE d°% c Ecampo = U d7x 3(26)

A\

dt
v
de

>
onde J & a densidade de corrente elétrica e U € a densidade

energia cletromagnetica
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4 . * "
- (B * PcampO] = § § Tijnida 3(27)
S
onde Tij sao as componentes do tensor das tensdes de Maxwell
13(9) 1.
- (pE + = JxB)dv e P = = [ (ExB)d’x 3(28)
dt " C campo 4ncC |

onde p € a densidade de carga elétrica e V é o volume limitado

pela superficie S de 3(27).

Entdo, observando as relagdes que ligam a variagao tempo
rial da energia e do momento do sistema particula mais campo, no
volume V, com um fluxo de energia e momento devido a radiacao e-
letromagnética através da superficie S (nao estamos considerando

agentes externos), vemos que em regides proximas a particula:

1?9) Uma vez que instantaneamente a particula esta em repouso (va-
mos pensar nesse referéncial como sendo o limite instantaneo
de um ndo-inercial que acompanha a particula) podemos dizer

que o fluxo:
i (
F = T e
¥ 1179

s J

que pode ser considerado como a integral sobre toda superfi-

cie S de uma densidade superficial de forca dada por:

£. =) T,.m.x. i=1,2,3
J
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deve se anular, ou seja, deve haver um equilibrio das for-

cas devidas a radiagao.

2?)Para esse caso especial em que a velocidade da particula é
zero temos que o fluxo da componente normal do vetor de Poyn-
ting ¢ dada pela formula de Larmor, ou seja € a taxa de emis-

sao de energia 3(24):
+A
? S.nda = P 3(29)
s

Usando esses dois resultados teremos que para o nosso quadrive-

Li 0
tor dPrad no referencial S° suas componentes serao:
dt
> " 4
(9Porad) = 0 (%Porady = + L p 3(30)
dt dt C

Entdo no referencial SY teremos uma taxa temporal de momento de-
vido a radiacao nula e uma taxa temporal de energia (Potencia)
dada pela formula de Larmor. Se agora quisermos determinar dg%d/
dt em um referencial qualquer vemos de 3(30) que uma vez que o
intervalo de tempo proprio (dt) € um invariante, necessitamos a-
penas fazer uma transformagao de Lorentz para esse refereﬁcial,
que fica simplificado pelo fato de P ser um invariante também.
Entao procedendo dessa forma teremos as componentes transforma-
das para o referencial S dadas por (apendice 3D):

-

% -
dP YBP dprad YP

= PR . 3(31)
dt ¢ dt i

rad




47

onde y = (I—Bz/Cz)—l/z e g = v/C.
E a partir de 3(31) e da forma do quadri-vetor velocidade;

> g -
v!=(yC,yv) teremos uma forma explicitamente covariante para a

variagao temporal do momento de radiacdao eletromagnetica dada

por:

dp"
_rad _ P _u 2(32)
dt ce

que & o resultado desejado.
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APENDICE 3A

Considerando as transformacoes de Lorentz nao-homoge

neas teremos:

XTU = ul-l lI‘ e au 3A.[1)

Seja agora transformacoes infinitesimais; expecificamen
te os parametros associados a translacdo ficarao escritos em 1°¢

aproximagao:

e 3A(2)

Entdo considerando 6x"=e" arbitrdrias e linearmente independen-
tes, e do fato que SA"=0 para translacoes (que ¢ uma propriedade de qual-

quer quadri-vetor), usando 3(2) teremos:

o B - !
R 3A(3)
e
o aL B, A aB; -
T =g BEA" = gL 3A (4)
elm 390AM
onde L & dada por 3(1). Desenvolvendo 3A(4) teremos:

e - | il
ol _ -3 l(uUAr‘drAu](aLAr“a A)

a(ad\k)i 167

B,A_ aB

T 3 -g "L

onde usamos a definicao de FHT dada em 2(2);
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TaB 1 ]

= - : a3 AOFUT - 9 AZFHT 4
16m 3(3 A")

8or i Bapr

+

bu T G B,yA oB
g ATF, - gfTo A Furla i « %8

T8 ___1 lg S u5chUr - & sTSAEHT o gbuabarF N

167! 0T @ apy o A 0 A UT
A oB
Or Ban. [BPAY = g™BE
5a5AFur
R o . 1 ar _ Mo op . 40T B A_aB
& -——-—-—-1611 g)\rF gMF + g FM g FM_|3A gk
ap i Q o o. T P < T § aB
T = =——{F - F + F = B 3"AT - gL
16 A A A A
L T 4 BBAA iy gaBL
167 A
- FulasAl - BN
4m 167 o
a8 - __1 (FaAaBAA _ 1 gaB FUTE )
47 4 BT
usando novamente 2(2) na forma BBAA = —F)\B + S&AB, vem
18 = = (F*'F,® + —i g*PFTE 1) - -2F% A8 3A(5)
4n 4n

Podemos definir o tensor simétrico momento-energia eletromagné-

B
1

uma quadri-divergéncia nula:

tico, Mg e observando que o ultimo termo da direita em 3A(5) tem

oA

au(F“Aa APy = 3,0y (F AP au(ABaAF“*) 3A.(6)
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0 1° termo da direita se anula pois € o produto de um tensor si

métrico (3,3,) por outro anti-simétrico (Fak), e o 2° se anulara

devido as equagoes para o campo livre BAFGA?U. Entao definido
MuB como:
elm
.O:B = af 1 oA B 3
Melm Telm + — F alA SA(7)
4m
vemos que este satisfaz a relacao: BGM2§m=O 3(4) e € dado expli-

citamente em termos de F"T por 3(3).
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APENDICE 3B

Vamos comegar calculando a componente temporal-temporal,

para tal, usemos a definicao 3(3) de Mgim e 2(3) de F'T

o0 - 1 ogpr IO ih
M (garF F .-

00 o.f =
- g FuBF ) 5B(1)

temos que
aB _ A 2_n2
BoF = = =2{E*«B") 3B(2)
entao:

1 4 1
MUU - _*_(g FUOPUU+ F01F10+ F0¢F20+ FB3F30+ _(Ez_Bz))
A 200 511 £22 833 2

onde usamos a convencao da soma para indices repetidos,

MO = ;l (-E,2 - E,® - E * + % (E2-B?))
- )
MOO = - El (E2+B2%) = -U 3B(3)
m

Vamos obter agora as componentes temporal-espacial:

il =0 L 0o Tl 0inp aB .
M o (garF F* » g PaBF ) onde i=1,2,3
g\iﬂi a _l (gr I;’-}'ﬂiFriJ = ____I-_ (FﬂlFli & FOQFZ‘.‘L + FG3F3'1}
gr o 4
Para i=1, MO = __1 [FOIFIL + FOTEaL o FO‘BFBIJ

47
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0 l 1 - =
M°* = — (0 - EB_ + EB) = - — (ExB)x
4 y & o 4m
e analogamente teremos para i=2 e 3;
- - -+
M?2 = - ml(ExB)y e Mo = -1 (Exg)z
4 4
o que se escreve em forma geral como:
. 1 5> >
ML = - _2(ExB)i 3(6)

4

Finalmente calculando as componentes espacial-espacial teremos:

i K 1 ia.rK 1 ik a8
WS e = (g U % g B L BF™")
A ar A afB
i=1,2.3 e K=1,2.53
iK 1 iop0K 13 3K i2.2K 131K aiK
M = — (-F'°F°% + FUR'™ PPN L pUOpK L B (g2-p2))
4n 3

17 48K Mlh ik (_FloFﬂK i Fille i FizeKi_Fi%ﬁK)
4n

para i=1 e K=2; M!2 = 1 (_piopvz,piipra,pizpzzyplapizy
4

12 . 1 - -
M7= P (EyE, *+ B,B,) 3B(4)

e generalizando para valores de i e K quaisquer e identifica-
dos em coordenadas cartesianas como; x=1, y=2 e z=3

mik - 1 (g.E

1k * BlB
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para i=K=3;

a3

Flop’KepltptK plapeK, pisp3K_ 1 (p2_pa2y)
2

M33 P _;I-_ (_F3UF03+F31F13+F32F23_ l (EZ_BZJ)
2

4

2

M3 = 2
41 e

1 2
= B
4 =

M33 =

1

319
& 47 ZEZ

e analogamente

T N ,
M (E.E,

4

Observando 3B(4)

2
_']::'“+(B;+B2+

B? -~ B?
y X 5 y

p2) 1
= 2)

E?2 1 2 2 2
+ =(-B% - B + B
2 2( X Y Z))

- 2 2
+ Bsz E (B~%B%)]
para i =k =1e 2;
+ ByB, - —— (E2+B2))
13 )

e 3B(5) vemos que podemos escrever uma

geral para os casos 1 e 2, na forma;

47 1

i=0,1,2,3

K

- 1 (p24p2
+ BBy . (E*+B*) 6, )

K = 0,1.2.3

3B(5)

forma

3(8)
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APENDICE 3C

Sabendo-se que vM = (yC; yV) temos:

>
2 H =
aHd = dvr o dv = Y(Cﬂ; é:!(. V + 'Yé}i )

= "
dt dt dt dt

Calculemos separadamente a derivada temporal do termo

=(1-v2/c2)"1/2,

dy . d (1-V2/c2)'1/2 = -l(l_gi)‘3/2

dt dt 2 g*

Substituindo 3C(2) em 3C(1) teremos:

- >
. ok (Ve2)
C £*

- "__’_
V # ¥%g]

v
-22).

+
&
dt

=>

3C(1)

-
it

3C(2)

3(20)
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APENDICE 3D

Vamos fazer a transformagao de Lorentz que leva do re-

ferencial SY para um referencial inercial qualquer, cuja veloci-

dade relativa a S° é V.

T VR
X' =@ X 3D(1)
No nosso caso temos:
dp -
3= (=2 = (%0 3(2)
dr C
rad
E
4 +YB +Y8, +YBs
8, LLy-1D8l  (v-1)8182  (y-1)8183
" BZ 82 BZ
o’a = A(B) = |
+yB (¥-1)8182 4.(y=1)B§ (y-1)B285
2 2 TaE 2
B B B
+yBs (v-1)8385  (v-1)B283 ,,(y-1)83
82 82 82
3D(3)
obtido por |11].
% dP;ad .

Entao fazendo a aplicacgdo 3D(1) obtemos x" =

dt



Y8,

YB,

YBs

+YP/C

+YB,P

+Y82P

+YB3P

01

11

21

31

/€

e

/€

56

logo

AUS_ +P/C
AIS 0
AZS 0
A33 0
Prad . ap

dt C

-
0O |m™4
o

)

3D(4)
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CAPITULO 4

COMO SAO OBTIDAS AS EQUACOES

Chegamos agora na parte central da discussao, que é a
obtengao propriamente dita da equacdao de movimento para a parti-
cula carregada. Para tal usaremos as leis de conservagao do mo-
mento e da energia, um argumento que leva em conta o carater
fenomenologico das equagdes a serem obtidas e condigdes assinto-
ticas. Com os trés primeiros argumentos chegaremos a uma equa-
cao diferencial linear de 3° ordem na posicao, a conhecida equa-
cao de Lorentz-Dirac. Depois disso usando as condigOes assinto-
ticas chegaremos a uma equacao de movimento integro-diferencial

de 2° ordem, que sera nosso resultado final.

Primeiramente vamos determinar condigOes assintoticas
razoaveis para o nosso problema: Uma particula carregada execu-
tando um movimento qualquer. Imaginemos que o movimento executa
do pela particula seja acelerado, onde essa aceleracao & qual-
quer uma, fisicamente possivel (causada por qualquer agente ex-
terno real). Como vimos na segao anterior a particula nessas con
dicOes perde energia na taxa dada por 3(24), entao para um siste
ma fisicamente possivel (dotado de uma quantidade finita de ener
gia) € razoavel supor que dentro de um intervalo de tempo finito
o agente externo cessara de exercer agao sobre a particula carre
gada. Baseado nesse argumento e observando a relacao 3(20) pode-

remos introduzir a primeira das condigoOes assintdticas:



lim a% = 0 4(1)
| T[>

a qual nos garante que estamos tratando com um sistema fisico.
Poderia se pensar em restrigOes para o uso dessa condigao: por
exemplo ao considerarmos estados ligados de particulas carrega-
das. Mas estes também ndo fugiriam aos argumentos colocados, uma
vez que todos os sistemas ligados de particulas carregadas (por
exemplo atomo de hidrogénio) sdo classicamente instdveis, tenden

do rapidamente a estados de movimento nao-acelerado.

Consideremos agora que dado um sistema fisico; uma vez
que a agao de qualquer agente externo se da durante um interva-
lo de tempo finito, e parte da energia cedida a particula carre-
gada € perdida sobre a forma de radiagdo. Devemos esperar que O
estado final da particula seja bem definido, igualmente ao esta-
do inicial, o qual ainda nao tinha sofrido agao de agentes ex-

ternos. Com isso podemos formular a 2° condicao assintotica, que

fica:
1 H = H 1 L5 H
lim v Vig e lim v Vui 4(2)
T+=—c T—ee
aonde  vi, e vl . tem valores bem definidos, independentes do
tempo proprio. Ou seja, depois de terminada, a agao do agente

externo a particula estara em um movimento inercial cuja veloci-

dade € limitada e bem definida.

Agora podemos nos preocupar em obter a equagao diferen

cial linear de 3° ordem na posicdo. Para isso usaremos primeira-
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mente as leis de conservagao do momento e da energia. Para  tal
precisamos calcular o momento dos campos soliddario a particula
("Colombiano'") e dos campos livres (devido a radiacdo e exter-

nos) .

Vamos considerar inicialmente as solugbes das equacgoes
de Maxwell para particula carregada (2(6)) em um ponto x" qual-

quer. Estas podem ser formadas pelos campos retardados FET mais

campos livres externos F@Y

' » Solugdes da equagao homogenea asso-

ciada. Entdo teremos os campos solugdo escritos na forma:

I 1
RF=pr & §Er 4(3)
A outra solucao possivel envolve os campos avancgados F;r além
de uma solucao da equagao homogénea que chamaremos Pgat' e esta-

ra associada aos campos livres externos e de radiagao. E essa se

gunda solugdo sera escrita

MY = pUT 4 pHT 4(4
- a l:out (4)
Podemos interpretar os campos livres FE; e Fgat como sendo, o

primeiro, os campos externos incidentes sobre a paticula e o se-

gundo, 0s mesmos campos anteriores mais os campos de radiagao em
regides proximas a particula. Baseados nessa interpretacdo tere-

mos o tensor do campo eletromagnético devido a radiagao dada

por:

ur L ur
Frad l:0ut Fin 4(5)
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Usando as relagdes 4(3) e 4(4) podemos escrever Fﬁzd em termos

das solugOes avangadas e retardadas,

Mr - gHT _ gurT
Frad Fr Fa 4(6)
Notadamente, essa forma de escrever o Tensor de radiagao nao

coincide com a maneira classica, que identifica termos da solu-
cao atrasada com a parte dos campos relativa a radiacao (Vide
Capitulo 2). Mas como em pontos distantes da particula ( regido
passivel de medida) temos a coincidéncia das duas formas, uma
vez que nessa F;r € nulo (pois a particula responsavel por
seu Aaparecimento nzo estaria mais em movimento acelerado), pode-
mos usar a forma 4(5) sem o risco de esta nao representar o con-
ceito fisico desejado. Um dos resultados interessantes da forma
4(6) para o campo da radiagdao, € que para regides proximas da
linha de mundo este € bem definido, e sobre a linha de mundo te-
mos o valor (Apéndice 4A):

pUT = _8e '|“Vr|

4(7): onde aluyrl
rad 3G

LaET-atvy  4(8)
2
Vamos agora definir um novo quadri-vetor que sera dado por:

LT o+ BT 4(9)

fur = FUT -
3 2

Como podemos ver das relagoes 4(3) e 4(4), £"T & um tensor forma

do por campos livres e € dado explicitamente por:

S5 T | ur iT
f = E (Fin + Fgut) 4(10)
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Podemos agora calcular o momento devido aos campos da
particula carregada, para tal usemos a definigdo obtida por Ror-
lich |10| para o momento que flui por uma dada superficie em um

intervalo de tempo escolhido:

i -
&Pelm

= J MHT dc_ 4(11)
Ao(tipo tempo)

elm

Para o nosso calculo usaremos uma ''quadri-superficie" que € um
cilindro de raio bem pequeno ¢, que envolve a linha de mundo da
particula carregada entre os instantes T, €T, (relacionados aos
pontos 1 e 2). Entao com a ajuda da definigao 3(3) para o tensor
simétrico Mg{m e usando a solugao 4(3) obtivemos para o momento

do campo eletromagnético da particula carregada, o valor (apéndi

ce 4B):
2 2 U
f dp
-2 | MET o = | (21 - & gy )dr 4(12)
B Fy , dt C .
onde Péoul € o quadri-momento associado ao campo Coumbiano da

particula em movimento. Observando o integrando do termo da di-
reita da relacgdo acima vemos que,uma vez que f"' esta associado
aos campos livres o fluxo de momento e energia devido a e, e
independente da superficie fechada entorno da particula escolhi-
da. Com isso vemos que o termo (e/C)f"Tv, so pode depender dos

instantes inicial e final escolhidos, ou seja, € uma diferencial

- S u
exata, Como o mesmo e valido para dpcoul/dr podemos escrever:

dp;
Lowd & @iy Yar = dph . # dBM 4(13)
dt C ¥

( Coul
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onde dPM = -e/C fFT vrdr 4(14), € a variacdao do momento devido

ao campo eletromagnético livre.

Vamos agora considerar as leis diferenciais de conser-
vacao de energia e momento para o sistema composto pela particu-
la mais campos eletromagnéticos Coulombianos e livres. Entdo cha
mando o momento da particula de P}! teremos:

dp} + d4pH + dp¥ = 0 4(15)

7 Coul
que escrito explicitamente em termos das expressoes do momento
Coulombiano (apéndice4B) e do momento da particula fica:

2

d(m_v") + d((—=—)v¥) + dP* = 0 4(16)
p 20C2

onde m, € a massa da particula e e € a sua carga. Observando a-
tentamente a equacao 4(16) constatamos a presencga de dois gran-

des problemas, a saber:

1° No termo devido a variagao do momento Coulombiano, o fator
e?/2pC? que esta associado a inércia do campo (baseando-se na
equivaléncia de massa e energia) tem uma dependencia explici
ta do raio do tubo p, usado na determinagao da quantidade de
momento e energia que fluem pela superficie do tubo no inter-

valo de tempo Tl-rz.
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2? 0 primeiro termo nos da a massa da particula isoladamente, o
que fisicamente nao € muito relevante, uma vez que nao con-
seguimos medir a massa da particula sem medir simultaneamente
a contribuigao devido ao campo Coulombiano, que sempre esta
presente na regiao da particula carregada. Com isso,a massa
mp isoladamente nao deve aparecer em nossa equagao, configu-

rando assim seu carater notadamente fenomenoldgico.

Podemos resolver esses dois problema e obter uma equa-
gao para particula carregada baseando-se na hipGtese de que esta
deve ser uma equacao fenomenoldgica. Assim devemos ter um termo
em que aparecga explicitamente a massa associado ao sistema parti
cula mais campo Coulombiano, ou seja, a variagao do momento des
se sistema. Observando a equagao 4(16) vemos que, uma vez que a
quadri-velocidade de ambos os componentes do sistema € a mesma
(no nosso modélo), se definirmos a massa do mesmo como sendo a

soma dos seus constituintes,teremos:

m = mp + e2/2pC? 4(17)

E um novo momento Pg = pH 4(18)

u
PCoul

assim nossa equagao pode ser escrita na forma:

dPS” + dP¥ = 0 4(19)
Vamos considerar agora a presenca de forgas externas; para in-
troduzi-las em nossa equagao vamos lancar mao da idéia classi-

ca baseada na 2° lei de Newton, escrita na forma:



64

dp k.
class _ nu
—————-—dT Fext 4(20)

logo reescrevendo 4(19) para o novo sistema considerado teremos:

dpg + ap¥ = ngtdt 4(21)

fur

Podemos reescrever o termo , baseando-se nas rela-

goes 4(3), 4(6) e 4(9) como:

ur _ gur . 1 pur
- Fin * 2 Frad 433

Censideremos agora o limite em que o tubo tende a linha de mundo

da particula, ou seja, o limite p»0 nas nossas equagoes, uma Vez

- - - - 1" L 3
que isso nos permitirda escrever Fiad na forma 4(7). Assim,

e T
G e I o o glugrl 4(23)
3c*
Observemos que ao fazermos o limite acima mencionado, ficaremos
com um momento Coulombiano infinito pois a massa a ele ligada

tende para infinito. Entao a equacao 4(16) perderia o significa
do nessa situacao. Temos entao que lancar mdo da idéia que para
compensar o infinito associado a massa do campo teriamos um infi
nito de sinal contrario relativo a massa da particula, cuja soma
com a primeira resultasse no valor de massa mensuravel atribui-

do ao eletron.

Tendo em vista a discussao acima, vemos que no modelo

da particula puntiforme devemos tomar como equagao  fundamental
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para conservagao do momento e da energia, a relagdo 4(19). Esta

nao apresenta infinitudes ou ambiguidades dos termos nela conti-

dos. Utilizando entdo 4(14), 4(23) e a relacao é“vu = -a“au 4(24)

(resultado este deduzivel a partir da invariancia de v'v); po-

demos escrever a partir da lei de conservagao 4(21) para um sis-
tema sobre a agao de um agente externo, a equagao:
W o_ €& gur p 2 8% pap I 2Xhoeom

ma - Finvr * FEope * e (a = a“gavh) 4(25)

que € a equagdo diferencial linear de 3° ordem na posicao que es

tavamos procurando.

Observando a equacao 4(25) vemos que esta nao éumaequa-
cao de movimento, no sentido da fisica classica, uma vez que con
tém um termo que depende explicitamente da quadri-variagdo tempo-
ral da aceleracdo. Vamos integrar essa equacao uma vez em relagao
ao tempo proprio e tentar obter uma nova equagao mais proxima da
jdéia classica de equacgdo de movimento. Para tal precisaremos u-
sar as condigOes assintoticas 4(1), as quais, nos dao os valores
da quadri-aceleracdao em pelo menos um tempo proprio (o que € uma

condigdo necessaria para obtencao de aM(1)).

Um vez que sO precisaremos de uma das condigOes wusare-

mos aquela que diz que:

lim a%(t) = 0 4(26)

T-rx
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mas pode-se mostrar que a outra € tao boa quanto essa (apéndice

4C), nao introduzindo assim (ao escolhermos 4(26)) qualquer

trigdo a nossa solugao.

res-

Comecemos entao o nosso programa por definir duas novas

grandezas:

.l B

3 mC?

To

2
Z e alaxV“

KM(t) = P+ B -

Mo _€ pu
nde F. = —— FIT y
. in in r

£

Introduzindo essas grandezas em 4(25) ela assume a forma:
m(a¥ - Toé“) = KM

essa equacao € facilmente soluvel, pela multiplicagao do

integrante e_T/TO, que da:
__d (e—tfto dlited) = 1 .~t/Tp K1)
dt mt
logo:
lim gH(T)
T '
= = by . = -
G Oal(r )= L re /%0 K (e fyer
g H(T) o /x

onde gH(t) = e~/ 70 a! (1)

4(27)

4(28)

4(29)

4(30)

fator

4(31)

4(32)

4(33)
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Entao usando a condigdo assintOtica 4(26) obteremos uma condi-
gdo mais fraca que esta (a qual usaremos), mas que € essencial

para escrevermos a equacgao desejada. Essa nova condigdo €:

lim g" (1) = 0 ol

T
Logo a equagao 4(32) se reduz a:

T/t
al(r) = £ .

o
=7 * U
{ ™™ /T0 k¥(rydr 4(35)
m
T J.
A equacdo acima ainda n3o € nosso resultado final uma vez que ela
ndo € suficiente para garantir nenhuma das condigodes assinto-
ticas, vamos entdo fazer uma nova integragao no tempo  proprio,

de um valor T até +~ (ou de -~ até T), e usar as condigoes assin

topicas 4(2); para obtermos:

3
pH(t) = P;% + <h ( eT'XTUdT' Jw e_T“/TOKLTT")dI”
Tf

o 42
4(36)
. 1 ' St
P =B - {w et/ T0gr! [ e’ /TOK“(r")dI“
To Jt T
Dessas duas equagoes podemos ver que, se existe solugoes para

elas, ou seja, as integrais dao valores definidos, vale de ime-
diato a condigao assintotica 4(2). Vale também a condigdao  4(1)
pois esta aparece como uma condigao necessaria para existencia

das integrais, pois de 4(35) e 4(1) temos:
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1
1im |&2/70 eT'/70 K (t')dz'| = 0 4(37)

T+ T

E possivel demonstrar-se a existéncia de solugbes para as equa-
coes 4(36) para um grande numero de sistemas fisicos, apesar
do problema da unicidade ainda estar em aberto |10|, com  isso
temos entdao que as equagoes 4(36) sao as equagdes de movimento

para particula carregada que procuravamos.

Podemos ainda escrever a equacao de movimento para a
particula carregada de forma a ficar mais parecida com a equa-

cao Newtoniana 4(20), escrita em termos da quadri-aceleracgao:
mak (1) = FH(1) 4(38)

Para tal, tomemos a equacao 4(35) e fagamos a seguinte transfor-

magdo de variaveis:
§ = A 4(39)
Assim 4(35) fica:
ma (1) = JmK“(T+aT0)e-ada 4(40)
0

Existem trés diferengas basicas entre essas duas equacoes 4(35)

e 4(37), a saber:

1°) A primeira € uma equagao diferencial linear ordinaria de

wit H = i
2° ordem na posigao Z (1), enquanto que a 29 € uma equacgao
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integro-diferencial, uma vez o termo da direita em 4(40)
depende de ZH, v! e a¥ (diferente de 4(38) onde o termo a

direita so depende de Z" e v").

Nos dizemos que a equacdo 4(38) € local, pois para um dado
tempo proprio, sabendo-se o valor da quadri-forca obteremos
o valor da quadri-aceleracgao. Isso caracteriza também 0
principio fisico da causalidade que associa a cada efeito
uma causa, ordenados temporalmente de forma que a causa pre-
ceda ou no maximo seja simultanea ao efeito (num dado refe-
rencial). A equacdo 4(40) € nao-local e nao-causal pois para
um dado tempo proprio (t) o valor da quadri-aceleragao de-
pende do valor da acgao exercida 'sobre" o sistema desde 0

instante T até um instante muito posterior (t-«).

A primeira equagao determina por si sO0 (a menos das condi-
¢Oes iniciais) a trajetoria da particula carregada. Enquanto
que 4(40) precisa (além das condigOes iniciais) das condi-
¢Oes assintoticas 4(1) e 4(2), para dar uma descrigdo comple

ta da trajetoria da particula.
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APENDICE 4A

Vamos calcular o tensor campo eletromagnético de radia-
cap, 4(6), em regidoes proximas da linha de mundo da particula car-
regada, para tal, calculemos inicialmente os tensores do campo
(Fgfm), nas posigoes retardadas e avangadas. Usaremos as expres

soes dos FMT na forma 2(46):

3

v
FHT =+ Ze d (\" R ) 4A(1)
= p dt p
a

onde usamos a abreviacao introduzida em 4(8).

Consideremos inicialmente um ponto qualquer do quadri-
espaco x" prdximo a linha de mundo da particula carregada. Este
ponto sera simultaneo a um ponto da linha de mundo, caracteriza

do pelo tempo proprio T Fazendo 1,=0 e considerando a analise

0"
sendo feita no referencial de repouso da particula, podemos es~

crever.

M y
v (Z}‘l - x“) =0 4A(2)

onde os valores dos quadri-vetores se referem ao instante e Se

usarmos a notacao 2(39), teremos:
-t = gl 4A (3)

Estamos interessados em escrever as expressoes 4A(l) em termos da

quantidade p que como, ja vimos, ¢ a extensao do conceito de modu-
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-

lo para o quadri-vetor que ligax" & z¥ como vemos mais claramente

na figura abaixo:

vinh 2" (1)

ct

\

figu?a 2
Nossa intensdao € obter o limite p>0 para as grandezas deseja-
das (pois isso representaria o valor de tais grandezas em re-

giées proximas 2 linha de mundo de particula). Mas como podemos
observar, todas as quantidades em 4A(1) sao funcoes de 1. Com isso
teremos que obter inicialmente uma expansao dessas  quantidades
em termos de 1 (no nosso caso 1=0) e depois encontrar uma forma
de ligar T a p. Vamos chamar os instantes retardados e avancados,
respectivamente de -T e T, uma vez que encontram-se simetricamen
te posicionados em relagao a Ty Logo, escrevendo 4A(l) explicita-

mente em termos dos dois valores do tempo proprio vem:

B ] = 2 -d—("[“[fﬂRrI“”) 4A(4)
. p(+1) dt p(+1)

Agora vamos obter a expansao, em termos de *+ T, de todos as grande

zas relevantes para obtencao de 4A(4):
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2 3

ZH(t) = Z¥ + oy¥ o+ o a¥ 4 IO g0 e |, 44 (5)
2 6
u U 2 3 .
Z'(=1) = 2" = " + 1= gu - I au T e 4A (6)
2 6
— 2 .
vu(-‘h'[) - '\.ru ¥ 'rau + L— au o RS 4A(7)
2
2 3 -
RY (1) = xM-Z¥(F1) = pUM iWT-%—dJié— He oo. 4A(8)
— —_ — "[2 L] Ts
p(*3) = F, PR (F1) = (M*pa )t + p— a +—a’
- u 2 u 6

onde usamos 2(38), 2(40) e auEaAUA, éu=ékua’ a2=akak. Para obter

mos uma expansao em potencias de 1 de Fir , SO nos resta substi
) a

tuir as expressoes 4A(0) , 4A(7) e 4A(8) em 4A(4) e calcular a deriva

da ali presente, o que da:

; (Lvpa )& ? 2t 21*
# 2 élﬁvrl + P é'“url) 4A(9)
2 2T

Vamos obter agora a relacdo entre T € p, a qual nos possibilitara
escrever 4A(9) em termos de p unicamente. Usaremos a propriedade

de RY ser um vetor nulo, ou seja;
R, (+7)R¥(F1) = 0 4A(10)

usando JA(S) obtemos:

2 'E2

o) = T2(1 + puu EY E—I Z.-lu + s 612) 4A(11)
3 12
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que depois de algumas aproximagdes e manipulagdes algebricas po

de ser escrita como:

—

e 2/6) (a2/4 ¥ a
- [(p2/6) (a2/8 ¥ &) | i
p

(1 + Dau)l/z

Entao introduzindo essa relagido em 4A(9) e fazendo as  aproxima-

g¢Oes necessarias, teremos:

Fur (XU) = ..._.2_6_._. (_:.l_ Vluuri - }‘_... v‘uar‘ + l a,-Vluarl +
r Y1+pa p* 2p 2 u
a u
¢ B Vluurl 21 éluUT] 72 éluvr|) 4A(13)
8 2 3

E usando a definicao 4(6) para o F?;d no limite em que p»0 tere-

mos:

ur - _ 8e |w,rl
Frad = s ML T 4A(14)

que € o resultado desejado.
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APENDICE 4B

. . il
Vamos calcular o quadri-momento eletromagnetico '

A 48,
associado a solugao 4(3), das equagoes de Maxwell nio-homog&"®

2 - , Ltem
escrita na forma 4(9). Escolhamos uma quadri-superficie tipt o

X ti-
po que €& um tubo de raio p envolvendo a linha de mundo d#4 pt!

cula, e se extendendo deste T, a T Ela e escrita como’

i | 2°

£ﬁ(1)

onde u' & uma quadri-vetor tipo-espago, unitario e normal # i
perficie considerada. O elemento de superficie € formado pelo
produto de uma superficie tri-dimensional com o modulo d& oo QU2
dri-vetor tipo-tempo na direg¢do da linha de mundo da par?f‘”la

(vM(7)). A superficie tri-dimensional, devido a escolha “~ £uba
de raio p , € a superficie de uma esfera de mesmo raio. Mo
teremos.
d®c = p? dQadt b(2)
onde d2 & o elemento de angulo s6lido e adt € a contribi-~~7 gt
direcdo de movimento da particula. Podemos determinar =. *~ gape
do que o deslocamento dos pontos da superficie do tubo 'aT
tais que as linhas que formam o tubo sejam sempre para. =
nha de mundo da particula. Observando a figura do apen- v
H ro

vemos que, considerando x© como um ponto do tubo, pars

pricdade acima seja mantida, devemos exigir que:
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S M2y | = 0 4B(3)

dt

ou seja, (dxu - vud'r)vu + oU“audT = 0

Vudxu = -(l+pau)drt 4B(4)
Logo, para que as linhas que formam o tubo, ao serem variadas

(dx"), se mantenham paralelas a linha de mundo (vu),a componen-

te de dx" nessa direcdo € dada por:

|dx“|Vu " (1+pau)dt 4B(5)

onde |clx"‘|‘“J & a componente de dx" na direcdo de v

. Com isso te
remos que a=l+pa pois |dx“|vu, representa o elemento de  arco
que um ponto no tubo descreveria, caso se mantivesse paralelo a
v'. Assim podemos escrever a expressao para o momento eletromag

nético, atravessando o tubo desde T @ T,, como:
TZ
- J M'T dio = -[ dt J de M"T U_p?(1+pa ) 4B(6)
1

Entdo a partir de 3(3), que & a definicdo do tensor simétrico mo-

i ur
mento-energia do campo e usando o tensor F_ dado por:

b

pHT o gWT . 1 (pur , pliT 4B(7)
2 r a

podemos calcular 4B(6). Do resultado 4A(13) do apéndice 4A sabemos

que:
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| l
BT o 2o Lyl 1l
2 1l .
o Lag g vl o 22 Sl : alugrly 4B(8)

9 it 8

- o AT = -
e além disso, como f*T deve ser dado, podemos entdao comegar o cal

culo de MZim, considerando apenas os termos 1/p" tais que n> 2.
Com isso:
2 K H
Freps Ty -8 U _ a4 Sau g¢ _
% l+pa < p? 4p2
2 ur
- gt 4B(9)
402 p2 a
e
pS poB . 4e* | -1 , au , _a® _ %ulu 4B(10)
QB 1+pau zp'-l 2p3 4p2 2p2
Entao teremos de 3(3), 4B(9) e 4B(10):
2 2 3a
MUI' - e ( 1 _ a )UU-( 1 _ ‘___u)au 2
4m(1+pau) 2p" 252 2p® 4p?
+ £y ) 4B(11)

Substituindo 4B(11) em 4B(6) e calculando a integral sobre o angu-

lo solido temos que:

1?) Os termos que dependem linearmente de u" vdao a zero; pois

UH so contendo a parte espacial, quando integrado sobre todo
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o dominio dos angulos polares da contribuicdo nula.

2°) Para os termos que niao dependem de vt a integral @& diferen
te de zero € da o resultado 47 pois ndo temos dependéncia

nos angulos polares. Entdo,

2 2 2
2 KT
} M"'T 43¢ = [ S a* dr - l of o di 4B(12)
T T
1 1 2p 1
ou
2 2 4 2 1-11'
MY @t = | (& vMyar o| o v 4B(13)
T 1 dT 2p 1

Pode-se mostrar |10| que o termo entre parénteses, no integrando
do 1° termo da direita, € a quadri-momento associado ao campo Cou
lombiano de uma particula em movimento com quadri-velocidade v¥,
devido a todos os pontos do espaco, excetuando o volume de uma
pequena esfera de raio p devido a particula. Com isso, chegamos

ao resultado

2 2 U 2
| dP ur
- | M"T g% = | —coul 4 . ef v_dt 4(12)
; 1 dT 1 C

o qual queriamos demonstrar.

Nos apendices A e B fizemos C=1 nas partes iniciais, res

gatando seu valor correto nos resultados destes apeéndices.
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APENDICE 4C

Vamos considerar inicialmente que o sistema fisico em
estudo, se encontra livre da agao de forgas externas de origem

nao-eletromagnética. Com isso a equagdo 4(28) se reduz a:

2
M M _ 2 e A M
K" (1) By o a  a,v 4C(1)
Entdo com a alteracdo acima em K" podemos manter as equacoes

as equagoes 4(30) e 3(35) inalteradas.

Levando em conta o acima exposto, nesse apéndice ire-

mos demonstrar que o uso da condicao assintotica

lim a"(t) =0 4C(2)

T+~

Sobre a equagao que € o resultado de uma inversao tem-

poral efetuada sobre 4(30) (para o sistema fechado, sem forga
externa), nos levara a uma equacao de "movimento' que tem as
mesmas propriedades que 4(35) (para o sistema estudado). Esse

resultado nos indica que:

1° 0 uso de qualquer uma das condicoes assintoticas, 4(1)
ou 4C(2), € igualmente possivel, ou seja, nao introduz

qualquer particularizagao do resultado. 4C(3)
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2° A nossa teoria € invariante por uma iversao temporal 4C(4)

Vamos inicialmente considerar a inversao temporal, de-

finida de tal forma que:

Ts £+ ! o> E!' %« £ 4C(5)

onde

e 4C(6)

-0 < t' < 0

Podemos ver facilmente a aplicagao de T sobre algumas - gran-

dezas fundamentais (quando reescrevemos as mesmas Como fungao

de t):

T: x% » x'M = X 4C(7)
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T: 1 » 1" = =1 4C(8)

Usando os resultados acima, teremos:

L}

T v ) ) = w00 4C(9)

s i a“(T) > a'u(T')

au(T) 4C(10)

Seja agora a equacgao 4(25) para um sistema em que nao atuem for

cas externas:

@

o

2 .
ma¥ = & pHTy 4 Z (at = X aAa VU) 4C(11)

ou
=1l 1 u
ma" = Pin + > Frad 4C(12)
onde
v - e Uur
Fin —E— Fin vr 3C(13)
FU = __E__ ..ei (au - = a’'a vu) = FUI‘ Vv 4C(14)

Calculando a inversao temporal de 4C(12) ficamos com a nova equa
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gao, em termos de T1':

«mah = gH +ll-‘ 11J|=t].1rl|u'
T:ma” (1) Fin(r] : Flaq > ma'¥(t') Fintr) + ZI:radCt) 4C(15)
Para as novas grandezas linha,escritas em termos de t', as antigas
relagOes das grandezas sem linha, escritas em termos de T, devem

continuar valendo. Com isso, poderemos escrever 4C(15) na forma:

' 1y = RprHrL 1om 1w _ 1 pov
AT = Bialr') * Thga * % Fred 7 Fred
' 1y = ptH Yy _:!-_ r M
e S - 2 By 4C(16)

onde Féﬁt(r') ¢ definido em analogia com PiE(T')‘ Vamos agora de-
rivar a equagao de movimento para esse sistema, a partir de4C(16),
com a ajuda da condigdo assintotica 4C(2) ; comegemos por reescre-

ver 4C(16) na forma:

sl (') + gt P y) = e} 4C(17)
K'H, (t') = F'H (') + 2 et atAeo ax(t)v' ¥ ") 4C(18
out T out T EE'S_ (T ) (T )V (T ( ]

Usando a condigdo assintotica 4C(2),escrita em termos de variavel

e,

lim a'¥(z') =0 4C(19)

'

obtemos a partir de 4C(l7), (analogamente ao procedimento  seguido

no Capitulo 4):
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e | '
" /1y (T /1
avhiggt) = K (e dr" 4C(20)
mT -
0
ot
ou, depois da transformagdo, o = —— , 4C(21)
o
0
ma'H(t') = j_m R ln® ® aro)e“ do 4C(22)
que & a analoga a equacao de "movimento" 4(35). Resta-nos gora

mostrar que a equacgao 4C(20), escrita em termos de T' tem as mesma
propriedades que 4(35)- Uma das formas de fazer isso € escreven
do 4C(20) em termos de T e mostrando que essa nova equagao coinci-
de com 4(35)- Podemos fazer isso com a ajuda ded4C(5), 4C(9),
4C(10)e do fato de que |10].

.uH M ' - out
el ) = Bl (') = F 5] 4C(23)
Usando esses resultados em 4C(18) , teremos, depois de levan-

tar os indices,
K¥Y .(-1) = F! (1) - g-Eial(r)a.('r)v“(r) = K. (1) 4C(24)
out 1n 3 CS A in

Logo, escrevendo 4C(20) em termos de T, teremos:

aP(T) _ B

T/TO © g Al _?/TO B
k! (Te dT 4C(25)

¥ g

que € a equagao 4(35). Com isso, vemos que a equagao 4C(20) escri-
ta em termos de T' tem as mesmas propriedades que 4C(25) em termos

de t. Ou seja valem 4C(4) e 4C(3).
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CAPITULO 5

DISCUSSAO SOBRE A EQUACAO E SUAS SOLUCOES

Essa segao € dividida em duas partes que visam um estu
do da equacgao obtida na seg@ao anterior. A primeira parte € uma
analise dcssa equagdo buscando a identificagdo dos termos ne-
la contidos, além de um argumento que mostra que, pelo menos no
dominio classico (regido de validade da nossa equagao), a que-
bra da causalidade imposta pela equagdao de movimento € reconci-
liavel com os principios fisicos de causa precedendo (ou sendo
simultanea) ao efeito. Ja a segunda parte trata da solugdo ex-
plicita da equacao de movimento para alguns sistemas fisicos
simples tais como: particula livre, pulso instantaneo, pulso fi
nito, forga constante, potencial coulombiano. Também € feito um
estudo simultaneo de algumas caracteristicas de alguns desses

sistemas, a luz das solucgOGes obtidas para cada um deles.

5.1 - Discussac Sobre a Equacao

Vamos observar as equacoes de movimento 4(36), nelas
observamos a presencga do quadri-vetor K* definido em 4(28). Es-
se quadri-vetor representa as forgas que atuam no sistema parti
cula mais campo de velocidades. kK" & formado pela soma de trés

termos: O primeiro, FEH, representa a forga eletromagnética de-

vido a campos externos. Ja ngt € a interacgdao do sistema com a-
gentes externos de origem eletromagnética ou niao. Finalmente,

-(1/C?)RV“ pode ser interpretado, se levarmos em conta o resul-

tado do Capitulo 3, como sendo a taxa de variacao do momento do



sistema (particula + campo de velocidade) devido a emissao de
radiagdo. Podemos fazer duas observagdes importantes sobre o Gl
timo termo; em primeiro lugar, vemos que este ¢ uma quadri-
fpra tipo-tempo, o que apesar de nao ser muito comum, nao  in-
troduz problemas para o nosso modelo. E em segundo lugra, esse
termo € a propria reacdo de radiacao (Capitulo 3), e sera dife-

rente de zero se e somente se a"#0, como era de se esperar.

Os demais termos que aparecem em 4(36) sao de facil in
terpretacao e estao relacionados a valores definidos, para um
dado instante, dos quadri-vetores (D? e pgut). Além do momen

in

to como funcao do tempo proprio para o sistema em questao

p" (1).

As caracteristicas mais importantes das equagdes 4(36)
€ a nao-localidade temporal imposta sobre o sistema. Para visua
lizarmos melhor este fato, vamos considerar a forma 4(40) da
equagao de movimento. Uma vez que as forgcas externas agem duran
te um intervalo de tempo finito, podemos fazer a pergunta apro-

ximacao em 4(40),

ma” (1) = K“(T+br0) ~ K" (1) 5(1)

onde a Ultima aproximagao vem do fato de que 1, € muito pequeno.

0
Em verdade temos que para o eletron, 10|4(27)]é?aproximadamente
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0.62 x 10 segundos. Vemos entdo de 5(1) que a localidade no
tempo & entdo restabelecida apos tais aproximacdées. Um fato im-

portante a ser notado € que a diferenga entre 5(1) com b=0 e a

equagdo 4(30) (a qual & temporalmente local) € o termo:

[

]('0
Q.

s 5(2)

2
w

)
Este termo pode ser identificado como o responsavel pela ndao-lo-
calidade no tempo da equagdo de movimento, uma vez que € a sua
presenca que forga a integracao de 4(30). E uma vez que esta e~

quacdo € integrada, o termo 5(2) desaparece, mas surge O cara-

ter ndo-local na equagado integrodiferencial resultante.

Podemos ver da equacdo 5(1) que o carater de ndo-locali
dade temporal da equagdo de movimento nos leva a quebra do prin-
cipio de causalidade, pois podemos interpretar 5(1) da seguinte
forma: o sistema € acelerado no instante T,devido a agao de uma
forga no instante T + bTO, posterior a T.

Vejamos porém que apesar da existéncia da quebra de cau
salidade, esta € tal que ocorre em um intervalo de tempo da ordem
de grandeza de Tp» como pode ser visto de 5(1) e do que foi dito
no paragrafo anterior. Com isso, para identificarmos tal efeito,

deveriamos ter uma forga que levasse um intervalo de tempo AT < 1)
para comecar a agir, o que ndo € possivel para uma forgca classi
ca. 0 que torna a quebra de causalidade ndo observavel para a

regiao de validade da equacao.
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Outra evidéncia de que o carater ndo-local ndo & re-
levante para o tratamento considerado, € obtido a partir da compo

nente temporal da equagdo 4(25):

&+ > -
%@ = YV.F + 1, . —c-l-g— (YV.F) - yP 5(3)
T T

onde usamos a definigao do quadri-momento de uma particula e a
aproximacgao éP=?“/m em 5(2) uma vez que este € pequeno. Observe
que, uma vez que 5(2) € o responsavel por efeitos nao-locais, a
observagdo da energia associada a esse termo (a partir de 5(3))
nos levara a confirmagdo da nao-localidade temporal na propria

equacao integrodiferencial de movimento.

Para o sistema em movimento circular (radiagao de sincro-
> =
tron), no qual V.F=0, teremos, a partir de 5(3), e depois de algu
mas aproximagoes (Apéndice 5A):

BB e Pite - B ) 5(4)

dt 0 mc?
Vemos, a partir de 5(4), que a diferenca entre a variagao da ener-
gia cinética do sistema e a taxa de energia emitida na radiacdo
(P) & diferente de zero e a diferenca € uma taxa de energia de-
vido ao termo 5(2). Logo, ao medirmos tal diferenga, estaremos
evidenciado o carater ndo-local e dai a nao-causalidade. Conside
rando que essa diferenca seja da ordem de 1% da taxa de ener-
fia cinética temos que F deve ser >102°Mev/s para um eletron. Es
sas taxas de emissao de energia, seguramente nao estao no domi-

nio da fisica classica, o que respalda o nosso desprezo pelo ca-
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rater acausal das equagdes de movimento obtidas.

Segundo Konopinsky |12| uma forma diferente de vermos esse proble
ma pode ser obtida de interpretagao da componente temporal 5(3), escrita

-’
agora de forma exata. Para isso consideremos vH=(yC,y v), e dai:

d

dt

> >
(Y-14Y)mC?*| = YF.V - yP 5(5)

Vemos com isso que no lado esquerdo da equagao aparece
entre colchetes, um termo que difere do termo YmC? usualmente
usado para sistemas nos quais toda a massa esta localizada em um
ponto. A diferenca € tal que diminui aquela parcela, quando o]
sistema se encontra com y > 0, e & dada pelo termo —TO§mC2.Logo,
vemos que 5(5) nao descreve o movimento de uma massa localizada,
ideia que ja nos era familiar, pois tinhamos visto que o sistema
em questdo & a particula carregada, mais seu campo Coulombiano

0s quais nao podem ser isolados.

Baseados nessa ideias, podemos dizer que a diminuicao
de energia em relacdo aquela, de uma particula localizada, em
5(5), se deve ao fato de a massa espalhada pelo espago (devido ao
campo Coulombiano solidario a particula) nao adquirir instanta-
neamente a nova velocidade devido a aceleracdo, pois a velocida
de de transmissao do sinal que comunica a modificagao da veloci-
dade a todos os pontos do campo ¢ finita. Com isso somente parte

da massa total do sistema adquire a energia devido a nova veloci

dade.
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5.2 - Solugoes da Equacao de Movimento para Alguns Sistemas Sim-

ples

Inicialmente vamos considerar movimentos unidimensio-
nais, o que facilitara bastante nosso trabalho, mas ndo deixara
de introduzir os resultados caracteristicos das equagbées obti-
das. Posteriormente faremos o tratamento do problema, devido a
uma forga central do tipo Coulombiano. Mais especificamente, con-

sideraremos o sistema ligado formado pelo atomo de um eletron.

a) Movimentos Unidimensionais.

Como primeiro passo vamos escrever as componentes da
equagdo de Lorentz-Dirac (4(25)). Vemos primeiramento que,  num
movimento qualquer, a quadri-velocidade fica escrita:

: ] -
v = (Cy, W) 5(6)
> >
onde w=yv. Usando o resultado

vHv = -C? 5(7)

podemos relacionar as duas componentes de 5(6) pois:

2
vy oa-%) = (1« Tyl2

o o 5(8)

Com isso podemos calcular outras grandezas necessarias para nos-

so objetivo, tais como:
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>+

a* « foy, W) = (—e ¥ W) 5(9)
(w2+C2)1/2
+ 3
! W. W CEq* :
a = ( + W 5(10)
U¢2+C2)1f2 (w2+C2)3/2 )
2 2,52
p= 2 & a,a" = mr, JGowe 5(11)
3 @ w2+C?

E finalmente a componente espacial da equacgdo de Lorentz-Dirac

fica escrita na forma;

3 = 2 1/2 . g
v & E sy ¢ w0 - g 5(12)
m 2 [} W2+C2

+ - - -
onde YF e a componente espacial do quadri-vetor Ku, o qual re-
presenta a acao dos agentes externos. Ao calcularmos a componen-
te temporal da equacgdo 5(6) vemos que esta €& idéntica a 5(12).

Assim, nao obtemos nenhuma informacao dessa componente.

Para o caso unidimensional podemos simplificar 5(12)
grandemente pela introdugdo de uma nova variavel chamada rapi-
dez (e) e definida explicitamente pela relagao:

w = Csinhe (15

Podemos fazer uma identificagao da rapidez para velocidades nado-

relativisticas, nesse caso:

w=v e como Vv/C << 1 => sinhe = ¢
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e com isso,

e = v/C 5(14)

ou seja, nesse limite a rapidez representa a velocidade da parti
cula em unidades da velocidade da 1luz(C). Observe também,a par-
tir de 5(13), que € varia entre os limites -«<e<w, Entao, podemos
passar agora ao calculo das grandezas anteriores expressando-as
agora em termos da rapidez. A partir de 5(8) e da definicao

5(13) teremos:

Y = coshe 5(15)
w .

v = —— = ctanhe 5(16)
i

w = Cécoshe e w = Cécoshe+Cé2%sinhe 5(17)

e a equacgao 5(12) fica reduzida a:
¢ - Tye = —— 5(18)
mC

Podemos resolver essa equaciao, ou seja, obter o valor da rapi-
dez como funcdo do tempo proprio para uma dada forga externa. Mas
para isso precisaremos da ajuda das condicdes assintoticas 4(1)
e 4(2) devidamente escritas em termos de €. As quais ficam, a

partir da definicdo 5(13):

lim e(t) = 0 5(19)

|'[|+oo
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lim €(1) = €(«) e lim e(1) = e(-=) 5(20)
T=00 T+=
Entdao, usando 5(19) podemos integrar a equagdo 5(18), assim usan-
do um procedimento analogo aquele usado na obtencgao de 4(35).

Ficamos com:

y o/t ; -T' /T
e(1) = e 0 J e’ E e 2 5(21)
T mC
T 0
Uma caracteristica importante dessa equagdo & que o valor de

é(T) nao depende de algum termo associado a reacdo de radiacgado,
o que facilita a obtencao das suas solucgOes. Finalmente, .usando
a condigdo 5(22) podemos integrar 5(21) e obter a rapidez como

funcao de T,

oo

~ T'/TO d 1 F( u) 'T”/TO
(1) = e(-=) + dt' e g didy 5(22)

b TO mC

onde o valor assintdotico da rapidez esta associado a uma veloci

dade inicial do movimento vy, que a partir de 5(16) & dada por:
g(-w) = tahn‘l(uO/CJ 5(23)

Vamos agora passar para obtencdo explicita da rapidez
a partir de 5(22) para alguns casos particulares. Primeiramente,
trataremos um caso simples que, apesar de nao introduzir as carac
teristicas proprias da equacdo 5(18), nos mostrara que essa € com
pativel com nossos conhecimentos anteriores. E posterioremente |,

passaremos a outros gradualmente mais complexos:
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1. Particula livre

Nesse caso teremos,

F=20 5(24)

e a partir de 5(21) ficamos com:

1]
o

(1) 5(25)

eln) = ef-=] 5(26)

e esses resultados garantem a validade da 2° lei de Newton para

o movimento inercial do sistema.
2, Particula Uniformemente Acelerada.

Agora faremos agir sobre o sistema uma forga do tipo,

F =B 5(27)
onde B € uma constante. A agdo dessa forga se dara a partir do
instante zero e podera ser calculada em um instante 1 posterior

qualquer. Assim obtemos facilmente:

oo

s O ; -1t'/1
i=g 7 . A 0 5(28)

que integrando da,

T W —— —
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§ =F- 5(29)
mC
que & constante.
Para a rapidez podemos obter, a partir de 5(29):
T
= y B
e(t) = €(0) + J dt —
mC
0
ou
= B
e(t) = €(0) + — 1 5(30)
mC
Um resultado interessante para esse tipo de movimento aparece
quando vamos observar o balango de energia, dado pela equagao

5(3). Para o movimento uniformemente acelerado pode-se mostrar
que vale a relagao entre o termo de Schott e aquele devido a rea
cdo de radiacao (4(24)):

o 1 A H

== d'dy" = § atay #0 5(31)

Entao observando a equacdo 5(3) escrita na forma:

- = 2 1
d_(ymc2) = yv.F + 2 & (a° - L alauy?) 5(32)
dt 2 Ie* c*#

-

onde F = B{ e ; = ctane(t)u, podemos dizer que a energia cineti-
ca da particula de massa m & toda ela devida a forga externa e
a energia irradiada € devido ao termo de Schott (responsavel pe-
la nao-causalidade como vimos). Pois devido a 5(31) temos que

5(32) na verdade representa duas equagOes:
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-+ 2 A
i_. (YITIC2] = Yv.? e al = L a“a)yo 5(33)
dt et
que valem independentemente. Vemos com isso que uma outra forma
de evidenciarmos o carater ndo-causal das nossas equagoes, € me-
dirmos a radiacgao emitida durante o movimento uniformemente ace-

lerado.

3. Particula sobre a agdo de um pulso.

Seja agora uma forca uniforme igual ao caso anterior,
mas que age sobre o sistema durante um intervalo de tempo fini-
to. Essa €& uma situacdo fisicamente possivel enquanto que a an-
terior € um limite do presente caso, obtido ao fazermos o inter-
valo de tempo proprio durante o qual age a forca externa, ser

muito maior do que qualquer intervalo considerado no problema.
Como definigao para o nosso pulso teremos:

B{v<0) = 07 F(O<t=t,)=B F(T>tl)=0 5(34)

1

Introduzindo essa definigao na equacgao 5(21), poderemos calcular
a variagao temporal da rapidez (a qual no limite ndo-relativis-
tico @ aproximadamente a propria aceleragdo, em unidades de kol
da particula de massa m). Vemos,a partir de 5(21), que a "acelera
cdo" esta definida para os intervalos de tempo proprio anterio-
res a zero e entre zZero e Ky s Entao, fazendo o calculo apropria-

do para esses dois intervalos, obtemos:
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e(t) = %C (1 - e_Tl/TO)eT/TO <0 1
e(t) = 2 (1 - ef(TlﬂTJ/fo) 0<T<11L 5(35)
mC W
é(T) =0 T>Il J
Podemos ver a forma da "aceleracgao'" obtida, fazendo um grafico

da mesma versus o tempo proprio. Tal procedimento resulta em:

hmct = dp/dt |
F .
I
F ______‘/f\_ I
; P-ftl.
Te—f loe——0
"
T=0 R P 7 T
- —~ F#0 i
figura 3

Observando a figura 3, vemos agora claramente o efeito de ''preace
leracao'", ou seja, antes de iniciar-se a acgao da forga externa
temos, num intervalo da ordem de Ty, @ presenga de uma ''acelera-
cao" diferente de zero. Um fato analogo acontece proximo (da or-
dem de 1,) ao fim da acgao da forca externa. Mas como vimos, devi-
do ao fato desses dois fenomenos ocorrerem num intervalo de tempo
tao pequeno, nao precisamos nos preocupar com eles dentro do nos-

so .enfoque classico.

Novamente ao analizarmos o balango de energia do siste-
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ma, teremos a possibilidade de interpretar o fenomeno da ''preace-
leragao" de uma forma bem interessante |12|. Durante a maior par-
te do movimento acelerado, ou seja, no intervalo Oitirl tudo ocor
re como no movimento uniformemente acelerado (veja item ante-
rior). Mas pouco antes do inicio da acao da forca, vemos que uma
vez que ja existe uma quadri-aceleracgdo a!#0, teremos também emis
sao de radiagao. A energia necessaria para equilibrar aquela, trans
portada pela radiagao, nao pode vir diretamente da forga externa,
que ainda nao comegou a agir sobre a particula. Entdo pode-se lan
¢ar md3o novamente da id€ia do campo Coulombiano solidario a parti
cula e espalhado em uma regiao em torno da mesma. E agora dizemos
que a interagao do sistema (particula + campo Coulombiano) com a
forga externa tem inicio quando a regiao mais externa do campo
Coulombiano efetivo entra em contato com aquela. Logo, a energia
associada com a emissdo da radiagdo @€ proveniente dessa interacgao

do Campo Coulombiano com a forga externa.

b) Movimentos Tridimensionais

Nesse item nos nos nreocuparemos em analisar um movimento
tridimensional em particular, a saber: o movimento de uma particu
la carregada sobre a acao de uma forca central atrativa. Para tal,
vamos iniciar nosso estudo demonstrando que, mesmo ao introduzir-
mos a reacao de radiacgao, o movimento sobre a acao da referida
forca, se da em um plano, o que reduzira o conjunto de equagoes

a ser resolvida.

Inicialmente, vamos escrever a componente espacial da

equacao de Lorentz-Dirac, na forma:
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2 ™ 3z T 3
drzf(r_)r_'_T dr+_0_c1_{'_alal 5(36)

dt? mr 0 dt?3 C? drt

..’.
Tomando o produto vetorial dessa equagao, com r, teremos:

-

28 N N
d?r T & d*’r >  To A . ar

Xr = 1 Xr + — a"a) — xr 5(37)
dv* dr?3 c? drt
Tomando novamente o produto vetorial da nova equacdo, agora com
+ - — - -
dr/dt, podemos obter apo0s algumas operagdes algébricas e veto-
riais, o resultado:
- -+ 2 ¥ > 3>
T xdr (47T  pydr (477 5(38)
Ty Of dt? dr dqd

Ao resolvermos essa equagao encontramos o resultado geral:

> > & T/TU
rx dr/dt x d?r/dt? = Ce

5(39)
que nao € uma solucdo fisicamente possivel pois € divergente para
valores crescentes no tempo proprio. Entao devemos escolher o va-
lor zero para a constante C. Fazendo isso teremos o resultado (pa
ra todo 1) que diz que os trés vetores do lado esquerdo de 5(39)
se encontram no mesmo plano. E além disso pode-se mostrar tambeém
que T e d?F/dt? sao colineares. Esse resultado nos permite tratar
o problema em duas dimensoes, assim podemos escrever as componen-
tes espaciais da equacao de Lorentz-Dirac para o problema. Apar-

tir da forma geral 5(12) tercemos  em coordenadas cartesianas:

! F. w2+w2 1/2 w: (W2+w?)
. o= B PR L to(w_-_i__i;_i_) i=x,y 5(40)
m c* *
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onde

-> -> B . o~ - .

WE g RNXX ¥ FYY RS N, FHK 8 Wy =YY 5(41)
Vamos agora restringir o nosso estudo a um tipo especial de forga
central, a saber, a forca Coulombiana. Sua forma & bem conheci-

da e para a interagao entre um centro de cargas positivas +Ze e

uma particula de carga negativa -e ¢ dada por:

-1
©
™

Bl © 5(42)

e o7
[

-

Podemos agora escrever a equagao de Lorentz-Dirac para esse caso,
. . o i S =
introduzindo 5(42) e a definigao das componentes de w (ambos em

coordenadas cartesianas) na componente espacial 5(40):

ZeZXiY

W Ny s g7z * CplRg TRy FIKg v o

2 2
(xi+ij

%; (YAvi+2yv.dey?a?)

& = )i#j e i,j=1,2 5(43)
onde ¥ foi dado em 3C(Z),
o ah 2 3
% = Ayt (v.a)* | W PR, oo 5(44)
T = G*

e os indices referem-se as duas componentes cartesianas usadas na
descricdo da trajetoria. Observando a equacdo 5(43) podemos ver
que esta equacao ndao possui solucoes analiticas, além dec ser,
nao-linear, ou seja, esta so permite solucoes numéricas. Vamos

entao pensar no sistema que iremos analisar com essas equacoes.
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Para @ maior parte das trajetorias de eletrons em nucleos  tipicos
a formulagdo relativistica é desnecessaria, pois nessas oOrbitas
tais particulas movem-se com velocidades muito inferiores da luz.
Dessa forma, ao usarmos um enfoque ndo-relativistico do problema,

o sistema de equacoes 5(3) fica escrito:

& - - Zezxi i e 45
B = Tﬂxi = 2)3/2 i) o 1i,)=1,2 5(45)
j

2
mixs+
(1x

Apesar de nao termos solugles analiticas para este conjunto vemos

(pelo mesmo motivo do caso anterior) que as equagoes
5(45) sao bem mais simples, possibilitando assim o surgimento
de solucoes analiticas aproximadas. Uma solucao desse tipo foi

obtida por Clavier |[13|, para regiGes proximas ao centro de for-
ca. A solucdo é uma espiral logaritmica que, escrita em coordena

das polares (p e 6), fica:

-(cotd)6
P =pge
P = scosd¢ 5(46)
Kl = p “sin¢g = s_l tang
onde ¢ € o angulo constante entre o raio vetor e a tangente a
trajetoria, s & o comprimento de arco sobre a trajetoria medido

para tras a partir do zero na origem, e Kl € a curvatura. Temos

ainda que o angulo ¢ € dado pela relacgao:

4 c053/2¢ = 3(1l-cos2¢) 5(47)

0 fato de termos obtido como solugao 5(46) nos leva a

pensar um pouco acerca da estabilidade de um sistema  constitui
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do dessa forma. A imagem que nos podemos fazer agora € de um ele
tron orbitrando um nucleo devido a forga centripeta imposta ao
primeiro. Este (por ter carga) emite umadada quantidade de radia
gao. Por outro lado essa radiagdo transporta energia e com 1isso,
para contrabalancar essa perda de energia, o e€elétron se aproxima
do nficleo para o qual ja era atraido e diminui sua energia poten
cial. Assim,vemos que,dada uma orbita inicial para o eletron, a-
pos um certo intervalo de tempo eéte se precipita sobre o ni-
cleo. Uma vez que na natureza observamos varios elementos esta-
veis, esse modelo se mostra ineficaz e na verdade foi uma das
falhas da Mecanica Classica, e somente depois da introducdo da
Mecanica Quantica, pudemos obter uma solugdo aceitavel para esse
problema. Vamos agora obter alguns resultados quantitativos para

esse problema.

Como vimos anteriormente, as quantidades de energia trans
portadas pela radiagao sao uma fracao bem pequena da energia da
particula acelerada. Dessa forma além do uso de relagoes nao-
relativisticas (que ja tinhamos visto serem uma boa aproximagao
para esse sistema), partiremos de equacgOes validas para uma par-
ticula carregada que nao emite radiacao, ao descrever uma dada
orbita circular. Inicialmente escreveremos a energia da particula de mas-
sa m e carga -e sobre a acao de um nicleo de carga Ze, em uma OT
bita de raio r :

2 2
le 1 ’ Ze

o [ 2 .
e = =mUs - =—=-=—mU_ = - 2= 5(48)
n 2 I n 2 n ZI‘

onde as duas Gltimas igualdades foram obtidas devido ao equili-

brio entre as forcas centrifugas e atrativas:
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Z
Aoy 2€ 5(49)

Além disso temos também o periodo de uma dada 6rbita dado por:

2mr 1/2

- ‘no_ m 3/2
T : 2m ( Zez) - 5(50)

Na nossa aproximagdo teremos, durante uma dada orbita,a particula
sendo acelerada de uma quantidade constante, uma vez que a orbita
nao € desviada. Essa aceleragdo sera dada pelo termo centripeto
igual a U;/rn, a qual da origem d emissao de uma certa quantida-

de de radiagao na taxa de Larmor. E isso, a partir de 3(19), vale:

2

2 U_ 2 €. ¥ ..o
p =28 (B . 0t . B ;70 5(51)
& € T 9Z mC o
onde usamos 5(48) para obtermos a ultima igualdade. Observando

essa ultima equagao vemos que quanto menor o raio, maior sera a
taxa de emissao de radiagao. Isso justifica o que dissemos acerca
do balango entre a energia potencial e aquela transportada na ra-
diagdao. A partir, de 5(51) podemos escrever a quantidade de ener-
gia emitida em uma revolucgao:

4 2 3 ze?/r_ 3/2

U
P =2y B By o [ | BN 5(52)
o r C n' 37" mc?

|31

Vamos testar uma de nossas hipGteses e ver se esta € aplicivel ou
nao. Podemos determinar, a partir de 5(52) a quantidade de ener-
gia irradiada durante um periodo e vermos se nossa aproximagao

de considerar orbitas ndo perturbadas & boa ou nao. Fazendo isso

vem
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P.T 1/2 3/2
- BHET g e 57 oy 5(53)
le_ | 3 mrnC2 =

Calculando o valor da fracdo de energia perdida para um valor ti-

. - -~ - - 8 -
pico do raio atomico, rn=10 cm teremos n=10 521/2

, que devido
ao seu pequeno valor, justifica nosso modélo. Estamos prontos pa-
ra calcular um valor aproximado do intervalo de tempo gasto por
um eletron para precipitar-se sobre o niicleo. Esse resultado pode
ser obtido a partir da taxa de perda de energia 5(51); durante o
referido intervalo de tempo a energia deve diminuir de um  valor
inicial (finito) até =-«. Isso porque, como ja vimos, a energia emi-

tida pela radiagado € proveniente da diminuigao da energia poten-

cial da particula. Dessa forma teremos, a partir de 5(51):

- 00 - 00
2
&TC T de b 9Z TO[mC2)3 d_f 5(54)
P(t) 64 €
€ €
n n
Temos ainda como escrever esse resultado em termos do raio T

n
que, durante o intervalo AT_, deve variar desde o seu valor ini-

cial até zero. Assim usando 5(48), que relaciona o raio ao valor da

energia, ficamos com

0
91 2 3 31, T
T 1 i J ridr = ——g(—% mC?)° 5(55)
T

n

Observando o resultado acima vemos que o intervalo de tempo que
o eletron passa em orbitas proximas ao nucleo, contribui pouco
para o &TC, uma vez que em 5(55) aparece uma integral em r?, 1sso
€ bom para o nosso modélo nao-relativistico pois em regides pro-

ximas ao nucleo essa aproximacdo ja nao e mais valida, mas como
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a contribuigdo devido a essas orbitas € pequena nao precisamos nos
preocupar. Usando o valor tipico para o raio inicial r=10 °cm, o

valor de ATC £ica:
M.z 307 £ 5(56)
Com esse resultado vemos que € impossivel tentar explicar a esta-

bilidade atdomica, bem conhecida, a partir da nossa Teoria Classi

ca.
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APENDICE 5A

Vamos partir de dois resultados bem conhecidos, a saber;
E=YmC?, o valor da energia cinética relativistica para uma parti-
cula de massa m, e a relacao que liga o tempo proprio ao  tempo,
ydt=dt. Consideremos também, em primeira aproximagdo,que a varia-
cdo da energia cinética da particula carregada € somente devido

a forga externa:

dE . \v.% 5A(1)
dt

introduzindo esses resultados em 5(3) ficamos com,

+ >
4B . yvrer,t E 9 v 5A(2)
dt dt mC? dt

Vamos agora determinar o balanco de energia para um movimento cir
-+ > >

curlar (v.F=0). Alem disso, vamos considerar a aproximagao de que,

para tal sistema a variagdo da energia cinética & devida a emis-

sao de radiacgao:

dE - _ p(e) 5A(3)
dt

Assim a expressao 5A(2) pode ser escrita na forma:

, dE P
Bt = = 2 5 x, BBy SA(4)
dt dt mC?
usando o resultado que para altas energias, P é proporcional a

E*|10] , o Gltimo termode SA(4) & aproximadamente,
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