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“If life is going to exist in a Universe of this size, then the one thing it cannot

afford to have is a sense of proportion.”

The Restaurant at the End of the Universe – Douglas Adams
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Resumo

Idades Cinemáticas para Anãs Tardias da Vizinhança Solar

por Felipe de Almeida Fernandes

Objetivo: Desenvolvemos um método para estimar uma função de densidade de

probabilidade (fdp) para a idade de uma estrela com base em suas velocidades peculiares

U?, V? e W? e sua excentricidade orbital. Da fdp obtida, estimamos uma idade individual

para a estrela usando a idade mais provável e a idade esperada.

Amostra: A amostra utilizada neste trabalho é o levantamento Geneva-Copenhagen

(GCS; Nordström et al., 2004), que contém não só velocidades espaciais e excentricidades

orbitais para cerca de 14 000 estrelas, mas também idades isocronais.

Método: Utilizando as estrelas do GCS, ajustamos os parâmetros que descrevem

as distribuições cinemáticas de estrelas de diferentes idades. Em seguida, invertemos a

relação entre os parâmetros das distribuições cinemáticas e a idade utilizando a forma

multivariacional do Teorema de Bayes.

Resultados: Reafirmamos que a distribuição das velocidades U?, V? e W?, e

das componentes principais do elipsoide de velocidades v1 e v2 são bem ajustadas por

Gaussianas para uma dada idade. A relação entre as dispersões de velocidades e a

idade é bem ajustada pela relação σi(t) = bi t
ai . Como um subproduto, encontramos

a velocidade peculiar do Sol: U� = 9.8 ± 0.3 km s−1, V� = 12.5 ± 0.9 km s−1 e W� =

7.2 ± 0.2 km s−1 em ótimo acordo com os resultados obtidos por diferentes autores.

Obtemos a fdp para a idade de 9 102 estrelas do GCS e mostramos que a distribuição

das idades individuais constrúıdas da fdp está em bom acordo com a distribuição das

idades isocronais. Observamos também um decĺınio da metalicidade média em relação

as idades obtidas para estrelas mais jovens que 8 Ga.
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Abstract

Kinematical Ages for Late-Type Dwarfs in the Solar Neighborhood

by Felipe de Almeida Fernandes

Objective: We develop a method to estimate a probability density function (pdf)

for the age of a star based on its peculiar velocities U?, V? and W? and its orbital

eccentricity. From this age pdf, we estimate an individual age for the star using the

most likely age and the expected age.

Sample: The sample used in this work comes from the Geneva-Copenhagen Sur-

vey (GCS; Nordström et al., 2004), which contains not only the spatial velocity and

orbital eccentricity for about 14 000 stars, but also isochronal ages.

Method: Using the GCS stars, we fitted the parameters that describe the kine-

matical distributions of stars for different ages. Then, we inverted the relation between

the parameters of the kinematical distributions and age using the multivariate form of

the Bayes Theorem.

Results: We reassert that the distributions of the velocities U?, V? and W?, and

the main components of the velocity ellipsoid v1 and v2 are well described by Gaussians

for a given age. The relation between the velocities dispersions and the age is well fitted

by the relation σi(t) = bi t
ai . As a by-product, we found the peculiar velocity of the Sun

to be U� = 9.8± 0.3 km s−1, V� = 12.5± 0.9 km s−1 and W� = 7.2± 0.2 km s−1 in good

agreement with the results obtained by different authors. We have obtained the pdf for

the age of 9 102 stars from the GCS and have shown that the distribution of individual

ages constructed from the pdf is in good agreement with the distribution of isochronal

ages. We also observe a decline in the mean metallicity with our ages for stars younger

than 8 Gy.
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merece um livro inteiro de agradecimentos só pra ela.
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Fontes de erros no método das isócronas: . . . . . . . . . . . 16

Vantagens e desvantagens do método das isócronas: . . . . . 17
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2.1.4.3 Depleção de ĺıtio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.1.5 Idades estat́ısticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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4.2.2 Velocidades radiais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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3.9 Representação de três órbitas distintas que passam pelo mesmo ponto
(R0, θ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.10 Distribuição da componente de velocidade V das estrelas do CRVAD-2 . . 58

3.11 Distribuições da componente de velocidade V para grupos de estrelas de
diferentes idades do GCS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.12 Distribuição de estrelas do GCS nos planos UV , UW e VW para grupos
de diferentes idades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.1 Distribuição espacial das estrelas do GCS . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.2 Diagrama HR das estrelas do GCS para grupos de diferentes idades . . . 71

4.3 Distribuição das idades, temperaturas efetivas e metalicidades no GCS . . 72

4.4 Distribuição espacial e distribuições dos principais parâmetros astrof́ısicos
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C.1 Exemplo de órbita descrita pela Equação C.16 . . . . . . . . . . . . . . . 133

C.2 Comparação entre o valor exato do termo
√

1 + e cos (φ− δ) e o valor
aproximado pela Equação C.29 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

C.3 Comparação entre a excentricidade calculada através da expressão teórica
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Caṕıtulo 1

Introdução

Uma das grandes dificuldades enfrentadas pelo astrônomo é o fato de que a duração de

diversos processos, como a formação e evolução de estrelas, é extremamente maior do que

o que pode ser observado ao longo de uma vida humana (na realidade, muitos processos

são centenas de milhões de vezes mais longos que isso). Por causa disso, somente somos

capazes de estudar a evolução de sistemas, de um ponto de vista observacional, se formos

capazes de identificar diferentes objetos em diferentes etapas de um mesmo processo

evolutivo.

As idades das estrelas são importantes em uma série de problemas astrof́ısicos,

que vão desde estudos relacionados à estrutura e evolução estelar à estudos acerca da

evolução da Galáxia como um todo (como investigações da evolução qúımica da Galáxia,

através da relação idade–metalicidade, e da evolução dinâmica da Galáxia, através da

relação entre a idade e os parâmetros cinemáticos das estrelas).

Diversos métodos para determinar idades estelares podem ser encontrados na lite-

ratura, porém, nenhum deles pode ser considerado ideal para todos os tipos de estrelas,

já que algumas estrelas apresentam caracteŕısticas que impedem que suas idades sejam

calculadas por algum desses métodos. Por causa disso, esforços devem ser feitos no

sentido de desenvolver novos métodos aplicáveis também a estas estrelas não abarcadas

pelos métodos tradicionais. Além disso, o desenvolvimento de métodos independentes

permite validar as idades obtidas pelos métodos que já se encontram em uso na litera-

tura.

1
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No Caṕıtulo 2, descrevemos com mais detalhes a importância das idades estelares

em diferentes investigações astrof́ısicas e apresentamos os principais métodos dispońıveis

na literatura. Mostramos que mesmo quando consideramos todos os principais métodos

desenvolvidos, ainda existem estrelas para as quais não é posśıvel determinar as idades,

como é o caso das anãs M, o que nos motivou a buscar o desenvolvimento de um novo

método capaz de inferir idades.

Para a compreensão do método, é necessário conhecer alguns conceitos da ci-

nemática das estrelas da vizinhança Solar, como os sistemas fundamental e local de re-

pouso, as velocidades peculiares, a velocidade peculiar do Sol, o aquecimento dinâmico

do disco, o formalismo do elipsoide de velocidade, o desvio do vértice e a deriva as-

simétrica. Dedicamos o Caṕıtulo 3 deste trabalho à apresentação destes conceitos.

Neste estudo, desenvolvemos três métodos capazes de determinar uma função de

densidade de probabilidade para a idade de estrelas individuais com base em seus mo-

vimentos espaciais e na excentricidade de suas órbitas. Este método se baseia no aque-

cimento dinâmico do disco: estrelas mais velhas apresentam maior probabilidade de

apresentarem componentes de velocidade maior, pois a dispersão das componentes de

velocidade é maior para grupos de estrelas mais velhas.

Para quantificar a probabilidade de que uma estrela de idade t possua deter-

minadas componentes de velocidade e excentricidade é necessário conhecer as formas

das distribuições destas grandezas para um conjunto de estrelas de idade t. Para cons-

truir um modelo das distribuições utilizamos as estrelas do catálogo Geneva-Copenhagen

(Casagrande et al., 2011), que corresponde a um extenso levantamento de anãs F e G,

contendo dados cinemáticos e idades para mais de 16 000 estrelas. No Caṕıtulo 4 des-

crevemos com detalhes o levantamento Geneva-Copenhagen e definimos a subamostra

(que chamamos de Amostra A) utilizada neste estudo.

Parametrizamos as distribuições das componentes de velocidade de acordo com o

formalismo do elipsoide de velocidades (Schwarzschild, 1907). Neste caso, os parâmetros

que descrevem a distribuição são os desvios padrões das componentes de velocidade,

o desvio do vértice e a deriva assimétrica. Utilizamos os dados da Amostra A para

obter os ajustes dos parâmetros em função da idade. Para obter as distribuições de

excentricidade foi necessário encontrar inicialmente uma relação entre a excentricidade
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e as componentes de velocidade espacial da estrela, o que foi feito através do formalismo

de Lagrange. Os detalhes destes procedimentos são apresentados no Caṕıtulo 5.

Conhecendo as distribuições das componentes de velocidade espacial e excentrici-

dade para uma dada idade t, somos capazes de calcular a probabilidade de que uma es-

trela desta idade possua determinados valores observados para estas grandezas. Através

da aplicação do teorema de Bayes, podemos inverter esta relação de probabilidade para

obter a probabilidade de que uma estrela possua uma determinada idade dadas as com-

ponentes de sua velocidade espacial e/ou a excentricidade de sua órbita. Obtendo as

probabilidades para diferentes idades, constrúımos a função de densidade de probabili-

dade para a idade da estrela. O desenvolvimento deste método também é apresentado

no Caṕıtulo 5.

Esta função de densidade de probabilidade nos permite caracterizar idades indi-

viduais a partir da idade mais provável, idade esperada e idade mediana. Ela também

nos permite estimar as incertezas na determinação das idades individuais com base nas

idades correspondentes aos diferentes percentis. Utilizamos o método para determinar

as idades cinemáticas das estrelas da Amostra A. Com estas idades (que chamamos

idades cinemáticas), obtivemos a distribuição das idades das estrelas da Amostra A e

estudamos a relação idade–metalicidade. Apresentamos os resultados, juntamente com

a comparação com os resultados obtidos utilizando as idades isocronais, no Caṕıtulo 6.

Por fim, o Caṕıtulo 7 apresenta nossas conclusões e as perspectivas futuras que

temos quanto a este projeto.
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Idades estelares

De acordo com o “teorema” de Vogt-Russell, a trajetória evolutiva de uma estrela (as

diferentes estruturas internas que a estrela possui ao longo de diferentes épocas) em

equiĺıbrio térmico e hidrostático é determinada principalmente por sua massa inicial e

sua composição qúımica. A idade da estrela, por sua vez, especifica em qual etapa de

sua trajetória evolutiva a estrela se encontra. Dessa forma, a idade, juntamente com a

massa e a composição qúımica, define a estrutura interna da estrela: seus gradientes de

temperatura, pressão, luminosidade e seu perfil radial de densidade. Este fato, em si,

já torna o conhecimento das idades estelares extremamente importante para uma série

de problemas astrof́ısicos relacionados à estrutura e evolução estelar, mas as idades são

ainda importantes em uma grande quantidade de outros estudos, como por exemplo:

• As idades individuais de estrelas muito jovens são importantes para estudos de sis-

temas planetários, pois ajudam a compreender o processo de formação e migração

planetária e a evolução da poeira circunstelar.

• A distribuição de idades de estrelas de longa vida reflete o histórico de formação

estelar e pode ajudar a compreender aspectos da estrutura e evolução da Galáxia.

• As abundâncias médias de elementos qúımicos de grupos de estrelas de longa vida

de diferentes idades são extremamente importantes em estudos da evolução qúımica

da Galáxia.

• A identificação de estrelas com idade suficientemente avançada para que vida como

a da Terra tenha evolúıdo o suficiente para ser detectada pode direcionar nossas

4
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buscas por formas de vida extraterrestre para sistemas para os quais a possibilidade

de sucesso é maior.

• A determinação das idades de estrelas de tipo solar permite-nos compreender o

comportamento do Sol em diferentes etapas de sua evolução. Dessa forma, pode-

mos saber como era o comportamento do Sol no passado e como será no futuro.

Entretanto, determinar as idades não é uma tarefa simples. Enquanto as massas

podem ser medidas diretamente em sistemas múltiplos, para os quais as órbitas são

conhecidas, e as abundâncias qúımicas podem ser obtidas por espectroscopia, não existe

nenhuma forma direta de medir as idades. Para inferir as idades, é preciso identificar

propriedades das estrelas, internas ou externas, que variam com o tempo e determinar

a relação que estas propriedades possuem com a idade.

De acordo com Barnes (2007), para ser considerado ideal, o método utilizado para

datar as idades deve utilizar um observável que seja uma propriedade individual das

estrelas, senśıvel apenas à idade, e que varie monotonicamente com a idade. A relação

deve ser calibrada utilizando determinações independentes, como a idade fundamental

do Sol. A função que descreve o observável em relação à idade deve ser identificada e

invertida de forma a fornecer a idade a partir do observável. E ainda, é necessário que

as incertezas possam ser estimadas.

De todos os métodos já desenvolvidos, nenhum pode ser considerado ideal. No ge-

ral os observáveis utilizados possuem relação com outras grandezas (nem sempre iden-

tificadas), faltam dados fundamentais independentes para as calibrações e em alguns

casos a determinação das incertezas é uma tarefa bastante complexa, e quando posśıvel,

é comum encontrar incertezas da ordem de 50% ou superior. Entretanto, mesmo que os

métodos não sejam universalmente ideais, eles podem se aproximar de um método ideal

quando considerado um tipo espećıfico de estrelas.

Neste caṕıtulo, descrevemos os principais métodos tradicionais. O método ci-

nemático, que desenvolvemos neste estudo, será apenas brevemente apresentado neste

caṕıtulo, sendo discutido com detalhes no Caṕıtulo 5. Uma das vantagens do método

que desenvolvemos é o fato de ele não possuir nenhuma restrição quanto a sua aplicação

para estrelas anãs M individuais, para as quais nenhum dos demais métodos pode ser

aplicado. Atualmente, somente é posśıvel determinar a idade destas estrelas quando elas



Caṕıtulo 2. Idades estelares 6

fazem parte de um aglomerado ou de um sistema binário, no caso em que a idade da

companheira pode ser inferida através de alguma das técnicas desenvolvidas.

2.1 Principais métodos

Na literatura podemos encontrar vários métodos desenvolvidos para estimar idades para

as estrelas; entretanto, nenhum deles satisfaz todas as condições necessárias para que

seja considerado um método ideal e universal. Na prática, o método mais adequado para

datar a idade de uma estrela depende das caracteŕısticas da própria estrela. Portanto,

faz-se necessário o conhecimento abrangente dos diversos métodos desenvolvidos para

que se possa determinar qual o método mais adequado para o objeto de interesse.

Sempre que posśıvel, deve-se buscar aplicar mais de um método independente para

datar a idade de uma estrela. Mesmo que um método forneça uma idade pouco precisa,

e outros métodos só possam fornecer limites superiores e/ou inferiores, juntos eles po-

dem permitir a obtenção de uma idade mais precisa e acurada. Como exemplo desta

abordagem, podemos citar Lachaume et al. (1999) que aplica cinco métodos distintos

(e nem sempre independentes) com o objetivo de comparar os resultados e combiná-los

para obter melhores estimativas.

No entanto, veremos que as limitações para determinados tipos de estrelas, como

o caso das estrelas de populações II, são tamanhas, que apenas um método é viável e

as idades obtidas nem sempre estão de acordo com o esperado pelo modelo cosmológico

(Ludwig et al., 2010). No caso das estrelas frias evolúıdas de baixa massa (anãs M)

isoladas, nenhum dos métodos principais pode ser aplicado. O método cinemático aqui

desenvolvido busca preencher esta lacuna, permitindo que idades possam ser determina-

das para membros dessa classe de estrelas. As idades derivadas pelo nosso método para

as estrelas de longa vida abrem caminho para o estudo da evolução qúımica da Galáxia,

do histórico de formação estelar na vizinhança Solar e de diversas relações para estrelas

de baixa massa, como a idade–peŕıodo de rotação e idade–atividade cromosférica.

Nesta seção serão apresentados os principais métodos. Todos eles contêm peculi-

aridades e complexidades cuja discussão foge aos objetivos deste trabalho. Sempre que

posśıvel, serão apresentadas referências nas quais uma descrição mais detalhada de cada

método pode ser encontrada. Neste texto, o objetivo será destacar a aplicabilidade de
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cada abordagem, suas vantagens e desvantagens frente às demais, enfatizando as razões

pelas quais tais métodos não podem ser aplicados para estrelas anãs M.

Para simplificar a descrição dos métodos, seguiremos a classificação utilizada por

Soderblom (2010). Nesta classificação, os métodos se dividem em: fundamentais, semi-

fundamentais, dependentes de modelo, emṕıricos e estat́ısticos.

2.1.1 Idade fundamental

Para um método ser considerado fundamental, a f́ısica por trás da relação entre a gran-

deza observada e a idade precisa ser bem conhecida. Entre todos os métodos já desen-

volvidos, apenas um pode ser considerado fundamental: a datação radiativa de material

meteoŕıtico.

Como não temos acesso a este tipo de material em nenhum outro sistema estelar

além do nosso, este método só pode ser aplicado para o Sol. Ele aponta uma idade de

4.567±0.001±0.005 Ga oara o Sistema Solar (Chaussidon, 2007), sendo a incerteza de 1

milhão de anos relacionada às precisões nas medidas e a de 5 milhões de anos relacionada

a incertezas na sequência exata dos eventos nos primeiros anos desse sistema.

Mesmo não sendo aplicável para outras estrelas, este método é extremamente

importante por fornecer, ao mesmo tempo, uma idade precisa e acurada para o Sol. Esta

idade pode então ser usada como calibração ou como validação dos demais métodos.

2.1.2 Idades semifundamentais

Os métodos semifundamentais são assim chamados porque, a despeito de a f́ısica por trás

dos processos envolvidos ser bem compreendida, suas aplicações dependem de suposições

de relações e parâmetros nem sempre bem conhecidos.

Os principais métodos semifundamentais são a nucleocosmocronologia (cuja aplicação

só é posśıvel supondo abundâncias iniciais relativas entre diferentes elementos) e o

método de idade de expansão de aglomerados (que necessita da adoção de uma ex-

pressão para o potencial gravitacional da Galáxia). Apresentamos a seguir uma visão

geral destes métodos.
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2.1.2.1 Nucleocosmocronologia

Um dos métodos semifundamentais desenvolvidos para estimar a idade das estrelas é

o método da nucleocosmocronologia. Este baseia-se na presença de elementos radioa-

tivamente instáveis de longa vida na atmosfera das estrelas. Para aplicá-lo, é preciso

identificar isótopos que possuam um tempo de meia–vida comparável à idade do objeto

de estudo. O método está então limitado por nossa capacidade de detectar as linhas de

absorção destes isótopos no espectro da estrela.

Soderblom (2010) apresenta uma descrição sucinta do método e uma revisão mais

detalhada pode ser encontrada no paper de Cowan et al. (1991). Uma análise mais atual

dessa abordagem e das incertezas associadas foi apresentada por Ludwig et al. (2010).

Neste trabalho, será apresentada apenas uma visão geral.

Os dois isótopos mais viáveis para uso são o 238U que possui tempo de meia vida

igual a 4.47 bilhões de anos, e o 232Th, que apresenta um tempo de meia vida de 14.05

bilhões de anos. Dentre estes, o Th é mais facilmente observado, apresentando uma

linha de absorção em 4019 Å.

O prinćıpio no qual este método se baseia é bastante simples: deve-se medir a

abundância relativa entre um elemento instável e outro estável e, então, se as abundâncias

relativas iniciais e o tempo de meia-vida do elemento instável são conhecidos, pode-se

calcular o tempo necessário para que ocorra o decaimento observado do elemento instável

(a idade da estrela) através da conhecida relação de decaimento:

tnucl =
1

ln 2
τ1/2 ln

NX0

NX
, (2.1)

onde t corresponde à idade da estrela e τ1/2 ao tempo de meia-vida do elemento; NX0 e

NX são, respectivamente, as abundâncias inicial e observada para o elemento em questão.

A abundância inicial do elemento instávelNX0 pode ser obtida através da abundância

de um elemento estável de referência NR, se a taxa de produção relativa entre estes dois

elementos (β) for conhecida.

NX0 = βNR (2.2)

Entretanto, na prática, a aplicação do método não é tão simples e está sujeita a

diversas fontes de incerteza.
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O fato de as linhas de absorção de urânio e tório serem muito fracas em relação

aos demais elementos faz com que a observação das linhas desses isótopos somente seja

posśıvel para estrelas que apresentam metalicidade muito inferior à do Sol.

É também preciso adotar uma determinada taxa de formação relativa entre o

elemento instável e um elemento estável de referência, razão pela qual este método é

semifundamental. Apesar de o decaimento de elementos instáveis ser bem compreendido,

as abundâncias relativas iniciais entre os elementos são ainda pouco conhecidas e as

incertezas acerca das abundâncias iniciais são tão maiores quanto mais recentemente se

deu a formação das estrelas em questão.

Os dois fatores supracitados dificultam muito a aplicação do método para estrelas

mais jovens e ricas em metais. A formação destas estrelas iniciou-se em uma época

para a qual as incertezas nas abundâncias iniciais já são muito elevadas e a metalicidade

delas já é alta o suficiente para que as linhas de absorção do urânio e do tório sejam

ofuscadas pelas linhas dos demais elementos. No entanto, o método é ideal para as

estrelas de população II, que se formaram nos primórdios da Galáxia e apresentam

baixa metalicidade.

Talvez a principal vantagem do método de nucleocosmocronologia é o fato de não

exigir o conhecimento da distância da estrela. Veremos que no método das isócronas, e

no método cinemático aqui apresentado, a distância é fundamental. Como as estrelas de

população II encontram-se, no geral, em distâncias maiores que as que podemos medir,

os demais métodos não são aplicáveis e a nucleocosmocronologia se configura no principal

método através do qual a idade dessas estrelas é determinada. A nucleocosmocronologia

é, então, fundamental para o estudo da evolução de estruturas muito antigas como o

halo e o disco espesso.

Entre os trabalhos que aplicam este método temos Ludwig et al. (2010) e del Peloso

et al. (2005a,b,c). A partir dos resultados de Ludwig et al. (2010) fica claro que o método

é extremamente dependente do valor suposto para taxa de produção relativa entre o

elemento instável e o elemento estável de referência. Utilizando as taxas de produção

relativa obtidas por diferentes autores, Ludwig et al. (2010) encontram diferenças que

chegam a 6 bilhões de anos. Além disso, encontram idades bastante superiores ao tempo

de Hubble (por ex. 37.2 Ga), idades com incertezas superiores ao tempo de Hubble (por

ex. 18.5 Ga), e até mesmo idades formalmente negativas (por ex. −1.5 Ga). É evidente
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que avanços no conhecimento das abundâncias relativas iniciais dos elementos nos śıtios

onde se formaram as estrelas em estudo são fundamentais para tornar o método viável.

O trabalho de del Peloso et al. (2005a,b,c) apresenta uma abordagem ligeiramente

diferente que merece ser comentada. Ao incluir na análise modelos de evolução qúımica

da Galáxia, del Peloso et al. (2005a,b,c) aplicaram o método de nucleocosmocronologia

para estrelas do disco fino. Neste caso, o método não foi aplicado para determinar

a idade de estrelas individuais, mas sim da formação do disco fino. O valor que eles

obtiveram, de (8.8±1.7) Ga, está de acordo com os valores obtidos através da aplicação

de diferentes métodos (Knox et al., 1999; Leggett et al., 1998).

2.1.2.2 Idade de expansão

Outro método semifundamental é o que se baseia na dissolução de aglomerados. Sabemos

que as estrelas se formam em conjunto a partir de nuvens moleculares gigantes. As várias

estrelas que se formam simultaneamente mantêm-se ligadas por atração gravitacional

mútua, formando os aglomerados, mas se dispersam rapidamente: apenas cerca de 4%

dos aglomerados chegam a 100 milhões de anos, e mais de 90% dissolvem-se antes de

completar 10 milhões de anos (Lada & Lada, 2003).

Conhecendo os dados cinemáticos de estrelas de aglomerados que ainda não se dis-

solveram completamente, é posśıvel traçar suas órbitas até o instante em que as estrelas

se encontravam espacialmente mais próximas e, assim, estimar a idade das estrelas do

aglomerado. Contudo, é necessário fazer suposições a respeito do potencial da Galáxia,

e, por causa disso, o método é semifundamental. Por definição, este método não pode

ser aplicado para estrelas individuais, fornecendo apenas idades para os aglomerados

como um todo.

Grande parte dos demais métodos desenvolvidos para determinar idades estelares

exige a aplicação de determinados modelos, o que adiciona incertezas aos resultados ob-

tidos. Uma das principais vantagens do método de expansão de aglomerados é que este

se baseia em prinćıpios simples e exige apenas o conhecimento do movimento espacial

das estrelas. É então necessário conhecer as distâncias, movimentos próprios e veloci-

dades radiais das estrelas que constituem o aglomerado. A incerteza na determinação

dessas medidas leva a incertezas nas posições calculadas para as estrelas tão maiores
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quanto mais remotamente no passado essa posição for calculada. Por causa disso, cal-

cular posições em que as estrelas estavam há mais de 20-30 milhões de anos torna-se

problemático (Soderblom, 2010). Isso faz com que o método só seja viável para estrelas

muito jovens (de poucos milhões de anos), sendo, em muitos casos, o único método viável

para estas estrelas.

Exemplos da aplicação deste método podem ser encontrados em de la Reza et al.

(2006), Makarov (2007) e Ortega et al. (2002). Outros exemplos podem ser encon-

trados referendados Fernández et al. (2008) (no qual o método é denominado ‘idades

dinâmicas’). de la Reza et al. (2006) aplicam o método para derivar a idade da associação

de estrelas TW Hya, obtendo uma idade de 8.3 ± 0.8 Ma. Makarov (2007) apresenta

idades para as associações de Tucana-Horologium (27 Ma), Beta Pictoris (22±12 Ma) e

AB Dor (38 Ma). Ortega et al. (2002) também obtiveram uma idade para Beta Pictoris

através da aplicação deste método, obtendo uma idade de 11.5 Ma.

Considerando os exemplos citados, fica claro que o método de expansão só pode

ser aplicado para grupos estelares muito jovens (< 100 Ma) e supera em acurácia outras

tentativas de determinar idades para estes grupos. Para estudo de processos que se dão

no ińıcio da vida das estrelas, como a formação planetária e posterior migração dos pla-

netas, a aplicação do método de expansão de aglomerados é extremamente importante.

Em suma, dos métodos semifundamentais, a nucleocosmocronologia é o método

mais ideal para estrelas velhas (> 10 Ga) e distantes, enquanto o método de expansão

de aglomerados é o mais ideal para estrelas muito jovens (< 100 Ma) e próximas.

2.1.3 Idades dependentes de modelo

Os métodos dependentes de modelo são assim chamados por envolver, em alguma etapa

do processo, o uso de modelos de estrutura e evolução estelar. Os principais métodos

nesta categoria são o método das isócronas evolutivas no diagrama HR e a astrossismo-

logia.

O método das isócronas evolutivas utiliza modelos de estrutura estelar e trajetórias

evolutivas, calculadas para estrelas de diferentes massas e composições qúımicas, para

construir linhas isocronais no diagrama HR. Já a astrossismologia utiliza modelos in-

dividuais para ajustar os modos de vibração da estrela previstos para um conjunto de
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parâmetros astrof́ısicos (incluindo a idade) aos modos de vibração observados em seu

espectro.

Nesta seção serão apresentados ambos os métodos. Porém, mais ênfase será dada

ao método das isócronas, por ter sido este o método usado por Casagrande et al. (2011)

para obter as idades que utilizamos nos ajustes das relações entre as propriedades ci-

nemáticas e a idade no Caṕıtulo 5.

2.1.3.1 Isócronas evolutivas

O método das isócronas evolutivas é um dos mais utilizados na literatura. Sua aplicação

é quase universal e pode ser aplicado tanto para estrelas individuais como para aglome-

rados. O método é classificado como dependente de modelo, pois exige a construção de

isócronas a partir das trajetórias evolutivas calculadas para estrelas de diferentes massas

e composições qúımicas (exigindo, então, o uso de modelos de evolução estelar).

Como o método se baseia na posição de uma estrela no diagrama HR e nas tra-

jetórias evolutivas de estrelas de diferentes massas, descreverei brevemente estes temas.

Em seguida apresentarei o método propriamente dito com suas vantagens e desvantagens

e também os casos em que pode ser aplicado.

O Diagrama HR e a Evolução Estelar: No inicio do Século XX, Ejnar Hertzs-

prung e Henry Norris Russel chegaram independentemente à conclusão de que a posição

das estrelas em um diagrama de magnitude absoluta vs. ı́ndice de cor (ou tipo espectral,

no caso de Russel) não é aleatória. Eles perceberam que as estrelas se aglomeravam em

determinadas regiões do diagrama, mostradas na Figura 2.1.

Sabemos hoje que cada região do diagrama corresponde a estrelas em diferentes

estágios evolutivos, sendo a principal diferença o processo de produção de energia entre

elas. As estrelas que se encontram na chamada Sequência Principal queimam hidrogênio

no núcleo. As subgigantes queimam hidrogênio em camada circundante ao núcleo. Das

estrelas gigantes em diante inicia-se a queima de elementos mais pesados, começando

com o hélio. No caso das protoestrelas e das anãs brancas, a fonte principal de energia

não é nuclear, mas sim gerada por contração gravitacional.
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Figura 2.1: Diagrama HR esquematizado mostrando as diferentes regiões povoadas
por estrelas. As linhas tracejadas representam o raio das estrelas.

Este diagrama é de grande importância para a astronomia moderna, já que muitas

das propriedades f́ısicas de uma estrela podem ser inferidas apenas através de sua posição

no diagrama HR. Os principais parâmetros responsáveis pela posição de uma estrela no

diagrama HR são sua massa, sua metalicidade e sua idade.

Quando uma estrela começa a queima de hidrogênio, ela entra na chamada Sequência

Principal de Idade Zero (ZAMS, do inglês “Zero Age Main Sequence”). A ZAMS de-

pende da metalicidade das estrelas em questão e a posição ocupada por uma estrela na

ZAMS é determinada por sua massa. Durante sua evolução na Sequência Principal, a

estrela geralmente torna-se mais quente e mais luminosa e o tempo que ela passa nesta

fase é também determinado por sua massa. No geral, estrelas de maior massa esgotam

seu combust́ıvel mais rapidamente que as de menor massa e, portanto, passam menos

tempo na sequência principal.

As estrelas passam a maior parte de suas vidas na Sequência Principal. O tempo

de vida médio das estrelas de alta massa (∼ 30M�) é da ordem de 10 milhões de anos,

enquanto para estrelas do tipo solar o tempo de vida médio é da ordem de 10 bilhões

de anos. Para estrelas menos massivas que o Sol, o tempo de vida médio é ainda maior:

1 trilhão de anos para estrelas com massa igual a 0.1 M� (como as anãs M), o que

corresponde a um tempo muito maior que a idade do universo. Isso significa que estas
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estrelas evolúıram muito pouco com relação a sua posição na ZAMS. Veremos adiante

que isso impossibilita o uso do método das isócronas para estas estrelas.

A evolução das estrelas de média massa (≈ 0.5-8 M�), como o Sol, ocorre da se-

guinte maneira: quando o hidrogênio no núcleo da estrela se esgota, ela sai da Sequência

Principal e entra no chamado ramo das gigantes vermelhas, no qual ocorre queima de

hidrogênio apenas em camada circundante ao núcleo. O núcleo da estrela se contrai e

sua temperatura aumenta até o ponto no qual se torna posśıvel a fusão de hélio. Durante

esta fase de sua vida, a estrela encontra-se no chamado ramo horizontal. Quando o hélio

no núcleo se esgota, deixando a estrela com um núcleo de carbono, a estrela entra no

Ramo Assintótico das Gigantes. A queima de hidrogênio e hélio continua em camadas

circundantes ao núcleo até que praticamente todo este combust́ıvel seja consumido ou

perdido pela estrela na forma de vento estelar. No fim de sua vida, o material expelido

pela estrela devido ao vento estelar forma a chamada nebulosa planetária. A estrela cen-

tral, remanescente deste processo, não possui massa suficiente para atingir as condições

necessárias para a queima de carbono, tornando-se então uma anã branca.

A situação é diferente no caso de estrelas mais massivas. Quando o hidrogênio do

núcleo se esgota, elas atingem as condições necessárias para a queima de hélio muito mais

rapidamente, não passando pela fase de gigantes. Além disso, estas estrelas atingem as

condições necessárias para a queima do carbono e de metais mais pesados. Forma-se

uma estrutura em forma de “cebola”, com a queima de diferentes metais em diferentes

camadas da estrela, sendo que os mais pesados encontram-se mais próximos do núcleo.

A estrela evolui dessa forma até que seu núcleo seja constitúıdo de ferro. A queima de

ferro não ocorre, pois, ao invés de liberar, consome energia. O núcleo então colapsa e a

estrela explode em supernova. O remanescente da explosão pode ser tanto uma estrela

de nêutrons, quanto um buraco negro, dependendo da massa do núcleo da estrela que

explodiu.

Já para as estrelas menos massivas, o tempo gasto na Sequência Principal é muito

superior à idade do universo, então não esperamos observar nenhuma estrela deste tipo

em fases posteriores de sua evolução. Os modelos f́ısicos indicam que estas estrelas não

irão atingir as condições necessárias para a queima de hélio e tornam-se anãs brancas

alguns bilhões de anos após sáırem da Sequência Principal, sem passar pela fase de

gigante vermelha (Adams et al., 2005).
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Isócronas no Diagrama HR: A teoria da Evolução Estelar é bem conhecida e somos

capazes de constuir modelos evolutivos que fornecem a trajetória evolutiva de uma estrela

no Diagrama HR a partir de sua massa e composição qúımica. Com isso, para uma dada

metalicidade, podemos saber a posição ocupada por estrelas de diferentes massas, porém

com a mesma idade. As isócronas são as linhas que contêm as estrelas coetâneas de dife-

rentes massas e mesma metalicidade, no Diagrama HR. A Figura 2.2 mostra um conjunto

de isócronas para estrelas com metalicidade [Me/H] = −0.253. Os dados foram obtidos

do conjunto de isócronas BaSTI (Pietrinferni et al., 2004), dispońıveis no domı́nio http:

//ia2.oats.inaf.it/archives/basti-a-bag-for-stellar-tracks-and-isochrones.
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Figura 2.2: Conjunto de isócronas para estrelas com metalicidade [Me/H] = −0.253.
As isócronas representadas foram obtidas do conjunto BaSTI (Pietrinferni et al., 2004).

As isócronas podem ser utilizadas para determinar a idade de aglomerados ou

de estrelas individuais. Basta que a posição das estrelas no diagrama HR e suas com-

posições qúımicas sejam conhecidas. Para isso, é necessário conhecer a metalicidade, a

temperatura efetiva e a luminosidade das estrelas. A luminosidade é obtida através da

magnitude aparente e distância. Assim, o método só pode ser aplicado para estrelas

cuja distância possa ser determinada. Uma das formas de se obter a temperatura efetiva

é através de calibrações com os ı́ndices de cor. Como a relação entre essas grandezas

ainda não é conhecida com exatidão, a conversão entre os ı́ndices de cor e a temperatura

efetiva é uma das principais fontes de incerteza na determinação das idades.

http://ia2.oats.inaf.it/archives/basti-a-bag-for-stellar-tracks-and-isochrones
http://ia2.oats.inaf.it/archives/basti-a-bag-for-stellar-tracks-and-isochrones
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No caso de aglomerados, as estrelas se formam simultaneamente a partir da mesma

nuvem molecular, portanto representam uma amostra coetânea e de mesma composição

qúımica; assim, a determinação de idade se resume em ajustar uma isócrona para a

distribuição das estrelas no Diagrama HR. Desse modo, todas as estrelas do aglomerado

são utilizadas no ajuste da isócrona, minimizando as incertezas. Esta abordagem não

pode ser feita para estrelas individuais.

Para as estrelas individuais, a idade é determinada por meio da interpolação das

isócronas obtidas através dos modelos. Apesar de parecer simples, o método é bastante

complexo, na prática, principalmente no tratamento das incertezas.

Fontes de erros no método das isócronas: A escolha do conjunto de isócronas

a ser adotado para determinar a idade de uma estrela ou aglomerado depende de sua

metalicidade. Isso leva a complicações na determinação da influência da incerteza na

metalicidade na idade inferida.

Outra fonte de erro é o fato de que diferentes isócronas podem passar pelo mesmo

ponto, impossibilitando a atribuição de uma idade única para estrelas nestas regiões.

Para um ponto no qual passem mais de uma isócrona, é comum que a fase evolutiva

representada por este em uma isócrona seja diferente da representada na outra. Neste

caso, quando o interesse é obter idades individuais, é mais adequado atribuir à estrela

a idade da isócrona que representa a fase evolutiva mais duradoura neste ponto, já que

a probabilidade de a estrela se encontrar nessa posição do diagrama HR por estar nesta

fase evolutiva é maior. Por outro lado, quando o interesse é obter médias de idade

não enviesadas para grupos estelares, a abordagem adotada por Asiain et al. (1997) é a

mais adequada: ao invés de utilizar a idade de uma das isócronas utiliza-se uma média

ponderada pelo tempo de duração da fase evolutiva relativa a cada isócrona no ponto

onde elas se cruzam.

Além das fontes de erro já citadas, existe outra complicação no método das

isócronas: as incertezas não podem ser determinadas de forma simples, mesmo que

se admita erros gaussianos para a luminosidade e a temperatura efetiva. Isso ocorre

devido ao fato de que o espaçamento entre as isócronas varia conforme a posição no dia-

grama HR. Para contornar este problema, Pont & Eyer (2004) e Jørgensen & Lindegren

(2005) apresentam um método bayesiano para estimar as idades. Entretanto, tratando
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o problema dessa forma não se obtém uma idade individual única para as estrelas, mas

sim uma distribuição de probabilidade, da qual se estima uma idade mais provável e sua

incerteza (semelhante ao que calculamos neste trabalho para a idade cinemática).

Vantagens e desvantagens do método das isócronas: Entre as principais vanta-

gens do método está o fato de que os modelos necessários de evolução estelar se baseiam

em uma f́ısica bem conhecida, especialmente para estrelas do tipo solar. Dessa forma,

espera-se que as idades determinadas por isócronas sejam bastante acuradas.

Além disso, o método pode ser aplicado para estrelas massivas ou estrelas velhas,

para as quais existem poucos métodos capazes de determinar idades. Outra carac-

teŕıstica positiva dessa abordagem é que ela pode ser aplicada para um grande número

de estrelas com bases nos mesmos modelos evolutivos, tornando-a adequada para de-

terminar a idade das estrelas em amostras com muitas estrelas (como o levantamento

Geneva-Copenhagen, com mais de 10 000 estrelas), o que nem sempre é posśıvel nos ou-

tros casos. Veremos adiante, por exemplo, que a astrossismologia não pode ser aplicada

para um número grande de estrelas, pois requer a construção de modelos individuais

para cada estrela em questão.

A primeira desvantagem que surge na aplicação do método é na determinação da

temperatura efetiva a partir dos ı́ndices de cor observados, pois a escala de conversão

não é bem compreendida. Além disso, o método só pode ser aplicado para estrelas com

metalicidade conhecida, para que seja feita a escolha adequada do conjunto de isócronas

a ser utilizado.

A determinação das incertezas requer uma análise bastante complexa e em al-

guns casos não é posśıvel determinar uma idade única, pois as isócronas se cruzam em

determinados pontos. Mesmo nos casos com boas determinações de metalicidade, lu-

minosidade e temperatura efetiva, as incertezas chegam a 20-30% e é comum encontrar

idades estimadas com incertezas superiores a 50%.

Uma das principais limitações do método é o fato de que o espaçamento das

isócronas em determinadas regiões do diagrama HR é muito pequeno em comparação

com as incertezas na posição das estrelas. Podemos ver na Figura 2.2 que as isócronas

se aproximam na região da Sequência Principal de baixa massa (onde se encontram as
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anãs M). Neste caso, o método das isócronas não pode ser aplicado, nem se estivermos

dispostos a aceitar grandes incertezas.

Aplicações na literatura: Devido a sua grande universalidade em termos de aplicação,

existem diversos exemplos do uso do método das isócronas na literatura. Entre estes

podemos citar Edvardsson et al. (1993) que utilizam essa abordagem para uma amos-

tra de 189 anãs F e G da vizinhança Solar, Casagrande et al. (2011); Holmberg et al.

(2007, 2009); Nordström et al. (2004) que empregam essa técnica para as estrelas do le-

vantamento Geneva-Copenhagen (descrito no Caṕıtulo 4) e também Silaj & Landstreet

(2014), que aplicam o método para obter as idades de sete aglomerados estelares aber-

tos. Entre os conjuntos de isócronas dispońıveis na literatura podemos citar o conjunto

Padova (Bertelli et al., 2008, 2009) e o conjunto BaSTI (Pietrinferni et al., 2004).

2.1.3.2 Astrossismologia

Assim como o método das isócronas no diagrama HR, a astrossismologia faz uso de

modelos evolutivos para estimar a idade de determinada estrela. A principal diferença

é que o indicativo da estrutura atual da estrela utilizado no método da astrossismologia

são suas diferentes frequências de pulsação, e não sua posição no diagrama HR, como

no caso das isócronas. Uma descrição detalhada do método foi apresentada por Cunha

et al. (2007) e aqui será apresentada apenas uma visão geral, enfatizando as vantagens

e desvantagens da aplicação do método.

A informação obtida através dos modos vibracionais da estrela revela ainda mais

sobre sua estrutura interna que sua posição no diagrama HR. O método da astrossismo-

logia consiste em confrontar os dados observacionais dos modos com os resultados espe-

rados obtidos a partir de modelos que utilizam diferentes parâmetros incluindo massa,

raio, gravidade estelar, temperatura efetiva e idade. Em muitos casos, principalmente

para estrelas evolúıdas de maior massa, apenas um pequeno conjunto de valores para

os parâmetros pode resultar nos modos observados. Em alguns casos, a aplicação do

método permitiu obter a idade com uma precisão de 5%.

Uma das principais desvantagens do método da astrossismologia frente ao das

isócronas é o fato de que este exige que modelos sejam constrúıdos para cada estrela em

especial, o que impossibilita seu uso em grandes amostras. A outra desvantagem, que se
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caracteriza como sua maior limitação, é a grande dificuldade apresentada pelas medidas

dos modos de oscilação.

Como as estrelas não podem ser espacialmente resolvidas, apenas os modos de me-

nor ordem podem ser observados (poucas dezenas). Mesmo estes modos de menor ordem

requerem campanhas de observações de longo peŕıodo (da ordem de uma semana) em

grandes telescópios. Segundo Soderblom (2014), apenas meia dúzia de estrelas tinham

idades determinadas através da aplicação deste método até o lançamento dos primeiros

resultados das missões Kepler (Borucki et al.) e CoRoT (Baglin). Os resultados das

missões espaciais têm permitido a identificação de modos vibracionais em diversas estre-

las, abrindo caminho para maiores estudos visando obter idades através destes métodos.

Tem-se, contudo, a restrição de não poder escolher os objetos de estudo, estando limitado

a utilizar as estrelas observadas pelas missões Kepler e CoRoT.

Como o método não pode ser aplicado em grande escala, não é posśıvel utilizá-lo

para estudos que exigem o conhecimento de idades de um grande número de estrelas,

como estudos da evolução qúımica da Galáxia e do histórico de formação estelar na

vizinhança Solar. Mesmo que ele possa ser aplicado para determinar idades de anãs

M individuais, é, tal como os métodos aqui descritos anteriormente, inviável para a

obtenção de idades para grandes amostras de estrelas anãs M.

Como exemplo da aplicação dessa abordagem, citamos Vauclair (2009), que aplica

o método para duas estrelas: µ Arae e ι Horologii. Para µ Arae o método indica uma

idade entre 6 e 8 bilhões de anos. Esta idade apresenta ligeira diferença em relação ao

valor obtido por Rocha-Pinto & Maciel (1998) de 5.4 bilhões de anos (com incerteza que

pode chegar a 3 bilhões de anos) utilizando o método de atividade cromosférica (descrito

na Seção 2.1.4.2) e está em concordância com o valor obtido por Donahue (1998) de 6.4

bilhões de anos (também utilizando a atividade cromosférica). Já para ι Horologii a

idade obtida foi de 625± 5 milhões de anos, mostrando que o método é de fato capaz de

resultar em idades extremamente precisas.

2.1.4 Idades emṕıricas

Os métodos emṕıricos são assim chamados devido ao fato de a relação entre a propriedade

f́ısica utilizada e a idade não ser bem compreendida a ponto de que se possa construir
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modelos. Para que a aplicação dos métodos emṕıricos seja posśıvel, é preciso inicialmente

calibrá-los utilizando as idades obtidas através de algum dos métodos discutidos aqui

anteriormente.

Os métodos estat́ısticos, que veremos na Seção 2.1.5, também fazem uso da ca-

libração da relação entre alguma propriedade f́ısica da estrela e a idade. A principal

diferença entre os métodos emṕıricos e estat́ısticos está no fato de que a relação com a

idade é determińıstica no caso do método emṕırico, e probabiĺıstica no caso dos métodos

estat́ısticos.

Skumanich (1972) foi um dos primeiros a propor as relações de idade–peŕıodo de

rotação, idade–emissão cromosférica e idade–abundância de ĺıtio. Estes são os principais

métodos emṕıricos utilizados na literatura. Cada um destes métodos será brevemente

discutido nas próximas sessões.

2.1.4.1 Girocronologia

Observando o peŕıodo de rotação das estrelas de aglomerados, cuja idade havia sido

determinada a partir de outros métodos, Skumanich (1972) verificou que a rotação de-

cresce proporcionalmente ao inverso da raiz da idade das estrelas. Esta relação ajustava

bem a idade e o peŕıodo de rotação não apenas das estrelas dos aglomerados Hı́ades,

Plêiades e Ursa Maior, mas também do Sol, o que despertou ainda mais interesse no

desenvolvimento deste método. Novamente, como nosso objetivo é apenas contrastar

os diferentes métodos e as situações nas quais são aplicáveis, será apresentada apenas

uma pequena descrição da girocronologia. Uma revisão detalhada do método, contendo

exemplos de aplicação pode ser encontrada em Barnes (2003, 2007).

A relação encontrada entre o peŕıodo de rotação e a idade é determińıstica, o que

sugere a ocorrência de um fenômeno f́ısico intŕınseco à estrutura e evolução de todas as

estrelas para as quais esta relação é observada. Apesar dos esforços feitos nos últimos

anos, os processos f́ısicos que levam à relação observada ainda não são perfeitamente

compreendidos.

De acordo com Soderblom (2010), o decaimento no peŕıodo de rotação, a emissão

cromosférica e a abundância de ĺıtio estão relacionados ao mecanismo de d́ınamo. Este

mecanismo é encontrado nas estrelas de massa próxima à do Sol devido à presença de
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zonas convectivas próximas à superf́ıcie e, por causa disso, os métodos relacionados a tal

mecanismo só são aplicáveis para estas estrelas. Além disso, é justamente nas estrelas

de massa próxima à do Sol que o peŕıodo de rotação pode ser observado com maior

facilidade, devido à presença de manchas na superf́ıcie.

Além da dependência com a idade, verifica-se que o peŕıodo de rotação também

é relacionado à massa das estrelas. De acordo com Barnes (2007), a relação com a

idade e a massa é separável. Além disso, para evitar erros devido a conversões e utilizar

grandezas observáveis, supõe-se que a relação entre o peŕıodo de rotação e a massa se

traduz diretamente em uma relação entre peŕıodo de rotação e ı́ndice de cor. Dessa

forma, a expressão para o peŕıodo de rotação da estrela (P ) toma a forma:

P (t,M) = g(t) · f(B − V ) (2.3)

A calibração de f(B–V ) é obtida através de aglomerados e a calibração de g(t)

é feita a partir da idade e peŕıodo de rotação observados no Sol. De acordo com

Barnes (2007) as relações são: f(B–V ) = (0.7725 ± 0.011) · (B–V –0.4)0.601±0.024 e

g(t) = t0.5189±0.0070. De forma que a expressão para a idade é fornecida através da

relação:

log (tgiro) =
1

n
[log (P )− log (a)–b · log (B–V –0.4)] , (2.4)

onde n = 0.5189 ± 0.007, a = 0.7725 ± 0.011 e b = 0.601 ± 0.024. A idade tgiro nesta

expressão é dada em milhões de anos.

Assim como os demais métodos, este não está livre de dificuldades. Observa-

se que, mesmo nos aglomerados utilizados para calibrar a função f(B–V ), existe uma

grande dispersão de peŕıodos de rotação. Isso ocorre devido às estrelas nascerem com

uma distribuição de momentos angulares que não necessariamente obedece à relação

encontrada para a idade. Entretanto, quando a rotação é elevada, o efeito d́ınamo (que

se acredita ser o causador da diminuição da rotação) é também mais elevado e agrava a

perda de momento angular. Com isso, as estrelas convergem para um peŕıodo de rotação

que obedece a relação com a idade. De acordo com Collier Cameron et al. (2009) esta

convergência leva cerca de 600 milhões de anos para se completar. Isso torna o método

inadequado para ser aplicado para estrelas de campo com rotação elevada, pois não é
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posśıvel saber se a rotação já convergiu para a relação calibrada e as idades obtidas

seriam subestimadas.

Outra dificuldade é que em muitos casos não se observa diretamente o peŕıodo de

rotação, mas sim um indicativo deste peŕıodo (através de v seni). Como a inclinação

das órbitas é, em muitos casos, desconhecida, o método torna-se impraticável para es-

trelas individuais. Neste caso, o método é mais adequado para determinar a idade de

aglomerados, pois se espera que o termo senoidal desapareça na obtenção do peŕıodo de

rotação médio de estrelas de mesma massa.

O método é também inadequado para a determinação da idade de um grande

número de estrelas velhas. Para aplicá-lo, é necessário observar o peŕıodo de rotação da

estrela, o que exige seu acompanhamento durante um peŕıodo de tempo da ordem de

seu peŕıodo de rotação. Para uma estrela como o Sol, de cerca de 4.5 bilhões de anos,

o peŕıodo de rotação é de cerca de um mês. Sendo assim, este método não é adequado

para a determinação de idades para uma grande amostra de estrela que contenha muitas

estrelas velhas.

As estrelas de menor massa (anãs M) também não podem ter sua idade determi-

nada através da girocronologia. A relação entre massa e peŕıodo de rotação não é bem

determinada para estrelas de baixa massa. A relação entre peŕıodo e idade também não

possui calibração para estas estrelas, existindo inclusive dúvidas acerca do tempo que

os peŕıodos de rotação levam para convergir para uma relação como a aplicada para as

demais estrelas (McQuillan et al., 2013).

Entre as principais vantagens do método podemos citar que, após calibrado, dis-

pensa o uso de modelos na determinação da idade. Além disso, a idade pode ser obtida

diretamente a partir de dados observados através de uma relação simples, em contraste

com a complexa análise de modelo que deve ser feita no caso da astrossismologia. Ou-

tra vantagem é que não é necessário conhecer a distância das estrelas. Segundo Barnes

(2007), a acurácia do método é estimada em 15%.

Atualmente, os resultados obtidos com as missões Kepler e CoRoT vêm permitindo

a determinação dos peŕıodos de rotação para diversas estrelas. Utilizando os dados da

missão Kepler, McQuillan et al. (2013) foram capazes de detectar peŕıodos de rotação

em 1570 de 2483 estrelas examinadas com massas entre 0.3 e 0.55 M�. Contudo, estas
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estrelas não possuem idades determinadas de forma independente para permitir a cali-

bração da relação entre a idade e o peŕıodo de rotação, tendo sido uma das motivações

para o desenvolvimento de nosso método cinemático. A relação idade-peŕıodo de rotação

para estas estrelas certamente irá revelar muito a respeito de sua estrutura e evolução,

podendo elucidar a queda observada na relação peŕıodo de rotação-massa, identificada

por McQuillan et al. (2013), que contradiz o esperado pelos modelos.

2.1.4.2 Decĺınio de atividade cromosférica

Para estrelas frias com camada externa convectiva (como o Sol), a atividade cromosférica

encontra-se atrelada ao mecanismo de d́ınamo da estrela, tal qual o peŕıodo de rotação.

Como no caso da relação idade–peŕıodo de rotação, a atividade cromosférica decresce

com a idade de forma determińıstica, razão pela qual este método é classificado como

emṕırico.

A atividade cromosférica é medida através da emissão cromosférica, sempre de

origem não térmica. Devido a essa natureza, a emissão cromosférica é melhor observada

nas regiões do espectro nas quais a emissão térmica da estrela é proporcionalmente

menor, como nas regiões de raios-X, ultravioleta e rádio, ou nos núcleos de linhas de

absorção fortes.

Um dos indicadores mais utilizados para inferir a atividade cromosférica emprega

as emissões cromosféricas de Ca II H e K. Neste caso, a grandeza f́ısica utilizada para

parametrizar a idade é R′HK, que corresponde à razão entre o fluxo das linhas de emissão

H e K e a luminosidade bolométrica da estrela.

Soderblom et al. (1991) ajustam uma lei de potências para a relação idade–

atividade cromosférica utilizando como referência as idades do Sol, das Hı́ades, do grupo

de Ursa Maior e idades isocronais calculadas para outras 49 estrelas. A relação obtida

por eles, considerando a amostra completa, foi:

log tAC = (−1.50± 0.03) logR′HK + (2.25± 0.12) (2.5)

A metalicidade da estrela também influencia os valores observados para a atividade

cromosférica. Diferentes metalicidades podem afetar o mecanismo de d́ınamo que leva
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à emissão cromosférica. Além disso, menores valores de [Fe/H] levam a menores valores

de [Ca/H], alterando as condições nas quais se formam as linhas usadas na determinação

do ı́ndice R′HK (Soderblom, 2010).

Rocha-Pinto & Maciel (1998) observam que existe uma dependência na metali-

cidade entre a diferença da idade cromosférica (calculada pela Equação 2.5) e a idade

isocronal. Por causa disso, foi proposta uma correção na idade obtida pela Equação 2.5

na forma log tAC (corrigida) = log tAC + ∆(log t), onde:

∆(log t) = −0.193− 1.382 [Fe/H]− 0.213 [Fe/H]2 + 0.270 [Fe/H]3 (2.6)

A principal vantagem do método é que ele pode ser aplicado com facilidade para

um grande número de estrelas, sendo necessário apenas o uso de espectroscopia com

resolução média para a determinação do ı́ndice R′HK. Porém, existe uma série de com-

plicações que podem tornar as idades obtidas não confiáveis. Lyra & Porto de Mello

(2005), utilizando um outro estimador para a emissão cromosférica (linha de Hα), ob-

servam que a atividade cromosférica já decai para os ńıveis da solar nas estrelas com

idades por volta de 2 bilhões de anos, inviabilizando o uso do método para estrelas mais

velhas.

Uma outra complicação surge devido à emissão cromosférica estar atrelada à ati-

vidade magnética da estrela, que apresenta ciclos periódicos (como o ciclo de 11 anos

do Sol) e variações da ordem de horas (devido a flares) e de anos (como o mı́nimo de

Maunder). Caso a idade do Sol fosse calculada utilizando o ı́ndice R′HK obtido durante

um peŕıodo de atividade máxima, o valor obtido seria de cerca de 2.5 bilhões de anos.

No caso de um ı́ndice R′HK obtido em um peŕıodo de mı́nima atividade, a idade prevista

para o Sol pode chegar a 8 bilhões de anos (Rocha-Pinto, 2000). Por causa disso, faz-se

necessário diversas observações de uma mesma estrela, em diferentes épocas, para que

se possa obter um valor médio de R′HK capaz de fornecer uma idade confiável.

Assim com os demais métodos que descrevemos, o decĺınio de atividade cro-

mosférica não pode ser utilizado para estimar a idade de estrelas anãs M. Como a

atividade cromosférica esta intimamente relacionada ao processo de convecção no in-

terior da estrela, e o processo de convecção nas estrelas anãs M é diferente do que se



Caṕıtulo 2. Idades estelares 25

observa nas estrelas como o Sol, a relação entre a idade e a atividade cromosférica ob-

tida para as estrelas como o Sol não pode ser utilizada para as anãs M. Para utilizar a

atividade cromosférica para determinar a idade de anãs M, seria necessário calibrar a

relação a partir de idades já conhecidas para um grande número de anãs M, o que não é

posśıvel devido ao fato de que os demais métodos também não são aplicáveis para estas

estrelas.

2.1.4.3 Depleção de ĺıtio

A quantidade de ĺıtio observada na superf́ıcie do Sol é 200 vezes mais baixa que a

observada em materiais do Sistema Solar, e também tende a ser menor em aglomerados

abertos jovens do que em estrelas de campo da sequência principal (Soderblom, 2010).

Este fato sugere que o ĺıtio na superf́ıcie da estrela vai sendo gradativamente depletado

com o passar do tempo.

Diversas causas foram propostas para explicar este efeito, entre elas: perda de

massa, mistura direcionada por ondas gravitacionais, mistura induzida por rotação,

mistura turbulenta devido à microdifusão e mistura por overshooting (Xiong & Deng,

2008), entretanto, o processo ainda não é bem compreendido.

A abundância de ĺıtio na superf́ıcie é obtida através da linha de absorção em

6 708 Å. Esta linha pode ser facilmente observada para estrelas jovens, sendo inclusive

utilizada para a identificação de estrelas tipo T Tauri (Soderblom, 2010).

Utilizando os dados dispońıveis na literatura para anãs F, G e K em aglomerados

abertos, Sestito & Randich (2005) estudam a dependência da abundância de ĺıtio na

superf́ıcie com a idade. Estes autores verificam que a depleção de ĺıtio não é cont́ınua

ao longo da evolução da estrela e corresponde a uma pequena depleção na fase pré-

Sequência Principal, seguida por um peŕıodo sem depleção durante os primeiros estágios

na sequência principal. A depleção recomeça por volta de 150-200 milhões de anos e

cessa novamente por volta de 1-2 bilhões de anos. Devido a este caráter, não é posśıvel

ajustar uma expressão simples, como uma lei de potência, para descrever a abundância

de ĺıtio em função da idade. Além disso, o método só pode ser aplicado nos intervalos

de idade nos quais ocorre a depleção.
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2.1.5 Idades estat́ısticas

Os métodos estat́ısticos são assim chamados pois a relação entre a propriedade em

questão e a idade da estrela não é determińıstica, mas sim estat́ıstica. Devido a este

caráter, estes métodos não são capazes de fornecer valores exatos para a idade de estrelas

individuais. No geral, os métodos estat́ısticos fornecem limites inferiores e superiores

para as idades, bem como idades mais prováveis, idades médias e funções de densidade

de probabilidade para as idades das estrelas.

Os principais métodos estat́ısticos são a relação idade–metalicidade e a relação

idade–cinemática. O método que desenvolvemos neste estudo (Caṕıtulo 5) faz uso da

relação entre a idade e os parâmetros cinemáticos das estrelas para obter uma função de

densidade de probabilidade para a idade de estrelas individuais com base em suas velo-

cidades espaciais heliocêntricas e nas excentricidades de suas órbitas galácticas. Como o

método será discutido com detalhes no Caṕıtulo 5, apresentaremos nesta seção apenas

uma breve descrição dele.

Observa-se que a dispersão nas componentes da velocidade peculiar (U?, V?, W?;

discutidas na Seção 3.2) aumenta com a idade das populações de estrelas. Uma das

interpretações deste fenômeno é conhecida como aquecimento dinâmico do disco e será

discutido com detalhes na Seção 3.6. Por causa disso, estrelas que apresentam maior

velocidade peculiar tem maior probabilidade de serem mais velhas. Neste estudo, de-

senvolvemos um método para quantificar esta relação e obter uma função de densidade

de probabilidade para a idade das estrelas com base apenas em seu movimento espacial.

O desenvolvimento do método é apresentado no Caṕıtulo 5, e os resultados obtidos são

apresentados no Caṕıtulo 6.

Já a relação idade–metalicidade se baseia no fato observacional de que estrelas

mais velhas tendem a apresentar, em média, metalicidades mais baixas. Esta relação

foi observada por diversos autores, como, por exemplo, Rocha-Pinto et al. (2000) e

Nordström et al. (2004). Apesar do decĺınio na metalicidade média, as dispersões das

metalicidades são altas para estrelas de qualquer idade, sendo comum encontrar estre-

las velhas com metalicidades altas e estrelas jovens com metalicidades baixas. Alguns

autores, como Feltzing et al. (2002), inclusive contestam a existência da relação idade–

metalicidade. É posśıvel que a relação observada seja não apenas um efeito da evolução

qúımica da Galáxia, mas também da mistura de diferentes populações estelares (ex.
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disco fino e disco espesso) e da migração de estrelas de diferentes partes da Galáxia

(parte interna mais enriquecida e externa mais pobre). Devido a estes fatores, a relação

idade–metalicidade não se mostra útil na determinação das idades das estrelas a partir

das metalicidades observadas.

Mesmo que a relação idade–metalicidade não possa ser usada para determinar

a idade das estrelas, ela continua sendo importante pois carrega consigo informação a

respeito da evolução qúımica na Galáxia. No Caṕıtulo 6, analisamos a relação idade–

metalicidade obtida utilizando as idades isocronais calculadas por Casagrande et al.

(2011) para as estrelas do levantamento Geneva-Copenhagem e comparamos com a

relação obtida utilizando as idades cinemáticas que inferimos para estas mesmas estrelas.

Em ambos os casos observamos um decĺınio na metalicidade média com o aumento da

idade (mais acentuado no caso das idades isocronais).

2.2 O caso das anãs M

Vimos que a aplicação de cada método é mais adequada para determinados tipos de

estrelas e, portanto, a abordagem escolhida para o cálculo das idades deve depender

do objeto de estudo em questão e da disponibilidade de dados referentes a este objeto.

Nota-se, entretanto, que nenhum dos métodos tradicionais aqui discutidos são aplicáveis

para estrelas anãs de baixa massa (anãs M) do disco, pelo menos não no caso em que

estas estrelas encontram-se isoladas.

A nucleocosmocronologia não é adequada, pois só é idealmente aplicada para es-

trelas de população II muito velhas (com idades próximas de 10 bilhões de anos). O

método de expansão de aglomerados pode até fornecer idades para anãs M caso alguma

delas se encontre entre as estrelas em questão. Porém, como vimos na Seção 2.1.2.2,

este procedimento só é adequado para estrelas muito jovens, com idades inferiores a 100

milhões de anos, o que desperdiçaria todo o potencial das anãs M de revelar, através de

suas idades, as propriedades do gás do disco em diferentes etapas evolutivas da Galáxia.

O método das isócronas também não pode ser utilizado para determinar as idades

destas estrelas. Como vimos na Figura 2.2 as isócronas se aproximam na região das

estrelas de baixa massa da Sequência Principal, de forma que na região das anãs M

o espaçamento entre isócronas representativas de idades muito diferentes já é menor
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que os erros observacionais de temperatura efetiva e magnitude absoluta, sem contar

as incertezas na metalicidade. Já no caso da astrossismologia, mesmo que os avanços

na área permitam a construção de modelos capazes de prever as idades das anãs M, o

custo observacional empregado na obtenção dos dados necessários para a determinação

da idade de cada estrela faz com que sua aplicação seja imposśıvel em grandes amostras,

limitando os estudos a estrelas individuais.

No caso dos métodos emṕıricos, mesmo que existam as relações entre idade–

peŕıodo de rotação, idade–atividade cromosférica e idade–depleção de ĺıtio, estas relações

precisam ser inicialmente calibradas a partir de idades independentes determinadas por

outros métodos. Como nenhum dos outros métodos é capaz de fornecer estas idades,

não é posśıvel calibrar as relações.

Esforços devem ser feitos no sentido de desenvolver uma metodologia capaz de

determinar a idade dessas estrelas, pois, devido ao longo tempo de vida (da ordem de

centenas de bilhões de anos), elas podem atuar como registros do estado da Galáxia

em todas as etapas evolutivas desde a constituição do disco aos dias atuais. Anãs M

que se formaram no peŕıodo em que o disco fino se constituiu na Galáxia podem ser

observadas até hoje, não tendo passado ainda nem 10% do tempo total que essas estrelas

permanecerão na Sequência Principal. Sua composição qúımica registra a composição

qúımica do gás interestelar no momento de sua formação, a distribuição de idades dessas

estrelas é um registro do histórico de formação estelar na Galáxia, e os parâmetros

cinemáticos de estrelas de diferentes idades refletem a evolução dinâmica dela.

Apesar de não ser posśıvel aplicar os métodos tradicionais para determinar direta-

mente a idade de anãs M, a determinação da idade dessas estrelas é posśıvel em alguns

casos espećıficos de forma indireta, como no caso de sistemas binários para os quais é

posśıvel datar a idade da companheira. Um exemplo desta abordagem pode ser encon-

trado em Rebassa-Mansergas et al. (2013). Estes autores selecionam pares binários de

anãs M com anãs brancas e determinam a idade das anãs brancas através dos tempos

de vida de suas estrelas progenitoras na Sequência Principal e de seus tempos de resfri-

amento. Entretanto, essa abordagem só é viável em casos bastante isolados, não sendo

posśıvel a construção de extensas amostras com idades de anãs M.

Como o método que desenvolvemos se baseia apenas em propriedades externas da

estrela (sua velocidade peculiar e a excentricidade de sua órbita na Galáxia), ele não é
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afetado pela lenta evolução das propriedades internas das anãs M e pode, em tese, ser

aplicado para estas estrelas. Como neste estudo nosso objetivo é apenas desenvolver o

método de idades cinemáticas e comprovar sua validade, não aplicamos ainda o método

para o cálculo das idades de estrelas anãs M, porém pretendemos realizar estes estudos

em trabalhos futuros.



Caṕıtulo 3

Cinemática da Vizinhança Solar

No caṕıtulo anterior, vimos a importância da determinação de idades de estrelas e a

carência de métodos adequados para a obtenção de idade para anãs M. O método que

propomos neste trabalho poderá preencher lacunas deixadas pelos métodos mais usuais

e também atuar como um indicador independente capaz de corroborar as idades deter-

minadas de outras formas. Antes de apresentarmos o desenvolvimento do método no

Caṕıtulo 5, é preciso conhecer alguns aspectos da teoria de cinemática estelar, como o

aquecimento dinâmico do disco, o desvio do vértice e a deriva assimétrica.

Neste caṕıtulo, apresentamos uma breve descrição das estruturas da Galáxia, se-

guida pela definição dos parâmetros cinemáticos que usaremos em nossa análise (deve-se

prestar atenção a certas definições, que variam de autor para autor). Na Seção 3.3

mostramos quais dados observacionais são necessários para se obter os parâmetros ci-

nemáticos em questão. Veremos que muitas das limitações da aplicação do método de

idades cinemáticas (aqui desenvolvido) estão atreladas à precisão e facilidade de ob-

tenção destes dados observacionais. Em seguida, apresentamos de forma sucinta alguns

dos temas recorrentes à cinemática estelar e que são importantes para este trabalho:

o movimento do Sol (Seção 3.4), o elipsoide de velocidades (Seção 3.5), o desvio do

vértice (Seção 3.5.1), a deriva assimétrica (Seção 3.5.2) e o aquecimento dinâmico do

disco (Seção 3.6).

30
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3.1 Estrutura da Galáxia e o disco

Galáxias espirais como a Via Láctea são compostas por diversas estruturas, que possuem

formação e evolução possivelmente distintas. As principais estruturas da Via Láctea são

o disco fino, o disco espesso, o bojo e a barra, os braços espirais e o halo.

Nossa posição na Galáxia nos traz vantagens e desvantagens no estudo de sua

estrutura. Estamos próximos o bastante para estudar individualmente estrelas de dife-

rentes populações estelares, e estamos próximos demais para poder estudar com clareza

as estruturas em larga escala. Uma analogia que pode ser feita neste caso é a de que

mapear as estruturas da Galáxia a partir de nossa posição é tão dif́ıcil quanto mapear

uma floresta inteira a partir de uma única clareira.

As muitas dificuldades impostas por nossa posição na Galáxia tornam o tema de

estrutura da Galáxia bastante complexo. A compreensão das estruturas da Galáxia

vem desafiando os astrônomos a mais de 60 anos e mesmo atualmente estamos longe de

descrever com exatidão suas componentes (Carraro, 2014).

Uma descrição mais detalhada acerca da formação e evolução das estruturas da

Via Láctea pode ser encontrada em Freeman (2012). Para os fins deste trabalho, basta

conhecermos alguns detalhes sobre o disco fino.

3.1.1 Disco da Galáxia

Uma das estruturas mais consṕıcuas das galáxias espirais, como a Via Láctea, é o disco.

No caso da Via Láctea, acredita-se existirem duas estruturas distintas em forma de

disco: o disco fino e o disco espesso. Estas duas estruturas se diferem com respeito

às populações estelares presentes em cada uma, à quantidade de matéria bariônica, à

cinemática das estrelas e às suas escalas de tamanho.

No disco fino estão presentes diferentes populações estelares, desde estrelas muito

jovens (alguns milhões de anos) a estrelas muito velhas (cerca de 10 bilhões de anos).

Isto se deve ao fato de ainda ocorrer formação estelar nessa estrutura.

Entre as principais questões levantadas a respeito do disco fino estão o aquecimento

dinâmico do disco, a relação idade–metalicidade e as distribuições de idades estelares,
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cujas importâncias para a astrof́ısica galáctica foram apresentadas na Seção 2.2. Estas

questões são também objetos de estudo deste trabalho.

O disco espesso é composto apenas por estrelas velhas (cerca de 10 bilhões de anos)

e pobres em metais. Isso indica que a formação do disco espesso deve ter-se dado logo no

ińıcio da formação da Galáxia. Como as estrelas do disco espesso formam uma população

estelar distinta das estrelas do disco fino, é preciso ter cuidado com a contaminação de

estrelas do disco espesso nas amostras que visam estudar relações como o aquecimento

cinemático do disco e a relação idade–metalicidade.

É importante ressaltar que a distinção entre essas duas estruturas não é consenso

entre todos os autores. Bovy et al. (2012b) mostram que subpopulações definidas no

espaço de [α/Fe]–[Fe/H] são bem descritas por um perfil de densidade exponencial único,

tanto radialmente quanto verticalmente ao disco, e concluem que este pode ser descrito

por uma única estrutura. Estes autores sugerem que os ind́ıcios do disco espesso obser-

vados quase universalmente nas demais galáxias espirais são, na verdade, um indicativo

de que o disco é mais espesso do que se acredita, e não de que existam duas estruturas

distintas.

3.2 Sistemas de coordenadas

Para que possamos estudar a cinemática, é preciso definir um sistema de coordenadas

adequado para representar as componentes de velocidade espacial das estrelas. Os sis-

temas que se mostraram mais adequados para este fim são o Sistema Fundamental de

Repouso (Fundamental Standard of Rest ; FSR) e o Sistema Local de Repouso (Local

Standard of Rest ; LSR).

Na literatura, não existe consenso quanto à disposição dos eixos que definem estes

sistemas. Por causa disso, torna-se importante apresentar aqui a definição que usaremos

neste trabalho. A definição aqui apresentada é aquela que acredito ser a mais didática.

3.2.1 Sistema Fundamental de Repouso

O Sistema Fundamental de Repouso é definido como sendo um sistema de referência

inercial no qual a origem é dada pelo centro de massa da Galáxia.



Caṕıtulo 3. Cinemática da Vizinhança Solar 33

Neste sistema, as componentes de velocidade de uma estrela (Π, Θ e Z) são de-

finidas de acordo com a orientação do disco galáctico (como mostra a Figura 3.1). Por

definição:

Π Encontra-se no plano do disco e aponta para o centro Galáctico. Na posição do

Sol, este eixo encontra-se orientado na direção correspondente a ` = 0o e b = 0o

(onde ` e b são, respectivamente, a longitude galáctica e a latitude galáctica).

Θ Também encontra-se no plano Galáctico, sendo perpendicular a Π. Seu sentido é

dado pelo sentido de rotação da Galáxia. Na posição do Sol, este eixo encontra-se

orientado na direção correspondente a ` = 90o e b = 0o.

Z Corresponde à componente de velocidade perpendicular ao disco, com sentido de-

finido em direção ao pólo norte galáctico. Na posição do Sol, este eixo encontra-se

orientado na direção correspondente a b = 90o.

Centro

da Galáxia

Z

Π
Θ

Disco

Figura 3.1: Definição das componentes de velocidade espacial no Sistema Fundamen-
tal de Repouso (FSR). O eixo Π aponta em direção ao centro da Galáxia; o eixo Θ ao
sentido de rotação da Galáxia e o eixo Z ao pólo norte da Galáxia.

A fonte de discórdia na literatura quanto à definição destes eixos é o sentido

do eixo radial (Π). Muitos autores (como Mihalas & Binney, 1981) definem o eixo Π

radialmente para fora, ou seja, em direção ao anticentro da Galáxia. Como os demais

eixos são mantidos como na definição acima, o sistema não é dextrógiro (não obedece à

regra da mão direita), o que cria pequenas complicações na aplicação de transformações

e rotações de outros sistemas para este. Para resolver este pequeno problema, a solução

proposta por diversos autores foi inverter o sentido do eixo Π. É esta a definição que

iremos utilizar neste trabalho.
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3.2.2 Sistema Local de Repouso

Vamos supor que a distribuição de massa na Galáxia possua simetria axial e se encontre

em um estado estacionário. Deve então existir, para cada distância R do centro, uma

velocidade Θ0(R) tal que uma estrela com componentes de velocidades (0,Θ0(R), 0)

apresenta uma órbita perfeitamente circular.

Um ponto imaginário, movendo-se com esta velocidade Θ0 com relação ao Sistema

Fundamental de Repouso constitui o Sistema Local de Repouso (Local Standard of Rest,

LSR). Desta forma, a velocidade do LSR com relação ao FSR é dada por ~SLSR =

(0,Θ0, 0)

A velocidade de uma estrela com relação ao LSR, ~S
(LSR)
? , que é conhecida como

velocidade peculiar da estrela, é então dada por:

~S
(LSR)
? = ~S

(FSR)
? − ~SLSR, (3.1)

onde ~S
(FSR)
? é a velocidade da estrela no FSR.

Denotando as componentes da velocidade peculiar da estrela como U?, V? e W?,

nas direções e sentidos de Π, Θ e Z, respectivamente, podemos reescrever a Equação 3.1

na forma:

U? = Π (3.2a)

V? = Θ−Θ0 (3.2b)

W? = Z (3.2c)

A Figura 3.2 mostra a relação entre a velocidade peculiar, ~SLSR = (U?, V?,W?), e

as componentes de velocidade Π, Θ e Z de uma estrela na Vizinhança Solar.

Na prática, o que observamos é a velocidade da estrela com relação à velocidade

peculiar do Sistema Solar (velocidade heliocêntrica). Definindo U�, V� e W� como

as componentes de velocidade do Sistema Solar com respeito ao LSR, temos que as
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Centro

da Galáxia

Z

Π Θ

Disco

U

W

V

Θ0(R) S
(LSR)

R

Z

Π

Θ

Figura 3.2: Definição do Sistema Local de Repouso (LSR) e sua relação com o FSR
para uma estrela da Vizinhança Solar. U?, V? e W? correspondem às componentes da
velocidade da estrela no LSR; Π, Θ e Z às componentes no FSR; e Θ0 à velocidade do
LSR no FSR na Vizinhança Solar.

componentes da velocidade heliocêntrica da estrela (U , V e W ) são dadas por:

U = U? − U� (3.3a)

V = V? − V� (3.3b)

W = W? −W� (3.3c)

3.3 U, V e W a partir de dados observacionais

Para calcular as velocidades U , V e W de uma estrela é preciso conhecer seu movimento

próprio, sua distância ao Sol e sua velocidade radial.

3.3.1 Distância

Obter a distância de uma estrela não é uma tarefa trivial. Os métodos dispońıveis

nem sempre são aplicáveis para qualquer estrela e, no geral, apenas estrelas próximas

podem ter suas distâncias determinadas com boa precisão. Entre os métodos dispońıveis

para a determinação de distâncias, os principais são: paralaxe trigonométrica, paralaxe

fotométrica e distâncias dinâmicas.
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3.3.1.1 Paralaxe trigonométrica

A órbita da Terra em torno do Sol faz com que em cada época do ano observemos

as estrelas a partir de posições ligeiramente alteradas. Isso faz com que a separação

angular, projetada no céu, na posição de estrelas situadas a diferentes distâncias varie

ao longo do ano.

Posições relativas ao
observador em B

A

B

Estrela à qual se
associa a paralaxe π

Estrelas com distâncias
muito maiores que d

π

d

1
 U

.A
.

2π

Sol

Terra

Posições relativas ao
observador em A

Figura 3.3: Esquema simplificado das grandezas envolvidas na paralaxe trigo-
nométrica. Distâncias e tamanhos não representados em escala.

A Figura 3.3 apresenta um esquema bastante simplificado deste fenômeno. Usando

as estrelas de fundo como referência, podemos medir o ângulo entre duas posições obser-

vadas para uma dada estrela com intervalo de meio ano entre as medidas. Conhecendo

o ângulo e a linha de base, que neste caso é uma unidade astronômica, podemos medir

a distância até a estrela através da relação:

senπ′′ =
1UA

d
(3.4)

Como as paralaxes são ângulos sempre muito pequenos, podemos fazer a apro-

ximação de que sen(π) ≈ π. Além disso, definimos a unidade de distância “parsec”

que equivale à distância que uma estrela deve ter para que possua paralaxe igual a 1′′.

Assim, a Equação 3.4 pode ser reescrita na forma:

d(pc) =
1

π(arcsec)
, (3.5)

onde d é dado em parsecs e π em segundos de arco (também representado como π′′).
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Analisando a Figura 3.3, fica claro que quanto maior a distância d entre o Sistema

Solar e a estrela, menor será a paralaxe desta. Paralaxes menores são mais dif́ıceis de

medir, desfavorecendo a determinação de distâncias para estrelas mais distantes.

Atualmente, as paralaxes mais precisas dispońıveis são as obtidas pelo satélite

HIPPARCOS entre 1989 e 1993, que contém medidas para cerca de 120 000 estrelas

com precisão melhor que 1 milissegundo de arco (Perryman et al., 1997). Os dados do

HIPPARCOS foram re-reduzidos em 2007 após estudos mais elaborados da dinâmica do

satélite, aprimorando a acurácia dos dados anteriores (van Leeuwen, 2007).

Com o uso dos CCDs, tornou-se posśıvel obter paralaxes tão precisas quanto as do

HIPPARCOS sem a necessidade de telescópios espaciais (Harris et al., 1997). Espera-se

que o satélite Gaia, que entrou em operação em 2013, colete dados até 2018 e obtenha

paralaxes para cerca de 1 bilhão de estrelas, atingindo uma precisão de 24µas (Perryman

et al., 2001).

3.3.1.2 Paralaxe fotométrica

A paralaxe fotométrica é um método que se baseia no fluxo observado da estrela e no

fluxo que esta teria a uma dada distância conhecida, que é determinado em primeira

ordem pelo seu tipo espectral.

O formalismo utilizado pelos astrônomos neste tipo de problema envolve o conceito

de magnitude. A magnitude de uma estrela é definida como:

m ≡ −2.5 logF + C (3.6)

onde F é o fluxo observado da estrela e C é uma constante que define o zero da escala

de magnitudes.

A equação 3.6 pode ser reescrita em termos da luminosidade da estrela (L) e da

distância entre a estrela e o Sistema Solar (d):

m = −2.5 log

(
L

4π d2

)
+ C (3.7)
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Definimos também a magnitude absoluta de uma estrela como a magnitude que a

estrela teria caso estivesse a uma distância de 10 pc do Sistema Solar:

M ≡ −2.5 log (F(10 pc)) + C = −2.5 log

(
L

4π102

)
+ C (3.8)

A grandeza m−M corresponde ao chamado módulo de distância. De acordo com

as Equações 3.7 e 3.8, o módulo de distância é dado por:

m−M = −2.5 log

(
L

4π d2

)
+ C + 2.5 log

(
L

4π102

)
− C = 5 log d− 5 , (3.9)

onde d deve ser dado em parsecs.

Como a magnitude absoluta depende, em primeira ordem, apenas do tipo espectral

da estrela, a Equação 3.9 pode ser usada para determinar a distância d. O tipo espectral

pode ser obtido a partir de calibrações de ı́ndices de cor (diferenças entre magnitudes em

diferentes bandas) e, portanto, pode ser obtido através de fotometria. Como o método

envolve o conhecimento apenas das magnitudes, ele é denominado paralaxe fotométrica.

Conhecendo as magnitudes observada (m) e absoluta (M), a distância (d), em

parsecs, pode ser calculada através da equação:

d(pc) = 10
m−M+5

5 (3.10)

As distâncias assim determinadas não são fundamentais pois se baseiam na hipótese

de que as estrelas são “normais” com respeito ao seu tipo espectral, de forma que pode-

mos associar a magnitude absoluta intŕınseca do tipo espectral à estrela.

Este método também é limitado a estrelas próximas pois, como indica a Equação

3.7, a magnitude observada de uma estrela cresce com a distância dessa estrela. Outro

fator que complica a determinação da distância através deste método é que a extinção

interestelar deve ser levada em conta na determinação da magnitude para estrelas muito

distantes, gerando mais uma fonte de incertezas.

Em muitos casos, as distâncias determinadas através de paralaxe fotométrica su-

peram em precisão as determinadas através de paralaxe trigonométrica. Entretanto,
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essa situação deve mudar após a publicação dos primeiros dados do satélite Gaia, que

irá fornecer paralaxes trigonométricas muito mais precisas.

3.3.1.3 Distância dinâmica

O método de distância dinâmica se baseia na aplicação da terceira lei de Kepler em

binárias. Quando as massasM1 eM2 são dadas em unidades de massa solar, o peŕıodo

P , em anos, e o semieixo maior da órbita a é dado em unidades astronômicas, a terceira

lei de Kepler toma a forma:

a3 = (M1 +M2)P 2 (3.11)

O semieixo maior da órbita subentende um angulo θ no céu, como mostra a Figura

3.4.

θ

a

d

M
1

M
2

Figura 3.4: Esquema simplificado do método de distâncias dinâmicas. Distâncias não
representadas em escala.

Como o angulo θ é sempre muito pequeno, podemos aproximar que sen(θ) ≈ θ

(com θ dado em radianos). Assim d = a/θ e:

d(UA) =
(M1 +M2)

1
3

θ
P

2
3 (3.12)

O peŕıodo P e o ângulo θ são obtidos a partir das observações. Deve-se fazer

um chute inicial para as massas M1 e M2, o que torna este método não fundamental.

Como a Equação 3.12 depende apenas da raiz cúbica das massas, é posśıvel obter boas

distâncias mesmo sem boas estimativas para as massas.

Com a distância obtida, pode-se calcular as luminosidades através das Equações

3.9 e 3.8. As luminosidades permitem, através da relação massa–luminosidade, que se
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obtenha uma melhor estimativa para as massas. As massas obtidas podem ser reuti-

lizadas na Equação 3.12, e estes passos podem ser aplicados iterativamente até que a

distância e as massas convirjam para os valores reais.

Apesar de possuir a limitação de só ser aplicável para o caso de estrelas binárias,

o formalismo é bastante útil por permitir que os valores obtidos pelos demais métodos

sejam conferidos através de uma estimativa independente. Outra limitação do método

é que ele só é aplicável quando o peŕıodo e o semieixo maior do sistema podem ser

observados, limitando a aplicação a sistemas mais próximos.

3.3.2 Movimento próprio e velocidade tangencial

Movimento próprio (~µ) é o nome designado ao aparente deslocamento das estrelas na

esfera celeste (após corrigidos os efeitos causados pelo movimento da Terra em torno

do Sol). O movimento próprio é proporcional à componente da velocidade estelar que

tangencia a esfera celeste, e é inversamente proporcional à distância da estrela. Sendo

assim, conhecendo a distância e observando o movimento próprio da estrela, podemos de-

terminar sua componente de velocidade tangencial à esfera celeste através da expressão:

~vt = ~µ d =
~µ

π′′
, (3.13)

onde ~vt é dado em UA ano−1, π′′ é dada em segundos de arco e ~µ é dado em segundos

de arco por ano.

Usualmente o movimento próprio é decomposto nas componentes µα, paralela ao

equador celeste, e µδ, perpendicular ao equador celeste. Da mesma forma, podemos

decompor a velocidade tangencial da estrela, nas componentes:

vtα =
kµα
π′′

cos δ (3.14a)

vtδ =
kµδ
π′′

, (3.14b)

onde µα e µδ são dados em segundos de arco por ano, π′′ é dado em segundos de arco.

k = 4.74057 é o equivalente em km s−1 de uma unidade astronômica por ano. As

velocidades vtα e vtδ nas Equações 3.14 são, então, dadas em km s−1.
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Como os movimentos próprios são em geral pequenos (alguns milissegundos de

arco por ano) e o efeito de seeing causa um espalhamento da luz proveniente das es-

trelas em alguns décimos de segundo de arco, é preciso obter medidas separadas por

um grande intervalo de tempo para que o movimento próprio possa ser observado com

precisão. Os quatro anos de funcionamento do satélite HIPPARCOS não são suficientes

para esta tarefa. Por causa disso, faz-se necessário o uso, juntamente com os dados

do HIPPARCOS, de dados de catálogos anteriores menos precisos, como o Astrographic

Catalogue (Turner, 1912), que contém a posição de milhões de estrelas observadas no

final do século XIX.

Atualmente, o catálogo com movimentos próprios mais precisos dispońıvel é o

UCAC4 (USNO CCD Astrograph Catalog ; Zacharias et al., 2013). As observações

deste projeto foram feitas no Naval Observatory’s Flagstaff Station entre Fevereiro de

1998 e Maio de 2004. Em sua quarta publicação, o catálogo apresenta movimentos

próprios para mais de 105 milhões de estrelas, com precisão de 1 a 10 mas ano−1, mais

erros sistemáticos entre 1 a 4 mas ano−1.

Outro catálogo importante é o Tycho2, no qual os movimentos próprios foram

obtidos a partir da comparação entre as posições obtidas pelo satélite HIPPARCOS e

as posições obtidas pelo catálogo Astrographic Catalogue e outros 143 catálogos com

observações feitas de telescópios em solo (Høg et al., 2000).

3.3.3 Velocidade radial

A última grandeza que precisa ser obtida para que se possa calcular as componentes de

velocidade espacial (U , V e W ) de uma estrela é sua velocidade na direção da linha de

visada, que é denominada velocidade radial da estrela (vr).

O método utilizado para determinar as velocidades radiais baseia-se no Efeito

Doppler observado na frequência dos fótons emitidos pela estrela, causado por sua apro-

ximação ou afastamento.

Sabemos que quando uma onda (neste caso os fótons) é emitida com frequência ν0

por uma fonte que se afasta do observador com uma velocidade vr, a frequência ν que o
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observador mede é dada pela expressão

ν = (1− β)γν0 , onde

 β ≡
vr

c

γ ≡ (1− β2)−
1
2

(3.15)

Como, nos casos em que estamos interessados, vr é sempre muito menor que c,

podemos aproximar como zero o termo β2, de forma que γ ≈ 1. Assim, a diferença entre

a frequência observada e a frequência emitida (∆ν) é dada por:

∆ν = −βν0 . (3.16)

Ou seja:

vr = −∆ν

ν0
c . (3.17)

Para observar os desvios nos comprimentos de onda causados pelo movimento

radial da estrela, precisamos obter seu espectro. Observando o espectro, podemos iden-

tificar linhas de absorção caracteŕısticas de certos elementos qúımicos. As frequências

de absorção destes elementos qúımicos em repouso podem ser obtidas nos laboratórios

terrestres. Assim, comparando essa frequência de absorção em repouso com a observada

na estrela, podemos determinar sua velocidade radial.

Como a medida da velocidade radial exige o uso de espectroscopia, ela é, de todas

as grandezas necessárias para se obter a velocidade espacial da estrela, a de maior custo

observacional. Enquanto conhecemos as posições e movimentos próprios para milhões

de estrelas, e distâncias precisas para centenas de milhares, as velocidades radiais são

conhecidas apenas para uma quantidade da ordem de dezenas de milhares de estrelas (o

que felizmente esta mudando com as publicações do catálogo RAVE, Kordopatis et al.,

2013). Com isso, são as medidas de velocidade radial que mais limitam estudos de

velocidades espaciais atualmente.

Outra complicação ligada à determinação da componente de velocidade radial da

estrela é o fato de ela não ser afetada apenas pelo movimento espacial da estrela. No

caso de estrelas binárias não resolvidas, parte da velocidade radial observada deve-se às

velocidades com que as estrelas orbitam o centro de massa do sistema. Assim, no caso
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de sistemas múltiplos, várias medidas de velocidade radial devem ser realizadas para

que se possa determinar a componente de velocidade espacial da estrela paralela à linha

de visada.

Entre as principais fontes de velocidades radiais presentes na literatura estão o

Geneva-Copenhagem Survey (GCS; Nordström et al. (2004)), o Catalogue of Radial

Velocities with Astrometric Data (CRVAD; Kharchenko et al., 2007) e o Radial Velocity

Experiment (RAVE; Kordopatis et al., 2013).

3.3.4 Cálculo das componentes de velocidade U, V e W

Conhecendo as componentes de velocidade vtα, vtδ e vr, conhecemos por completo a

velocidade tridimensional da estrela. Porém, essas componentes expressam a velocidade

espacial da estrela de acordo com o sistema de coordenadas equatorial, não muito útil

para o estudo da cinemática galáctica.

Para obter as velocidades tal como as definimos na Seção 3.2.2, precisamos fazer

a rotação de eixos que leva do sistema equatorial ao sistema de coordenadas galácticas.

A descrição de como é feita esta transformação pode ser encontrada em Johnson &

Soderblom (1987).

De acordo com Johnson & Soderblom (1987), a transformação entre as posições no

sistema de coordenadas equatoriais e galácticas é feita através da expressão matricial:


cos b cos `

cos b sen `

sen b

 = T ·


cos δ cos α

cos δ senα

sen δ

 (3.18)

e a transformação entre as velocidades é feita através da expressão:


U

V

W

 = T ·A ·


vr

vtα

vtδ

 (3.19)

A matriz T é a chamada matriz de transformação, e pode ser representada em

termos das coordenadas do polo norte galáctico (NGP) no sistema equatorial (αNGP ,
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δNGP ) e θ0, que corresponde ao ângulo de posição do polo norte celeste com relação ao

semićırculo principal que passa pelo NGP e o zero de longitude galáctica:

T =


cos θ0 sen θ0 0

sen θ0 − cos θ0 0

0 0 1

 ·

− sen δNGP 0 cos δNGP

0 −1 0

cos δNGP 0 sen δNGP

 ·


cos αNGP senαNGP 0

senαNGP − cos αNGP 0

0 0 1


(3.20)

A matriz A é denominada matriz de coordenadas, e pode ser escrita em termos

da posição da estrela no sistema equatorial (α, δ) na forma:

A =


cos α cos δ − senα − cos α sen δ

senα cos δ cos α − senα sen δ

sen δ 0 cos δ

 (3.21)

Os valores de θ0, αNGP e δNGP devem estar de acordo com a época relativa à qual

as posições α e δ são determinadas. De acordo com Liu et al. (2011), as coordenadas

relativas à época J2000.0 são:

α
(J2000)
NGP = 12h 51m 26s.27549 (3.22a)

δ
(J2000)
NGP = +27o 07′ 41′′.7043 (3.22b)

θ
(J2000)
0 = 122o.93191857 (3.22c)

Utilizando estes valores na equação 3.20 obtemos a matriz de transformação refe-

rente à época J2000.0:

T(J2000) =


−0.05487554 −0.8734371 −0.4838350

0.49410945 −0.4448296 0.7469822

−0.86766614 −0.1980764 0.4559838

 (3.23)

Com esta matriz de transformação, a matriz de coordenadas A calculada para a

posição da estrela (α,δ) pela Equação 3.21, a velocidade radial vr, obtida através do

desvio Doppler pela Equação 3.17, e as velocidades tangenciais vtα e vtδ, calculadas a
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partir da distância d e das componentes do movimento próprio µα e µδ com o uso das

Equações 3.14, podemos calcular as velocidades U , V e W utilizando a Equação 3.19.

Escrevendo em termos das velocidades no sistema equatorial, temos:


U

V

W

 =


−0.05487554 −0.8734371 −0.4838350

0.49410945 −0.4448296 0.7469822

−0.86766614 −0.1980764 0.4559838

 ·


cos α cos δ − senα − cos α sen δ

senα cos δ cos α − senα sen δ

sen δ 0 cos δ

 ·

vr

vtα

vtδ


(3.24)

As componentes de velocidade são dadas em km s−1 para o caso em que as velo-

cidades vr, vtα e vtδ são dadas em km s−1.

3.4 O movimento do Sol

As equações 3.3 nos mostram que para conhecer a velocidade espacial de uma estrela

com respeito ao Sistema Local de Repouso é preciso conhecer, além das componentes

U , V e W , as componentes da velocidade do Sistema Solar com respeito ao LSR (U�,

V� e W�).

Supondo que a distribuição de massa na galáxia seja axissimétrica, e encontra-se

em um estado estacionário, espera-se que, no geral, existam tanto estrelas se movendo

radialmente para dentro quanto para fora, e também tanto estrelas se movendo perpen-

dicularmente ao disco para cima quanto para baixo (Mihalas & Binney, 1981).

Assim, para uma amostra suficientemente grande, com um número N de estrelas,

espera-se que:

〈U?〉 =
1

N

N∑
i=1

U? i = 0 (3.25a)

〈W?〉 =
1

N

N∑
i=1

W? i = 0 (3.25b)
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Tomando o valor esperado das Equações 3.3a e 3.3c

〈U〉 = 〈U?〉 − 〈U�〉 , (3.26a)

〈W 〉 = 〈W?〉 − 〈W�〉 ; (3.26b)

ou seja:

U� = −〈U〉 = − 1

N

N∑
i=1

Ui (3.27a)

W� = −〈W 〉 = − 1

N

N∑
i=1

Wi (3.27b)

O cálculo de V� não é tão simples pois a média da componente V? da velocidade

peculiar das estrelas da amostra não é necessariamente igual a zero. Na prática, ocorre o

fenômeno conhecido como deriva assimétrica (que veremos com mais detalhes na Seção

3.5.2): a média das velocidades V? tende a ser menor que a do Sistema Local de Repouso

quanto maior for a dispersão das velocidades radiais das estrelas na amostra
(
σ2
U

)
:

〈V?〉 = Va = −C σ2
U . (3.28)

Demonstrar este resultado foge aos objetivos deste trabalho, aos interessados, a

demonstração pode ser encontrada em Mihalas & Binney (1981). Tomando o valor

esperado da equação 3.3b, temos:

〈V 〉 = 〈V?〉 − 〈V�〉 . (3.29)

Definindo:

V ′ ≡ −〈V 〉 = − 1

N

N∑
i=1

Vi , (3.30)

obtemos:

V ′ = C σ2
U + V� (3.31)

Dessa forma, obtendo os valores de V ′ e σ2
U para diferentes amostras, podemos

estimar V� através de um ajuste linear na forma V ′ = a σ2
U + b, onde V� = b.



Caṕıtulo 3. Cinemática da Vizinhança Solar 47

Tabela 3.1: Comparação entre as componentes de velocidade Solar obtidas por dife-
rentes autores

Autores U� (km s−1) V� (km s−1) W� (km s−1)

Francis & Anderson (2014) 14.1± 1.1 14.6± 0.4 6.9± 0.1
Bobylev & Bajkova (2014) 6.0± 0.5 10.6± 0.8 6.5± 0.3
Coşkunoǧlu et al. (2011) 8.83± 0.24 14.19± 0.34 6.57± 0.21
Schönrich et al. (2010) 11.1+0.69

−0.75 12.24+0.47
−0.47 7.25+0.37

−0.36
Koval’ et al. (2009) 5.1± 0.4 7.9± 0.5 7.7± 0.2
Francis & Anderson (2009) 7.5± 1.0 13.5± 0.3 6.8± 0.1
Bobylev & Bajkova (2007) 8.7± 0.5 6.2± 2.2 7.2± 0.8
Fehrenbach et al. (2001) 7.56 11.45 3.72
Dehnen & Binney (1998) 10.00± 0.36 5.25± 0.62 7.17± 0.38
Mayor (1974) 10.3± 1.0 6.3± 0.9 5.9± 0.4

A Tabela 3.1 apresenta uma comparação entre as componentes de velocidade ob-

tidas para o Sol por diferentes autores, utilizando diferentes amostras. Vemos que ainda

não existe consenso na literatura quanto aos valores exatos da velocidade peculiar do

Sol. É comum que amostras de diferentes tipos espectrais forneçam diferentes valores

para a velocidade do Sol. Entretanto, todos os autores concordam que o Sol está se

movendo radialmente para dentro da Galáxia, com uma velocidade tangencial maior

que a do sistema local de referência, e que sua componente de velocidade perpendicular

ao disco possui sentido do polo norte galáctico.

Uma das principais complicações na aplicação do método aqui descrito se deve

a que as Equações 3.25 e 3.28 são obtidas supondo que a distribuição de velocidades

entre as estrelas da amostra é não correlacionada. Na realidade, observamos que muitas

estrelas fazem parte de correntes (streams) ou grupos co-moventes (moving groups), que

correspondem a concentrações estelares relativamente densas em determinadas regiões

nos planos UV , UW e VW .

A presença de estrelas destes grupos na amostra faz com que a média total amostral

em U , V e W se aproxime da respectiva média dos grupos e se afaste da média que seria

apresentada apenas por estrelas independentes. Famaey et al. (2008) observam que em

certas regiões do plano UV a quantidade de estrelas pertencentes a grupos co-moventes

pode corresponder a mais de 50% do total de estrelas na região, o que inviabiliza o uso

das Equações 3.25 e 3.28 sem que sejam feitos esforços para corrigir as discrepâncias

causadas pela presença destas estrelas.
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3.5 O elipsoide de velocidades

Em diversos casos no estudo da cinemática da Galáxia, estamos interessados mais na

distribuição de velocidades encontrada em um grupo de estrelas do que nas velocidades

individuais de cada uma. A descrição dessa distribuição é feita em termos do elipsoide

de velocidades.

A Figura 3.5, obtida utilizando os dados da amostra Geneva-Copenhagen (Casa-

grande et al., 2011; descrita no Caṕıtulo 4), mostra as distribuições de cada componente

de velocidade para grupos de estrelas de diferentes idades. As estrelas que constituem

as distribuições de cada linha da Figura 3.5 foram separadas em diferentes grupos de

idade (t): t < 1.5 Ga, 1.5 Ga < t < 3 Ga, 3 Ga < t < 5 Ga, 5 Ga < t < 7 Ga e 7 Ga

< t < 9 Ga.

A primeira caracteŕıstica que observamos é que, em todos os casos, estas distri-

buições são aproximadamente gaussianas, com dispersões diferentes em cada um dos

eixos. Outras caracteŕısticas importantes são o aumento da dispersão com as idades e a

assimetria observada nas distribuições da componente V , ambas as quais serão discutidas

nas seções 3.6 e 3.5.2, respectivamente.

O elipsoide de velocidades corresponde a uma distribuição que reúne as principais

caracteŕısticas descritas acima. Os eixos principais do elipsoide de velocidade são os eixos

ortogonais da distribuição (as componentes principais) e não necessariamente coincidem

com os eixos Π, Θ e Z definidos na seção 3.2.1.

Chamaremos as componentes de velocidade em cada eixo de v1, v2 e v3, e, suas

respectivas dispersões de σ1, σ2 e σ3, onde o ı́ndice 1 corresponde ao eixo de maior

dispersão e 3, ao eixo de menor dispersão.

A distribuição descrita em termos do elipsoide de velocidades corresponde a uma

normal multivariacional nas variáveis v1, v2 e v3:

N(v1, v2, v3) d~v =
n(

8π3 σ2
1 σ

2
2 σ

2
3

) 1
2

exp

{
−
[
v2

1

2σ2
1

+
v2

2

2σ2
2

+
v2

3

2σ2
3

]}
d~v , (3.32)

onde N é o número de estrelas, de um dado grupo em estudo, contido num dado volume

com velocidades entre v1 e v1 +dv1, v2 e v2 +dv2 e entre v3 e v3 +dv3. Já n, corresponde

à densidade espacial de estrelas desse grupo (com qualquer velocidade).
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Figura 3.5: As distribuições das componentes U , V e W para uma dada idade são
aproximadamente gaussianas. Estas distribuições são descritas em termos do elipsoide
de velocidades.

As componentes v1, v2 e v3 e as componentes U?, V? e W? estão relacionadas

através de uma transformação de translação (que garante que v1, v2 e v3 possuam valor

médio nulo) e outra de rotação (que garante que as componentes v1, v2 e v3 sejam

independentes): 
v1

v2

v3

 = R ·



U?

V?

W?

−

〈U?〉

〈V?〉

〈W?〉


 (3.33)

Neste caso, R é a matriz de rotação que leva das coordenadas U?, V? e W? às

coordenadas v1, v2 e v3 (ver na próxima subseção).

3.5.1 Desvio do vértice

Um fato observacional que simplifica bastante a análise do elipsoide de velocidades é

que um dos eixos do elipsoide sempre possui direção perpendicular ao plano do disco.

Assim, v3 e W? − 〈W?〉 são equivalentes. Além disso, podemos admitir as hipóteses
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representadas pelas Equações 3.25a e 3.25b. O problema então resume-se a encontrar o

ângulo de rotação, no plano do disco, entre os eixos v1 e v2 e os eixos U? e V?.

ℓ
v

ℓ
v

v
1

v
2

v
2

v
1

U

‹

V - ‹

Π

Θ Θ-
0

V

V

‹

‹

Figura 3.6: Definição do desvio do vértice `v e relação entre os eixos U? e V? e os
eixos v1 e v2

Este ângulo representa a longitude galáctica para a qual aponta o eixo principal

do elipsoide de velocidades e é conhecido como o desvio do vértice (`v). A relação

entre as componentes U? e V? e as componentes v1 e v2 é facilmente encontrada em

termos do ângulo `v (Figura 3.6). Neste caso, a matriz de rotação da Equação 3.33 será

simplesmente:

R =


cos `v sen `v 0

− sen `v cos `v 0

0 0 1

 ; (3.34)

ou seja:

v1 = U? cos `v + (V? − 〈V?〉) sen `v , (3.35a)

v2 = −U? sen `v + (V? − 〈V?〉) cos `v , (3.35b)

v3 = W? (3.35c)

Podemos reescrever as Equações 3.35 em termos das velocidades heliocêntricas U ,

V , W , das componentes da velocidade do Sol U�, V� e W� e em termos da variância

em U , substituindo as Equações 3.3 e 3.28 em 3.35:
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v1 = (U + U�) cos `v + (V + V� − Va) sen `v (3.36a)

v2 = − (U + U�) sen `v + (V + V� − Va) cos `v (3.36b)

v3 = (W +W�) (3.36c)

Já a transformação inversa é dada por:

U = v1 cos `v − v2 sen `v − U� (3.37a)

V = v1 sen `v + v2 cos `v − V� + Va (3.37b)

W = v3 −W� (3.37c)

Também é posśıvel escrever as variâncias σ2
1, σ2

2 e σ2
3 em termos das variâncias σ2

U ,

σ2
V e σ2

W e da covariância σUV . A demonstração encontra-se no Apêndice A.

σ2
1 = σ2

U cos2 `v + σ2
V sen2 `v + σUV sen (2 `v) (3.38a)

σ2
2 = σ2

U sen2 `v + σ2
V cos2 `v − σUV sen (2 `v) (3.38b)

σ2
3 = σ2

W (3.38c)

Novamente utilizando as variâncias σ2
U e σ2

V e a covariância σUV , podemos obter o

desvio do vértice através da expressão (a demonstração também encontra-se no Apêndice

A):

`v =
1

2
arctan

(
2σUV
σ2
U − σ2

V

)
(3.39)

Amostras de estrelas de diferentes tipos espectrais ou idades apresentam diferentes

dispersões de velocidades e diferentes correlações entre as componentes U e V . A Figura

3.7 apresenta as distribuições U e V e o desvio do vértice para estrelas de diferentes tipos

espectrais. As variâncias, a covariância e o desvio do vértice são dados na Tabela 3.2. A

componente principal do elipsoide de velocidades (v1) é representada pela linha tracejada
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vermelha. Os dados foram calculados a partir da amostra CRVAD-2 1 (Kharchenko et al.,

2007) utilizando as equações que descrevemos anteriormente.
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Figura 3.7: Desvio do vértice para estrelas de diferentes tipos espectrais. As veloci-
dades U e V e o desvio do vértice foram computados a partir dos dados observacionais
obtidos através do catálogo CRVAD-2 (Kharchenko et al., 2007).

Vemos que o desvio do vértice tende a ser menor para amostras de estrelas de

baixa massa. Esta dependência sugere que o desvio do vértice esteja relacionado à idade

das estrelas na amostra: quando analisamos uma amostra com estrelas de alta massa,

estamos analisando apenas estrelas jovens; já no caso de uma amostra de estrela de

baixa massa, temos uma mistura de estrelas jovens e velhas. Na Seção 5.3.2, utilizando

as estrelas da amostra Geneva-Copenhagen, obtemos uma relação entre o desvio do

vértice e a idade, comprovando esta hipótese.

Outra caracteŕıstica que observamos é o aumento na dispersão quando considera-

mos estrelas de baixa massa. Este fenômeno é também relacionado à idade das estrelas

na amostra e é conhecido como aquecimento dinâmico do disco, veremos mais sobre este

fenômeno na Seção 3.6.

1O CRVAD-2 (Kharchenko et al., 2007) é uma compilação de diversos catálogos de velocidade
radial: o Geneva-Copenhagen Survey (GCS; Nordström et al., 2004), o catálogo de Famaey et al.
(2005), o General Catalogue of Radial Velocities (GCRV; Barbier-Brossat & Figon, 2000) e o Pulkovo
Compilation of Radial Velocities (PCRV; Gontcharov, 2006). Além disso, o CRVAD-2 apresenta pa-
ralaxes do Hipparcos (Perryman et al., 1997) e movimentos próprios do catálogo Tycho-2 (Høg et al.,
2000). Ainda, o catálogo apresenta tipos espectrais retirados do All-Sky Compiled Catalogue (ASCC-2.5;
Kharchenko, 2001).
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Tabela 3.2: Variância das componentes U , V eW , covariância entre as componentes U
e V e o desvio do vértice para estrelas de diferentes tipos espectrais. Valores calculados
a partir dos dados da amostra CRVAD-2.

Tipo Espectral σ2
U σ2

V σUV σ2
W `v

O8−B2 V 902.81 613.96 -88.49 409.73 -15.75
B3−B7 V 639.95 395.18 -133.64 279.79 -23.76
B8−A2 V 472.21 341.80 61.46 183.71 21.65
A3−A7 V 597.69 325.47 141.85 189.37 23.09
A8−F2 V 773.84 432.57 87.50 248.82 13.57
F3−F7 V 1001.14 441.97 123.12 277.52 11.88
F8−G2 V 1501.20 797.25 203.83 468.05 15.04
G3−G7 V 1663.34 874.00 124.79 574.20 8.77
G8−K2 V 1577.17 828.15 143.68 501.70 10.49
K3−K7 V 1902.50 966.22 204.47 642.00 11.80
K8−M2 V 1356.35 691.44 44.69 426.12 3.83
M3−M7 V 1687.67 941.53 212.17 539.84 14.81

3.5.1.1 Causa do desvio do vértice

Em uma galáxia na qual a distribuição de matéria possui simetria axial, é natural, ape-

nas por argumentos de simetria, que uma das componentes do elipsoide de velocidades

apresente direção radial. Espera-se então que o desvio do vértice seja nulo.

Contudo, observa-se que o desvio do vértice é considerável para estrelas de diver-

sos tipos espectrais (Tabela 3.2), principalmente no caso de amostras contendo apenas

estrelas jovens.

Uma das posśıveis causas para o desvio do vértice é a presença de grupos de estrelas

que compartilham componentes de velocidades parecidas, mesmo não se encontrando es-

pacialmente próximas. São os chamados grupos co-moventes (“moving groups”). Sendo

assim, as estrelas não fazem parte apenas de uma distribuição estritamente aleatória.

Em certas regiões do espaço de velocidades mais de 50% das estrelas estão associadas a

um determinado grupo co-movente (Dehnen, 1998; Famaey et al., 2008).

Na Figura 3.8 vemos claramente a presença destes grupos. No painel A, apre-

sentamos a distribuição de velocidades para estrelas com idades entre 0.5 e 1.5 Ga da

amostra Geneva-Copenhagen. Através de um estimador de densidade por kernel, ob-

temos a função de densidade de probabilidade correspondente à amostra (painel B).

Em seguida, constrúımos um modelo do que seria esperado caso o desvio do vértice da
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amostra fosse nulo: normal bivariacional de variáveis independentes com a média e o

desvio padrão calculadas para a amostra (painel C).

No painel D da figura 3.8, apresentamos o reśıduo entre a densidade observada e

o modelo. As sobredensidades observadas estão intimamente relacionadas aos principais

grupos co-moventes conhecidos (marcados como quadrados tracejados coloridos) e são

elas as principais responsáveis pelo desvio do vértice calculado para esta distribuição

(`v = 16.5o).

Apesar de o modelo do elipsoide de velocidades ser bastante simplificado, a dis-

crepância entre o modelo e o que é observado é reduzida quando levamos em conta o

desvio do vértice, compensando a presença de grupos co-moventes.

Figura 3.8: Análise da presença de grupos co-moventes em uma amostra de cerca de
1500 estrelas com idade entre 0.5 e 1.5 Ga. O modelo representa uma normal bivaria-
cional de variáveis independentes com média e desvio padrão obtidos da amostra. As
sobredensidades estão claramente relacionadas aos grupos co-moventes conhecidos.

A origem destes grupos é ainda bastante discutida na literatura, e diferentes me-

canismos parecem estar envolvidos para diferentes grupos.

Inicialmente, propôs-se que a origem destes grupos estivesse relacionada à dis-

solução de aglomerados, cujas estrelas mantiveram traços da velocidade do grupo (Bin-

ney & Merrifield, 1998). Esta parece ser a hipótese mais provável para a formação de

grupos como HR 1614, que é formado por estrelas coetâneas e homogêneas em metali-

cidade (De Silva et al., 2007).
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Dehnen (1998) propõe que os grupos se formam a partir de ressonâncias com

componentes não axissimétricas da Galáxia, como a barra. Famaey et al. (2008) verifica

que as estrelas que constituem os grupos de Hı́ades, Plêiades e Śırius constituem uma

população não coetânea, o que favorece a hipótese dessa origem dinâmica.

Helmi et al. (2006) estudam sobredensidades presentes na amostra GCS (Nordström

et al., 2004) e comparam os resultados com simulações numéricas de acreções de galáxias

satélites. Os autores concluem que a origem de alguns grupos, principalmente os que

mais se diferenciam do restante da amostra em metalicidade, pode ser explicada a partir

de fusões de galáxias satélites.

Uma revisão mais detalhada a respeito de grupos co-moventes pode ser encontrada

em Antoja et al. (2008).

3.5.2 Deriva assimétrica

Outra importante caracteŕıstica observada na distribuição de velocidades é a cauda alon-

gada que se observa na distribuição da componente V na direção dos valores negativos.

Este efeito é causado devido a um fenômeno conhecido como deriva assimétrica.

A deriva assimétrica (Va), de uma dada população estelar, é definida como a

diferença entre a velocidade tangencial média dessas estrelas (com respeito ao FSR), e

a velocidade circular no raio Galáctico onde se encontram estas estrelas:

Va ≡ 〈Θ〉 −Θ0(R) (3.40)

Uma deriva assimétrica negativa significa que as estrelas movem-se mais len-

tamente que o Sistema Local de Repouso (que possui velocidade tangencial Θ0(R)).

Quando a deriva assimétrica é positiva, as estrelas estão ultrapassando o sistema local

de referência.

Quando uma estrela, proveniente das regiões mais internas da Galáxia, se encon-

tra em uma dada distância galactocêntrica R, esta estrela irá apresentar uma velocidade

tangencial menor do que a velocidade circular em R, pois está mais próxima de seu apo-

galáctico. Já as estrelas provenientes das regiões mais externas da Galáxia se encontram
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mais próximas de seu perigaláctico quando apresentam distância galactocêntrica R e,

portanto, apresentam velocidades tangenciais maiores que a velocidade circular em R.

apogaláctico

perigaláctico

centro
galáctico

R0

θ

{FSR}

Sol

Figura 3.9: Representação de três órbitas distintas que passam pelo mesmo ponto
(R0, θ). As linhas tracejadas azul e vermelha representam a órbita de estrelas que se
encontram, em R0, mais próximas de seus perigaláctico e apogaláctico respectivamente.
Já a linha preta representa uma órbita circular com raio R0.

A Figura 3.9 apresenta três órbitas distintas que passam pelo mesmo ponto (R0, θ).

Quando a estrela que possui órbita representada pela linha tracejada vermelha está

passando por este ponto, ela se encontra mais próxima de seu apogaláctico e, assim,

sua velocidade tangencial será menor que a velocidade do Sistema Local de Repouso

(V? < Θ0(R0)).

A estrela que possui órbita representada pela linha tracejada azul se encontra mais

próxima de seu perigaláctico quando está passando pelo ponto (R0, θ) de forma que sua

velocidade tangencial neste ponto é maior que a velocidade do Sistema Local de Repouso

(V? > Θ0(R0)).

No caso da estrela que apresenta órbita circular de raio R0, sua velocidade tan-

gencial será sempre igual à velocidade do Sistema Local de Repouso (V? = Θ0(R0)). As

estrelas da Vizinhança Solar são uma mistura destes três casos posśıveis.

Observa-se que a deriva assimétrica na Vizinhança Solar apresenta sempre um

valor negativo (as estrelas ficam para trás do LSR), de forma que a Vizinhança Solar

é dominada por estrelas provenientes das partes mais internas da Galáxia. Isso ocorre

por dois motivos: as estrelas provenientes das regiões mais internas possuem velocidade

tangencial menor que as das regiões mais externas quando observadas na Vizinhança

Solar, isso faz com que a probabilidade de observar as estrelas das regiões mais internas
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na vizinhança Solar seja maior que a de observar as estrelas das regiões mais externas.

Além disso, existe um gradiente de densidade estelar no disco que faz com que as regiões

mais internas sejam mais povoadas que as regiões mais externas.

Binney & Tremaine (2008) mostram que, para um disco em equiĺıbrio que apre-

senta simetria em relação ao seu equador, a deriva assimétrica pode ser escrita como:

Va =
σ2
U

2 Θ0

[
σ2
V

σ2
U

− 1−
∂ log(νσ2

U )

∂ logR
− R

σ2
U

∂σUW
∂z

]
, (3.41)

onde Θ0 corresponde à velocidade circular, ν à densidade espacial de estrelas e σUW à

correlação entre as componentes de velocidade U? e W?.

Para populações que apresentam distribuição de densidade ν(R, z) similares e elip-

soides de velocidade de mesma forma e orientação, o termo entre as chaves na Equação

3.41 reduz-se a uma constante (Binney & Tremaine, 2008). Dessa forma, a Equação 3.41

se torna:

Va = −C σ2
U . (3.42)

Neste caso, C é uma constante que pode ser ajustada com auxilio da Equação

3.31. Dehnen & Binney (1998) encontram um valor emṕırico para C de (80±5 km s−1)−1

utilizando dados do catálogo Hipparcos. Binney & Tremaine (2008) encontram um valor

teórico para C igual a (82 ± 6 km s−1)−1 estimando os valores referentes a cada termo

entre as chaves na Equação 3.41.

A distribuição de velocidades V para uma amostra que reúne estrelas de diferentes

tipos espectrais e idades apresenta sempre uma cauda alongada em direção aos valores

negativos de V . A causa para isso está relacionada à deriva assimétrica.

A Figura 3.10 apresenta a distribuição de velocidades V que calculamos para as

estrelas da amostra CRVAD-2 (Kharchenko et al., 2007). É posśıvel ver claramente a

assimetria na distribuição, correspondente à presença de uma cauda mais alongada na

direção dos valores negativos.

A existência dessa cauda pode ser explicada pelo fato de que essa amostra reúne

estrelas de diferentes idades. Veremos na seção 5.3.2 que a dispersão das velocidades

U (σ2
U ) segue uma lei de potências em relação à idade das estrelas de forma que entre

estrelas mais velhas a dispersão é maior.
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Figura 3.10: Distribuição da componente de velocidade V das estrelas do catálogo
CRVAD-2.

A distribuição de velocidades apresentada na Figura 3.10 pode ser pensada como

uma composição de distribuições de estrelas de diferentes idades, cada uma com sua

média µV (t). As estrelas mais velhas apresentam dispersões maiores e, portanto, de

acordo com a Equação 3.42, apresentam uma menor deriva assimétrica. Sendo assim, a

média da distribuição de estrelas de uma dada idade é mais negativa quanto maior for a

idade das estrelas da distribuição. A distribuição da Figura 3.10 é, então, uma mistura

de diferentes gaussianas (cada qual com uma diferente média).
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Figura 3.11: Painel A: Distribuição da componente de velocidade V para estrelas do
catálogo Geneva-Copenhagen (Casagrande et al., 2011). Painel B: Distribuições (nor-
malizadas) da componente V para grupos de diferentes idades. O histograma amarelo
corresponde a estrelas com idade entre 0 e 1.5 Ga, vermelho entre 1.5 e 3 Ga, verde entre
3 e 5 Ga, azul entre 5 e 7 Ga e roxo entre 7 e 9 Ga. As linhas tracejadas representam
as médias das distribuições.
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Podemos observar este efeito mais claramente na Figura 3.11 que apresenta a dis-

tribuição da componente de velocidade V para estrelas do catálogo Geneva-Copenhagen.

O painel A apresenta a distribuição em V da amostra completa. Podemos ver a presença

da cauda alongada, caracteŕıstica dessa distribuição. O painel B apresenta a distribuição

para cada grupo de idade indicado na legenda. Vemos claramente que a média da dis-

tribuição é mais negativa para grupos de maiores idades, como prevê a Equação 3.42.

Esta explicação parte do prinćıpio de que as dispersões na componente U são mai-

ores para estrelas mais velhas. Este fenômeno é conhecido como aquecimento dinâmico

do disco e será discutido na próxima sessão.

3.6 Aquecimento dinâmico do disco

Entre as primeiras tentativas de classificar as estrelas com respeito às suas propriedades

cinemáticas destaca-se a classificação de Oort (Oort, 1926). Oort classificou as estrelas

como de “baixa” ou “alta” velocidade, sendo a divisão entre os dois grupos a velocidade

de 63 km s−1.

Estudos subsequentes mostraram que essa classificação era simples demais para

descrever as propriedades cinemáticas da Galáxia. A ideia de uma classificação de velo-

cidades cont́ınua foi apresentada inicialmente por Vyssotsky & Williams (1948) e pos-

teriormente por Schwarzschild (1952).

Sabemos hoje que, não só a classificação das velocidades de um grupo de estrelas

é cont́ınua, como também que a dispersão depende da idade das estrelas na distribuição

(Casagrande et al., 2011; Gomez et al., 1997; Gontcharov, 2012; Koval’ et al., 2009;

Nordström et al., 2004; Quillen & Garnett, 2001).

Quillen & Garnett (2001) utilizam os dados da amostra de Edvardsson et al. (1993)

e concluem que ocorre saturação na dependência entre idade e dispersão de velocidades

para estrelas com idade superior a 2 Ga. Gomez et al. (1997) também concluem que

existe saturação na relação entre idade e dispersão de velocidades para estrelas com idade

superior a 5 Ga. Ressaltamos, porém, que estes autores eliminaram previamente de sua

amostra as estrelas com velocidade superior a 65 km s−1 para evitar a contaminação de
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estrelas do disco espesso, o que sem dúvida criou um viés na amostra por retirar também

estrelas velhas do disco fino que possuem altas velocidades.

Os demais autores, utilizando amostras mais extensas e completas, encontram que

a dispersão das velocidades em cada componente, σi (onde i corresponde a U , V e W ),

aumenta com a idade ao longo de todo o intervalo de idades de estrelas presentes no

disco. A relação ajustada por esses autores segue a forma σi ∝ tα e, no geral, apresenta

ı́ndice de correlação com os dados observacionais superior a 97% (Gontcharov, 2012).

Atualmente este é considerado o cenário que melhor descreve a relação entre a idade e

a dispersão de velocidades no disco.

Na Seção 5.3.2, utilizamos os dados do levantamento Geneva-Copenhagen (Casa-

grande et al., 2011) para ajustar as relações que descrevem o aumento, com a idade,

da dispersão das componentes de velocidade peculiar das estrelas e das componentes de

velocidade nas direções das componentes principais do elipsoide de velocidades.

Para exemplificar a relação entre a distribuição das velocidades e a idade das

estrelas, dividimos as estrelas do levantamento GCS em 5 grupos: estrelas com idade

menor que 1.5 Ga, com idade entre 1.5 e 3 Ga, entre 3 e 5 Ga, entre 5 e 7 Ga e com

idade superior a 7 Ga. As distribuições das componentes de velocidades nos plano UV ,

UW e VW para cada um dos grupos de idade estão representadas na Figura 3.12.

É posśıvel ver claramente que as dispersões das componentes de velocidade são

maiores para os grupos de estrelas mais velhas. Outra caracteŕıstica notável é que a

média da distribuição de velocidades V é menor para os grupos de estrelas mais velhas.

Este resultado é esperado pelo que foi discutido na Seção 3.5.2, já que 〈V 〉 = Va − V� e

vimos que Va ∝ −σ2
U (que é maior para estrelas mais velhas).

A dependência da distribuição de velocidades com a idade pode ser explicada

de duas formas: i) as estrelas mantêm suas propriedades cinemáticas aproximadamente

inalteradas ao longo de suas vidas, e as diferentes propriedades observadas para diferentes

idades refletem diferenças nas propriedades cinemáticas do gás do qual as estrelas se

originaram em diferentes épocas; ii) as propriedades cinemáticas do gás que origina as

estrelas são as mesmas em diferentes épocas e, ao longo da vida da estrela, esta sofre

perturbações que gradativamente alteram suas propriedades cinemáticas.



Caṕıtulo 3. Cinemática da Vizinhança Solar 61

−100 0 100

U (km/s)

−
1

0
0

0

V
 (

k
m

/s
)

t < 1.5 Ga

−100 0 100

U (km/s)

1.5 < t (Ga) < 3

−100 0 100

U (km/s)

3 < t (Ga) < 5

−100 0 100

U (km/s)

5 < t (Ga) < 7

−100 0 100

U (km/s)

−
1

0
0

0

V
 (

k
m

/s
)

t (Ga) > 7

−100 0 100

U (km/s)

−
5

0
0

5
0

W
 (

k
m

/s
)

−100 0 100

U (km/s)

−100 0 100

U (km/s)

−100 0 100

U (km/s)

−100 0 100

U (km/s)

−
5

0
0

5
0

W
 (

k
m

/s
)

−50 0 50

W (km/s)

−
1

0
0

0

V
 (

k
m

/s
)

−50 0 50

W (km/s)

−50 0 50

W (km/s)

−50 0 50

W (km/s)

−50 0 50

W (km/s)

−
1

0
0

0

V
 (

k
m

/s
)

a b c d e

f g h i j

k l m n o

Figura 3.12: Representação das distribuições das componentes de velocidades nos
planos UV , UW e VW para estrelas do catálogo GCS. Em cada coluna estão repre-
sentadas estrelas cuja idade encontra-se nos intervalos: t < 1.5 Ga, 1.5 Ga < t < 3 Ga,
3 Ga < t < 5 Ga, 5 Ga < t < 7 Ga e t > 7 Ga. Em cada painel, a cruz representa a
média e o desvio padrão.

Inicialmente, a primeira interpretação foi defendida por diversos autores, que ar-

gumentavam que o tempo necessário para que as estrelas trocassem momento e energia

em colisões entre si de forma significativa é muito maior que a idade da Galáxia (Eggen

et al., 1962). Estes autores não consideravam a influência das colisões entre as estrelas

e o gás interestelar por pensarem que o gás se encontrava uniformemente distribúıdo no

disco (e, portanto, não contribuiria para flutuações no potencial galáctico).

Hoje sabemos que a matéria interestelar não se encontra distribúıda uniforme-

mente no disco, mas sim em nuvens interestelares com massas da ordem de 102 − 105

M� (Spitzer & Schwarzschild, 1951). O tempo necessário para que ocorra uma colisão

dessas nuvens com uma estrela é menor que o tempo de vida da Galáxia, de forma que as

colisões causam perturbações gradativas significativas nas órbitas estelares, favorecendo

a segunda interpretação para a dependência entre as propriedades cinemáticas e a idade.

No Apêndice B, calculamos (de forma aproximada) a ordem de grandeza do tempo

de livre caminho médio de uma estrela com relação a colisões com outras estrelas (tm ≈

3 · 1013 anos) e com nuvens moleculares (tm ≈ 2 · 108 anos), em acordo com o que foi

discutido nos parágrafos anteriores.
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Apesar de ser reconhecido como um importante mecanismo causador do aqueci-

mento dinâmico no disco, as colisões com nuvens interestelares não são a única causa

deste efeito. Hänninen & Flynn (2002) mostram, através de simulações, que o aque-

cimento causado apenas por nuvens interestelares é insuficiente para explicar o aque-

cimento observado. Os autores propõem que uma combinação de colisões com nuvens

moleculares e buracos negros do halo sejam a causa do aquecimento dinâmico.

A estrutura espiral da Galáxia também pode atuar no aquecimento dinâmico do

disco, desde que as colisões das estrelas com os braços espirais sejam transientes e es-

tocásticas (Carlberg & Sellwood, 1985) ou que múltiplas ondas de densidade coexistam

(Minchev & Quillen).

Ainda, House et al. (2011) realizam uma série de simulações cosmológicas visando

estudar a influência de fusões com galáxias satélites no aquecimento dinâmico do disco

e observam que existe uma clara relação entre as fusões e o aquecimento dinâmico.

Outro mecanismo que pode influenciar no aquecimento dinâmico do disco é a mi-

gração radial de estrelas causadas por perturbações das componentes não axissimétricas

da Galáxia (Minchev & Famaey, 2010; Minchev & Quillen; Sellwood & Binney, 2002).

Apesar dos esforços, não há consenso na literatura a respeito da influência de cada

um desses mecânismos no aquecimento dinâmico do disco. Neste estudo, não estamos

preocupados com a causa do aquecimento dinâmico do disco mas sim com o ajuste de

um modelo capaz de descrever o aquecimento dinâmico observado. Uma discussão mais

detalhada a respeito das causas do aquecimento dinâmico do disco pode ser encontrado

em Martig et al. (2014).

3.7 Excentricidade

A excentricidade, a distância máxima ao plano do disco (zmax) e as distâncias máxima

(Ra) e mı́nima (Rp) entre a estrela e o eixo de simetria da Galáxia são parâmetros

importantes na descrição da órbita da estrela.

Uma das órbitas posśıveis em um sistema estacionário e axissimétrico é a circular.

Muita informação sobre a órbita de uma estrela pode ser conhecida sabendo o quão

próxima de uma órbita circular ela se encontra. Por causa disso, a caracterização de um
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parâmetro adimensional capaz de determinar o quanto a órbita se desvia de uma órbita

circular possui bastante importância no estudo da dinâmica estelar (Ninkovic, 2009).

Para um potencial axissimétrico, as órbitas são tridimensionais, e a excentricidade,

a principio, não pode ser definida de forma geométrica como no caso do movimento

kepleriano no qual as órbitas são secções cônicas.

Na literatura, podemos encontrar diferentes definições para a excentricidade de

uma estrela. Em todos os casos, a excentricidade é definida como uma grandeza adi-

mensional, com valores entre 0 e 1, sendo 0 a excentricidade de uma órbita circular.

Algumas dessas definições são apresentadas abaixo.

No caso de um potencial estacionário, com simetria esférica, as distâncias máxima

(ra; estrela no apogaláctico) e mı́nima (rp; estrela no perigaláctico) entre a estrela e o

centro de massa da Galáxia são bem definidas para órbitas ligadas (Ninkovic & Jovano-

vic, 2008). A excentricidade (eg) da órbita é então definida em termos destas distâncias

máxima e mı́nima na forma:

eg ≡
ra − rp
ra + rp

. (3.43)

Definida dessa forma, a excentricidade coincide com a excentricidade geométrica

de uma elipse no movimento kepleriano.

Kuzmin & Malasidze (1970) apresentam uma definição de excentricidade (ec) em

função do raio (A) de uma órbita circular que possui mesma energia da órbita em questão

e do raio (p) de uma órbita circular que possui o mesmo momento angular:

ec ≡
(

1− p

A

) 1
2

. (3.44)

No caso do movimento kepleriano a excentricidade ec coincide com a excentricidade

eg (Ninkovic, 2009).

Uma outra forma, introduzida por Lynden-Bell (1963) define a excentricidade

(ef ) em termos da ação espećıfica em r (Wr =
∮
ṙ dr) e do módulo do momento angular

espećıfico por unidade de massa (J):

1− ef ≡
(

1 +

∣∣∣∣ W2π J
∣∣∣∣)− 1

2

. (3.45)



Caṕıtulo 3. Cinemática da Vizinhança Solar 64

Esta definição também está em acordo com a excentricidade obtida para o movi-

mento kepleriano (Lynden-Bell, 1963).

Estas definições são adequadas para órbitas próximas ao plano da Galáxia, para

as quais o movimento vertical pode ser considerado independente. Ninkovic (2009)

apresenta uma definição mais generalizada para a excentricidade (es) de órbitas tridi-

mensionais em termos das componentes de velocidade Π, Θ e Z (definidos na Seção

3.2.1) e do módulo da velocidade (S =
√

Π2 + Θ2 + Z2):

e2
s ≡ e2

r + e2
z , (3.46)

onde er e ez são definidos como:

er ≡
〈
Π2
〉

〈S2〉
(3.47a)

es ≡
〈
Z2
〉

〈S2〉
(3.47b)

Neste estudo, iremos utilizar a mesma definição utilizada por Nordström et al.

(2004) que corresponde à Equação 3.43. Como neste caso estamos tratando de um

sistema axial, as distâncias ra e rp são substitúıdas pelas distâncias máxima (Ra) e

mı́nima (Rp) ao eixo de simetria do sistema:

e ≡ Ra −Rp
Ra +Rp

. (3.48)



Caṕıtulo 4

Amostra

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo apresentamos a amostra que utilizamos em nosso estudo. Como vimos

na Seção 3.3.4, para calcular as componentes da velocidade peculiar de uma estrela é

preciso conhecer sua distância, seu movimento próprio e sua velocidade radial. Além

disso, precisamos de uma amostra de estrelas com idades conhecidas para calibrar a

relação idade–dispersão de velocidades.

Na Seção 3.3.1 vimos alguns exemplos de como as distâncias podem ser obtidas e

que esta medida pode ser encontrada para um grande número de estrelas. O catálogo

Hipparcos (Perryman et al., 1997; van Leeuwen, 2007), por exemplo, apresenta paralaxes

trigonométricas com precisão melhor que 1 milissegundo de arco para cerca de 120 000

estrelas.

Vimos que os movimentos próprios também podem ser encontrados para um

grande número de estrelas (Seção 3.3.2). A maior fonte de dados de movimentos próprios

é o catálogo UCAC4 (Zacharias et al., 2013), que apresenta movimentos próprios para

mais de 105 milhões de estrelas.

Mostramos na Seção 3.3 que a distância e o movimento próprio são suficientes para

obtermos a velocidade tangencial da estrela, mas que, para obtermos seu movimento

tridimensional completo, precisamos conhecer também sua velocidade radial. Estas são

muito mais dif́ıceis de obter, pois exigem o uso de espectroscopia. Por conta disso, a

65
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velocidade radial constitui a maior limitação nos estudos cinemáticos. Até a publicação

do catálogo Geneva-Copenhagen em 2004 (Nordström et al., 2004) não havia nenhum

catálogo que apresentasse um grande volume de dados homogêneos, não enviesados, que

cobrissem de maneira uniforme toda a esfera celeste. Atualmente o levantamento RAVE

(Steinmetz et al., 2006) é o que apresenta velocidades radiais para a maior quantidade

de estrelas (425 561).

O catálogo Geneva-Copenhagen apresenta todos os dados necessários para o cálculo

do movimento espacial da estrela e ainda apresenta idades isocronais que podem ser utili-

zadas para calibrar a relação idade–dispersão de velocidades. Por conta disso, escolhemos

utilizar este catálogo em nosso estudo.

4.2 Levantamento Geneva-Copenhagen

O levantamento Geneva-Copenhagen (GCS) foi o primeiro a apresentar uma grande

quantidade de dados (16 682) cinemáticos homogêneos e não enviesados para estrelas

anãs F e G distribúıdas sobre toda a esfera celeste.

As velocidades radiais observadas, juntamente com paralaxes, movimentos próprios

e calibrações fotométricas para determinação de temperaturas efetivas e metalicida-

des permitiram a construção de uma extensa amostra contendo tanto a informação

cinemática tridimensional completa das estrelas quanto idades isocronais bem determi-

nadas.

O catálogo GCS inicialmente publicado por Nordström et al. (2004) e passou por

três revisões desde então: Holmberg et al. (2007) aprimoram as calibrações fotométricas;

Holmberg et al. (2009) tiram proveito das distâncias mais acuradas obtidas da re-redução

do catálogo Hipparcos por van Leeuwen (2007); e, por fim, Casagrande et al. (2011)

obtêm temperaturas efetivas mais acuradas com a aplicação do método de fluxo no

infravermelho e aprimoram as calibrações de metalicidade.

Nesta seção, apresentamos alguns detalhes sobre a composição deste catálogo: as

origens dos principais dados observacionais e os modelos de calibração utilizados na

obtenção dos parâmetros f́ısicos de nosso interesse neste estudo.
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4.2.1 Distribuição espacial de estrelas do catálogo

Com o objetivo de obter uma amostra sem viéses cinemáticos para anãs F e G, Nordström

et al. (2004) aplicaram, como critério inicial de seleção, um limite de magnitude para o

qual a amostra de anãs F e G pudesse ser considerada completa até ∼ 40 pc. Estrelas que

atendiam aos limites de magnitudes e classificação espectral impostos foram selecionadas

do catálogo HD (Cannon & Pickering, 1924). cerca de 30 000 destas estrelas haviam sido

observadas em levantamentos fotométricos uvbyβ e formaram uma amostra inicial.

Após a aplicação de novos critérios de seleção fotométricos para assegurar que a

amostra contivesse apenas anãs de tipo espectral F e G e posterior remoção de supergi-

gantes conhecidas, Nordström et al. (2004) obtêm uma amostra com 16 682 estrelas.

Figura 4.1: Distribuição espacial das estrelas do GCS. A distribuição das estrelas
cobre todo o céu e é bastante uniforme, exceto por algumas poucas sobredensidades,
como as Plêiades e as Hı́ades.

A distribuição espacial dessas 16 682 estrelas está apresentada na Figura 4.1. A

distribuição das estrelas é bastante uniforme, exceto por algumas poucas sobredensida-

des, como as Plêiades.

4.2.2 Velocidades radiais

Nordström et al. (2004) realizaram 62 993 medições de velocidades radiais, sendo 60 476

observações realizadas com os espectrômetros CORAVEL (Baranne et al., 1979) e 2 517
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com espectrômetros digitais do Harvard-Smithsonian Center for Astrophysics (CfA;

Latham, 1985).

As observações no CfA foram necessárias devido ao fato de os espectrômetros

CORAVEL não serem capazes de observar com boa acurácia os espectros de estrelas

com alta rotação (40-50 km s−1). Como vimos na Seção 2.1.4.1, as estrelas com alta

rotação são, em geral, estrelas mais jovens; sendo assim, a exclusão destas estrelas da

amostra criaria um viés em idades.

As observações foram combinadas com outras observações obtidas na literatura,

sendo então posśıvel obter velocidades radiais para 14 139 estrelas da amostra. Grande

parte destas estrelas foi observada mais de uma vez, permitindo discernir as estrelas

binárias. As incertezas são próximas de ∼ 0.25 km s−1 e raramente excedem 1 km s−1.

4.2.3 Distâncias e movimentos próprios

Para obter o movimento espacial tridimensional completo, é necessário ainda obter as

distâncias e os movimentos próprios das estrelas.

Nordström et al. (2004) usaram os movimentos próprios do catálogo Tycho-2 (Høg

et al., 2000) com erros de cerca de 0.7 km s−1, quando propagados para a velocidade

espacial.

As distâncias foram obtidas através das paralaxes (Seção 3.3.1.1) do catálogo Hip-

parcos (Perryman et al., 1997). Para estrelas cuja paralaxe não se encontra dispońıvel no

catálogo Hipparcos ou excede uma incerteza de 13%, foi utilizado o método de paralaxe

fotométrica (Seção 3.3.1.2) utilizando as calibrações para anãs F de Crawford (1975) e

para anãs G de Olsen (1984).

Posteriormente, Holmberg et al. (2009) aprimoraram as distâncias do catálogo

GCS utilizando as paralaxes mais acuradas obtidas por van Leeuwen (2007) através da

rerredução dos dados do HIPPARCOS.
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4.2.4 Parâmetros astrof́ısicos

4.2.4.1 Avermelhamento e magnitude absoluta

A extinção do fluxo estelar devido ao meio interestelar causa um avermelhamento na luz

proveniente das estrelas, pois a absorção e o espalhamento dos comprimentos de onda

mais azuis é maior.

Por causa disso, antes de obter qualquer parâmetro astrof́ısico através de cali-

brações fotométricas, é preciso corrigir os fluxos observados dos efeitos da extinção.

Como a absorção e o avermelhamento aumentam com a distância, e as estrelas do GCS

estão todas relativamente próximas, o avermelhamento é irrelevante para cerca de 75%

das estrelas da amostra.

Casagrande et al. (2011) aplicam as mesmas correções de avermelhamento aplica-

das por Nordström et al. (2004), utilizando as calibrações fotométricas de Olsen (1988)

para estrelas com distâncias maiores que 40 pc e adotando avermelhamento nulo para

estrelas com distâncias menores que esta.

As magnitudes absolutas são um importante parâmetro astrof́ısico, pois, junta-

mente com as temperaturas efetivas e metalicidades, permitem a aplicação do método

das isócronas evolutivas (descrito na Seção 2.1.3.1) para a determinação das idades de

estrelas individuais (nos casos em que o método é aplicável).

Em sua versão original, a magnitude absoluta das estrelas do catálogo foram obti-

das por Nordström et al. (2004) através das distâncias (trigonométricas ou fotométricas)

e da magnitude observada na banda V (corrigida de avermelhamento).

Na primeira revisão, feita por Holmberg et al. (2007), as magnitudes absolutas

foram aprimoradas através da construção de uma calibração uvbyβ adequada para as

estrelas do catálogo. As magnitudes foram novamente revistas por Holmberg et al.

(2009), aproveitando-se as distâncias mais acuradas dispońıveis devido à rerredução

dos dados do HIPPARCOS (van Leeuwen, 2007). Ainda, Casagrande et al. (2011)

apresentam uma nova revisão, na qual fazem uso de fotometria BTVT do catálogo Tycho2

(Høg et al., 2000) e fotometria 2MASS (Skrutskie et al., 2006), derivando parâmetros

astrof́ısicos com melhor acurácia que os determinados anteriormente.
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4.2.4.2 Temperatura efetiva

As temperaturas efetivas são também importantes na determinação de idades pelo

método das isócronas.

Originalmente as temperaturas efetivas das estrelas do GCS foram obtidas por

Nordström et al. (2004) utilizando as calibrações fotométricas de Alonso et al. (1996).

Holmberg et al. (2007) obtêm novas temperaturas efetivas para as estrelas do

GCS baseando-se em uma nova calibração fotométrica uvbyβ constrúıda a partir das

temperaturas efetivas através das calibrações fotométricas V −K de di Benedetto (1998).

A fotometria na banda K para as estrelas do GCS foram obtidas do 2MASS (Skrutskie

et al., 2006).

Casagrande et al. (2011) aplicam as calibrações fotométricas de Casagrande et al.

(2010) para obter medidas aprimoradas de temperatura efetiva. As calibrações fo-

tométricas de Casagrande et al. (2010) utilizam fotometria nas bandas JHKs e BTVT

obtidas para as estrelas do GCS do levantamento 2MASS (Skrutskie et al., 2006) e do

catálogo Tycho-2 (Høg et al., 2000), respectivamente. Casagrande et al. (2011) observa-

ram que as calibrações originais do GCS apresentam temperaturas mais frias em cerca

de 100 K.

4.2.4.3 Metalicidade

As metalicidades são importantes não só por permitirem estudos das abundâncias e

evolução qúımica da Galáxia, mas também por serem necessárias na determinação das

idades isocronais, já que conjuntos diferentes de isócronas devem ser utilizados para cada

metalicidade.

Na primeira publicação do GCS, Nordström et al. (2004) aplicaram as calibrações

fotométricas uvbyβ de Schuster & Nissen (1989) e, para os casos em que essa calibração

não é válida, derivaram novas calibrações emṕıricas para o cálculo da metalicidade es-

telar.

Holmberg et al. (2007) aprimoram essa calibração, derivando uma nova relação

que considera todos as combinações dos ı́ndices fotométricos b−y, m1 e c1 até a terceira

ordem.
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Com a nova escala de temperatura definida por Casagrande et al. (2010), Casa-

grande et al. (2011) obtiveram uma nova calibração emṕırica para as estrelas do GCS

utilizando dados espectroscópicos de alta resolução para cerca de 1 500 estrelas.

Casagrande et al. (2011) apresentam ainda uma calibração pioneira que permite

obter uma estimativa de [α/Fe] através de fotometria Strömgren. É importante notar

que a relação obtida por eles parece saturar para [Fe/H] < −1 e não deve ser aplicada

nestes casos.

Figura 4.2: Diagramas HR das estrelas do GCS para grupos de diferentes idades. A
cor dos pontos representa [Fe/H] conforme a barra de cor.

A Figura 4.2 apresenta o diagrama HR com os dados do GCS. Em cada painel,

encontram-se estrelas de diferentes grupos de idades (obtidas por Casagrande et al.,

2011 utilizando o conjunto de isócronas de BaSTI). Por construção, a amostra é formada

apenas por estrelas anãs tardias. Pelo diagrama HR é posśıvel perceber que a amostra

contém estrelas jovens e velhas em diferentes etapas evolutivas.

4.2.4.4 Idades

Escolhemos utilizar o GCS em nosso estudo pois, além de apresentar dados cinemáticos

completos para um grande número de estrelas de longa vida, ele apresenta, também, as

idades individuais destas estrelas, o que nos permite estudar a relação idade–dispersão

de velocidades a partir de uma amostra extensa e homogênea.
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Nordström et al. (2004) calcularam as idades das estrelas do catálogo através da

aplicação do método das isócronas evolutivas, que descrevemos na Seção 2.1.3.1. Uma

abordagem bayesiana, desenvolvida por Pont & Eyer (2004) e Jørgensen & Lindegren

(2005), para tratamento das incertezas foi utilizada por estes autores. Nesta abordagem,

os autores determinam a função de densidade de probabilidade de que uma estrela com

determinados valores de metalicidade, temperatura efetiva e magnitude absoluta, com

respectivas incertezas, possua determinadas idades.

Em cada revisão subsequente do catálogo (Casagrande et al., 2011; Holmberg

et al., 2007, 2009) as idades foram recalculadas de acordo com os parâmetros astrof́ısicos

aprimorados.

Nordström et al. (2004) e (Holmberg et al., 2007, 2009) utilizam o conjunto de

isócronas de PADOVA (Bertelli et al., 2008, 2009) enquanto Casagrande et al. (2011)

obtêm idades utilizando também o conjunto de isócronas de BaSTI (Pietrinferni et al.,

2004). Para ambos os conjuntos de isócronas são assinaladas três estimativas de idade

individual para cada estrela: idade de máxima verossimilhança, idade mais provável e

idade mediana.

Casagrande et al. (2011) aplicam ainda uma distribuição uniforme (a priori) para

as idades, considerando nula a probabilidade de que a estrela possua idade superior a

14 Ga.
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Figura 4.3: Distribuição das idades, temperaturas efetivas e metalicidades no GCS
(após as revisões de Casagrande et al., 2011).

A distribuição das idades, temperaturas efetivas e metalicidades no GCS (após

as revisões de Casagrande et al., 2011) está representada na Figura 4.3. Vemos que

as distribuições de idades obtidas pelas isócronas de PADOVA e BaSTI são bastante

semelhantes. Esta distribuição não representa a distribuição real de idades das estrelas
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na Vizinhança Solar e deve ser interpretada com cautela. Os viéses em idades gerados

pela seleção inicial das estrelas da amostra são discutidos por Nordström et al. (2004) e

Casagrande et al. (2011).

4.3 Subamostra do GCS (Amostra A)

Para calibrar o método das idades cinemáticas (desenvolvido no Caṕıtulo 5) precisamos

de uma amostra de estrelas com cinemática conhecida e idades individuais determinadas.

Além disso, precisamos de idades distribúıdas em um extenso intervalo.

Escolhemos utilizar o Levantamento Geneva-Copenhagen pois ele contém todos

estes dados necessários. Entretanto, nem todas as estrelas do catálogo atendem a estes

e outros critérios que estipulamos e, por causa disso, separamos uma subamostra de

estrelas que denominamos Amostra A.

Inicialmente retiramos do catálogo as estrelas que não possuem informação com-

pleta de sua velocidade espacial. Estas estrelas correspondem às estrelas para as quais

distância, movimento próprio ou velocidade radial não são conhecidos. Este critério de

seleção excluiu 3 162 estrelas da amostra, restando um total de 13 520 estrelas.

Em seguida, para evitar a contaminação de binárias não resolvidas, retiramos as

estrelas para as quais foi realizada apenas uma observação de velocidade radial. Este

passo é importante pois as calibrações fotométricas utilizadas no Geneva-Copenhagen

são desenvolvidas apenas para anãs F e G individuais. Para as binárias, o uso indevido

das calibrações leva a determinações errôneas de metalicidades, temperaturas efetivas e

distâncias (para as quais o método utilizado foi o de paralaxe fotométrica, que descreve-

mos na Seção 3.3.1.2) e consequentemente de magnitude absoluta e movimento espacial.

Como as magnitudes absolutas, temperaturas efetivas e metalicidades são usadas direta-

mente na determinação de idades, estas também seriam inacuradas para estas estrelas.

Neste passo foram eliminadas mais 867 estrelas.

Somente as estrelas que possuem idades individuais determinadas são de nosso

interesse para a calibração do método de idades cinemáticas. Por causa disso, retiramos

todas as estrelas que não apresentam idades determinadas através de pelo menos um

dos conjuntos de isócronas (1 110), restando 11 543 estrelas.
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Além de apresentar as idades médias e medianas, o GCS apresenta também as

idades correspondentes aos percentis de 5%, 16%, 84% e 95% das funções de densidade de

probabilidade (ver Nordström et al., 2004 para mais detalhes) para ambos os conjuntos

de isócronas (PADOVA e BaSTI) utilizados. Essas idades permitem uma estimativa das

incertezas individuais para a idade de cada estrela.

Sendo t16 e t84 as idades correspondentes aos percentis de 16% e 84% da função de

densidade de probabilidade de idade, e t50 a idade mediana, temos que a probabilidade

de a idade das estrelas estar entre t16 e t84 é de 68%. Para trabalhar apenas com estrelas

cuja idade possa ser considerada bem determinada, selecionamos apenas estrelas cuja

diferença entre t16 e t50 e entre t84 e t50 não exceda 3 Ga. Das 11 543 que restavam,

9 500 apresentam idades bem determinadas pelo conjunto de isócronas de PADOVA e

9 448 pelo conjunto de BASTI. Ao todo 9 414 estrelas atendem aos critérios para ambos

os conjuntos de isócronas.

Por fim, selecionamos apenas estrelas cuja diferença entre a idade mediana obtida

pelas isócronas de PADOVA e de BASTI não exceda 1 Ga, sendo retiradas mais 312

estrelas.

Figura 4.4: Distribuição espacial das estrelas da Amostra A na esfera celeste e dis-
tribuição dos principais parâmetros astrof́ısicos destas estrelas.
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Constrúımos assim a Amostra A, que contém 9 102 estrelas com velocidades es-

paciais conhecidas e idades bem determinadas através do método das isócronas. As

distribuições das idades, temperatura efetiva e metalicidade, assim como a distribuição

destas estrelas na esfera celeste, encontram-se representadas na Figura 4.4.
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Desenvolvimento do método

5.1 Introdução

Neste caṕıtulo, desenvolvemos o método que denominamos “método das idades ci-

nemáticas”, ou apenas “método cinemático”. Este método permite obter uma função

de densidade de probabilidade (f.d.p.) para a idade de uma estrela com base apenas em

suas componentes cinemáticas.

Este método é embasado em um importante fato observacional: o aquecimento

dinâmico do disco (que discutimos na Seção 3.6). Sabemos que estrelas com componentes

de velocidade mais altas e/ou órbitas mais excêntricas têm maior probabilidade de serem

mais velhas, como mostra a Figura 5.1.

Utilizando o Teorema de Bayes, podemos inverter esta relação para obter a pro-

babilidade de a estrela ter uma determinada idade conhecendo suas componentes de

velocidade e sua excentricidade.

Para isso, precisamos conhecer a distribuição das componentes de velocidade e da

excentricidade para grupos de estrelas de diferentes idades, além da probabilidade de

que a estrela possua cada idade (que corresponde à chamada probabilidade a priori).

Apresentamos aqui três métodos bastante semelhantes. O que chamamos daqui em

diante de “Método 1” utiliza a informação das componentes de velocidade heliocêntrica

U , V e W . O “Método 2” utiliza as componentes U e W e inclui a excentricidade da

76
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Figura 5.1: Distribuição das componentes de velocidade (esquerda) e excentricidade
(direita) das estrelas da Amostra A com relação à idade das estrelas. Em todos os
casos, as dispersões aumentam com a idade.

órbita da estrela (definida na Seção 3.7) para a determinação da f.d.p. para as idades.

O outro método (“Método 3”) utiliza as componentes V e W e a excentricidade.

A função de densidade de probabilidade para a idade de uma determinada estrela

nos permite caracterizar, para esta estrela, uma idade individual tanto através da idade

mais provável quanto através da idade média (ou de uma combinação entre elas). Com

isso, podemos utilizar o método para estimar idades para estrelas individuais.

Como este método se baseia apenas no movimento espacial da estrela, ele pode

ser aplicado para qualquer estrela que possa ter sua velocidade espacial determinada.

Como vimos na Seção 3.3 é necessário para isso conhecer a posição da estrela na esfera

celeste, sua distância, seu movimento próprio e sua velocidade radial.

Na próxima seção, obtemos a expressão do teorema de Bayes multivariacional

para os três métodos descritos acima. Em seguida, apresentamos o desenvolvimento do

Método 1 (Seção 5.3) e do Método 2 (Seção 5.4). O Método 3 é bastante similar ao

Método 2 e será apenas discutido brevemente na Seção 5.5.

5.2 Aplicação do Teorema de Bayes

O Teorema de Bayes nos permite obter a probabilidade posterior de um determinado

evento (θ) com base em sua probabilidade a priori e com base em nosso conhecimento
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de um conjunto de parâmetros (d) observados (que possuem relação com este evento θ).

No caso aqui apresentado, o evento corresponde a “ter uma determinada idade”,

enquanto o conjunto de parâmetros conhecidos são as componentes de velocidade e a

excentricidade.

A relação entre os parâmetros e o evento se traduz na probabilidade de que estes

parâmetros sejam observados dada a ocorrência do evento. No caso da excentricidade,

por exemplo, esta relação se quantifica através da probabilidade de que a excentricidade

e0 seja a observada dado que a idade da estrela é a idade t0. Conhecendo a distribuição

das excentricidades em função da idade, podemos obter a probabilidade de observar e0

qualquer que seja a idade t da estrela.

É preciso ainda levar em consideração que a distribuição de um dado parâmetro

pode depender não só da idade, mas também dos demais parâmetros observados. Por

exemplo, a probabilidade de que a estrela tenha um determinado valor da componente

U depende não só da idade, mas também do valor da componente V (existe correlação

entre os parâmetros U e V ).

O Teorema de Bayes, em sua forma mais simples, é dado por:

p(θ|d) =
p(d|θ) p(θ)

p(d)
(5.1)

Ou simplesmente:

p(θ|d) ∝ p(d|θ) p(θ) (5.2)

Neste caso, θ é o evento cuja probabilidade de ocorrência p(θ|d), dado o conheci-

mento do parâmetro d, queremos obter. A probabilidade p(θ) é a chamada probabilidade

a priori e corresponde à probabilidade de ocorrência do evento θ quando não conhecemos

o valor do parâmetro d.

Se a função que descreve a probabilidade de obter o parâmetro d para um dado

valor de θ, p(d|θ), e a probabilidade p(θ) forem conhecidas para qualquer valor de θ,

a Equação 5.2 em função de θ, normalizada, corresponde à função de densidade de

probabilidade de θ dado o parâmetro d.
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Função de densidade de
probabilidade ajustada.

Figura 5.2: Exemplo de como obter a função de densidade de probabilidade aplicando
o Teorema de Bayes. A probabilidade é calculada para diferentes valores de θ através
do Teorema de Bayes. Em seguida, a função de densidade de probabilidade é constrúıda
por meio da interpolação dos valores obtidos e posterior normalização.

A Figura 5.2 mostra um exemplo de função de densidade de probabilidade obtida

através da interpolação da probabilidade calculada para diferentes valores de θ por meio

do Teorema de Bayes. O parâmetro d é conhecido e as probabilidades p(θi−1|d), p(θi|d),

p(θi+1|d), etc, são obtidas através de sucessivas aplicações do Teorema de Bayes (com a

condição de que p(d|θ) e p(θ) sejam conhecidos para todos os valores de θ):

...

p(θi−1|d) ∝ p(d|θi−1) p(θi−1) (5.3a)

p(θi|d) ∝ p(d|θi) p(θi) (5.3b)

p(θi+1|d) ∝ p(d|θi+1) p(θi+1) (5.3c)

...

Para satisfazer a propriedade de que a probabilidade de todo o espaço amostral

deve ser 1, devemos normalizar a função obtida. Dessa forma, obtemos a função de

densidade de probabilidade f(θ|d):

f(θ|d) =
p(θ|d)∫∞

−∞ p(θ|d) dθ
, (5.4)

onde
∫∞
−∞ p(θ|d) dθ corresponde à area sob p(θ|d).
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5.2.1 Teorema de Bayes multivariacional

O método que desenvolvemos utiliza mais de um parâmetro, e precisamos aplicar uma

forma mais geral do Teorema de Bayes. Para obter a expressão considerando todos os

parâmetros é preciso aplicar sucessivamente o Teorema de Bayes acrescentando um novo

parâmetro a cada passo (d’Agostini, 2003).

Assim, no caso de 3 parâmetros (d1, d2 e d3), obtemos p(θ|d1, d2, d3) seguindo os

seguintes passos:

p(θ|d1) ∝ p(d1|θ) p(θ) (5.5a)

p(θ|d1, d2) ∝ p(d2|θ, d1) p(θ|d1)

∝ p(d2|θ, d1) p(d1|θ) p(θ) (5.5b)

p(θ|d1, d2, d3) ∝ p(d3|θ, d1, d2) p(θ|d1, d2)

∝ p(d3|θ, d1, d2) p(d2|θ, d1) p(d1|θ) p(θ) (5.5c)

Um resultado que facilita bastante os cálculos ocorre quando dois parâmetros são

independentes. Por exemplo, se d1 e d2 são independentes, é válido que:

p(d2|θ, d1) = p(d2|θ) (5.6)

5.3 Método 1: p(t|U, V,W )

Neste método, assim como nos demais, o evento θ no qual estamos interessados em obter

a probabilidade é a estrela possuir idade t. No Método 1, o conjunto de parâmetros que

utilizamos para obter a f.d.p. são as componentes de velocidade heliocêntricas da estrela

U , V e W .

Sabemos que as componentes U e V possuem significativa correlação, o que inclu-

sive leva ao formalismo do desvio do vértice (Seção 3.5.1). Para aplicar diretamente o

Teorema de Bayes utilizando estes parâmetros, precisaŕıamos conhecer a probabilidade

p(U |V, t) ou p(V |U, t). Para evitar este problema, escolhemos abordar a questão de

maneira diferente.
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Ao invés de obter a probabilidade p(t|U, V,W ) para um conjunto de idades, ob-

temos a probabilidade p(t|v1, v2,W ). Conhecendo a relação entre v1 e v2 e U e V para

uma dada idade t, podemos obter p(t|U, V,W ). Para isso, vamos considerar a seguinte

igualdade:

p(t) =

∫∫∫
p(t|U, V,W ) dU dV dW =

∫∫∫
p(t|v1, v2,W ) dv1 dv2 dW (5.7)

Neste tipo de igualdade, a relação entre p(t|U, V,W ) e p(t|v1, v2,W ) é dada através

da matriz Jacobiana da transformação entre as variáveis:

p(t|U, V,W ) = p(t|v1, v2,W )

∣∣∣∣∂(v1, v2,W )

∂(U, V,W )

∣∣∣∣ , (5.8)

onde: ∣∣∣∣∂(v1, v2,W )

∂(U, V,W )

∣∣∣∣ = det


∂v1
∂U

∂v1
∂V

∂v1
∂W

∂v2
∂U

∂v2
∂V

∂v2
∂W

∂W
∂U

∂W
∂V

∂W
∂W

 (5.9)

Como v1 e v2 são independentes de W , e W é independente de U e V , as derivadas

de v1 e v2 em relação a W e de W em relação a U e V são nulas. As demais derivadas

são obtidas derivando as Equações 3.35a e 3.35b. Substituindo as derivadas na Equação

5.9: ∣∣∣∣∂(v1, v2,W )

∂(U, V,W )

∣∣∣∣ = det


cos `v sen`v 0

− sen`v cos `v 0

0 0 1

 = 1 (5.10)

Tendo em vista que a transformação das coordenadas U , V , W para v1, v2 e W

corresponde simplesmente a transformações de translação e rotação, o resultado encon-

trado para o Jacobiano é o esperado.

Sendo assim:

p(t|U, V,W ) = p(t|v1, v2,W ) (5.11)

Na próxima seção, mostramos como obter p(t|v1, v2,W ) através da aplicação do

Teorema de Bayes.
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5.3.1 Teorema de Bayes para o Método 1

Para obter p(t|v1, v2,W ) seguimos os passos que descrevemos na Seção 5.2.1. Primeiro,

obtemos a probabilidade p(t|W ):

p(t|W ) ∝ p(W |t) p(t) (5.12)

Em seguida, acrescentamos uma nova variável conhecida (v2):

p(t|v2,W ) ∝ p(v2|W, t) p(t|W ) (5.13)

Utilizando o fato de que v2 e W são independentes e substituindo a Equação 5.12

em 5.13, obtemos:

p(t|v2,W ) ∝ p(v2|t) p(W |t) p(t) (5.14)

Adicionando então a última variável conhecida (v1):

p(t|v1, v2,W ) ∝ p(v1|v2,W, t) p(t|v2,W ) (5.15)

Novamente utilizando o fato de que as variáveis v1, v2 e W são independentes e

substituindo a equação 5.14 em 5.15, obtemos a expressão:

p(t|U, V,W ) = p(t|v1, v2,W ) ∝ p(v1|t) p(v2|t) p(W |t) p(t) (5.16)

Consideramos inicialmente a priori que todas as idades possuem igual probabili-

dade de ocorrência:

p(t) =

 1 se 0 ≤ t ≤ 14 Ga

0 nos outros casos
; (5.17)

isto é, admitimos que não há elementos a priori para privilegiar uma idade em detrimento

de outras.

Como vimos na Seção 3.5, as distribuições de cada componente são bem aproxima-

das por gaussianas, com parâmetros µi e σi que podem depender da idade das estrelas
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da distribuição:

p(v1|t) =
1√

2π σ2
1(t)

exp

[
−(v1 − µ1(t))2

2σ2
1(t)

]
(5.18a)

p(v2|t) =
1√

2π σ2
2(t)

exp

[
−(v2 − µ2(t))2

2σ2
2(t)

]
(5.18b)

p(W |t) =
1√

2π σ2
W (t)

exp

[
−(W − µW (t))2

2σ2
W (t)

]
(5.18c)

Por construção, a média das distribuições das componentes v1 e v2 (respectiva-

mente µ1 e µ2) é igual a zero. Já a média da componente W (µW ), sob a hipótese

de que a amostra é completamente aleatória, equivale ao oposto da componente W da

velocidade peculiar do Sol (W�; Seção 3.4). Assim, temos:

µ1 = 0 (5.19a)

µ2 = 0 (5.19b)

µW = −W� (5.19c)

Para calcular v1 e v2 é preciso conhecer, juntamente com as componentes de veloci-

dade U e V , as componentes de velocidade peculiar do Sol e as expressões que descrevem

a deriva assimétrica (Va(t)) e o desvio do vértice (`v(t)) em função da idade.

5.3.2 Ajustes de σi(t) e `v(t)

Os desvios padrões σ1 e σ2 são dados em função de σU , σV e da correlação entre eles,

expressa através de σUV e do desvio do vértice lv. Como demonstrado no Apêndice A,

temos:

σ2
1 = σ2

U cos2 `v + σ2
V sen2 `v + σUV sen (2 `v) (5.20a)

σ2
2 = σ2

U sen2 `v + σ2
V cos2 `v − σUV sen (2 `v) (5.20b)

Para obter as expressões que descrevem σU (t), σV (t), σW (t) e σ1(t), σ2(t) e `v(t)

utilizamos as estrelas da Amostra A. Escolhemos utilizar esta amostra para ajustar
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essas expressões pois ela contém as componentes de velocidades U , V e W e as idades

individuais (determinadas por Casagrande et al., 2011 utilizando o método das isócronas

evolutivas) para um grande número de estrelas.

Dividimos a amostra em 30 grupos ordenados por idade, de forma que cada grupo

contivesse aproximadamente 300 estrelas. Em seguida, designamos à idade do grupo a

idade média das estrelas desse grupo.

Para obter os parâmetros σi e suas respectivas incertezas para qualquer idade t,

seguimos os seguintes passos:

• Utilizamos a técnica de reamostragem conhecida como técnica de bootstrap1. Para

cada um dos 30 grupos, realizamos 1 000 reamostragens, com reposição, mantendo

sempre o número original de estrelas (∼ 300 estrelas) em cada reamostragem.

• Para cada uma das 1 000 reamostragens, calculamos os desvios padrões das com-

ponentes U , V e W e a correlação entre as componentes U e V .

• Utilizamos a Equação 3.39 para obter o desvio do vértice (`v) e as Equações 3.38a

e 3.38b para obter os valores de σ1 e σ2 para cada uma das 1 000 reamostragens

de um dado grupo.

• Os valores de σU , σV , σW , σ1, σ2 e `v obtidos para cada grupo correspondem ao

valor médio dos valores obtidos nas 1 000 reamostragens. A incerteza de cada uma

dessas medidas foi considerada como o desvio padrão dos valores obtidos nas 1 000

reamostragens.

• Verificamos que a escolha de diversos autores (ex. Gontcharov, 2012; Koval’ et al.,

2009; Nordström et al., 2004) de ajustar uma função na forma σi(t) = bi t
ai é

adequada e obtivemos os valores de bi e ai para as componentes U , V , W , v1 e v2.

• Ajustamos uma função simples para descrever `v(t). Testamos uma relação na

forma `v(t) = C exp (k t) e verificamos que o ajuste é satisfatório.

Os últimos dois passos serão discutidos com mais detalhes abaixo.

1Esta técnica consiste em escolher aleatoriamente, com reposição, N dados de uma amostra de N
dados R vezes. O parâmetro da amostra que queremos estimar é calculado para cada uma das R
reamostragens. A incerteza do parâmetro é estimada através do desvio padrão dos valores obtidos nas
R reamostragens.
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A expressão σi(t) = bi t
ai pode ser escrita de uma outra forma, que facilita o ajuste

dos parâmetros ai e bi:

ln [σi(t)] = ln (bi t
ai)

ln [σi(t)] = ln (bi) + ln ( tai)

ln [σi(t)] = ln (bi) + ai ln (t) (5.21a)

Com os valores dos desvios padrões de cada componente obtidos para cada um dos

30 grupos e as idades médias das estrelas de cada grupo, calculamos ln [σi(t)] e ln (t).

Em seguida, obtivemos ai e ln (bi) através de um ajuste linear de mı́nimos quadrados.
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Figura 5.3: Dispersões das componentes de velocidade U , V e W (direita) e v1 e
v2 (esquerda) obtidas para os 30 grupos da Amostra A. As linhas correspondem às
funções ajustadas através destes dados. O primeiro e último grupos foram exclúıdos
dos ajustes.

Os valores dos desvios padrões de cada grupo e os ajustes estão representados na

Figura 5.3. A tabela 5.1 apresenta os valores dos parâmetros ai e bi de cada componente.

O primeiro e o último grupos foram exclúıdos do ajuste (tal como foi feito por

Nordström et al., 2004). O primeiro grupo foi exclúıdo devido a que as estrelas desse

grupo são muito jovens e terem realizado poucas órbitas completas na Galáxia. As

propriedades da distribuição de velocidades dessas estrelas são mais um reflexo das

propriedades de seu local de nascimento do que do disco como um todo. Já as estrelas

do último grupo foram exclúıdas do ajuste por serem estrelas muito velhas, de forma

que a amostra pode estar contaminada por estrelas do halo e do disco espesso, para as

quais a dispersão de velocidades é muito maior.
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Tabela 5.1: Parâmetros do ajuste σi(t) = bi t
ai obtidos para cada componente (U ,

V , W , v1 e v2) utilizando os dados da Amostra A

Componente ai bi Componente ai bi

U 0.35± 0.02 21.2± 1.0 v1 0.33± 0.02 22.0± 1.0
V 0.36± 0.02 13.0± 1.0 v2 0.42± 0.02 11.9± 1.0
W 0.48± 0.04 9.1± 1.0

Os valores obtidos para aU , aV e aW são levemente menores do que os obtidos

por Holmberg et al. (2009) (respectivamente 0.39, 0.40 e 0.53) para as estrelas do GCS

anteriormente às revisões nos parâmetros astrof́ısicos feitas por Casagrande et al. (2011).

Para obter `v(t) utilizamos os valores obtidos para `v dos 30 grupos e ajustamos

uma função na forma:

`v(t) = C exp (k t) (5.22)

Para fazer os ajustes, linearizamos a expressão de forma semelhante ao que foi

feito para σi(t):

ln [`v(t)] = ln [C exp (k t)]

ln [`v(t)] = ln (C) + k t (5.23a)
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Figura 5.4: Desvio do vértice para os 30 grupos de diferentes idades das estrelas da
Amostra A. O ajuste representado é na forma `v(t) = C exp (k t).

Obtivemos os valores para os parâmetros através de ajuste linear de mı́nimos

quadrados (novamente excluindo o primeiro e último grupos pelas mesmas razões ante-

riores). Os parâmetros obtidos no ajuste são: C = 0.41 ± 0.10 e k = −0.37 ± 0.08. A

figura 5.4 mostra o valor de `v obtido para cada grupo e a função que ajustamos a estes
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dados. A expressão ajustada para a deriva assimétrica em função da idade é então:

`v(t) = 0.41 exp (−0.37 t) (5.24)

5.3.3 Obtendo a velocidade peculiar do Sol e o ajuste de Va(t)

Como vimos na Seção 3.4, as componentes da velocidade peculiar U� e W� podem ser

obtidas através das médias das componentes U e W das velocidades heliocêntricas de

um grande número de estrelas:

U� = − 1

N

N∑
i=1

Ui (5.25a)

W� = − 1

N

N∑
i=1

Wi (5.25b)

Obtivemos os valores de U� e W� utilizando as estrelas da Amostra A. Novamente

utilizamos a técnica de reamostragem de bootstrap (1 000 reamostragens) para estimar

a incerteza. Os valores obtidos são:

U� = 9.8± 0.3 km s−1 (5.26a)

W� = 7.2± 0.2 km s−1 (5.26b)

Este resultado é bem próximo do obtido por outros autores, apresentados na Ta-

bela 3.1.

Inicialmente, tentamos obter um ajuste para V� e Va(t) seguindo o procedimento

descrito na Seção 3.4. Calculamos V ′ = − 1
N

∑N
i=1 Vi para os 30 grupos da Amostra A,

novamente utilizando a técnica de reamostragem de bootstrap. Em seguida, calculamos

a variância em U relativa a idade média de cada grupo usando o ajuste obtido na seção

anterior: σU (t) = 21.2 t0.35.

Fizemos o ajuste de mı́nimos quadrados para obter a reta que melhor descreve

V ′ em função da variância em U . A Figura 5.5 mostra os valores de V ′ em função dos

valores de σ2
U obtidos para cada grupo e o ajuste da reta V ′ = a σ2

U + b.
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Figura 5.5: Valores de V ′ em função de σ2
U obtidos para os 30 grupos da amostra A.

O primeiro e último grupos foram exclúıdos do ajuste da reta.

Como vimos na Seção 3.5.2, o coeficiente linear dessa reta corresponde à compo-

nente V� da velocidade peculiar do Sol. Já o coeficiente angular, corresponde à constante

C que é usada para obter a deriva assimétrica em função da variância em U (Va = C σ2
U ).

Os valores obtidos são: a = (8.3 ± 1.0) · 10−3 (km s−1)−1 e b = (8.5 ± 0.8) km s−1. De

forma que:

V� = 8.5± 0.8 km s−1 (5.27)

Este valor de V� é mais baixo do que os obtidos recentemente por diferentes autores

(tabela 3.1).

A expressão para Va(t) é obtida substituindo C e σU (t) em Va = C σ2
U :

Va(t) = 3.7 t0.71 (5.28)

Percebemos, entretanto, que esta expressão não ajusta muito bem os dados ob-

servados (principalmente para variâncias acima de 1 000 km2 s−2, que correspondem a

idades acima de ∼ 3 Ga). É bastante provável que o fato de a expressão propagar as

incertezas já contidas na determinação de σU (t) seja um dos principais responsáveis para

que o ajuste não seja satisfatório.

Nossa abordagem do problema nos permite tratá-lo de maneira ligeiramente di-

ferente: ao invés de obter um ajuste linear para V ′ em função da variância em U ,

obtivemos um ajuste de V ′ diretamente em função da idade. A expressão que utiliza-

mos para ajustar V ′(t) foi V ′(t) = a t2 +b t+c. O ajuste obtido através de uma regressão
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de mı́nimos quadrados foi:

V ′(t) = 0.17 t2 + 0.63 t+ 12.5 (5.29)
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Figura 5.6: V ′ = −〈V 〉 em função da idade obtido para os 30 grupos da Amostra A.
O ajuste representado é feito sem considerar o primeiro e o último grupos.

A Figura 5.6 mostra os valores de V ′ obtido para cada um dos 30 grupos em

função da idade. O ajuste obtido, também representado, foi feito excluindo o primeiro

e o último grupos.

Um resultado importante que podemos tirar dessa expressão é que a média da

distribuição da componente de velocidade heliocêntrica V prevista para estrelas com

idade zero é de −12.5 ± 0.9 km s−1. Isso significa que a velocidade peculiar do Sol,

realizada por uma distribuição hipotética de estrelas com idade zero, é:

V� = 12.5± 0.9 km s−1 (5.30)

Este resultado apresenta concordância muito boa com o obtido por diversos autores

em trabalhos publicados recentemente (ver Tabela 3.1). Devido a isto, e ao fato de que o

ajuste da expressão para V ′(t) é melhor que o ajuste para Va(σ
2
U ), utilizamos diretamente

a expressão obtida para V ′(t) no cálculo de v1 e v2.

5.3.4 Aplicando o Método 1

Para obtermos a função de densidade de probabilidade para a idade de uma estrela com

base nas componentes de velocidade heliocêntrica da estrela (U , V e W ) deve-se seguir

os seguintes passos:
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• Definir um conjunto de idades no intervalo de 0 a 14 Ga para os quais será calculado

p(t|U, V,W ). Neste estudo utilizamos os valores de 0.1 a 14 Ga com intervalo de

0.1 Ga.

• Para cada idade t = t0, obter os valores de `v(t0) e V ′(t0) utilizando as Equações

5.24 e 5.29.

• Utilizar os valores de `v(t0) e V ′(t0), juntamente com o valor obtido para U�

(U� = 9.8 km s−1), para obter as componentes v1 e v2, relativas a esta idade t0,

através das Equações 3.36a e 3.36b.

• Calcular os valores de σ1, σ2 e σW para cada idade t0 através das expressões:

σ1(t0) = 22.0 t0.33
0 (5.31a)

σ2(t0) = 11.9 t0.42
0 (5.31b)

σW (t0) = 9.1 t0.48
0 (5.31c)

• Obter a probabilidade p(t0|U, V,W ) para cada idade t = t0 através da expressão:

p(t0|U, V,W ) =
[
2π σ2

1(t0)σ2
2(t0)σ2

W (t0)
]− 3

2 ·

· exp

{
−
[

v2
1

2σ2
1(t0)

+
v2

2

2σ2
2(t0)

+
(W +W�)2

2σ2
W (t0)

]} (5.32)

• Depois de calculados os valores de p(t|U, V,W ) para todos os valores de t escolhi-

dos no primeiro passo, obter a função de densidade de probabilidade a partir da

normalização da função obtida p(t|U, V,W ) ∼ t:

f(t|U, V,W ) =
p(t|U, V,W )∑n

i=1 p(ti|U, V,W ) ∆t
, (5.33)

onde ∆t corresponde à diferença entre duas idades consecutivas no conjunto de

idades escolhido no primeiro passo.

• A caracterização de uma idade individual pode ser feita tanto através da idade

mais provável (tMP) quanto através da idade média (tE):

tMP(U, V,W ) = t0 dado que

f(t0|U, V,W ) = max(f(t|U, V,W ))
(5.34)
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tE(U, V,W ) =
n∑
i=1

ti f(ti|U, V,W ) (5.35)

• Neste estudo, utilizaremos como estimativa de idade individual uma média pon-

derada entre a idade mais provável e a idade média, com peso 2 para a idade

mais provável e 1 para a idade média. Veremos adiante no Caṕıtulo 6 que as ida-

des definidas dessa forma são adequadas quando comparadas às idades isocronais.

Denominamos t(1) as idades determinadas pelo Método 1.

t(1) =
2 t

(1)
MP + t

(1)
E

3
(5.36)

5.4 Método 2: p(t|e, U,W )

Como vimos na Figura 5.1, a distribuição de excentricidades também varia com a idade

estelar. Entre as estrelas mais velhas existe probabilidade maior de observarmos estrelas

com maiores excentricidades. No método 1, invertemos essa relação de probabilidade

para o caso das distribuições das componentes de velocidade. Neste método e no Método

3, fazemos o mesmo para a relação entre a distribuição das excentricidades e a idade.

No Método 2, utilizamos como variáveis conhecidas, no Teorema de Bayes, a ex-

centricidade da órbita (e) e as componentes de velocidade U e W . Não podemos utilizar

as três componentes de velocidade pois a excentricidade é totalmente determinada pe-

las componentes U , V e W , de forma que o termo da excentricidade que entraria na

aplicação do Teorema de Bayes não acrescentaria nenhuma informação nova.

5.4.1 Teorema de Bayes para o Método 2

Vamos novamente aplicar sucessivamente o Teorema de Bayes considerando as variáveis

conhecidas neste caso: e, U e W . Começamos com:

p(t|W ) ∝ p(W |t) p(t) (5.37)

Incluindo a componente de velocidade U , temos:

p(t|U,W ) ∝ p(U |W, t) p(t|W ) (5.38)
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Considerando que as variáveis U e W são independentes e substituindo 5.37 em

5.38:

p(t|U,W ) ∝ p(U |t) p(W |t) p(t) (5.39)

Incluindo também a excentricidade obtemos:

p(t|e, U,W ) ∝ p(e|U,W, t) p(t|U,W ) (5.40)

Como estamos interessados a prinćıpio apenas em estrelas do disco, a excen-

tricidade das órbitas depende em primeira ordem apenas das componentes U e V .

Podemos então aproximar que a excentricidade é independente da componente W :

p(e|U,W, t) = p(e|U, t). Além disso, substituindo o valor obtido para p(t|U,W ), che-

gamos na expressão:

p(t|e, U,W ) ∝ p(e|U, t) p(U |t) p(W |t) p(t) (5.41)

Novamente, consideramos uma distribuição uniforme para p(t) na forma:

p(t) =

 1 se 0 ≤ t ≤ 14 Ga

0 nos outros casos
(5.42)

As probabilidades p(U |t) e p(W |t) podem ser obtidas facilmente. Sabemos que

podemos aproximar ambas as distribuições por gaussianas com parâmetros µU = −U�

e µW = −W� e conhecemos as expressões que descrevem os desvios padrões em função

da idade (σU (t) e σW (t)). Utilizando os valores obtidos para estes parâmetros na Seção

5.3, temos:

p(U |t) =
1√

2π σ2
U (t)

exp

[
−(U + U�)2

2σ2
U (t)

]
(5.43a)

p(W |t) =
1√

2π σ2
W (t)

exp

[
−(W +W�)2

2σ2
W (t)

]
(5.43b)

onde: U� = 9.8km s−1, W� = 7.2km s−1, σU (t) = 21.2 t0.35km s−1 e σW (t) = 9.1 t0.48km s−1.
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O termo p(e|U, t) é muito mais dif́ıcil de obter. Para estimá-lo, precisamos conhecer

a distribuição de excentricidades para um dado valor de U e uma dada idade t. Para

obter este termo, começamos obtendo uma expressão para a excentricidade em função

das componentes U e V .

Sabendo a relação e(U, V ), as relações U(v1, v2) e V (v1, v2) e as distribuições de

v1 e v2 para uma dada idade, podeŕıamos em tese aplicar o Método do Jacobiano (que

aplicamos anteriormente no Método 1) para obter a distribuição de excentricidades para

esta dada idade. Entretanto, a abordagem não pode ser feita dessa forma, pois o Método

do Jacobiano só pode ser aplicado para transformações bijetivas.

No caso do Método 1 a transformação de v1 e v2 para U e V é bijetiva: um

dado par U e V corresponde sempre a um, e somente um, dado par v1 e v2, e vice-

versa. O mesmo não pode ser dito da transformação entre as componentes U e V e a

excentricidade. Um dado par U e V leva a um, e somente um, valor de excentricidade,

porém, um mesmo valor de excentricidade pode ser originado por diferentes valores de

U e V . Dessa forma, mesmo conhecendo a distribuição em U e V não somos capazes

de obter uma expressão anaĺıtica simples para a distribuição de excentricidade. Nas

próximas seções, descrevemos os passos que seguimos para obter p(e|U, t).

5.4.2 Relação entre a excentricidade e as componentes U e V

Para obter e(U, V ), encontramos primeiro a relação entre a excentricidade e as compo-

nentes U e V no caso de um potencial gravitacional Φ na forma:

Φ(r) = −γ
r

(5.44)

Este potencial é uma aproximação para o potencial da Galáxia e considera que a

massa da Galáxia, interna ao raio orbital da estrela, encontra-se toda concentrada no

centro de massa da Galáxia.

No Apêndice C, aplicamos o formalismo de Lagrange para obter a equação de

movimento de uma estrela sujeita a este potencial. Descrevemos a posição da estrela em

termos da distância r ao centro de massa da Galáxia e do ângulo φ entre a posição da



Caṕıtulo 5. Desenvolvimento do método 94

estrela e o eixo principal de sua órbita. Provamos no Apêndice C que:

r(φ) =
L2

GM2
?MG

1

1 + e cos (φ− δ)
, e (5.45a)

φ̇ =
L

m? r2
(5.45b)

Neste caso, M? corresponde à massa da estrela, MG à massa total da Galáxia

interna à órbita da estrela, L ao seu momento angular e δ ao ângulo entre o eixo principal

da órbita e um eixo de referência.

Nesse sistema de coordenadas, a componente de velocidade U? corresponde ao

oposto da velocidade radial da estrela. Já V? é equivalente à diferença entre a veloci-

dade tangencial da estrela e a velocidade tangencial que ela teria caso sua órbita fosse

perfeitamente circular:

U? = −ṙ(φ) (5.46a)

V? = r φ̇− r φ̇0 , (5.46b)

onde φ̇0 corresponde à velocidade angular que a estrela teria caso sua órbita fosse per-

feitamente circular, com raio r.

Provamos, também no Apêndice C, que, seguindo essa definição, as componentes

U? e V? são dadas por:

U? = −GM?MG

L
e sen(φ− δ) (5.47a)

V? =
GM?MG

L

[
1 + e cos (φ− δ)−

√
1 + e cos (φ− δ)

]
(5.47b)

Também provamos que a expressão 5.47b, para e cos(φ − δ) � 1, pode ser apro-

ximada por:

V? =
GM?MG

2L
e cos (φ− δ) (5.48)

Dessa forma, encontramos uma expressão para a excentricidade em função das

componentes U e V substituindo L =M?R (V? + Θ0), U? = U + U� e V? = V + V� na
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expressão U2
? + (2V?)

2:

e ∝ (V + V� + Θ0)

√
(U + U�)2 + [2 (V + V�)]2 (5.49)

Como descrevemos com mais detalhes no apêndice C, utilizamos um software

(Eureqa) que parte desta solução e busca, através de sucessivas tentativas (acrescen-

tando constantes e combinações de potencias de U e V ), a melhor solução para descrever

a excentricidade em termos de U e V para os dados da Amostra A. A expressão obtida

foi:

e = 2.98 · 10−3
√

155 + 20.0U + 19.6V + U2 + 1.95V 2 − 7.23 · 10−4 (5.50)

Esta expressão mostrou-se bastante adequada para determinar a excentricidade

das estrelas da Amostra A, fornecendo resultados com diferença menor que 0.01, com

relação à excentricidade presente no catálogo, em 98% dos casos.

5.4.3 Distribuição de estrelas no plano eU

Conhecendo a distribuição de estrelas no plano eU para uma dada idade (t0), podemos

estimar a distribuição de excentricidades para um dado valor de U (U0) e idade t0. A

partir da distribuição de excentricidades para estes dados valores de U0 e t0 obtemos a

probabilidade de que a excentricidade seja igual a um dado valor e0: p(e0|U0, t0).

Para obter uma estimativa para a distribuição de estrelas no plano eU para uma

dada idade t0, simulamos uma amostra com grande número de estrelas no plano v1v2.

Utilizando as relações conhecidas, calculamos os valores de e e U referentes a estas

estrelas. Em seguida, utilizamos a distribuição em e e U simuladas para estimar o mapa

de densidade de estrelas no plano eU . Os passos que seguimos para obter o mapa de

densidade são:

• Conhecemos a expressão que descreve a distribuição das componentes v1 e v2 para

qualquer idade t: distribuição normal multivariacional, com correlação nula entre

as variáveis, centrada na origem e com desvios padrões σ1(t) e σ2(t) obtidos na
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Seção 5.3.2. Para uma dada idade t0, calculamos σ1(t0) e σ2(t0). Em seguida, gera-

mos uma amostra com 250 000 estrelas seguindo essa distribuição multivariacional

com os desvios padrões calculados.

• Calculamos o desvio do vértice e o valor de V ′ para a idade t0 por meio das

Equações 5.24 e 5.29 (obtidas na Seção 5.3):

• Calculamos as componentes U e V referentes aos valores de v1 e v2 de cada estrela

(no caso desta idade t0) através das Equações 3.37a e 3.37b (obtidas na Seção

3.5.1):

• Calculamos a excentricidade destas 250 000 estrelas através da expressão obtida

para a excentricidade em termos das componentes U e V (Equação 5.50)

• Utilizamos a distribuição destas 250 000 estrelas (que seguem a distribuição de v1

e v2 para a idade t0) no plano eU para obter um mapa de densidade de estrelas em

função de e e U para esta idade t0. Para isso, utilizamos o método de estimativa

de densidade por kernel bidimensional 2. Utilizamos a função kde2d da biblioteca

MASS (Venables & Ripley, 2002) da ferramenta de análise estat́ıstica R (R Core

Team, 2014).

• Um corte neste mapa de densidade em um dado valor de U = U0 nos dá a distri-

buição de excentricidades para estrelas com idade t0 e componente de velocidade

U0. Normalizando esta distribuição, obtemos a função de densidade de proba-

bilidade da excentricidade, p(e|U, t), para dados valores de U e t. O valor de

p(e0|U0, t0) corresponde então à probabilidade de que uma estrela com compo-

nente de velocidade U = U0 e idade t = t0 possua excentricidade e = e0, que

é justamente o termo que faltava obter p(t = t0|e = e0, U = U0,W = W0) na

aplicação do teorema de Bayes.

5.4.3.1 Exemplo: distribuição no plano eU para t = 2 Ga

Como exemplo, vamos obter mapa de densidade de estrelas no plano eU para estrelas

com idade igual a 2 bilhões de anos.

2O método de estimativa de densidade por kernel é um método não paramétrico para estimar a função
de densidade de probabilidade de uma dada distribuição a partir de uma amostra finita. Cada ponto é
substitúıdo por uma distribuição normal continua (neste caso, bidimensional).
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Primeiro calculamos os valores de `v, V
′, σ1 e σ2 para estrelas com idade igual

a 2 bilhões de anos: `v(2) = 11.2o, V ′(2) = 14.44 km s−1, σ1(2) = 27.65 km s−1 e

σ2(2) = 15.92 km s−1.

Figura 5.7: Distribuição das 250 000 estrelas simuladas de acordo com os parâmetros
referentes às distribuições de v1 e v2 para estrelas com idade igual a 2 bilhões de anos.
Painel A: distribuição das estrelas no plano v1v2, Painel B: distribuição das estrelas no
plano UV e Painel C: distribuição das estrelas no plano eU

Como descrito anteriormente, simulamos uma amostra de 250 000 estrelas. A

distribuição destas estrelas se encontra representada no Painel A da Figura 5.7. Esta

distribuição corresponde à que esperaŕıamos obter caso pudéssemos observar um grande

número de estrelas na Vizinhança Solar com idade igual a 2 bilhões de anos.

Utilizamos as Equações 3.37a e 3.37b para obter a distribuição das estrelas da

amostra simulada no plano UV , representada no Painel B da Figura 5.7.

Calculamos as excentricidades das 250 000 estrelas da amostra simulada a partir

da Equação 5.50. A distribuição das estrelas no plano eU encontra-se representada no

Painel C da Figura 5.7.

Utilizando o estimador de densidade por kernel bidimensional (função kde2d da

biblioteca MASS do software de análise estat́ıstica R) para os dados obtidos para e e U ,

obtemos o mapa de densidade de estrelas no plano eU para a idade de 2 bilhões de anos.

A Figura 5.8 mostra o resultado obtido para o mapa de densidade no plano eU

para uma distribuição de estrelas com idade igual a 2 bilhões de anos. Entre as principais

caracteŕısticas dessa distribuição, temos o fato de que algumas regiões do plano eU não

podem ser povoadas por estrelas. Isso ocorre devido a que valores baixos de excentrici-

dade não podem existir para valores altos de U (por definição, se U? 6= 0 a excentricidade

não pode ser nula, já que a órbita não é circular). Outra caracteŕıstica importante é

que a distribuição não é perfeitamente simétrica em torno de 〈U〉. Isso ocorre devido
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Figura 5.8: Mapa de densidade de estrelas no plano eU obtido para uma distribuição
de estrelas com idade igual a 2 bilhões de anos. Os valores foram normalizados pelo
valor máximo.

ao desvio do vértice, que leva a uma distribuição não simétrica das componentes U e V

com respeito aos eixos Π e Θ.

Na próxima seção veremos com detalhes como obtemos um corte do mapa de

densidade obtido para um valor qualquer de U .

5.4.4 Corte do mapa de densidade em um dado valor de U

Ao construirmos o mapa de densidade no plano eU através da aplicação da função

kde2d, obtemos uma matriz 300× 300 (que chamaremos matriz F, na qual os elementos

correspondem ao valor da densidade de estrelas para valores de U (linhas i da matriz)

uniformemente distribúıdos entre −300 e 300 e valores de e (colunas j da matriz) uni-

formemente distribúıdos entre 0 e 0.8. Por exemplo, o elemento F156,30 corresponde à

densidade de estrelas com velocidade U = +12 (linha i = 156) e excentricidade e = 0.08

(coluna j = 30).

Para obter a densidade de estrelas para um valor de U = U0 qualquer, seguimos o

seguinte procedimento: Denominamos “linha m” aquela correspondente ao valor de U

mais próximo de U0. Assim, a densidade de estrelas com excentricidade ej (referentes

aos valores da coluna j da matriz F) para os 5 valores de U mais próximos de U0

correspondem aos elementos: F(m−2),j , F(m−1),j , Fm,j , F(m+1),j e F(m+2),j . Interpolando
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estes valores (através do ajuste de uma spline cúbica), obtemos a densidade de estrelas

com excentricidade ej e componente de velocidade U0.

Repetimos o passo anterior para todas as colunas da matriz de forma a obter a

densidade de estrelas com componente de velocidade U0 para cada um dos 300 valores de

excentricidade entre 0 e 0.8. A função de densidade de probabilidade da excentricidade

para este dado valor de U0 (e idade t0 usada na construção do mapa de densidade no

plano eU) é obtida a partir do ajuste de uma spline cúbica utilizando a densidade obtida

para cada valor de ej e, posteriormente, normalizando a função obtida.

O valor da função, para um dado valor de e = e0 corresponde, então, à pro-

babilidade de que uma estrela possua excentricidade e0, dado que sua componente de

velocidade U é U0 e sua idade é t0.

Como exemplo, obtivemos os cortes em U = −80 km s−1, U = −60 km s−1, U =

−30km s−1, U = 0km s−1, U = 30km s−1 e U = 60km s−1 no mapa de densidade obtido

para a idade de 2 bilhões de anos. As funções de densidade de probabilidade para a

excentricidade referentes a cada um destes valores de U estão representadas na Figura

5.9.
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Figura 5.9: Funções de densidade normalizadas obtidas para a excentricidade, para
diferentes valores de U e idade igual a 2 bilhões de anos.
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Analisando as funções obtidas vemos que, neste caso, estrelas com velocidade U

mais próximas da média da distribuição de U (que corresponde a U? = 0) tem probabili-

dade maior de terem excentricidades mais baixas. Usamos a função de densidade obtida

para uma dada idade para obter a probabilidade de que uma estrela tenha excentricidade

e = e0 dados os valores de U e t.

5.4.5 Mapas de densidade

Como o custo computacional para produzir um mapa de densidade é muito elevado

(cada mapa envolve a simulação de uma distribuição com 250 000 estrelas), não geramos

os mapas de densidade cada vez que queremos obter uma idade.

Para tornar o método viável, produzimos inicialmente os mapas de densidade para

um conjunto de idades previamente estabelecidos, seguindo os passos descritos acima.

Depois, para obter a função de densidade de probabilidade p(t|e, U,W ) ∼ t, estimamos

o valor de p(t = t0|e, U,W ) para todas as idades t0 para as quais produzimos os mapas

de densidade.

Neste estudo, produzimos mapas de densidade para a idade t = 0.1 Ga e para as

idades t = {0.5, 1, 1.5, 2, ..., 13.5, 14}Ga.

A Figura 5.10 apresenta alguns exemplos dos mapas de densidade obtidos. Salva-

mos estes mapas e os carregamos sempre que aplicamos o Método 2, não sendo necessário

gerá-los novamente.

5.4.6 Aplicando o Método 2

Vamos agora sumarizar os passos que descrevemos nesta seção e mostrar como o Método

2 é aplicado para determinar a função de densidade de probabilidade para a idade de

uma estrela e como é feita a caracterização de uma idade individual. Os passos que

devem ser seguidos são:

• Primeiramente, devemos determinar o conjunto de idades t para os quais iremos

obter p(t|e = e0, U = U0,W = W0). Como neste método precisamos utilizar os

mapas de densidade no plano eU previamente gerados, só podemos utilizar as
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Figura 5.10: Mapas de densidade de estrelas no plano eU para estrelas com idades
de 1 Ga, 2 Ga, 4 Ga, 7 Ga, 10 Ga e 13 Ga.

idades para as quais possúımos estes mapas. Neste estudo, utilizamos as idades

t = {0.5, 1, 1.5, 2, ..., 13.5, 14}Ga e a idade t = 0.1 Ga.

• Para cada idade t0 escolhida no passo anterior, obtemos os valores de σU (t0) e

σW (t0) através das expressões obtidas na Seção 5.3.2:

σU (t0) = 21.2 t0.35
0 (5.51a)

σW (t0) = 9.1 t0.48
0 (5.51b)

• Utilizamos os valores de σU (t0) e σW (t0), juntamente com os valores obtidos para

U� e W� na Seção 5.3.3, para obter p(U0|t0) e p(W0|t0) através das Equações 5.43a

e 5.43b.

• Carregamos o mapa de densidade de estrelas no plano eU para a idade t0. Obtemos

a distribuição de excentricidades para a componente U = U0 e idade t = t0 através

de um corte no mapa no valor de U = U0 (como descrito na Seção 5.4.4).

• Obtemos a probabilidade de que a estrela possua a excentricidade conhecida (e0)

dado o valor conhecido da componente U (U0) e a idade t0 através da interpolação

dos valores obtidos para p(e|U0, t0). Assim obtemos p(e = e0|U = U0, t = t0).
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• Calculamos p(t = t0|e = e0, U = U0,W = W0) ∝ p(e0|U0, t0) p(U0|t0) p(W0|t0) p(t0)

para todas as idades t0 escolhidas no passo 1. Ajustamos uma spline e norma-

lizamos o resultado obtido para obter a função de densidade de probabilidade

f(t|e = e0, U = U0,W = W0).

• Assim como no Método 1, obtemos a idade mais provável e a idade esperada a

partir da função de densidade de probabilidade:

tMP(e, U,W ) = t0 dado que

f(t0|e, U,W ) = max(f(t|e, U,W ))
(5.52)

tE(e, U,W ) =
n∑
i=1

ti f(ti|e, U,W ) (5.53)

• Novamente caracterizamos a idade individual como uma média ponderada das

idades mais provável e esperada obtidas:

t(2) =
2 t

(2)
MP + t

(2)
E

3
(5.54)

Mesmo utilizando os mapas de densidade previamente obtidos, este método é muito

mais custoso computacionalmente do que o Método 1. Isso deve-se às diversas

interpolações por splines cúbicas.

5.5 Método 3: p(t|e, V,W )

O Método 3 é bastante similar ao Método 2. A única diferença, é que utilizamos a

componente de velocidade V no lugar da componente U .

A expressão que obtemos para a aplicação do Teorema de Bayes neste caso é:

p(t|e, V,W ) ∝ p(e|V, t) p(V |t) p(W |t) p(t) (5.55)

Novamente, as probabilidade p(V |t) e p(W |t) são determinadas pela aproximação

das distribuições de V e W como gaussianas. A expressão que descreve os desvios

padrões em função da idade, a média de V em função da idade e a componente W da
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velocidade do Sol foram obtidas na Seção 5.3. Para uma dada idade t, as probabilidades

p(V |t) e p(W |t) são dadas por:

p(V |t) =
1√

2π σ2
V (t)

exp

[
−(V + V ′(t))2

2σ2
V (t)

]
(5.56a)

p(W |t) =
1√

2π σ2
W (t)

exp

[
−(W +W�)2

2σ2
W (t)

]
(5.56b)

Consideramos a probabilidade a priori, p(t), como:

p(t) =

 1 se 0 ≤ t ≤ 14 Ga

0 nos outros casos
(5.57)

Figura 5.11: Mapas de densidade no plano eV para estrelas com idades de 1 Ga,
2 Ga, 4 Ga, 7 Ga, 10 Ga e 13 Ga. Nestes casos existe uma assimetria muito mais
acentuada que a observada na distribuição no plano eU (Figura 5.10), que é causada
pela deriva assimétrica.

Obtemos p(e|V, t) de forma similar a p(e|U, t), porém com os mapas de densidade

obtidos para o plano eV . Constrúımos os mapas de densidade no plano eV seguindo os

mesmos passos estabelecidos para construir os mapas de densidade no plano eU . Obti-

vemos os mapas para a idade t = 0.1 Ga e para as idades t = {0.5, 1, 1.5, 2, ..., 13.5, 14}

Ga. A Figura 5.11 mostra alguns exemplos dos mapas de densidade obtidos.
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Neste caso, a distribuição apresenta uma assimetria mais acentuada que a obser-

vada na distribuição no plano eU . Isso ocorre devido a deriva assimétrica: em média,

as estrelas tendem a ter uma velocidade V menor que a velocidade tangencial de uma

órbita circular.

Como nos métodos anteriores, caracterizamos as idades individuais a partir da

idade mais provável e da idade esperada obtidas:

t
(3)
MP(e, V,W ) = t0 dado que

f(t0|e, V,W ) = max(f(t|e, V,W ))
(5.58)

t
(3)
E (e, V,W ) =

n∑
i=1

ti f(ti|e, V,W ) (5.59)

E definimos a idade individual da estrela através da expressão:

t(3) =
2 t

(3)
MP + t

(3)
E

3
(5.60)



Caṕıtulo 6

Resultados

No caṕıtulo anterior, desenvolvemos três métodos capazes de inferir a função de densi-

dade de probabilidade de idade para estrelas do disco, com base apenas em suas veloci-

dades heliocêntricas U , V e W e na excentricidade de suas órbitas.

A função de densidade de probabilidade nos permite caracterizar idades individuais

através da idade mais provável, idade mediana e idade esperada. Veremos que definindo

a idade como uma média ponderada entre a idade mais provável (peso 2) e a idade

esperada (peso 1) somos capazes de obter uma distribuição de idades para estrelas da

Amostra A em ótimo acordo com as idades obtidas pelo método das isócronas.

Na próxima seção, determinamos as idades das estrelas da Amostra A utilizando

os três métodos cinemáticos que desenvolvemos no Caṕıtulo 5. Utilizamos as idades

isocronais destas estrelas, determinadas por Casagrande et al. (2011), para comparar a

distribuição das idades das estrelas na amostra com as distribuições obtidas através dos

métodos aqui desenvolvido. Analisamos também a relação idade–metalicidade utilizando

tanto as idades isocronais quanto as idades cinemáticas e comparamos os resultados.

6.1 Idades cinemáticas das estrelas da Amostra A

Aplicamos os três métodos cinemáticos para determinar as idades das estrelas da Amos-

tra A. A Figura 6.1 mostra as funções de densidade de probabilidade obtidas para as 6

primeiras estrelas da Amostra A. Os valores de U , V , W e e utilizados na aplicação dos

105
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Tabela 6.1: Valores de U , V , W e e usados na aplicação dos métodos cinemáticos
e idades mais provável (tMP) e esperada (tE) obtidas por cada método para as seis
primeiras estrelas da Amostra A.

Designação U V W e t
(1)
MP t

(1)
E t

(2)
MP t

(2)
E t

(3)
MP t

(3)
E

HIP 420 40 −22 −16 0.16 3.5 6.49 2.74 5.74 3.57 6.27
HIP 490 −10 −21 −1 0.06 0.3 3.09 0.29 3.24 0.59 3.31
HIP 530 −22 −46 3 0.17 4.4 7.12 2.54 6.6 3.32 6.76
HIP 529 −9 −1 −15 0.02 0.5 3.28 0.5 3.16 0.59 2.77
HIP 547 37 −31 −7 0.17 4.3 6.94 2.14 6.24 3.49 6.43
HIP 556 −4 −50 −23 0.18 7.6 8.12 5.21 7.44 6.77 7.84

métodos e as idades obtidas (idade mais provável tMP e idade esperada tE) são dados

na Tabela 6.1
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Figura 6.1: Funções de densidade de probabilidade de idade obtidas para as seis
primeiras estrelas da Amostra A, utilizando os três métodos desenvolvidos neste estudo.

Vemos que os três métodos que apresentamos no Caṕıtulo 5 fornecem funções de

densidade de probabilidade muito semelhantes em todos os casos. Também fica claro

que nem sempre existe uma idade mais provável claramente destacada, fazendo com que

as idades obtidas apresentem grandes incertezas.
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Obtivemos as funções de densidade de probabilidade para as 9 102 estrelas da

Amostra A. A Tabela D.1, no Apêndice D contém os resultados obtidos para as 50

primeiras estrelas da Amostra A. A tabela completa somente se encontrará dispońıvel

eletronicamente em endereço a ser definido num momento oportuno. tMP e tE corres-

pondem às idades mais provável e esperada, respectivamente. t5, t16, t50, t84 e t95 são

os percentis de 5%, 16%, 50%, 84% e 95%, respectivamente. Os ı́ndices (1), (2) e (3)

indicam o método utilizado para determinar a idade.

6.2 Caracterização das incertezas individuais

Utilizaremos os valores obtidos de t5, t16, t84 e t95 para estimar a incerteza na deter-

minação de cada idade. Caso a função de densidade de probabilidade correspondesse a

uma gaussiana, a diferença t84− t16 corresponderia a aproximadamente 1σ e a diferença

t95 − t5 corresponderia a 2σ.

Escolhemos uma expressão para a incerteza de uma idade individual (δt) que satis-

faz δt = 1σ no caso de uma função de densidade de probabilidade gaussiana. Definimos

δt como:

δt =
1

2

[
(t84 − t16) +

(t95 − t5)

2

]
(6.1)

Calculamos os valores de δt para todas as estrelas da Amostra A utilizando os va-

lores de t5, t16, t84 e t95 obtidos a partir dos três métodos cinemáticos. As distribuições

das incertezas individuais obtidas utilizando cada um dos três métodos encontra-se re-

presentada na Figura 6.2.
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Figura 6.2: Distribuição das incertezas individuais das idades das estrelas da Amostra
A obtidas utilizando os três métodos de idades cinemáticas.
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No caso do Método 1, a média das incertezas individuais obtidas foi de cerca de

6.0 Ga. No caso do Método 2 a média foi de aproximadamente 5.8 Ga e no caso do

Método 3 de aproximadamente 5.7 Ga.

Estes valores de incerteza são mais altos que os obtidos pelos métodos tradicio-

nalmente aplicados. Entretanto, o método cinemático possui a vantagem de poder ser

aplicado para qualquer estrela do disco que possa ter sua velocidade espacial determi-

nada, permitindo a determinação de idades de estrelas para as quais os outros métodos

não são aplicáveis (como o caso das estrelas anãs de baixa massa).

Como as incertezas são muito altas, consideramos que não é adequado utilizar as

idades cinemáticas para estudar as estrelas individualmente. Porém, as idades obtidas

podem ser utilizadas em estudos estat́ısticos, como, por exemplo, para determinar a

distribuição das idades das estrelas de uma dada amostra, ou determinar a relação

idade–metalicidade.

6.3 Comparação com as idades isocronais

A idade individual foi inferida a partir das funções de densidade de probabilidade obtidas

conforme descrito no Caṕıtulo 5 (Equações 5.36, 5.54 e 5.60).

Calculamos a idade cinemática das 9 102 estrelas da Amostra A utilizando os

três métodos que descrevemos. A Amostra A contém também as idades das estrelas

determinadas pelo método das isócronas por Casagrande et al. (2011), o que nos permite

testar a confiabilidade do método cinemático.

O método aplicado por Casagrande et al. (2011) também obtém a idade isocronal

através da caracterização de uma idade individual com base em uma função de densidade

de probabilidade. Para podermos comparar as idades obtidas pelo método cinemático

com as idades isocronais, definimos a idade isocronal (tiso) da estrela da mesma forma

como definimos a idade cinemática. Para isso, utilizamos as idades mais provável e

esperada da função de densidade de probabilidade obtida por Casagrande et al. (2011)

utilizando o conjunto de isócronas de BaSTI (respectivamente tBMP e tBE ):

tiso =
2 tBMP + tBE

3
(6.2)



Caṕıtulo 6. Resultados 109

A Figura 6.3 apresenta as distribuições das diferenças entre as idades isocronais e

as idades cinemáticas obtidas através de cada um dos três métodos cinemáticos.
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Figura 6.3: Distribuição da diferença entre a idade obtida pelo método cinemático
(para cada um dos três métodos) e a idade isocronal das estrelas da Amostra A. 75%
das estrelas encontram-se entre as barras tracejadas vermelhas e 90% entre as verdes.

Vemos que, em todos os casos, o pico da distribuição da diferença entre as idades

encontra-se bem próximo de zero. Isso significa que, em média, as idades obtidas estão

em acordo com as idades isocronais. A quantidade de estrelas à esquerda da origem é

ligeiramente superior à quantidade de estrelas à direita, indicando que é posśıvel que o

método cinemático esteja superestimando a idade de algumas estrelas.

No caso do Método 1, 75% das estrelas apresentam uma diferença entre as idades

menor que 2.6 Ga e em 90% dos casos a diferença é menor que 4.7 Ga. Com relação às

idades cinemáticas obtidas pelo Método 2, 75% apresentam diferença menor que 2.45

Ga em relação às idades isocronais e 90% apresentam diferença menor que 4.5 Ga. Já no

caso do Método 3, as diferenças são menores que 2.55 Ga em 75% dos casos e menores

que 4.7 Ga em 90% dos casos.

Considerando que as incertezas do método cinemático para idades individuais são

bastante altas (por volta de 6 Ga) e que as incertezas individuais do método das isocronas

frequentemente ultrapassam ±1 Ga, as diferenças observadas já eram esperadas.

6.4 Comparação entre as idades cinemáticas

Para verificar se os 3 métodos cinemáticos são coerentes entre si, comparamos as idades

obtidas pelos três métodos. A Figura 6.4 mostra a distribuição das diferenças entre as

idades obtidas pelos dois métodos.
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Figura 6.4: Distribuição das diferenças entre as idades obtidas pelos três métodos
cinemáticos. 75% das estrelas encontram-se entre as barras tracejadas vermelhas e 90%
entre as verdes.

No painel A encontra-se representada a distribuição das diferenças entre as idades

t
(1)
cin e t

(2)
cin. A média das diferenças é bastante próxima de zero (0.21 Ga) e as diferenças

são em geral menores que 1.5 Ga. Para 75% das idades obtidas, a diferenças entre as

idades obtidas pelo Método 1 e pelo Método 2 são menores que 0.52 Ga e para 90% são

menores que 0.95 Ga. É posśıvel perceber uma assimetria na distribuição, mostrando

que o Método 1 fornece idades ligeiramente maiores que as determinadas pelo Método

2.

A distribuição das diferenças entre as idades obtidas pelos Métodos 1 e 3 encontra-

se representada no painel B. Novamente a média é bastante próxima de zero, correspon-

dendo a 0.03 Ga. Neste caso, 75% das diferenças são menores que 0.55 Ga e 90% são

menores que 0.85 Ga.

Por fim, o painel C apresenta a distribuição das diferenças entre as idades ci-

nemáticas obtidas pelos Métodos 2 e 3. A média das diferenças é de −0.19 Ga, sendo

novamente bastante próxima de zero. As diferenças são menores que 0.55 Ga para 75%

das estrelas e menores que 0.83 Ga para 90% das estrelas. Novamente é posśıvel perceber

uma assimetria na distribuição, causada pelo fato de o Método 2 fornecer idades pouco

menores que as fornecidas pelo Método 3.

Como as diferenças observadas são muito baixas, sendo menores que as incertezas

individuais estimadas, podemos concluir que as idades obtidas através dos três métodos

cinemáticos que desenvolvemos são bastante coerentes entre si.
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6.5 Distribuição de idades

A Figura 6.5 mostra a distribuição de idades cinemáticas obtidas utilizando cada um

dos três métodos apresentados. Também representada em cada painel se encontra a

distribuição de idades isocronais das estrelas da Amostra A. O painel inferior direito

utiliza as médias das idades cinemáticas determinadas pelos três métodos.
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Figura 6.5: Comparação da distribuição de idades obtidas para as estrelas da Amostra
A através dos três métodos cinemáticos com a distribuição das idades isocronais.

Vemos que as distribuições obtidas são bastante semelhantes. O pico das dis-

tribuições ocorre sempre por volta de 1.5 Ga, em acordo com o pico da distribuição de

idades isocronais. Além disso, todas as distribuições apresentam uma cauda alongada em

direção às estrelas mais velhas. As distribuições obtidas com o método cinemático apre-

sentam uma quantidade de estrelas velhas ligeiramente maior que o método isocronal.

Além disso, os Métodos 1 e 2 fornecem idades inferiores a 0.25 Ga em quantidade muito

menor que o método das isócronas. Já a distribuição de idades obtidas pelo Método

3 apresenta uma quantidade de estrelas com idade inferior a 0.25 Ga comparável à

quantidade obtida pelo método das isócronas.

Podemos concluir que, exceto pelas pequenas diferenças citadas acima, a distri-

buição das idades obtidas pelo método cinemático é bastante semelhante à obtida uti-

lizando o método das isócronas. Sendo assim, consideramos que o método cinemático
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é adequado para a determinação da distribuição de idades das estrelas de uma dada

amostra.

A interpretação das distribuições obtidas foge aos objetivos deste estudo. Sabemos

que a amostra contém uma série de viéses causados pela seleção inicial das estrelas. A

seleção fotométrica aplicada por Nordström et al. (2004) na construção do catálogo GCS

excluiu diversas estrelas jovens de vida curta e também as estrelas gigantes evolúıdas, o

que explicaria a ausência de estrelas muito jovens e de estrelas muito velhas na amostra.

6.6 Relação Idade–Metalicidade

As estrelas da Amostra A também tiveram suas abundâncias de ferro ([Fe/H]) de-

terminadas por Casagrande et al. (2011). Juntamente com as idades que obtivemos

pelos métodos cinemáticos, as abundâncias de ferro permitem-nos estudar a relação

idade–metalicidade das estrelas da Amostra A. Obtivemos também a relação idade-

metalicidade utilizando as idades isocronais, para compararmos com o resultado obtido

através das idades cinemáticas e verificar a validade do método.

Dividimos a amostra em 28 grupos, cada um contendo estrelas com idades em um

intervalo de 0.5 Ga. Dessa forma, o grupo 1 contém apenas estrelas com idades entre 0

e 0.5 Ga, o grupo 2 apenas estrelas com idades entre 0.5 Ga e 1 Ga e assim por diante.

Em seguida, utilizamos a abundância de ferro conhecida para cada estrela para calcular

a média da abundância de ferro para cada grupo:

〈[Fe/H]〉i =
1

Ni

Ni∑
j=1

[Fe/H]j , (6.3)

onde Ni corresponde à quantidade de estrelas no grupo i.

Calculamos também a idade média das estrelas em cada grupo:

〈t〉i =
1

Ni

Ni∑
j=1

tj (6.4)

Estes dois últimos passos foram feitos utilizando a idade isocronal (para com-

paração) e utilizando todas idades cinemáticas que temos dispońıveis (tMP, tE, tcin e
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t50 obtidas para cada um dos Métodos 1, 2 e 3) para verificarmos qual delas se adequa

melhor ao estudo da relação idade–metalicidade.

Verificamos que a melhor idade cinemática para este estudo é a idade mais provável

da função de densidade de probabilidade (tMP) e apresentaremos daqui em diante apenas

os resultados obtidos utilizando esta idade. Além disso, os grupos de estrelas mais velhas

que 8 Ga apresentam uma quantidade muito baixa de estrelas quando comparada à

quantidade de estrelas nos outros grupos. Dessa forma, restringimos nossa análise às

estrelas com idades entre 0 e 8 Ga.

A Figura 6.6 mostra os valores de 〈[Fe/H]〉 obtidos em função da idade média das

estrelas de cada grupo. À esquerda encontra-se representada a relação obtida utilizando

as idades isocronais e, à direita, as relações obtidas utilizando as idades mais prováveis

inferidas através dos três métodos cinemáticos.
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Figura 6.6: Metalicidade média em função da idade obtida utilizando as idades iso-
cronais (esquerda) e idades cinemáticas mais prováveis dos três métodos (direita).

Vemos que existe um claro decĺınio na abundância de ferro com a idade. Isso

ocorre pois as estrelas de vida curta enriquecem o meio interestelar no fim de suas vidas,

de forma que a cada geração de estrelas o meio interestelar do qual elas se formam é

mais rico. A relação observada, entretanto, não é apenas um efeito do enriquecimento

local, mas também devido à migração de estrelas provenientes de regiões mais ricas em

metais (proximidades do centro da Galáxia) e de estrelas de regiões mais pobres (mais

afastadas do centro da Galáxia). A interpretação da relação idade-metalicidade torna-

se então uma tarefa complexa, que foge dos objetivos deste estudo. Nosso interesse é
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apenas comparar o resultado obtido utilizando as idades cinemáticas com o obtido a

partir das idades isocronais.

As relações obtidas com base em idades cinemáticas de cada um dos três métodos

são bastante coerentes entre si. Entretanto, apresentam algumas diferenças quando

comparadas à relação obtida através das idades isocronais: as três relações obtidas

através dos métodos cinemáticos são mais aplainadas que a obtida utilizando as idades

isocronais (uma posśıvel explicação para esta discrepância é a alta incerteza nas idades

cinemáticas), além disso, o decĺınio da abundância média de ferro termina por volta de

5 Ga no caso das relações obtidas a partir de idades cinemáticas.
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Conclusões e perspectivas

Desenvolvemos três métodos para obter uma função de densidade de probabilidade de

idade para estrelas individuais com base em sua velocidade heliocêntrica e na excentri-

cidade de suas órbitas.

Os métodos se baseiam no aquecimento dinâmico do disco, que faz com que es-

trelas com maiores componentes de velocidade U , V e W e maiores excentricidades

orbitais tenham maior probabilidade de serem mais velhas (Gontcharov, 2012; Koval’

et al., 2009; Nordström et al., 2004). Utilizando o Teorema de Bayes, invertemos esta

relação de probabilidade para obter a probabilidade de a estrela ter determinada idade.

Calculando as probabilidades de diferentes idades, constrúımos a função de densidade

de probabilidade de idade para a estrela.

O Método 1 utiliza apenas as componentes de velocidade heliocêntricas para obter

as probabilidades de idade p(t|U, V,W ). Os Métodos 2 e 3 incluem a excentricidade

orbital na aplicação do Teorema de Bayes. O Método 2 utiliza, além da excentricidade, as

componentes de velocidade U e W e o Método 3 considera as componentes de velocidade

V e W .

Utilizamos as estrelas do catálogo Geneva-Copenhagen (GCS; Casagrande et al.,

2011) para obter os parâmetros que descrevem as distribuições das componentes U ,

V e W em função da idade. Obtivemos os valores para a velocidade peculiar do Sol:

U� = 9.8± 0.3 km s−1, V� = 12.5± 0.9 km s−1 e W� = 7.2± 0.2 km s−1. Ajustamos leis

de potência para descrever o aumento da dispersão de cada componente de velocidade

(U , V e W ) e das duas componentes principais do elipsoide de velocidades (v1 e v2)
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em função da idade e obtivemos: σU (t) = (21.2 ± 1.0) t(0.35±0.02), σV (t) = (13.0 ±

1.0) t(0.36±0.02), σW (t) = (9.1± 1.0) t(0.48±0.04), σ1(t) = (22.0± 1.0) t(0.33±0.02) e , σ2(t) =

(11.9± 1.0) t(0.42±0.02). Obtivemos também ajustes de relações para o desvio do vértice

(`v) e da média da componente V (−V ′) em função da idade e obtivemos as expressões:

`v(t) = 0.41 exp (−0.37 t) e V ′(t) = 0.17 t2 + 0.63 t+ 12.5.

Utilizando uma aproximação simples para o potencial gravitacional da Galáxia,

obtivemos uma expressão para a excentricidade em função das componentes U e V .

Utilizamos o resultado obtido como aproximação inicial no software Eureqa (Schmidt &

Lipson, 2009)), juntamente com os dados de U , V e e do catálogo GCS e obtivemos a

relação: e(U, V ) = 2.98 · 10−3
√

155 + 20.0U + 19.6V + U2 + 1.95V 2 − 7.23 · 10−4.

Mostramos como os valores obtidos através destes ajustes e a relação e(U, V )

podem ser utilizados para os cálculos de p(t|U, V,W ), p(t|e, U,W ) e p(t|e, V,W ) e como

obter a função de densidade de probabilidade de idade a partir destes resultados.

Utilizamos os três métodos para obter funções de densidade de probabilidade para

a idade das 9 102 estrelas da Amostra A e caracterizamos idades individuais cinemáticas

para todas essas estrelas.

A função de densidade de probabilidade obtida nos permite caracterizar idades

individuais para a estrela a partir da idade mais provável (tMP), da idade esperada (tE)

e da idade mediana (t50). Definimos a idade cinemática como a média ponderada entre

a idade mais provável e a idade esperada, com peso 2 para a idade mais provável, e mos-

tramos que a distribuição de idades obtidas dessa forma é consistente com a distribuição

de idades isocronais.

Utilizamos as idades dos percentis de 5%, 16%, 84% e 95% para caracterizar incer-

tezas individuais para as idades das estrelas. Definimos a incerteza da idade individual

como: δt = 1
2

[
(t84 − t16) + (t95−t5)

2

]
, que no caso de uma distribuição gaussiana, corres-

ponderia a δt = 1σ. Verificamos que em média os três métodos fornecem δt por volta

de 6 Ga.

Mostramos que para 75% dos casos as idades obtidas pelo método cinemático

diferem das obtidas pelo método isocronal por menos de 2.5 Ga e que a média da

distribuição das diferenças entre as idades obtidas por estes dois métodos é bastante

próxima de zero. Mostramos também que os três métodos cinemáticos fornecem idades
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bastante coerentes, sendo que em mais de 90% dos casos a diferença entre as idades

obtidas pelos três métodos difere por menos de 1 Ga.

Comparamos a distribuição das idades obtidas pelo método cinemático com a dis-

tribuição das idades isocronais das estrelas do GCS e mostramos que as distribuições

obtidas apresentam um bom acordo entre si. Além disso, comparamos a relação idade–

metalicidade obtida através das idades isocronais com as relações obtidas através das

idades cinemáticas. Devido às grandes incertezas nas idades individuais, o decĺınio

da metalicidade média em função da idade é menos acentuado no caso das idades ci-

nemáticas e satura por volta de 6 Ga, limitando a aplicação do método cinemático para

estudos da relação idade–metalicidade apenas para estrelas mais jovens que isso.

7.1 Perspectivas futuras

O método das idades cinemáticas pode ser utilizado para todas as estrelas do disco que

possam ter sua velocidade espacial determinada. Amostras como o levantamento RAVE

(Kordopatis et al., 2013) e a compilação de catálogos de velocidades radiais CRVAD-

2 (Kharchenko et al., 2007) apresentam todos os dados necessários para os cálculos do

movimento espacial. Vamos aplicar o método cinemático para as estrelas destas amostras

com o objetivo de obter as distribuições das idades e a relação idade–metalicidade.

Determinando também as idades para as estrelas dessas amostras através dos

demais métodos dispońıveis para elas, poderemos comparar as idades cinemáticas com

idades independentes e continuar estudando a validade do método.

O método pode ainda ser aplicado para estrelas anãs M individuais, para as quais

nenhum dos métodos tradicionais é adequado para fornecer idades. O tempo de vida

destas estrelas é da ordem de centenas de bilhões de anos, de forma que entre as anãs

M observadas hoje existem estrelas com idades próximas da idade da própria Galáxia.

A determinação da distribuição de idades de estrelas anãs M permitirá o estudo do

histórico de formação estelar ao longo de todos os peŕıodos desde à formação do disco

da Galáxia.

Nosso modelo da distribuição das componentes de velocidade U , V e W e da ex-

centricidade em função da idade pode ainda ser aprimorado se considerarmos a presença
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de grupos co-moventes na distribuição. Atualmente só consideramos a influência da

presença destes grupos na distribuição de maneira indireta através do desvio do vértice.

Identificando estes grupos e determinando as distribuições das componentes de veloci-

dade em função da idade para estes grupos, podemos construir um modelo de distribuição

que considera, ao invés de uma única distribuição normal multivariacional, uma soma de

distribuições normais referentes a cada grupo, juntamente com uma distribuição normal

multivariacional referente às estrelas de campo.



Apêndice A

Demonstrações do elipsoide de

velocidades

A.1 Variâncias

Vamos demonstrar que:

σ2
1 = σ2

U cos2 `v + σ2
V sen2 `v + σUV sen (2 `v) (A.1a)

σ2
2 = σ2

U sen2 `v + σ2
V cos2 `v − σUV sen (2 `v) (A.1b)

σ2
3 = σ2

W (A.1c)

Pela definição de variância, temos que:

σ2
1 =

〈
v2

1

〉
− 〈v1〉2 (A.2a)

σ2
2 =

〈
v2

2

〉
− 〈v2〉2 (A.2b)

σ2
3 =

〈
v2

3

〉
− 〈v3〉2 (A.2c)

(A.2d)
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Por construção, temos que:

〈v1〉 = 0 (A.3a)

〈v2〉 = 0 (A.3b)

〈v3〉 = 0 (A.3c)

Partindo das Equações 3.35, temos:

v2
1 = U2

? cos2 `v + (V? − 〈V?〉)2 sen2 `v + 2U? (V? − 〈V?〉) cos `v sen `v (A.4a)

v2
2 = U2

? sen2 `v + (V? − 〈V?〉)2 cos2 `v − 2U? (V? − 〈V?〉) cos `v sen `v (A.4b)

v2
3 = W 2

? (A.4c)

Substituindo as Equações A.4 e A.3 nas equações A.2, obtemos:

σ2
1 =

〈
U2
?

〉
cos2 `v +

〈
(V? − 〈V?〉)2

〉
sen2 `v + 〈U? (V? − 〈V?〉)〉 2 cos `v sen `v (A.5a)

σ2
2 =

〈
U2
?

〉
sen2 `v +

〈
(V? − 〈V?〉)2

〉
cos2 `v − 〈U? (V? − 〈V?〉)〉 2 cos `v sen `v (A.5b)

σ2
3 =

〈
W 2
?

〉
(A.5c)

Pelas definições de variância e utilizando as Equações 3.25, temos que:

〈
U2
?

〉
= σ2

U? = σ2
U (A.6a)

〈
(V? − 〈V?〉)2

〉
= σ2

V? = σ2
V (A.6b)

〈
W 2
?

〉
= σ2

W?
= σ2

W (A.6c)

〈U? (V? − 〈V?〉)〉 = σU?V? = σUV (A.6d)



Apêndice A. Demonstrações do elipsoide de velocidades 121

Substituindo as Equações A.6 em A.5, fica provado que:

σ2
1 = σ2

U cos2 `v + σ2
V sen2 `v + σUV sen (2 `v) (A.7a)

σ2
2 = σ2

U sen2 `v + σ2
V cos2 `v − σUV sen (2 `v) (A.7b)

σ2
3 = σ2

W (A.7c)

A.2 Desvio do vértice

Nesta seção, vamos demonstrar que:

`v =
1

2
arctan

(
2σUV
σ2
U − σ2

V

)
(A.8)

Partiremos das definições das velocidades v1 e v2 (ver Seção 3.5.1) e da condição

de que v1 e v2 são independentes:

v1 = U? cos `v + (V? − 〈V?〉) sen `v (A.9a)

v2 = −U? sen `v + (V? − 〈V?〉) cos `v (A.9b)

onde U? e V? são as componentes da velocidade peculiar da estrela, definidas na Seção

3.2.

A condição de que v1 e v2 são independentes implica que:

cov(v1, v2) = 〈v1 v2〉 − 〈v1〉 〈v2〉 = 0 (A.10)

Das Equações A.9, temos que:

v1 v2 =
[
(V? − 〈V?〉)2 − U2

?

]
cos `v sen `v + U? (V? − 〈V?〉)

(
cos2 `v − sen2 `v

)
v1 v2 =

1

2

[
(V? − 〈V?〉)2 − U2

?

]
sen (2`v) + U? (V? − 〈V?〉) cos (2`v) (A.11)
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Logo, 〈v1 v2〉 é dado por:

〈v1 v2〉 =
1

2

(〈
(V? − 〈V?〉)2

〉
−
〈
U2
?

〉)
sen (2`v) + 〈U? (V? − 〈V?〉)〉 cos (2`v) (A.12)

Por construção, temos:

〈v1〉 = 0 (A.13a)

〈v2〉 = 0 (A.13b)

Ou seja:

〈v1〉 〈v2〉 = 0 (A.14)

Substituindo as Equações A.12 e A.14 na Equação A.10, obtemos:

1

2

[〈
(V? − 〈V?〉)2

〉
−
〈
U2
?

〉]
sen 2`v + 〈U? (V? − 〈V?〉)〉 cos 2`v = 0 (A.15)

Pelas definições de variância e covariância:

1

2

(
σ2
V? − σ

2
U?

)
sen 2`v + σU?V? cos 2`v = 0

1

2

(
σ2
V − σ2

U

)
sen 2`v + σUV cos 2`v = 0 (A.16)

Para isolar `v, dividimos ambos os lados da equação por cos 2`v. Rearranjando os

termos, fica provado que:

`v =
1

2
arctan

(
2σUV
σ2
U − σ2

V

)
(A.17)



Apêndice B

Tempos de livre caminho na

Galáxia

Neste apêndice vamos mostrar que o tempo de livre caminho para colisões entre duas

estrelas é muito maior que a idade da Galáxia, enquanto que o tempo de livre caminho

para colisões entre estrelas e nuvens de gás interestelar é menor que a idade da Galáxia.

Estes resultados possuem grandes implicações no mecanismo de aquecimento dinâmico

do disco, como visto na sessão 3.6.

B.1 Tempo de livre caminho para colisões entre estrelas

Consideramos que a condição para que uma colisão entre duas estrelas altere significa-

tivamente suas órbitas é que a energia potencial gravitacional do par seja maior que a

energia cinética do movimento relativo entre as estrelas.

Para um referencial centrado em uma das estrelas essa condição se traduz em:

GM2
?

r
>
M? v

2

2
, (B.1)

onde G corresponde à constante gravitacional, r à separação entre as estrelas e v à

velocidade relativa entre elas.

123
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Além disso, como estamos interessados apenas na ordem de grandeza do tempo de

livre caminho, vamos considerar que a massa de ambas as estrelas pode ser aproximada

por uma massa representativa M?.

A Equação B.1 implica em que a separação mı́nima entre as estrelas para que

ocorra uma colisão seja dada por:

rmin =
2GM?

v2
(B.2)

Dessa forma, uma estrela (que chamaremos estrela A) com velocidade v em relação

ao centro de massa das demais estrelas irá colidir com as estrelas que se encontram dentro

de um cilindro cujo eixo possui a direção da velocidade da estrela e o raio é igual a rmin

(como mostra a Figura B.1).

v

r
min

Não Colide

Colide

Estrela A

Figura B.1: Esquema simplificado do processo de colisões entre duas estrelas.

Para um dado comprimento L, o volume deste cilindro é dado por:

V = π r2
min L =

4πG2M2
?

v4
L (B.3)

Sendo n a densidade numérica de estrelas, a quantidade de estrelas que se encon-

tram no cilindro com comprimento L (e consequentemente colidem com a estrela A) é

dada por:

N = nV =
4π nG2M2

?

v4
L (B.4)

O comprimento médio do cilindro para o qual a estrela sofre apenas uma colisão

(N = 1) é o chamado livre caminho médio (l).
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Podemos obter a equação para o livre caminho médio substituindo N = 1 e L = l

na Equação B.4:

l =
v4

4π nG2M2
?

(B.5)

Definimos o tempo de livre percurso τl como o tempo que a estrela A leva para

percorrer o caminho l dada sua velocidade v. Este tempo corresponde ao intervalo médio

entre as colisões e é dado por:

τl ≡
l

v
(B.6)

Substituindo a Equação B.5 em B.6, obtemos:

τl =
v3

4π nG2M2
?

(B.7)

Para obter o livre caminho médio t́ıpico, devemos estimar os valores t́ıpicos de v,

n, m. Vamos considerar o caso em que v = 20 km s−1, m = 1M� e n = 1 estrela pc−3.

Substituindo estes valores na Equação B.7, encontramos:

τl ≈ 3× 1013 anos (B.8)

Este tempo, correspondente ao intervalo médio das colisões entre duas estrelas, é

muito maior que a idade do disco da Galáxia (da ordem de 1010 anos). Com isso, con-

clúımos que as colisões entre as estrelas não podem ser a causa das variações observadas

nas propriedades cinemáticas de estrelas de diferentes idades.

B.2 Colisões entre uma estrela e uma nuvem interestelar

Ao longo de suas vidas, as estrelas também estão sujeitas a colisões com objetos mais

massivos, como nuvens de gás interestelar cuja massa (Mn) pode chegar a centenas de

milhares de massas solares.

Neste caso, repetindo o racioćınio anterior, a condição de colisão é dada por:

GM?Mn

r
>
M? v

2

2
(B.9)
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A separação mı́nima entre uma estrela e uma nuvem interestelar para que ocorra

uma colisão é então dada por:

r′min =
2GMn

v2
(B.10)

E o livre caminho médio será então:

l′ =
v4

4π n′G2M2
n

, (B.11)

onde n′ corresponde à densidade numérica de nuvens interestelares.

Consequentemente, o tempo de livre caminho será:

τ ′l =
v3

4π n′G2M2
n

(B.12)

Para estimar o valor de n′, vamos considerar que o disco da Galáxia possa ser

aproximado por um cilindro de raio igual a 10 kpc e espessura igual a 0.1 kpc contendo

uma massa de 500 × 109 M�. Supondo que 10% dessa massa se encontra em nuvens

interestelares, temos que a massa total das nuvens interestelares (MT ) é aproximada-

mente:

MT ≈ 50× 109M� (B.13)

SendoMn = 105 M� uma massa representativa das nuvens interestelares, a quan-

tidade de nuvens interestelares no disco é estimada em:

N ′ =
MT

Mn
≈ 5× 105nuvens (B.14)

Dessa forma, estimamos a densidade n′ de nuvens interestelares no disco:

n′ ≈ 1.6× 10−5 nuvens pc−3 (B.15)

Substituindo os valores estimados para n′ e Mn em B.12 e, novamente, conside-

rando v = 20 km s−1, obtemos uma aproximação para o tempo de livre caminho em

colisões entre estrelas e nuvens interestelares:

τ ′l = 2× 108 anos (B.16)
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Isso significa que uma estrela de longa vida, cujo tempo de vida é da ordem de

108 − 109 anos, pode sofrer dezenas de colisões com nuvens de gás interestelar ao longo

de sua vida. Podemos então concluir que as colisões entre estrelas e nuvens interestelares

atuam gradativamente na perturbação das órbitas estelares, podendo ser uma das causas

do aquecimento dinâmico do disco.



Apêndice C

Relação entre excentricidade e

componentes U e V

Neste apêndice vamos obter uma expressão para a excentricidade da órbita em função das

componentes U e V . Vamos inicialmente supor uma expressão simples para o potencial

gravitacional e obter, através do formalismo de Lagrange, uma expressão anaĺıtica para

e(U, V ).

Em seguida, utilizamos o software Eureqa (que descreveremos mais adiante), para

o qual fornecemos a expressão obtida como seed da expressão real que descreve e(U, V )

na Vizinhança Solar. Fornecendo os valores de e, U e V das estrelas da Amostra A

(descrita na Seção 4.3) este software encontra, por tentativas, a melhor expressão que

descreve a relação entre estes parâmetros.

Na próxima seção, vamos obter as equações de Lagrange para a descrição do

movimento da estrela.

C.1 Aplicação do Formalismo de Lagrange

Como estamos tratando apenas de estrelas do disco, vamos aproximar que possamos

tratar o problema em apenas duas dimensões. Escolhemos como coordenadas genéricas

do problema a distância entre a estrela e o centro de massa da Galáxia (r) e o ângulo
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entre a posição da estrela e o semieixo maior de sua órbita (φ). Denominamos a massa

da estrela de M? e a massa total da Galáxia interna à órbita da estrela de MG.

Neste sistema de coordenadas, a energia cinética da estrela é dada por:

K =
M? ṙ

2

2
+
M? r

2 φ̇2

2
(C.1)

A expressão para o potencial gravitacional da Galáxia é extremamente complexa.

Para obter a expressão exata, teŕıamos que considerar além das componentes axis-

simétricas (disco, bojo, halo), componentes não axissimétricas, como a barra e os braços

espirais. Como nesta etapa estamos interessados apenas em uma expressão aproximada,

resolvemos utilizar uma expressão simples para o potencial:

Φ(r) = −GM?MG

r
(C.2)

Esta expressão corresponde a considerar que a massa total da Galáxia, interna

à órbita da estrela, é radialmente distribúıda ou concentrada no centro. Veremos que

mesmo com essa expressão simples obtemos um valor para a excentricidade bastante

próximo do real.

A lagrangeana (L) deste sistema é, então, dada por:

L = K − Φ =
M? ṙ

2

2
+
M? r

2 φ̇2

2
+
GM?MG

r
(C.3)

C.1.1 Equação de movimento na coordenada φ

A equação de movimento na coordenada φ fornece-nos:

d

dt

(
∂L
∂φ̇

)
− ∂L
∂φ

=
d

dt

(
M? r

2 φ̇
)

= 0 (C.4)

Ou seja, o termo M? r
2 φ̇ é constante. Este termo corresponde justamente ao

momento angular da estrela (L). Assim, temos:

φ̇ =
L

M? r2
(C.5)
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C.1.2 Equação de movimento na coordenada r

A equação de movimento na coordenada r é dada por:

d

dt

(
∂L
∂ṙ

)
− ∂L
∂r

= 0

M? r̈ −M? r φ̇
2 +

GM?MG

r2
= 0

r̈ = r φ̇2 − GMG

r2
(C.6a)

Substituindo a Equação C.5 em C.6a, obtemos a equação de movimento na coor-

denada r:

r̈ =
L2

M2
? r

3
− GMG

r2
(C.7)

Para encontrar uma solução para r(φ), fazemos a substituição u ≡ r−1 e reescre-

vemos o operador de derivada temporal como:

d

dt
=
dφ

dt

d

dφ

d

dt
= φ̇

d

dφ

d

dt
=

L

M? r2

d

dφ
(C.8a)

Com estas substituições, a derivada ṙ equivale a:

ṙ =
dr

dt
=

L

M? r2

dr

dφ

ṙ =
Lu2

M?

d

dφ

(
1

u

)

ṙ = − L

M?

du

dφ
(C.9a)
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e a derivada temporal segunda r̈ é dada por:

r̈ =
dṙ

dt
=

L

M? r2

dṙ

dφ

r̈ =
Lu2

M?

d

dφ

(
− L

M?

du

dφ

)

r̈ = −L
2 u2

M?

d2u

dφ2
(C.10a)

Substituindo esta expressão para r̈ e fazendo a substituição r = u−1 em C.7,

obtemos:

−L
2 u2

M?

d2u

dφ2
=
L2 u3

M?
−GM?MG u

2

d2u

dφ2
= −u(φ) +

GM2
?MG

L2
(C.11a)

Para resolver esta equação diferencial ordinária, fazemos uma nova substituição:

w(φ) = u(φ)− GM2
?MG

L2
(C.12a)

d2w

dφ2
=
d2u

dφ2
(C.12b)

Dessa forma, a equação de movimento se resume a:

d2w

dφ2
= −w(φ) (C.13)

Esta E.D.O. tem como solução geral a expressão:

w(φ) = A cos(φ− δ) , (C.14)

onde A e δ são constantes.

Substituindo esta expressão em C.12a:

u(φ) =
GM2

?MG

L2
[1 + ε cos (φ− δ)] , (C.15)
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onde redefinimos ε ≡ L2

GM2
?MG

A.

Substituimos u = r−1 e, para simplificar, definimos c = L2

GM2
?MG

:

r(φ) =
c

1 + ε cos (φ− δ)
(C.16)

C.2 Obtendo a excentricidade

Na Seção 3.7, definimos a excentricidade de uma órbita como:

e ≡ rmax − rmin

rmax + rmin
(C.17)

Analisando a Equação C.16, é simples perceber que o valor máximo de r ocorre

quando o termo do cosseno é mı́nimo (cos (φ− δ) = −1) e o valor mı́nimo de r ocorre

quando o termo do cosseno é máximo (cos (φ− δ) = 1). Dessa forma:

rmax =
c

1− ε
(C.18a)

rmin =
c

1 + ε
(C.18b)

Substituindo estes valores em nossa definição de excentricidade, temos:

e =
c

1−ε −
c

1+ε
c

1−ε + c
1+ε

e =

1+ε−1+ε
(1+ε) (1−ε)
1+ε+1−ε

(1+ε) (1−ε)

e =
2 ε

2
= ε (C.19a)

Ou seja, a constante ε na Equação C.16 corresponde justamente à excentricidade

e da órbita da estrela. Assim:

r(φ) =
L2

GM2
?MG

1

1 + e cos (φ− δ)
(C.20)
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Centro de

Massa

da Galáxia

r( )ϕ

ϕ
−Π

e = 0.5

δ

Figura C.1: Exemplo de órbita descrita pela Equação C.16. O ângulo δ é ajustado de
forma a corresponder ao ângulo entre o semi-eixo maior e a direção do eixo Π na posição
atual do Sol. r corresponde à distância da estrela ao centro de massa da Galáxia e φ
ao ângulo entre a posição da estrela e o semieixo maior da órbita.

Esta equação corresponde à equação de uma elipse, com um dos focos centrados no

centro de massa da Galáxia (como era esperado devido ao potencial que consideramos).

A Figura C.1 mostra o exemplo de uma órbita com excentricidade e = 0.5. O ângulo

δ é ajustado de forma a corresponder ao ângulo entre o semieixo maior e a direção do

eixo Π na posição atual do Sol.

C.3 Obtendo as componentes U?(φ) e V?(φ)

Na Seção 3.2.2, definimos a componente de velocidade U? como a componente de velo-

cidade com direção radial e sentido do centro de massa da Galáxia. Já a componente

de velocidade V? foi definida como a diferença entre a velocidade tangencial (r φ̇) que

a estrela possui, em uma dada distância r do centro, em um referencial inercial com

origem no centro de massa da Galáxia, e a velocidade tangencial (r φ̇0) de uma órbita

circular com raio r. Em termos de r e φ, estas velocidades são dadas por:

U? = −ṙ (C.21a)

V? = r φ̇− r φ̇0 (C.21b)
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C.3.1 Calculando U?

Substituindo a derivada temporal pela derivada em φ e utilizando o resultado obtido

para φ̇, obtemos:

U? = −dr
dt

= φ̇
dr

dφ

U? =
L

M? r2

dr

dφ
(C.22a)

Substituindo o resultado obtido para r e calculando a derivada, obtemos a ex-

pressão para U? em função de φ:

U? =
GM?MG

L
e sen(φ− δ) (C.23)

C.3.2 Calculando V?

Para obter a expressão para V? em função de φ devemos obter a velocidade tangencial

real da estrela a uma dada distância r e a velocidade tangencial de uma órbita circular

com raio r. O desenvolvimento é o seguinte:

V? = vφ(r, e)− vφ(r, e = 0) (C.24a)

V? = r φ̇− r φ̇0

V? =
L

M? r(φ)
− L0

M? r(φ)

V? =
L− L0

M? r(φ)
(C.24b)

Devemos considerar que o momento angular da estrela difere do momento angular

(L0) que ela deveria ter para que sua órbita fosse circular. Podemos encontrar a relação

entre L e L0 considerando que, em ambos os casos, a órbita deve passar pelo ponto (r, φ)

no qual estamos calculando as velocidades e que a excentricidade da órbita circular é

nula. Assim, substituindo ambos os casos na equação de movimento r(φ) e igualando-as,
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obtemos:

L2

GM2
?MG

1

1 + e cos (φ− δ)
=

L2
0

GM2
?MG

L0 =
L√

1 + e cos (φ− δ)
(C.25a)

Substituindo C.25a e C.16 em C.24b:

V? =
GM?MG

L

[
1 + e cos (φ− δ)−

√
1 + e cos (φ− δ)

]
(C.26)

Para simplificar a expressão e facilitar o isolamento da excentricidade, vamos

aplicar uma expansão em série de Taylor no termo
√

1 + e cos(φ− δ) em torno de

e cos(φ− δ) = 0. Uma expansão em série de Taylor é dada por:

f(x) =

∞∑
n=0

dnf(x)

dxn

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0)n

n!
(C.27)

Neste caso, a expansão é dada por:

√
1 + e cos (φ− δ) = 1 +

1

2
e cos (φ− δ)− 1

4

[e cos(φ− δ)]2

2
+ . . . (C.28)

Para os casos em que e cos (φ− δ) � 1, podemos desprezar todos os termos de

ordem maior ou igual a 2. Assim:

√
1 + e cos (φ− δ) ≈ 1 +

1

2
e cos (φ− δ) (C.29)

0 π 2π

ϕ δ−

e = 0.1 e = 0.3 e = 0.5 e = 0.7 e = 0.9

[1
+

co
s(

)]
e

1
/2

ϕ
δ

−

0 π 2π

ϕ δ−
0 π 2π

ϕ δ−
0 π 2π

ϕ δ−
0 π 2π

ϕ δ−

Figura C.2: Comparação entre o valor exato (linha sólida preta) e o valor aproxi-
mado pela Equação C.29 (linha tracejada vermelha) do termo

√
1 + e cos (φ− δ) para

diferentes excentricidades.
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A Figura C.2 mostra uma comparação entre o valor exato de
√

1 + e cos (φ− δ)

(linha sólida preta) e o valor aproximado 1 + 1
2 e cos (φ− δ) (linha tracejada vermelha)

para diferentes excentricidades.

Vemos que a aproximação é muito boa para estrelas com excentricidade baixa (<

0.3), mas diferenças consideráveis aparecem para excentricidades altas, principalmente

próximas dos ângulos (φ − δ) ∼ nπ (que correspondem à posição no meio do caminho

entre o apogaláctico e o perigaláctico da órbita). A maior parte das estrelas em nosso

estudo apresentam excentricidades baixas (97.5% das estrelas da Amostra A apresentam

excentricidade menor ou igual a 0.3). Assim, consideramos a aproximação válida para

o nosso estudo.

Substituindo a aproximação C.29 na Equação C.26, obtemos:

V? =
GM?MG

2L
e cos (φ− δ) (C.30)

C.4 Relação e(U, V )

Para obter uma expressão para a excentricidade em função dos valores obtidos para

U(e, φ) e V (e, φ) fazemos U2
? + (2V?)

2:

U2
? + (2V?)

2 =

(
GM?MG e

L

)2 [
sen2(φ− δ) + cos2(φ− δ)

]
(C.31)

Usando a propriedade sen2(φ− δ) + cos2(φ− δ) = 1 e isolando e:

e =
L

GM?MG

√
U2
? + (2V?)2 (C.32)

Na Vizinhança Solar, o momento angular é dado por:

L =M?RΘ , (C.33)

onde R é a distância do Sol ao centro de massa da Galáxia e Θ a velocidade angular da

estrela. Como vimos no Caṕıtulo 3, podemos escrever a velocidade angular da estrela
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em termos de sua velocidade peculiar e da velocidade do sistema local de referência (Θ0):

Θ = V? + Θ0 (C.34)

Assim:

L =M?R (V? + Θ0) (C.35)

Substituindo a Equação C.35 e substituindo também as componentes de velocidade

peculiar U? e V? pelas velocidades heliocêntricas (U? = U+U� e V? = V +V�) na Equação

C.32:

e ∝ (V + V� + Θ0)
√

(U + U�)2 + [2 (V + V�)]2 (C.36)

Para comparar o resultado obtido por essa expressão com a excentricidade presente

no GCS (calculada por integração numérica da órbita por Nordström et al., 2004) foi

feito um ajuste grosseiro para a constante de proporcionalidade (k = 1.25 · 10−5) para

melhor ajustar os dados.

Figura C.3: Comparação entre a excentricidade calculada através da expressão teórica
obtida e a calculada através de integração numérica das órbitas por Nordström et al.
(2004). Em cada um dos casos foram usados valores diferentes para U�, V� e Θ0

(indicados na legenda).

Mostramos a comparação na Figura C.3. À esquerda, utilizamos os valores para

a velocidade peculiar do Sol e para a velocidade circular de rotação utilizados por

Nordström et al. (2004): U� = 10.0 km s−1, V� = 5.2 km s−1 e Θ0 = 220 km s−1. Na

figura da direita, utilizamos os valores que obtivemos para a velocidade peculiar do Sol
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no Caṕıtulo 5 e a velocidade circular de rotação de Bovy et al. (2012a): U� = 9.8 km s−1,

V� = 12.5 km s−1 e Θ0 = 218 km s−1.

Em ambos os casos, as excentricidades estão em acordo até cerca de 0.15, quando

começam a destoar. Este fato era esperado já que utilizamos nos cálculos uma apro-

ximação que só é válida para excentricidades baixas. Para de e > 0.3, a concordância

piora consideravelmente, indicando que a Equação C.36 não é aplicável nestes casos.

C.5 Utilização do Eureqa

O Eureqa é um software desenvolvido por Schmidt, M. & Lipson, H. que busca relações

entre variáveis a partir de um conjunto de dados fornecido através de sucessivas ten-

tativas (se baseia no algoritmo desenvolvido por Schmidt & Lipson, 2009). O software

(Eureqa; versão 0.98 beta) encontra-se dispońıvel no domı́nio http://www.nutonian.

com.

Fornecemos a este software os dados de U , V e e da Amostra A, juntamente com a

relação obtida de forma anaĺıtica para e(U, V ) (Equação C.36) como aproximação inicial.

Partindo destes dados, o software busca encontrar a relação que melhor descreve a

excentricidade em função das componentes de velocidade heliocêntrica U e V . Além da

aproximação inicial o software inclui, na solução constantes e combinações de potências

de U e V . Cada solução é penalizada de acordo com sua complexidade, e o software

fornece o resultado que apresenta melhor ajuste para expressões de diferentes complexi-

dades.

Finalizamos o software após ele convergir para uma expressão satisfatória para

e(U, V ) não muito mais complexa que a expressão obtida anteriormente através da

aplicação do formalismo de Lagrange. A expressão obtida foi:

e = 2.98 · 10−3
√

155 + 20.0U + 19.6V + U2 + 1.95V 2 − 7.23 · 10−4 (C.37)

A Figura C.4 mostra a comparação entre a excentricidade calculada através desta

fórmula e o valor da excentricidade presente no GCS (calculado por integração numérica

das órbitas). Vemos que a concordância entre os valores é bem melhor que a obtida

http://www.nutonian.com
http://www.nutonian.com
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Figura C.4: Comparação entre a excentricidade calculada pela expressão obtida
através do uso do software Eureqa e a excentricidade presente no GCS.

apenas através da aplicação da equação que obtivemos aplicando o Formalismo de La-

grange.

Em 85% dos casos, a diferença entre o valor da excentricidade obtido no cálculo e

o valor presente no catálogo a diferença foi menor que 0.005. Como as excentricidades

no GCS são dadas com precisão de centésimo, isso significa que a excentricidade obtida

para estas estrelas pode ser considerada exata. Apenas para 2% das estrelas na Amostra

A o valor calculado difere do valor presente no catálogo por mais de 0.01.



Apêndice D

Tabelas

Neste apêndice apresentamos a tabela com as idades obtidas para as 50 primeiras estrelas

da Amostra A. Como a amostra é muito extensa (9 102 estrelas), a tabela completa ape-

nas se encontrará dispońıvel eletronicamente em um local a ser definido num momento

oportuno.

Na tabela, as velocidades U , V eW e a excentricidade e foram retiradas do Geneva-

Copenhagen (Casagrande et al., 2011). As idades foram calculadas utilizando os três

métodos cinemáticos desenvolvidos neste trabalho. Os ı́ndices (1), (2) e (3) indicam

quais dos métodos correspondentes a cada idade.

A idade tMP corresponde à idade mais provável da função de densidade de probabi-

lidade. tE corresponde à idade esperada. Já as idades t5, t16, t50, t84 e t95 correspondem

às idades referentes aos quantis de 0.05, 0.16, 0.5, 0.84 e 0.95 da função de densidade de

probabilidade.
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Tabela D.1: Idades obtidas para as 50 primeiras estrelas da Amostra A usando os três métodos cinemáticos desenvolvidos neste estudo. A tabela
apresenta a idade mais provável (tMP), idade esperada (tE) e as idades correspondentes aos percentis de 5%, 16%, 50%, 84% e 95% (respectivamente
t5, t16, t50, t84, t95). Os ı́ndices (1), (2) e (3) correspondem ao método utilizado em cada caso. A tabela completa apenas se encontrará dispońıvel
eletronicamente.

Designação U V W e t
(1)
MP t

(1)
E t

(1)
5 t

(1)
16 t

(1)
50 t

(1)
84 t

(1)
95 t

(2)
MP t

(2)
E t

(2)
5 t

(2)
16 t

(2)
50 t

(2)
84 t

(2)
95 t

(3)
MP t

(3)
E t

(3)
5 t

(3)
16 t

(3)
50 t

(3)
84 t

(3)
95

HIP 420 40 -22 -16 0.16 3.5 6.5 1.8 2.9 6.0 10.4 12.6 2.7 5.7 1.3 2.3 5.1 9.6 12.2 3.6 6.3 1.6 2.6 5.8 10.3 12.6

HIP 490 -10 -21 -1 0.06 0.3 3.1 0.2 0.4 1.7 6.3 10.4 0.3 3.2 0.2 0.4 2.0 6.7 10.5 0.6 3.3 0.3 0.6 2.1 6.6 10.4

HIP 530 -22 -46 3 0.17 4.4 7.1 1.7 3.1 6.8 11.3 13.1 2.5 6.6 1.3 2.5 6.2 11.0 12.9 3.3 6.8 1.6 2.9 6.4 10.9 12.9

HIP 529 -9 -1 -15 0.02 0.5 3.3 0.3 0.6 2.1 6.3 10.1 0.5 3.2 0.3 0.6 2.0 6.2 9.9 0.6 2.8 0.3 0.6 1.7 5.3 9.1

HIP 547 37 -31 -7 0.17 4.3 6.9 2.0 3.2 6.5 10.8 12.8 2.1 6.2 1.4 2.5 5.8 10.3 12.6 3.5 6.4 1.5 2.6 6.0 10.6 12.7

HIP 556 -4 -50 -23 0.18 7.6 8.1 2.7 4.3 8.1 11.9 13.3 5.2 7.4 2.0 3.5 7.3 11.6 13.2 6.8 7.8 2.5 4.0 7.8 11.7 13.2

HIP 560 -11 -15 -10 0.04 0.1 1.7 NA NA NA NA NA 0.2 1.9 0.1 0.2 0.4 4.0 8.5 0.2 0.9 0.1 0.1 0.3 1.3 4.6

HIP 606 -28 -50 -18 0.19 6.5 7.7 2.1 3.7 7.6 11.7 13.2 5.5 7.2 1.6 3.0 7.0 11.4 13.1 5.2 7.4 2.1 3.5 7.2 11.4 13.1

HIP 596 -15 -29 -18 0.1 1.0 4.9 0.6 1.3 3.9 9.0 12.0 0.8 4.8 0.7 1.3 3.9 8.9 11.9 0.8 4.4 0.6 1.1 3.3 8.2 11.5

HIP 612 -50 -10 -15 0.12 1.9 5.3 1.1 1.9 4.5 9.2 12.0 1.4 4.8 0.8 1.5 3.9 8.5 11.5 1.9 5.1 1.0 1.8 4.3 8.9 11.8

HIP 630 46 -7 -14 0.17 2.7 5.8 1.4 2.3 5.1 9.6 12.2 2.9 5.7 1.3 2.3 5.1 9.5 12.1 3.1 6.3 1.7 2.8 5.8 10.0 12.4

HIP 624 12 -59 0 0.23 10.4 9.0 3.7 5.5 9.1 12.4 13.5 10.0 8.3 2.6 4.5 8.5 12.2 13.4 8.6 8.4 2.9 4.6 8.5 12.1 13.4

HIP 656 -7 -57 -32 0.21 11.0 9.2 4.0 5.8 9.4 12.5 13.5 10.0 8.8 3.3 5.2 9.0 12.4 13.5 10.6 9.0 3.8 5.6 9.2 12.4 13.5

HIP 649 5 5 30 0.07 6.0 7.6 NA NA NA NA NA 7.5 7.9 3.1 4.5 7.7 11.4 13.0 6.3 7.6 3.0 4.3 7.3 11.0 12.8

HIP 691 -25 -18 5 0.07 0.8 4.3 0.5 1.0 3.1 8.0 11.4 0.9 4.7 0.7 1.3 3.8 8.4 11.5 0.9 4.2 0.6 1.1 3.2 7.8 11.1

HIP 688 -26 -9 -1 0.05 0.5 3.4 0.3 0.7 2.2 6.7 10.5 0.4 2.8 0.2 0.5 1.6 5.6 9.4 0.6 3.2 0.4 0.7 2.0 6.3 10.1

HIP 706 -11 3 19 0.04 3.6 6.3 1.8 2.9 5.7 10.0 12.4 4.3 6.5 1.9 3.0 6.0 10.3 12.5 3.0 5.8 1.7 2.6 5.2 9.3 12.0

HIP 709 -44 -57 -7 0.23 9.9 8.4 2.6 4.4 8.5 12.2 13.4 9.0 7.8 1.9 3.6 7.8 11.9 13.3 8.6 8.3 2.9 4.6 8.5 12.1 13.4

HIP 740 -12 11 -1 0.06 1.4 4.5 0.8 1.4 3.6 7.9 11.1 0.3 3.3 0.2 0.4 2.0 6.7 10.5 1.3 4.2 0.7 1.3 3.3 7.4 10.6

HIP 726 -31 -17 14 0.07 2.6 5.9 1.3 2.3 5.2 9.9 12.4 2.2 5.5 1.4 2.2 4.9 9.2 11.9 2.6 5.7 1.4 2.3 5.1 9.6 12.2

HIP 732 -21 -18 13 0.06 2.1 5.6 1.1 2.0 4.8 9.5 12.2 2.5 5.8 1.3 2.3 5.1 9.6 12.2 2.0 5.1 1.1 1.8 4.3 8.8 11.7

HIP 791 -22 -63 -12 0.24 11.3 9.0 3.4 5.3 9.2 12.4 13.5 11.6 8.3 2.5 4.3 8.5 12.2 13.4 10.4 8.7 3.2 5.1 8.9 12.3 13.5

HIP 801 27 4 -4 0.11 0.8 4.0 0.5 1.0 3.0 7.4 10.8 0.7 4.0 0.6 1.0 2.9 7.4 10.8 1.8 4.7 0.9 1.6 3.8 8.2 11.3
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HIP 815 26 -3 18 0.11 3.8 6.4 1.9 3.0 5.9 10.2 12.5 4.0 6.4 1.9 3.0 5.9 10.1 12.4 4.3 6.6 2.1 3.2 6.2 10.3 12.5

HIP 851 -18 -38 -15 0.13 1.7 5.8 0.9 1.9 5.1 10.1 12.6 0.8 5.2 0.7 1.5 4.4 9.5 12.3 1.9 5.7 1.0 1.9 5.0 10.0 12.5

HIP 819 1 -11 -6 0.04 0.1 2.0 0.0 0.1 0.7 4.0 8.4 0.2 1.6 0.1 0.2 0.4 3.3 7.3 0.2 1.7 0.1 0.2 0.4 3.5 7.6

HIP 856 34 -5 -8 0.13 1.3 4.6 0.8 1.4 3.7 8.3 11.4 1.3 4.5 0.7 1.3 3.6 8.2 11.4 2.5 5.2 1.1 1.9 4.4 8.9 11.8

HIP 867 -14 11 -30 0.07 3.6 6.2 1.8 2.8 5.6 9.8 12.3 3.3 6.2 1.6 2.6 5.7 10.1 12.4 3.0 5.6 1.6 2.5 5.0 9.0 11.7

HIP 870 -1 13 -12 0.08 1.2 4.3 0.6 1.2 3.3 7.7 10.9 0.3 3.5 0.2 0.5 2.3 7.1 10.8 1.1 3.9 0.7 1.2 3.0 6.9 10.2

HIP 920 3 11 5 0.08 1.6 4.7 0.8 1.5 3.8 8.2 11.3 1.3 4.8 0.7 1.4 3.9 8.7 11.7 1.9 4.6 1.0 1.7 3.9 7.9 10.9

HIP 937 -26 -14 -2 0.06 0.3 3.1 0.2 0.4 1.7 6.1 10.2 0.3 3.1 0.2 0.5 2.0 6.2 10.0 0.6 3.2 0.3 0.6 1.9 6.3 10.1

HIP 996 -33 -63 20 0.24 13.1 9.7 4.5 6.5 10.0 12.8 13.6 14.0 9.3 3.9 5.9 9.7 12.6 13.6 12.2 9.5 4.4 6.3 9.8 12.7 13.6

HIP 1038 -29 -17 -6 0.07 0.3 2.9 0.1 0.3 1.5 5.9 10.1 0.3 3.0 0.2 0.4 1.8 6.0 9.9 0.5 3.0 0.3 0.5 1.8 6.1 10.0

HIP 1071 -8 -3 -19 0.01 0.8 3.8 0.5 0.9 2.7 7.2 10.7 0.7 3.4 0.5 0.8 2.3 6.4 10.0 0.7 3.4 0.5 0.8 2.3 6.3 9.9

HIP 1058 -22 -9 7 0.04 1.2 4.5 0.7 1.3 3.4 8.1 11.4 1.1 4.1 0.6 1.2 3.1 7.5 10.8 1.2 4.3 0.7 1.2 3.3 7.8 11.1

HIP 1105 -38 -10 -1 0.08 1.0 4.3 0.6 1.1 3.2 8.0 11.3 0.7 3.9 0.5 0.9 2.9 7.3 10.8 0.7 3.9 0.5 0.9 2.8 7.3 10.8

HIP 1125 -32 -12 4 0.07 1.1 4.4 0.6 1.2 3.3 8.1 11.4 0.8 4.0 0.6 1.1 3.0 7.4 10.8 0.9 4.3 0.6 1.1 3.3 7.9 11.2

HIP 1137 -4 3 1 0.04 0.6 3.6 0.4 0.7 2.4 6.7 10.4 0.6 3.5 0.3 0.7 2.4 6.8 10.5 0.7 3.2 0.5 0.8 2.2 6.0 9.6

HIP 1134 -13 -24 -6 0.08 0.1 2.7 0.0 0.2 1.2 5.7 10.0 0.2 3.0 0.1 0.3 1.6 6.3 10.3 0.2 2.2 0.1 0.2 1.0 4.6 9.0

HIP 1147 46 -46 10 0.23 9.5 9.0 NA NA NA NA NA 8.8 8.5 3.2 4.9 8.6 12.1 13.4 9.5 8.7 3.4 5.2 8.8 12.2 13.4

HIP 1140 9 -11 -12 0.06 0.4 3.1 0.2 0.5 1.8 6.1 10.1 0.3 2.6 0.2 0.4 1.5 5.2 9.2 0.6 3.2 0.4 0.6 2.0 6.4 10.2

HIP 1161 46 -24 -8 0.18 4.1 6.8 2.0 3.2 6.3 10.6 12.7 3.5 6.1 1.5 2.5 5.5 9.9 12.4 3.6 6.6 1.7 2.9 6.2 10.6 12.7

HIP 1188 0 11 0 0.07 1.1 4.2 0.6 1.1 3.2 7.6 10.9 0.6 3.8 0.4 0.7 2.6 7.4 11.0 1.0 3.8 0.6 1.1 2.9 6.8 10.1

HIP 1234 -13 -15 -44 0.03 6.1 7.7 3.0 4.2 7.5 11.3 13.0 6.0 7.6 2.9 4.3 7.4 11.1 12.9 6.6 7.9 3.1 4.5 7.7 11.4 13.1

HIP 1231 -12 -23 -6 0.07 0.1 2.5 0.0 0.2 1.1 5.4 9.8 0.2 2.4 0.1 0.2 1.1 5.4 9.6 0.2 2.5 0.1 0.3 1.2 5.2 9.4

HIP 1258 42 -17 -41 0.16 7.2 8.2 NA NA NA NA NA 6.4 7.9 3.1 4.5 7.7 11.4 13.0 7.5 8.2 3.4 4.9 8.2 11.7 13.2

HIP 1304 35 -42 -23 0.2 7.6 8.3 3.1 4.7 8.2 11.9 13.3 6.9 7.8 2.5 4.0 7.7 11.6 13.2 7.5 8.0 2.7 4.3 8.1 11.8 13.3

HIP 1320 -24 -12 3 0.05 0.7 3.8 0.4 0.8 2.6 7.3 10.9 0.7 3.6 0.5 0.9 2.6 6.8 10.4 0.7 3.7 0.5 0.8 2.6 7.0 10.6

HIP 1341 -45 -53 38 0.21 13.6 10.2 5.0 7.2 10.5 12.9 13.7 11.9 9.9 5.1 7.0 10.3 12.8 13.6 12.0 10.0 5.2 7.1 10.3 12.8 13.6

HIP 1402 -4 -3 3 0.02 0.6 3.5 0.3 0.7 2.3 6.7 10.4 0.6 3.2 0.4 0.7 2.1 6.2 9.9 0.7 3.3 0.5 0.8 2.2 6.2 9.8
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white dwarfs - I. Relating magnetic activity, rotation and age. MNRAS, 429:3570–

3577, March 2013. doi: 10.1093/mnras/sts630.

H. J. Rocha-Pinto. A Evolução do Disco Galáctico Segundo as Propriedades de Suas
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