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Resumo da Tese apresentada & COPPE /UFR.J como parte dos requisitos necessérios

para a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

ANALISE DE FLEXAO DE PLACAS ESPESSAS ATRAVES DE METODOS
SEM MALHAS COM A UTILIZACAO DE UMA TECNICA EFICIENTE DE
INTEGRACAO

Danilo Hiroshi Konda

Setembro/2018

Orientadores: José Antonio Fontes Santiago
José Claudio de Faria Telles

Programa: Engenharia Civil

Apresenta-se, nesta tese, a utilizacao de métodos sem malhas para anélise do
problema de flexao de placas espessas com consideragao das hipdteses de Reissner.
Uma proposta inovadora para a avaliacao das integrais que descrevem o problema
é utilizada visando reduzir o custo computacional do método. A formulacao desen-
volvida é testada para avaliar a ocorréncia do fenomeno de shear locking quando
da utilizacao do processo de integracao proposto. A utilizacao de bases monomiais
de diferentes ordens também é objeto de estudo para analise do comportamento
do efeito de shear locking. Diferentes processos de obtencao de funcoes de apro-
ximacao sao utilizados para avaliar o comportamento do método Meshless Local
Petrov-Galerkin (MLPG) na soluc¢ao do problema de flexao de placas. O comporta-
mento da formulagao também é analisado para a utilizacao de diferentes processos
de imposicao das condicoes de contorno essenciais. Os resultados obtidos com o
MLPG considerando o processo de integracao proposto sao comparados com os re-
sultados obtidos com o MLPG considerando o processo de integragao tradicional e
também com resultados obtidos a partir de formulacoes que utilizam o método dos

elementos finitos.
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In this work, we present the use of meshless methods for the analysis of the
thick plate bending problem under consideration of Reissner’s hypotheses. A new
procedure for the evaluation of integrals that describe the problem is used to re-
duce the computational cost. The developed formulation is tested to evaluate the
occurrence of the shear locking effect when using the proposed integration scheme.
Monomial bases of different ordens are used to analyze the shear locking effect. Dif-
ferent shape functions are used to evaluate the MLPG method performance in the
solution of plate bending problem. The formulation is also analyzed when using
different processes of imposing essential boundary conditions. The results obtained
with the MLPG considering the proposed integration scheme are compared with the
results obtained with the MLPG considering the traditional integration process and

also with results obtained from formulations that use the finite element method.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Revisao Bibliografica

Os métodos sem malha tem sido objeto de diversos estudos nos tltimos anos, tendo
em vista sua capacidade de possibilitar a resolucao de problemas de valores de
contorno sem o uso de malhas ou células.

Apesar dos métodos baseados em malhas ja estarem consolidados, muitas difi-
culdades ainda persistem, principalmente na abordagem de problemas com grandes
deformacoes, propagacao de trincas e descontinuidades que prejudicam a anélise
através da malha definida inicialmente. Em geral, a solugao adotada para este pro-
blema é a criacao de uma nova malha, adequada a nova condicao do problema, e no
caso da condicao avaliada ser evolutiva, o processo de geracao de novas malhas se
torna iterativo.

O processo iterativo de geracao de malhas, apesar de resolver o problema de
representatividade da malha, acarreta no aumento consideravel do custo computa-
cional. Mesmo apresentando nivel elevado de robustez, a simplicidade dos métodos
baseados em malhas se torna seu ponto fraco, exigindo o uso de estratégias adap-
tativas rebuscadas para discretizacao do dominio para a geracao de novas malhas.
Atualmente, as dificuldades para a geracao de malha de forma iterativa ainda nao
foram vencidas, sendo que, uma alternativa na solucao deste problema vem sendo
trabalhada em métodos que nao utilizam a estrutura de malhas.

Dentre os métodos que nao dependem de malha, o primeiro que se tem registro
foi o Smoothed Particle Hidrodynamics (SPH) [T, 2], proposto em 1977, para anélise
de problemas de astrofisica. A ideia inovadora de um método baseado em parti-
culas despertou pouco interesse de pesquisadores, sendo que, somente em 1992 um
conceito semelhante ao SPH é apresentado por NAYROLES et al. [3], denominado
Diffuse Element Method (DEM). O DEM é apresentado pelos autores como uma

generalizacao do Método dos Elementos Finitos (MEF) com vantagens relacionadas



a regularidade das funcoes aproximadas e aos requisitos de geragao de malha. Em
1994, o DEM é modificado por BELYTSCHKO et al. [4] dando origem ao Element-
Free Galerkin Methods (EFGM) . Inicialmente o EFGM ¢é aplicado & problemas de
elasticidade e conducao de calor, utilizando a técnica de minimos quadrados moveis
(Moving Least Squares (MLS)) para construir a fun¢ao de forma e a funcao de teste
para a forma fraca do problema.

Todos os métodos citados até agora, apesar de serem classificados de Métodos
Sem Malha (MSM), necessitam de elementos para possibilitar a avaliagdo das inte-
grais de dominio (relativas a energia) sobre todo o dominio do problema. Em 1998
surge o primeiro método, classificado de “verdadeiramente sem malha” por nao ne-
cessitar nenhum tipo de elemento, seja no processo de interpolagao ou de resolucao
das integrais, apresentado por ZHU et al. [5]. Contudo, o método proposto por
ZHU et al. |5] apresentava dificuldades com o tratamento de integrais singulares.
No mesmo ano, parte dos autores, apresentaram em [6] uma nova formula¢io ba-
seada na forma fraca simétrica local da equacao diferencial, chamada de Meshless
Local Petrov-Galerkin (MLPG), onde as condigoes de contorno do problema foram
impostas utilizando-se o método das penalidades.

Em 2002, SHEN [7] apresenta um estudo comparativo da eficiéncia e precisao
do MLPG considerando diferentes funcoes de forma e funcoes de teste. Neste tra-
balho, para cada funcao de teste é definido um tipo de MLPG, sendo que, devido a
velocidade, precisao e robustez, os autores afirmaram que o método seria capaz de
substituir o MEF em um futuro préximo.

Com o desenvolvimento dos métodos sem malhas, j4 em 2001, LEITAO [8] apre-
senta uma solu¢do sem malha para o problema de flexado de placa de Kirchhoff [9]
utilizando Fungoes de Base Radial (FBR) através do método de colocacao de Her-
mite. Apesar do autor conseguir bons resultados com a técnica aplicada, o mesmo
ressalta a necessidade de critérios para definir a quantidade e a posicao do centro
das FBR e dos pontos de colocagao. No ano seguinte, LONG e ZHANG [I0] tam-
bém apresentam uma formulacao sem malha para o problema de flexao de Kirchhoff
utilizando o método local da equagao integral de contorno. A técnica utilizada pelo
autor é verdadeiramente sem malha, sendo que, as integrais sobre o contorno sao
trabalhadas sobre o contorno local centrado no ponto em questao e nao através de
elementos.

Com o avanco das técnicas verdadeiramente sem malhas, em especial o MLPG,
e também os bons resultados obtidos com as técnicas sem malhas nos primeiros
estudos considerando andalise de placas, em 2004 diversos trabalhos sao publica-
dos envolvendo a andlise de placas através de formulacoes do MLPG. Dentre elas,
cabe destacar o trabalho de SORIC et al. [11], onde uma formula¢do do MLPG

foi desenvolvida para anéalise de placas com deformacao cisalhante considerando o



conjunto completo de equacoes constitutivas tridimensionais e o trabalho de YUAN-
BO e SHU-YAO [12] onde o MLPG é utilizado para solugao de placas finas, com
interpolacao via MLS e imposicao das condi¢oes de contorno através do método da
penalidade.

Apo6s o MLPG produzir resultados satisfatérios para o teoria de placas de Kir-
chhoff, SLADEK et al. [I3] aplicam o método para anélise estatica e dindmica de
placas espessas considerando ortotropia, fundacao elastica e variacao de espessura,
com a obtencao de bons resultados. Em 2008, os mesmos autores apresentam um
novo trabalho, [14], estendendo a aplicagdo do MLPG para placas espessas com a
consideracao de viscoelasticidade.

Recentemente, em [I5], o MLPG foi aplicado em flexao de placas com deforma-
cao cisalhante na anéalise elastopléastica, no qual os autores utilizam como funcao de
forma uma composicao de FBR com func¢ao de base polinomial, mantendo a propri-
edade do delta de Kronecker e consequentemente, nao necessitando de tratamentos
adicionais para imposicao das condicoes de contorno. Posteriormente, parte dos
autores estenderam a formulacao em [16] para abordar o problema de fratura em
placas com comportamento elastoplastico.

MIERS [17] apresentou formulagoes nao-convencionais de métodos sem malhas
baseadas na equacao integral de contorno para anélise de problemas elastoplésti-
cos, de mecanica da fratura eléstica e em meios heterogéneos. Uma formulacao do
método dos elementos de contorno é apresentada por SILVA [18], na qual as inte-
grais de dominio associadas aos termos inelasticos e inerciais, sao trabalhadas com
o auxilio de fun¢oes de aproximacgao obtidas com o método dos minimos quadra-
dos moveis ortogonais, evitando-se assim a discretizagao do dominio do problema.
O esfor¢co para solucao de problemas reduzindo ou eliminando o uso de elementos
também pode ser visto no trabalho de DE ARAUJO COSTA [19], onde o método
das solucoes fundamentais é aplicado para obtencao de uma solucao alternativa em
problemas de propagacao de ondas. O método das solugoes fundamentais também
¢ utilizado por FONTES JR et al. [20] na solu¢ao de problemas da mecéanica da
fratura linear elastica.

Apesar de apresentar muitas vantagens, os métodos sem malha ainda enfren-
tam algumas adversidades exigindo maior aprofundamento de estudo, pesquisa e
desenvolvimento a fim de torna-los competitivos com os métodos ja disponiveis para
aplicacoes comerciais. Podemos citar como adversidades o alto custo computacional
no mapeamento e na busca por pontos de proximidade. Tem-se ainda a dificuldade
na determinacao da funcao de forma e de ponderacao ideal para o problema em
analise.

Em geral, na aplicacao dos MSM, exige-se a varredura por pontos no dominio do

problema contribuindo muito para elevar o custo computacional. Contudo, com a



possibilidade do uso de processamento paralelo nos métodos sem malha, tal problema
¢ suavizado. No trabalho de SILVA [21I] o uso de um algoritmo paralelizado para
a busca de pontos préoximos ao suporte local apresentou um ganho de 15 vezes no
tempo de processamento em relagdo ao processamento em série.

Com a auséncia de conectividade dos nos distribuidos pelo dominio do problema,
FONSECA [22] apresenta um estudo da aplicagao de um algoritmo otimizado para
a busca de pontos de vizinhancga, denominado arvore de busca kd-tree. Ainda em
[22] & apresentada uma formulagio mista do MLPG, sendo que, diferentes fungoes
de forma sao utilizadas ao mesmo tempo dependendo da localizacao do ponto em
analise.

A possibilidade de se utilizar diferentes fungoes de forma, funcoes de teste e
ainda o uso de subdominios de qualquer forma ou tamanho, mantém evidente a
flexibilidade oferecida pelo MLPG, tornando-o um método muito atrativo para o
estudo de diversos problemas, dentre eles, o problema de flexao de placas.

Muitas teorias para o estudo de flexao de placas ja foram propostas, sendo que
trés se destacam: Teoria de Kirchhoff, Teoria de Mindlin [23] e Teoria de Von
Kérmén [24].

A teoria de Kirchhoff, também conhecida como Teoria Classica é direcionada
para placas esbeltas e pequenas deformacoes. Nesta teoria apenas as deformacoes
provocadas pelo efeito da flexao sao consideradas na composicao do deslocamento
transversal e as forcas paralelas & superficie média podem ser analisadas separada-
mente apenas no caso dessas forcas serem consideravelmente inferiores a resisténcia
critica compressiva.

A teoria de Mindlin, também chamada de Teoria de Deformacao de Cisalhamento
de Primeira Ordem, é voltada para placas finas e moderadamente espessas em regime
de pequenas deformacoes. A principal diferenca desta teoria com relacdo a teoria
Classica esta na composicao do deslocamento transversal, uma vez que, na teoria de
Mindlin o deslocamento transversal é composto por deformacoes oriundas do esforco
de flexao e também do esforco de cisalhamento. Com relacao as forgas paralelas a
superficie média, a teoria de Mindlin se assemelha & teoria de Kirchhoff.

A teoria de Von Karméan atende placas esbeltas e com grandes deformacoes.
Neste caso, a analise da placa deve considerar o efeito de nao linearidade geomé-
trica, e neste caso, o efeito das forcas paralelas & superficie média nao pode ser
estudado isoladamente. Assim, nesta teoria o deslocamento transversal é composto
das deformacoes por flexdo e das cargas axiais normais que atuam no interior da
peca. Cabe ressaltar que na teoria de Von Karman nao héa consideracao das defor-
macoes devido aos efeitos dos esforcos cisalhantes.

Com grande frequéncia a teoria de Mindlin é chamada de teoria de Reissner-

Mindlin, uma vez que, a teoria proposta por Reissner[25] 26] conduz a resultados



similares aos obtidos com a teoria de Mindlin e as relacoes entre esforcos e deslo-
camentos se assemelham muito. Apesar da similaridade nos resultados e equacio-
namento, essas teorias foram propostas de forma independente e sao essencialmente
diferentes [27]. A teoria de Reissner é obtida a partir do principio variacional da
energia de deformacao complementar com a hipotese de distribuicao linear das ten-
soes devido a flexao e distribuicao quadratica das tensoes cisalhantes, ambas ao longo
da espessura. J4 a teoria de Mindlin é desenvolvida com a consideracao da variacao
linear dos deslocamentos ao longo da espessura da placa, tendo como consequéncia
a inexisténcia de deformacao na direcao da espessura da placa.

As hipoteses assumidas por Reissner produzem, obrigatoriamente, uma variacao
nao linear dos deslocamentos ao longo da espessura e com isto, a formulacao faz

consideracao de deformacoes que ocorrem na direcao da espessura.

1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivos gerais:

e Analisar o problema de flexdo de placas moderadamente espessas com consi-
deracao das hipoteses de Reissner, através do MLPG. Para isto, objetiva-se
implementar um codigo computacional, em linguagem FORTRAN, da formu-
lagdo do MLPG com obtengao das fungdes de aproximacao a partir do Radial
Point Interpolation Method (RPIM), dando origem ao método também deno-
minado de Local Radial Point Interpolation Method (LRPIM) em sua forma
tradicional, na qual, cada ponto de quadratura possui um subdominio préprio

para construcao da funcao de aproximacao.

e Desenvolver e implementar uma formulacao do MLPG com a aplicacao de
um processo de aproximacao alternativo, utilizando o LRPIM para efetuar
as aproximacoes no ponto de quadratura de forma generalizada, objetivando

reduzir o custo computacional do método.
Especificamente, tem-se como objetivos:

e Realizar o estudo comparativo entre os resultados obtidos & partir da formu-

lacao alternativa, formulacao tradicional e também os obtidos com o MEF.

e Analisar os efeitos do shear locking na formulacao alternativa e seu comporta-
mento em funcao do uso de bases monomiais de diferentes ordens na obtencao

das funcoes de aproximacao e outros parametros.

e Introduzir na formulacao a técnica de nds descontinuos, muito utilizada no
Método dos Elementos de Contorno (MEC), para representagao das desconti-

nuidades que ocorrem no contorno do problema.



1.3 Conteudo

Este trabalho tem inicio com a revisao do estudo do estado da arte e apresentacao
dos objetivos no capitulo 1.

No capitulo 2, sao apresentadas as hipoteses basicas da teoria de Reissner para
flexao de placas espessas e as relacoes basicas de equilibrio da teoria da elasticidade.
Neste capitulo é apresentado todo o desenvolvimento das equacoes diferenciais en-
volvidas no problema em foco.

No capitulo 3, sao exploradas as funcoes de aproximacao, nas quais o MLPG
se baseia para possibilitar a solucao do conjunto de equacoes diferenciais sem a
utilizacao de nenhum tipo de malha ou elemento.

No capitulo 4, a formulagdo do MLPG é desenvolvida detalhadamente. O en-
fraquecimento das equagoes diferenciais de equilibrio é apresentado e a partir das
funcoes de aproximacao, o sistema de equagoes discretizado é obtido. O método
de colocacao pontual e o método da penalidade sao apresentados para realizar a
imposicao das condicoes de contorno essenciais. O processo de integracao numérica
tradicionalmente utilizado no MLPG é apresentado em detalhes e a proposta de um
procedimento alternativo é descrita, visando melhorar a eficiéncia computacional
do método. Por fim, as questoes de descontinuidades do contorno do problema sao
abordadas e consideracao da técnica de nds geométricos descontinuos é sugerida.

No capitulo 5, sao apresentadas as anéalises numéricas com a aplicacao do MLPG
utilizando o procedimento alternativo de integracgao e os resultados obtidos sao com-
parados com os resultados oriundos do programa computacional ANSYS. A anélise
da eficiéncia do MLPG em funcao do processo de integracao utilizada também é
apresentada neste capitulo.

No capitulo 6, sao apresentadas as conclusoes e algumas propostas para desen-

volvimento futuro em continuacao a este trabalho.



Capitulo 2

Problema de Flexao de Placas

Espessas

O comportamento de uma placa sujeita a flexao depende essencialmente da re-
lacao entre a espessura e as demais dimensoes. Segundo TIMOSHENKO e
WOINOWSKY-KRIEGER [28], as placas podem ser classificadas em trés tipos:
placas finas com pequenas deformacgoes, placas finas com grandes deformacgoes, pla-
cas espessas.

A grandeza da deformacado determina a abordagem mateméatica adequada na
mecanica do continuo. Grandes deformacoes acarretam diferengas significativas en-
tre a configuracao deformada e indeformada da estrutura, tornando-se necessario
reavaliar, apos a deformacao, a geometria e as propriedades fisicas do material que
compoem a peca em andlise. Com relacao a espessura da placa, esta determinara
a relevancia dos efeitos das deformacoes por esfor¢o cortante e também das tensoes
perpendiculares a superficie média.

A formulagao de placas considerando as hipoteses de Reissner [29] permite avaliar
satisfatoriamente placas espessas e delgadas, enquanto a teoria classica de Kirchhoff
produz resultados satisfatorios apenas para placas delgadas. Na teoria de Reissner
é gerado um sistema de equagoes de sexta ordem, possibilitando o atendimento de
trés condicoes de contorno existentes nos problemas de placas, enquanto na teoria

classica apenas duas condicoes de contorno sao atendidas.

2.1 Hipo6teses Basicas

A teoria de Reissner tem por hipoteses:
e Espessura da placa é pequena quando comparada as demais dimensoes;

e O material que constitui a placa é homogéneo, apresenta isotropia e compor-

tamento elastico linear;



N

e Uma reta perpendicular a superficie média da placa, permanece reta apos
a deformacao. Todavia, tal reta nao serd necessariamente perpendicular a
superficie média da placa deformada, devido a consideracao das deformacoes

por cisalhamento transversal;

e As componentes do tensor de tensoes nas faces da placa, ou seja, para a coor-
denada X3 = i%, sendo ¢ a espessura da placa, sao 731 = 732 = 0 € 033 = £5

, sendo g o carregamento transversal aplicado na placa.

e Os deslocamentos transversais sao pequenos quando comparados com a espes-

sura.

A diferenca entre a teoria de Reissner e a teria cléssica de Kirchhoff vai além
da consideracao das deformacoes por cisalhamento, pois na teoria elaborada por
Reissner pode-se notar que as tensoes normais a superficie média da placa sao con-
sideradas como hipdteses basicas na formulagao.

Na Figura[2.1{sao apresentados o sistema de eixos coordenados juntamente com
a orientacao dos deslocamentos generalizados e ainda a superficie média da placa,
que sao utilizados para a obtencao do equacionamento do problema de flexao de

placas espessas.

> 44
/X0,

Superficie

o meédia

Figura 2.1: Sistema de coordenadas e orientagao dos deslocamentos da placa

A rotacao ¢, ocorre no plano X,X3, ou seja, é a rotacao em torno de Xi; a
rotacao ¢; ocorre no plano X;Xs, ou seja, ¢ a rotacao em torno de Xo; e w é o
deslocamento transversal.

O principal efeito da consideracao das deformacoes por cisalhamento transversal
é que, na placa deformada, o modulo da rotacao da secao transversal deixa de ser
igual ao modulo da inclinacao da superficie média, conforme observa-se na Figura
2.2] Algebricamente, a rotacdo ¢, é dada por:
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onde 3% é a deformacao devido a consideragao do esforco cisalhante na direcao Xo,

®2 = —wy+ By (2.1)

uo € 0 deslocamento na direcao de X5 e w é o deslocamento tranversal da placa.

Logo, a deformacao cisalhante ;3 pode ser escrita:

i3 = = 3¢ =1,2, 2.2
ou ainda:
ow
Y=+ —— =1,2. 2.3
Bi=oitoy 7 (2.3)
Xz

Superfjcie média
fletida

Figura 2.2: Representacao da deformacao por cisalhamento transversal

A Equacao é fundamental para entendimento da importancia da considera-
cao das deformacoes devido ao esfor¢o cisalhante em placas espessas, mas nao se faz
necessaria para desenvolvimento das equacgoes da teoria de Reissner. Diferentemente
da teoria de Mindlin, as relacoes entre os esforcos e deslocamentos manifestam-se
naturalmente na formulacao & partir da imposicao da condicao de equilibrio para

um funcional definido para a placa.

2.2 Relacoes Basicas de Equilibrio da Elasticidade

Para obter-se as relagoes de equilibrio, considere o elemento de volume infinitesimal

dV, apresentado na Figura [2.3] As tensoes que atuam nas faces do corpo sdo apre-
00;; .~ ~
ox representa a variagao da componente de tensao

0;; com o incremento segundo o eixo Xj.

sentadas, sendo que, o operador



Considerando-se o equilibrio de momentos nas direcoes X;, Xy e X3, e
desprezando-se os termos infinitesimais de quarta ordem, obtém-se a seguinte re-

lacao para as tensoes cisalhantes:

Tij = Tji 1,7 =1,2,3. (2~4)

03:3+d033dX3
axa

T23+dTha dXo
X

by b T3 b
— o5 : 0229022 dX2
: P it B X2

Ti124+9 T2 dXs Ta+gTA dXe

2
1

S T

Vo2 b1
0 i+0011 dXi /
axi

| dx2

Figura 2.3: Tensoes e forcas de volume em um volume infinitesimal
A partir do equilibrio de forcas nas direcoes X;, X5 e X3, chega-se a:

04,5 + bz =0 Z,j = 1,2,3 (25)

onde b; sao forgas de volume na dire¢ao X; e o;; representa tensoes normais para
i = j e tensOes cisalhantes para i # j.

O conjunto de equagoes definido em ¢ denominado de equacoes de equilibrio
ou equagoes diferenciais de equilibrio [30], e devem ser satisfeitas em qualquer ponto
do interior do corpo.

Para os pontos do contorno, as forcas de superficie devem ser consideradas.
Desta forma, seja o corpo apresentado na Figura 2.4] no qual py, ps e ps sdo forcas
de superficie por unidade de area segundo as direcoes X, X, e X3, respectivamente.
O versor normal a superficie de contorno é representado por n, sendo o, 5 e v o0s

cossenos diretores de 7.
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dA cos(a)

dA cos()

dA cos(y)

Figura 2.4: Elemento sujeito a forcas de superficie

As equagoes de equilibrio, segundo as direcoes X, X5 e X3, para o elemento
apresentado na Figura , quando a altura do tetraedro se aproxima de zero (dh —

0), sao dadas por:

onde n; sao as componentes da normal ao contorno, dirigida para fora do dominio.
A Equagao é conhecida como equacao de Cauchy e deve ser satisfeita em
todos os pontos do contorno do corpo.
O conjunto de Equacoes e determinam completamente o estado de
tensao de um corpo. Desta forma, conhecidas as componentes de tensao em um
ponto, pode-se determinar a tensao em qualquer elemento de superficie neste ponto,

em qualquer orientacao.

2.3 Tensoes, Esforcos Solicitantes e Equacoes de

Equilibrio para Placas

Para determinacao das tensoes no problema de flexao de placas, considere o elemento
apresentado na Figura[2.5] Na auséncia de esforcos tangenciais externos nas faces da
placa e também de forcas normais nos bordos, a superficie neutra se torna coincidente

com a superficie média da placa.
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033 Superficie neutra
Ts2 /
Ta3 |
T3 T
022

— T21
T3
T2 AT Je
o [op=i
dXs | g T
T12
O11 /
| dx2 |

Figura 2.5: Componentes de tensao em um elemento de placa sujeito a flexao simples

Nesta situagao, as componentes de tensao o;; variam linearmente ao longo da

espessura e sao dadas por:

M;;
FXs =12 (2.7)

onde I ¢ o momento de inércia da secao transversao solicitada e M;; ¢ o momento

Uij =

solicitante na secao em anélise..
No caso de placas, é conveniente expressar os esforcos por unidade de compri-
mento. Desta forma, a Equacao assume:
12 .
gij = t—3Min3 i,j=1,2. (2.8)
Para obtencao das equacoes de equilibrio do problema de flexao de placas, as
tensoes apresentadas na Figura devem ser representadas por suas resultantes,
dadas pelos momentos e forcas cisalhantes na superficie média. Os momentos resul-
tantes sao obtidos fazendo-se a integracao ao longo da espessura, da forca elementar
(dF = odA) correspondente a uma area elementar de largura unitaria na diregao

normal (dA = 1.dX3), multiplicada pelo brago do momento, ou seja:

N+

Analogamente para os esforcos cortantes @);:

[SIES

s

|
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Da Figura|2.5] pode-se entao representar o elemento de placa sujeito aos esforcos

resultantes em sua superficie média, Figura [2.6

X>
______ —
/ 7
M2z Mz2+dMa2 dX2
H / : / 522
f Q240Qz2dXz
/ _ 21+dM21 dX2 X
b //_M\2+ dM12 dXi f T
y {_ —Y 4 Qi+0Q: dXi

axi
V'Mi1+aM11dXi
Xi X

Figura 2.6: Esforcos resultantes em um elemento de placa

Considerando um carregamento distribuido g sobre a placa, impondo-se a condi-
¢ao de equilibrio de forcas verticais e dos momentos em torno das direcoes X; e X,
chega-se a duas relagoes de equilibrio para o elemento que representa o problema de

flexao de placas, dadas por:

Qiit+tg=0 =12 (2.11)

Miji — Q=0 4,5 =12 (2.12)

As Equagoes e devem ser atendidas em cada ponto ou conjunto de
pontos da placa e estas equacgoes sao o ponto de partida para o desenvolvimento da
formulagao atraves do MLPG.

As tensoes nas direcoes X7 e X5, com comportamento linear, ja foram definidas
na Equacgao . Resta agora determinar as tensoes na diregao Xj3. Para isto,
substituindo a Equagao (2.8) na Equagao (2.5 (para i,j = 1,2), desprezando-se as
forcas de volume e, considerando-se a Equacao , chega-se a:

0oz .
=0 =1,2. 2.13

As componentes de tensao ;3 podem ser determinadas através da integracao da

12
t_3QiX3 +

Equagao (2.13) na diregdo X3. Assim:

2
i3 = 32%' [1 - (27)(3) ] i=1,2. (2.14)
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Por fim, substituindo a Equagao (2.14) na Equagao (2.5) para (i = 3) e

considerando-se a Equacao ({2.11]), determina-se a expressao para a componente oss:

g — 92—)? [3 - (27)(5)2] | (2.15)

Das Equagoes (2.14) e (2.15) pode-se notar que a distribuigao das tensoes na
direcao X3 possuem comportamento de segundo e terceiro grau. Com isto, a variacao

das deformacoes ao longo da espessura da placa é obrigatoriamente nao linear, sendo

portanto, nao compativel com as hipoteses da teoria de Mindlin.

2.4 Relacao entre Deslocamentos Generalizados e

Deformacoes

Os deslocamentos generalizados ¢1, ¢o e w sao definidos na superficie média da
placa. J& os deslocamentos, sao definidas ao longo da espessura da placa e sao
representadas por uy, us e ug, respectivamente segundo as diregoes X1, Xo e Xjs.

A partir do principio de conservacdo da energia, no qual, o trabalho realizado
por uma componente de tensao deve ser igual ao trabalho realizado pela resultante

desta tensao, escreve-se:

/2 JijujdX3 = Mij¢j Z,] = ]_,2 (216)

N

N+

/ O'Z'3U3dX3 = QZ’UJ 1= 1, 2. (217)

2

A correlacao entre os deslocamentos generalizados e as deformacdes é obtida pela

substituigdo das Equagoes (2.8) e (2.14) nas Equacgoes (2.16) e (2.17), respectiva-

mente:

12 [z _
¢ = —/ u; X3d X3 1=1,2 (2.18)

w = % o [1 - (%ﬁﬂ | (2.19)
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2.5 Relacao entre Esforcos e Deslocamentos Gene-

ralizados

Na teoria de Reissner, a condicao de equilibrio da placa advém da imposicao de sua
energia potencial total ser estacionaria, ou seja, dentre todos os campos de deslo-
camentos cinematicamente admissiveis, aquele que satisfaz a condi¢ao de equilibrio
extremiza o funcional da energia potencial total.

A energia potencial total de uma estrutura pode ser definida como sendo o traba-
lho realizado pelos esforcos atuantes na estrutura, de sua configuracao deformada até
a situacao sem carregamento. Cabe destacar que os esforcos atuantes compreendem
solicitacoes externas, tanto quanto solicitagoes internas.

A energia potencial dos esforgos internos, definida como energia de deformacao
(Ugr) é dada por:

Upr = / UpdV (2.20)
\%

onde Uy ¢ a energia de deformacao especifica e V & o volume.
Para o caso de material isotropico e em regime de pequenas deformacoes, elastico

linear, U, é dado por:

1
Uo = B (o11€11 + O2€22 + T33€33 + T12€12 + Tig€13 + Taz€rs) . (2.21)

A energia potencial das solicitagdes externas Ugg é o trabalho realizado pelos es-

forcos externos, da configuracao deformada até a situacdo sem carregamento. Assim:

Ugp = —/ biu;dV — / piuidA i=1,2,3 (2.22)
\% A

onde u; sao deslocamentos correspondentes a cada uma das forcas p;.

O funcional da energia potencial total, 7, é dado por:

Na Equagao (2.23) os parametros Ug; e Ugg foram apresentados em termos
de deslocamentos, produzindo assim o funcional do principio da energia potencial

minima:

7= Ug; —/ biu;dV —/ pudA i =1,2,3 (2.24)
% At

onde A; representa a superficie do contorno da estrutura com forca prescrita.

Por outro lado, o funcional do principio da energia complementar minima, .
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pode ser obtido caso os parametros Ug; e Ugg sejam apresentados em termos de

tensoes. Assim:

onde S, representa a parcela do contorno da estrutura com deslocamento prescrito
e Up; € a energia de deformacao complementar.

Um principio de energia hibrido pode ser utilizado a partir de um funcional
escrito em termos de tensoes e deformacoes, conhecido como principio de Hellinger-
Reissner [31]. Este principio é obtido a partir do principio da energia potencial ou do
principio da energia potencial complementar com aplicacao de algumas restricoes,
sendo que, maiores detalhes podem ser encontrados em WASHIZU [32]. De acordo

com HE [33] o funcional é dado por:

TR = _UZTI — / aimuidV — / blude + / (pi —ﬁl) UZdA +/ p,ﬂZdA
1% v Ar Au (2.26)

i,j=1,2,3

onde as tensoes o0y, os deslocamentos u;, as for¢as de superficie p; e as forcas de

volume b; sao grandezas livres para assumirem valores quaisquer, inclusive com a
possibilidade de variacao simultinea. As relacoes tensao-deformacao sao as restri-
¢oes variacionais.

O principio de Hellinger-Reissner, apesar de ser obtido a partir de um principio de
minimo, nao apresenta tal caracteristica, sendo somente um principio estacionério,
uma vez que, o valor estacionirio nao pode ser demonstrado como um valor de
minimo.

Na auséncia de forcas de volume, a Equacao fica:

V At u
A energia de deformagao complementar Uj,; é igual a energia de deformacao Ug;
no caso de material isotrépico, regime elastico linear e de pequenas deformagoes,
com aplicacao lenta e gradual das solicitagoes. Desta forma, a fim de se escrever
U},; apenas em funcao das componentes de tensao, as seguintes relagoes entre tensao

e deformacao, validas para material elastico linear, sao utilizadas,

2Gv
1—-2v

Uij =

6”51‘]' + 2G6L‘j i,j, [l = 17 2, 3 (228)
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1
6 = — (04 — —— o6 i g, 0=1,2,3 (2.29)
T2 \Y 14w Y

onde E é o modulo de elasticidade, v é o coeficiente de Poisson e G é o modulo de

elasticidade transversal definido por,

E
G = 0T (2.30)

A partir das Equagoes (2.20)), (2.21), (2.29) e (2.30)), a energia de deformagao

complementar assume a forma:

1

Uty = —
EI 28

/ [0%1 + 03y + 033 — 2U (011092 + 011033092033) +
v (2.31)

+2(1+v) (T1y + T3 + 733) | dV.

O funcional 7 deve ser escrito apenas em funcao dos esforcos e deslocamentos
generalizados para obtencao das relagoes desejadas. Sendo assim, as Equacoes (2.8)
e (2.14)) sdo substituidas na Equacao (2.31)) e, apos realizar a integragao ao longo da
espessura da placa (dV = dX3df), chega-se a:

L1 12
Upr = ﬁ/ 3 [(Myy 4+ Ma)* +2 (1 4 v) (M, + Myos) +
Q

(1+v)

5

vt? 3
* (Q7+Q3) — 9 (M1 + M) + / o§3dX3] Q. (2.32)

t
2

O segundo termo do lado direito da Equagdo (2.27)) pode ser escrito em fungdo

dos esfor¢os usando as Equacoes (2.8)), (2.14) e (2.15). Logo:

12 3 4X32
ij,juidV = -5 (M5 — Qi) ui X5 + - (Qi -2 |d
Jrosouav = [ [& s = @yusos gr@usorm (1= Jo

i,j=12,3.

O terceiro e quarto termo do lado direito da Equac@o (2.27) sao escritos em
funcao dos esforcos através da substituicao das equagoes de equilibrio do corpo,
(2.6). Assim, para o terceiro termo:
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_ 12 _
/A (pi — pi) widA = /A {t_?’ (Mijnj - Mz’jnj) u; X3+

~ 4X2
—i—% (Qmi — le) (1 — t—)} dA 1,7 =1,2,3 (2.34)
e, para o quarto termo:
_ 12 3 _ 4X§
/upiuidA = /u [t (Min;) w; X3 + = 5 (Qin;) us ( - t_2>] dA (2.35)
1,7=1,2,3
Considerando ainda que,
dV = dXsdS2 (2.36)
e que,
dA = dX3dl' (2.37)

a Equagao (2.27)) agora pode ser escrita em fungao dos esforgos na superficie média,
pela simples substituigdo das Equagoes (2.32)), (2.33), (2.34)) e (2.35). Logo:

1 12
=55 | = [(Mu+ Myo)® +2(1 +v) (MZ + Myy09) +
(1+v) 5, vt? 5,
T 5 t (Q + QQ) 59 (My1 + M) + . 033d X3 | dQ+

//{ i~ Q) uiXs + o (Q”—i—g) (1—4t—)(2>}dX3dQ+
/r/{ — Mijn;) w; Xs+ (2.38)

2
+— (anz — anz) <1 — %)} ngdeF

[ M;jn;) u; X5 +5 (le) (1 - iﬁ)] dXsdl,

s

t
2

i,j=1,2,3.

Resta agora, substituir as deformacoes pelos deslocamentos generalizados na

superficie média da placa. Para isto, utiliza-se diretamente as Equagoes (2.18)) e

(2.19) na Equagao (2.38]), obtendo-se:
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1 12

TR="5p | 73 [(M11+M22)2+2(1+V) (M122+M11022)+
ot
1+v vt? 3
+%t2 (@1 +@3) - 59 (M1 + M) + / t 03,d X3 | dQ+
~3
— [ (M5 = @) 65+ (Qus + g) uldg+ (2:39
0

+/F [(Myn; — Mijn;) ¢ + (Qimi — Qiny) w] dT'y+

+/ (Mijnqui + Qiniu_f) dl’, i, =123
I

Tem-se entao o funcional wg, apresentado na Equacao , escrito apenas em
funcao dos esforcos M;; e (); e dos deslocamentos generalizados ¢; e w. Lembrando
que para o problema de flexdo de placas, os indices ¢ e j na Equacao variam
de 1 a 2, tomando-se a primeira variacao do funcional e igualando-o a zero, chega-se
a:

12
—/ {W (M1 + Ma2) 6 (Mg + Maz) + 2 (1 + v) Migd M+
Q

2 2
% (Q10Q1 + QQ200Q)3) — %95 (Myy + Mso) | +

+¢10 (M1 + Migo — Q1) + ¢20 (Mor 1 + Moo — Q2) +
+wé (Q11 + Q22 + g) + (Mir1 + Mizg — Q1) Q1 + (Mar g + Maz o — Q2) do+

- (1 + V) d (M11M22) +

+(Qu1 + Q22 + g) dw} dQ + / [(Mnm + Misny — Myng — M12n2) dp1+
Iy

+ (M12n1 + Mosny — Moyny — M22n2) 0¢2 + (le + Qany — Qi+
—Q2n2) 5UJ] dl'y + / [((5M11n1 + §Mians) ¢1 + (6Miang + 0 Masny) o+
+ ((SQlTLl + (5@277,2) QI)] dFu = 0
(2.40)

Colocando os termos que sofrem variagao em evidéncia na Equacao (2.40)):
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12 12
_/ { { [(Mll + M) — (14 v) Moy — V—g IMyy + [(Mag + Myy) +
Q

Et3 10
1
— (1 + V) M11 — I_Og:| 5M22 + [2 (1 + Z/) MlZ] (5M12 + ( —i5_ 7/)
+Q20Q2)} + {10 (My11 + Moo — Q1) + ¢20 (Mi21 + Mag s — Q2) +
+wo (Q11 + Qa2 + g) + (Mi11 + Migo — Q1) 61 + (Miag + Moz o — Q2) dpo+

vt?

t (Q16Q1+

+(Qr1 + Qa2+ g) dw}}dQ + / [(Mllnl + Miang — Myng — M12n2) 01+

Iy

+ (M12n1 + Mosny — Moyng — M22n2) 02 + (anl + Qany — Qi+

—Q2n2) 511)] dl'y + / [((5]\/[11711 + 6 Migny) d1 + (6Miany + 6 Magny) dot+

u

+ (5@1711 + (5@2712) ’LT)] dFu =0.
(2.41)

Na Equacao (2.41), os termos que envolvem as variagoes das derivadas dos es-

forcos, podem ser reescritos utilizando o teorema de Green:

Q r Q
Q Tr Q

onde os indices repetidos, neste caso, nao indicam soma.

Substituindo as Equacoes (2.42)) e (2.43) na Equagao (2.41) chega-se a:
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vt?

- /Q {{;—?3 [(Mn + M) — (1 +v) My — 1—09} - ¢1,1} OMy+

12 vt?
+ {ﬁ [(Mn + M) — (1 +v) My — 1—09} - ¢2,2} O Mao+

Et3

N 12 [(14v)t?
Et3 5

+ {E 2(1+v) My — ¢12 — ¢2,1} OMia+

Ql} —¢1 — w,1} 0Q1+

2
+ {Eli [(1 +5u)t Qz} — ¢ — w,z} 6Qy + (Myy 1 + Migs — Q1) 661+
+ (Mo + Mz — Q2) ¢ + (Qr1 + Qa2 + g) dw} d

+/ [(Mn?h + Misny — Mying — Munz) 01+
Iy

(2.44)

+ (M12n1 + Masny — Moyny — M22n2) Oat
+ (Ql”l + Qany — Qiny — Q2n2) 5w} dl'y+
+/ [(Q_slnl - 9251”1) oMy + (@2”2 — ¢2n2) O Mao+
Ty
+ (¢1n2 + dany — g1y — dany) OMia + (Wny — wny) 6Q1+

+ ('LDTLQ - wng) 5@2] dFu = 0.

Na Equacao (2.44)), as varidveis 0M;;, 0Q;, d¢; e dw podem assumir valores
quaisquer, devendo portanto, para que a condi¢do de extremizagdo (dmr = 0) seja

atendida:

e No dominio :

Podendo d¢q, 0o e dw assumirem valores diferentes de zero, conclui-se que:

Qi1+ Q22+9=0; (2.45)
Mg+ Migp — Q1 = 0; (2.46)
Ms11 + Moz g — Q2 = 0. (2.47)

As quais, sdo exatamente as mesmas relagoes apresentadas nas Equacoes (2.11])
e (2.12).

Da mesma forma, para dMiq, 0 Mia, 0 Mag, 0Q1 € dQ2, conclui-se que:

12 vt?
W (M11 + MQQ) — (1 + I/) M22 — Eg - le,l = 0, (248)
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2

12
e [(Mu + May) — (1 4+ v) My — %91 — ¢ = 0; (2.49)
El_fgg [2 (1 + V) M12] - ¢1,2 - ¢271 =0; (2.5())
12 [(1 t2
o {( +5V) Ql] — 01 —w, =0; (2.51)
12 [(1 t2
= {( +5V) Q2:| — Py —wo=0. (2.52)

e No contorno I';:

Como a variacao dos deslocamentos pode assumir valores quaisquer, as seguin-

tes relagoes devem ser obrigatoriamente atendidas:

Miiny + Migng = Mying + Miano; (2.53)
M21n1 + M22n2 = Manl + Mzgng; (254)
Q111 + Qany = Q1ny + Qans. (2.55)

Reescrevendo as equagoes de equilibrio (Equagao (2.6))) em termos de esforcos

resultantes (P;, P, e P3), obtém-se:

Ps=Qmn, =Q, 1=1,2 (2.57)

onde M, e ), sao, o momento fletor e o esfor¢o cortante, atuantes no contorno

da placa com direcao normal n.

Considerando as Equagoes (2.56) e (2.57), as Equagoes (2.53), (2.54) e (2.55))

assumem a forma;:

e No contorno I';:

Em T, as variaveis 0 My1, 0 Mg, 6Mis, 601 € 0Q) podem assumir valor nao

nulo, consequentemente:

P1 = ¢1; (2.59)
Gy = o (2.60)
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w = . (2.61)

Generalizando os deslocamentos:

U1 = (bl; (262)
Us = ¢o; (2.63)
Us = w. (2.64)

Das Equagoes (2.59)) a (2.64]), simplifica-se:

U=U  i=1,23. (2.65)

Os momentos e esfor¢os cortantes podem ser explicitados das Equagoes (2.48) a

([2.52)), de onde se obtém:

D(1—-v 2u vg ..
M;; = % ((bz’,j + @i + :¢k,k5,-j> —f—m&j i,j,k =1,2 (2.66)

D(1-
0 =2 rw) =12 (2.67)
onde D ¢é o modulo de rigidez a flexao da placa e A é uma constante caracteristica

da teoria de Reissner para o problema de flexao de placas, sendo dados por:

Et3
D=——" _ 2.
12(1 —v2) (2.68)
e por,
V10
A\ = - (2.69)

As equagoes de equilibrio e , e as relacoes entre os esforcos e deslo-
camentos generalizados dadas pelas Equacoes e (2.67), constituem a base da
teoria de Reissner para o problema de flexao de placas com pequenos deslocamentos,
podendo este sistema de equacoes ser condensado em um novo sistema de equacoes

diferenciais de ordem superior, conforme apresentado por KONDA [34].
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2.6 Condicoes de Contorno

Na teoria de Reissner, cada ponto do contorno esta associado a um conjunto de seis
variaveis segundo a dire¢cao normal (n) e tangencial (s), sendo elas ¢, ¢s, w, M,,

M, e Q,. Generalizando as variaveis para o contorno:

Uy = ¢ (2.70)
Us = ¢s; (2.71)
Us = w; (2.72)
Py = M,; (2.73)
Py = M,,: (2.74)
Py = Q,. (2.75)

Em geral, quando o valor de um deslocamento U; (i = 1,2, 3) é conhecido em um
ponto do contorno, o esfor¢o correspondente P; (i = 1,2,3) é considerado incognita
do problema, e vice-versa. Conforme apresentado em [35], as restrigbes para o

problema de flexao de placas podem ser:

e Borda Livre

Todos os esforgos no contorno livre assumem valor nulo e os deslocamentos

sao incognitas do problema.

M, = M, = Q, = 0. (2.76)

e Borda Engastada

E a situacdo oposta a de borda livre. Neste caso, todos os deslocamentos

assumem valor nulo e os esfor¢os se apresentam como incognitas do problema.

e Borda Simplesmente Apoiada

Para o caso de borda simplesmente apoiada, a condicao de contorno pode

assumir duas configuragoes:

— Hard condition

Esta condicao de contorno é também chamada de condicao restritiva,

sendo que, o deslocamento w, a rotacao ¢, e o momento M,, sao variaveis
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com valores conhecidos. E a condicio normalmente utilizada na teoria
de Kirchhoff. Em geral:

M, = ¢s = w = 0. (2.78)

— Soft condition

Também conhecida como condigao nao restritiva, configura-se por ter as

variaveis w, M, e M, com valores conhecidos. Em geral:

M, = M,, = w = 0. (2.79)

Vale dizer que, apesar das condicoes de contorno terem sido apresentadas de
forma especifica, onde os valores prescritos foram considerados iguais a zero, o caso
geral, no qual valores diferentes de zero sao impostos as varidveis com valores co-

nhecidos, nao descaracteriza as condicoes de contorno apresentadas.
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Capitulo 3
Aproximacao de Funcoes

O desenvolvimento de um método sem malha tem inicio na escolha do processo de
aproximacao das variaveis do problema. Tal processo deve possibilitar a aproximacao
satisfatoria da variavel de interesse em um ponto, a partir de um conjunto de pontos
desconexos nos quais a variavel é, a principio, previamente conhecida. O processo
de aproximacao pode exigir que a fungao aproximadora interpole a funcao dada nos
pontos previamente conhecidos, sendo que, neste caso, o processo de aproximacao
se torna um processo de interpolacao.

A funcao de aproximacao deve ser estavel, objetivando a producao de solucoes es-
taveis. Caso um conjunto de funcoes aproximadoras seja utilizado simultaneamente,
tais funcoes devem ser linearmente independentes para formacao de uma base nodal

consistente [36].

3.1 Interpolacao Usando Funcoes de Base Radial

Este processo de interpolacao utiliza funcoes positivas, onde a variavel independente
é a distancia Euclidiana entre o ponto de interesse e os demais pontos onde a variavel
é conhecida. O ponto de interesse também é denominado de ponto base e os pontos
nos quais a variavel é conhecida sao denominados pontos campo.

A quantidade de FBR disponiveis para a aplicacao do processo de interpolacao
é vasta, sendo comum o uso das fun¢oes multiquadrica, gaussiana, thin-plate spline,
quadratica inversa, ctibica e muitas outras |37, [38].

Seja f(xz) a solucao proposta, supostamente proxima da solucao exata de um
problema qualquer f(x;). A solugdo propositiva deve ser escrita em fungio da dis-
tancia Euclidiana e de, no minimo, um parametro para ajuste da solucao. Desta

forma,

flz:) = Zr(fffiaxj)aj (3.1)

J=1
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onde 7(z;,z;) ¢ uma FBR conhecida, x; é o ponto base e z; é o ponto campo, «;
sao parametros a determinar e N é a quantidade de pontos desconexos utilizados
para aproximar a variavel f no ponto x;.

Apesar de existirem diversas FBR, de acordo com LIU e GU [39], apenas quatro
sao amplamente empregadas no processo de interpolacao, sendo elas: a funcao multi-
quadrica; a funcao Gaussiana; a funcao thin plate spline e a fungao de base radial
logaritmica. De maneira geral, uma FBR esta associada a um ou mais parametros
de forma, os quais precisam ser previamente determinados a fim de obter funcoes
de interpolacao com desempenho satisfatorio.

As caracteristicas das FBR foram objetos de estudos em varios trabalhos, ca-
bendo destacar [40H42]. XIA et al. [I5] utilizaram a fun¢do multi-quadrica na
obtencao das funcoes de interpolacao para aplicacao do MLPG, produzindo bons

resultados. Desta forma, neste trabalho utiliza-se a funcao multi-quadrica dada por:

r(z, ;) = (R*(xy, x;) + (acd.)*)? (3.2)

onde q e a. sao parametros de forma, d. é um comprimento caracteristico correla-
cionado com o espacamento nodal dentro do subdominio local do ponto de interesse
e R é a distancia euclidiana entre o ponto base e o ponto campo.

De acordo com WANG e LIU [43] 44], o parametro ¢ = 0.98 ou ¢ = 1.03 produz
bons resultados para anéalise de problemas bidimensionais em mecéanica dos sélidos
ou fluidos.

Para determinacao dos coeficientes a é necessario um total de, no minimo, N
equacoes linearmente independentes para montagem do sistema. Desta forma, im-
pondo como condicao de interpolagao que o valor de f(xl) seja igual ao valor da

variavel conhecida em z;, tem-se:

N
fla) = fla) = r(wiz;)ay (3.3)
j=1
onde f(z;) representa o valor previamente conhecido de f no ponto ;.
Escrevendo a Equacao (3.3]) para todos os N pontos campo, obtém-se um sistema

de equacoes lineares que possibilita a determinacao de todos parametros a. Assim:

r(xy,x1) (g, ms) - r(r, ) a Ji(:cll)
r(wg, 1) r(22,72) - 7T(T2,7N) az | f(f:”i) (3.4)
r(zn,x1) r(zn,x2) -+ (TN, TN) ay f(al)

onde f(z7) representa o valor prescrito da variavel f no j-ésimo ponto do subdominio

27



do ponto z;.

A Equacao (3.4]) pode ser apresentada na forma compacta:

onde Rg é a matriz de momento da FBR, a é o vetor que contém os parametros
a se determinar e f,, ¢ o vetor que contém o valor da variavel f prescrita em todos
os pontos que pertencem ao subdominio do ponto z;.
O vetor a é determinado pré-multiplicando ambos os lados da Equacao por
Ry ', logo:

a=Ry'f,,. (3.6)

A determinacdo do parametro o permite a obtencao da variavel f em um ponto
qualquer x,, a partir do vetor r(z,) escrito a partir dos pontos z;, onde j =1,--- , N.

Para utilizagao do processo de interpolagao em um método sem malha, é con-
veniente escrever a variavel interpolada em funcao dos valores nodais da propria
varidvel. Assim, substituindo a Equacao (3.6) na Equagao (3.1]), obtém-se:

fz:) =" (2;) (Ro™'fs,) (3.7)
onde r(z;) é o vetor que contém os coeficientes da funcao de base radial do ponto
Zi.

A Equacao (3.7) pode ser reescrita na forma:
fla:) = oL T, (3.8)
ou ainda,

Fla) =" o) f(ad) (3.9)

j=1

onde ¢;(z;) é 0 j-ésimo termo da funcdo de aproximacao do ponto z; e ¢, ¢ definida
como sendo a funcao de aproximacao da variavel de interesse no ponto x; e é dada
por:

ol =1"(z;)Ro " (3.10)

Uma caracteristica interessante deste método é a possibilidade da aplicagao de
forma local, ou seja, este processo pode ser utilizado satisfatoriamente para interpo-
lar funcoes que apresentem caracteristicas locais acentuadas. Para tanto, a Equacao
deve ser utilizada em um subdominio local contendo os pontos campo que

representem adequadamente as caracteristicas locais do problema.
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Devido ao fato de a FBR escolhida neste método ser sempre positiva definida,
a matriz Rg é consequentemente nao singular e as funcoes de aproximacgao obtidas
sao linearmente independentes. Por outro lado, este tipo de interpolagao nao possui
consisténcia, ou seja, ainda que o método apresente convergéncia com aumento do
numero de pontos, ele nao é capaz de reproduzir uma funcao constante.

As derivadas parciais da variavel u sao obtidas da seguinte forma:

af

0Xy "

ax, ") = ax,

124

(3.11)

3.2 Interpolacao Usando Funcoes de Base Radial

com Termos Polinomiais

Para dar consisténcia ao processo de interpolacao com FBR, termos polinomiais
podem ser adicionados a base de modo a se obter a consisténcia desejada. Desta

forma, a expressao para interpolar a variavel f no ponto x; pode ser escrita como:

f(xz) :Zr(xivxj)aj+zpj (Z‘Z)ﬁj i=1-- N (3'12)

onde p;(z;) representa uma base polinomial completa com M termos correlacio-
nados ao ponto x; e [3; sao parametros a serem determinados em decorréncia da
consideracao da base polinomial.

Em geral, a base polinomial é constituida de monoémios e, para o caso bidimen-

sional ¢ dada por:

Base linear: pl = (1, X1, Xy)
Base quadrética: pl = (1, X1, X0, X2, X1 Xy, X3)
Base cubica: p’ = (17X1,Xz;X12>X1X2,X22aXfaX12X2,X1X22>X§>

De acordo com [39], a base monomial pode ser obtida de maneira genérica através
do triangulo de Pascal, conforme apresentado na Figura |3.1]

Devido a inclusao dos parametros 3;, torna-se necessario a definicao de M novas
equacoes para possibilitar a solucao do problema. Uma alternativa é utilizar a
base monomial para impor a obtencao de um sistema linearmente independente,

garantindo a unicidade da solucao. Para isto, deve-se ter:

N

k=1

ou ainda, matricialmente:

Pla =0 (3.14)
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X, Xs
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X? X1X, X2
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X+ XX, X2X2 X, X3

X5

Figura 3.1: Tridngulo de Pascal para obtencao dos mondmios - caso bidimensional

onde P é matriz de momento polinomial.

As Equagoes (3.12)) e (3.14) podem ser agrupadas em uma tnica expressao:

Bl e

Ainda que, novas equacoes tenham sido consideradas na formacgao do sistema de

Ry P
PT 0

equacoes, ¢ importante ressaltar que a solucao do sistema s6 é possivel para o caso
em que N > M.
Resta agora a imposi¢ao do processo de interpolagao. Para isto, sao utilizados

N pontos nos quais a variavel f é conhecida, ou seja:

fa)y=f@=)  j=1,---,N (3.16)

onde f(z]) é o valor aproximado da variavel f no j-ésimo ponto do subdominio do
ponto x;.

A equacao pode ser reescrita da seguinte forma:

G5} e

Definido o sistema de Equagoes (3.17)), os parametros a e 3 podem ser determi-

nados. Uma vez determinado o valor de a e 3, pode-se obter o valor aproximado da

Ry P
PT 0

variavel f em um ponto z, qualquer através da Equagao apenas utilizando-se
dos valores r(z,) e p(z,)-

Conforme ja mencionado, para aplicacao do processo de aproximacao em um
método sem malha, é conveniente utilizar tal processo escrevendo a variavel de
interesse em funcao dos valores nodais da propria varidvel. Para isto, o parametro
a ¢ isolado na primeira equacao do sistema de Equacoes e substituido na
segunda equagdo do mesmo sistema ([3.17)), produzindo:
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P'R,'f,, — P'R,'PB = 0. (3.18)

A partir da Equagao (3.18)), pode-se escrever 3 em func¢ao dos valores nodais da

variavel interpolada. Assim:

8= [P"R;'P]  PTR;'L, (3.19)
ou ainda,
B = pst,, (3.20)
onde:
¢s = [PTR;'P] ' PTR;. (3.21)

Para obtencao do parametro o em funcao dos valores nodais da variavel inter-

polada, substitui-se o parametro B obtido na Equagao (3.20) na Equacao (3.17]).

Assim:
a=Ry'f, — Ry Pyt (3.22)
ou ainda,
a=p.f, (3.23)
onde:
¢, =Ry —Rg'Pyy. (3.24)

Por fim, substituindo as Equagoes (3.20) e (3.23) na Equagao (3.12)), tem-se a

varidvel aproximada escrita em funcao de seus valores nodais:

fla:) =[x (z:)pq + P (z:)pp) Fur- (3.25)

A Equagao (3.25), apresentada para o ponto x;, pode ser aplicada a um ponto
x4 qualquer, contido no dominio de z;, representado pelos N pontos utilizados para
obtencao de Ry e P. Desta forma, a Equacao (3.25)) pode ser reescrita na forma:

f(zq) = Qomqfxi (3.26)

onde ¢, ¢a funcao de aproximagao do ponto z, e é dada por,

Pu, =T (29)p0 + P (T4) s (3.27)

e o vetor r’(z,) ¢ obtido considerando-se os mesmos N pontos contidos no subdo-
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minio do ponto x;.

Este processo de interpolagao, que adiciona termos polinomiais as funcoes de
base radial, apresenta as mesmas caracteristicas da interpolagao utilizando apenas
FBR, ou seja, também pode ser aplicado para aproximar fungdes com caracteristicas
locais acentuadas. A diferenca entre os métodos estd na consisténcia dada pela
utilizacao da base monomial, sendo que, ao se utilizar uma base monomial de ordem
k, a consisténcia das funcoes de interpolacdo obtidas sera C*, ou seja, a k-ésima
derivada das funcoes de interpolagao serao continuas.

As derivadas parciais da variavel aproximada sao obtidas pela diferenciacao di-
reta da Equagao , sendo dadas por:

of orT op’ -
() = | — (z;) . + —— (x;) ©a]| fs.. 2
0X}, (:) 00X}, (7:) P 0X}, (:) | (3.28)

3.3 Aproximacao com o Método dos Minimos Qua-

drados Moveis

O método dos Minimos Quadrados Moveis aproxima a variavel de interesse consi-
derando um subdominio local, contido no dominio do problema. O método consiste
em minimizar o residuo quadratico ponderado gerado pela fungao aproximada em
cada subdominio local, justificando assim sua denominacao.

Seja uma fun¢do f(z) vélida no dominio €, representado por uma nuvem de
pontos. A partir de um ponto x; pode-se constituir um subdominio local {2, contendo
N pontos, no qual a funcio f(x) é valida e definida suficientemente proxima de f(z),

dada por:

flz) = ij(x)aj () (3.29)

onde p;(x) é uma base polinomial contendo M termos e a;(x) sao parametros a
determinar validos no subdominio local {2, do ponto x; para aproximacao da varidvel
no ponto x. Em geral, a base polinomial ¢ a mesma utilizada na Equagao (3.12)) e

a quantidade de termos que compoem a base é dada por:

Ly + D)l +2) oo (b + 2m)
Zm!

M = (3.30)

onde z,, é a dimensao do problema abordado e [,, ¢ a ordem do maior termo mono-
mial, desde que [,, > 0.
Para aproximacao da variavel no ponto x;, o residuo quadratico ponderado acu-

mulado J, no subdominio local de z;, proveniente da solucao aproximada é dado
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por:

I = wyle ) [F @)~ F)] (331)

onde wy,(z;,z;) é a funcdo peso do erro quadratico, centrada no ponto de interesse
x; e avaliada em z;, N é a quantidade de pontos que pertencem ao subdominio local
do ponto z; e f(xf) representa a variavel f no j-ésimo ponto do subdominio local
do ponto x;. Os simbolos ~ e =, sobre uma variavel, indicam valores aproxima-
dos e valores prescritos, respectivamente. A interpretacao geométrica do método é

apresentada na Figura [3.2]
— u(x)

T

- W
| | e | | I
X4 X7 X X4 Xy X3
suporte local

Figura 3.2: Interpretacao geométrica do MLS

Substituindo a Equacao (3.29) na Equagao (3.31)), obtém-se:

J(z;) = pr(l”u ;) [Zpk(ﬂfg)ak(ﬂ%) - f(fﬁg)] (3.32)

onde py(z]) é o k-ésimo termo da base monomial do j-ésimo ponto do subdominio
local do ponto z;.

A Equagao (3.32) pode ser escrita matricialmente da seguinte forma:

J(x;) = [(Pam) — %) W, (Pa(z;) — fxi)] (3.33)
onde
p(x;)  pa)) par(})
p_ pi(z;) pz(:xi) pr:vz) | (3.34)
pr(z)) pa(z)) pu(z))



W(l‘i) - ’ w<x“$?) ) (335)
0 0 w(z;, o)
i =(Fah Fa) - @) (3.36)

al(z;) = ( ar(z;) as(x;) - an(x;) ) : (3.37)

Na Equacao (3.32)) o parametro a;(x) ¢é livre para assumir qualquer valor. Desta
forma, o residuo é minimizado em relacao a tal parametro a fim de garantir que a
solucgéo f(x) seja proxima de f(z). Assim,

g(xz) =2P W(xi)Pa(a:i) — 2P V‘/.(g[;l)fm2 (338)
Logo:
P'W ., Pa(z;) — P"W,,f,, = 0. (3.39)

i

A Equacao (3.39) pode ser escrita na forma:

A(z)a(z;) — B(x;)f,, =0 (3.40)

onde as matrizes A(z) e B(z) sdo escritas como:

A(z;) = B(x;)P (3.41)

B(z;) = PTW,, (3.42)
sendo a matriz A(z;) simétrica (M x M) e B(x;) uma matriz (M x N). Cabe
ressaltar que o sistema formado pela Equagao ({3.40) exige que N > M para que a
matriz A(z;) ndo seja singular.

Pré-multiplicando a Equacdo (3.40) por A~'(z;), pode-se obter o parametro
a(z;):

a(z;) = A7 (2:)B(z)f, (3.43)

it

Com a intencao de escrever a varidvel aproximada f (z;) em fungao dos valores
nodais de f, substitui-se a Equacao (3.43) na Equacdo (3.29)), produzindo:

flxi) = p" (2:) A7 (25) By, (3.44)

34



ou ainda:

f(@) = ¢, fa, (3.45)

onde:
@, =P (2) A (2,)B(z,). (3.46)

A funcio ¢, ¢ uma matriz coluna (N x 1) e é definida como sendo a fungao de
aproximacao do ponto z;.

As derivadas parciais da funcao de aproximacao sao dadas por:

HA!
e
E=1,2.

(2)B(z,) +pT<xi>A-1§—;<xi>

de,  OpT

= () A7 (2)B(x; T (x;

Tt = (@) AT @)B(z) + ' ()

(3.47)

As derivadas parciais de p(z;) sdo obtidas diretamente da base polinomial ado-

tada. J& as derivadas parciais de B sao dadas por:

0B oPT OW (5

——(2) = =W, + PT—2 k=12 3.48

an(fﬂ) ax, Ve P e (3.48)

No entanto, cabe observar que a matriz P ¢ construida em funcao das coorde-

nadas dos pontos que compoem o subdominio local, ou seja, uma vez definido o

subdominio local, a matriz P permanece invariavel. Assim:

oP
— =0 k=1,2. 3.49
Logo:
0B 8W(m)
— () =PT—2 k=12 3.50
X, (w:) e (3.50)

A funcao peso w(x;, x;), apesar de ser avaliada sempre nos mesmos pontos (z;),
pode ter o seu centro x; variando, caso se queira aproximar a variavel f em um
ponto z, qualquer, sendo z, um ponto valido para o subdominio {2g. Desta forma,

as derivadas parciais da matriz W, sao escritas:

%(xi,x}) 0 0
— = k=1,2. (3.51)
0X : : : ’
0 0 ;T“’k(xi,va)

As derivadas parciais da matriz A~!(x;) pode ser obtida a partir da seguinte
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equacao:

0 U -
ox, A@)AT @) =0 k=12 (3.52)
Logo:
OA~! . oA B -
ox, (m) = AT @) g @) AT @) k=12 (3.53)

As derivadas da matriz A(x;) sdo obtidas diretamente da Equagao (3.41)):

0A 0B

X, (x;) X, (z;)P k=1,2 (3.54)
ou ainda: 5 9
oA )= prp k=1,2. .
00X}, (xz) 00X}, ’ (3 55)

A func¢ao de aproximagao pode ser obtida sem a inversao direta da matriz A (x;).
Para isto, considerando a Equagdo (3.46]), a funcdo de aproximagao é escrita na

forma:

P., = c(z;)B(x;) (3.56)

onde
c(z;) = p’ () A (). (3.57)

Pos-multiplicando a Equacao (3.57) pela matriz simétrica A(x;), obtém-se:

c(z)A(z) = p’ (). (3.58)

Aplicando a transposta na Equacao (3.58)), chega-se ao seguinte sistema de equa-

coes lineares:

A(x;)e(z;) = p(x;). (3.59)

Uma vez determinada a variavel c(z;), basta multiplica-la pela matriz B(z;) para
obtengao da fungao de aproximagao ¢, , conforme Equagao (3.56).

A escolha da funcao peso é arbitraria, desde que respeitados alguns requisitos,
conforme apresentado em [45]. Em geral, no MSL utiliza-se a fun¢do Gaussiana ou
spline, sendo que, de acordo com [39], o uso da fun¢ao spline no MLS conduz a
melhores resultados na formulacao do MLPG. Desta forma, neste trabalho utiliza-se

a spline de quarta ordem, apresentada na Figura [3.3|e dada por:
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onde d,, é o raio do subdominio local e:

R(wi, ;) = \/(Xl(xi) = Xi(2)))” + (Xo(:) — wa(ay))” (3.61)

-1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 3.3: Funcao de ponderagao - Spline de quarta ordem

A derivada da spline de quarta ordem é apresentada na Figura e dada por:

ow 12(X4(x;) — Xi(;)) R(z;,7;) [R(z;,1;)]°
a—Xk(xi,xj)Z é 7] i {—1+2 —[ }}

k=1,2. (3.62)
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-1 -0.75 -0.5

Figura 3.4: Derivada da funcao de ponderacao - Spline de quarta ordem
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Capitulo 4

Método Local Sem Malha

Petrov-Galerkin

O MLPG ¢ desenvolvido sobre a forma fraca das equacoes diferenciais de equili-
brio do problema de flexao de placas. Para obtencao da forma fraca das equacoes
diferenciais utiliza-se o método dos residuos ponderados, ou seja, uma funcao é utili-
zada para ponderar o residuo oriundo da solugao propositiva aproximada da equacao
diferencial sobre o dominio considerado.

Em alguns processos de aproximacao discreta da variavel de interesse utiliza-se
o critério de minimizacao de residuo, ou seja, uma funcao peso também precisa ser
considerada no processo de obtencao das funcoes de aproximacao. Para facilitar
a compreensao, neste trabalho emprega-se as seguintes definicoes para as funcoes

utilizadas:

e Funcao de Aproximacao
Funcao usada para aproximar uma varidvel de maneira discreta. Pode ser
obtida a partir do RPIM, RPIM acoplado com polinémios, MLS e outros.

e Funcgao Peso
Funcao que pondera residuo no processo de obtencao das fungoes de aproxi-
magao.

e Funcao de Ponderacao

Funcao utilizada no método dos residuos ponderados sobre as equacoes de
equilibrio do problema. E a funcao que pondera, sobre um dominio ou contorno

definido, o residuo produzido pela solucao aproximada do problema.

O conceito geral do MLPG foi apresentado por SHEN [7], no qual cinco fun¢oes

de aproximacao e seis fungoes de ponderacao sao trabalhadas para analisar o método.
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Os autores definem diferentes tipos de MLPG de acordo com a funcao de ponderacgao

utilizada, ou seja, seis variantes do MLPG sao apresentadas, sendo elas:

e MLPG-1

A funcao de aproximacao é obtida através do método dos minimos quadrados

moveis e a funcao de ponderacao ¢ igual a funcao peso.

e MLPG-2

A funcao de ponderagao é a funcao delta de Dirac, resultando em um método de
colocacao direta. Nesta variante, a forma enfraquecida da equacao diferencial

exige a derivada segunda da funcao de aproximacao.

e MLPG-3

Esta variante é na verdade um método de minimo quadrado discreto, ou seja,
a solucao do problema é obtida através da minimizacao do erro quadratico
da equacao de governo em cada ponto utilizado para representar o problema.
Explicitamente, a funcao de ponderacao é o proprio residuo da equacao de

governo.

e MLPG-4

A solucao fundamental da equacao diferencial é utilizada como funcao de pon-
deracao. Tal solucao é modificada com o objetivo de anular todo e qualquer
contorno que nao apresente valor prescrito. Este método também é conhecido
como método local da equacao integral de contorno ou Local Boundary Integral
FEquation (LBIE).

e MLPG-5

A funcao de Heaviside é utilizada como funcao de ponderacao, isto é, constante
sobre todo o dominio no qual o erro é ponderado. De acordo com SHEN [7],
pelo fato de nao se trabalhar com integrais de dominio e nao se ter integrais
singulares na montagem da matriz de rigidez, a solucao é estavel, rapida e
precisa, sendo assim, uma alternativa simples e de menor custo computacional
frente ao MEF e ao MEC.

e MLPG-6

A funcao de ponderacao pertence ao mesmo espaco de fungoes da funcao de
aproximagao, ou seja, ¢ analogo ao método de Galerkin. Este MLPG ¢é pouco
explorado, pois segundo SHEN [7], esta variante produz um integrando muito

mais complexo que as demais.
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O MLPG é um método local devido ao fato de a forma fraca da equacao de
governo ser aplicada a um subdominio local (), sendo €}, inteiramente contido no
dominio €2 do problema.

Apesar das caracteristicas apresentadas para se definir o MLPG, muitas varia-
¢oes podem ser obtidas sem fugir da ideia geral do método. De acordo com ATLURI
e SHEN [46], se existirem N esquemas de aproximagcao, M diferentes fun¢oes de pon-
deracao, L diferentes formatos para o dominio da fungao de ponderacao, I diferentes
formatos para o dominio da funcao de aproximacao e J diferentes formatos para o
subdominio local, entdo (N x M x L x I x J) é o total de variagbes do MLPG que

podem ser desenvolvidas.

4.1 Forma Fraca Local

O problema de flexao de placas de Reissner consiste em encontrar uma solucao
para o sistema formado pelas Equacoes a (2.52), respeitando as condigoes
de contorno naturais e essenciais, dadas respectivamente pelas Equacoes e
. O referido sistema é formado pela forma forte das equacoes diferenciais,
ou seja, a solucao do problema deve satisfazer tais equacoes e forcar as condicoes
de continuidade para qualquer ponto da placa. Por outro lado, as equacoes que
governam o problema podem ser trabalhadas em sua forma fraca, o que significa
constituir novas equacoes integrais sobre o dominio e contorno da placa, de tal
modo que, a solucao satisfaca estas equacoes com alguma tolerancia. Pode-se dizer
que a forma fraca forca as condi¢oes de continuidade em um sentido médio, ou
seja, a solucao da forma forte também é solucao da forma fraca, porém a afirmacao
contriria nem sempre é correta. A solucao da forma fraca também é chamada de
solucdo generalizada [47).

O desenvolvimento algébrico apresentado neste trabalho é analogo ao apresen-
tado em [I5], no qual os autores desenvolvem a forma fraca para o problema de
flexao de placas considerando a teoria de Mindlin.

Aplicando o método dos residuos ponderados na Equacao em um subdo-

minio local {2, obtém-se:

Qq
onde Wy é a fungao de ponderagao do né I e o dominio 2 deve ser totalmente coberto
pelos subdominios (2, permitindo-se sobreposicao.
Cabe observar que, uma vez determinado o campo de esforcos que satisfaca
a Bquagao (2.12)), tem-se a Equagao atendida simultaneamente. Do mesmo

modo, independentemente do valor da funcao w, caso se determine um campo de
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esfor¢os que satisfaca a Equagao (4.1), entdo o campo determinado é solucao da
Equacao (2.12)).
Aplicando a integragao por partes na Equacao (4.1)), obtém-se:

/ Wi ; M;dS2 —/ WiM;jn,;dl +/ WiQdQ2 =0 i,j=1,2. (4.2)
Qq Fq Qq

De maneira anédloga, a Equagao (2.11) produz:

Wr(Qii+g)d2=0 i=1,2. (4.3)

Qq

Aplicando a integragao por partes na Equagao (4.3)):

/ Wr,:Q:d) — WiQin; — / WigdQd =0 i=1,2. (4.4)
Q Q,

Fq
Nas Equacoes (4.2) e (4.4), o contorno do subdominio 2, é composto por con-

torno interno I'y;, contorno externo com deslocamentos generalizados prescritos I'y,

e contorno externo com esforcos generalizados prescritos I'y;. Equacionando tem-se:

Fq = Fqi U Fqu U th
th == Fq N Ft

onde I', representa o contorno da placa com deslocamento prescrito e I'; representa
o contorno da placa com forca prescrita. Para facilitar a compreensao, a composicao

dos diferentes tipos de contorno ¢ apresentada na Figura [4.1]

borda

I | com
forca
prescrita

I'u
borda com deslocamento prescrito

Figura 4.1: Composicao de cada tipo de contorno para integracao

A consideracao de subdominios nos quais nao sao conhecidas as condicoes de
contorno em I'y; dificulta muito o uso das Equacgoes (4.2) e (4.4). Sendo assim, no
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sentido de viabilizar o uso de tais equacgoes, a funcao de ponderacao W; deve ser
deliberadamente escolhida de forma a apresentar valor nulo em I'y;, fazendo a integral
sobre o contorno I'y; desaparecer. Logo,expandindo o contorno I'; as Equagoes
e assumem a forma:

/ W[J’Mide — / WIMijnde — / WIMZ-jnde —+ / W[QldQ =0 (46)
Qq Lyu | Qq

WI,iQidQ - WiQin;dl' — WIQinidF -

Qq Fqu, th Qq

Vale destacar que diversas func¢oes de ponderacao podem ser escolhidas com
a caracteristica de possuir valor nulo em I'j;, contudo a funcao definida para W;
também deve ser avaliada através da distancia euclidiana entre o ponto de integragao
e o ponto que da origem a €2,.

As Equacoes e sao avaliadas em todos os pontos utilizados para re-

presentar o problema e, convenientemente é apresentada em sua forma matricial:

V?[O'fdQ + / VZ}O’SdQ — W?nfO'de — W?nf&fdf‘—l—
Qq Qq Fqu th
(4.8)
— / Win,odl' — [ Win,G.dl — / WigdQ) =0
Fqu th Qq
onde
a0 0
T1
V=] 0 51 : (4.9)
oW oWy
Oz o1
w, o0 9%
V= dz1 | (4.10)
[ 0 Wi Gt ]
ny 0 ng
ng=1,0 ny nm |, (4.11)
0 0 O
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n,=|0 0 |, (4.12)
ny nNo

Wr 0 0
W;=| 0 W, 0 [, (4.13)

0o 0 W;
O'Z; = |: Mll M22 M12 ] 5 (414)
oy = [ Q1 Q2 } ) (4.15)

(&

g =|g00] (4.16)

A Equacao (4.8)) ¢ denominada de forma fraca das equagoes diferenciais de equi-

librio (2.11)) e (2.12]).

4.2 Sistema de Equacoes Discretizado

Para se obter o sistema de equacoes discretizado, o dominio 2 e o contorno I' do
problema sao representados por uma nuvem de pontos desconexos. A distribuicao
dos pontos deve ser feita objetivando uma descricao detalhada do problema, ou
seja, regioes com uma quantidade maior de detalhes devem possuir mais pontos de
discretizacao.

Para cada ponto utilizado para representar o problema, tem-se associado um
subdominio {2, e uma determinada quantidade de pontos de vizinhanca, que também
devem ser capazes de reproduzir as caracteristicas do problema, porém de forma

local.
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A discretizacao do problema implica em representar os deslocamentos generaliza-
dos através de valores nodais, tornando-se necesséria a aproximacao destas variaveis.
Contudo, no desenvolvimento do processo de aproximacao os valores nodais sao su-
postamente conhecidos, o que nao condiz com o problema em anélise no momento.
Desta forma, o valor propositivo supostamente proximo da resposta que se deseja
atingir, serd escrito em funcao de valores ficticios. Assim, para um ponto z, qual-

quer, pode-se escrever:

(z,) = B, (117)
ou ainda:
Q}l(xq)
U(zg) = ¢2(zy) ¢ =
w(z,)
( gz}l(xé) 3
P2 (2g)
o1(zq) 0 on(Tq) 0 21)(517;)
= Sol(xQ) 0 SON(xq)
0 el 0 ene) | | duia)
da(z)))
| w(@y)

(4.18)

onde G(z,) ¢ o valor aproximado da varidvel u no ponto x,, ¢;(z,) ¢ o i-ésimo
termo da funcao de aproximacao do ponto x4, N é o nimero de pontos que compoem
o subdominio local de z, e ¢; (), gzgg(xf]) e (x]) sao os deslocamentos generalizados
ficticios no j-ésimo ponto do subdominio local de z,.

Caso a funcao de aproximacao utilizada na Equagao seja uma funcao in-
terpoladora, os valores ficticios se confundem com os valores aproximados do proprio
no, devido a propriedade do delta de Kronecker da funcao interpoladora.

A forma fraca das equagoes de equilibrio deve ser escrita de modo que os deslo-
camentos generalizados sejam as tinicas incognitas envolvidas. Para isto, as relacoes
entre esforcos e deslocamentos, dadas pelas Equacoes e (2.67), sao reapresen-

tadas na forma:

Uf:Df€f+R (419)
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o, = D.e, (4.20)
sendo:
1 v 0
D;=D|v 1 0 |. (4.21)
1—v
00 ==
R
_ DI
D.=D| " (4.22)
12(1+0)
e
R-¢{ ot ¢, (4.23)
0
o1
ox1
€ = oo : (4.24)
861 |, 00
ey T omr
dw
=4 N On 4 (4.25)
b2+ For

Definindo-se os operadores matriciais B e B, dados respectivamente por:

e

& 0 0
Br=| 0 Z 0 (4.26)
0 0
| 905 a7 O
e _
0
_ oz
B, = Ak (4.27)
0z

As Equagoes (4.24) e (4.25) sao reescritas:
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0
oz
Gf = 0
_0_
Oxo

10
€, =
0 1

0 0
9
905 U
9
e U
0
o1
9
Oxo

b1
P2

w

b1
2

w

(4.28)

(4.29)

Deve-se destacar que os deslocamentos nas Equacgoes (4.28) e (4.29)), sdo na
verdade os deslocamentos aproximados que se deseja determinar com a solucao do
problema. Sendo assim, tais deslocamentos também precisam ser escritos em funcao

dos valores nodais ficticios da propria varidvel, ou seja, para um ponto z, qualquer:

pi(w) 0 0 di(wh) ]
0 o1(z4) 0 (z})
% 0 0 0 wi(zg) w(zy)
€f(z,) = 0 aixg : : (4.30)
8)8(2 a)aq on(Tq) 0 0 le(ffév)
0 SON(xq) QBZ(J:QV)
0 0 en(zy) | | (=) |
B 9T ;A
e1(zq) 0 0 ¢ ()
0 ©1(7q) 0 Ba(x})
— 0 el ||t
€s(zq) = [0 ) ﬁ] : : : (4.31)
e d on(zy) 0 0 o1 ()
0 pnle) Bo(a)
| 0 o (q) 1 w(xév) J
Ou simplesmente:
erw,) = By, i, (432)
e
€5(7q) = By, Uy, (4.33)

Substituindo as deformagoes especificas dadas pelas Equacoes (4.32) e (4.33) nas
Equagoes (4.19) e (4.20]) obtém-se:
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O'f(ZL'q) = Df%fgaxqﬁmq + R (434)

os(r,) = DB, Uy, (4.35)
Com a substitui¢do das Equagoes (4.34) e (4.35) na Equacgao (4.8), chega-se a

forma fraca discretizada das equacoes diferenciais de equilibrio:

/ VDB pptud + / ViR + | VD B,pud0+
Qq Qq

Qq

- / Win:D 2B pidl — / WinRdl — / Win;adl'+ (4.36)
Fqu I th

qu
— [ WinDB,p0dl - [ Win,5.dl — / WTgdQ =0
Tqu Tgt Qq
onde o0 matriz ¢ e o vetor u estao escritos de forma generalizada.
Com o objetivo de se obter um sistema de equagoes lineares, a Equacao (4.36))

pode ser escrita na forma:

ki = f; (4.37)

onde 1; é um vetor que contém os deslocamentos nodais de todos os nés que foram
utilizados para aproximar as variaveis no subdominio de integracao do no6 I, k; é a

matriz de rigidez nodal relacionada ao campo do n6 I, dada por:

Qq Qq Fqu

(4.38)
— / Win,D,B pdl
Tqu

e f; é o vetor de cargas nodal relacionado ao campo do n6 I, dado por:

fr = / Vi RdAQ - / WinRdl — / Win& dl+
fa Fo Fat . (4.39)
— | WTn&.dl — /Q WTgd(

Ty
Escrevendo-se a Equacao (4.36]) para todos os pontos que compdem o dominio e
contorno do problema, forma-se um novo sistema de equagoes envolvendo os deslo-

camentos de todos os pontos. Este sistema pode ser apresentado, de forma analoga

a Equacao (4.37)), ou seja:

48



K snyx3np) Uang 1) = Fanpxi) (4.40)

onde N representa o ntmero total de pontos utilizados para discretizar o problema.

A Equacao (4.40) representa o sistema global de equagtes do MLPG para o pro-
blema de flexao de placas de Reissner. A solucao deste sistema permite a obtencao
de U e, consequentemente de 1 de qualquer ponto, possibilitando a determinacao
aproximada dos deslocamentos t1 em qualquer ponto do dominio ou contorno do

problema através da aplicacao da Equacao (4.17)).

4.3 Imposicao das Condicoes de Contorno Essenci-
ais

No processo de obtencao da forma fraca das equacgoes de equilibrio, as condicoes
de contorno de Neumann surgem naturalmente na formulacao e desta forma, tais
condicoes sao chamadas de condicoes de contorno naturais. Por outro lado, as
condicoes de contorno de Dirichlet permanecem ausentes no desenvolvimento da
forma fraca, necessitando assim, de tratamento adicional. As condi¢des de contorno

de Dirichlet também sao conhecidas por condicoes de contorno essenciais.

4.3.1 Meétodo da Interpolacao Direta

No MLPG o sistema de equacgoes é construido n6é por né, ou seja, para o problema
de placas, cada conjunto de trés linhas da matriz global de rigidez representa a con-
tribuicao de apenas um no, sendo uma linha relativa a cada deslocamento. Esta
caracteristica do MLPG permite que a funcao de aproximacao seja utilizada direta-
mente na matriz de rigidez global, e que o vetor de forcas nodais seja modificado para
atender ao valor prescrito. Este método é conhecido como método da interpolacao
direta.

Para impor as condicoes de contorno essenciais, considere o né x; com as trés

condicoes de contorno essenciais prescritas, ou seja:

&1(3%)
u(e;) = (z;) = ¢ do(wi) o (4.41)

w(;)
Sendo a variavel u previamente conhecida no n6 x;, deseja-se agora que a solucao
propositiva aproximada seja igual ao valor de ti(z;), de modo que os valores prescritos

sejam escritos através da Equagao (4.2) em funcdo de valores nodais ficticios da
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propria variavel dos pontos de vizinhanca que pertencem ao subdominio do ponto

x;. Logo,
le(ffz)
¢2($z‘) =
w(;)
SN \
o1 (x})
P2(;)
©1(;) 0 onp(T;) 0 0 w(r})
= 0 () 0 onp(T;) 0 :
0 0 () 0 0 onp(Ti) 1 (z]P)
P2 (")
| @) |
(4.42)
ou simplesmente:
©p 0, = Fy . (4.43)

A Equacao possui exatamente a mesma forma e, oportunamente pode
ser utilizada para substituir a Equacao (4.37)) na montagem do sistema global de
equacoes lineares, impondo-se assim as condigoes de contorno de Dirichlet.

Generalizando, caso o n6 z; tenha apenas uma ou duas condigoes de contorno es-
senciais prescritas, a Equacao (4.43)) é utilizada de forma associada com a Equacao
([£.37). Assim, a Equagao é utilizada parcialmente, substituindo na Equa-
cao (4.37) uma quantidade de equacgoes equivalente ao ntimero de prescrigoes de
Dirichlet.

Conforme ja apresentado, a Equagao & composta por um conjunto de trés
equacoes, sendo a primeira relativa ao equilibrio de momentos na direcao X, a
segunda relativa ao equilibrio de momentos na direcao X5 e a terceira relativa ao
equilibrio de forcas na direcao X3. No caso da Equacao , também composta
por um conjunto de trés equacoes, a primeira equacao é relativa a prescricao da
rotacao ¢, a segunda equagao ¢é relativa a prescricao da rotacao ¢, e a terceira
equacao relativa a prescricao do deslocamento transversal w. Apesar de nao haver
limitacoes para associacao entre as Equacoes e ([(4.43), o critério de associacao
de tais equagoes deve ser tinico para todo o problema.

Neste trabalho, quando a rotagao ¢, for prescrita, a primeira equagao do conjunto
de Equacoes ¢ utilizada em substituicdo a primeira equacao do conjunto de
Equacoes . Caso a rotagao ¢y seja prescrita, a segunda equacao do conjunto
de Equagoes é utilizada em substituicao a segunda equacao do conjunto de
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Equacoes . Por fim, caso o deslocamento transversal w seja prescrito, a terceira
equacao do conjunto de Equacoes ¢ utilizada para substituir a terceira equacao
do conjunto de Equagoes (4.37).

Este processo de imposicao das condicoes de contorno essenciais nao afeta a
montagem da matriz de rigidez global e, caso ¢ seja uma funcao de interpolagao, ou
seja, possua a propriedade da funcao delta de Kronecker, o processo de imposicao

das condicoes de contorno essenciais se torna equivalente a técnica de zero e um.

4.3.2 Meétodo das Penalidades

A imposicao das condicoes de contorno essenciais pode ser feita através da aplicacao
do método dos residuos ponderados e incorporada a formulacao apds a obtencao da
forma fraca das equacoes diferenciais de equilibrio.

Considere a solucao propositiva u suficientemente proxima dos valores prescritos

1 para o n6 I. Assim:

(1) = a(l). (4.44)

Aplicando o método dos residuos ponderados na Equacao (4.44)):

/ (@(I) — a(I)) Wrdl' = 0 (4.45)

ou ainda:
/ (&i(f) . ggi(l)) Wi dl =0 i=1,2 (4.46)
/ (@(I) — (1)) Wydl = 0 (4.47)

onde W; é a funcao de ponderacao centrada no n6 I e I'y, é o trecho do contorno
com deslocamento prescrito.

As Equacoes e podem ser somadas na Equacao (4.36)) produzindo
um novo conjunto de equacgoes, no qual as condicoes de contorno de Dirichlet es-
tao impostas. Contudo, esta operacao pode acarretar em violacao das restri¢oes
individuais das Equacdes (4.46), (£.47), e (£.3). A fim de contornar este pro-
blema, um ntimero muito grande, denominado parametro de penalidade, é inserido
na Equacao para limitar a violacao das restricoes. Assim as Equacgoes

e (4.47) sao reescritas:

ap/ (q?i _ &i) Wl =0  i=1,2 (4.48)
T

qu
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a / (@ — @) Wydl = 0 (4.49)

qu
sendo «,, o parametro de penalidade.

Costumeiramente, o parametro de penalidade ¢ adotado entre o, = 10® e o, =
10?2, Se o parametro de penalidade for muito pequeno, as restri¢oes das equacoes
utilizadas no método dos residuos ponderados podem ser violadas e, se o parametro
de penalidade for demasiadamente grande ocorre a degradacao dos resultados.

Para utilizacao das Equagoes e no MLPG deve-se escrever os des-

locamentos ¢; e @ em funcio dos valores ficticios nodais dos pontos do subdominio
local do no6 I. Assim, agrupando as Equagoes (4.48) e (4.49), obtém-se:

ei(I) 0 $1(1)
e1(1) do(I1)
Wy 0 0 0 0 wi(I) w(I')
ap/ 0 Wr o0 : : : : '+
Lo 0 Wil | en(D) 0 0 q%l(IN) (450
0  en(I) 0 Ga(IN)
0 0 on(n) | | @Y |

W; 0 0 o

(
—ay, / 0 W; 0 ¢o(I) pdl'=0.
el o wyl| | a()

A Equacao encontra-se na forma discretizada e pode ser adicionada a
Equacao para montagem do sistema local de equacdes, resultando na formu-
lacao do MLPG para o problema de flexao de placas com consideracao do método
das penalidades para imposi¢ao das condigoes de contorno essenciais. Com a inclu-
sao do método da penalidade, dois termos novos passam a compor o sistema local

de equacoes, sendo dados por:

- 9T
ei(I) 0
0 wi(l)
Wr 0 0 0 0 ©1(1)
kﬁp:ap/ 0 Wr 0 : ; ; dr (4.51)
Lo o Wi fenn 00
en(l) 0
i 0 SDN(])_
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Wy 0 0 o (1)
77 = —a, / 0 W; 0 ¢o(I) 3 dl (4.52)
felo o owy| | e

onde k;? ¢ a contribui¢do na matriz de rigidez local e f;” é a contribui¢do no vetor

de forcas nodais local, ambos devido & consideracao do método das penalidades.

4.4 Integracao Numérica

A avaliacao das integrais que compoem a formulacao do MLPG para o problema de

flexao de placas pode ser feita através da quadratura de Gauss-Legendre, na qual:

/_ fa)de =3 wif (@) (4.53)

onde n é o nimero de pontos de quadratura utilizados para avaliar a integral de
f(x), x; é a abscissa do ponto de quadratura e w; é a ponderacdo correlacionada ao
ponto de quadratura.

Vale destacar que, para utilizar o processo de quadratura de Gauss-Legendre,
o intervalo de integracao deve estar definido entre —1 e 1 e, para isto, pode-se
utilizar facilmente uma ou mais transformacoes de coordenadas sobre as integrais
que compoem as Equacoes e , dependendo da geometria do elemento

de integracao.

4.4.1 Geometria de Integracao

Para cada ponto utilizado na representacao do problema, deve-se definir um dominio
de integracao a fim de avaliar as Equacgoes e . Na aplicacao do MLPG
nao hé restricao quanto a forma do dominio de integragao, devendo apenas ocorrer a
cobertura de todo o dominio do problema, inclusive podendo haver sobreposi¢ao dos
dominios de integracao. Com relagao ao tamanho, apesar de nao haver restri¢coes
explicitas, o dominio de integracao nao deve ser demasiadamente grande, objeti-
vando preservar e valorizar a representacao das caracteristicas locais do problema.
A defini¢ao do tamanho do dominio de integracao, em geral é feita em fungao do es-
pacamento nodal. Desta forma, a medida que problema é melhor representado com
o aumento da quantidade de pontos de discretizacao, o subdominio de integracao
diminui, mantendo a enfatizacao do cardter local do método.

Seja um problema com dominio €2 e contorno I', representado por uma nuvem de
pontos qualquer. Por razoes de simplicidade, para cada ponto da nuvem é definido

um dominio de integracao circular centrado no proéprio ponto. Considere ainda

93



o ponto g com coordenadas (Xi(q), Xoe)), pertencente & nuvem de pontos, com
dominio de integracdo 27, e raio R, centrado em (X4, Xs(g)). De maneira geral,
o dominio €27, pode ocupar quatro posigoes distintas em €2 e ser subdividido em

setores circulares e triangulares conforme apresentado na Figura [4.2

Figura 4.2: Posicoes possiveis para o dominio de integragao

A parcela de €2;, que possui forma geométrica circular é tratada utilizando uma
transformagcao de coordenadas polares, sendo que, as coordenadas (X1, X5) de qual-

quer ponto dentro de 27, pode ser escrito em funcao de r e ¢ da seguinte forma:

X1 = Xjy(q) + rcost

(4.54)
Xy = Xy(q) + rsent
onde 0 <r < R,eth <0<0,.
O determinante da matriz jacobiana de transformacao é dado por:
X1 90X,
_| ar  Tae | _
|JT79| - 0Xo % =T (455)
or 90

A transformacgdo para coordenadas homogéneas (£,7), na qual as variaveis sao

limitadas ao intervalo [—1, 1], é dada por:

R
r=E+
0, 0, (4.56)
0=22(1—n)+ 21+
5 L=+ (1+mn)
O determinante da matriz jacobiana de transformacao é dado por:
or  or R
eyl = % % = Zq |(02 — 61)] - (4.57)
o¢  on

No caso das regioes triangulares, a transformacao de coordenadas é baseada
nas coordenadas dos vértices do triangulo. Tendo em vista que no dominio 2 as

regioes triangulares encontram-se dispostas de forma aleatoria, torna-se necessaria
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a utilizacao de uma transformacao de coordenadas 77 com o objetivo de se trabalhar

com uma regiao triangular padrao, conforme apresentado na Figura 4.3

Xz (X12),Xz2)) ‘A
. 2 (X, Xa) /_,I_L
o 1 e N
(K@), X)) =
X 0,0) rrrrrrm .
-_1_ (’)‘\||\||\||\|\|(1,D) -tl‘_

Figura 4.3: Padronizacao da regiao triangular

Para regularizagao da regiao triangular, considere as seguinte funcoes de forma

nodais:

Ni(p,A) =1—p—A
Na(p, A) = p (4.58)
N(p, A) = A
onde 0 < pu<le <AL
A partir da Equacgdo (4.58), as coordenadas (X, X3) de um ponto qualquer

dentro da regiao triangular podem ser escritas em funcao de p e A da seguinte

forma:

X1 = X1y N1 + Xy Vo + Xy N3

(4.59)
X2 = Xg(l)Nl + X2(2)N2 + Xg(q)Ng.
O determinante da matriz jacobiana de transformacao é dado por:
90Xy 90Xy
d 3
[Tual =] % on, | =24 (4.60)
op oA

sendo A a area do triangulo.

A transformagao para coordenadas homogéneas é dada por:

_(y_Ltm) (L+g

onde —1<¢<1le—-1<n<1.

O determinante da matriz jacobiana de transformacao é:
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op  Ou
J =] % on|__ 1-— — . 4.62
| 6,77‘ ‘ —gg‘ _6'892 4 ‘ ( 4 ) ( 4 ) ‘ ( )

A avaliacao das integrais de contorno ¢ feita aproveitando-se a geometria trian-
gular ja definida para as integrais de dominio. O contorno do problema é orientado
do n6 1 para o n6 2, conforme apresentado na Figura 4.4, Em outras palavras, o
contorno é orientado de forma que, ao percorré-lo, o dominio do problema perma-
neca sempre a esquerda do contorno e a normal ao contorno fique orientada para
fora do dominio. De forma geral, as integrais de contorno podem ser representadas
na forma:

Py

I= [ f(X1,X5)dS (4.63)

P
onde P; e P, representam, respectivamente o ponto inicial e final do contorno que

se deseja integrar e d.S é um elemento infinitesimal do contorno, dado por:

dS = \/dX? + dX2. (4.64)

“.‘.r‘lll‘lll‘IIIIIIIII‘III-‘I-\'T;}‘-\V

T
-—

X1

—

Figura 4.4: Orientacao do contorno na geometria triangular

Utilizando a transformacao de coordenadas dada pela Equacao e repre-
sentada pela Figura [4.3] o contorno a ser integrado passa a ser representado pela
aresta do triangulo que estéa sobre o eixo p, orientado da origem (0,0) para o ponto
(1,0). Nesta situacao tem-se A\ = d\ = 0 e as componentes dX; e dX, passam a ser

expressas por:

0X 0X
dXy = 8—1du + 8Al dA = (Xip2) — Xa))du
- (4.65)
Xy = X2, 9%y X — X))
2= pt gy 0 = e 2(1) ) O

A transformacao de coordenadas é resumida a:
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X1 =Xiy(1 —p) + Xy
Xo = Xoy(1 — p) + Xoypt.

Substituindo a Equagao (4.65)) na Equagao (4.64)), obtém-se o jacobiano da trans-
formacao:

(4.66)

dS = \/ Xl Xl(l) (XQ(Q) — XQ )Qd,u (467)

A mudanca para coordenadas homogéneas é dada por:

p=50+9 (4.68)

onde —1 <¢< 1.

O jacobiano da transformacao é obtido derivando-se a Equacao (4.68)):

= %df. (4.69)

Definidas todas as mudancas de coordenadas, a quadratura de Gauss-Legendre

pode ser escrita para cada regiao que compoe o dominio §27,:

e Integrais de Dominio

1 1
FOX0, Xa)dO2 — / / FIKAE ), KalE,m)] [Jeal dédn — (4.70)
Qs 1J-1

onde:

— Para setores circulares:

=+ 2 )
0
2

21+ 77)) (4.71)

Kl(ﬁﬂ?) = Xl(q) +

(14 €) cos (%

K2(5:77) = XQ(q) +

(N |§O O |Q:U

(14 &) sen (%(1—77)—1—

R2
| Jen| = gq (14+&) 0> — 6] .
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— Para regioes triangulares:

Ki(&,7) = Xao + (X — X)) (3 +36— 1 — n£> .

8
343n—¢—
+ (X0 — X)) ( - : ng)
K>(&,m) = Xoqy + (X2(2) — X2(1)) (3 3 g = 775) + (4.72)
343n—¢—
+ (Xagg) — Xo)) ( ! 3 : n€>
A 2+ &+
[Jeml =3 ’1 - #'
e Integrais de Contorno
1
/F o, Xayar = | ) Kal€)] e (4.73)
onde: )
Ki(§) = 5 (X0 + Xie) + € (X — X))
K>(§) = % (Xoq) + Xog2) + &€ (Xo@) — Xo))) (4.74)

1
|Jel = 5\/(X1<2> = Xi)? + (Xa) — X))

Objetivando a implementacao computacional, a Equacao (4.70)) pode ser escrita
na forma da Equacao (4.53). Assim chega-se a:

1 1
/—1 —1f[K1(§’n)’K2(€777)] | Je | dEdn =
Ne Ny (475)
& Z Zwiwg‘f (K1 (&i,m), K2(&,m;)] | Jevm, | d€dn

i=1 j=1
onde N¢ e N, sao os niimeros de abscissas de Gauss; & e 7; sdo as abscissas de

Gauss-Legendre, respectivamente com os seus pesos correspondentes w; e w;.
Analogamente para a Equacgao (4.73)), tem-se:

1 Ne

/ [K1(§)7K2(5)] ‘J£| d§ = sz'f [K1(fz')a Kz(&)] |J£i| d§. (4-76)

-1

Na tabela sao apresentados os pesos e abscissas de Gauss para um total de
4 pontos de quadratura. A disposicao geométrica dos pontos de quadratura para a

regiao circular é a mesma apresentada em [48], Figura

o8



Tabela 4.1: Coeficientes e abscissas de Gauss para Ng = 4

Ne w; &i

1 | 0.6521451548625461 | -0.3399810435848563
2 | 0.6521451548625461 | 0.3399810435848563
3 1 0.3478548451374538 | -0.8611363115940526
4 1 0.3478548451374538 | 0.8611363115940526

(a) 8 =0e 6, = 2m. (b) 8 =me b =2n. (c) 8 =1,9%meth =13

Figura 4.5: Disposicao geométrica das abscissas de Gauss-Legendre em (), circular,
FONTES JUNIOR [48].

A disposicao dos pontos de quadratura no dominio de integracao triangular é

mostrada na Figura [4.6

AN

Figura 4.6: Disposicao geométrica das abscissas de Gauss-Legendre em () triangular

A utilizagao da quadratura de Gauss-Legendre implica na avaliagdo de todas as
variaveis da Equacao em cada ponto de quadratura, inclusive dos deslocamen-
tos. Como os deslocamentos sao as variaveis desconhecidas do problema, torna-se
necessario utilizar um processo de aproximacao para escrever os deslocamentos no

ponto de quadratura em fungao dos deslocamentos nodais de pontos de vizinhanca.

4.4.2 Aproximacgao das Varidveis no Ponto de Quadratura

Tradicionalmente, conforme apresentado na Figura 4.7, a implementacao do MLPG

envolve a criacdo de trés subdominios para cada né z,: (a) o subdominio de in-
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tegracao {1r,, no qual os pontos de quadratura sao distribuidos para avaliacao das
integrais que compoem as Equacoes e (£.39); (b) o subdominio local da funcao
de ponderacao 27, onde W, # 0. Este subdominio é utilizado para ponderar o resi-
duo das equagoes diferenciais de equilibrio dentro do subdominio de integracao; e,
(¢) o subdominio €2, centrado no ponto de quadratura z¢ e utilizado para constru-
cao da fungao de aproximacao de x¢, ou seja, é o subdominio que seré utilizado para
avaliar as variaveis no ponto de quadratura zo. Em geral, as formulagoes derivadas
do MLPG consideram o subdominio de integracao coincidente com o subdominio
da funcao de ponderacao, eliminando as integrais sobre o contorno do dominio de

integracao que nao seja coincidente com o contorno da placa.

@ Ponto base o
® Ponto de Gauss
© Campo nodal de QqG o
Subdominio de B N
%uadratulra. QIq 7 © N
> Subdominio local / \
QqG o /- = O\
© Subdominioda /@ 5\ |
a0 | | e X e
ponderagéo € | | NGV
ey \\ / /
O O \© \ /) ;O
\\ © / 4
NS // 7
@) @) S T o
Q1 O
O a Q

Figura 4.7: Aproximagcao tradicional no ponto de quadratura

O subdominio local do ponto de quadratura é utilizado para selecionar pontos
campo com o objetivo de construir a funcao de aproximacao de zg. O tamanho
deste subdominio esta correlacionado com a quantidade de pontos que se deseja se-
lecionar e a quantidade de pontos é determinada pelo método utilizado na obtencao
da funcao de aproximacao. Em geral, os pontos que compoem o subdominio local
do ponto de quadratura, sao selecionados utilizando-se um critério de proximidade,
ou seja, o subdominio local do ponto de quadratura é formado pelos pontos campo
que estao mais proximos do ponto de quadratura. Apesar de nao haver dificuldades
neste processo, a busca pelos pontos que pertencem ao subdominio €,¢ é computa-
cionalmente pouco eficiente, exigindo o uso de algoritmos de busca mais complexos.

Uma maneira alternativa de obtencao dos nés de vizinhanca para construcao
da funcao de aproximacao de xg é a utilizagdo de uma nova regiao, denominada
subdominio de influéncia. Cada ponto campo possui um subdominio de influéncia
proprio e este subdominio é utilizado para buscar pontos de Gauss de qualquer
subdominio de quadratura. Desta forma, a construcao da funcao de aproximagao
de z¢ é feita utilizando todos os pontos cujos subdominios de influéncia contenham

o ponto zq, conforme mostrado na Figura (4.8
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Figura 4.8: Aproximacao no ponto de Gauss com o uso do subdominio de influéncia

Como a quantidade de pontos campo é muito menor do que a quantidade to-
tal de pontos de quadratura utilizados na solucao do problema, na implementacao
computacional as caracteristicas de cada subdominio de influéncia sao processadas
e armazenadas previamente, e entao sao utilizadas para analisar o posicionamento
do ponto zg. Observe que a utilizacao do subdominio de influéncia dispensa com-
pletamente o uso de um subdominio local para o ponto de quadratura, uma vez que
ambos os subdominios possuem a funcao exclusiva de selecao de pontos campo para
construcao das fungoes de aproximacao.

E interessante ressaltar que, caso o subdominio de influéncia nio seja utilizado,
a posicao de cada ponto campo é analisada para cada ponto de Gauss a fim de se
determinar quais pontos campo serao utilizados na obten¢ao da funcao de aproxi-
macao de zg. Em outras palavras, é um processo de calculo massivo de distancias

e de intensas comparagoes, onerando em muito o custo computacional.

4.4.3 Proposta de Aproximacao Simplificada das Variaveis

no Ponto de Quadratura

O processo de integracao é fundamental para a eficiéncia de um método verdadei-
ramente sem malha. Desta forma, muitas formulacoes alternativas sao propostas
visando explorar a eficiéncia no processo de quadratura. No trabalho de DUFLOT e
NGUYEN-DANG [49], o método de Galerkin é utilizado para o desenvolvimento de
um método verdadeiramente sem malha, no qual, as funcdes que compoem as inte-
grais do problema sao modificadas utilizando-se as fungoes de aproximacao obtidas a
partir do MLS para definir um processo de quadratura denominado de moving least
square quadrature. Outra abordagem interessante é apresentada por KHOSRAVI-
FARD e HEMATIYAN [50], na qual as integrais de dominio sdo transformadas em

integrais de dimensoes menores através de um processo de transformacao de coorde-
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nadas, objetivando aplicagao em métodos sem malhas baseados na forma fraca glo-
bal. CARPINTERI et al. [51] apresentam um processo de quadratura denominado
de quadratura da particao da unidade, no qual, as integrais sobre todo o dominio do
problema sao subdivididas e escritas em forma de soma, sem a necessidade de ne-
nhum tipo de malha ou célula. Diferentemente dos processos apresentados, ROSCA
e LEITAO [52] utilizam a integracio de Quase-Monte Carlo, onde a abordagem da
técnica de quadratura é feita através de métodos probabilisticos.

Por mais que o uso do subdominio de influéncia melhore a eficiéncia compu-
tacional do MLPG, a maior parte do custo computacional decorre nas operagoes
matriciais no processo de obtencao das funcoes de aproximacao. No RPIM, a fun-
cao de aproximacao para o ponto x, ¢ obtida a partir de um subdominio local Qg,
que contém os pontos campo de vizinhanca. O mesmo suporte {2g pode ser utilizado
para construir a funcao de aproximacao de qualquer outro ponto préximo[] a Tq, pro-
duzindo os mesmos parametros Ry e P. Nesta situacao, ocorre alteracao somente
nos vetores r e p, que sao as variaveis que carregam as informacoes do ponto que se
deseja obter a funcao de aproximacao.

Diante do exposto, pode-se utilizar um tinico subdominio, centrado em z,, para
obtencao de parametros Ry e P 1inicos, para todos os pontos de Gauss pertencentes

ao subdominio de integracao do ponto z,, conforme Figura 4.9

@ Ponto base
® Ponto de Gauss ) 5
©® Campo nodal de Qs -
O Subdominio de quadratura
C Subdominio local Qs -~~~ T
o Subdominio da // ©
funcéo de °© N
ponderagéo QV)/ / /@ N \
{ v‘ : XG \ @\\
© O [ Xq. J
\\©
O N AN Q>\ ©/
o N
\\ @ // Q

Figura 4.9: Proposta de aproximacao simplificada no ponto de Gauss

Alguns cuidados devem ser tomados para a consideracao de um tnico suporte
para todos os pontos de quadratura, pois os parametros Ry e P tendem a produzir
funcoes de aproximacao insatisfatérias para pontos proximo ao contorno de (2.

Deste modo, o dominio de integracao §2;q deve ser pequeno quando comparado a

'Dentro do dominio de validade dos parametros R e P obtidos para o ponto z,. O dominio
de validade de tais pardmetros pode ser considerado como sendo o proprio subdominio Q2g. Como
o ponto x, encontra-se centrando em ()g, os parametros Ry e P sdo 6timos para o ponto z, e
perdem capacidade de aproximacdo & medida que se afasta de z,.
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Qs e Qg nao deve ser demasiadamente grande para preservar o carater local do
método.

Esta proposta alternativa para obtencao das fungoes de aproximacao provocara
uma menor precisao na avaliacao das variaveis nos pontos de quadratura. Por ou-
tro lado, grande parte do custo computacional na aplicacao do MLPG ¢é eliminado.
Tendo em vista que o MLPG é extremamente flexivel por possibilitar o ajuste de
diversos parametros intrinsecos ao método, uma menor precisao das fungoes de apro-
ximacao podem nao representar uma perda significativa de precisao nos resultados
finais.

Caso a funcao de aproximagao nao possua a propriedade do delta de Kronecker,
a proposta de aproximacao simplificada se torna ainda mais vantajosa, uma vez que,

as matrizes Ry e P nao precisam ser recalculadas na fase de pés processamento.

4.5 Descontinuidade na Geometria do Contorno

Em um método verdadeiramente sem malha nao ha o uso de células, elementos ou
qualquer tipo de conectividade para representacao e solucao do problema. Estas res-
tricoes causam grande dificuldade na implementacao do método quando se necessita
utilizar informacoes a respeito da direcao do contorno do problema.

No MLPG a direcao normal ao contorno é requerida. O problema é totalmente
representado por uma nuvem de pontos desconexos e, para o caso de problemas com
contorno irregular, a normal ao contorno precisa ser fornecida ponto por ponto, pois

a dire¢ao normal ao contorno n; varia em cada n6 ¢ de I', ver Figura [4.10}

X .
1 N H
el
e \ Xi
—

Figura 4.10: Direcao normal ao contorno - Geometria irregular

A implementacao computacional desenvolvida neste trabalho, considera apenas
o caso de placas com geometria de poligono convexo, ou seja, excluindo-se os casos
no qual a projecao de uma ou mais arestas adentrem a placa. Na Figura m (a)
apresenta-se um exemplo de geometria passivel de analise e em (b) um exemplo
de geometria nao permitida. As direcoes das arestas da placa sdo previamente

fornecidas, possibilitando a determinacao da dire¢ao normal de qualquer ponto que
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esteja sobre o contorno do problema.

(a) (b)

Figura 4.11: (a) Exemplo de forma geométrica permitida - (b) Exemplo de forma
nao permitida, com projecao da aresta adentrando o dominio {2

Atencao especial deve ser dada aos pontos coincidentes com os vértices da placa.
Tais pontos pertencem simultaneamente a duas arestas e duas diregoes normais
diferentes poderiam ser atribuidas devido a descontinuidade geométrica no ponto,
Figura [£.12] (a). Contudo, na formula¢do do MLPG néo ¢ possivel atribuir a um
unico n6 duas diferentes direcbes normais ao contorno .

Uma solucao simples para este problema seria a escolha aleatoria de qualquer
uma das duas direcoes normais das arestas que contém o ponto de vértice, Figura
4.12| (b). Contudo, esta solu¢do incorre em diversos erros de representatividade
do problema. Uma alternativa mais eficiente ¢ apresentada na Figura m (c),
que é a consideracao de noés duplos descontinuos, analoga a técnica de elementos
descontinuos utilizada no MEC. Nesta técnica, dois pontos sao lancados na mesma,
coordenada sendo que, cada um possui sua proprias caracteristicas, ou seja, direcao

normal e condi¢oes de contorno.

Figura 4.12: (a) N6 de canto com duas dire¢oes normais ao contorno - (b) N6 de
canto com escolha aleatoria da dire¢do normal ao contorno - (¢) Canto com né
duplo recalculado

Para tornar possivel a representacao da descontinuidade nos vértices da placa,

deve-se escrever equacoes independentes para cada n6 duplo. Desta forma, as coor-

denadas dos nés duplos sao recalculadas para que o n6 se torne interno a aresta. Na

64



Figura m (c), os nos i e j podem ser deslocados individualmente, inclusive com o

deslocamento de apenas um dos nos.

4.6 Implementacao Numérica

A implementagao numérica da formulacao do MLPG para o problema de flexao de
placas espessas é feita em Fortran 90, através do Microsoft Visual Studio Community
2017.

Os dados de entrada sao:

e Coordenadas dos pontos de dominio e contorno

Coordenadas dos cantos e direcao das arestas da placa

Ordem da base polinomial utilizada na obtencao das fungoes de aproximacao

Propriedades fisicas do material

Quantidade de pontos de quadratura

Espessura da placa
e Carregamento transversal

e Condicoes de contorno

Apos a leitura dos dados de entrada, a direcao normal de cada ponto do contorno
é determinada e os nés de canto sao reposicionados.
As abscissas e pesos de Gauss sao calculadas.

Para cada ponto utilizado para representar o problema:

e O raio do subdominio de integracao é determinado

e O subdominio de integragdo é analisado e a forma geométrica a ser integrada

é identificada.

e Se alguma parte do contorno I' do problema estiver contido no subdominio
de integracao, faz-se a identificacao das condi¢oes de contorno do trecho a ser

integrado.

e Determina-se o subdominio local para obtencao das funcoes de forma. Os

parametros utilizados para obtencao das fungoes de forma sao obtidos.

e As funcoes que compoem a forma fraca discretizada sao avaliadas em cada
ponto de quadratura e, ap6s a consideracao do jacobiano da matriz de trans-
formacao, os resultados sao acumulados para montagem da matriz K e do

vetor F, formando assim o sistema global de equacoes.
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e Caso o ponto possua algum deslocamento prescrito, a matriz K e o vetor F

sao alterados para imposicao das condi¢oes de contorno de Dirichlet.

Apoés a aplicagao da quadratura de Gauss-Legendre e imposi¢ao das condigoes
de contorno essenciais, o sistema de equacoes ¢é resolvido através do processo de
eliminacao de Gauss com pivoteamento parcial.

Se a funcao de aproximacao possuir a propriedade do delta de Kronecker, os
deslocamentos finais sao obtidos diretamente da solucao do sistema de equacoes.
Caso contrario, a solucao do sistema de equacoes fornece os deslocamentos ficticios
nodais e a funcao de aproximagao deve ser utilizada novamente para determinacgao

dos deslocamentos finais.
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Capitulo 5
Resultados e Discussoes

Para fins de simplificacao, a integracao numérica que utilizar o modelo de aproxi-
magao apresentado em serd denominada de “integracao tradicional” ou “regra
1”7 e caso a integracao numérica seja realizada utilizando o modelo de aproxima-
¢ao apresentado em [4.4.3] a denominagao “integracao proposta”’ ou ‘regra 2” sera
utilizada.

Os resultados numéricos obtidos pelo MLPG com a utilizacao da integracao
proposta sao comparados com os resultados obtidos através da integracao tradicional
e também com os resultados obtidos através do MEF, com a utilizagao do programa
computacional ANSYS (elemento shell181).

A solucao analitica para o problema de flexdo de placas espessas é limitada a casos
muito particulares de geometria, vinculacao e carregamento. Desta forma, a precisao
dos resultados obtidos com a formulagao proposta neste trabalho é determinada
utilizando-se como referéncia os resultados obtidos com o ANSYS.

Quanto a avaliacao do custo computacional, cabe informar que as anélises sao
realizadas em ambiente Windows versao 10, processador Intel(R) Core(TM) i7-
4700MQ CPU @ 2.4GHz e 16.0GB de memoria RAM. O custo computacional é
medido a partir do inicio da leitura dos dados de entrada até a gravacao dos resul-
tados finais no arquivo de saida.

Nas anéalises numéricas, a spline de quarta ordem ¢ utilizada para ponderar o
residuo das equacoes diferenciais de equilibrio na formulacao do MLPG.

A avaliagao das integrais de dominio é feita utilizando-se 8 x 8 pontos de qua-
dratura. No caso das integrais de contorno, apenas 8 pontos sao utilizados. A
quantidade de pontos de quadratura foi definida observando-se a convergéncia dos
resultados. Vale destacar que, em todos os exemplos analisados neste trabalho, a
convergéncia foi atingida com a referida quantidade de pontos de quadratura.

Caso o RPIM seja utilizado para obtencao das funcoes de aproximacao, sao
utilizados os parametros de forma ¢ = 1.03 e a, = 1.42 para a funcao multi-quadrica.

O comprimento caracteristico d. é adotado como sendo o espacamento nodal médio
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dos pontos utilizado na discretizacao de todo o dominio e contorno do problema.

5.1 Placa Quadrada Totalmente Engastada

Neste exemplo tem-se uma placa engastada (¢, = 0,0, = 0 e w = 0) em todos os
lados, apresentada na Figura[p.1] juntamente com seu eixo de anélise. A placa possui
espessura t = 1m e esta sob acao de um carregamento uniformemente distribuido de
g= —0.64%. Foi considerado modulo de elasticidade F = 2 x 106% e coeficiente

de Poisson v = 0.3.

4,0

Figura 5.1: Placa engastada - Eixo de anlise a — a’

Devido a simetria do problema, os resultados sao analisados em apenas um eixo.

5.1.1 Analise utilizando funcao de base radial

Uma nuvem contendo 289 pontos, distribuidos de forma homogénea no dominio e
contorno da placa, é utilizada na analise do problema e esta apresentada na Figura
5.2l Na Figurap.3|os deslocamentos obtidos com a utilizagao da integra¢ao proposta
sao comparados com os resultados provenientes da aplicacao do MEF. As funcoes de
aproximacao foram obtidas com a consideracao de uma base monomial de segunda

ordem.
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5 0000000000000 00CS
0000000000000 OO0
sococOOOPOIOIROOTROS
s00000OOOROOORROS

4 2000000000 ROROOROS
20000000 COOOOROOS
0000000000000 O0
so0OcOOOPOOOIOROORROS

3 socOsOOOGOOOIOROSIORSS
secocOROOPOSIOROOROO

X, 20000000 COOOORRROS
2000000 OOORIOROBRRODO

2 20000000 SGOOOEDROSS
P000000OO0OOOOO00
socOCOOOPOOOIOROORROO
eoccOORPOOIROOROO

1 eec00OOOIOOLOIOOIOORTOS

0

0 1 2 3 4 5 6
Xy
Figura 5.2: Nuvem de pontos - 289 no6s
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Figura 5.3: Placa engastada - Eixo de andlise a — d

O estudo da convergéncia, realizado com a utilizacao de nuvens contendo 25, 81 e
289 pontos, ¢ apresentado na Figura[p.4]e Figura[5.5] Observe que o modelo proposto
apresenta bons resultados até na discretizacao mais pobre e que a convergéncia de

resultados ja pode ser identificada na nuvem de 81 pontos.
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Figura 5.4: Convergéncia de resultados - Eixo de andlise a — a’

Na Figura [5.5, a convergéncia do deslocamento transversal do ponto central da
placa é analisada com as trés nuvens de pontos citadas anteriormente. Conforme
pode ser observado, o modelo proposto necessitou de uma quantidade menor de
pontos para ser representado satisfatoriamente. Tal fato pode ser explicado pela
utilizacao de um tnico subdominio para todos os pontos de quadratura do né de

interesse, valorizando as caracteristicas locais deste n6 (Figura [5.6)).
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2 —a—Regra l
m
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E Regra 2
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0.00% —
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Niumero de nds

Figura 5.5: Comparacao entre os modelos de integracao - Deslocamento
transversal maximo

Na Figura pode-se observar que a quantidade de nés campo que influenciam

no ponto de interesse é significativamente menor na integracao proposta, ainda que

cada subdominio local seja formado pelo mesmo nimero de nos.
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Figura 5.6: Influéncia dos nés campo no ponto de interesse - Nuvem com 25 noés

A comparac¢ao do custo computacional entre o MLPG utilizando a integracao

tradicional e 0 MLPG utilizando a integracao proposta é apresentada na Figura
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Figura 5.7: Custo computacional - placa engastada

A integracao proposta foi, em média, 79% computacionalmente mais eficiente
que a integracao tradicional.

Cabe ressalvar que a comparacao entre as duas propostas de integragdo nao é
totalmente adequada, pois as diferencas entre elas nao permitem uma comparagao
direta. Desta forma, na tabela é apresentado o total de nos utilizado em cada
modelo de integracao para obtengao das fung¢oes de aproximacgao, onde NDG é o
nimero de nos utilizado na obtencao das funcoes de aproximacao em cada ponto
de quadratura e NDL é o namero de nos que pertencem ao subdominio do ponto

base. A determinagao de NDG e NDL é feita a partir da ado¢ao de um critério, no
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qual a estabilidade dos resultados é considerada. Para tanto, considera-se atingida
a estabilidade dos resultados quando o incremento de um ponto no subdominio do

ponto de interesse produza uma variacao maxima de 5% nos resultados.

Tabela 5.1: Namero de no6s utilizados na obtencao da fungao de aproximacao -
placa totalmente engastada

Integracao Integracao

tradicional proposta

Nos NDG NDL
25 10 10
81 14 10

289 15 11

O coeficiente de rigidez a flexao e o coeficiente de rigidez ao cisalhamento contri-
buem simultaneamente na composicao da matriz de rigidez global K. Nesta situagao,
a teoria de flexao de placas de Reissner frequentemente incorre em um fenomeno de-
nominado shear locking. A medida que a espessura da placa diminui, a rigidez a
flexao diminui com comportamento cubico e a rigidez ao cisalhamento diminui com
comportamento linear. Quando a espessura da placa tende a zero, as deformagoes
cisalhantes devem ser inexistentes, ou seja, a rigidez ao cisalhamento deve ser infi-
nita. Contudo, na formulacao de placas espessas, quando a espessura da placa se
torna demasiadamente pequena, a rigidez ao cisalhamento se torna grande perante
a rigidez a flexao produzindo solugoes espirias devido & influéncia excessiva dos
termos correlacionados aos esforgos cisalhantes.

De acordo com [53], o efeito de shear locking pode ser evitado no MLPG através
da utilizacado de uma base polinomial de alta ordem na obtencao das funcgoes de
aproximacao. Assim sendo, na Figura [5.8| sao apresentados os resultados da analise
do efeito de shear locking na integracao proposta em funcdo da ordem da base

monomial utilizada.
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Figura 5.8: Efeito de shear locking - placa engastada

A utilizagao de uma base monomial de quinta ordem permitiu a obtencao de
bons resultados para um relacao % = 0,025, indicando que o efeito de shear locking

pode ser facilmente evitado no processo de integracao proposto.

5.1.2 Analise utilizando o método dos minimos quadrados
maoveis

O comportamento da integracao proposta é analisado agora, com a utilizagao de
funcoes de aproximacao obtidas a partir do MLS. A quantidade de pontos de qua-
dratura, bem como o tamanho do subdominio local de cada ponto permanecem
inalterados. As anélises sao realizadas utilizando-se as mesmas discretizagoes apre-
sentadas anteriormente, ou seja, nuvens de 25, 81 e 289 pontos, distribuidos de forma
homogénea no dominio e contorno da placa.

A imposicao das condigoes de contorno essenciais é feita utilizando-se o método
da interpolacao direta, sendo que, no MLS a funcao de aproximacao nao apresenta a
propriedade do delta de Kronecker e, desta forma, o método da interpolagao direta
se resume ao método de colocacao pontual.

Na Figura [5.9| os deslocamentos obtidos com a integracao proposta a partir da

nuvem com 289 pontos sao comparados com os deslocamentos obtidos através do
MEF.
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Figura 5.9: Placa engastada - Eixo de anélise a — a’

Assim como na andlise utilizando FBR, nao ha diferencas significativas nos re-
sultados do MLPG frente ao MEF, quando utilizado 289 pontos de discretizacao.
Na Figura tem-se o erro relativo dos deslocamentos obtidos com a utilizagao
da integracao proposta e da integracao tradicional para as nuvens com 25, 81 e 289
n6s. Na mesma Figura ¢ realizada uma comparacao direta entre os resultados obti-
dos com o MLS e FBR. No processo de integracao tradicional nao ha diferenca nos
resultados em funcao do método de obtencao da funcao de aproximacao. Por outro
lado, no processo de integracao proposto, a utilizacao do MLS tornou a placa mais

rigida nas discretizagoes mais pobres, aumentando o erro relativo.
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Figura 5.10: Comparagao entre os modelos de integracao utilizando MLS e FBR -
Deslocamento transversal maximo

Com relagao ao custo computacional, apresentado na Figura [5.11] a diferenca
entre o tempo de processamento do MLS e FBR para a integracao tradicional foi
muito pequena. No caso da integracao proposta, pode-se perceber um pequeno

aumento no tempo de processamento quando utilizado o MLS.
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Figura 5.11: Custo computacional entre os diferentes métodos de integracao - FBR
e MLS

Na Figura tem-se o erro em funcao da relagao %, na qual observa-se o
desempenho insatisfatorio da utilizacao da base linear até para o caso de placas
espessas, ou seja, sem a influéncia de shear locking. Ainda que as bases quadratica e
cubica tenham produzido bons resultados para o caso de placa espessa, a obtencao
de resultados razoaveis com a utilizacao de bases superiores nao foi possivel devido a
ocorréncia recorrente de matrizes singulares durante a aplicacao do MLS ou ainda,
devido a falta de estabilidade dos resultados. No MLS, a ocorréncia de matrizes
singulares diminui & medida que uma quantidade maior de pontos sao utilizados para
construcao das funcoes de aproximacao. Contudo, a utilizagao de um grande niimero
de pontos para obtencao das funcoes de aproximacao requer uma quantidade ainda
maior de pontos de discretizagao, acarretando o aumento do custo computacional e

consequentemente, indo na contramao da proposta deste trabalho.
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Figura 5.12: Efeito de shear locking

As rotagoes em toda a placa podem ser encontradas na Figura [5.13] e o desloca-

mento transversal na Figura [5.14]
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Figura 5.13: Rotagoes da placa engastada - Integracao proposta
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Figura 5.14: Deslocamento transversal da placa engastada - Integracao proposta

Na Figura [5.13| é observada uma pequena perturbacao na anti-simetria das ro-
tacoes nas duas direcoes. Tendo em vista que tais perturbacoes ocorrem somente
em regioes onde os valores sao muito préximos de zero, pode-se afirmar que tal fato
é devido ao erro de arredondamento, ou seja, o erro produzido pela maquina ao

efetuar calculos com nimeros reais.

5.1.3 Imposicao das condigoes de contorno essenciais

Todos os resultados apresentados foram obtidos com a imposicao das condicoes
de contorno essenciais através do método da interpolacao direta. A utilizacdo do
método das penalidades produziu resultados muito semelhantes ao método da inter-

polagao direta quando o parametro de penalidade obedecia a relagao «,, > 10°.
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No método das penalidades, o condicionamento da matriz de rigidez global piorou
na medida que o coeficiente de penalidade foi aumentado. Contudo, por mais que o
numero de condicionamento indicasse a formacao de um sistema mal condicionado,
cabe destacar que os resultados permaneceram estaveis.

O comportamento da placa se mostrou independente do processo de imposicao
das condicoes de contorno essenciais para a andlise do efeito de shear locking e

também do método utilizado para obtencao das funcoes de aproximacao.

5.2 Placa Quadrada Biapoiada

Seja agora uma placa quadrada, com dois lados opostos apoiados (w = 0, M,, =
0, M,s = 0) e os outros dois lados livres, conforme apresentado na Figura A

espessura da placa é definida em 1m, gerando uma relacao % = (.25, ou seja, caso

de placa espessa. O modulo de elasticidade é £ = 2 X 106% e o coeficiente de
Poisson é v = 0.3. A placa esta sob solicitacdo de um carregamento uniformemente

distribuido de g = —0.64%.

4,0
| b
| | |
| | .
?a:a4,0
20 :
v | |
Cl--2,0- c Xi
—
b

Figura 5.15: Placa biapoiada - Dimensoes e eixos de analise

Nuvens de 25, 81 e 289 pontos distribuidos de forma homogénea sobre o dominio
e contorno da placa sao utilizadas para discretizar o problema, da mesma forma que
no exemplo A imposicao das condigoes de contorno essenciais é feita através do
método da interpolacao direta e as funcoes de aproximacgao sao obtidas com o uso
de funcao de base radial com termos polinomiais.

Nas Figuras e os deslocamentos obtidos através da integracao proposta,
com 289 pontos de discretizacao, sao comparados com os deslocamentos obtidos atra-
vés do ANSYS. Observe que a formulagao do MLPG com o processo de integragdo
proposto produz resultados que se confundem aos obtidos com o MEF, indicando

que o método pode ser uma alternativa real aos métodos numéricos tradicionais.
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Figura 5.17: Deslocamentos no eixo b —

Ainda que no exemplo tenha sido utilizado a implementacao dos nos duplos
nas descontinuidades do contorno da placa, naquele exemplo nao havia ocorréncia de
descontinuidade das condigoes de contorno, facilitando a andlise. Ja neste exemplo,
além da descontinuidade geométrica nos cantos da placa, tem-se a descontinuidade
das condicoes de contorno. Diante dos resultados apresentados nas Figuras [5.16| e
.17 pode-se afirmar que a técnica de nos geométricos descontinuos é uma ferramenta
adequada ao MLPG.

Na Figura tem-se a distribuicdo de pontos sobre o eixo ¢ — ¢ e o posici-
onamento em detalhes dos nos duplos. Apesar do par de ndés duplos poderem ser
deslocados simultaneamente, apenas um dos noés foi deslocado. O deslocamento
adotado foi de 10% do valor do espacamento nodal, sendo que, problemas de singu-

laridade na matriz de rigidez global surgiram quando adotado um valor inferior a

5%.
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Figura 5.18: Posicionamento em detalhes dos n6s duplos - distribuicao de pontos
no eixo ¢ — ¢

Ao deslocar apenas um dos nés duplos, tem-se a vantagem de manter um né
sobre o canto da placa. Por outro lado, perde-se a distribuicao simétrica dos pontos
e a representagao do problema deixa de ser simétrica, ainda que o problema possua
dois eixos de simetria. Neste ponto é importante observar que, por ser um método
sem malha, a distribuicao de pontos pode ser qualquer, desde que represente ade-
quadamente o problema. Na Figura sao apresentados os deslocamentos sobre o
eixo ¢ — ¢, de onde pode-se notar que o posicionamento assimétrico dos nos duplos

causam uma pequena perda de simetria nos resultados.
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Figura 5.19: Deslocamentos no eixo ¢ — ¢

Neste exemplo, a rotacao na direcao X; é o deslocamento de menor relevancia
na anéalise, tendo em vista que sua causa é exclusivamente o efeito Poisson. Desta
forma, como esperado, a rotacao na direcao X; é de menor magnitude e pequenas
variagoes se tornam mais perceptiveis.

Na Figura 5.20] o deslocamento transversal no ponto central da placa ¢é utilizado
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para andlise da convergéncia e ainda, para comparacao de resultados entre o MLPG
tradicional e o MLPG com o processo de integracao proposto, de onde pode se

observar que as duas solu¢oes apresentaram o mesmo comportamento.
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Figura 5.20: Convergéncia e comparacao entre os modelos de integracao -
Deslocamento transversal maximo

O custo computacional (Figura da integracao proposta é consideravelmente
menor do que da integracao tradicional, sendo ainda mais vantajosa quando uma
quantidade maior de pontos de discretizacao é utilizado. O ntmero de pontos uti-
lizado na formacao do suporte local para obtencao das funcoes de aproximacao de

cada processo de integracao ¢ apresentado na tabela [5.2
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Figura 5.21: Custo computacional - placa biapoiada

Na nuvem com 289 pontos, a integracao tradicional teve sua precisao melhorada
com a consideracao de mais pontos no suporte do ponto de quadratura. Desta forma,
optou-se por comparar os resultados entre os dois modelos de integragao levando em

conta 0 mesmo erro relativo.
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Tabela 5.2: Namero de nos utilizados na obtencao da funcao de aproximacao -
placa biapoiada

Integracao Integracao

tradicional proposta

Nos NDG NDL
25 10 10
81 10 11

289 23 10

Cabe elucidar que, para a integracao tradicional na nuvem de 289 pontos, caso
o suporte do ponto de quadratura fosse constituido por 10 pontos, o erro relativo
aumentaria para 2.81% e o custo computacional cairia para 1.52 segundos.

A utilizacao de uma base monomial de ordem quértica na formulacao proposta
permitiu avaliar uma placa com relagao % = 0.025 satisfatoriamente, conforme pode

ser observado na Figura .22
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Figura 5.22: Efeito de shear locking - placa biapoiada

E interessante observar que a quantidade de pontos utilizados na obtencio das
funcoes de aproximacao dependem da ordem da base monomial considerada e afetam
diretamente os resultados. Sendo assim, nas Figuras [5.23] [5.24] e [5.25| sao apresenta-

dos o comportamento do erro relativo do deslocamento transversal no ponto central

da placa considerando a integracao proposta, para diferentes espessuras e quantida-
des de pontos no subdominio local do ponto de interesse, considerando a utilizacao

de bases monomiais de diferentes ordens.
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Figura 5.23: Efeito de shear locking em funcao da quantidade de pontos do suporte
local - aproximacao quadratica
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Figura 5.24: Efeito de shear locking em funcao da quantidade de pontos do suporte
local - aproximagao cubica
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Figura 5.25: Efeito de shear locking em funcao da quantidade de pontos do suporte
local - aproximacao quartica

Por mais que o efeito de shear locking promova um aumento do erro relativo a
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medida que a espessura da placa diminua, é possivel observar que a quantidade de
pontos utilizados na obtencao das fungoes de aproximacao pode ser otimizada em
funcao da ordem da base monomial adotada.

Por fim, o mesmo exemplo foi analisado considerando-se o apoio do tipo hard
(w=0, M, =0, ¢s = 0), sendo que nao foram constatadas diferencas significativas
nos deslocamentos obtidos ou no comportamento do efeito de shear locking. Os
deslocamentos (¢1, ¢2 € w) em toda a placa podem ser encontrados no Apéndice

com a consideracao de apoio soft e hard.

5.3 Placa em Balanco

A placa apresentada na Figura [5.26] estd submetida a um carregamento unifor-
memente distribuido de g = —0.641;—];[ e é composta de material com modulo de
elasticidade FF = 2 x 106% e coeficiente de Poisson v = 0.3. A espessura da placa

¢ de t = 1m, ou seja, 25% do menor vao.

‘Xz 8.0
a a
-+ - - — — — — — = 40
T
2,0
$
Xi
_—

Figura 5.26: Placa em balanco - Dimensoes e eixo de andlise

Nuvens de 25, 81, 289 e 1089 pontos distribuidos de forma homogénea sao utili-
zadas para andlise. Diferentemente dos exemplos ja estudados, nesta anélise tem-se
apenas um eixo de simetria e devido a geometria do problema, o espacamento entre
os pontos na direcao direcao X; possui o dobro do valor do espagcamento na direcao
X5. Nesta andlise, as fungoes de aproximacao sao obtidas utilizando-se funcao de
base radial com termos polinomiais.

Os deslocamentos no eixo a — a/, obtidos através da integracdo proposta com a
nuvem de 1089 pontos, sao comparados com os deslocamentos obtidos a partir do
MEF na Figura Pontos mais distantes do engaste apresentaram maior erro,

sendo que na borda oposta ao engaste o erro foi de aproximadamente 3%.
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Figura 5.27: Deslocamentos no eixo a — a’

Na Figura [5.28| é apresentado o estudo de convergéncia do deslocamento trans-
versal de um ponto situado na borda oposta ao engaste, tanto para o processo de
integracao tradicional quanto para o processo de integracao proposto. Nas nuvens
com 25 e 81 pontos, necessitou-se utilizar uma quantidade maior de pontos para
obtencao das funcoes de aproximagao devido a ocorréncia frequente de matrizes sin-
gulares em ambos os processos de integracao. A quantidade de pontos utilizada
em cada anélise foi determinada com o mesmo critério utilizado no exemplo 5.1 e é

apresentada na tabela [5.3]
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0 200 400 600 800 1000 1200
Numero de Nos

Figura 5.28: Convergéncia e comparacao entre os modelos de integracao -
Deslocamento transversal maximo da placa em balanco
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Tabela 5.3: Namero de nos utilizados na obtencao da funcao de aproximacao -
placa em balanco

Integracao Integracao
tradicional proposta

Nos NDG NDL
25 14 13
81 14 9
289 17 20
1089 17 11

O custo computacional do MLPG em fungao do modelo de integracao utilizado
é apresentado na Figura A principio, a diferenca entre o processo de integra-
cao tradicional e o processo de integracao proposto parece pequena, tendo em vista
a grande quantidade de pontos utilizada. Cabe destacar que o tempo de processa-
mento é medido desde a leitura da entrada de dados até a gravagao dos resultados no
arquivo de saida, ou seja, o tempo gasto na solucao do sistema de equagoes também
¢ computado. Neste trabalho, a solucao do sistema de equacao é feita através do
método de eliminacao de Gauss com pivoteamento parcial, que se demonstrou extre-
mamente oneroso para a nuvem mais densa. Caso o tempo de solucao do sistema de
equacoes nao fosse computado, na nuvem com 1089 pontos, o tempo da integracao
proposta cairia para aproximadamente 2 segundos e o tempo da integracao tradici-
onal cairia para aproximadamente 42 segundos, ou seja, o custo computacional da

integracao proposta seria aproximadamente 5% do custo da integracao tradicional.

. 120.00
- 100.00
80.00
60.00
40.00
20.00
0.00

Regra 1
Regra 2

Custo Computacional (

0 200 400 600 800 1000 1200
Numero de Noés

Figura 5.29: Custo computacional - placa balanco

Por mais que a utilizagao de uma base monomial de ordem superior elimine o
efeito de shear locking, conforme apresentado na Figura [5.30, a determinacao da
quantidade de pontos para obtencao das funcoes de aproximacao torna-se um pro-

blema. No caso da base linear, nao foi possivel determinar um suporte local que
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permitisse a obtencao de resultados estaveis. Para a base quadratica foram uti-
lizados 20 pontos no subdominio local do ponto de interesse e o efeito de shear
locking manteve uma relacao estavel com os resultados obtidos. J4 para as bases
cubica, quartica e quintica, foram utilizados respectivamente 30, 45 e 75 pontos no
subdominio local do ponto de interesse, sendo que, quando a relacao % atinge de-
terminado limite, o efeito de travamento por forca cisalhante promove instabilidade

nos resultados.

100%
—e—Base
(+)
80% Quadratica
—o—Base
(@] o,
3 °0% Cubica
% 40% Base
o Quartica
S 20% \* —e—Base
Quintica
0% \-
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Relagdo t/L

Figura 5.30: Efeito de shear locking - placa em balanco

Por fim, nas Figuras [5.31], [5.32] e 5.33| sdo apresentados os deslocamentos obtidos

com a integragao proposta em toda a placa por meio de um diagrama de escala de

cores.

Rot1 (rad)

Figura 5.31: Rotacao na direcao X; - Placa em balanco

Na Figura [5.33| pode-se notar a existéncia de erros de arredondamento de 2.1¢~°
na solucao do problema. Este erro é representativo quando se considera as rotacoes
na direcdo X, pois estas possuem valores maximos absolutos de até 3.3e7>. Com
isto, a distribuicao anti-simétrica das rotagoes na direcao X; é afetada consideravel-

mente.
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l 0.000155 =
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0.000102 =
5.3e-5
-5.8e-13

Figura 5.32: Rotacao na direcao X5 - Placa em balanco

O erro de arredondamento também prejudica a distribuicao simétrica das rota-
¢oes na direcao Xs, conforme pode ser observado na regiao representada pela cor
azul escuro da Figura|5.32l Devido a magnitude das rotacoes na direcao Xy, o erro
de arredondamento é percebido somente nas regioes em que tal deslocamento esta

préoximo de zero.

2.1e-06
[ -0.00032
0.00062
[ 000093 E
000125
[ -0.00155
1.9¢-03

Figura 5.33: Deslocamento transversal - Placa em balanco

Quanto aos deslocamentos transversais (Figura [5.33)), o enrijecimento causado
pelo engaste gera uma regiao em que os deslocamentos aumentam lentamente e

assim o erro de arredondamento nao é percebido na representacao por cores.

5.4 Placa Esconsa

Neste exemplo, o desempenho do método é analisado em uma placa de formato
esconso com a consideracao de engaste em todo o contorno. Os dados da placa em
analise sdo apresentados na Figura As fungoes de aproximagdo sao obtidas

com o uso de funcao de base radial com termos polinomiais.
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Figura 5.34: Placa esconsa

Apesar deste exemplo ser muito semelhante ao exemplo [5.1} o formato esconso
estd propenso a produzir fungoes de aproximacgao deturpadas em pontos proximos
aos cantos com angulo agudo devido a distribuicao dos pontos no suporte local do
ponto de interesse.

Na Figura [5.35] os resultados obtidos com a integragao proposta sao comparados
com os resultados obtidos com o programa computacional ANSYS. Para aplicacao
do MLPG foi considerada a nuvem de 289 nos, base monomial de segunda ordem e
um total de 11 n6s na obtencao das fungoes de aproximacao do ponto de interesse.
Conforme pode ser observado, nao ha diferenca significativa entre os resultados

obtidos com o MEF e o MLPG com aplicacao do processo de integracao proposto.

8.E-07 ——rot1 - MEF
— ro -
B 6E07
5 4.E-07 —A—rot2 - MEF
(@]
g 2807 —&—w - MEF
~ 0.E+00 : 1 - Reara2
@] =810 - hegra
£ -2.E-07
£ -4.E-07 —e—rot2 - Regra2
g -6.E-07 w - Regra2
W -8.E-07
o 0.25 0.5 0.75 1 1.25

a-a'(m)

Figura 5.35: Deslocamentos no eixo a — a’ - Placa esconsa
Ainda com a utilizagdo da base monomial de segunda ordem, a placa em estudo
também foi analisada a partir de representacoes contendo 25 e 81 pontos, distribui-

dos de forma homogénea sobre o contorno e dominio do problema. O comparativo

entre a integracao tradicional e a integracao proposta ¢ apresentado na Figura [5.36
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Erro Relativo

Figura 5.36:

6.0%

aQ

5.0% Regral
4.0%
3.0% Regra 2

. 0
2.0%
1.0%
0.0%

0 50 100 150 200 250 300

Numero de nés

Erro relativo no ponto central da placa - Comparacao entre modelos
de integracao

Se comparado com o exemplo a forma esconsa da placa exigiu a utilizacao de

subdominios com uma quantidade muito maior de pontos para a obtencao de bons

resultados. A quantidade de pontos utilizados para a construcao dos graficos na

Figura|b.36[¢é apresentada na tabela[5.4]e a comparacao entre o custo computacional

da integracao tradicional e da integracao proposta é apresentada na Figura [5.37]

Tabela 5.4:

Tempo (s)

Numero de nés utilizados na obtencao da fungao de aproximagao -
placa esconsa

Integracao Integracao
tradicional proposta
Nos NDG NDL
25 17 18
81 17 13
289 20 11
4.5
4.0
35 Regral
3.0 Regra 2
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5
0.0
0 50 100 150 200 250 300

Numero de Nds

Figura 5.37: Custo computacional - placa esconsa
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O comportamento do deslocamento transversal no ponto central da placa é ana-
lisado minunciosamente em funcao da quantidade de pontos no subdominio local do
ponto de interesse. Neste estudo, tal deslocamento é analisado para 97 diferentes
composicoes do subdominio local, considerando-se bases monomiais de até quinta
ordem. Para possibilitar uma melhor visualizacao do comportamento dos resulta-
dos, apresenta-se um grafico para cada ordem monomial. Na Figura tem-se os

resultados obtidos com a utilizacao de uma base monomial linear.

20.0%
15.0%

10.0%

Erro Relativo

5.0%

0.0%
0 20 40 60 80 100

(nnad)

Figura 5.38: Influéncia da quantidade de pontos utilizados no subdominio do
ponto de interesse - Aproximacao linear

sendo que:
nnad = NTNS — NTBM (5.1)

onde NTNS é& o nimero total de nés que compoem o subdominio do ponto de
interesse e NT BM é o nimero de termos da base monomial utilizada, que para o
caso da base monomial linear é igual a 3.

A Figura [5.38] sugere que a utilizagado de um subdominio local relativamente
pequeno nao é adequado para funcoes de aproximacao obtidas com a base monomial
linear. Quando nnad é menor que 38 pode se observar grande variagao nos resultados
e alguns intervalos com certa estabilidade. J& para nnad maior que 38 os resultados
se tornam bastante estaveis. Na Figura [5.39| apresenta-se o comportamento da

solucao com a utilizacao de uma base monomial de segunda ordem.
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Figura 5.39: Influéncia da quantidade de pontos utilizados no subdominio do
ponto de interesse - Aproximacao quadratica

Ainda que a Figura [5.39] apresente uma curva com muitas oscilagoes, o erro
relativo ja se encontra muito préoximo de zero, indicando apenas pequenas variacoes
no deslocamento.

Na Figura tem-se a andalise com a utilizagao de uma base monomial de
terceira ordem. Pode-se concluir que a utilizacao de bases monomiais de ordens
superiores tendem a produzir resultados mais precisos e mais estaveis. Os resultados

para as bases monomiais de quarta e quinta ordens estao apresentados nas Figuras

b.41] e 5.42] respectivamente.
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Figura 5.40: Influéncia da quantidade de pontos utilizados no subdominio do
ponto de interesse - Aproximacao cubica
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Figura 5.41: Influéncia da quantidade de pontos utilizados no subdominio do
ponto de interesse - Aproximacao quartica
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Figura 5.42: Influéncia da quantidade de pontos utilizados no subdominio do
ponto de interesse - Aproximacao quintica

Todas as 97 composicoes do subdominio local do ponto de interesse sao utiliza-
das para avaliar o comportamento do efeito de shear locking para o deslocamento
transversal do ponto central da placa, com a utilizagao de uma base monomial de

segunda ordem. Os resultados sao apresentados na Figura [5.43]
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Figura 5.43: Efeito de shear locking com aproximacao quadratica - Deslocamento
transversal no ponto central da placa

Como esperado, na Figura pode-se observar que o efeito de shear locking é
intensificado a medida que a relacao % diminui. Contudo, os subdominios locais que
produziram resultados com baixo erro relativo para as espessuras maiores, mantive-
ram a precisao do resultado até para as placas consideradas muito finas, indicando
que a formacgao do subdominio local pode suprimir completamente o efeito de shear
locking independentemente da base monomial utilizada.

A partir do critério definido no exemplo [5.1} no qual a quantidade de pontos
utilizados para obtencao das func¢oes de aproximacao é definida através da estabi-
lidade dos resultados obtidos com o incremento do subdominio local do ponto de
interesse, é apresentado na Figura o erro relativo em funcao da relacao % para

bases monomiais de diferentes ordens.
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o 80% Base Quadratica
2
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0% * A 'S —h— A
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Relacdo t/L

Figura 5.44: Efeito de shear locking - Placa esconsa
A integracao proposta apresentou bons resultados para uma relagao % maior
que 0.05, independentemente da base monomial utilizada. A consideracdao de uma
base monomial de sexta ordem permitiu a obtencao de resultados precisos para

% = 0.0125, conforme pode ser visto na Figura m
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Figura 5.45: Influéncia do nimero de termos da base monomial no efeito de shear
locking- Placa esconsa

Por fim, a rotacao na direcao X;, X5 e o deslocamento transversal obtidos com
a integracao proposta, em toda a placa, sdo apresentados nas Figuras e
[b.48], respectivamente.
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Figura 5.46: Rotacao na direcao X; - placa esconsa

Rotl (rad)
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Figura 5.47: Rotagao na direcao Xs - placa esconsa
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Figura 5.48: Deslocamento transversal da placa esconsa
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

6.1 Conclusoes

A formulacao do MLPG para o problema de flexao de placas espessas considerando
as hipoteses de Reissner é bastante semelhante a formulacao que utiliza as hipdteses
de Mindlin, e desta forma nao houveram dificuldades no seu desenvolvimento. Por
outro lado, muitas adversidades surgiram durante a implementacao computacional,
principalmente com relacao a delimitacao dos dominios de integragao e também para
consideracao das condicoes de contorno do problema, que sao discutidas a seguir.

A implementacao realizada neste trabalho ja permite a consideracao de subdo-
minios de integracao com raio de qualquer comprimento. Contudo, o algoritmo
implementado nao permite que as condi¢oes de contorno variem em trechos do con-
torno contidos em um subdominio de integragao qualquer, limitando parcialmente
a utilizagao de um raio qualquer para o subdominio de integracao.

E interessante destacar que, as formulacoes tradicionais do MLPG consideram
subdominios de integracao com geometria em forma de retangulos, facilitando muito
a implementacao computacional, inclusive para consideracao das condicoes de con-
torno. Quando a forma circular é considerada, para se evitar problemas com as
condicoes de contorno, o raio do subdominio de integracao ¢ limitado de forma a
nao permitir que o contorno do problema esteja contido nos subdominio de integra-
¢ao dos pontos internos.

As anadlises iniciais do MLPG com a integracao proposta se deram com a uti-
lizacao de um tunico subdominio, ou seja, o subdominio utilizado para obtencao
das funcoes de aproximacao era utilizado como subdominio de integragao. Ainda
que, em algumas situacoes, esta abordagem tenha produzido resultados aceitéveis, a
ocorréncia de instabilidades foi frequente. Verificacoes permitiram constatar que o
desempenho da funcao de aproximacao é variavel dentro do dominio de validade de

tal funcao, sendo que, quanto mais proximo do limite do dominio de validade, menor

96



é a eficiéncia da fungao de aproximagao obtida. A solucao que produziu melhores
resultados foi a limitacao do uso das funcoes de aproximacao nas regides onde seu
desempenho foi mais efetivo, reduzindo o subdominio de integracdo e aumentando
a quantidade de pontos utilizados na obtencao das funcoes de aproximacao.

A formulacao obtida com a aplicacao do MLPG apresenta muitos parametros
abertos que afetam diretamente o comportamento dos resultados, como por exem-
plo o método utilizado para obtencao das fungoes aproximacao, a base monomial
utilizada na obtencao das fun¢oes de aproximacao, a funcao de ponderacao, os para-
metros de forma da funcao de ponderagao, geometria do subdominio de integragao,
dimensao do subdominio de integracao, quantidade de pontos utilizados para obten-
¢ao das fun¢oes de aproximacao e outros. Quanto maior a quantidade de parametros
abertos, maior se torna o esforco e tempo despendido para analisar o comportamento
da formulacao apresentada e desta forma mais estudos visando a eficiéncia do mé-
todo precisam ser realizados para se verificar a interacao entre os diversos parametros
que podem ser escolhidos livremente.

A utilizagdo do MLS nao se mostrou uma alternativa viavel e mais estudos se
fazem necessarios para uma conclusao definitiva. Por mais que a implementacao
computacional tenha considerado uma verificagao do niimero de condicionamento
para identificar a producao de matrizes singulares, nao foi possivel o ajuste de um
nimero de condicionamento que permitisse o uso do MLS. Quando o ajuste do
nimero de condicionamento foi pouco rigoroso, matrizes singulares inviabilizavam
a aplicacao do método e, caso contrario, para um ajuste rigoroso no numero de
condicionamento das matrizes, se tornava mandatério a utilizacao de um niimero
demasiado de pontos para obtencao das fungoes de aproximacao.

Uma questao muito relevante e ndo encontrada na literatura foi que a posicao da
estrutura no sistema cartesiano pode acarretar na produgao de matrizes singulares.
Em alguns exemplos, quando uma ou mais arestas da placa eram coincidentes com
0s eixos cartesianos, a ocorréncia de matrizes singulares era recorrente. Tendo em
vista que as fungoes de aproximagao sao dependentes das coordenadas dos pontos,
bem como a base monomial, pontos sobre os eixos cartesianos estao inclinados a pro-
duzirem diversos valores nulos nas matrizes utilizadas para obtencao das funcoes de
aproximacao. A simples translacao do problema para uma nova posicao no sistema
cartesiano solucionou o problema mencionado.

O sistema global formado pela aplicacao do MLPG se demonstrou bastante esté-
vel, sendo que, a imposicao das condicoes de contorno de Dirichlet pode ser efetuada
por duas maneiras distintas conduzindo aos mesmos resultados. Através do método
da interpolagao direta o sistema global teve algumas de suas equagoes substituidas
sem a constatacao de nenhum inconveniente. No caso do método das penalidades,

¢ costumeiro um parametro de penalidade muito alto provocar a degradacao dos
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resultados, sendo que, na integracao proposta diversos parametros de penalidade
foram testados e os resultados se mantiveram estaveis. Ao se elevar o parametro de
penalidade, a matriz de rigidez global teve seu condicionamento piorado. Contudo, o
parametro de penalidade também afeta o vetor de forcas, de tal forma que nenhuma
perda tenha sido produzida.

Naturalmente a simplificagao apresentada no processo de integracao proposto
possui menor precisao na avaliacao das variaveis no ponto de quadratura, se com-
parado ao processo de integracao tradicional. Por mais que pareca contraditorio,
os resultados demonstraram que a integracao proposta pode ser mais precisa que
a integragao tradicional quando comparados os resultados finais. Em tempo, cabe
mencionar que MAZZIA et al. |[54] compararam diversas regras de integra¢ao numé-
rica para o MLPG, sendo que, a regra de integracao mais precisa nao se consagrou
como sendo a mais eficiente. Conforme ja mencionado, o MLPG é um método
que possui muitos parametros para ajuste e por vezes, a integragao proposta valo-
riza mais as caracteristicas locais do problema através da utilizacao de subdominios
de influéncia menores, podendo justificar assim a obtencao de melhores resultados
finais. Com relagao a eficiéncia computacional, a integracao proposta sempre apre-
senta menor custo e, a medida que o problema é refinado, a vantagem da integracao
proposta sobre a integracao tradicional amplia exponencialmente.

Durante as analises numéricas percebeu-se que o método utilizado para solu-
cao do sistema de equacoes, a eliminacao de Gauss com pivoteamento parcial, era
computacionalmente ineficiente. Para agravar o problema, tal método tinha sua
eficiéncia computacional piorada a medida que o problema era refinado. Tendo em
vista o MLPG produz uma matriz de rigidez esparsa, uma alternativa pode ser o ar-
mazenamento da matriz em um formato comprimido e a solucao do sistema através
de um processo iterativo com a utilizacao de um pré-condicionador para acelerar a
obtencao da solucao.

Com relagao ao efeito de shear locking, a utilizacao de bases monomiais de ordens
mais elevadas tendem a solucionar o problema de forma satisfatéoria. Quando as
funcoes de forma foram obtidas com o MLS, as dificuldades advindas de problemas
de matrizes singulares, nao permitiram que o efeito de shear locking fosse estudado
detalhadamente. Ja para o caso de fun¢oes de forma obtidas com o RPIM, ha fortes
indicativos de que, a correta escolha da formagao do subdominio para obtencao das
funcgoes de aproximacao, pode suprimir completamente o efeito de shear locking até
para o caso em que uma base monomial de primeira ordem é utilizada.

Por fim, durante as andlises do efeito de shear locking, pode-se concluir que,
quanto mais pontos sao utilizados na obtencao das funcoes de forma, mais estével
se torna a solucao do problema. O contra ponto é que, o custo computacional da

integral proposta aumenta quando mais pontos sao utilizados para obtencao das
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funcoes de aproximacao.

A implementacao da técnica de nés geométricos descontinuos, apesar de simples,
se mostrou uma técnica bastante eficiente para utilizacao no MLPG. A utilizagao
de nés duplos, permitiu representar com bastante precisao as descontinuidades do
contorno, conduzindo a resultados acertados sem afetar o custo computacional do
método.

Os resultados obtidos neste trabalho mostram que o MLPG é um método robusto
para a andlise de placas espessas e finas, permitindo a aplicacao de um processo de
integracao menos rigoroso que o tradicionalmente utilizado, propiciando reducao do
custo computacional e mantendo a qualidade dos resultados. E importante ressaltar
que o processo de integracao proposto nao se restringe a formulagao para analise de

flexao de placas de Reissner, podendo ser utilizado em qualquer desenvolvimento do
MLPG.

6.2 Sugestoes para desenvolvimentos futuros

A inclusdo da consideracao de nao linearidade fisica é uma proposta interessante para
a continuacao deste trabalho. Tao interessante quanto, é estender a formulacao para
consideracao de trincas no dominio da placa.

De maior simplicidade, mas nao menos importante, é a utilizacdo de um sis-
tema mais eficiente de armazenamento da matriz de rigidez global. Conjuntamente,
sugere-se a utilizacdo de um sistema eficiente para a solucao do sistema final de
equacoes, com a utilizacao de pré-condicionador para acelerar a obtencao da res-
posta final do problema.

A analise das quasi-singularidades das matrizes é um estudo bastante oportuno,
pois a aplicagao de diversas técnicas de regularizacao e de solugao do sistema podem
ser avaliadas.

A consideracao de materiais anisotropicos ou heterogéneos é outra contribuicao
de grande monta para a formulagao apresentada.

Uma sugestao interessante, seria um estudo especializado para otimizar a dis-
tribuicao de pontos para aplicacao do MLPG ou até mesmo um estudo sobre a
distribuicao aleatoria de pontos.

A formulacao apresentada neste trabalho permite que a matriz de rigidez seja
montada com a utilizacao de processamento em paralelo. Desta forma, a implemen-
tacao de um algoritmo que permita a utilizagao de varios niicleos computacionais é
uma proposta agradavel de se trabalhar.

Por fim, uma sugestao bastante vilida é o desenvolvimento de uma plataforma
com ambiente grafico e amigével, objetivando incentivar novos pesquisadores a tra-

balhar com o MLPG ou ainda, objetivando apresentar esta ferramenta para cursos
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de graduacao.
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Apéndice A

Placa Quadrada Biapoiada - Apoio
Soft e Hard

Nas figuras [A.1] [A.2] e [A.3] sdao apresentados lado a lado, os resultados de uma

placa quadrada biapoiada, considerando-se apoios do tipo soft e hard. A proposta

de integracao apresentada na secdo [£.4.3] é utilizada na formulacdo do MLPG. Os
dados utilizados para obtencao dos resultados sao: Carregamento uniformemente
distribuido: g = —0.64%; Comprimento da aresta da placa: L = 1m; Espessura
da placa: t = 0.25m; Nuvem de pontos: 289 pontos distribuidos de forma homogénea
sobre o contorno e dominio da placa; Pontos de quadratura: 8 x8 pontos na avaliacao
das integrais de dominio e 8 pontos na avaliacao das integrais de contorno; Mdédulo

de elasticidade: E = 2 x 1065;—]2\[; Coeficiente de Poisson: v = 0.3.

6 3e-08 [ 1.2e-10
_é‘3e_7 -6.3e-7
—1 3e-6 [ -1.3e-6
-2e-6 E -1.95e-6
26866 2666
-3‘35e-6 [ -3.25e-6
-4.0e-06 -3.9e-06

(a) apoio soft (b) apoio hard

Figura A.1: Deslocamento tranversal - (a) placa com apoio soft e (b) placa com
apoio hard
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3.26-06 3.1e-06
2.15e-6 2.1e-6
1.05e-6 1.05e-6
0 g 0
-1.05e-6 = -1.05e-6
2.le-6 2.056-6
-3.2e-06 -3.2e-06
(a) apoio soft (b) apoio hard

Figura A.2: Rotagao na dire¢ao X - (a) placa com apoio soft e (b) placa com
apoio hard

1.1e-05 [ 9.9e-06
[ 7e-6 6.5e-6

3.4e-6 [ 3.4e-6

0 '8 0

-3.8e-6 -3.4e-6
[ -7.3e-6 [ -6.5e-6

-1.1e-05 -9.9e-06

(a) apoio soft (b) apoio hard

Figura A.3: Rotagao na dire¢ao X, - (a) placa com apoio soft e (b) placa com
apoio hard
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