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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários
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INVERSÃO DA FORMA DE ONDA COMPLETA DE FONTES SUPERFICIAIS

Bruno de Souza Silva

Dezembro/2020

Orientador: Luiz Landau

Programa: Engenharia Civil

A Inversão da Forma de Onda Completa está entre as tecnologias mais ro-

bustas na construção de modelos de velocidades em ambientes geologicamente com-

plexos. O sucesso do método pode ser explicado devido o mesmo não estar restrito

à inversão apenas de ondas primárias. De fato, neste algoritmo, todos os eventos

preditos pela equação diferencial que governa o fenômeno de propagação da onda

são levados em consideração. Contudo na prática, devido ao seu alto custo compu-

tacional associado principalmente ao grande número de problemas de extrapolação

do campo de onda direto e reverso, o método é muitas vezes restrito até cerca de 10

Hz de frequência de pico. Com isso, o campo de velocidades pode não ser suficiente

para garantir a resolução necessária para uma migração em profundidade precisa.

Nesse trabalho, propõe-se um algoritmo que busca reduzir o custo computacional

a fim de proporcionar o emprego do método até 30 Hz de frequência de pico, de

modo que o campo de velocidades obtido possa ser utilizado como uma ferramenta

de interpretação. A estratégia consiste em reduzir o número de modelagens direta

e reversa utilizando a tecnologia de fontes superficiais (do inglês, Areal Shot Tech-

nology). Em outras palavras, em vez de resolver a equação da onda para todas as

Famı́lias de Tiro Comum, a equação da onda é resolvida para um pequeno número

de registros de fontes superficiais, criadas para aumentar a iluminação na região de

interesse. Por fim, pode se dizer que as fontes passivas (difrações ou reflexões) são

ativadas durante a propagação direta ou reversa do campo de onda de forma con-

trolada ao longo do modelo de velocidade de fundo. Nos experimentos numéricos,

realizados no modelo de velocidades Marmousi-2, o método convergiu com sucesso

em direção ao modelo verdadeiro e foi observada uma redução substancial do custo

computacional em comparação com o método tradicional.
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Full Waveform Inversion is among the most robust technologies for veloc-

ity field determination in areas of high geological complexity, such as those which

present salt tectonics. The success of this method may be explained by the fact

that it is not restricted to inverting primary reflected waves. All events predicted

by the differential equation, which governs the wave phenomenon, are employed in

its algorithm. This increases the seismic illumination tremendously in relation to

the methods which linearize the forward problem. In practice, however, due to its

high computational cost, which is mainly associated with the large number of for-

ward and reverse extrapolations, this method is typically restricted to frequencies

of a few Hertz (around peak frequency of 10 Hertz), which may be insufficient to

guarantee the velocity field resolution required for effective depth migrations. In

this work, we propose an algorithm that aims to reduce the computational cost with

the goal of improving the feasibility of this method for frequencies up to 30 Hertz

so as to consider the final velocity field as an interpretation tool itself. The strategy

employed is decreasing the number of forward and reverse extrapolations using the

concept of areal shot record technology. Rather than solving the wave equation for

all common shot gathers, we solved the wave equation for a small number of areal

shot records to increase the seismic illumination on the target zones. Ultimately,

we activated passive sources (diffractions or reflections) when the controlled wave-

field propagates (or reverse propagates) along the background velocity models. In

our numerical experiments, performed on Marmousi-2 velocity model, our method

successfully converged to the target model. Further, a substantial reduction was

observed in the computational cost compared to the traditional method.
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B.1 Fórmula de Modelagem Discreta da Equação Acústica da Onda . . . 99

B.2 Análise de Dispersão e Estabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
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próximos a superf́ıcie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.2 Registro do campo de onda (invertido) gerado pelas fontes superficiais

para o tempo total de registro de 4s relativo a profundidade em: a)

0,5km e b) 2,6Km. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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presenta o Modelo-I e o vermelho representa o Modelo-II. . . . . . . . 34

4.2 a) Modelo-I, altamente estruturado com altos contrastes de propri-

edade; b) Modelo-II, pouco estruturado e com baixos contrastes de

propriedade na região do reservatório; c) Ampliação do Modelo-I na

área de interesse; d) Ampliação do Modelo-II na área de interesse. . . 35
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Os erros dizem respeito ao somatório dos erros relativos absolutos

globais e locais. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

xvii



4.5 Comparação do custo computacional da FWI e FWIAR para o Ex-

perimento 2. O número de EDPs resolvidas na obtenção dos modelos

iniciais para FWIAR-2 e -3 foi considerado, assim como o número de

EDPs na construção dos operadores de śıntese (equivalente a 75, 67
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Caṕıtulo 1

Introdução

A Inversão da Forma de Onda Completa (do inglês, Full Waveform Inversion

- FWI) tem sido uma das tecnologias mais precisas para construção de modelos de

velocidade para migração em profundidade em áreas que apresentam alta comple-

xidade estrutural e estratigráfica. Existe um grande número de casos em que essa

tecnologia tem contribúıdo fortemente para gerar campos de velocidades e imagens

de refletividade de alta resolução (CHAZALNOEL et al., 2017; GABRIELLI et al.,

2016; WARNER et al., 2013; ZHANG et al., 2018). Os resultados obtidos com os

dados OBC do Valhall (LIU et al., 2012) e na Bacia de Santos - Brasil (BARRAGAN

et al., 2019; PENNA et al., 2019), por exemplo, são notáveis.

A FWI é um problema inverso não linear que tem como objetivo estimar

as propriedades f́ısica do meio, a partir da minimização da diferença entre o dado

śısmico observado (dado de campo) e calculado (simulado sinteticamente). A razão

de seu sucesso está relacionada com o fato de ir além das aproximações de Born na

solução do problema direto. Ao contrário de outros métodos de inversão que utilizam

apenas ondas primárias, todos os eventos preditos pela equação da elastodinâmica

podem ser utilizados no seu algoritmo. Amplitude, tempos de trânsito de refrações,

reflexões e difrações, além de múltiplas de todas as ordens e tipos trazem informações

importantes para a FWI.

Ao longo do processo de seu desenvolvimento surgiram contribuições cruciais

para viabilizar a FWI. O maior avanço foi alcançado por TARANTOLA (1984) e

LAILLY (1983), onde ambos demonstraram que o gradiente poder ser obtido a partir

da correlação cruzada entre os campos de onda direto e reverso. Anteriormente era

necessário calcular as derivadas de Fréchet para cada ponto do modelo. Diante disso,

foi posśıvel vincular de forma elegante os conceitos de migração reversa no tempo

e inversão, provendo o primeiro passo da FWI em direção às aplicações do mundo

real. No entanto, apesar do progresso substancial, muitos avanços ainda seriam ne-

cessários até que o FWI fosse capaz de proporcionar um modelo de velocidades cada

vez mais efetivo para ambientes complexos, tais como informações incompletas da
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subsuperf́ıcie devido a limitação do número de onda presentes no dado (ALKHA-

LIFAH, 2016; LI et al., 2020, 2017), questões relacionadas a iluminação, crosstalk

causados pela ausência da predição de múltiplas energias (DUVAL e RATCLIFFE,

2020) e questões relacionadas a absorção (ALKHALIFAH, 2014a) e meios elásticos

(ALVES, 2017; CARNEIRO et al., 2018).

De fato, para problemas de inversão śısmica essa não é uma tarefa fácil de

resolver. Geralmente, as funções objetivo apresentam um grande número de mı́nimos

locais como consequência do fenômeno de salto de ciclo, especialmente observado

quando altas frequências temporais estão envolvidas. Outra questão importante é

seu alto custo computacional. Recentemente a tecnologia de Nodes tem surgido

como uma das aquisições śısmica mais confiáveis para imagens de ambientes do

pré-sal de águas profundas por FWI, no entanto essas aquisições trazem desafios

em comparações a aquisição de streamer, pois requerem que a modelagem śısmica

seja realizada em grandes domı́nios computacionais a fim de cobrir toda a malha de

nós, levando assim a problemas computacionais de alto desempenho (AGHAMIRY

et al., 2020). Por ser um esquema de otimização local, o método geralmente precisa

realizar um grande número de extrapolações do campo de onda direto e reverso. Na

maioria das vezes, o Método de Diferenças Finitas (MDF) é empregado na solução

numérica da equação da onda utilizando malha espacial e temporal de alta densidade.

Esse fato é um dos responsáveis por limitar o emprego da FWI a dados de baixa

frequência. Existem algumas alternativas para mitigar o efeito de salto de ciclo

na função objetivo. A primeira é buscar funções objetivo menos senśıveis a este

efeito. As propostas de ABUBAKAR et al. (2011),GUASCH e WARNER (2014) e

METIVIER et al. (2016) caminharam nesta direção.

Outra importante contribuição foi dada por BUNKS et al. (1995). Uma vez

que o número de mı́nimos locais aumenta com o crescimento da frequência temporal,

os autores propuseram um esquema multiescala em frequência, no qual os dados de

entrada são filtrados. Com isso a FWI foi realizada sequencialmente para vários

dados de entrada para diferentes intervalos de frequência, iniciando dos mais baixos

para os mais altos.

Esta proposta tem sido eficiente nos casos em que as mais baixas frequências

são registradas e/ou um modelo que honra o tempo de trânsito dos principais eventos

esta dispońıvel. Contudo, esta estratégia torna a FWI computacionalmente mais

custosa, pois em vez de uma aplicação é necessário realizar a inversão para vários

intervalos de frequência. Este custo pode ser especialmente elevado para intervalos

de frequências mais altas, como consequência da necessidade de empregar o MDF

utilizando malhas mais densas e também uma variação do incremento temporal

demasiadamente pequena. Basicamente, existem três soluções posśıveis para reduzir

o custo computacional: esquema de pré-condicionamento, redatumação e decimação
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inteligente das Famı́lias de Tiro Comum, tal como Super Tiros (BEN-HADJ-ALI

et al., 2011; KREBS et al., 2009; KWON et al., 2019; MATHARU e SACCHI,

2018).

O pré-condicionamento pode acelerar a convergência consideravelmente e uma

excelente aproximação da Hessiana foi testada por CARNEIRO et al. (2018); JANG

et al. (2009); SHIN et al. (2001). Ademais, a filtragem do gradiente como proposto

por ALKHALIFAH (2014b) também tem sido efetiva. De outra forma técnicas de

redatumação reduzem o domı́nio de aplicação em torno da zona de interesse e o

problema inverso é focado em um sub-domı́nio do espaço do modelo e seu dado

de entrada consiste do campo de velocidade inicial e de Famı́lias de Tiro Comum

redatumadas de curta duração. Além de tornar as extrapolações significativamente

menos custosas, a taxa de convergência tende a ser muito rápida (HAFFINGER,

2013).

A questão principal relativa a essa estratégia consiste na maneira como à re-

datumação é realizada. Para realizar a extrapolação de forma eficaz é necessário um

bom modelo de velocidade em termos cinemáticos, que nem sempre está dispońıvel

antes das aplicações da FWI. Existem estratégias sofisticadas baseadas na tecnolo-

gia Marchenko que dispensam o campo de velocidade (WAPENAAR et al., 2014),

contudo, a focalização da energia em subsuperf́ıcie está longe de ser uma tarefa fácil

para os padrões vigentes de aquisição de dados śısmicos devido principalmente a

dificuldade de se estimar a função de Green para problemas reais.

Quanto a estratégia de decimação pode ser dita que a redução do número de

Famı́lias de Tiro Comum, torna posśıvel a redução do custo computacional na FWI.

No entanto, fortes artefatos presentes no gradiente, proveniente de uma ilumina-

ção śısmica pobre podem influenciar negativamente na qualidade da convergência,

conforme declarado em SIRGUE e PRATT (2004).

BAUMSTEIN et al. (2011); BEN-HADJ-ALI et al. (2011); KREBS et al.

(2009); SCHUSTER et al. (2011) aplicaram na FWI o conceito de Phase Encoded

introduzido por ROMERO et al. (2000). Dessa forma, foi substitúıdo um alto nú-

mero de Famı́lias de Tiro Comum por um número consideravelmente pequeno de

Super Tiros. Essa estratégia permite a FWI ser mais barata, além disso elimina

parcialmente a ausência de cobertura śısmica, se comparado com a estratégia de

decimação. No entanto, como os Super Tiros são obtidos como uma śıntese de onda

plana próximo a superf́ıcie, a cobertura śısmica não é garantida próximo aos alvos

mais profundos, especialmente nos casos em que as camadas acima da zona de inte-

resse exibem um alto contraste de impedância. As zonas de reservatórios do Pré-Sal

da Bacia de Santos são bons exemplos (BARRAGAN et al., 2019).

De fato, mesmo considerando todas as Famı́lias de Tiro Comum como entrada

não é posśıvel garantir a iluminação na zona de interesse. E, naturalmente, a situação
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tende a piorar quando se considera um pequeno número de śıntese de ondas planas

longe da região alvo. Neste trabalho, propõe-se um esquema, que diminui o custo

computacional, a partir da redução do número de propagação do campo de onda

direto e reverso de forma similar à abordagem Phase Encoded. Porém, este trabalho

busca mitigar a falta de cobertura śısmica adequada nas regiões de interesse em zonas

mais profundas. A ideia consiste em trazer os conceitos de iluminação controlada e

fontes de tiros superficiais, para a Inversão da Forma de Onda Completa.

BERKHOUT (1992) e RIETVELD e BERKHOUT (1994) introduziram es-

ses conceitos no contexto da migração śısmica, que foram posteriormente estendido

para iluminação controlada (CHEN et al., 2004; WANG et al., 2001) e para Equação

completa da onda no domı́nio do tempo (BOECHAT, 2007). Eles substitúıram um

grande número de Famı́lias de Tiro Comum por um pequeno número de registros

de fontes superficiais associados a frentes de ondas espećıficas, por exemplo, ondas

planas na subsuperf́ıcie. Como resultado, além da economia computacional, eles au-

mentaram a resolução śısmica controlando a iluminação nas proximidades das zonas

de interesse. O registro de fontes superficiais representa a resposta śısmica para um

conjunto de fontes superficiais determinadas, a partir das convoluções ponderadas

entre o operador de śıntese e as Famı́lias de Tiro Comum. Os operadores de śın-

tese são obtidos resolvendo a equação da onda para um conjunto de fontes virtuais

distribúıdas ao longo da localização das frentes de onda desejadas na subsuperf́ıcie,

utilizando o campo de velocidade de migração (Figura 1.1).

Figura 1.1: Fontes virtuais distribúıdas em subsuperf́ıcie.

Neste trabalho, é proposto um novo método de Inversão da Forma de Onda

Completa, designado por FWIAR (do inglês, Full Waveform Inversion of Areal

Shot Records), em que as Famı́lias de Tiro Comum são substitúıdas por um pequeno

número de fontes superficiais determinadas dinamicamente, à medida que o campo

de velocidade de fundo é atualizado ao longo do processo iterativo. A partir deste

método um esquema h́ıbrido empregando a FWI e a FWIAR é sugerido.
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1.1 Metodologia

Neste trabalho, com o objetivo de reduzir o custo computacional da FWI é

proposto um novo método que utiliza os conceitos de Fontes Superficiais e śıntese

de ondas, como empregados por BERKHOUT (1992); BOECHAT (2007); RIET-

VELD (1995); RIETVELD e BERKHOUT (1994). Esse método busca reduzir o

número de Famı́lias de Tiro Comum a partir do emprego de fontes superficiais gera-

das através dos operadores de śıntese associados às ondas planas em subsuperf́ıcie.

Essa proposta busca explorar a presença das fontes passivas no processo de propa-

gação do campo de onda direto e reverso. Tais fontes são todos os eventos que têm

origem quando o campo de onda, gerado pelas fontes reais, incide nas regiões que

apresentam contrastes de propriedades (velocidade e densidade, no caso acústico).

As fontes passivas estão associadas às derivadas espaciais das propriedades

acústicas presente no modelo de fundo. Bem como, dependem da intensidade e a

forma de onda do campo de onda incidente nos pontos onde as derivadas espaciais

não são nulas. Estas fontes estão presentes na FWI e FWIAR, no entanto no segundo

método ocorre a concentração de energia. Esta concentração favorece a ativação das

fontes passivas na região de interesse.

Para ilustrar a presença das fontes passivas, um experimento a partir da

propagação direta do campo de ondas incidente utilizando a Equação Completa da

Onda é empregado a partir de dois campos de velocidade um rugoso e outro suave,

Figura 1.2. Para evidenciar a diferença de contraste de propriedade entre os modelos

foi extráıdo um perfil vertical na posição de 5,5km, Figura 1.3a, e sobre esse perfil

foi calculado a derivada da velocidade em relação a profundidade (Figura 1.3b).

Pode-se observar que as oscilações de velocidade são significativamente superiores

no modelo rugoso. Essa diferença em termos da propagação do campo incidente

para um termo fonte pontual inserido no centro do modelo pode ser observada na

Figura 1.4. Nesta imagem, pode-se observar que a propagação do campo de onda

incidente no modelo rugoso gera mais eventos (difrações e reflexões), em relação ao

campo de onda propagado no modelo suave.

O conceito de fontes passivas foi explorado na estratégia de várias passadas,

introduzida por BULCÃO et al. (2011), nessa estratégia na FWI o processo de

multiescala em frequência foi aplicado repetidas vezes a fim de explorar a maior

diversidade de eventos no campo calculado, encontrado nas passadas anteriores.

Cabe ressaltar que neste trabalho, as fontes passivas não têm relação direta

com a série de Born, na qual os espalhamentos ocorrem quando há discrepância

entre o modelo de fundo e o modelo de velocidade “real”, ou seja, pressupõem-se

dois modelos. Nesta tese, não se faz referência a dois modelos, e sim a um único

modelo.
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Figura 1.2: Campos de velocidade: a) Rugoso e b) Suave.
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Figura 1.3: a) Perfil de velocidade extráıdo na posição de x=5,5km e b) Perfil de
derivada da velocidade em relação a profundidade na posição x=5,5km.
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Figura 1.4: Três diferentes instantes de tempo da propagação do campo de onda
incidente (1,0s, 1,5s e 2,0s de cima para baixo). À esquerda, modelo rugoso; à
direita, modelo suave.

Neste novo esquema, fontes pontuais são substitúıdas por fontes superficiais.

As Famı́lias de Fontes Superficiais representam o registro do campo de ondas asso-

ciado às frentes de ondas planas no interior do modelo e são obtidas a partir das

convoluções ponderadas entre o operador de śıntese e as Famı́lias de Tiro Comum.

O emprego das fontes superficiais permite aumentar a concentração do campo de

ondas em subsuperf́ıcie, o que favorece a ativação das fontes passivas na região de in-

teresse. Essa ativação depende da combinação da iluminação śısmica e do contraste

de propriedade.

Para explorar a ativação das fontes passivas na região de interesse, a FWIAR

será empregada considerando três diferentes campos de velocidades iniciais. A prin-

cipal diferença entre os campos de velocidade reside no número de contrastes.

A partir da análise dos resultados será proposto uma formulação h́ıbrida que

realizará a FWIAR empregando campos de velocidades iniciais provenientes da FWI,

obtidos com baixas frequências.
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1.2 Estrutura da Tese

Nos caṕıtulos seguintes, serão apresentados a fundamentação teórica, os al-

goritmos em detalhes, as aplicações numéricas no modelo Marmousi-2, além da dis-

cussão dos resultados, conclusões, discussão e trabalhos futuros. O trabalho está

organizado da seguinte forma:

No Caṕıtulo 1 são apresentados o estado da arte referente a FWI bem como

a contribuição desta tese (FWIAR).

No Caṕıtulo 2, é apresentado o esquema da FWI utilizado para compara-

ção com o novo método FWI de Fontes Superficiais (FWIAR). As estratégias de

solução da estimativa do campo de velocidade a partir da FWI são apresentadas

descrevendo o problema direto e reverso, diferentes estratégias de minimização e a

função objetivo escolhida. A estratégia de otimização escolhida é apresentada para

avaliar a importância da baixa frequência para o processo de atualização do modelo

de velocidade. Tal contribuição motivou o estudo da influência das estruturas da

Terra como fonte natural no processo de propagação do campo de onda.

No Caṕıtulo 3 são descritos os ingredientes do método de Inversão da Forma

de Onda Completa de Fontes Superficiais (FWIAR), sua formulação matemática e

seu algoritmo.

No Caṕıtulo 4 são apresentados os resultados empregando as fontes super-

ficiais na FWI, utilizando o Marmousi-2. Dois modelos são gerados, o primeiro

apresenta a região mais complexa do Marmousi-2 (Modelo-I) e segundo foi extráıdo

da parte mais rasa do Marmousi-2 e apresenta uma baixa complexidade geológica

(Modelo-II). Diferentes estratégias de utilização do campo de velocidade inicial são

sugeridas e o desempenho da FWIAR é comparado com a FWI utilizando a estraté-

gia de inversão multiescala em frequência para intervalos de frequência que variam

de 3 a 30 Hz e 33 a 51 Hz.

Nos Caṕıtulos 5 e 6, são apresentadas as discussões, conclusões e trabalhos

futuros.
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Caṕıtulo 2

Inversão da Forma de Onda

Completa

Neste caṕıtulo, será descrito o esquema FWI utilizado para comparar com o

novo método de FWI de Fontes Superficiais.

2.1 Introdução

A Inversão Śısmica é o procedimento para reconstruir as propriedades f́ısicas

da Terra em subsuperf́ıcie, baseado no registro de dados śısmicos (TARANTOLA,

1987). Esta técnica busca estimar o modelo 1 de subsuperf́ıcie da Terra, por meio

de medições śısmicas realizadas em campo. Se a relação entre o dado e o modelo for

linear, então a solução do sistema pode ser obtida com base na álgebra matricial.

Porém se a relação for altamente não linear, como no caso da FWI, então a busca pela

solução pode ser realizada utilizando um processo iterativo a partir de atualizações

linearizadas, ou por métodos de otimização global.

Assumindo que a f́ısica fundamental pode ser adequadamente compreendida,

o dado u e o modelo de parâmetros v podem ser relacionados por meio de um sistema

de equações chamado de problema direto:

u = M(v), (2.1)

em que, M representa o operador de modelagem. O problema direto consiste em

predizer u, a partir de v. No contexto do imageamento śısmico u representa o dado

observado (sismograma real) e v é o vetor de parâmetros (velocidade, densidade

1Segundo SHERIFF (2002) modelo é um conceito, a partir do qual se pode deduzir os efeitos
para comparação com as observações: usado para desenvolver uma melhor compreensão das obser-
vações. O “modelo”pode ser conceitual, f́ısico ou matemático. No contexto deste trabalho, o termo
modelo é uma representação das propriedades da Terra descritas na forma de uma malha regular
representada, com base em um vetor v ∈ Rn, onde n é o número de pontos discretizados na malha.
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etc.) utilizado para representar o modelo śısmico geológico. O operador M descreve

a relação entre os modelos de parâmetros e os dados śısmicos registrados.

O problema inverso consiste em encontrar o modelo de parâmetros v dado

u. Sendo assim, com base no dado śısmico registrado em campo pode-se obter este

modelo através do emprego do operador inverso M−1:

v = M−1(u). (2.2)

No processo de inversão śısmica busca-se reconstruir o modelo da subsu-

perf́ıcie da Terra, por meio de um problema inverso baseado no registro śısmico em

superf́ıcie, conforme Equação 2.2. No entanto, em muitos casos encontrar o operador

inverso M−1 que explica a relação entre u e v se torna impraticável. Em problemas de

inversão śısmica, uma forma comum de encontrar a solução deste problema consiste

em buscar o modelo que minimiza (ou maximiza) uma função objetivo.

Dentro deste contexto, LAILLY (1983) e TARANTOLA (1984) formularam

a inversão como um problema de otimização, tendo como objetivo a minimização da

diferença entre o dado observado e calculado, através de um método de otimização

local. Foi reconhecido que o gradiente do problema inverso poderia ser calculado,

através da correlação entre o campo de onda propagado diretamente e a propagação

reversa da diferença entre os dados observado e calculado. Foi observado, que a

perturbação da velocidade obtida, através da primeira iteração da otimização local

era semelhante a imagem migrada obtida pela Migração Reversa no Tempo. A

diferença principal consiste no fato que para a migração o campo de onda registrado

nos receptores é propagado reversamente no tempo, enquanto na FWI propaga-se a

diferença entre o dado observado e calculado.

Uma grande vantagem da FWI em relação aos outros métodos de inversão

como, por exemplo, a inversão por Tempo de Trânsito e a Análise de Velocidade por

Migração, é que esse método pode recuperar detalhes de alta resolução do modelo

de velocidades. Essa recuperação só é posśıvel devido ao fato da técnica utilizar a

equação completa da onda, o que permite levar em consideração a amplitude, fase,

tempo de trânsito, as ondas convertidas e as reflexões múltiplas, no processo de

minimização. Segundo DUVAL e RATCLIFFE (2020), a FWI atualmente é uma

ferramenta de construção de modelos de velocidade popular e avançada capaz gerar

modelos de velocidades de alta resolução. Semelhante ao impacto que a śısmica de

banda larga trouxe para a indústria geof́ısica na última década. Diferentes casos de

estudos mostram que o emprego do campo de velocidade da FWI como parte do fluxo

de trabalho torna a interpretação geológica mais simples (ANGELOV et al., 2019;

BRETHERTON et al., 2019; DUVAL e RATCLIFFE, 2020; GABRIELLI et al.,

2016; XIAO et al., 2018, 2016; ZHANG et al., 2018)
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2.2 Solução do Problema Direto

O método śısmico é baseado no estudo de diferentes campos de onda pro-

pagados através da subsuperf́ıcie da Terra, em que os valores observados dependem

das propriedades f́ısicas da rocha. O estudo de dados śısmicos na geof́ısica consiste

principalmente em analisar a resposta śısmica gerada sobre um modelo de propri-

edades da Terra. A solução do problema direto, também chamado de modelagem,

fornece a resposta śısmica através da solução numérica da equação da onda a qual

depende do modelo de parâmetros f́ısicos e aquisição

No caso da propagação de ondas śısmicas neste trabalho, o parâmetro f́ısico

do modelo representa a velocidade da onda compressional representada por v. O

sismograma sintético é o registro da resposta śısmica calculada ao longo do domı́nio

de observação.

Diversos métodos numéricos são empregados na solução numérica da Equação

da Onda, tais como: Método de Elementos Finitos (SMITH, 1975), Método Pseudo

Espectral (KOSLOFF e BAYSAL, 1982), Método de Expansão Rápida (PESTANA

e STOFFA, 2010) e o Método de Diferenças Finitas (MDF) (KELLY et al., 1976).

A escolha do método depende em particular da necessidade de precisão, eficiência

em avaliar a solução e a simplicidade de implementação (VIRIEUX et al., 2011). O

MDF tem sido a ferramenta mais utilizada pela geof́ısica para solucionar numerica-

mente o problema direto, devido a sua fácil implementação e sua eficiência em meios

heterogêneos (LEVANDER, 1988; VIRIEUX, 1986; ZHANG e YAO, 2013).

Considerando meios acústicos com densidade constante a equação da onda

2D é escrita da seguinte forma:

∇2 p j(r, t) −
1

v(r)2

∂2 p j(r, t)
∂t2 = −s(t)δ(r − r j), (2.3)

submetida às condições iniciais:

p j(r, t) =
∂p j(r, t)

∂t
= 0, para t ≤ 0, (2.4)

em que r = (x, z) é o vetor posição, j representa a j-ésima Famı́lia de Tiro Comum,

p j(r, t) é o campo de pressão gerado por uma fonte pontual s(t) posicionada em

r j, δ é o operador Delta de Dirac e v(r) é a velocidade de propagação da onda

compressional no meio.

Neste trabalho, a solução do problema direto é realizada utilizando o MDF,

com aproximações das derivadas parciais de segunda ordem no tempo e quarta or-

dem no espaço, com malhas definidas de forma a evitar dispersão numérica e a

garantir estabilidade, conforme descrito no Apêndice B. Além disso, foi utilizado o

método de camadas de absorção convolucionais com acoplamento perfeito (CPML -
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Convolutional Perfectly Matched Layer - (BERENGER, 1994) ).

2.3 FWI para Famı́lias de Tiro Comum

Geralmente, nos problemas de Geof́ısica a obtenção do inverso do operador de

modelagem direta é impraticável (TARANTOLA, 1984). Uma solução que pode ser

usada para resolver o problema é formular a técnica de inversão como um problema

de otimização, ou seja, o modelo de parâmetros é estimado, a partir da minimização

da distância entre os dados śısmicos observados (adquiridos em campo) e calculados

(simulados, sintéticos ou numéricos) (PRATT et al., 1998).

Nesta formulação, o cálculo do modelo v pode ser realizado através da mi-

nimização (ou maximização) de uma função objetivo E(v). Um estudo empregando

diferentes funções objetivos na FWI pode ser encontrado em JEON et al. (2014);

JIMENEZ TEJERO et al. (2014). Neste trabalho, optou-se pela função objetivo de

norma L2.

2.3.1 Função Objetivo

Neste trabalho, a função objetivo para a FWI de Famı́lias de Tiro Comum é

definida como a distância da norma L2 (TARANTOLA, 1984):

E(v) =
1
2

Ns∑
j=1

Nr∑
i=1

∫ T

0

[
pobs

j (ri, t) − pcal
j (ri, t; v)

]2
dt, (2.5)

onde pobs
j (ri, t) e pcalc

j (ri, t; v) representam, respectivamente, os traços śısmicos obser-

vados e calculados registrados nos i-ésimos receptores associados ao j-ésimo ponto

de tiro. T representa a duração de registro do traço śısmico (normalmente poucos

segundos) e Ns e Nr são respectivamente, o número de pontos de tiro e receptores.

Neste caso, considera-se a geometria de aquisição do tipo spread fixo.

O dado calculado, pcalc
j (r, t), é determinado a partir da solução da equação da

onda utilizando o MDF conforme definido na seção anterior.

2.3.2 Gradiente e Pré-Condicionamento

Utilizando o método do estado adjunto proposto por (LAILLY, 1983; TA-

RANTOLA, 1984), o gradiente associado à Equação 2.5 pode ser calculado a partir

da seguinte equação (Apêndice D):

g(r) = −

Ns∑
j=1

2
v(r)3

∂2 pcal
j (r, t; v)

∂t2 ⊗ p†j(r, t; v)

 (0), (2.6)
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na qual ” ⊗ ” representa o operador de correlação.

O campo adjunto associado à j-ésima Famı́lia de Tiro Comum, p†j(r, t), é

encontrado a partir da solução da equação da onda para o termo fonte dado pela

diferença entre os campos de onda calculados e observados na posição dos receptores:

∇2 p†j(r, t) −
1

v(r)2

∂2 p†j(r, t)
∂t2 = −

Nr∑
i=1

∆p j(r, t; v)δ(r − ri), (2.7)

submetidas às seguintes condições finais:

p†j(r, t) =
∂p†j(r, t)

∂t
= 0, para t ≥ T. (2.8)

Para acelerar a convergência, o gradiente foi pré-condicionado pela diagonal

da pseudo-Hessiana, como proposto por (CARNEIRO et al., 2018), i.e.:

H̃−1
j (r)g j(r) = −

v(r)3

2


∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∂
2 p†j(r, t)
∂t2

∣∣∣∣∣∣∣
2

dt


−1 ∫ T

0
p†j(r, t)

∂2 p†j(r, t)
∂t2 dt. (2.9)

Para encontrar uma solução do problema inverso através de um esquema de

otimização local é necessário partir de um modelo de velocidade inicial v0 e caminhar

de forma guiada no espaço de solução através do gradiente de E(v). Nesta tese, a

atualização do campo de velocidade na k-ésima iteração é dada por (NOCEDAL e

WRIGHT, 2006):

vk+1(r) = vk(r) + αkρk(r), (2.10)

em que o comprimento do passo αk é determinado seguindo a estratégia encontrada

em BARZILAI e BORWEIN (1988) e ρk(r) representa a direção do gradiente conju-

gado e pré-condicionado (Apêndice C.4):

ρk(r) =


−

∑Ns
j=1 H̃−1

jk (r) g jk(r) , se k = 0

−
∑Ns

j=1 H̃−1
jk (r) g jk(r) + βk ρk−1(r) , se k ≥ 1

, (2.11)

onde o fator βk é calculado pelo método Polak-Ribière (POLAK e RIBIERIE, 1969).

Mais informações quanto ao emprego da matriz Hessiana e a diagonal da pseudo-

Hessiana como pré-condicionador pode ser encontrado no Apêndice C.3.
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2.3.3 Algoritmo FWI para Famı́lias de Tiro Comum

Para reduzir a possibilidade de convergência ao mı́nimo local como resultado

do salto de ciclo, é realizado o esquema de inversão multiescala proposto por BUNKS

et al. (1995) no qual os dados são filtrados em intervalos de frequências e inverti-

dos sequencialmente dos intervalos mais baixos para os mais altos. Considerando

os intervalos de faixas de frequência, os dados filtrados são invertidos no primeiro

intervalo, [0, f1], a partir do modelo de velocidade inicial (v0(r)), então os dados

filtrados no segundo intervalo são invertidos, [0, f2], tendo como modelo inicial a

velocidade obtida na primeira inversão (v1(r)), e assim por diante até a última faixa

de frequência, quando finalmente é obtido o modelo de velocidades final (vn(r)). As

frequências de limite superior f1, f2, ..., fn estão em ordem crescente.

A representação do esquema da FWI para um intervalo de frequência para

Ns Famı́lias de Tiro Comum é apresentado no Algoritmo 1. Existem dois critérios

de paradas. O primeiro é quando o número de iterações atinge seu valor máximo,

Nit. O segundo é satisfeito quando a função objetivo é menor do que um parâmetro

ε, em que é usualmente dado pela raiz da média quadrática do rúıdo incoerente nos

dados. Nos experimentos numéricos livres de rúıdos, foi adotado o primeiro critério.

2.3.4 Resultados Numéricos

Nesta seção, são avaliados o desempenho e a precisão da FWI acústica mul-

tiescala em frequência no domı́nio do tempo utilizando as técnicas de otimização

e pré-condicionamento apresentadas nas seções anteriores e descritas no Apêndice

C.4.

Inicialmente, é escolhido o modelo de velocidade apresentado por MORA

(1989)(Figura 2.1). Este modelo possui uma velocidade de fundo de 2000m/s, uma

anomalia de 1800m/s no centro do modelo e um refletor na profundidade de 800m

apresentado uma velocidade de 2400m/s. A aquisição śısmica é simulada a partir do

MDF, conforme Apêndice B, utilizando uma malha regular de espaçamento de 10m.

A geometria de aquisição é do tipo spread fixo, em que cada receptor permanece

no mesmo local e ativo para todas as fontes. O tempo total de registro para cada

tiro é de 3s tendo uma amostragem temporal de 1ms. A tabela 2.1 apresenta os

parâmetros utilizados no experimento.

O modelo inicial é homogêneo com velocidade de 1800m/s. Nesta aplicação,

foi empregada a técnica multiescala utilizando a assinatura da fonte Ricker (Apêndice

B.2.1), em que a frequência de corte inicia em 3Hz , variando de 3 em 3Hz até 30Hz.

Em cada banda de frequência foram realizadas no máximo 30 iterações utilizando,

para fins comparativos, os métodos gradiente descendente e gradiente conjugado

para o cálculo da direção de busca e o método Barzilai-Borwein adaptativo para
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Algoritmo 1: Pseudo Código FWI de Faḿılia de Tiros Comum

1 ińıcio
2 Entrada: pobs, s(t) e v0

3 para j = 1,Ns faça
4 Carrega pobs

j e s(t)
5 Calcule pcal

j (v0), ∆p j e E j(v0)
6 fim
7 Calcule E(v0)
8 se E(v0) ≤ ε então
9 v = v0

10 sáıda

11 fim
12 para it = 1,Nit faça
13 para j = 1,Ns faça
14 Carrega pcal

j (v0) e ∆p j

15 Calcule p†j(v0) e g j(v0)
16 fim
17 Calcule ρ e α
18 Calcule v1

19 para j = 1,Ns faça
20 Carrega pobs

j

21 Calcule pcal
j (v1), ∆p j e E j(v1)

22 fim
23 se E(v1) ≤ ε então
24 v = v1

25 sáıda

26 fim
27 v0 = v1

28 fim

29 fim
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Tabela 2.1: Parâmetros da Inversão acústica.

Parâmetro Valor
Espaçamento da malha 10m
Taxa de amostragem temporal 1ms
Tempo total de registro 3s
Espaçamento entre os tiros 140m
Profundidade de registro e dos tiros 3s
Espaçamento entre os receptores 10m
Número de receptores 200
Frequência Inicial 3Hz
Frequência Final 30Hz
Intervalo de Frequência 3Hz
Número de iterações por faixa de frequência 30

a determinação do comprimento do passo inicial (BARZILAI e BORWEIN, 1988;

ZHOU et al., 2006). Com relação ao critério de parada também foi utilizado a

atualização mı́nima do parâmetro de velocidade igual a 1m/s. O objetivo principal

desta aplicação consiste em avaliar a precisão da FWI frente a utilização do pré-

condicionamento da diagonal da pseudo-Hessiana (PH) (CARNEIRO et al., 2018)

abordado na Seção 2.3.2 e o pré-condicionamento a partir do campo incidente (P)

(SHIN et al., 2001).

O primeiro resultado apresentado na Figura 2.2 consiste na estimativa da

velocidade v obtida a partir da FWI, variando de 3 a 30 Hz considerando os se-

guintes métodos de otimização: Gradiente Descendente (GD), Gradiente Conjugado

(GC), Gradiente Descendente Pré-Condicionado (GD-P), Gradiente Conjugado Pré-

Condicionado(GC-P)) e Gradiente Conjugado Pré-Condicionado pela aproximação

da diagonal da pseudo-Hessiana (GC-PH).

Nestes experimentos, o desafio consiste principalmente em recuperar a ano-

malia presente no centro do modelo. Esta recuperação está diretamente relacionada

aos longos comprimentos de ondas, assim como o preenchimento do refletor na parte

mais profunda do modelo. Conforme pode ser observado na Figura 2.2, o resultado

que apresentou uma melhor precisão foi o GC-PH. Observa-se na Figura 2.2e um

melhor preenchimento da camada mais profunda em relação aos demais resultados,

além do melhor preenchimento do modelo.

O comportamento do preenchimento do interior da anomalia pode ser ana-

lisado a partir do gradiente gerado para cada intervalo de frequência. Na Figura

2.3, pode-se observar, principalmente para as faixas de frequências mais baixas, a

contribuição dos longos comprimentos de onda com relação ao preenchimento do in-

terior da anomalia. Como os longos comprimentos de ondas estão relacionados com

as mais baixas frequências, os gradientes referentes aos resultados dos primeiros in-
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Figura 2.1: a) Modelo verdadeiro I e b) Modelo inicial.
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(e) GC-PH
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Distância (Km)
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Pr
of

un
di

da
de

 (K
m

)

1.8
1.9
2.0
2.1
2.2
2.3
2.4

Ve
lo

ci
da

de
 (K

m
/s

)

Figura 2.2: Modelo 2D estimado pela FWI utilizando uma frequência máxima de 30
Hz. a) para Gradiente Descendente, b) para gradiente conjugado, c) para gradiente
descendente pré condicionado, d) para gradiente conjugado pré-condicionado e e)
para gradiente conjugado pré condicionado pela diagonal da pseudo-Hessiana.

tervalos de frequência corroboram mais significativamente com o preenchimento da

anomalia, o que proporciona um ajuste da cinemática do problema. Após ocorrer

tal preenchimento a cinemática do modelo se torna mais correta o que contribui na

precisão da correlação entre o campo de onda direto e o campo adjunto residual.

A fim de reforçar a análise anterior, foi selecionado um perfil vertical de velo-
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Figura 2.3: Gradiente gerado na primeira iteração considerando 14 tiros, para os
intervalos de frequência de: a) e b) [0-3Hz]; c) e d) [0-9Hz]; e) e f) [0-15Hz]; g) e h)
[0-30Hz]. À esquerda para o modelo-I e à direita para o modelo-II

cidade posicionado em 1km. Neste perfil, observar-se a melhor precisão do GC-PH

em relação aos demais métodos. Além do perfil, a função objetivo é uma ferramenta

de avaliação importante e mede a distância euclidiana entre os dados observados e

os dados calculados. O comportamento da Função Objetivo em relação aos resulta-

dos obtidos para cada iteração para cada faixa de frequência pode ser observado na

Figura 2.5. A Figura 2.4(a) apresenta o resultado para as 30 iterações da FWI para

3Hz, a Figura 2.4(b) apresenta os demais resultados para as frequências máximas
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de 6 a 30 Hz. Para melhor comparar os resultados com e sem pré-condicionamento,

foram geradas as Figuras (2.4(c) e 2.4(d)). Observa-se a melhor precisão do GC em

relação ao GD. Já entre os testes realizados após o pré-condicionamento a melhor

precisão foi alcançada pelo GC-PH.
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Figura 2.4: Comparações de perfis verticais para diferentes métodos de otimização
na posição 1km. a) Todos os experimentos realizados e b) Somente os experimentos
com Pré-Condicionamento.

Os resultados anteriores reforçam a importância das baixas frequência para

o processo de atualização do modelo de velocidade. Diversos trabalhos vem em-

pregando diferentes ferramentas com intuito de explorar o favorecimento das baixas

frequências na FWI ((ALKHALIFAH, 2015; GUO e ALKHALIFAH, 2019; MORA,

1989; WANG et al., 2016)). Tal fato reforça a importância do desenvolvimento de

novas ferramentas para explorar os ganhos proporcionados pelos mais longos compri-

mentos de onda na FWI. Dentro deste contexto, a próxima aplicação visa apresentar

o quanto as estruturas da subsuperf́ıcie da Terra podem colaborar no processo de

atualização dos mais longos comprimentos de ondas.

No resultado presente na Figura 2.6 foi utilizado um modelo verdadeiro com

apenas uma anomalia no centro (Figura 2.5(b)), ou seja, foi removido o refletor

presente no exemplo anterior para comparar a recuperação da anomalia na ausência e
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.5: Função Objetivo de cada experimento para: a) todas as iterações, b) as
últimas iterações, c) a comparação entre o método do Gradiente Descendente (GD)
e Conjugado (GC) e d) Comparação entre o Gradiente descendente e conjugado
pré-condicionado pelo campo incidente (GC P) e pela diagonal da pseudo-Hessiana
(GC PH).

na presença do refletor. Avaliando os resultados presentes nas Figuras 2.5(a) e 2.5(d),

observa-se que o modelo contendo o refletor apresenta uma melhor recuperação da

anomalia, sugerindo a influência das estruturas da Terra como fonte natural no

processo de inversão. A Figura 2.7 reforça tal afirmação, pois o perfil de velocidade

referente a FWI para o modelo com o refletor (Figura 2.3.4), apresentou melhor

resultado em comparação ao perfil referente a FWI aplicada sobre o modelo sem a

presença do refletor.

A comparação realizada nesta seção, sugere a influência das estruturas da

Terra como fonte passiva natural no processo de imageamento, que consequente-

mente ao ser explorada de forma a ativar tais fontes, pode proporcionar ganhos tal

como apresentado na Figura 2.6.

No próximo caṕıtulo, será apresentado de forma inovadora o emprego de um

método capaz de explorar as fontes passivas naturais com o intuito de reduzir o

custo da FWI. O novo esquema explora de forma otimizada atualização do campo

de velocidade completo, buscando o correto imageamento do campo de onda a partir

da atualização do campo de velocidade.
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Figura 2.6: a) Modelo-I, b) Modelo-II e c) e d) Resultados da FWI referente à sáıda
para 30 Hz dos respectivos modelos.
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Figura 2.7: Comparação dos perfis de velocidade na posição x=1,0km relativos aos
resultados da FWI nos modelos-I e -II, para a frequência final de 30Hz.
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Caṕıtulo 3

Inversão da Forma de Onda

Completa de Fontes Superficiais

Neste caṕıtulo, serão descritos os ingredientes do método e seu algoritmo.

De forma geral, um registro de tiros superficiais é a resposta śısmica de uma dis-

tribuição de pontos fontes superficiais (ou linear em aquisições 2D), que sintetiza

formas de ondas espećıficas, por exemplo, frente de ondas planas, na superf́ıcie ou

em subsuperf́ıcie. A formulação matemática de BERKHOUT (1992) é o resultado

da aplicação do Operador de Śıntese sobre o dado de campo, como será apresentado

em detalhes, nesta seção, no domı́nio do tempo.

O conceito de fontes superficiais foi empregado por RIETVELD e

BERKHOUT (1994) no processo de migração em profundidade, com o intuito de

reduzir o custo computacional e melhorar a precisão do resultado final da migração.

Especificamente realizou-se a migração em profundidade através da técnica de ilu-

minação controlada, objetivando a qualidade em uma área de interesse exploratório.

RIETVELD (1995) estendeu a técnica para três dimensões e WANG et al. (2001)

introduziram o conceito de multi-iluminação controlada. CHEN et al. (2004) apre-

sentaram um método de migração por diferenças finitas no domı́nio da frequência,

onde foi utilizado o conceito de iluminação controlada por rotação de superf́ıcie.

BOECHAT et al. (2005a,b) empregaram o conceito de śıntese de onda na migração

revesa no tempo por fontes superficiais e BOECHAT (2007) estendeu esta estratégia

de migração para aplicações 3D.

Com intuito de reduzir a quantidade de Famı́lias de Tiro Comum a serem

migradas (ROMERO et al., 2000) propuseram o método phase encoding, que con-

sidera atrasos de tempo para compor um super-sismograma. Essa composição foi

realizada através da substituição das fontes individuais por um número menor de

fontes agrupadas, onde cada agrupamento de fontes representa uma combinação

linear ponderada de atrasos individuais.

BAUMSTEIN et al. (2011); BEN-HADJ-ALI et al. (2011); BOONYASI-
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RIWAT e SCHUSTER (2010); KREBS et al. (2009) aplicaram o conceito de fonte

distribúıda no processo de Inversão FWI no domı́nio do tempo. (KREBS et al.,

2009) demonstraram a eficiência da utilização de fontes simultâneas distribúıdas

sem aumentar o custo computacional. Além disso, foi demonstrado que o rúıdo

gerado a partir do cross-talk pode ser quase inteiramente eliminado dos modelos

invertidos ao aleatorizar as funções de codificação em cada iteração. Essa conclusão

vai ao encontro das análises teóricas apresentadas por (SCHUSTER et al., 2011).

Nos fluxos tradicionais de construção de modelos de velocidades, a primeira

etapa busca predizer um modelo que honre as informações cinemáticas. De posse da

cinemática correta, os dados śısmicos registrados podem ser, por exemplo, propaga-

dos reversamente em direção a subsuperf́ıcie da Terra e, assim, a partir das técnicas

de migração śısmica as amplitudes são posicionadas sobre os refletores, fornecendo

as informações de subsuperf́ıcie em alta resolução. Combinando as técnicas de to-

mografia e migração, um largo espectro de número de onda pode ser recuperado,

porém teremos uma ausência de preenchimento entre eles (CLAERBOUT, 1985; HU

et al., 2018).

Conforme mencionado no caṕıtulo anterior, a FWI preenche não só esta

ausência, mas é capaz de trabalhar com todo o espectro presente no dado. Contudo,

devido à não linearidade da função objetivo Norma L2, se torna necessário, por

exemplo, empregar a estratégia multiescala em frequência para realizar a inversão

das mais baixas para a mais altas frequências ocasionando, assim, um alto custo

computacional. Tal custo está associado principalmente ao número de simulações

presentes no cálculo do campo de onda.

Nesta seção, as fontes superficiais serão exploradas na FWI a partir das

Śınteses de Onda Plana, buscando reduzir o número de simulações do campo de

onda a partir do emprego de um novo esquema chamado Inversão da Forma de

Onda Completa de Fontes Superficiais (FWIAR). Este esquema é capaz de reduzir

o número de propagação do campo de onda direto e reverso.

3.1 Operador de Śıntese

Para determinar o operador que simula o registro de fontes superficiais,

resolve-se a equação da onda para fontes virtuais distribúıdas ao longo de um plano

(ou linha) em subsuperf́ıcie, isto é:

∇2χ(r, t) −
1

vop(r)2

∂2χ(r, t)
∂t2 = −

N∑
h=1

w(t)δ(r − rh), (3.1)
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submetidas às condições iniciais

χ(r, t) =
∂χ(r, t)
∂t

= 0, para t ≥ 0, (3.2)

onde modelo de velocidades de fundo, vop(r), é o modelo inicial utilizado na inversão

para cada faixa de frequência e rh representa o vetor posição da h-ésima fonte virtual.

Especificamente, a equação diferencial parcial é resolvida através do MDF, cuja

malha é determinada por vop(r) e os altos valores de frequência são determinados pela

w(t), obedecendo as regras de prevenção de instabilidade e dispersão já mencionadas

anteriormente.

O Operador de Śıntese O é definido neste trabalho como o campo de onda

registrado nos locais das fontes pontuais da aquisição. Em termos matemáticos,

este operador é o conjunto de Ns traços śısmicos deconvolvidos expresso da seguinte

forma,

O(r j, t; vop) = χd(r j,To − t; vop), j = 1, ...,Ns, (3.3)

em que o termo subscrito “d”, indica que a assinatura da fonte foi deconvolvida e To

é o tempo de registro das ondas incidentes na superf́ıcie.

Nesta seção, para exemplificar a construção do operador escolheu-se o modelo

Marmousi-2 modificado MARTIN et al. (2002), Figura 3.1. A Figura 3.1a apresenta

o modelo verdadeiro onde a região destacada representa a área de interesse e a Figura

3.1b apresenta o campo de velocidade verdadeiro suavizado a partir de uma média

móvel de 30 pontos em ambas as direções. A linha horizontal (pontos pretos) em

2,6km indica a posição de distribuição das fontes virtuais e a linha branca indica a

localização dos receptores.

A Figura 3.2 apresenta o registro associado a uma frente de onda horizontal

gerada em superf́ıcie (Figura 3.2a) e subsuperf́ıcie (Figura 3.2b). Observa-se que,

para o registro gerado em subsuperf́ıcie, além das ondas diretas (primeiras chegadas),

há eventos complexos associados a múltiplas e difrações internas que ocorrem quando

o campo de onda se propaga sobre o modelo de velocidades de fundo, que pode

apresentar altos contrastes de impedância.

Pode-se buscar o direcionamento do campo de onda, de forma controlada, a

fim de ativar as fontes passivas independente da focalização. Neste trabalho, o dire-

cionamento do campo de onda tem como objetivo principal aumentar a iluminação

śısmica nas regiões de interesse, principalmente em zonas mais profundas, utilizando

a combinação dos operadores de śıntese e as fontes passivas ativadas. Dentro desse

contexto, empregou-se um corte no registro a fim de gerar o operador de śıntese de

forma a selecionar apenas as informações das primeiras chegadas (eventos). Dessa

forma, o operador pode ser representado conforme a Figura 3.3.
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Figura 3.1: Modelo de velocidade Marmousi-2 modificado. a) Modelo de veloci-
dade verdadeiro e b) Modelo de velocidade suavizado (Média Móvel de 30 pontos),
com linhas horizontais (pontos pretos) em 2,6km representando os pontos fontes em
subsuperf́ıcie para criar o operador de śıntese. A linha branca indica a posição dos
receptores localizados próximos a superf́ıcie.

A partir desta representação é posśıvel utilizar a Equação 2.3 para propagar

o novo campo fonte (Operador de Śıntese), buscando uma melhor cobertura śısmica

próximo dos alvos de interesse. A melhoria dessa cobertura está diretamente relaci-

onada com as fontes passivas, que são ativadas a partir do aumento das amplitudes

do campo de onda na região de interesse. Essas fontes são espalhamentos promo-

vidos pelo contraste do campo de velocidades, mas em certas regiões, o campo de

onda pode apresentar uma baixa amplitude e para que a fonte passiva ocorra de

forma significativa é necessário ocorrer a combinação do contraste e o aumento da

amplitude. Tal caracteŕıstica torna o emprego do Operador de Śıntese fundamental

para o aumento da amplitude e consequentemente a ativação das fontes passivas,

principalmente na região de interesse.

Para estudar o comportamento do campo de onda a partir da propagação

reversa do operador, a Figura 3.4 apresenta diferentes instantes de tempo para dois

operadores de Śıntese gerados, respectivamente, na profundidade de 0,5km (instan-

tes de tempo representado a esquerda) a 2,6km (instantes de tempo representado

a direita). Escolhendo a região do reservatório como alvo, podemos observar que

o campo de onda propagado reversamente, a partir do operador referente a pro-
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Figura 3.2: Registro do campo de onda (invertido) gerado pelas fontes superficiais
para o tempo total de registro de 4s relativo a profundidade em: a) 0,5km e b)
2,6Km.
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Figura 3.3: Operador de Śıntese relativo a linha horizontal em: a) 0,5km e b) 2,6km.
A assinatura da fonte não foi deconvolvida.

fundidade de 2,6km, apresenta uma maior concentração de energia (quadrado do

campo de pressão) do campo de ondas sobre a região alvo e com isso, tem-se uma

maior amplitude presente nas fontes passivas. Para avaliar a maior concentração foi

registrada, nas profundidades de 3km e afastamento entre 5 e 6 km, a energia do

campo de onda reverso dos operadores gerados na profundidade de 0,5, 3 e 2,6 km.

Conforme pode ser observado na Figura 3.5, ocorreu uma maior concentração de

energia para o operador gerado na subsuperf́ıcie do modelo.

A diferença do comportamento do campo de onda para o operador de onda

de superf́ıcie e subsuperf́ıcie apresenta a importância do emprego do operador de

śıntese de onda para a ativação da fontes passivas na região alvo. Vale ressaltar que,

o operador não está limitado as ondas planas e pode ser gerado a partir de diferentes

formas que vão alterar o direcionamento do campo, por exemplo, o topo ou a base

de um domo de sal.

26



Figura 3.4: Propagação direta do Operador de Śıntese sobre o modelo verdadeiro
gerado na profundidade de 0,5km representado nas imagens à esquerda e 2,6km
representado nas imagens à direita.

3.2 Registro de Tiros Superficiais

Considerando todos os traços registrados no receptor ri relativo a todos os

pontos fontes (pobs
j , j = 1, ...,Ns), um traço de registro de fontes superficiais localizado

na mesma posição de registro ri é dado pela soma das convoluções:

Pobs
J (ri, t) =

Ns∑
j=1

OJ(r j, t) ∗ pobs
j (ri, t), i = 1, ...,Nr, (3.4)
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Figura 3.5: Energia registrada na região do reservatório durante a propagação re-
versa dos operadores de śıntese gerados na profundidade de 0,5km (superf́ıcie) e
2,6km (subsuperf́ıcie).

A Equação 3.4 corresponde, no domı́nio do tempo, a fórmula empregada em

RIETVELD (1995). Quando o modelo de fundo é homogêneo e a frente de onda

sintética é plana, a aplicação desta fórmula equivale ao empilhamento de agrupa-

mentos de Famı́lia de Tiro Comum com atrasos lineares. Por outro lado, no caso de

modelos de fundo complexos e frentes de ondas sintéticas distantes da superf́ıcie, os

registros de fontes superficiais obtidos com esse procedimento diferem daqueles com

atrasos lineares, consideravelmente. A Figura 3.6 apresenta um esquema ilustrativo

que visa auxiliar a compreensão da construção da Fonte Superficial.

Figura 3.6: Esquema da construção da Fonte Superficial gerada a partir da Equação
3.4.

A Figura 3.7 apresenta o registro de fontes superficiais obtido através da
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simulação de registro de tiro comum simulados no modelo verdadeiro Marmousi-2,

utilizando o operador de śıntese da Figura 3.3. Observa-se a presença do operador

nos primeiros 700 milissegundos.
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Figura 3.7: Registro de fontes superficiais obtido a partir do empilhamento da con-
volução entre as Famı́lias de Tiro Comum e os operadores de śıntese associados a:
a) Fontes virtuais em superf́ıcie e b) Fontes virtuais em subsuperf́ıcie. O modelo
Marmousi foi utilizado para simular as Famı́lias de Tiro Comum.

3.3 Inversão da Forma de Onda Completa de Re-

gistro de Fontes Superficiais

Nesta seção, serão descritos os ingredientes e o algoritmo no novo método.

Em relação a função objetivo, da mesma forma apresentada na Equação 2.5, será

utilizada o quadrado da Norma L2:

EAR(v) =
1
2

NAR∑
J=1

Nr∑
i=1

∫ T

0

[
Pobs

J (ri, t) − Pcal
J (ri, t; v)

]2
dt, (3.5)

onde a J -ésima Fonte Superficial é registrada na posição dos receptores sendo en-

contrada a partir da solução da equação da onda utilizando o J -ésimo operador de

śıntese convolvido com a assinatura da fonte, ou seja,

∇2Pcal
J (r, t) −

1
v(r)2

∂2Pcal
J (r, t)
∂t2 = −

NS∑
j=1

OJ(r, t) ∗ s(t)δ(r − r j), (3.6)
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submetidas às seguintes condições iniciais:

Pcal
J (r, t) =

∂Pcal
J (r, t)
∂ t

= 0, t ≤ 0. (3.7)

O gradiente é dado pela soma dos gradientes associados a todas as fontes

superficiais,

G(r) = −

NAR∑
J=1

2
v(r)3

[
∂2Pcal

J

∂t2 (r, t; v) ⊗ P†J(r, t; v)
]

(0), (3.8)

onde P†J representa o J -ésimo campo de onda de estado adjunto de fontes superficiais

obtido a partir da propagação reversa do campo residual do J -ésimo registro de tiro

superficial nos receptores, ∆PJ(r, t; v) = Pobs
J (r, t) − Pcal

J (r, t; v), sendo determinado a

partir da solução da equação diferencial parcial com condições finais:

∇2P†J(r, t) −
1

v(r)2

∂2P†J(r, t)
∂t2 = −

Nr∑
i=1

∆PJ(r, t; v)δ(r − ri), (3.9)

submetidas às seguintes condições finais:

P†J(r, t) =
∂P†J(r, t)

∂t
= 0, para t ≥ T. (3.10)

Da mesma forma apresentada anteriormente, emprega-se o pré-

condicionamento de Polak-Ribière, ou seja,

ρk(r) =


−

∑NAR
J=1 H̃−1

Jk (r) GJk(r) , se k = 0

−
∑NAR

J=1 H̃−1
Jk (r) GJk(r) + βk ρk−1(r) , se k ≥ 1

. (3.11)

A distribuição das fontes de Śıntese de Onda é realizada neste trabalho a partir

da escolha de três profundidades e de cinco ângulos de inclinação, que são escolhidos

com o objetivo de melhor iluminar a região de interesse (Figura 3.8). Desta forma,

a partir da Equação 3.9 tem-se um gradiente para cada ângulo escolhido. Essa

equação, conforme mencionado, depende do registro de tiros superficiais observados e

calculados para gerar o campo residual. Para as aplicações sintéticas deste trabalho,

o registro observado é gerado sobre o modelo verdadeiro e o calculado sobre o modelo

de fundo, que é atualizado em cada iteração.

A Figura 3.9 apresenta o gradiente gerado a partir de 15 Tiros Superficiais

considerando uma frequência de corte de 12Hz e o modelo de velocidades verdadeiro e

inicial presentes na Figura 3.1. Na FWIAR, a fonte virtual é gerada na subsuperf́ıcie

e o emprego do pré-condicionamento permite atenuar o campo fonte presente no

interior do modelo. Com isso, é posśıvel melhorar a convergência do método tendo
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Figura 3.8: Posicionamento das fontes virtuais em subsuperf́ıcie.

em vista a presença de diferentes fontes virtuais presente no interior do modelo.

(a)

(b)

Figura 3.9: Gradiente normalizado gerado a partir de 15 registros de fontes superfi-
ciais para a frequência de corte de 12Hz e o modelo de velocidades verdeiro e inicial:
a) Sem o pré-condicionamento e b) com pré-condicionamento.

3.4 Algoritmo para a FWI de Fontes Superficiais

- FWIAR

O Algoritmo 2 é utilizado no novo método para a inversão de um intervalo

de frequência. Em comparação ao Algoritmo 1, a nova estratégia é aplicada para
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fontes superficiais simuladas em vez de Famı́lia de Tiro Comum.

Os operados de śıntese são calculados em relação a um número de horizontes

previamente escolhido em subsuperf́ıcie, utilizando o campo de velocidade inicial

do respectivo intervalo de frequência, ou seja, o campo de velocidades utilizado

para gerar o operador, não é atualizado com o incremento das iterações. De posse

dos operadores, os registros de fontes superficiais observadas é criado a partir do

empilhamento das convoluções de acordo com a Equação 3.4 e os dados calculados

são determinados a partir da solução da equação diferencial parcial da modelagem

direta, Equação 3.4.

De posse do campo residual de fontes superficiais o gradiente é calculado

para cada fonte superficial a partir da Equação 3.8. Após o cálculo do gradiente a

atualização do modelo é realizada e então o valor da função objetivo é calculada,

neste momento, o operador não é atualizado. Caso a função objetivo for menor que

a anterior, o processo avançará para a próxima iteração.
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Algoritmo 2: Pseudo código FWIAR para um intervalo de
frequência

1 Entrada: pobs, s(t) e v0

2 vop = v0 para J=1,NAR faça
3 Carrega pobs e s(t)
4 Calcule OJ(vop)
5 Calcule Pobs

J
6 fim
7 para J=1,NAR faça
8 Carrega OJ(vop)
9 Calcule Pcal

J (v0)
10 Calcule ∆PJ e EAR,J(v0)
11 fim
12 Compute EAR(v0) se EAR(v0) ≤ ε então
13 v = v0

14 sáıda

15 fim
16 para it=1,Nit faça
17 para J=1,NAR faça
18 Carrega OJ(vop) , Pobs

J e Pcal
J (v0)

19 Calcule P†J(v0) e GJ(v0)
20 fim
21 Calcule G(v0)
22 Calcule ρ, e α
23 Calcule v1

24 para J=1,NAR faça
25 Carrega OJ(vop) e Pobs

J
26 Calcule Pcal

J (v1)
27 Calcule ∆PJ e EAR,J(v1)
28 fim
29 se EAR(v1) ≤ ε então
30 v = v1

31 sáıda

32 fim
33 v0 = v1

34 fim
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Caṕıtulo 4

Resultados Numéricos

Para ilustrar a FWI de Fontes Superficiais e comparar seu desempenho com-

putacional em relação a FWI de Famı́lia de Tiro Comum, foram realizados experi-

mentos numéricos utilizando o modelo Marmousi-2 (Figura 4.1) (MARTIN et al.,

2002). A partir deste benchmark foram gerados dois modelos: um bastante es-

truturado que apresenta altos contrastes de velocidade e outro pouco estruturado

(aproximadamente 1D), com baixos contrastes de velocidade. O retângulo tracejado

em preto representa o Modelo-I de dimensões de 8 x 3,5km. A Figura 4.2a repre-

senta este modelo e a seta indica a região do reservatório (alvo exploratório). A

escolha dessa região foi motivada pela presença de alta complexidade estratigráfica

e estrutural acima do reservatório.
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Figura 4.1: Modelo de velocidade Marmousi 2. O retângulo tracejado preto repre-
senta o Modelo-I e o vermelho representa o Modelo-II.

Para analisar o desempenho do novo método na presença de baixo contraste

de velocidades acima de uma região alvo, foi utilizada a área mais rasa do modelo

Marmousi-2, retângulo tracejado em vermelho na Figura 4.1, gerando o Modelo-

II, o reservatório está indicado pela seta e representa a região alvo (Figura 4.2b).

As dimensões deste modelo são 7 x 2,5 km. Uma extensão de 0,5km de lâmina

d’água foi inserida após a seleção do modelo para simular um levantamento em
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águas profundas.

Foram realizadas quatro aplicações em cada experimento, uma da FWI de

Famı́lia de Tiro Comum (referência) e as outras três da FWI de Fontes Superfici-

ais (FWIAR), estas últimas utilizam diferentes campos de velocidades iniciais. Na

Figura 4.2, a região alvo de ambos os modelos encontra-se no interior da área tra-

cejada, conforme indicado pela seta. Ampliando essas regiões é posśıvel observar o

reservatório com mais detalhes, Figuras 4.2b e c.
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Figura 4.2: a) Modelo-I, altamente estruturado com altos contrastes de propriedade;
b) Modelo-II, pouco estruturado e com baixos contrastes de propriedade na região
do reservatório; c) Ampliação do Modelo-I na área de interesse; d) Ampliação do
Modelo-II na área de interesse.

4.1 FWIAR na presença das mais baixas Frequên-

cias - Operadores em Subsuperf́ıcie e Assimé-

trico

4.1.1 Experimento 1 - Estimativa do Modelo-I na presença

das frequências mais baixas e intermediárias

Nesta seção, os métodos FWI e FWIAR serão avaliados utilizando o Modelo

1. Os Algoritmos 1 e 2 foram aplicados em um esquema multiescala de frequência,

com espectros de dados em dez faixas de frequência [0, fc], onde fc = 3Hz, 6Hz, ... ,

30Hz.
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Para simular os dados de Famı́lia de Tiro Comum, foram espalhados 81 fontes

com uma distância de 100 m entre os pontos de tiro consecutivo ao longo da superf́ıcie

(especificamente, em z = 30m) e foi considerado 5s de tempo de registro com taxa

de amostragem temporal de 1 ms. Em relação à assinatura da fonte, dez faixas

de frequências da fonte Ricker foram utilizadas, com valor de pico de amplitude

máximo de 10Hz, que corresponde a faixa de [0,30Hz]. A primeira frequência de

corte inicia-se em 3Hz e varia de 3 em 3Hz até 30Hz.

A Equação da Onda foi resolvida a partir do MDF utilizando uma malha

regular de 801 x 351 pontos, na qual a distância entre os pontos consecutivos é

de 10 m com intervalo de amostragem temporal de 1ms. Esses parâmetros foram

suficientes para evitar dispersões e instabilidades numéricas na solução de todas as

equações diferenciais parciais em todas as faixas de frequência. A fim de delimitar

o limite da inversão, foi utilizado a condição de borda CPML nas bordas laterais,

inferior e na superf́ıcie, logo o dado é livre de fantasmas e múltiplas de superf́ıcie.

Os receptores foram posicionados em todos os pontos da malha na profundidade z

= 30m. Sendo assim, 801 hidrofones foram posicionados uniformemente no mesmo

ńıvel da fonte.

A Figura 4.3a exibe o modelo de velocidades inicial empregado na FWI e na

primeira aplicação da FWIAR (FWIAR-1). Este modelo foi criado a partir da ex-

tensão lateral e da suavização, utilizando uma média móvel de 30 pontos, na direção

x e z do campo de velocidades verdadeiro extráıdo verticalmente na posição x = 4

km. As Figuras 4.3-b e -c apresentam os modelos iniciais das outras duas aplicações

da FWIAR, chamadas, respectivamente, de FWIAR-2 e 3. O campo de velocidades

inicial empregado na FWIAR-2, advém da FWI para a faixa de frequência [0-3Hz]

e o campo inicial utilizado na FWIAR-3, resulta da FWI multiescala até a faixa de

[0-6Hz].

As quinze linhas pretas presentes na Figura 4.4 representam os locais onde

os Operadores de Śıntese estão posicionados. Ressalta-se que o arranjo foi escolhido

para favorecer a iluminação śısmica do reservatório.

Para todas as faixas de frequência, foram utilizados oitenta e um registros

de tiro comum simulados para criar quinze registros de tiro de fontes superficiais

observadas para aplicações da FWIAR. Os operadores de śıntese variam em função

do modelo de velocidades inicial em cada processo multiescala, ou seja, a inversão

realizada para cada faixa de frequência utilizará o campo de velocidade inicial da

primeira iteração, conforme apresentado no Algoritmo 2.

Para ilustrar a presença de fontes passivas nos três campos de velocidades

iniciais, foi extráıdo o perfil sônico na posição de x = 5,5km e calculou-se a derivada

da propriedade em relação a profundidade ao longo do perfil (Figura 4.5). No caso

da FWIAR-3 observar-se pelo perfil sônico e sua derivada uma maior variação de
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Figura 4.3: a) Modelo de velocidades inicial usado no primeiro intervalo de frequência
da FWI e FWIAR-1; (b) modelo de velocidades inicial utilizado no primeiro intervalo
de frequência da aplicação FWIAR-2 e c) o modelo inicial utilizado na FWIAR-3.

propriedade na direção z, tal comportamento favorece um número maior de fontes

passivas. A Figura 4.6 exibe a propagação do campo de onda incidente para uma

fonte superficial; pode-se observar que os campos de ondas espalhados são mais

significativos para o campo de velocidade inicial da FWIAR-3. Por outro lado,

para a FWIAR-1 observa-se a presença quase que exclusiva da frente de onda plana

incidente. As diferenças entre os três registros são consequência do número e posição

das fontes passivas em cada modelo.

A Figura 4.7 apresenta à esquerda os registros de fontes superficiais observa-

das e à direita as calculadas. Esses registros foram obtidos a partir dos operadores

de śıntese gerados utilizando os campos de velocidades iniciais empregados nas es-
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Figura 4.4: Posicionamento das fontes virtuais em subsuperf́ıcie nas aplicações da
FWIAR do experimento 1.

tratégias da FWIAR-1, 2 e 3, considerando o intervalo de frequência de [0-9Hz].

Pode-se observar que o registro de fonte superficial calculado que mais se aproxima

do observado apresenta um maior número de eventos (Figura 4.7f). Em termos

do gradiente, gerados a partir dessas fontes, pode-se observar que os mesmos são

distintos fato este que reflete as diferenças de complexidade nos registros de fontes

superficiais, nas três aplicações FWIAR-1, -2 e -3. (Figura 4.8).

As Figuras 4.9 - 4.12 e a Tabela 4.1 apresentam os resultados da FWI,

FWIAR-1, -2 e -3. Ambas as aplicações, FWI e FWIAR, recuperaram as princi-

pais caracteŕısticas do modelo verdadeiro. A diferença entre os resultados da FWI,

FWIAR-2 e FWIAR-3 (Figura 4.9), principalmente entre as duas últimas, não são

significativas. No entanto, uma ligeira superioridade da amplitudes na FWI pode ser

observada. Na Figura 4.9b, pode-se observar que o resultado da FWIAR-1 apresenta

uma distorção significativa na forma das camadas presentes na região de interesse

destacada pela região tracejada. A Figura 4.10 representa a ampliação da área de

interesse e pode-se observar que o topo do reservatório, indicado pela seta, não é

determinado com precisão como nas outras aplicações.

Outro ponto observado diz respeito ao fato do direcionamento do campo de

onda realizado para favorecer a iluminação śısmica da área de interesse não ter refle-

tido negativamente na recuperação do modelo de velocidades nas regiões à esquerda

do modelo. Para avaliar a precisão da recuperação do campo de velocidade, foi

extráıdo um perfil vertical na posição de 5 km (Figura 4.11 ) e pode-se observar a

diferença significativa do resultado da FWIAR-1, em relação ao modelo verdadeiro,

principalmente os valores na região do reservatório.

A Figura 4.12 apresenta os gráficos das funções objetivos normalizadas versus

o reśıduo do campo de velocidade obtido ao longo do processo iterativo, para todos

as bandas de frequências. No que diz respeito as taxas de convergência da FWIAR-

2 e 3, o melhor desempenho é observado na FWIAR-3. Diante disso, um modelo

mais próximo da solução, acelerou significativamente a convergência em relação a
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Figura 4.5: a) e b) Perfis de velocidade referentes ao modelo inicial nos experimentos
da FWIAR, extráıdos na posição de x=5,5km e seus respectivos perfis da derivada
da velocidade em relação a profundidade c) e d).

FWIAR-2.

A Tabela 4.1 apresenta a comparação do custo computacional, em termos
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Figura 4.7: Registros de fontes superficiais observados e calculados associados a uma
onda plana na profundidade de 2,6km, para o intervalo de frequência de [0-9Hz],
relativos a FWIAR-1, FWIAR-2 e FWIAR-3, de cima para baixo, respectivamente.
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Figura 4.8: Gradientes obtidos para o intervalo de frequência [0-9Hz]. a) FWIAR-1,
b) FWIAR-2 e c) FWIAR-3. Os gradientes foram normalizados pelo máximo valor
absoluto para fins de comparação.

do número de Equações Diferenciais Parciais (EDPs), para as três aplicações da

FWIAR. Vale ressaltar que foi levada em consideração o custo computacional para

obter os modelos iniciais utilizados na FWIAR-2 e -3, ou seja, foi considerado o

número de EDPs da inversão referente a primeira e segunda banda de frequência

da FWI. Conforme apresentado na terceira coluna da tabela, para a FWIAR-2 esse

custo foi de 30 iterações e para a FWIAR-3 foi de 44 iterações. Na última coluna,

pode-se observar uma redução do custo computacional de até 81% da FWIAR em

relação a FWI. Ressalta-se que o custo computacional, para determinar o modelo

inicial da FWIAR-3, foi o fator determinante para o maior custo dentre as aplica-

ções da FWIAR. Porém, a FWIAR-3 foi a estratégia que obteve a melhor precisão
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Figura 4.9: Modelo de velocidades obtido para o último intervalo de frequência
de inversão das aplicações a) FWI, b) FWIAR-1, c) FWIAR-2 e d) FWIAR-3. O
retângulo pontilhado na região direita inferior indica a área de interesse.

apresentando uma redução do custo computacional próxima de 72%. Do ponto de
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Figura 4.10: Ampliação dos modelos de velocidades na área de interesse obtido na
última inversão do intervalo de frequência, respectivamente, nas aplicações a) FWI,
b) FWIAR-1, c) FWIAR-2, d) FWIAR-3 e e) Verdadeiro.

vista quantitativo foi gerado o erro relativo para o resultado final de cada estratégia.

O erro relativo é calculado da seguinte forma:

Erel(r) =

∣∣∣∣∣vverdadeiro(r) − vestimado(r)
∣∣∣∣∣

vverdadeiro(r)
. (4.1)

A Figura 4.13 ilustra os erros relativos entre os campos de velocidades ver-

dadeiros e os obtidos nas inversões, pode-se observar que em geral a FWIAR-1

apresentou o maior erro dentre os resultados da FWIAR, e a FWIAR-3 obteve o

resultado mais preciso, alcançando a solução próxima da obtida pela FWI, conforme

indicado na Tabela 4.1. As colunas 6 e 7 apresentam o somatório dos erros relativos

para o modelo como um todo e para a região de interesse.
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Figura 4.11: Perfil de velocidade em x = 5 km do modelo verdadeiro, linha preta;
O modelo inicial para aplicações FWI e FWIAR-1, linha amarela; e o modelo de
velocidades final obtido, na FWI, FWIAR-1, -2, -3, respectivamente, linha azul,
laranja e lilás.

(a) (b)

Figura 4.12: Função objetivo normalizada e obtida em cada iteração no esquema
multiescala do Experimento 1 para (a) FWI e (b) FWIAR-1, -2 e -3.
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Tabela 4.1: Comparação do custo computacional da FWI e FWIAR para o Expe-
rimento 1. O número de EDPs resolvidas na obtenção dos modelos iniciais para
FWIAR-2 e -3 foi considerado, assim como o número de EDPs na construção dos
operadores de śıntese (equivalente a 75, 67 e 60 EDPs para FWIAR-1, FWIAR-
2 e FWIAR-3, respectivamente). Os erros dizem respeito ao somatório dos erros
relativos absolutos globais e locais.

EDPs Iterações EDPs/it Custo Erro Global Erro Local
FWI 94608 292 324; 0 1, 0 11520 1960
FWIAR-1 17355 288 0 ; 60 0, 18 18342 2363
FWIAR-2 24091 31 + 233 324; 60 0, 25 13154 2275
FWIAR-3 26556 44 + 204 324; 60 0, 28 12743 2267
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Figura 4.13: Erro relativo do Experimento 1 calculado para o último intervalo
de frequência de inversão das aplicações a) FWI, c) FWIAR-1, e) FWIAR-2 e g)
FWIAR-3. O retângulo pontilhado indica a área de interesse ampliadas nas aplica-
ções b) FWI, d) FWIAR-1, f) FWIAR-2, e h) FWIAR-3.
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4.1.2 Experimento 2 - Estimativa do Modelo-I na presença

das mais altas frequências

Com intuito de explorar os ganhos que as frequências temporais mais altas

podem proporcionar, o próximo experimento realizou a inversão até a frequência de

corte máxima de 51Hz (frequência de pico de 17Hz). Assim, foram considerados

como modelo inicial o resultado final obtido no Experimento 1 e os dados que foram

invertidos sequencialmente nos intervalos: [0, 33Hz], [0, 36Hz], [0,39Hz], ..., [0, 51Hz].

Para evitar dispersão e instabilidade numérica, foi necessário aumentar a densidade

da malha. Para ambos os métodos foram utilizados h=5m e dt = 0,25ms.

Para a FWI foram novamente simuladas 81 Famı́lias de Tiro Comum com

tiros espaçados em 100m na mesma profundidade do Experimento 1, os receptores

foram localizados em todos os pontos da malha, na mesma profundidade das fontes.

Dessa forma, dobramos o número de receptores em relação ao experimento anterior.

Em relação a FWIAR, foram utilizados os campos de velocidades iniciais

advindos dos resultados finais obtidos nas aplicações do primeiro experimento rea-

lizado no intervalo [0,30Hz]. Os Operadores de Śıntese são determinados usando as

mesmas quinze linhas de fontes exibidas na Figura 4.4.

As Figuras 4.14, 4.15, 4.16, e a Tabela 4.2 apresentam os resultados das

aplicações FWI, FWIAR-1 -2, e -3 obtidos no segundo experimento.

Pode-se observar, claramente, melhorias na resolução em todos os casos. No-

vamente, a FWI forneceu uma imagem ligeiramente superior no domı́nio de interesse,

no entanto, a FWIAR-2 e a FWIAR-3 também revelaram alguns detalhes sutis que

não foram encontrados nos modelos iniciais. Por outro lado, no caso da FWIAR-1,

a inversão para frequências temporais mais altas não foi suficiente para reparar o

topo da geometria do reservatório.

A Figura 4.16, apresenta os gráficos das funções objetivos normalizadas versus

o número de iterações para todas os intervalos de frequência do experimento. A

Figura 4.16a ilustra a função objetivo da FWI tendendo a zero quando o número de

iterações aumenta. Este fato reflete a concordância quase total entre o modelo final

e o verdadeiro. Essa precisão próxima de zero pode ser justificada, por exemplo,

pelo fato da ausência de rúıdos. Nos casos da FWIAR (Figura 4.16b), todas as

funções objetivos não apresentam esse comportamento. Em termos do erro relativo

apresentados na Figura 4.17 pode-se observar que a FWIAR-2 e 3 alcançaram maior

precisão dentre as estratégias da FWIAR. A FWIAR-1 obteve tons mais verdes,

representando assim uma menor precisão ao longo do horizonte que representa o

topo do reservatório, corroborado pelo resultados indicados na Tabela 4.2 coluna 6

e 7 onde os resultados do somatório dos erros relativos no modelo e na região de

interesse são apresentados.
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Figura 4.14: Modelos de velocidades obtidos na última inversão do intervalo de
frequência do segundo experimento, respectivamente, nas aplicações a) FWI, b)
FWIAR-1, c) FWIAR-2 e d) FWIAR-3. O retângulo pontilhado na região direita
inferior indica a área de interesse.
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Figura 4.15: Ampliação dos modelos de velocidades na área de interesse obtido na
última inversão da faixa de frequência do segundo experimento, respectivamente,
nas aplicações a) FWI, b) FWIAR-1, c) FWIAR-2, d) FWIAR-3 e e) Verdadeiro.

(a) (b)

Figura 4.16: Funções objetivos normalizadas referentes aos resultados do Experi-
mento 2 das aplicações a) FWI e b) FWIAR-1, 2 e 3.
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A tabela 4.2 exemplifica as vantagens em termos de custo computacional. Ao

contrário do primeiro experimento, nesse, não precisamos incluir custos envolvidos

na determinação dos modelos iniciais. Então, pode-se observar ganhos de 93% em

relação aos resultados da FWI. Sendo assim, em termos de redução do custo com-

putacional e melhor precisão, a FWIAR-3 foi a que obteve melhor resultado neste

experimento.

Tabela 4.2: Comparação do custo computacional da FWI e FWIAR para o Expe-
rimento 2. O número de EDPs resolvidas na obtenção dos modelos iniciais para
FWIAR-2 e -3 foi considerado, assim como o número de EDPs na construção dos
operadores de śıntese (equivalente a 75, 67 e 60 EDPs para FWIAR-1, FWIAR-
2 e FWIAR-3, respectivamente). Os erros dizem respeito ao somatório dos erros
relativos absolutos globais e locais.

No. EDPs Iterações EDPs/it Custo Erro Global Erro Local
FWI 64152 198 324 1, 0 34479 6418
FWIAR-1 5100 84 60 0, 079 71737 9208
FWIAR-2 4680 77 60 0, 073 50810 8596
FWIAR-3 4020 66 60 0, 063 49139 8502

4.1.3 Experimento 3 - Estimativa do Modelo-II na presença

das frequências mais baixas e intermediárias

Nos experimentos anteriores, a estimativa do campo de velocidade foi reali-

zada para as mais baixas e altas frequências dos métodos FWI e FWIAR sobre o

Modelo-I. Para analisar o desempenho da FWIAR, na presença de baixos contras-

tes de velocidades acima do reservatório, foi utilizado o Modelo-II (Figura 4.2). A

Figura 4.18 exibe o campo de velocidade inicial utilizado para a FWI e a FWIAR-1,

o modelo inicial foi gerado a partir da extensão lateral e da suavização, utilizando

uma média móvel na direção x e z, aplicada sobre o campo de velocidade verdadeiro

extráıdo na posição 3,5km (Figura 4.2).

Os receptores foram posicionados uniformemente em todos os pontos da ma-

lha na profundidade z = 30 m. Na mesma profundidade, foram distribúıdas 71 fontes

posicionadas com uma distância de 100 m entre pontos de tiro consecutivo. Dessa

forma, foram considerados 5 s de tempo de registro com taxa de amostragem de 1

ms e a Ricker, como assinatura da fonte, conforme experimentos anteriores. Com

relação a solução da Equação da Onda, os parâmetros empregados no MDF também

se mantiveram em relação aos experimentos anteriores.

A Figura 4.19 apresenta o arranjo das fontes virtuais empregadas para gerar

os Operadores de Śıntese. Pode-se observar que a distribuição dos operadores foi

mantida conforme experimento anterior, pois a região de interesse está no centro do

modelo.
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Figura 4.17: Erro relativo do Experimento 2 calculado para o último intervalo
de frequência de inversão das aplicações a) FWI, c) FWIAR-1, e) FWIAR-2 e g)
FWIAR-3. O retângulo pontilhado indica a área de interesse ampliadas nas aplica-
ções b) FWI, d) FWIAR-1, f) FWIAR-2, e h) FWIAR-3.

Na FWIAR, para todas as faixas de frequências, foram utilizados setenta e

um registros de tiro comum simulados para gerar 15 registros de fontes superfici-

ais observadas, conforme a Fórmula 3.4. Os operadores são atualizados em cada

variação do intervalo de frequência, sendo invariável durante as iterações. As Fi-

guras 4.20 - 4.26 e a Tabela 4.3 apresentam os resultados da FWI, FWIAR-1, -2

e -3. Novamente, de forma geral, ambas as técnicas recuperaram com precisão as

caracteŕısticas do modelo verdadeiro. Considerando os resultados da FWI, como

referência, em termos de resolução observa-se a superioridade da FWI em compa-

ração a FWIAR-1, Figuras 4.21a e b. Além disso, pode-se dizer que novamente a

FWIAR-2 e -3 foram superiores em relação a FWIAR-1. Embora os resultados da
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Figura 4.18: Campos de velocidade inicial. a) Modelo de velocidade Marmousi-2
com baixos contrastes de velocidade suavizado a partir da média móvel, b) Campo
de velocidade final para a FWI de 3Hz e c) Campo de velocidade final estimado a
partir da estratégia multiescala FWI de 3 a 6Hz .

FWIAR-1 tenham sido satisfatórios, o modelo inicial não apresentou caracteŕısticas

relacionadas ao reservatório, já a FWIAR-2 e -3 apresentaram uma melhor resolução,

além de uma melhor precisão no posicionamento das camadas mais profundas.

Com relação as Funções Objetivos, Figura 4.22, a FWI teve uma boa taxa de

convergência, uma vez que o reśıduo chegou próximo de zero. Em termos de precisão

a FWIAR-3 apresentou uma leve superioridade, conforme pode ser observado a partir

do erro relativo apresentado na Figura 4.23. Assim, observa-se, que ao utilizar um

campo de velocidade mais próximo do campo verdadeiro, a FWIAR-3 obteve uma

convergência mais rápida e conforme apresentado na Tabela 4.3 colunas 6 e 7 a partir
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Figura 4.19: Representação da distribuição dos Operadores de Śıntese para o Expe-
rimento 3.

do erro relativo foi a estratégia da FWIAR que obteve maior precisão. No entanto,

conforme apresentado na Tabela 4.3 tal ganho teve um maior custo computacional,

pois o campo de velocidade inicial advém da FWI multiescala até a faixa de [0-6Hz]

o que implica um maior custo final para a FWIAR. O número de simulações da

FWIAR-2 foi significativamente menor que a FWIAR-3 devido ao baixo número de

iterações para a FWI de [0-3Hz], neste caso, o menor custo e a melhor precisão ficou

para a FWIAR-2 chegando a 89,23%.

Tabela 4.3: Comparação do custo computacional da FWI e FWIAR para o Expe-
rimento 3. O número de EDPs resolvidas na obtenção dos modelos iniciais para
FWIAR-2 e -3 foi considerado, assim como o número de EDPs na construção dos
operadores de śıntese (equivalente a 75, 67 e 60 EDPs para FWIAR-1, FWIAR-
2 e FWIAR-3, respectivamente). Os erros dizem respeito ao somatório dos erros
relativos absolutos globais e locais.

No. EDPs Iterações EDPs/it Custo Erro Global Erro Local
FWI 89100 275 324; 0 1, 0 1774 238
FWIAR-1 12375 205 0 ; 60 0, 13 2855 501
FWIAR-2 9667 5 + 133 324; 60 0, 11 2222 366
FWIAR-3 19224 36 + 125 324; 60 0, 21 2017 314
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Figura 4.20: Modelos de velocidades obtidos na última inversão do intervalo de
frequência do Experimento 3 nas aplicações a) FWI, b) FWIAR-1, c) FWIAR-2 e d)
FWIAR-3, respectivamente. O retângulo pontilhado representa a área de interesse.
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Figura 4.21: Ampliação dos modelos de velocidades na área de interesse obtido na
última inversão do intervalo de frequência do Experimento 3, respectivamente, nas
aplicações a) FWI, b) FWIAR-1, c) FWIAR-2, d) FWIAR-3 e) Verdadeiro.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.22: Funções objetivos normalizadas referentes aos resultados do Experi-
mento 3 das aplicações a) FWI e b) FWIAR apresentadas por faixa de frequência e
c) FWI e d) FWIAR apresentadas por iteração.
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Figura 4.23: Erro relativo do Experimento 2 calculado para o último intervalo
de frequência de inversão das aplicações a) FWI, c) FWIAR-1, e) FWIAR-2 e g)
FWIAR-3. O retângulo pontilhado indica a área de interesse ampliadas nas aplica-
ções b) FWI, d) FWIAR-1, f) FWIAR-2, e h) FWIAR-3.
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4.1.4 Experimento 4 - Estimativa do Modelo-II na presença

das mais altas frequências

No Experimento 2 os ganhos das frequências temporais mais altas foram ex-

plorados para o modelo I e com isso apresentou melhorias em termos da resolução

vertical em todos os casos avaliados. Considerando o fato do Modelo II apresentar

baixos contrastes de velocidades, o que implica numa menor ativação das fontes pas-

sivas, no Experimento 4 o desempenho da FWIAR será avaliado utilizando o Modelo-

II e a FWIAR será empregada em várias escalas de frequência até a frequência de

corte máxima de 51Hz.

Os modelos iniciais considerados são os resultados finais obtidos no Experi-

mento 3 e os dados invertidos, sequencialmente, nos intervalos: [0, 33Hz], [0, 36Hz],

[0,39Hz], ..., [0, 51Hz]. Novamente, os parâmetros utilizados no MDF são h=5m

e dt=0,25ms e para aplicar a FWI, foram simulados 71 Famı́lias de Tiro Comum

utilizando a assinatura da fonte do tipo Ricker, inseridas na profundidade de 30m.

Em relação ao Experimento 3, foram dobrados os números de receptores, sendo

distribúıdos em todos os pontos da malha na mesma profundidade da fonte.

Com respeito a obtenção dos operadores, a geometria utilizada se manteve

em relação ao Experimento 3 e também foram empregadas 15 Famı́lias de Fontes

Superficiais. As Figuras 4.24 a 4.26 e a Tabela 4.4, apresentam os resultados do

Experimento 4 referente as aplicações da FWI, FWIAR-1, -2, e -3.

Observa-se que em relação ao Experimento 3, todos os resultados obtive-

ram um ganho de resolução, ocorrendo o melhor delineamento do reservatório. Em

termos de estruturas geológicas, pode-se dizer que os resultados para as mais altas

frequências foram mais precisos em relação ao modelo de velocidades verdadeiro.

Observando a região de interesse, a Figura 4.25, FWIAR-2 e -3 apresentaram uma

menor presença de rúıdos acima do reservatório em relação a FWIAR-1. E em

comparação ao Experimento 3, abaixo do reservatório, observa-se um campo de

velocidade mais preciso.

Na Figura, 4.26 observa-se uma melhor convergência da FWIAR-3 em relação

a FWIAR-1 e -2 e o erro relativo apresentado na Figura 4.27 e na Tabela 4.4 retratam

a qualidade do imageamento do reservatório no caso da FWIAR-3. Os tons mais

avermelhados apresentados na região do reservatório nas Figuras 4.27d e f confirmam

esse fato. A melhor taxa de convergência refletiu em uma leve superioridade, em

termos de custo computacional, conforme, apresentado na Tabela 4.4. Em termos

gerais, a FWIAR obteve novamente um campo de velocidade final próximo dos

resultados da FWI com uma redução do custo computacional de até 81%. Vale

ressaltar que ao avançar a estratégia multiescala para frequências mais altas, deve-

se levar em consideração a geologia presente na região de interesse. Esta análise pode
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Figura 4.24: Modelos de velocidades obtidos na última inversão do intervalo de
frequência referente ao Experimento 4, respectivamente, nas aplicações a) FWI, c)
FWIAR-1, b) FWIAR-2 e d) FWIAR-3.
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ser avaliada a partir da interpretação do modelo geológico, levando em consideração,

por exemplo, a resolução śısmica desejada em termos do modelo geológico.
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Figura 4.25: Ampliação dos modelos de velocidades na área de interesse obtido na
última inversão do intervalo de frequência do Experimento 4, respectivamente, nas
aplicações a) FWI, b) FWIAR-1, c) FWIAR-2, d) FWIAR-3 e) Verdadeiro.

Tabela 4.4: Comparação do custo computacional da FWI e FWIAR para o Expe-
rimento 4. O número de EDPs resolvidas na obtenção dos modelos iniciais para
FWIAR-2 e -3 foi considerado, assim como o número de EDPs na construção dos
operadores de śıntese (equivalente a 75, 67 e 60 EDPs para FWIAR-1, FWIAR-
2 e FWIAR-3, respectivamente). Os erros dizem respeito ao somatório dos erros
relativos absolutos globais e locais.

No. EDPs Iterações EDPs/it Custo Erro Global Erro Local
FWI 36288 112 324 1, 0 6097 684
FWIAR-1 8880 147 60 0, 24 10574 1808
FWIAR-2 6900 114 60 0, 19 8505 1222
FWIAR-3 7140 118 60 0, 20 6996 975
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(a) (b)

Figura 4.26: Funções objetivos normalizadas referente aos resultados do quarto ex-
perimento das aplicações a) FWI e b) FWIAR apresentadas por faixa de frequência
e c) FWI e d) FWIAR apresentadas por iteração.

60



(a)
0 1 2 3 4 5 6 7

Distância (Km)

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Pr
of

un
di

da
de

 (K
m

)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Er
ro

 R
el

at
iv

o

(b)
2.50 2.75 3.00 3.25 3.50 3.75 4.00 4.25 4.50

Distância (Km)

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

Pr
of

un
di

da
de

 (
Km

)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Er
ro

 R
el

at
iv

o

(c)
0 1 2 3 4 5 6 7

Distância (Km)

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Pr
of

un
di

da
de

 (K
m

)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Er

ro
 R

el
at

iv
o

(d)
2.50 2.75 3.00 3.25 3.50 3.75 4.00 4.25 4.50

Distância (Km)

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

Pr
of

un
di

da
de

 (
Km

)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Er
ro

 R
el

at
iv

o

(e)
0 1 2 3 4 5 6 7

Distância (Km)

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Pr
of

un
di

da
de

 (K
m

)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Er
ro

 R
el

at
iv

o

(f)
2.50 2.75 3.00 3.25 3.50 3.75 4.00 4.25 4.50

Distância (Km)

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

Pr
of

un
di

da
de

 (
Km

)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Er
ro

 R
el

at
iv

o

(g)
0 1 2 3 4 5 6 7

Distância (Km)

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

Pr
of

un
di

da
de

 (K
m

)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Er
ro

 R
el

at
iv

o

(h)
2.50 2.75 3.00 3.25 3.50 3.75 4.00 4.25 4.50

Distância (Km)

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

Pr
of

un
di

da
de

 (
Km

)

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Er

ro
 R

el
at

iv
o

Figura 4.27: Erro relativo do Experimento 4 calculado para o último intervalo
de frequência de inversão das aplicações a) FWI, c) FWIAR-1, e) FWIAR-2 e g)
FWIAR-3. O retângulo pontilhado indica a área de interesse ampliadas nas aplica-
ções b) FWI, d) FWIAR-1, f) FWIAR-2, e h) FWIAR-3.

61



4.2 FWIAR na ausência das mais baixas frequên-

cias - Operadores em Subsuperf́ıcie e Assimé-

trico

4.2.1 Experimento 5 - Estimativa do Modelo-I na ausência

das mais baixas frequências

Nos experimentos 1 e 3, a metodologia de inversão utilizando a FWIAR e

o Modelo I, foi avaliada na presença das mais baixas frequências. Nesta seção,

a FWIAR é avaliada na ausência das mais baixas frequências, especificamente, as

frequências abaixo de 4Hz foram removidas a partir de um filtro corta baixa aplicado

sobre a assinatura da fonte, conforme apresentado no Apêndice B.2.1. O modelo de

velocidades verdadeiro é o mesmo do Experimento 1, Figura 4.2 e para a simulação

dos dados de Famı́lia de Tiro Comum, a mesma geometria foi mantida, assim como

o tempo de registro, a taxa de amostragem e a profundidade de registro.

O esquema multiescala em frequência, foi empregado com espectro de dados

em 9 faixas de frequências [0, fc], em que fc = 6Hz, 9Hz, ..., 30Hz. Os parâmetros do

MDF e as especificações da modelagem foram mantidas em relação ao Experimento

1. Dessa forma, as avaliações foram divididas em duas aplicações, na primeira a FWI

e a FWIAR utilizaram o modelo de velocidades inicial empregado no Experimento 1

(Figura 4.3a) e na segunda, foi utilizado um modelo mais preciso obtido a partir da

suavização na vagarosidade do modelo verdadeiro utilizando uma média móvel de

30 pontos. A geometria do operador empregada em ambos os experimentos foram

as mesmas do Experimento 1.

A Figura 4.28 apresenta o resultado referente a primeira avaliação da FWI e

a FWIAR-1 na ausência das mais baixas frequências, ambos os métodos, utilizaram

o modelo inicial presente na Figura 4.3a. Observa-se que os métodos sofreram com

o problema de mı́nimo local devido a combinação de um pobre modelo inicial e a

ausência das mais baixas frequências no dado śısmico. Sendo assim, os dois méto-

dos falharam na recuperação da cinemática correta, principalmente, na região mais

profunda e complexa do modelo. Além deste fato, uma anomalia de alta velocidade

na parte mais rasa foi observada.

De uma forma geral, pode-se dizer que as técnicas falharam em virtude do

favorecimento da presença de mı́nimos locais, devido as caracteŕısticas da Norma L2

e a ausência de um modelo de velocidades inicial que esteja próximo o suficiente do

modelo verdadeiro, a fim de evitar a convergência para o mı́nimo local. Dentro deste

contexto, a próxima avaliação utiliza um modelo de velocidades inicial mais próximo

do mı́nimo global, o modelo é obtido a partir da suavização do modelo verdadeiro
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utilizando uma média móvel na direção x e z considerando 30 pontos, Figura 4.29a.

(a)

(b)

Figura 4.28: Modelos de velocidades obtidos na última inversão do intervalo de
frequência do Experimento 5 a) FWI e b) FWIAR-1.

Conforme a avaliação anterior, o esquema multiescala em frequência foi em-

pregado com espectro de dados em 9 faixas de frequências, em que fc = 6Hz, 9Hz,

..., 30Hz. Os resultados finais da FWI e FWIAR-1 podem ser observados na Figura

4.29 b e c, ambos os métodos, apresentaram uma melhor convergência em rela-

ção ao resultado anterior, que utilizou um modelo de velocidade inicial inadequado.

Buscando explorar a utilização de modelos iniciais com uma maior presença de con-

trastes de velocidade, a fim de explorar a ativação das fontes passivas, os próximos

experimentos FWIAR-2 e -3 utilizaram, respectivamente, os campos de velocidades

obtidos nos resultados finais da FWI para fc = 6 e 9 Hz. Tais resultados, presentes

na Figura 4.30 a e c, estão bem próximos dos resultados apresentados pela FWI

tendo a FWIAR-2 iniciado na fc = 6Hz e a FWIAR-3 na fc = 9Hz.

Analisando a região do reservatório em detalhes, pode-se observar que os

métodos apresentaram resultados semelhantes com uma leve desvantagem para a

FWIAR-1 e 2 (Figura 4.31). Com intuito de reduzir essa desvantagem, para a

FWIAR-2 foram utilizadas 30 Famı́lias de Fontes Superficiais proporcionando um

resultado final mais preciso, conforme apresentado em Tabela 4.5.

Os resultados dos experimentos na ausência das mais baixas frequências po-

dem ser avaliados a partir das Funções objetivos para a FWI e FWIAR. A Figura
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Figura 4.29: Modelos de velocidades obtidos na última inversão do intervalo de
frequência do Experimento 5 a) Modelo Inicial, b) FWI e c) FWIAR-1. O retângulo
pontilhado na região direita inferior indica a área de interesse.

4.32 apresenta as funções objetivos normalizadas versus o número de iterações para

as 9 faixas de frequência, sendo considerado 30 iterações em cada faixa. As Figuras

4.32a - c, apresentam 30 iterações para cada faixa de frequência e caso a iteração

não tenha ocorrido o valor zero foi considerado no processo de visualização desta

função. Para as Figuras 4.32e - h, tem-se o valor da função por iteração e na compa-

ração das aplicações da FWIAR observa-se uma melhor taxa de convergência para

a FWIAR-3.

Com respeito ao aumento do número de fontes, empregando 30 Famı́lias de

Fontes Superficiais, a FWIAR-2 alcançou uma taxa de convergência próxima da

FWIAR-3, porém o custo foi demasiadamente superior conforme apresentado na
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Figura 4.30: Modelos de velocidades obtidos na última inversão do intervalo de
frequência do Experimento 5, respectivamente, nas aplicações a) FWIAR-2, b)
FWIAR-2-30t e c) FWIAR-3. O retângulo pontilhado na região direita inferior
indica a área de interesse.

Tabela 4.5. Além disso, observa-se também um maior desempenho da FWIAR-1

em relação a FWIAR-2 levando em consideração as Famı́lias de Fontes Superficiais.

Este fato sugere que o modelo inicial suavizado apresenta informações de variação

de propriedades capaz de ativar as fontes passivas, além do fato que ao empregar a

Śıntese de Onda na subsuperf́ıcie do meio, ocorreu o favorecimento da contribuição

das fontes passivas devido ao aumento da amplitude dos pontos de espalhamento

presentes na inversão corroborando assim para um resultado final mais preciso.

No que diz respeito a avaliação quantitativa dos resultados, os erros relati-

vos apresentados na Figura 4.33 foram calculados e estão expostos na Tabela 4.5.
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Figura 4.31: Ampliação dos modelos de velocidades na área de interesse obtido
na última inversão da faixa de frequência do experimento 5, respectivamente, nas
aplicações a) FWI, b) FWIAR-1, c) FWIAR-2, d) FWIAR-2-30t, e) FWIAR-3 e f)
Verdadeiro.

Pode-se observar que a FWIAR-1 apresentou erros expressivos conforme indicado na

Figura 4.33d. Os resultados da FWIAR2, -3 e a FWIAR-2 para 30 fontes superficiais

alcançaram precisões similares.

Nesta seção, os resultados demonstraram a capacidade do método FWIAR em

recuperar as informações do modelo verdadeiro na ausência das baixas frequências,

a partir da substituição das fontes reais por fontes passivas. A redução do número

de equações diferenciais parciais, proporcionou uma significativa redução do custo

computacional de até 80% em relação ao FWI, conforme Tabela 4.5. Com respeito a

relação de custo e precisão, avaliando a região do reservatório, neste experimento a

FWIAR-3 foi a estratégia que mais se aproximou do resultado da FWI e apresentou

a metade do custo computacional da FWI.
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Tabela 4.5: Comparação do custo computacional da FWI e FWIAR para o Expe-
rimento 2. O número de EDPs resolvidas na obtenção dos modelos iniciais para
FWIAR-2 e -3 foi considerado, assim como o número de EDPs na construção dos
operadores de śıntese (equivalente a 75, 67 e 60 EDPs para FWIAR-1, FWIAR-
2 e FWIAR-3, respectivamente). Os erros dizem respeito ao somatório dos erros
relativos absolutos globais e locais.

No. EDPs Iterações EDPs/it Custo Erro Global Erro Local
FWI 57996 179 324; 0 1, 0 8497 1743
FWIAR-1 11100 185 0 ; 60 0, 19 9120 2050
FWIAR-2 19995 30 + 170 324; 60 0, 34 8653 1833
FWIAR-3 25987 40 + 216 324; 60 0, 45 8605 1822
FWIAR-2-30t 37380 30 + 230 324; 120 0, 64 8733 1779
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Figura 4.32: Função objetivo normalizada e obtida em cada iteração no esquema
multiescala. A esquerda observa-se as funções objetivos para todas as iterações
e a direita uma ampliação para melhor representar o comportamento das últimas
iterações. As Figuras a) a d) representam a comparação da iteração por faixa de
frequência e as Figuras de e) a h) tem-se a representação do valor por iteração.
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Figura 4.33: Erro relativo do Experimento 5 calculado para o último intervalo
de frequência de inversão das aplicações a) FWI, c) FWIAR-1, e) FWIAR-2, g)
FWIAR-2-30t e i) FWIAR-3. O retângulo pontilhado indica a área de interesse
ampliadas nas aplicações b) FWI, d) FWIAR-1, f) FWIAR-2, h) FWIAR-2 30it e
j) FWIAR-3.
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4.3 FWIAR na presença das mais baixas frequên-

cias - Operadores em Superf́ıcie e Assimétrico

4.3.1 Experimento 6 - Operador em Superf́ıcie

Nas seções anteriores, a FWIAR foi explorada empregando operadores na

subsuperf́ıcie do modelo. No Caṕıtulo 3, o método foi descrito e a resposta das

fontes superficiais em subsuperf́ıcie e superf́ıcie foram registradas na superf́ıcie de

lamina d’água, Figura 3.2. Levando em consideração que a região alvo da inversão

é a zona do reservatório, conforme pode-se observar na Figura 3.5, a energia regis-

trada nessa região apresenta uma melhor iluminação quando o operador é gerado

em subsuperf́ıcie. Porém, o ganho proporcionado pela melhor iluminação ainda não

foi avaliada no contexto da inversão.

Nesta seção, serão explorados na FWIAR se os ganhos reais proporcionados

pela melhor iluminação através do emprego do operador em subsuperf́ıcie, reflete

em um melhor campo de velocidade final em relação ao emprego dos operadores

em superf́ıcie. A Figura 4.34, apresenta a distribuição dos operadores utilizada em

ambos os casos. Ressalta-se que o Experimento 1 apresenta os resultados da inversão

para os operadores em subsuperf́ıcie e serão aqui utilizados para comparação.

(b)

Figura 4.34: Posicionamento das fontes virtuais em: a) Superf́ıcie e b) Subsuperf́ıcie

Os parâmetros do MDF, o número de operadores e a estratégia multiescala
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em frequência foram mantidas em relação ao Experimento 1. De maneira geral, as

aplicações da FWIAR, considerando os operadores em superf́ıcie, obtiveram uma

boa convergência, conforme observado na Figura 4.35. No entanto, em comparação

com a FWIAR em subsuperf́ıcie, pode-se observar que o resultado do Experimento

6 apresenta uma menor definição das estruturas nas camadas mais profundas e

principalmente na região do reservatório, Figura 4.36.

Novamente, conforme o Experimento 1, a FWIAR-1 apresentou uma distorção

significativa na forma das camadas mais profundas à direita. Além disso, apresenta

uma menor resolução em comparação com a FWI e a FWIAR-1 do Experimento 1.

De uma forma geral, as três estratégias da FWIAR, empregando os opera-

dores na superf́ıcie, tiveram o erro residual próximo de zero com destaque para a

FWIAR-3, pois teve uma melhor taxa de convergência, Figura 4.37a. No entanto,

ao avaliar a comparação das funções objetivo referente aos resultados dos operadores

em superf́ıcie com os operadores em subsuperf́ıcie, pode-se observar que a FWIAR-3

em subsuperf́ıcie obteve uma convergência mais rápida Figura 4.37b. Em termos de

precisão, a Figura 4.38 ilustra o cálculo do erro relativo de cada resultado do Expe-

rimento. Pode-se observar que a o resultado da FWIAR-1, Figura 4.38d apresenta

erros expressivos conforme indicado na figura. A FWIAR-2 e -3 também tiveram

erros expressivos principalmente em comparação com os resultados do Experimento

1, Figura 4.38. .

Em termos de custo computacional, a FWIAR-1 apresentou um menor custo,

porém a maior precisão foi da FWIAR-3 frente a redução do custo de 72,88%.

No entanto, a FWIAR-3, empregando os operadores em subsuperf́ıcie, apresentou

uma maior precisão, tendo um custo computacional de 71,99%, demonstrando ser a

melhor estratégia em termos de custo e precisão.

Tabela 4.6: Comparação do custo computacional da FWI e FWIAR para o Expe-
rimento 6. O número de EDPs resolvidas na obtenção dos modelos iniciais para
FWIAR-2 e -3 foi considerado, assim como o número de EDPs na construção dos
operadores de śıntese (equivalente a 75, 67 e 60 EDPs para FWIAR-1, FWIAR-
2 e FWIAR-3, respectivamente). Os erros dizem respeito ao somatório dos erros
relativos absolutos globais e locais.

No. EDPs Iterações EDPs/it Custo Erro Global Erro Local
FWI 94608 292 324; 0 1, 0 11520 1960
FWIAR-1 14175 235 0 ; 60 0, 15 16796 2372
FWIAR-2 23311 31 + 220 324; 60 0, 25 12428 2261
FWIAR-3 25716 44 + 190 324; 60 0, 27 12777 2362

A partir do Experimento 6, foi posśıvel avaliar o desempenho da FWIAR em-

pregando operadores em superf́ıcie. Em comparação aos resultados do Experimento

1, foi posśıvel constatar que o emprego dos operadores em subsuperf́ıcie alcançou
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Figura 4.35: Modelos de velocidades obtidos na última inversão do intervalo de
frequência do Experimento 6, respectivamente, nas aplicações a) FWI, b) FWIAR-
1, c) FWIAR-2 e d) FWIAR-3. O retângulo pontilhado na região direita inferior
indica a área de interesse.
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Figura 4.36: Ampliação dos modelos de velocidades na área de interesse obtidos na
última inversão do intervalo de frequência do Experimento 6, respectivamente, nas
aplicações a) FWI, b) FWIAR-1, c) FWIAR-2, d) FWIAR-3 e e) Verdadeiro.

(a) (b)

Figura 4.37: Funções objetivos normalizadas referentes aos resultados do sexto Ex-
perimento das aplicações a) FWI e b) FWIAR apresentadas por faixa de frequência
e c) FWI e d) FWIAR apresentadas por iteração.

um resultado mais preciso com um menor custo computacional apresentando, assim,

os ganhos reais da melhoria da iluminação na região alvo para a inversão.
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Figura 4.38: Erro relativo do Experimento 6 calculado para o último intervalo
de frequência de inversão das aplicações a) FWI, c) FWIAR-1, e) FWIAR-2 e g)
FWIAR-3. O retângulo pontilhado indica a área de interesse ampliadas nas aplica-
ções b) FWI, d) FWIAR-1, f) FWIAR-2, e h) FWIAR-3.
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4.4 FWIAR na presença das mais baixas frequên-

cias - Operadores em Subsuperf́ıcie e Simé-

trico

4.4.1 Experimento 7 - Operador Simétrico

Os resultados até esta seção buscaram direcionar o operador para a região do

reservatório, a fim de uma melhor iluminação na zona alvo. No entanto, ao partir

de um modelo geológico ainda desconhecido nem sempre a região alvo é conhecida.

Nesta seção será empregado uma distribuição simétrica a fim de comparar seu desem-

penho com os resultados encontrados no Experimento 1. A Figura 4.39 apresenta

o arranjo dos operadores de forma simétrica e assimétrica. Portanto, observa-se

que o número de operadores foi mantido e empregado sobre a mesma referência de

profundidade.

(a)

(b)

Figura 4.39: Posicionamento das fontes virtuais para: a) Arranjos Simétricos e b)
Assimétricos.

Em relação ao Experimento 1, foram mantidos os parâmetros com respeito ao

MDF e a geometria dos receptores e das fontes. Neste experimento, são empregados

quinze Operadores de Śıntese na superf́ıcie para gerar as quinze Fontes Superficiais

e os campos de velocidade inicias para a FWI, FWIAR-1, -2 e -3 são os mesmos

utilizados no Experimento 1, Figura 4.3.
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As Figuras 4.40 a 4.42 e a Tabela 4.7 exibem os resultados da FWI, FWIAR-

1, -2 e -3. Conforme pode ser observado na Figura 4.40, a estratégia empregada

na FWIAR foi capaz de recuperar as estruturas a partir da aplicação dos operado-

res simétricos. De maneira geral, os métodos obtiveram um resultado semelhante

a FWIAR do Experimento 1. No entanto, neste experimento, a FWIAR-1 apre-

sentou, para a zona alvo, um resultado inferior ao Experimento 1, conforme pode

ser observado na Figura 4.41b. Ressalta-se que, os resultados da FWIAR-2 e -3

foram similares ao Experimento 1 como uma leve superioridade para os resultados

empregando os operadores assimétricos.

O resultado da FWIAR-3 do Experimento 7 avaliado a partir da Função

Objetivo, apresenta um decréscimo mais rápido em relação ao Experimento 1, es-

pecialmente para a FWIAR-2 (Figura 4.42)b. Tal fato refletiu no custo final, em

termos de simulações, conforme Tabela 4.7. Com relação ao reśıduo final, ambas as

estratégias alcançaram valores próximos de zero, porém levando em consideração a

avaliação qualitativa em torno da região de interesse, Figura 4.41, a estratégia assi-

métrica do Experimento 1, foi mais precisa. Esta avaliação é reforçada a partir da

analise do erro relativo apresentado na Figura 4.43. Avaliando os resultados amplia-

dos referente a área de interesse pode-se observar que principalmente o resultado da

FWIAR-1 apresentou um erro maior que o Experimento 1, respectivamente Figura

4.43d e Figura 4.13. Os valores referente ao somatório do erro relativo apresentados

nas Tabelas 4.7 e 4.1 reforçam essa afirmação.

Pode-se concluir que no contexto deste experimento a escolha das fontes

virtuais nos experimentos anteriores favoreceu o imageamento do reservatório em

relação ao Experimento 7. Cabe ressaltar que no futuro serão investigadas técnicas

para obtenção de operadores ótimos em função da geometria de aquisição e dos

objetivos exploratórios.

Tabela 4.7: Comparação do custo computacional da FWI e FWIAR para o Expe-
rimento 7. O número de EDPs resolvidas na obtenção dos modelos iniciais para
FWIAR-2 e -3 foi considerado, assim como o número de EDPs na construção dos
operadores de śıntese (equivalente a 75, 67 e 60 EDPs para FWIAR-1, FWIAR-
2 e FWIAR-3, respectivamente). Os erros dizem respeito ao somatório dos erros
relativos absolutos globais e locais.

No. EDPs Iterações EDPs/it Custo Erro Global Erro Local
FWI 94608 292 324; 0 1, 0 11520 1960
FWIAR-1 16335 271 0 ; 60 0, 17 20034 2621
FWIAR-2 24031 31 + 232 324; 60 0, 25 13341 2201
FWIAR-3 25956 44 + 144 324; 60 0, 24 12847 2279
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Figura 4.40: Modelos de velocidades obtidos na última inversão do intervalo de
frequência do sétimo experimento, respectivamente, nas aplicações a) FWI, b)
FWIAR-1 c) FWIAR-2 e d) FWIAR-3. O retângulo pontilhado na região direita
inferior indica a área de interesse.
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Figura 4.41: Ampliação dos modelos de velocidades na área de interesse obtido na
última inversão da faixa de frequência do sétimo experimento, respectivamente, nas
aplicações a) FWI, b) FWIAR-1, c) FWIAR-2, d) FWIAR-3 e e) Verdadeiro.

(a) (b)

Figura 4.42: Funções objetivos normalizadas referentes aos resultados do sétimo Ex-
perimento das aplicações a) FWI e b) FWIAR apresentadas por faixa de frequência
e c) FWI e d) FWIAR apresentadas por iteração.
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Figura 4.43: Erro relativo do Experimento 7 calculado para o último intervalo
de frequência de inversão das aplicações a) FWI, c) FWIAR-1, e) FWIAR-2 e g)
FWIAR-3. O retângulo pontilhado indica a área de interesse ampliadas nas aplica-
ções b) FWI, d) FWIAR-1, f) FWIAR-2, e h) FWIAR-3.
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Caṕıtulo 5

Discussão e Propostas Futuras

5.1 Discussão

Nos experimentos, quase todas as caracteŕısticas do Marmousi-2 foram re-

cuperadas, exceto na aplicação FWIAR-1. Nesta aplicação, foi verificada uma dis-

torção estrutural significativa no topo do reservatório, como consequência direta de

um modelo inicial impreciso. Em termos práticos, esse tipo de imprecisão pode

prejudicar o delineamento de um campo.

No que se refere a redução dos custos computacionais, esses foram alcançados

pela substituição das fontes reais por fontes passivas geradas gradativamente a partir

dos pontos de espalhamento presentes na propagação direta e reversa. Como resul-

tado, o número de EDPs diminuiu significativamente, proporcionando uma grande

redução no custo computacional.

Mas o que está por trás do sucesso da FWIAR? Na verdade, para diminuir

os custos envolvidos na FWI, por exemplo, poderia ser realizado uma decimação

dos dados. Assim ao invés de empregar toda a famı́lias de tiro comum, seria utili-

zado uma pequena fração de todo o conjunto. De forma geral, isso levaria a uma

economia de CPU, GPU e armazenamento de dados. No entanto, infelizmente, este

procedimento tem o potencial de diminuir a iluminação śısmica nas áreas de inte-

resse. Técnicas sofisticadas para mitigar esse problema estão sendo propostas como

por exemplo a decimação aleatória proposta por DÍAZ e GUITTON (2011).

A alternativa proposta nesse trabalho para a decimação substitui as Famı́lias

de Tiro Comum pelas Famı́lias de Fonte Superficial. Sendo assim, a partir dos

registros de fontes superficiais, tem-se a chance de mitigar o problema de uma pobre

iluminação śısmica, que é quase inevitável, quando há um grande número de tiros

descartados.

Esses conceitos foram desenvolvidos por BERKHOUT (1992); BOECHAT

(2007); CHEN et al. (2004); RIETVELD (1995); RIETVELD e BERKHOUT (1994);
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ROMERO et al. (2000); WANG et al. (2001), entre outros no contexto de imagens

śısmicas. No universo dos esquemas de inversão não linear, a iluminação śısmica

também está relacionada as complexidades apresentadas nos modelos de fundo. Em

outras palavras, além dos tiros reais, tem-se as fontes passivas ou de contraste in-

duzidas pela diferença de impedância śısmica presente no próprio modelo de fundo.

Quando os campos de onda direto e reverso se propagam, essas fontes passivas são

naturalmente ativadas e, sua energia é determinada pelo produto da amplitude do

campo de onda e o contraste de impedância para cada ponto de espalhamento.

Com isso, a ativação das fontes passivas está relacionada a complexidade do

modelo geológico, sendo esta substituição mais eficiente com o aumento da com-

plexidade geológica. Essas complexidades foram as diferenças fundamentais entre

as três aplicações da FWIAR ao empregar diferentes modelos iniciais. No caso da

FWIAR-1, foi utilizado o campo de velocidade inicial geologicamente 1-D, o mesmo

empregado na aplicação da FWI. Nos casos FWIAR-2 e -3, foram utilizados modelos

de velocidades com estruturas geológicas mais complexas obtidas, respectivamente,

após as faixas de frequência de 3 e 6Hz da FWI. Portanto, o mesmo modelo de ve-

locidades geologicamente 1-D que era conveniente para a FWI foi inadequado para

a FWIAR. Em termos matemáticos, pode-se dizer que o fato de substituir oitenta

e um registros de tiros por quinze registros de fontes superficiais aumentou a não

linearidade do problema inverso. O domı́nio de busca para a solução desejada re-

duziu de alguma maneira e esta é uma vantagem do novo método. Como ponto

negativo, é necessário ter as fontes passivas, ativadas em termos do modelo inicial,

em comparação com o esquema convencional.

Por outro lado, como indicado pela FWIAR-2 e -3, melhores modelos iniciais

podem vir da própria FWI. Nas aplicações, o primeiro ou o segundo intervalo de

frequência dos resultados da FWI foram suficientes para fornecer modelos de partida

para a FWIAR convergir para a solução desejada. Isso sugere um esquema h́ıbrido

para obter o melhor dos métodos. De fato, como pode ser observado nas Tabelas 4.1

e 4.2, o ganho computacional do esquema h́ıbrido, isto é, HFWI = FWI + FWIAR,

foi até setenta e dois porcento para os experimentos até 30 Hz e de até noventa e

três porcento para a aplicação de até 51 Hz.

5.2 Propostas Futuras

O problema enfrentado pelo esquema h́ıbrido consiste em definir a fronteira

entre os dois métodos. Nos experimentos ideais deste trabalho onde o modelo ver-

dadeiro era conhecido, não ocorreu esse problema, no entanto, isso é crucial para

tornar a FWI de Fontes Superficiais mais realista. Uma possibilidade poderia ser

o uso da FWI para intervalos de frequências muito baixa para obter modelos de
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velocidade que respeitem os tempos de trânsito dos eventos principais, e o FWI de

Fontes Superficiais para frequências baixas e intermediárias e altas para recuperar

os comprimentos de onda mais curtos. Mas até quanto a FWI deve ser utilizada?

Para responder tal pergunta um ı́ndice de complexidade geológica pode ser

empregado no esquema h́ıbrido. A Figura 5.1 foi gerada a partir de um filtro de

detecção de borda (pacote skimage - python) aplicado aos três modelos iniciais em-

pregados no Experimento 1, 6 e 7. A Figura 5.1a ilustra o quão longe o modelo

inicial está do alvo em termos estruturais, além de apresentar uma baixa comple-

xidade geológica. Ou seja, além de possúırem fontes contrastes fracas, não tem a

localização precisa dos horizontes. Por outro lado, observa-se a partir do resultado

tradicional da FWI, Figuras 5.1b e c, uma maior complexidade geológica, além de

aparentar estar mais próximo do modelo verdadeiro do que o resultado da Figura

5.1a. Portanto são bons modelos iniciais nesse caso.

Então, pode-se dizer que um excelente modelo de velocidade inicial para a

FWIAR seria aquele que contivesse fontes passivas nas proximidades dos horizontes

śısmicos. Levando em consideração os resultados para a FWIAR, nos casos 2 e 3, e

o fato de que os modelos de velocidades iniciais advém da FWI, nos resultados de

frequência de 3 e 6 Hz para certos resultados obtidos, pode-se pensar em um mé-

todo h́ıbrido HFWI automatizado = (FWI para frequências baixas + FWIAR) para

frequências intermediárias e altas utilizando um ı́ndice de complexidade geológica IG

calculado automaticamente a partir do emprego do atributo Edge Detection em con-

junto com as técnicas apresentadas por DE SOUZA et al. (2019); SANTOS (2012).

Com isso, obtém-se o Algoritmo 3 que, em tese, seria capaz de identificar a fron-

teira a partir da identificação da presença das fontes passivas que está diretamente

associada com a complexidade geológica.

Algoritmo 3: HFWI Automatizado

1 para f=1,N f faça
2 Entrada: pobs, s(t) e v0

3 Compute IG

4 se IG == True então
5 FWI
6 fim
7 senão
8 FWIAR
9 fim

10 fim

O método HFWI e o método HFWI Automatizado oferecem o melhor dos

dois métodos, a FWI é capaz de fornecer modelos cinematicamente bons que permite

ativar as fontes passivas usando baixas frequências, como é tradicionalmente usado
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Figura 5.1: Atributo Edge Detection aplicado em: a) Modelo I Inicial, b) FWI de 3
Hz gerado para o modelo I e c) FWI de 6 Hz gerado para o modelo I.

em aplicações reais, e a FWIAR economiza CPU, GPU, RAM e armazenamento de

dados trabalhando com frequências intermediárias e altas.

Nos casos ideais deste trabalho, em tese, a FWI teria resultados superiores à

FWIAR empregando 15 tiros e uma alta densidade de receptores. Tal fato ocorreria

devido a presença de cross-talk no gradiente da FWIAR. Em termos matemáticos, a

equação do cálculo do gradiente da FWIAR difere da FWI apenas devido a presença

do cross-talk, ou seja, os gradientes não são iguais.

Então, porque a FWIAR é uma estratégia que deve ser levada em consideração

nas aplicações da obtenção do campo de velocidades em problemas reais? Devido

ao fato de a mesma aumentar a razão sinal rúıdo a partir da atenuação dos rúıdos

coerentes. Todavia, explorar a atenuação desses artefatos e gerar um gradiente mais
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limpo e próximo dos obtido na FWI é um tema que deve ser explorado. Um caminho

seria utilizar estratégias semelhantes as empregadas por SCHUSTER et al. (2011)

para Super Tiros.

O conceito de Phase Encoded também é uma estratégia que busca mitigar

os rúıdos cross-talk. Outra proposta de inovação seria reunir o conceito de Phase

Encoded e Fontes Superficiais. Esta estratégia permitiria a concentração de energia

ao mesmo tempo que perturbaria o dado. Além disso, testes inciais demostraram que

essa estratégia favorecem as baixas frequências presentes no gradiente. Resultados

similares foram apresentados por GUO e ALKHALIFAH (2019).

Outro tema diz respeito às limitações para aquisições maŕıtima do tipo strea-

mer. Os resultados contido nesse trabalho exploraram arranjos de aquisição do tipo

spread fixo. Outros tipos de arranjos podem ser explorados a fim de permitir sua uti-

lização para levantamentos com arranjos do tipo streamer (CHOI e ALKHALIFAH,

2012; ROUTH et al., 2011).

Outro ponto seria estender a FWIAR para casos de inversão elástica. Neste

caso, um caminho seria avaliar o padrão de radiação com relação as propriedades

invertidas ao utilizar as fontes superficiais para diferentes seleções de afastamento

de fonte e receptor (FWIAR Multiparamétrica).

Do ponto de vista do arranjo dos Operadores de Śıntese, neste trabalho foi

considerado apenas ondas planas, porém cabe ressaltar que a técnica não se limita

a operadores de śıntese de onda plana. Diferentes arranjos podem ser utilizados

inclusive os guiados pela atualização do modelo de fundo. Uma ideia seria utilizar

operadores direcionados por horizontes previamente interpretados e atualizados de

acordo com a recuperação do campo de velocidade.
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Caṕıtulo 6

Conclusão

Neste trabalho, foi introduzido um novo método baseado nos conceitos de Fa-

mı́lia de Fontes Superficiais e śıntese de ondas, como proposto por Berkhout e Ri-

etveld, especialmente desenvolvido para mitigar os custos computacionais da FWI

para frequências temporais intermediárias e altas. Por fim, foi explorado a não li-

nearidade dos operadores para modelagem direta e reversa para substituir fontes

reais por fontes passivas, que são difratadas quando o campo de onda, um pouco

controlado, atinge heterogeneidades nos modelos de plano de fundo. Essa estratégia

compensa naturalmente o pequeno número de EDPs no método. Nos experimen-

tos numéricos realizados no Marmousi-2, foi observado uma economia de recursos

computacionais superior a oitenta por cento em comparação com a abordagem tra-

dicional. Isso representa uma redução de dias por horas para os experimentos até 30

Hz de frequência de corte e de semanas para dias no experimento realizado de 33 a

51 Hz. No entanto, também foi percebido a necessidade de melhores modelos iniciais

do que os usados na FWI de Famı́lias de Tiro Comum. Matematicamente, pode-se

dizer que ocorreu um estreitamento na região de busca em torno do mı́nimo global.

Por fim, um esquema h́ıbrido com potencial para mitigar esse problema foi suge-

rido. É uma combinação da FWI e FWIAR, um FWI h́ıbrido. Então, o FWI seria

aplicado no final do espectro de baixa frequência para fornecer modelos iniciais para

tornar a FWI, de um pequeno número de fontes superficiais eficaz, para frequências

temporais mais altas. No entanto, muito trabalho ainda precisa ser realizado para

definir a fronteira no algoritmo HFWI.
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Apêndice A

Equação Acústica da Onda

A equação acústica da onda é uma equação diferencial parcial linear de se-

gunda ordem, descrita pelo campo de pressão e o vetor deslocamento da part́ıcula.

A equação da onda pode ser descrita a partir das leis de Newton e de Hooke,

que relacionam a pressão e a velocidade.

Pela lei de Hooke tem-se:

p = −k 5 .u (A.1)

Em que p é o campo de pressão, k o módulo de incompressibilidade e u é o

deslocamento da part́ıcula.

Pela lei de Newton tem-se que:

ρ
∂2 p
∂t2 = − 5 p, (A.2)

em que ρ representa a densidade do meio.

Tomando a derivada segunda em relação ao tempo da equação (A.1), supondo

k constante e invertendo os operadores de derivação, tem-se:

∂2

∂t2 p = −k
[
5.

(
∂2

∂t2 u
)]
. (A.3)

Substituindo a segunda lei de Newton (A.2) na equação (A.3, teremos

∂2

∂t2 p = −k
[
5.

(
−

1
ρ
5 p

)]
. (A.4)

De acordo com a lei de Leibniz, o gradiente de 1
ρ

é dado por:

5

(
1
ρ

)
= −
5ρ

ρ2 . (A.5)

Substituindo a equação (A.5) na equação (A.4), desconsiderando o sinal ne-
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gativo da expressão e utilizando as propriedade de divergente, tem-se que:

∂2

∂t2 p = k
(
−
5ρ

ρ2 . 5 p +
1
ρ
5 . 5 p

)
(A.6)

Na equação escalar da onda o módulo de elasticidade, sendo v a velocidade

do meio, pode ser escrito como:

k = ρv2 (A.7)

Substituindo a equação A.7 em A.6, temos:

∂2

∂t2 p = ρv2
(
−
5ρ

ρ2 . 5 p +
1
ρ
5 . 5 p

)
(A.8)

Sendo 5. 5 p = 52 p, podemos substituir na equação (A.6) e reorganizar, de

modo a obter:

1
v2

∂2

∂t2 p = 52 p −
1
ρ
5 ρ. 5 p. (A.9)

Considerando ρ constante, o segundo termo do lado direito da equação (A.9

torna-se nulo. Sendo assim, obtem-se a equação (A.10), a Equação Acústica da

Onda com densidade constante:

52 p =
1
v2

∂2

∂t2 p. (A.10)

Desenvolvendo o Laplaciano da equação (A.10) em duas dimensões, tem-se

então a Equação Acústica da Onda bidimensional com densidade constante:

∂2 p(r, t)
∂x2 +

∂2 p(r, t)
∂z2 =

1
v(r)2

∂2 p(r, t)
∂t2 , (A.11)

onde p(r, t) é o campo de pressão da onda, r = (x, z) é o vetor posição, t é a coordenada

temporal.

Para o problema geof́ısico existe ainda a necessidade de se prescrever o termo

fonte, denotado por f (t)δ(r − r j), sendo assim teremos:

∂2 p(r, t)
∂x2 +

∂2 p(r, t)
∂z2 =

1
v(r)2

∂2 p(r, t)
∂t2 + f (t)δ(r − r j). (A.12)

onde r j representa o ponto de aplicação da fonte śısmica e δ o delta de Dirac. Em

função da discretização, tem-se as coordenadas discretas:

x −→ i∆x,

z −→ j∆z,

t −→ n∆t.
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Dessa forma:

p(x,z, t) −→ pn
i, j

f (t) −→ f n,

onde i = 1, 2, ..., Itotal, j = 1, 2, ..., Jtotal e n = 1, 2, ...,N total.

e ∆x, ∆z e ∆t são os respectivos espaçamentos da malha na direção x, z e temporal, N

é número total de passos em tempo. Isto permitirá escrever as derivadas existentes

na equação (A.12) de forma discreta através dos operadores de DF.

Destaca-se que no caso da geof́ısica, as condições iniciais são dadas por:

p0
i, j = 0, (A.13)(

∂p
∂t

)0

i, j
= 0, (A.14)

enquanto as condições de contorno, as mais comuns em levantamentos śısmicos, são

a condição de contorno essencial (Dirichlet), que corresponde a prescrever a pressão

pn
i, j = 0, (A.15)

e a condição de contorno natural (Neumann), que consiste em especificar o valor da

derivada (ou da taxa de modificação) de p na direção normal ao contorno, dada por:

(
∂p
∂η

)n

i, j
= 0, (A.16)

onde η corresponde a normal externa ao referido contorno.

A condição de contorno essencial é bastante utilizada na modelagem para

simular adequadamente as reflexões na superf́ıcie do mar e do solo na geração de

dados śısmicos marinhos e terrestres, respectivamente.
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Apêndice B

Modelagem Śısmica

Dentre os diversos métodos utilizados no processo de exploração geof́ısica de

Petróleo e Gás, o Método Śısmico é considerado o mais importante. Tal método

se baseia na propagação, em subsuperf́ıcie, de ondas śısmicas produzidas por fon-

tes artificiais, e tem como principal objetivo delinear as estruturas geológicas da

subsuperf́ıcie da Terra.

Na śısmica de exploração, um pulso de energia mecânica é gerado por uma

fonte artificial que se propaga pelas camadas geológicas onde são refletidas, refra-

tadas e difratadas ao entrarem em contato com diferentes impedâncias acústicas

(velocidade da onda śısmica x densidade), retornando para a superf́ıcie onde as

informações carregadas por elas são registradas pelos receptores. Os dados são pro-

cessados por meio de softwares espećıficos que são apresentados, por exemplo, sob a

forma de sismogramas ou seção śısmica.

A modelagem śısmica é uma técnica para simular a propagação da onda no

interior da Terra, seu objetivo consiste resumidamente segundo FICHMAN (2005)

em:

• Avaliar as possibilidades e limitações do método śısmico;

• Otimizar os parâmetros de aquisição com base no interesse geológico;

• Gerar dados śısmicos sintéticos para a avaliação de novas metodologias de

inversão e imageamento;

• Verificar quanto os modelos sintéticos honram os dados śısmicos de campo, na

etapa de interpretação.

A simulação numérica da onda tem sido uma ferramenta indispensável para

compreensão da propagação de ondas śısmicas em meios geologicamente complexos,

fornecendo eficientes soluções do campo de ondas especialmente para a migração e
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para Inversão Completa do Campo de Ondas (CHU e STOFFA, 2012). Um mé-

todo que tem sido largamente usado nesta solução é o MDF, devido a sua fácil

implementação e sua eficiência em meios heterogêneos (ZHANG e YAO, 2013).

A discretização da equação acústica da onda transforma o modelo matemático

cont́ınuo em um modelo discreto através de uma malha de pontos, para realizar tal

discretização será utilizado o MDF. Também será apresentada a formulação para

obtenção dos parâmetros de dispersão e estabilidade.

B.1 Fórmula de Modelagem Discreta da Equação

Acústica da Onda

A Equação Acústica da Onda pode ser obtida por meio da aplicação da 2a

lei de Newton e uma relação constitutiva adequada (Apêndice A). Ela é responsável

por simular a propagação das ondas śısmicas. Tal equação, considerando meios com

densidade constante, tem a seguinte forma:

∂2 p(r, t)
∂x2 +

∂2 p(r, t)
∂z2 =

1
v(r)2

∂2 p(r, t)
∂t2 + f (t)δ(r − r j), (B.1)

onde novamente p(r, t) é o campo de pressão da onda, r = (x, z) é o vetor posição, t

é a coordenada temporal, v(r) é a velocidade de propagação da onda no meio, f (t) é

o termo fonte, δ é o operador Delta de Dirac e r j representa ponto de aplicação da

fonte śısmica.

Representando a Equação (B.1) na sua forma discreta, com ∆x2, ∆z2,∆t2, f n

e δ definidos na Apêndice A, sendo v2
i, j a matriz velocidade de propagação do meio

e c os coeficientes do MDF, tem-se:

∂2 p(r, t)
∂t2 = v2

i, j

[ 1
∆x2

N/2∑
mi=− N

2

cmi pn
i−mi, j +

1
∆z2

N/2∑
m j=− N

2

cm j pn
i, j−m j

]
− f nδ(i − i f )δ( j − j f ). (B.2)

A derivada em relação ao tempo é discretizada normalmente utilizando o

operador de DF convencional de segunda ordem. Incorporando isto à Equação e

usando a simetria do diferenciador convolucional do lado direto, tem-se explicita-
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mente o campo de ondas da seguinte forma (ZHOU e GREENHALGH, 1992):

pn+1
i, j = v2

i, j∆t2
[ ( 1

∆x2 cmi=0 +
1

∆z2 cm j=0

)n

i, j

+
1

∆x2

N/2∑
mi=1

cmi

(
pn

i−mi, j + pn
i+mi, j

)
+

1
∆z2

N/2∑
m j=1

cm j

(
pn

i, j−m j + pn
i, j+m j

) ]
+2pn

i, j − pn−1
i, j − f nδ(i − i f )δ( j − j f ). (B.3)

B.2 Análise de Dispersão e Estabilidade

Na discretização da Equação da Onda por meio de operadores de DF, Equa-

ção (B.3), ocorrerá um erro na velocidade de fase e de grupo pois ambas passam a

depender do espaçamento da malha, da frequência do sinal e do ângulo de propaga-

ção, FARIA (1986). No caso da Equação da Onda este erro aparece sobre a forma

de dispersão numérica.

Para determinar a relação de dispersão, pode-se considerar a expressão dis-

creta da propagação de uma onda plana harmônica em um meio infinito e homogê-

neo:

pt
x,z = ei[kx(x+ih)+kz(x+ jh)−ω(t+n∆t)], (B.4)

sendo ω é a frequência angular, i =
√
−1 e kx, kz são respectivamente os números de

onda nas direções x e z, expressos por:

kx = kcosθ e kz = ksenθ. (B.5)

onde k é o módulo do vetor número de onda e θ o ângulo entre a direção vertical

(eixo z) e a direção da propagação da onda Figura B.1.

Figura B.1: Direção de Propagação da onda plana. Retirada de DUARTE (2012)

Substituindo a Equação (B.4) na Equação (B.3) e após algumas manipulações
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algébricas obtém-se a seguinte relação para a velocidade de fase (LIU e SEN, 2009).

VFD

V
=

2
µkh

sen−1

µ
√√

N/2∑
m=1

cm

[
sen2

(
mkh senθ

2

)
+ sen2

(
mkh cosθ

2

) ] , (B.6)

em que V é a velocidade da onda no meio cont́ınuo, VFD é a velocidade de fase da

onda sobre o meio discretizado, cm são os coeficientes do Stencil do operador DF, N

corresponde ao número de expansão da ordem do operador, h é o espaçamento da

malha e µ é o número de Courant-Friendrichs-Lewy (CFL).

O valor de µ controla a estabilidade do esquema de DF e pode ser definido

pela análise dos autovalores, onde o fator de estabilidade q para modelagem da

equação acústica da onda 2D é dado por (LIU e SEN, 2009):

µ ≤ q =
1√√

2
N/2∑
m=1

cm

. (B.7)

sendo cm os coeficientes dos operadores de diferenças finitas. Em LIU e SEN (2009)

foi demostrado que a inequação acima é satisfeita para µ ≤ 1.

Fixando o valor de µ, a Equação (B.6) permite avaliar o erro da velocidade

de fase da onda discretizada. Uma maneira usualmente utilizada para determinar

a dispersão relativa a velocidade de fase, consiste em utilizar a função 1
D definida

como:

1
D

=
h
λ

=
kh
2π
, (B.8)

sendo ele o parâmetro utilizado para examinar a natureza dispersiva da forma da

onda considerando a velocidade de fase, o que permite determinar o menor número

de pontos por comprimento de onda.

A Equação (B.6) relaciona a velocidade de fase normalizada com o intervalo

de espaçamento da malha h através da variável D. Se o processo de discretização

fosse anaĺıtico, o lado direito da Equação (B.6) seria igual a 1.0 para todos os valores

de h. Sendo assim, qualquer desvio de 1.0 se deve ao erro causado pela discretização

da equação da onda. Tal erro, conforme mencionado no ińıcio da seção, é responsável

pela dispersão numérica, para mais detalhes consulte SILVA (2014).

B.2.1 Assinatura da Fonte Śısmica

Neste trabalho foi incorporado um termo fonte a equação da onda na posição

x f , cujo objetivo é iniciar a propagação no tempo e no espaço. Com o propósito de

101



simular uma fonte śısmica real, o termo fonte é limitado no domı́nio do tempo, para

simular uma assinatura de fonte śısmica do tipo explosiva.

A assinatura da fonte utilizada neste trabalho, para a geração do sinal śısmico

é denominado wavelet de Ricker (NORMAN, 1953), cuja forma é escrita como segue:

f (t) =
[
1 − 2π (π fctt)2

]
e−π(π fctd)2

, (B.9)

onde tt = n∆t − t f representa uma translação temporal da assinatura no tempo de

modo que a wavelet inicia na origem, e sendo t f o peŕıodo da função Gaussiana,

dado por:

t f =
2
√
π

fc
, (B.10)

e fc a frequência central da fonte, que é escrita em termos de maior frequência

contida no espectro da função fonte, fcorte, dada por:

fc =
fcorte

3
√
π
. (B.11)

A Figura B.2 ilustra um exemplo da assinatura da fonte no domı́nio do tempo

e seus correspondentes espectros de frequência. Cada assinatura da fonte foi gerada

a partir da Equação B.9 para sua respectiva frequência de corte.
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Figura B.2: Assinatura da fonte e seus espectros de frequência para fcorte = 3 a 30
Hz.

Para o experimento desta tese que utiliza a assinatura da fonte sem a presença

das mais baixas frequências, foi empregado um filtro corta baixa onde as frequências

abaixo de 4 Hz são removidas. A Figura B.3 apresenta o resultado após o filtro.

Ressalta-se que o filtro foi aplicado em cada fonte Ricker gerara e representada na

Figura B.2
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Figura B.3: Assinatura da fonte com filtro corta baixa e seus espectros de frequência
para fcorte = 6 a 30 Hz.
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Apêndice C

Tópicos da Inversão da Forma de

Onda Completa

C.1 Método de Newton

Os métodos de otimização local objetiva encontrar um mı́nimo ou máximo da

função objetivo em torno de uma vizinhança do modelo inicial v0. Pode-se buscar

o mı́nimo da função objetivo a partir da expansão em série de Taylor da seguinte

forma:

E(v0 + ∆v) = E(v0) + ∆vT g0 +
1
2

∆vT H0∆v + O(∆v3), (C.1)

onde g0 ≡ g(v0) representa a matriz gradiente (Nx1) cujo k-ésimo elemento é dado

por ∂E(v0)
∂v e H0 representa a matriz Hessiana de dimensões N x N avaliada em v0 com

m = (1, 2, ...,N); l = (1, 2, ...,N) em que N representa a dimensão do modelo.

A função objetivo atinge seu mı́nimo, quando sua derivada primeira é igual

a zero. Se os termos acima da 2a ordem forem ignorados na Equação C.1, a apro-

ximação da série de Taylor se torna quadrática em torno de ∆v e a minimização

da função E(v0) pode ser realizada a partir da solução de um conjunto de equações

lineares:

∆v = −H−1
0 g0, (C.2)

e assim tem-se o Método de Newton (PRATT et al., 1998):

v = v0 −H−1
0 g0. (C.3)

Para problemas lineares, a partir da Equação C.3, o método converge em

apenas uma iteração (PRATT et al., 1998). Entretanto, nos casos em que a Função

Objetivo não é quadrática, o Método de Newton não converge em uma iteração e o
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problema pode ser resolvido de forma iterativa, a fim de compensar a não linearidade

do problema. Nesta formulação, a solução iterativa pode ser dada por:

vk+1 = vk + ρk, (C.4)

onde ρk = −H−1
k gk, sendo Hk a matriz Hessiana avaliada em vk.

C.2 Cálculo do Gradiente

O gradiente da função objetivo mede a variação do erro entre o dado observado

e o dado calculado. Esta medida representa a derivada do campo de ondas com

relação a cada um dos parâmetros do modelo correlacionado com o reśıduo. Também

representa a direção em que a função objetivo decresce mais rapidamente. Para uma

famı́lia de tiro comum o cálculo do gradiente pode ser interpretado da seguinte forma:

g(r) =

∫ T

0

Nr∑
i=1

∂p(ri, t)
∂vl

∆p(ri, t)dt =

Nr∑
i=1

∂p(ri, t)
∂vl

⊗ ∆p(ri, t) (0), (C.5)

em que g(r) é a derivada da função objetivo com relação a velocidade na posição vl da

malha, sendo l=(1, 2,..., N), ∂p(ri,t)
∂vl

a derivada do campo de pressão na superf́ıcie de

observação com respeito a velocidade na posição vl (Derivada de Fréchet) e ∆p(ri, t) =

pobs(ri, t)− pcal(ri, t) representa o reśıduo calculado, a partir da diferença entre o dado

observado e o dado calculado na superf́ıcie de registro.

Neste caso, a matriz derivada de Fréchet, também chamada de matriz Ja-

cobiana J, pode ser escrita com relação a propriedade na posição vl, da seguinte

forma:

Jl =
∂p(ri, t)
∂vl

= −
2
v3

l

∂2 p(rl, t)
∂t2 , (C.6)

sendo assim, g(r) é igual a soma das correlações de atraso zero entre as componentes

da derivada de Fréchet e o campo residual. Este cálculo é realizado para cada

observação experimental; O esquema para o cálculo do gradiente para um ponto vl

espećıfico, utilizando a derivada de Fréchet, pode ser observado no Algoritmo 4.

Para melhor exemplificar tal cálculo, a Figura C.1 ilustra o esquema da

interpretação f́ısica do gradiente da função objetivo obtido através da derivada de

Fréchet para um termo fonte. Uma componente desta derivada é obtida a partir da

correlação de atraso zero, na posição ri, entre o registro da propagação reversa da

fonte virtual e o reśıduo. A fonte virtual é calculada a partir da derivada segunda

do campo incidente no ponto vl.

Neste processo, a obtenção do gradiente da função objetivo através das de-

rivadas de Fréchet necessita de duas modelagens para cada ponto do modelo. A
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Algoritmo 4: Gradiente Utilizando a Derivada de Fréchet para
um certo experimento de observação

1 ińıcio
2 Resolva a EDP (MDF) e registre o campo de pressão em cada ponto l

3 ∇2 p(r, t) − 1
v(r)2

∂2 p
∂t2 (r, t) = f (t)δ(r − rf)

4 p(r, t) =
∂p(r,t)
∂t = 0, para t = 0 (CI)

5 2) Resolva a EDP (MDF)
6 para l = 1 ∈ N x N faça

7 ∇2 p(r, t) − 1
v(r)2

∂2 p
∂t2 (r, t) = − 2

v(r)3
∂2 p
∂t2 (r, t)δ(r − rl)

8 p(r, t) =
∂p(r,t)
∂t = 0, para t = 0 (CI)

9 fim
10 3) Faça as Correlações
11 para l = 1 ∈ N x N faça
12 ∆p(r, t) = pobs(r, t) − pcal(r, t)
13 g(r) = pl(r, t) ⊗ ∆pl(r, t) (0)
14 fim

15 fim

Figura C.1: Esquema da interpretação f́ısica do gradiente da função objetivo calcu-
lado, através das derivadas de Fréchet (SOARES FILHO, 2017).

primeira é utilizada para o cálculo da fonte virtual e a segunda é utilizada para

a propagação desta fonte até o registro na posição dos receptores. Este cálculo é

demasiadamente custoso e geralmente não é empregado para largas aplicações.

Cálculo do gradiente através do método adjunto

Em problemas cujo o modelo possui muitos parâmetros a serem invertidos,

o elevado custo computacional presente no emprego da derivada de Fréchet para

o cálculo do gradiente, pode tornar sua aplicação inviável. Para evitar este custo
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computacional, o método adjunto permite calcular o gradiente da função objetivo

sem a necessidade de calcular as derivadas para cada ponto do modelo. Utilizando

a teoria do método adjunto (LAILLY, 1983; TARANTOLA, 1984), o gradiente as-

sociado à Equação 2.5 pode ser obtido a partir da correlação cruzada de peso atraso

zero entre a derivada segunda do campo de onda incidente e o campo de onda de

estado adjunto (solução reversa no tempo do campo campo de onda residual):

g(r) =

Ns∑
j=1

−
2

v(r)3

∂2 pcal
j (r, t; v)

∂t2 ⊗ p†j(r, t)
 (0), (C.7)

onde o campo de estado adjunto p†j(r, t) associado com j -ésima Famı́lia de Tiro

Comum é calculado resolvendo a equação da onda para um termo fonte, dado pela

soma das diferenças entre o campo de onda calculado e observado no conjunto de

receptores, ∆p j(r, t; v) = pobs
j (r, t) − pcal

j (ri, t; v), isto é:

∇2 p†j(r, t) −
1

v(r)2

∂2 p†j(r, t)
∂t2 = −

Nr∑
i=1

∆p j(r, t; v)δ(r − ri), (C.8)

submetidas as seguintes condições finais e de contorno: p†j(r, t) =
∂p†j (r,t)
∂t = 0, para t ≥ T

p†j(r, t) = 0, para r ∈ S
. (C.9)

A partir da Equação C.8, é posśıvel afirmar que p†(r, t) é o campo de ondas

proveniente da propagação reversa do reśıduo ∆p(r, t). Este processo é semelhante

a Migração Reversa no Tempo, no entanto, na migração ao invés da propagação

residual propaga-se o campo de ondas verdadeiro (PRATT et al., 1998). Ressalta-se

que, o gradiente obtido após a primeira iteração de uma otimização local é similar

a imagem obtida pela Migração Reversa no Tempo.

Para exemplificar tal procedimento, a Figura C.2 apresenta a recuperação

das informações do modelo verdadeiro, através do cálculo do gradiente da função

objetivo. Considerando a Figura C.1(a) e C.1(b), respectivamente, como modelo

verdadeiro e inicial, o cálculo do gradiente tem como objetivo recuperar as informa-

ções do modelo verdadeiro que não se fazem presentes no modelo inicial.

A partir da Figura C.3, pode-se observar que, o dado observado contém as

respostas referente as variações de propriedade do modelo verdadeiro. No entanto, o

dado calculado sobre o modelo inicial não apresenta todas as informações. O processo

de inversão busca recuperar as informações ausentes no dado calculado, com base

no reśıduo gerado através da diferença entre o dados observado e calculado.

Para entender melhor como a recuperação das estruturas ausentes ocorre,

basta observar a Figura C.2(c) em que a diferença entre o dado observado e o dado
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Algoritmo 5: Cálculo do gradiente empregando o método ad-
junto para uma Faḿılia de Tiro Comum.
1 ińıcio
2 1) Resolva a EDP (MDF)

3 ∇2 p(r, t) − 1
v(r)2

∂2 p
∂t2 (r, t) = f (t)δ(r − ri)

4 p(r, t) =
∂p
∂t (r, t) = 0, para t ≤ 0 (CI)

5 2) Resolva a EDP (MDF)

6 ∇2 p†(r, t) − 1
v2(r)

∂2 p†

∂t2 (r, t) =
∑Nr

i=1 ∆p(r, t)δ(r − ri)

7 p†(r, t) =
∂p†

∂t (r, t) = 0, para t ≥ T (CF)

8 3) Faça as Correlações

9 g(r) =
∑Nr

i=1
∂p(ri,t)
∂vl
⊗ ∆p(ri, t) (0),

10 fim

(a) Modelo de velocidades verdadeiro.

(b) Modelo de velocidades inicial

Figura C.2: Modelos de velocidades sintéticos utilizados no cálculo do gradiente da
Função Objetivo, através do método adjunto.

calculado traz as informações ausentes no modelo de fundo, porém presentes no

gradiente gerado através do método adjunto.

Finalmente, para calcular o gradiente da função objetivo, utilizando o método

adjunto basta, inserir o reśıduo reversamente no tempo (Figura C.3c) e correlacionar
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com a derivada segunda do campo direto propagado, a partir da fonte śısmica. O

resultado pode ser observado na Figura C.4.

(a) (b) (c)

Figura C.3: (a)Dado observado gerado sobre o modelo de velocidades verdadeiro. (b)
Dado calculado gerado sobre o modelo de velocidades inicial, (c) Reśıduo: diferença
entre o dado observado e calculado.

Figura C.4: Gradiente da Função Objetivo calculado, a partir do método adjunto
sobre o modelo de velocidades inicial.

O gradiente define a máxima direção de atualização e junto ao processo

iterativo recupera parcialmente as estruturas ausentes no modelo inicial. Pode-se

perceber que o gradiente é a peça chave dentro do processo de inversão FWI.

C.3 Cálculo da matriz Hessiana

O Método do tipo Newton tem sido utilizado para minimizar a diferença

entre os dados observado e calculado. Neste método, a matriz Hessiana é utilizada

como um pré-condicionador, para acelerar a convergência e melhorar os resultados

da FWI (PRATT et al., 1998). A Hessiana é uma matriz de dimensões N x N e

conforme apresentado na Seção C.1, representa a derivada segunda com relação a
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Função Objetivo E e os parâmetros do meio nas posições rm e rl da malha:

Hml =
∂2E
∂vm∂vl

=

∫ T

0

Nr∑
i=1

∂p(ri, t)
∂vm

∂p(ri, t)
∂vl

dt +

∫ T

0

Nr∑
i=1

∂2 p(ri, t)
∂vm∂vl

∆p(ri, t)dt (C.10)

Considerando uma Famı́lia de Tiro Comum, a Equação C.10 pode ser escrita

da seguinte forma:

Hml =

Nr∑
i=1

∂p(ri, t)
∂vm

⊗
∂p(ri, t)
∂vl

(0) +

Nr∑
i=1

∂2 p(ri, t)
∂vm∂vl

⊗ ∆p(ri, t) (0). (C.11)

Representando de forma matricial, a Equação C.11 pode ser escrita como:

Hml = Haml + Rml, (C.12)

sendo

Haml =

Nr∑
i=1

∂p(ri, t)
∂vm

⊗
∂p(ri, t)
∂vl

(0), (C.13)

em que Ha é a Hessiana aproximada e Rml é a parte residual.

Geralmente, os métodos de atualização do modelo baseadas na série de Taylor,

tal como apresentado na Seção C.1, são divididos em métodos descendentes, que

não utilizam a Hessiana clássica, e os Método de Newton, que recai na Hessiana ou

suas aproximações. Eles tendem a ser mais eficientes por iteração e mais simples

de aplicar, mas sua convergência é mais lenta. Já os métodos de Newton podem

modificar a direção do gradiente para melhorar a convergência, fornecendo, a partir

da Hessiana uma aproximação quadrática.

A utilização da derivada segunda da Função Objetivo, empregada nos Método

de Newton, é capaz de ajustar a direção de atualização de forma a buscar melhor

combinação entre um ótimo decréscimo e a curvatura necessária para minimizar

a função. Parte desta curvatura é dependente da interação entre espalhamentos

múltiplos do campo de onda e está presente na parte residual da Equação C.11.

Contudo, esta parte da Hessiana é cŕıtica, quando o espalhamento duplo tem

uma presença relativamente grande nos dados. Neste caso, a Hessiana completa pode

alterar o gradiente consideravelmente. Porém, em muitas aplicações da FWI, esta

parte da Hessiana é usualmente ignorada, devido ao seu alto custo computacional

(ALKHALIFAH, 2014a).

Segundo ALKHALIFAH (2014a), as modificações da direção de busca, pre-

sentes nos métodos de busca em linha podem fornecer benef́ıcios para uma melhor

convergência, porém, sobre condições espećıficas. Para funções objetivas altamente
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não-lineares, o papel da Hessiana torna-se menos expressiva, pois a expansão gene-

ralizada da série de Taylor é menos precisa. O fato da Hessiana fornecer a solução

direta para os problemas de Mı́nimos Quadrado tende a fornecer uma relação similar

para a parte da função objetivo, que pode ser aproximada pela sua forma lineari-

zada. Contudo, a utilização desta linearização se torna dif́ıcil, a medida que, a

Função Objetivo possui um comportamento complexo em relação a não-linearidade.

A chave consiste em encontrar um equiĺıbrio entre a utilização da Hessiana e o custo,

considerando o comportamento da função objetivo (ALKHALIFAH, 2014a).

Uma alternativa consiste em utilizar aproximações da pseudo-Hessiana pro-

posta por SHIN et al. (2001) para uma melhor preservação da amplitude na migração

reversa no tempo e empregada na FWI por JANG et al. (2009). Na propagação do

campo de onda, as amplitudes atenuadas devido, ao espalhamento geométrico, pre-

cisam ser compensadas, se não o gradiente irá focalizar na localização da fonte em

virtude das amplitudes referentes ao imageamento das estruturas geológicas serem

menos evidentes próximos da fonte. Essa compensação pode ser obtida, a partir

do emprego da pseudo-Hessiana gerada através dos somatórios do campo de onda

direto. Tal pré-condicionamento proporciona um ganho em relação as amplitudes

atenuadas durante a propagação e pode ser escrito da seguinte forma (SHIN et al.,

2001):

H̃−1
a (v0) =

[∫
T

p2
inc(r, t)dt

]−1

. (C.14)

A Equação C.14, consiste na aproximação da inversa da Hessiana sem um

alto custo computacional. CARNEIRO et al. (2018), propôs o emprego da pseudo

Hessiana como um pré-condicionador independente da escolha de parametrização, a

partir da reparametrização da Hessiana aproximada. A atualização da direção para

v, através da Equação C.14 e C.6 pode ser obtida da seguinte forma :

H̃−1
j (r)g j(r) = −

v(r)3

2


∫ T

0

∣∣∣∣∣∣∣∂
2 p†j(r, t)
∂t2

∣∣∣∣∣∣∣
2

dt


−1 ∫ T

0
p†j(r, t)

∂2 p†j(r, t)
∂t2 dt. (C.15)

Desta forma, o emprego da pseudo Hessiana, H̃−1(r), como um pré-

condicionador pode proporcionar uma melhor convergência sem modificar signifi-

cativamente o custo computacional.
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C.4 Direção de Busca

Na seção C.1, através do método de Newton, foi apresentada uma direção

de busca gerada, a partir da inversa da matriz Hessiana aplicada sobre o gradiente.

Porém, devido ao seu alto custo computacional, nesta seção serão apresentados

os métodos do tipo gradiente e quasi-Newton como alternativas para o cálculo da

direção de busca.

O sucesso dos métodos de otimização depende da escolha da direção ρk e do

tamanho do passo αk. A maior parte dos algoritmos de busca linear (Seção C.5)

requerem que ρk seja uma direção de descida. Sendo assim, a direção deve satisfazer

ρT
k∇Ek < 0 para garantir o decréscimo do valor da função E ao longo desta direção.

A direção de busca tem a seguinte forma (NOCEDAL e WRIGHT, 2006):

ρk = −B−1
k gk (C.16)

onde gk = ∇Ek e Bk é uma matriz simétrica não-singular. No método do gradiente

ou método de máxima descida, Bk é a matriz identidade, no método de Newton Bk é

a Hessiana exata ∇2Ek e no método Quasi-Newton, Bk é uma aproximação da matriz

Hessiana que é atualizada a cada iteração. Quando ρk é definida pela Equação C.16

e Bk é definida positiva, então:

ρk∇Ek = −∇ET
k B−1

k ∇Ek < 0, (C.17)

e, portanto, ρk é uma direção de descida.

Método de Gauss-Newton

O Método de Newton, conforme descrito em C.1 é tido como um método com-

pleto, porém, ao desconsiderar os espalhamentos múltiplos no operador de modela-

gem direta M, obtém-se o Método de Gauss Newton e a matriz Hessiana assume a

seguinte forma:

Haml =

Nr∑
i=1

∂p(ri, t)
∂vm

⊗
∂p(ri, t)
∂vl

(0). (C.18)

O cálculo da aproximação da Hessiana representa o maior custo deste método,

contudo, proporciona para o Método de Gauss-Newton uma taxa de convergência

maior do que o método do gradiente e gradiente conjugado NOCEDAL e WRIGHT

(2006). No método de Gauss-Newton, tal como no Método de Newton, o valor de

α = 1 e o processo iterativo possui a seguinte forma:

vk+1 = vk − B−1
k gk = vk −H−1

a k∇Ek. (C.19)
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O Método de Newton e Gauss-Newton puro, geralmente, não são utilizados

em aplicações de problemas inversos de larga escala, devido ao custo proibitivo re-

lacionado ao cálculo da matriz Hessiana. Uma tentativa para contornar o problema

referente ao custo computacional é utilizar os Métodos Quasi-Newton. O algoritmo

BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, e Shanno) e L-BFGS (BFGS de memória li-

mitada) (NOCEDAL e WRIGHT, 2006), estimam a matriz inversa da Hessiana, a

partir dos gradientes da função objetivo calculados nas iterações anteriores. Desta

forma, ao longo do processo iterativo Bk chega cada vez mais próximo da matriz

Hessiana.

Método do Gradiente

A direção de máxima descida −gk é a escolha mais óbvia para a direção de

busca do método de busca linear. O método do gradiente é um método de busca

linear, que caminha ao longo da direção ρk = −gk (NOCEDAL e WRIGHT, 2006).

Neste método, a Hessiana é um escalar, o que sugere a seguinte solução iterativa:

vk+1 = vk − αkgk, (C.20)

onde α é o comprimento do passo (Seção C.5). Este método não necessita da matriz

inversa da Hessiana, requerendo apenas o comprimento do passo α e o gradiente.

No entanto, sua lenta taxa de convergência linear é uma desvantagem, isto se deve

ao fato da direção de busca assumida tender a ser ortogonal à direção de busca da

iteração anterior no processo de convergência (NOCEDAL e WRIGHT, 2006). Note

que, o caminho para a solução global ao longo das iterações tem um comportamento

de zigzag (Figura C.5).

Figura C.5: Convergência do Método do Gradiente (NOCEDAL e WRIGHT, 2006).

Em cada iteração, calcula-se o passo αk utilizando o algoritmo de busca em

linha (NOCEDAL e WRIGHT, 2006), através da minimização da função objetivo
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com respeito a α (Seção C.5).

Método do Gradiente Conjugado

A taxa de convergência do método do gradiente pode ser melhorada através do

método do gradiente conjugado. Neste método, combina-se o gradiente da iteração

corrente com o gradiente da iteração anterior, para acelerar sua convergência (Figura

C.6. Neste caso, a busca pela direção ρk é determinada por:

ρk =

 −gk, se k = 0
−gk + βkρk−1, se k ≥ 1

, (C.21)

Existem diversas formas de determinar β para o método do gradiente-

conjugado. As duas principais são as descritas por (FLETCHER e REEVES, 1964),

onde β = βFR

βFR
k =

gT
k (gk − gk−1)
gT

k−1gk−1
, (C.22)

e POLAK e RIBIERIE (1969), que consiste em escolher o parâmetro β = βPR como:

βPR
k =

gT
k (gk − gk−1)
||gk−1||

2 . (C.23)

Figura C.6: Convergência do Método do Gradiente Conjugado (NOCEDAL e
WRIGHT, 2006).

O método do gradiente conjugado possui melhor taxa de convergência em

relação ao método do gradiente descendente (NOCEDAL e WRIGHT, 2006). No

entanto, sendo n o número de iterações para uma função objetivo estritamente qua-

drática e uma Hessiana definida positiva, em problema não-lineares como apresen-

tado nesta tese, o espaço de soluções é tão grande que a minimização é terminada
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após um número de iterações muito menor do que n (FICHTNER, 2011). Neste

caso, é posśıvel aplicar um pré-condicionador ao gradiente inserindo informações,

referente a curvatura da função objetivo, tal como apresentado na Seção C.3. Sendo

assim, a Equação C.21 pode ser reescrita como:

vk+1(r) = vk(r) + αkρk(r), (C.24)

em que o tamanho do passo αk é determinado por BARZILAI e BORWEIN (1988) e

ρk(r) representa a direção do gradiente conjugado Polak-Ribière pré-condicionamento

(POLAK e RIBIERIE, 1969):

ρk(r) =


−

∑Ns
j=1 H̃−1

jk (r) g jk(r) , se k = 0

−
∑Ns

j=1 H̃−1
jk (r) g jk(r) + βk ρk−1(r) , se k ≥ 1

. (C.25)

Neste caso, o gradiente conjugado pré-condicionado é uma forma de regula-

rização que força a solução para o modelo desejado.

C.5 Método de Busca em Linha

Conforme apresentado em NOCEDAL e WRIGHT (2006), o método de busca

em linha (line-search)consiste em calcular para cada iteração uma direção ρk, e então,

decidir o quanto se deve mover ao longo desta direção.

vk+1 = vk + αkρk, (C.26)

onde αk é um escalar positivo chamado de comprimento do passo.

Comprimento do Passo

Na Seção C.4 foi visto que o sucesso dos métodos de otimização depende

fortemente do comprimento do passo (αk). Para problemas diretos lineares o com-

primento deste passo, pode ser calculado da seguinte forma (PRATT et al., 1998):

αk =
∇Ek

Jk∇Ek
. (C.27)

No caso em que o problema direto é não-linear, o comprimento do passo

pode ser encontrado através de um método de busca linear. O objetivo do algoritmo

de busca linear consiste em procurar ao longo da direção ρk, um passo capaz de

proporcionar a redução da função objetivo. Neste caso, uma escolha comum para o
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método que consiste em estimar αk tal que:

Φ(αk) = E(vk + αk∇Ek) ≤ E(vk), (C.28)

porém, como a função objetivo no método FWI apresenta diversos mı́nimos locais,

essa condição para busca do passo exato se torna dif́ıcil e custosa do ponto de vista

computacional, pois para avaliar a função objetivo necessita-se calcular a modelagem

direta para cada tiro. Neste caso, o ideal é o método de busca em linha ser capaz de

encontrar um αk que satisfaça uma determinada condição ou critério pré determinado

que garanta o decréscimo de Φ. Existem diversos critérios impostos sobre o valor

de αk, com intuito de avaliar a redução da função objetivo, tais como condição de

Armijo e Curvatura, respectivamente, a primeira e a segunda condição de Wolfe,

condições de Goldstein e backtracking (NOCEDAL e WRIGHT, 2006).

O algoritmo escolhido neste trabalho é o backtracking. Este algoritmo uti-

liza uma condição de decréscimo para finalizar o processo de busca em linha. Em

sua forma mais básica, o backtracking segue o seguinte psedo-código (NOCEDAL e

WRIGHT, 2006):

Algoritmo 6: Backtracking

1 ińıcio

2 escolha α̃ > 0, lim, λ ∈ (0, 1)
3 α← α̃ ; l = 1
4 enquanto E(vk + αρk) ≤ E(vk) ou l = lim faça

5 α← λα

6 l = l + 1

7 fim

8 fim

9 retorna αk = α

em que α0 é o valor do passo inicial, λ é o fator de contração. Neste processo, o

valor do passo inicial igual a 1 deve ser utilizado na primeira tentativa para o Método

de Newton e quasi-Newton, mas em outros algoritmos, tal como gradiente descen-

dente ou conjugado, podem apresentar valores diferentes. Logo, uma estratégia deve

ser empregada para buscar uma convergência mais rápida.

Uma boa escolha do passo inicial direcionado para a FWI, refletirá numa mais

rápida convergência e consequentemente implica na redução do custo computacional,

haja vista que para cada verificação da redução da função objetivo é necessário

realizar a propagação do campo de onda para cada fonte. Dentro deste contexto,

uma estratégia para calcular o valor do passo inicial pode ser obtida, no caso da FWI,

com base nos valores de velocidades máxima e mı́nima que podem ser estimadas a

partir das informações geológicas da região em estudo. Sabendo que a direção de
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busca é uma direção descendente e com base nas informações geológicas temos que:

α0 = max
∣∣∣∣vmax

ρk

∣∣∣∣ (C.29)

em que vmax representa o máximo valor de atualização do parâmetro de velocidade

que deseja alcançar. Caso o valor do passo inicial não satisfaça a condição de de-

créscimo da função objetivo, o fator de atenuação λ = 0.5 pode ser empregado até

que o algoritmo seja satisfeito.

Uma estratégia que pode ser empregada para acelerar a taxa de convergência

no método do gradiente, consiste em utilizar as informações da direção de descida

anteriores para prever o melhor comprimento. Em 1988, BARZILAI e BORWEIN

(1988) apresentaram duas opções interessantes de comprimento de passo:

αBB1
k =

||sk−1||
2
2

sT
k−1yk−1

, (C.30)

e a segunda:

αBB2
k =

sT
k−1yk − 1

||sk−1||
2
2

, (C.31)

onde sk−1 = vk − vk−1 e yk−1 = gk − gk−1.

Posteriormente, ZHOU et al. (2006) apresentou uma adaptativa que é obtida

a partir de uma formulação hibrida que combina passo αBB1
k e αBB2

k , determinado

por:

αABB
k =

 αBB2
k , seαBB2

k /αBB1
k < κ

αBB1
k , caso contrário

, (C.32)

onde κ é um número entre 0 e 1. Neste trabalho, a formulação adaptativa foi

empregada considerando κ = 0.5.

C.6 Inversão FWI Utilizando o Esquema Multi-

escala em Frequência

Com o surgimento de aquisições de afastamentos longos entre a fonte e o

receptor, amplos azimutes e fontes de largura de banda alta, a FWI foi reconhe-

cida como uma ferramenta eficiente para a construção de modelos de velocidades

(VIRIEUX e OPERTO, 2009).

O sucesso do esquema de inversão FWI empregado, nesta tese, exige que

o modelo de velocidades esteja suficientemente próximo do modelo verdadeiro, ou

seja, o sucesso da inversão depende da precisão do modelo inicial. As tentativas

de linearizar a FWI que recaem sobre a aproximação de Born estão limitadas ao
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quanto a técnica de inversão pode suportar em relação ao erro do modelo de fundo.

Esse limite é dado a partir do critério de meio ciclo (PRATT et al., 1998) e caso

o critério não seja satisfeito, a FWI pode sofrer com o efeito de salto de ciclo (do

inglês, cycle-skipping) e com isso o processo de minimização tende a convergir para

um mı́nimo local (Figura C.7). Este efeito é tido como um dos maiores problema

durante o processo de inversão FWI (ALKHALIFAH, 2014a).

Figura C.7: Prinćıpio do problema de salto de ciclo (VIRIEUX e OPERTO, 2009).

O problema de salto de ciclo está diretamente relacionado, por exemplo, com

a natureza não linear da função objetivo Norma L2. Com o intuito de mitigar a não-

linearidade do problema, diversas estratégias podem ser exploradas. CLAERBOUT

(1985); JANNANE et al. (1989) foram os primeiros a demonstrarem que as baixas

frequências dos dados śısmicos são senśıveis a perturbação da velocidade do modelo

de fundo, enquanto as altas frequências são senśıveis a refletividade ou impedância.

Para uma mesma geometria de aquisição, na atualização da velocidade, o dado de

baixa frequência fornece longos comprimentos de onda e as de altas frequências for-

necem curtos comprimentos de onda (SIRGUE, 2003). Baseado nesta ideia, uma

estratégia eficiente consiste em iniciar a FWI sobre o regime das baixas frequên-

cias, onde a não-convexidade natural da função custo diminuiu devido a menor não

linearidade, conforme pode ser observado na Figura C.8.

Com base neste conceito, com o objetivo de mitigar o problema de cycle-

skipping, BUNKS et al. (1995) desenvolveu a estratégia multiescala em frequência.

Essa estratégia consiste em realizar o processo de inversão iniciando pelas frequências

mais baixas até as mais altas e para alcançar o sucesso, a técnica multiescala requer a

presença dos efeitos das componentes de baixa frequência no dado observado. Neste

trabalho, o esquema multiescala foi empregado no domı́nio do tempo.
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Figura C.8: Ilustração do Esquema Multiescala em frequência para três estágios de
inversão (Adaptado de (FICHTNER, 2011)).
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Apêndice D

O Método Adjunto Aplicado ao

Cálculo dos Elementos do

Gradiente

Neste apêndice será deduzido o gradiente pelo método adjunto, sem necessi-

dade dos cálculos das derivadas de Fréchet. Para um par fonte e receptor, considere

o funcional objetivo de Norma-L2 na qual os campos de pressão e velocidade estão

vinculados através da equação da onda no domı́nio de inversão D.1, ou seja,

E(p(v)) =
1
2

∫
V

∫ T

0
(p(r, t) − d(r, t))2δ(r − rg) dt dV, (D.1)

e

∇p2 −
1
v2

∂p
∂t2 − f = 0. (D.2)

Figura D.1: Domı́nio de Inversão

Considere o funcional objetivo aumentado:
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L(p, p†, v) =
1
2

∫
V

∫ T

0

[
p(r, t) − d(r, t)

]2 δ(r − rg) dt dv

−
1
2

∫
V

∫ T

0
p†

(
∇2

p −
1
v2

∂2 p
∂t2 − f

)
dt dV. (D.3)

Então,

dE
dv(r)

=
dL

dv(r)
=

∫
V

∫ T

0

∂L
∂p(r′, t)

∂p(r′, t; v)
∂v(r)

dtdV(r′)

+

∫
V

∫ T

0

∂L
∂p†(r′, t)

∂p†(r′, t; v)
∂v(r)

dtdV(r′) +
∂L
∂v(r)

. (D.4)

Sendo,

∇Lδp = lim
ε→0

L(p + εδp, v) − L(p, v)
ε

, (D.5)

então, definindo:

A ≡ (p, t)2 + εδp(r, t)2 + d(r, t)2 + 2p(r, t)εp(r, t) − 2εδp(r, t)d(r, t)
e
B ≡ 2p(r, t)d(r, t) − 1

2

(
p(r, t)2 − 2p(r, t)d(r, t) + d(r, t)2

)
δ(r − rg)dtdv, tem-se:

∇Lδp = lim
ε→0

1
2

∫
V

∫ T

0

A − B
ε

− lim
ε→0

∫
V

∫ T

0
p†

(
∇2 p + εδp) − 1

v2
∂2 p+εδp
∂t2 − f

)
dtdV

ε

+ lim
ε→0

∫
V

∫ T

0
p†

(
∇2 p − 1

v2
∂2 p
∂t2 − f

)
dtdV

ε
, (D.6)

logo,

∇Lδp = lim
ε→0

1
2

∫
V

∫ T

0

(
εδp(r, t)2 + 2 (p(r, t) − d(r, t)) εδp(r, t)

)
δ(r − rg)dtdv

ε

+ lim
ε→0

∫
V

∫ T

0
p†

(
∇2 p − 1

v2
∂2 p
∂t2

)
δ(r − rg)dtdV

ε
(D.7)
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Fazendo δp(r, t)→ 0 e ε→ 0, tem-se:

∇Lδp =

∫
V

∫ T

0
(p(r, t)− d(r, t))δp(r, t)δ(r− rg)dtdV −

∫
V

∫ T

0
p†

(
∇2δp −

1
v2

∂2δp
∂t2

)
dtdV.

(D.8)

Utilizando a identidade ∇ · (ab) = ∇ab + a∇ · b então a Equação D.8 torna-se:

∇Lδp =

∫
V

∫ T

0
(p(r, t) − d(r, t))δp(r, t) δ(r − rg)dtdV

−

∫
V

∫ T

0

{
∇ ·

[
p†(∇(δp))

]
− ∇p† · (∇(δp))

}
dtdV

+

∫
V

∫ T

0
p†

(
1
v2

∂2(δp)
∂t2

)
dtdV,

(D.9)

então

∇Lδp =

∫
V

∫ T

0
(p(r, t) − d(r, t))δp(r, t) δ(r − rg)dtdV

−

∫
V

∫ T

0
∇ ·

[
p†(∇(δp))

]
dtdV

−

∫
V

∫ T

0

{
∇p† ·

[
∇(δp)

]}
dtdV

+

∫
V

∫ T

0
p†

(
1
v2

∂2(δp)
∂t2

)
dtdV, (D.10)

Utilizando o teorema de Gauss∫
V
∇ · F · dV =

∮
S

F.n̂dS (D.11)

tem-se

∇Lδp =

∫
V

∫ T

0
(p(r, t) − d(r, t))δp(r, t) δ(r − rg)dtdV

−

∫ T

0

∮
S

[
p†(∇(δp))

]
· n̂dS dt +

∫
V

∫ T

0

{
∇p† ·

[
∇(δp)

]}
dtdV

+

∫
V

∫ T

0
p†

(
1
v2

∂2(δp)
∂t2

)
dtdV, (D.12)

Supondo p† = 0 ao longo da superf́ıcie S , tem-se:
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∇Lδp =

∫
V

∫ T

0
(p(r, t) − d(r, t))δp(r, t) δ(r − rg)dtdV

+

∫
V

∫ T

0

{
∇p† ·

[
∇(δp)

]}
dtdV

+

∫
V

∫ T

0
p†

(
1
v2

∂2(δp)
∂t2

)
dtdV, (D.13)

utilizando novamente a identidade ∇ · (ab) = ∇ab + a∇ · b, tem-se:

∇Lδp =

∫
V

∫ T

0
(p(r, t) − d(r, t))δp(r, t) δ(r − rg)dtdV

−

∫
V

∫ T

0
∇2 p†δpdtdV

+

∫
V

∫ T

0
p†

(
1
v2

∂2(δp)
∂t2

)
dtdV, (D.14)

Aplicando a regra da cadeia:

∇Lδp =

∫
V

∫ T

0
(p(r, t) − d(r, t))δp(r, t) δ(r − rg)dtdV

−

∫
V

∫ T

0
∇2 p†δpdtdV

+

∫
V

∫ T

0

1
v2

∂

∂t

[(
∂δp
∂t

)
p†

]
dtdV

−

∫
V

∫ T

0

1
v2

(
∂

∂t
(δp)

)
∂p†

∂t
dtdV, (D.15)

então

∇Lδp =

∫
V

∫ T

0
(p(r, t) − d(r, t))δp(r, t) δ(r − rg)dtdV

−

∫
V

∫ T

0
∇2 p†δpdtdV

+

∫
V

1
v2

[(
∂δp
∂t

)
p†

]T

0
dtdV

−

∫
V

∫ T

0

1
v2

(
∂

∂t
(δp)

)
∂p†

∂t
dtdV, (D.16)

Considerando p† = 0 para t = T e ∂(δp)
∂t = 0 para t = 0 então:
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∇Lδp =

∫
V

∫ T

0
(p(r, t) − d(r, t))δp(r, t) δ(r − rg)dtdV

−

∫
V

∫ T

0
∇2 p†δpdtdV

−

∫
V

∫ T

0

1
v2

(
∂

∂t
(δp)

)
∂p†

∂t
dtdV, (D.17)

Aplicando novamente a regra da cadeia, tem-se:

∇Lδp =

∫
V

∫ T

0

[
p(r, t) − d(r, t)

]
δp(r, t) δ(r − rg) dt dV −

∫
V

∫ T

0
∇2 p†δp dt dV

−

[∫
V

1
v2

∫ T

0

∂

∂t

(
∂p†

∂t
δp

)
dtdV −

∫
V

∫ T

0

1
2
δp
∂2 p†

∂t2 dtdV
]
. (D.18)

Considerando que ∂p†

∂t = 0 para t = T e p† = 0 para t = 0 então:

∇Lδp =

∫
V

∫ T

0
(p(r, t) − d(r, t))δp(r, t) δ(r − rg) dt dV −

∫
V

∫ T

0
∇2 p†δp dt dV

−

∫
V

∫ T

0

1
2
δp
∂2 p†

∂t2 dtdV. (D.19)

Então:

∇Lδp =

∫
V

∫ T

0

{
(p(r, t) − d(r, t))δ(r − rg) − ∇2 p† +

1
2
∂2 p†

∂t2

}
δp(r, v) dtdV, (D.20)

e com isso

∂L
∂p(r, t)

= (p(r, t) − d(r, t))δ(r − rg) − ∇2 p† +
1
2
∂2 p†

∂t2 = 0, (D.21)

ou seja, a equação do estado adjunto é dada por:

∇2 p† −
1
ν2

∂2 p†

∂t2 = (d(r, t) − p(r, t))δ(r − rg), (D.22)

e deve ser submetida às condições finais e de contorno: p†(r, t) =
∂p†(r, t)

∂t = 0, para t ≥ T

p†(r, t) = 0, para r ∈ S
. (D.23)

124



A derivada do Funcional Objetivo E(ν) na direção δν é dada por:

∇νE(ν)δν− =

∫ T

0

∫
V

p†∇νLδνdtdV. (D.24)

Agora calculando a derivada de L na direção δν, ou seja,

∇νLδν = lim
ε→0

1
ε

(
∇2 p −

1
(ν + εδν)2

∂2 p
∂t2 − ∇

2 p +
1
ν2

∂2 p
∂t2

)
(D.25)

∇νLδν = lim
ε→0

1
ε

[
∂2 p
∂t2

(
1
ν2 −

1
(ν + εδν)2

)]
(D.26)

ou

∇νLδν = lim
ε→0

1
ε

[
∂2 p
∂t2

(
(ν + εδν)2 − ν2

ν2(ν + εδν)2

)]
, (D.27)

ou

∇νLδν = lim
ε→0

1
ε

[
∂2 p
∂t2

(
ν2 + ε2νδν + ε2δν2 − ν2

ν2(ν2 + ε2νδν + ε2δν2)

)]
(D.28)

ou

∇νLδν =
∂2 p
∂t2

2δν
ν3 . (D.29)

Finalmente substituindo esta última equação na Equação D.24, chega-se à:

∇νE(ν)δν =

∫ T

0

∫
V

p†
∂2 p
∂t2

2
ν3 δν dt dV. (D.30)

Portanto o gradiente é dado por:

dE
dv

=

∫ T

0

2
v3 p†

∂2 p
∂t2 dt, (D.31)

que pode ser expresso por:

dE
dv

= g(r) =
2

v(r)3

[
∂2 p(r, t; v)

∂t2 ⊗ p†(r, t)
]

(0). (D.32)
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