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O fenômeno da sincronização está presente em diversos sistemas naturais, 

participando de processos físicos, químicos e biológicos. Esse comportamento coletivo 

de sistemas dinâmicos apresenta padrões que dependem dos tipos de acoplamento do 

sistema. Neste trabalho, é investigado o processo de sincronização em um sistema 

mecânico composto por três populações de osciladores tipo carro-pêndulo conectados 

entre si. Simulações numéricas permitem avaliar como as condições iniciais e os 

parâmetros do sistema influenciam na formação de um estado sincronizado e quais tipos 

de padrão surgem do sistema. A identificação de cada tipo de comportamento é avaliada 

a partir da série temporal da resposta, definindo o grau de sincronia e permitindo a 

interpretação sobre a formação do estado de quimera que consiste em um comportamento 

que combina aspectos do estado sincronizado e dessincronizado. Propõe-se uma análise 

baseada no fluxo de energia transmitido entre os osciladores para distinguir um estado 

sincronizado qualquer de um estado dessincronizado e do estado de quimera. A partir da 

distribuição deste fluxo de energia e a relação com os comportamentos foi proposta uma 

hipótese para a formação do estado de quimera. A análise da robustez dos padrões 

dinâmicos mostra a resposta do estado de quimera sob a influência de componentes 

aleatórios no forçamento e na dissipação que corroboram com a hipótese da energia.  
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The synchronization phenomenon is present in many natural systems, 

participating of physical, chemical and biological processes. This collective behavior of 

dynamical systems displays diverse patterns which depends of the coupling kind in the 

system. The present work investigates the synchronization process in a mechanical 

system compound of 3 pendulum-charts system coupled. Numerical simulation permit 

evaluates how initial conditions and the system parameters interfere in the formation of 

synchronized state and what kinds of synchronized patterns emerge of the system. The 

identification of each kind of behavior is evaluated from a temporal series response, 

defining the synchrony degree and permitting the interpretation about the chimera state 

formation, state which combine aspects of synchronized and desynchronized behaviors 

simultaneously. An analyze based on the energy flux among the oscillators is proposed 

to distingue any synchronized state from a desynchronized and the chimera state. Based 

on this energy flux distribution and its relation with the collective behaviors is proposed 

a hypothesis for the formation of the chimera state. The analysis of the robustness of 

dynamical patterns shows the response of the chimera state under the influence of random 

components in the excitation and dissipation which support the energy hypothesis. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

Os ritmos são manifestações dinâmicas que emergem na natureza na forma dos 

mais variados padrões. A compreensão de como esses ritmos e padrões emergem é parte 

do entendimento da própria natureza. A sincronização é um dos fenômenos em que um 

padrão surge da interação entre diferentes sistemas. 

Hyugens foi o primeiro a discutir o fenômeno da sincronização em 1665 

(HUYGENS, 1666). Ele construiu o primeiro relógio baseado em oscilações, em 1656, e 

depois continuou tentando aprimorá-lo para desenvolver um relógio para uso marítimo 

no intuito resolver o problema da medição da longitude. Desta forma, ele utilizou um 

sistema com dois relógios de pêndulos montados sobre a mesma base que oscilavam na 

mesma frequência em fase ou em oposição de fase, fenômeno do qual tentou tirar proveito 

para essa aplicação. Esses resultados foram publicados em um trabalho que inclui suas 

pesquisas para a construção do relógio de pêndulo intitulado Horoloqium Oscillatorium 

(do latim, relógio pêndulo) (HUYGENS, 1666). 

No entanto, a primeira menção ao fenômeno da sincronização foi feita por 

HUYGENS (1665) em uma carta escrita ao seu pai, que menciona uma “simpatia” entre 

os dois relógios. Nessa carta, ele descreve o momento em que estava deitado na cama por 

razão de uma doença e verificou que dois relógios, que havia construído recentemente, 

estavam balançando de um lado para outro em sincronia. Mesmo após horas de 

observação, os pêndulos não perdiam a sincronia. Na sequência, ele tentou perturbá-los 

para avaliar o que ocorria e, após um período de tempo, eles retornaram a sincronia. 

Huygens suspeitou que os relógios deveriam, de alguma forma, influenciar um ao outro, 

possivelmente através de pequenos movimentos de vibrações imperceptíveis no suporte 

comum. Ao separar os relógios, colocando-os em lados opostos da sala, eles gradualmente 

perderam a sincronia, perdendo cinco segundos por dia em relação ao outro. Os resultados 

obtidos por HUYGENS (1666) foram recriados por KAPITANIAK et al. (2012) e 

BENNETT et al. (2002). 

A Figura 1.1 mostra um esboço feito por HUYGENS (1666) ilustrando o 

posicionamento dos relógios no experimento. Por sua vez, a Figura 1.2 mostra uma das 

modificações de Huygens no experimento para entender quais as condições necessárias 

para haver sincronização através do acréscimo de massa à um dos relógios. 
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Figura 1.1. Desenho feito por Huygens para demonstrar o posicionamento dos relógios 

em seus experimentos. Fonte: HUYGENS (1666), página 185. 

 

 
Figura 1.2. Desenho feito por Huygens para descrever o fenômeno da sincronização. No 

detalhe observa-se o ponto D representando uma massa a qual ele acrescentou em testes 

realizados com o sistema. Fonte: HUYGENS (1666), página 183. 

 

O estudo do fenômeno da sincronização passa pela compreensão da natureza dos 

sistemas que interagem para formarem o fenômeno, assim como as formas de 

acoplamento entre eles. De uma maneira geral, cada sistema individual é uma população 

que pode ser composta por osciladores, podendo ser acopladas de maneiras e hierarquias 

distintas. Note que é importante avaliar os acoplamentos dentro de cada população e entre 

populações, pois os acoplamentos podem se dar de diferentes formas.  
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Usualmente, uma população está associada a um tipo de oscilador e, dentre os 

diferentes tipos de osciladores, destacam-se os autossustentados que recebem um aporte 

contínuo de energia que compensa a energia perdida por processos dissipativos (VIANA; 

CARVALHO, 2017). Os relógios de pêndulo de Huygens estão nessa classe de 

osciladores, recebendo a energia de pesos que descem lentamente transformando energia 

potencial em movimento aos pêndulos. Algumas características representativas de 

osciladores autossustentados são apontadas por PIKOVSKY et al. (2003) e VIANA & 

CARVALHO (2017): os sistemas são ativos, contendo uma fonte interna de energia que 

é transformada em movimento oscilatório; os sistemas são isolados, pois o oscilador 

continua a gerar ritmo até que a fonte de energia se esgote; o tipo de oscilação é 

determinado apenas pelos parâmetros do sistema e não por suas condições iniciais; as 

oscilações são estáveis para pequenas perturbações, ou seja, após perturbadas elas 

retornam à sua órbita inicial. Os osciladores autossustentados possuem um ciclo-limite, 

podendo ser modelados através da fase, sendo denominados como osciladores de fase. 

Desta forma, o comportamento desses osciladores pode ser descrito por meio do lugar 

geométrico em relação ao ciclo-limite.  

O acoplamento entre os diferentes tipos de osciladores que compõem um sistema 

dinâmico é um ponto essencial na compreensão dos fenômenos de sincronização. Um tipo 

particular de acoplamento é chamado mestre-escravo, onde o acoplamento é direcional 

do mestre para o escravo. Lasers semicondutores utilizam esse tipo de configuração para 

aumentar o feixe emitido de modo que o mestre controle os escravos sincronizados 

(PIKOVSKY et al., 2003). Assim como para lasers, existem outras aplicações em que se 

tira proveito do fenômeno da sincronização. Dentre essas aplicações, destaca-se a 

sincronização de sistemas caóticos, onde ao acoplar dois ou mais osciladores sob 

comportamento caótico estes interagem e sincronizam em fase, mantendo independência 

na amplitude (BLAZEJCZYK-OKOLEWSKA et al., 2001; BOCCALETTI et al., 2002; 

KAPITANIAK, 1995; KURTHS et al., 2003; LIU; WU, 2017; PECORA; CARROLL, 

1990; PYRAGIENE; PYRAGAS, 2017; ROSENBLUM et al., 1996).  

Em redes de transmissão de energia elétrica, quanto mais descentralizada a rede, 

mais suscetível a perturbações externas essa se torna, além da dificuldade criada para a 

inserção de uma nova fonte de energia a rede existente. No entanto, a sincronização em 

redes mais descentralizadas torna a operação da rede mais estável (BLAABJERG et al., 

2006; DÖRFLER et al., 2013; FILATRELLA et al., 2008; ROHDEN et al., 2012; 

WITTHAUT; TIMME, 2012). As mesmas características aplicadas a redes de 
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transmissão de energia estão presentes em redes de comunicação onde cada computador 

integrado a rede possui sua frequência própria e interage uns com os outros trocando 

informações. O uso da sincronização dos componentes da rede facilita a troca de 

informações e diminui o consumo de energia (BALDONI et al., 2010; CORREA et al., 

2015; KLEIN et al., 2008; PIQUEIRA, 2009; SIMEONE et al., 2008; WANG et al., 

2013). Quando compara-se os custos de uma rede mestre-escravo à uma rede totalmente 

conectada, a rede totalmente acoplada é mais barata e confiável, mantendo a 

sincronização mesmo que algum nó falhe (PIQUEIRA et al., 2006). 

Esse tipo de consideração mostra a importância da topologia do acoplamento e 

como esta exerce influência sobre os comportamentos possíveis para um conjunto de 

osciladores. O estado de quimera é uma quebra de simetria em conjuntos de osciladores 

idênticos com simetria de acoplamento. De certa forma, esse fenômeno é inesperado pois 

o comportamento parcialmente sincronizado somente é observado em sistemas com 

alguma assimetria na topologia de acoplamento (ABRAMS; STROGATZ, 2004). Assim, 

a quimera é a expressão de uma dinâmica rica, gerada a partir de um sistema com padrão 

homogêneo. 

O fenômeno da sincronização ganhou grande projeção a partir dos trabalhos de 

WIENER (1958, 1989) sobre os ritmos cerebrais e posteriormente com o tratamento 

matemático de (WINFREE, 1967, 1983b, a). Finalmente, a abordagem de KURAMOTO 

(1975, 1984) consolida uma série de conceitos a respeito da sincronização. Os trabalhos 

que relatam o fenômeno da sincronização em outros tipos de sistemas (ADLER, 1946; 

BUCK; BUCK, 1968; GHOSH et al., 1971; WALKER, 1969) impulsionaram novas 

pesquisas sobre o tema e inclusive aplicações como em controle (GOEDGEBUER et al., 

1998; KAPITANIAK, 1995; PECORA; CARROLL, 1990; ROSENBLUM et al., 1996). 

Posteriormente, a descoberta do estado de quimera (KURAMOTO; BATTOGTOKH, 

2002) abriu outras perspectivas na compreensão e na aplicação da sincronização de 

sistemas dinâmicos. Mesmo assim, existem poucos sistemas mecânicos que atingiram o 

estado de quimera (KAPITANIAK et al., 2015; MARTENS et al., 2013; WOJEWODA 

et al., 2016). 

Este trabalho se insere no contexto da análise da sincronização e formação de 

padrões dinâmicos decorrentes da interação entre osciladores. O objetivo é compreender 

os mecanismos de sincronização de sistemas mecânicos, dando especial atenção as 

condições para a formação do estado de quimera. Deste modo, os objetivos incluem uma 

investigação dos padrões dinâmicos do sistema e a definição de uma metodologia de 
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classificação desses padrões, além da investigação dos mecanismos que proporcionam os 

comportamentos de quebra de simetria, como o estado de quimera e o estado 

dessincronizado. Por fim, uma análise da robustez dos comportamentos do sistema é 

investigada de modo a compreender a estabilidade dos padrões dinâmicos. 

As análises são feitas a partir de um sistema mecânico composto de três 

populações de osciladores tipo carro-pêndulo submetidos à excitação de base comum e 

acoplados aos osciladores de modo simétrico, atendendo a um requisito topológico para 

que haja o estado de quimera. Pois, o estado de quimera é definido pela coexistência de 

osciladores em comportamento sincronizado e dessincronizado em uma rede de 

osciladores simetricamente acoplados que compartilham uma identidade estrutural. Para 

a identificação e a classificação dos tipos de padrões formados pelas respostas dos 

osciladores é proposta uma metodologia baseada nas séries temporais. A investigação 

fenomenológica das condições para a existência do estado de quimera também é 

discutida. Nesse sentido, propõe-se um método baseado no fluxo de energia transmitido 

entre as populações de osciladores que permite compreender as condições dos diferentes 

padrões dinâmicos, publicado em CARVALHO & SAVI (2020) onde também discute-se 

uma hipótese para explicar o processo de formação do estado de quimera por meio do 

fluxo de energia. Apresenta-se uma análise da robustez dos padrões dinâmicos, 

investigando o estado de quimera sob a influência componentes aleatórios na excitação 

de base através da inserção deste componente na frequência de excitação, na amplitude 

de excitação e somado a excitação harmônica. A mesma análise de robustez é apresentada 

considerando-se o componente aleatório na dissipação dos elementos de ligação dos 

carros. Finalmente, a robustez do estado de quimera é observada por meio da 

desestabilização da resposta do sistema no regime permanente e através da assimetria 

paramétrica, definindo um nível de desvio paramétrico aceitável. 

O método da energia proposto diferencia os comportamentos síncronos dos 

assíncronos e proporciona uma hipótese para a formação do estado de quimera. 

Resultados que corroboram os resultados da análise da robustez, visto a consistência na 

correlação entre a presença dos comportamentos assíncronos e o aumento da energia no 

sistema. Por fim, a análise da assimetria paramétrica possibilitou a definição de uma 

região aceitável de desvio paramétrico para o sistema, o que redefine as condições de 

existência do estado de quimera. 
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1.1 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO 

 

O presente trabalho é divido em nove capítulos. No primeiro capítulo é feita a 

introdução ao tema e uma breve revisão histórica.  

O segundo capítulo apresenta uma revisão de literatura onde é mostrado um 

histórico da evolução do estudo da sincronização e os principais trabalhos. Uma visão 

geral das aplicações da sincronização também é discutida. Apresentam-se também os 

experimentos desenvolvidos para estudar a sincronização, dando ênfase ao estado de 

quimera. 

No terceiro capítulo é feito uma revisão sobre os fundamentos teóricos da 

sincronização. Primeiramente é caracterizado o fenômeno e, em seguida, é feita uma 

abordagem geral dos tipos de sincronização, particularmente o estado de quimera. 

Apresenta-se também a formulação clássica do modelo de Kuramoto. 

O quarto capítulo mostra a modelagem do sistema mecânico investigado neste 

trabalho, apresentando simulações numéricas com diferentes tipos de sincronização do 

sistema. 

No capítulo cinco é avaliado a dependência paramétrica para a estabilização dos 

diferentes padrões de sincronização, mostrando as mudanças qualitativas de 

sincronização mediante as bifurcações do sistema dinâmico. 

No capítulo seis é realizada a análise do fluxo de energia que consiste em um 

método proposto para a identificação dos estados dessincronizado e quimera com uma 

análise da influência das frequências naturais. 

O sétimo capítulo investiga a robustez do sistema diante a influência da 

aleatoriedade no forçamento e no amortecimento para a formação dos comportamentos 

assíncronos. Também é avaliada a robustez dos comportamentos sob condições inicias 

aleatórias e com a desestabilização dos comportamentos em regime permanente. 

No oitavo capítulo é apresentado a resposta do sistema sob a assimetria de alguns 

conjuntos de parâmetros, explorando a tolerância a assimetria na qual o estado de quimera 

se mantém. 

No nono capítulo são apresentadas as conclusões e as considerações finais sobre 

o trabalho. 
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2 REVISÃO DE LITERATURA 

 

Após os trabalhos pioneiros de HUYGENS (1666), a sincronização foi estudada 

por WIENER (1958, 1989), que discutiu um modelo para o sistema nervoso baseado nas 

integrais de Fourier. Ele especulou que os ritmos alfa no cérebro seriam como um tique-

taque do corpo que dita a passagem de informações entre as diferentes áreas deste órgão. 

Isto é, os neurônios possuem diferentes frequências naturais e, para que as informações 

possam ser transmitidas adequadamente os neurônios devem estar sincronizados, o que é 

feito pelo ritmo alfa. Baseado nisso, WINFREE (1967) reformulou o problema em termos 

de uma grande população de osciladores ciclo-limite interagindo. Nesse trabalho, ele 

também observa a sincronização de longos períodos, ou seja, um oscilador vibrando sob 

uma frequência que é múltipla da frequência dos demais osciladores da população. A 

partir da formação de aglomerados transientes de fase, sendo possível observar a 

formação de núcleos separados de sincronização que interagem para formar um estado 

estável. A Figura 2.1 apresenta a forma do espectro de frequências do ritmo alfa. 

WINFREE (1967) através de sua abordagem de osciladores ciclo-limite acoplados 

conseguiu reproduzir esta mesma forma do espectro. Isto porque os osciladores ciclo-

limite apresentam inicialmente uma distribuição normal de frequências. Mediante a 

interação destes osciladores e a consequente formação de um estado sincronizado, os 

osciladores próximos à frequência média aproximam ainda mais desta frequência. Assim, 

gerando a forma do espectro de frequência do ritmo alfa. Quanto maior a intensidade de 

acoplamento entre os osciladores, mais osciladores se juntam sincronizados na frequência 

média e mais destacado é o vale dos lados à esta. 

 

 
Figura 2.1. Espectro do ritmo cerebral contendo um pico para a frequência do ritmo 

alpha. Fonte: WIENER (1958), página 69. 
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Segundo STROGATZ (2000), o problema de WINFREE (1967) era 

matematicamente intratável, mas algumas simplificações podem ser feitas para o caso em 

que o acoplamento é fraco e osciladores aproximadamente idênticos. A partir desse ponto 

pode-se explorar duas interpretações de escala de tempo no sistema. Para uma grande 

escala de tempo, os osciladores se aproximam de seus ciclos-limite e podem ser descritos 

apenas por suas fases. Porém, em uma escala de tempo curta, essas fases evoluem devido 

a suas interações com um acoplamento fraco e as diferenças de frequência entre os 

osciladores. Assim, ele supôs que cada oscilador estivesse acoplado a um ritmo coletivo 

gerado pela população inteira, análogo à um campo médio. 

Utilizando simulações, STROGATZ (2000) mostrou que a população de 

osciladores poderia exibir um análogo temporal a transição de fase. Quando a distribuição 

das frequências naturais é grande comparado ao acoplamento, o sistema se comporta de 

modo dessincronizado, com cada oscilador em sua frequência natural. Porém, reduzindo 

a distribuição, a população continua dessincronizada até um ponto em que um pequeno 

grupo de osciladores sincronizam e a população aumenta com a redução do espalhamento. 

Outra contribuição de WINFREE (1983b) foi no estudo dos ritmos cardíacos, 

onde ele associa a formação de áreas de contração descoordenadas no coração, fibrilação, 

à presença de ondas circulantes ao longo do tecido cardíaco. As quais se formam, segundo 

ele, sob determinada combinação entre o acoplamento entre as células cardíacas e a 

intensidade do estímulo recebido por estas. 

Ao modelo de osciladores de fase foi introduzido o parâmetro de ordem por 

KURAMOTO (1975), que enfatiza a semelhança deste resultado a forma do espectro de 

frequências do ritmo-α do cérebro humano apresentado no trabalho de WIENER (1958). 

KURAMOTO & BATTOGTOKH (2002) apresentaram resultados intrigantes em seu 

modelo no qual investigava um anel de osciladores idênticos acoplados. Eles descobriram 

que para certas condições iniciais, os osciladores que são igualmente acoplados com seus 

vizinhos e que tenham frequências naturais de oscilação iguais, podem diferir um do outro 

em comportamento. Isto é, alguns osciladores podem alcançar sincronismo, enquanto 

outros permanecem dessincronizados uns dos outros. Isso é um estado permanente estável 

que combina aspectos do estado sincronizado e dessincronizado. Posteriormente, esta 

quebra de simetria encontrada por KURAMOTO & BATTOGTOKH (2002) foi 

renomeada por ABRAMS & STROGATZ (2004) que teve a ideia de chamar este 

comportamento de “estado de quimera” como uma alusão com a criatura mitológica grega 

feita de partes incoerentes. 
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A quimera da mitologia era uma fera híbrida com cabeça de leão, corpo de bode 

e cauda de serpente. No entanto, na dinâmica não-linear se refere a um estado misto do 

comportamento de osciladores sincronizados e dessincronizados em uma rede de 

osciladores acoplados idênticos. Por uma década, o estado de quimera foi observado 

somente em simulações numéricas. Muitos destes resultados requerem cuidadosa escolha 

das condições iniciais para estimular perturbações sensíveis. Então, acreditava-se que 

condições mais robustas como observadas em experimentos poderiam comprometer a 

obtenção do estado de quimera (PANAGGIO; ABRAMS, 2015). 

Somente em julho de 2012 esta questão foi respondida definitivamente quando 

dois experimentos tiveram sucesso em obter quimeras: um na West Virginia University 

(TINSLEY et al., 2012), e outro na Maryland University (HAGERSTROM et al., 2012). 

Os dois experimentos utilizaram osciladores químicos fotossensíveis e computadores 

para realizar o acoplamento, motivo pelo qual receberam algumas críticas (PANAGGIO; 

ABRAMS, 2015). No entanto, um terceiro experimento realizado por MARTENS et al. 

(2013) utilizou metrônomos sobre duas plataformas, acoplando duas populações, uma 

sobre cada plataforma, por meio de uma mola que conecta as plataformas. A vibração da 

plataforma promove um forte acoplamento entre os osciladores da mesma plataforma e 

um acoplamento mais fraco entre as duas plataformas. Este foi o primeiro experimento a 

observar o estado de quimera em um sistema mecânico. Posteriormente, KAPITANIAK 

et al. (2015) observou o mesmo comportamento em um anel de metrônomos acoplados. 

E em seguida WOJEWODA et al. (2016), reduziu o sistema para apenas três osciladores 

de modo a obter o menor sistema a apresentar o estado de quimera. E em 2020 

CARVALHO & SAVI (2020) apresentaram um sistema contendo três carros-pêndulo 

acoplados ao qual se observou o estado de quimera numericamente e no qual se atribuiu 

a formação do estado de quimera a um acumulo de energia no sistema. 

De fato, a existência do estado de quimera não foi conclusivamente determinada 

fora dos laboratórios, mas existe muitos fenômenos naturais que tem forte semelhança ao 

estado de quimera e que podem ter ligações com este tipo de dinâmica (PANAGGIO; 

ABRAMS, 2015).  Porém, as redes de osciladores de fase, caso estudado por Kuramoto, 

servem como exemplo prototípico para sincronização em redes complexas 

(BOCCALETTI et al., 2006; DÖRFLER; BULLO, 2014; OSIPOV et al., 2007; 

STROGATZ, 2001). Alguns trabalhos exploraram o controle do modelo de osciladores 

acoplados (BEMPORAD et al., 1978; GIARDINA, 2008; SABER-OLFATI et al., 2007). 
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A importância das redes de osciladores de fase decorre da diversidade de aplicações as 

quais o modelo se enquadra. 

É notável a afirmação de WOLFRUM & OMEL’CHENKO (2011) de que o 

estado de quimera é caos transiente. Em seu artigo, eles definem uma relação exponencial 

entre o número de osciladores e tempo de duração do fenômeno, devido a hipótese do 

limite termodinâmico ao qual o modelo de Kuramoto se apoia. Assim, segundo os autores, 

quanto menor o número de osciladores, menor a duração do regime. Em outros trabalhos 

(KAPITANIAK et al., 2015; MARTENS et al., 2013; WOJEWODA et al., 2016) o estado 

de quimera é verificado sob grupos finitos de osciladores de até três osciladores sob 

oscilações periódicas (WOJEWODA et al., 2016). Este fato torna ainda mais interessante 

os resultados de WOLFRUM & OMEL’CHENKO (2011). Desta forma, existe a 

necessidade de verificação experimental da relação entre o caos, particularmente o caos 

transiente, e o estado de quimera. Existem algumas denominações dentro do estado de 

quimera que o separa em subgrupos (DUDKOWSKI et al., 2014, 2016; HIZANIDIS et 

al., 2016; KEMETH et al., 2016; MAISTRENKO et al., 2014; TINSLEY et al., 2012; 

VÜLLINGS et al., 2014; YELDESBAY et al., 2014; ZHU et al., 2013), porém neste 

trabalho estas subclassificações não serão consideradas. 

A análise de sistemas acoplados usualmente considera diferentes populações, que 

por sua vez são compostas por osciladores. Os tipos de acoplamento e a hierarquia entre 

os osciladores dessas diferentes populações definem as principais características do 

sistema. 
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Figura 2.2. Diferentes acoplamentos. a) Sistema totalmente acoplado; b) Sistema com 

acoplamento intermediário com os vizinhos mais próximos e c) acoplamento com 

apenas os primeiros vizinhos. 

 

A Figura 2.2 representa diferentes acoplamentos apresentando uma redução 

gradativa do nível de acoplamento de a) para c). Note que em a) têm-se um conjunto 

totalmente acoplado; em b) é reduzido esse grau de acoplamento para os primeiros e 

segundos vizinhos, o que é para alguns sistemas um acoplamento mais fraco entre os 

vizinhos mais distantes e diminuindo com a distância até que o acoplamento seja 

interrompido em um certo número de vizinhos; finalmente em c) tem-se um conjunto 

acoplado apenas com os primeiros vizinhos, formando um anel de osciladores. Isso 

denotando a ideia de grau de acoplamento dentro de um conjunto. 

A Figura 2.3 mostra outra situação com um conjunto de osciladores totalmente 

acoplado. No entanto, observam-se duas intensidades de acoplamento diferentes, 

marcadas por setas distintas, o que denota a separação dos osciladores em duas 

populações A e B. Quando duas populações de osciladores possuem dependência no 

acoplamento, conforme a Figura 2.4, esses osciladores apresentam uma relação 
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hierárquica. Neste contexto, os osciladores internos transmitem a energia entre si e para 

os osciladores externos, o que implica em uma submissão dos osciladores externos 

perante os internos, que apresentam maior influência sobre o conjunto. Há um tipo 

particular deste tipo de acoplamento, o chamado master-slave (do inglês, mestre-

escravo), onde o acoplamento é direcional do oscilador interno para o externo. Nessa 

configuração o interno é chamado de mestre e o externo, de escravo. Essa configuração 

possui inúmeras aplicações o que inclui lasers semicondutores (PIKOVSKY et al., 2003). 

 

 
Figura 2.3. Osciladores divididos em duas populações distintas e simétricas A e B. 

 

 
Figura 2.4. Osciladores divididos em duas populações, interna e externa ao círculo 

pontilhado. Os osciladores externos são dependentes dos internos para a comunicação 

com os demais o que caracteriza como uma relação hierárquica entre as duas 

populações. 
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O modelo de osciladores acoplados aparece no estudo da sincronização biológica 

e dos fenômenos rítmicos: células cardíacas (MICHAELS et al., 1987; WINFREE, 

1983b); células circadianas no cérebro (LIU et al., 1997), acopladas a neurônios corticais 

(CROOK et al., 1997), redes neurais (DÍAZ et al., 2018; KAPLAN et al., 2003; MAJHI; 

GHOSH, 2018; SANTOS et al., 2017; VARELA et al., 2001), células de levedura 

(GHOSH et al., 1971); flashes de vagalumes no sudeste da Ásia, onde centenas desses 

insetos pousam em uma árvore e sincronizam o piscar de seus flashes, (BUCK; BUCK, 

1968); chilrear de grilos (WALKER, 1969); padrões para a locomoção animal (KOPELL; 

ERMENTROUT, 1988); partículas que se aglutinam  (HA et al., 2011; HA et al., 2010; 

HA et al., 2010; HA; SLEMROD, 2011).  

Também podem ser citados sistemas acoplados que aparecem na física e na 

química: junções de Josephson acopladas (WIESENFELD et al., 1998); metrônomos 

acoplados (PANTALEONE, 2002); relógios de pêndulo acoplados (BENNETT et al., 

2002; KAPITANIAK et al., 2012); osciladores micromecânicos com acoplamento óptico 

(ZHANG et al., 2012) ou mecânico (SHIM et al., 2007); ressonadores óticos (RAHIMI; 

SENDUR, 2018); na análise de oscilações químicas (KISS et al., 2002; KURAMOTO, 

1984; TOTZ et al., 2018). As redes osciladores de fase também servem como modelos 

fenomenológicos para sincronização em sistemas sociais, tendências sociais como a 

cultura ou a língua podem se disseminar ou se equilibrar entre grupos sociais de maneira 

parecida a apresentada por esta dinâmica (ABRAMS; STROGATZ, 2003; COSENZA et 

al., 2020), ou como aplausos rítmicos (RAVASZ et al., 2000), dinâmicas de opinião 

(PLUCHINO et al., 2006a; PLUCHINO et al., 2006b), sincronia entre multidões na ponte 

Millennium do Reino Unido (STROGATZ et al., 2005), na tomada de decisão em grupos 

de animais (LEONARD et al., 2012) e na formação de padrões em metamateriais 

(HIZANIDIS et al., 2020). 

As aplicações de osciladores acoplados e sua generalização incluem a estimulação 

cerebral profunda (FRANCI et al., 2012; NABI; MOEHLIS, 2011; TASS, 2003), 

osciladores de circuito de estado sólido (MIRZAEI et al., 2007), coordenação de veículo 

planar (SEPULCHRE et al., 2007, 2008), sincronização em matrizes de laser 

semicondutoras (KOZYREFF et al., 2000) e conjuntos de osciladores de micro-ondas 

(YORK; COMPTON, 1991). Aplicações algorítmicas de osciladores acoplado incluem 

estimativa de ciclo-limite através da sincronização de clock em redes de computação 

descentralizadas (BALDONI et al., 2010; KLEIN et al., 2008; SIMEONE et al., 2008; 
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WANG et al., 2013) e geradores centrais de padrões para locomoção robótica (AOI; 

TSUCHIYA, 2005; IJSPEERT, 2008). 

 

2.1 EXPERIMENTOS COM SINCRONIZAÇÃO 

 

Nesta seção é discutido alguns experimentos onde se observou a sincronização. 

Dentre estes, é comum sistemas compostos por metrônomos, um tipo de relógio que mede 

o tempo do andamento musical. Produzindo-se pulsos regulares, esse é utilizado para fins 

de estudo e interpretação musical, existindo uma versão mecânica e uma eletrônica. O 

metrônomo mecânico consiste num pêndulo oscilante cuja frequência de oscilação pode 

ser regulada pela distância de um peso na haste do pêndulo. Cada distância deste peso 

corresponde uma frequência nominal e, consequentemente, um tempo do compasso 

musical. Diversos trabalhos utilizam metrônomos devido a simplicidade de ajuste da sua 

frequência de oscilação e por este ser um oscilador autossustentado tendo em vista um 

mecanismo interno que armazena energia em uma mola espiral que é liberada de modo a 

manter a amplitude de oscilação (CARLSEN et al., 2012; CZOLCZYNSKI et al., 2009a, 

b, 2011a, b; KAPITANIAK et al., 2012; PANTALEONE, 2002; ULRICHS et al., 2009). 

Os metrônomos fazem um bom paralelo aos relógios de HUYGENS (1666). 

O movimento de dois ou mais metrônomos sobre uma plataforma, Figura 2.5, foi 

equacionado por PANTALEONE (2002). Neste trabalho, ele investiga as possibilidades 

de sincronização do modelo em fase e em oposição de fase, através de simulações e 

experimentos. Assim, ULRICHS et al. (2009) utilizam este modelo para analisar o trecho 

transiente para um grupo de 100 metrônomos. Ainda pode-se citar os experimentos de 

MARTENS et al. (2013) e KAPITANIAK et al. (2015), descritos na seção seguinte. 

 

https://pt.wikipedia.org/wiki/Tempo_%28m%C3%BAsica%29
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Figura 2.5. Foto do experimento de sincronização com metrônomos. Fonte: 

PANTALEONE (2002). 

 

A sincronização em aparatos experimentais ainda foi analisada a partir de 

configurações contendo pêndulos rotacionais. Um aparato considera dois pêndulos 

acoplados a um bloco com dois graus de liberdade e excitação de base (NAJDECKA et 

al., 2015). O outro sistema acopla quatro pêndulos sobre a mesma base e uma excitação 

de base sobre o conjunto (STRZALKO et al., 2012). O terceiro aparato possui três 

pêndulos uma excitação horizontal (KAPITANIAK et al., 2014) sendo estes dois últimos 

abordados em um trabalho mais amplo (KAPITANIAK et al., 2014).  

Um exemplo de sincronização que se tornou emblemático é o da ponte do milênio, 

em Londres, aberta apenas para pedestres. Assim que a ponte foi inaugurada em 2000, 

em comemoração à virada do milênio, a ponte começou a oscilar de um lado para outro 

decorrente do caminhar dos pedestres. A vibração da ponte foi sentida pelos pedestres 

que, por sua vez, começam a andar no ritmo imposto pelo movimento da ponte, fato que 

acabou por amplificar a vibração da ponte. O modelo desenvolvido por STROGATZ et 

al. (2005) descreve o movimento lateral da ponte, X, e obteve os mesmos resultados 

observados e medidos durante este evento na ponte. Na Figura 2.6 é mostrado um 

esquema do sistema onde a ponte é representada por um oscilador massa-mola-

amortecedor e a influência dos pedestres como um forçamento que depende da fase da 

passada de cada pedestre. 
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Figura 2.6. Ponte do milênio e o efeito dos pedestres atravessando. Fonte: STROGATZ 

et al. (2005). 

 

2.1.1 EXPERIMENTOS COM O ESTADO DE QUIMERA 

 

Desde 2002, o estado de quimera foi observado em modelos numéricos, mas não 

havia sido comprovado experimentalmente. Por isso, foi motivo de especulação que o 

estado de quimera seria de difícil, ou mesmo impossível, reprodução experimental 

(PANAGGIO; ABRAMS, 2015). Em 2012, duas equipes de pesquisadores conseguiram 

observar este fenômeno em osciladores fotoquímicos. TINSLEY et al. (2012) analisaram 

um anel de osciladores fotoquímicos acoplados fortemente aos osciladores da mesma 

população e com um acoplamento mais fraco com os osciladores da outra população. Esse 

experimento obteve alguns padrões como a sincronização total entre os dois grupos, a 

sincronização de um grupo e a formação de n-grupos na outra população e o estado de 

quimera. HAGERSTROM et al. (2012) também realizou um experimento com 

osciladores fotoquímicos, utilizando configurações unidimensional e bidimensional.  

MARTENS et al. (2013) realizou o primeiro experimento mecânico a apresentar 

o estado de quimera acoplando duas plataformas onde cada uma contém 15 metrônomos, 

investigando o efeito do aumento e redução do parâmetro de restituição que acopla as 

duas plataformas sobre o aparecimento do estado de quimera.  A Figura 2.7 mostra o 

aparato montado por MARTENS et al. (2013) que neste trabalho também observou a 
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dependência do parâmetro de acoplamento entre as plataformas para um modelo 

numérico com 64 metrônomos por plataforma. 

 

 
Figura 2.7. Modelo experimental composto por duas plataformas em movimento de 

balanço acopladas por uma mola e nas quais estão posicionados quinze metrônomos em 

cada. Fonte: MARTENS et al. (2013). 

 

Segundo MARTENS et al. (2013) o estado de quimera emerge da competição 

entre os estados sincronizados em fase e oposição de fase. Com a redução do parâmetro 

de acoplamento, observa-se uma transição entre o estado sincronizado em fase para o em 

oposição de fase. MARTENS et al. (2013) observou que, próximo à curva de ressonância, 

há uma divisão entre o comportamento em fase e em oposição de fase e que é nesta região 

que ocorre o estado de quimera. Esta curva de ressonância é também avaliada por 

CARVALHO et al. (2016) através do parâmetro de Kuramoto. 

Posteriormente, KAPITANIAK et al. (2015) obteve o estado de quimera para uma 

população de metrônomos acoplados em anel, Figura 2.8. Assim, o autor pode se 

aproximar mais da formulação de KURAMOTO & BATTOGTOKH (2002). Reduzindo 

o número de osciladores para um valor mínimo de três posteriormente, obtendo-se o 

menor grupo de osciladores a apresentar este comportamento (WOJEWODA et al., 

2016). Isso estabelece que, para que haja uma quebra de simetria necessita-se que exista 

no mínimo três osciladores. Deste resultado pode-se inferir que a formação do estado de 

quimera não se restringe a todas as condições abordadas na formulação do Modelo de 

Kuramoto, que descreve uma grande população de osciladores acoplados. 
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Figura 2.8. Sistema de metrônomos acoplados em anel. Fonte: KAPITANIAK et al. 

(2015). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



19 
 

3 SINCRONIZAÇÃO 

 

Este capítulo apresenta os fundamentos teóricos da sincronização, destacando os 

conceitos mais relevantes sobre o assunto. Nesse sentido, destaca-se o modelo de 

Kuramoto que possui ampla utilização. Por fim, é proposta uma metodologia de 

classificação de padrões de sincronização a partir da série temporal. 

 

3.1 PADRÕES DINÂMICOS 

 

A sincronização consiste na formação de padrões dinâmicos, o que necessita uma 

definição apropriada de cada um desses comportamentos. Nesta seção apresentam-se os 

principais tipos de padrões identificados através da revisão realizada para o presente 

trabalho, dando especial atenção aos diferentes tipos de sincronização e o estado de 

quimera. Para isso considere um sistema formado por três osciladores idênticos 

igualmente acoplados, conforme mostrado na Figura 3.1. 
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Figura 3.1. Esquema com três osciladores acoplados apresentando os comportamentos: 

a) sincronizado, b) sincronizado em oposição de fase, c) frequência fechada, d) longo 

período de sincronização, e) Estado de quimera e f) dessincronizado. 

 

Desde o trabalho de HUYGENS (1666), definiram-se duas formas de 

sincronização em sistemas dinâmicos: a sincronização em fase ou completa, Figura 3.1-

a, e a sincronização em oposição de fase, Figura 3.1-b. Esses dois tipos de sincronização 

são representados por dois ou mais osciladores vibrando de forma idêntica e defasados 

em 𝜋, respectivamente. 

Outras duas formas de sincronização são as chamadas frequência fechada, Figura 

3.1-c, e longo período de sincronização, Figura 3.1-d. Assim, para a sincronização com 

frequência fechada, alguns osciladores diferem do grupo sincronizado apenas na trajetória 

de sua órbita, sendo a fase e a frequência de oscilação a mesma para os osciladores 

envolvidos, assim completando suas órbitas simultaneamente (CARLSEN et al., 2012; 

KURAMOTO; NISHIKAWA, 1987). A sincronização com longo período de oscilação, 

Figura 3.1-d, tem como característica que um ou mais osciladores apresentam uma 

frequência que é um múltiplo inteiro da frequência dos demais osciladores como uma 

modulação deste sinal (KAPITANIAK et al., 2012). Isto é, apesar de em cada ciclo o 
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período ser diferente, ao final de um dado número de períodos os osciladores se 

encontram na mesma condição no espaço de estados e o processo se repete, o que forma 

um longo período de oscilação. Outras classificações podem ser encontradas na literatura, 

sendo aqui apresentados as mais amplamente utilizadas. 

No caso em que os osciladores estão parcialmente sincronizados, situações em 

que um grupo sincronizado em um dos padrões possíveis, enquanto outro permanece 

dessincronizado (DÖRFLER; BULLO, 2014; POEL et al., 2015). Um caso particular de 

sincronização parcial é quando ocorre em grupos de osciladores idênticos, o que foi 

nomeado como estado de quimera, Figura 3.1-e. Deste modo, ABRAMS & STROGATZ 

(2004) definiram o estado de quimera como um padrão espaço-temporal no qual um 

sistema de osciladores acoplados é dividido pela coexistência entre regiões sincronizados 

(fase e frequência fechada) e dessincronizado. Ambos, dessincronizado e sincronizado, 

foram bem descritos em grupos de osciladores acoplados não-idênticos. 

A diferença de comportamento em dois grupos formando a sincronização parcial 

usualmente ocorre para sistemas com diferentes níveis de acoplamento, com 

heterogeneidades nas frequências naturais. Isso ocorre em regiões de parâmetros onde há 

um estado completamente sincronizado e estável (PANAGGIO; ABRAMS, 2015). 

Assim, a simetria é quebrada no sistema dinâmico onde não há heterogeneidades na 

topologia de acoplamento. 

O termo topologia de acoplamento se refere à distribuição espacial dos osciladores 

acoplados que, dependendo da forma da distribuição, pode gerar diferentes níveis de 

acoplamento entre os osciladores. No caso do estado de quimera, os osciladores devem 

ter o mesmo grau de acoplamento entre si, para que os osciladores possam interagir uns 

com os outros de modo não tendencioso. Tais condições foram observadas pela primeira 

vez por KURAMOTO & BATTOGTOKH (2002). Esse estado também foi verificado em 

redes hierárquicas onde os osciladores são posicionados em níveis diferentes (MARTENS 

et al., 2013). 

Uma vez definidos os tipos de sincronização, é importante definir o que é um 

estado dessincronizado, Figura 3.1-f. Neste contexto, considere um caso particular em 

que cada um dos osciladores possui estritamente a mesma frequência de oscilação, uma 

distribuição não uniforme destes ao longo do ciclo caracteriza como dessincronizado, 

Figura 3.1-f. No entanto, deve-se observar que a formação de grupos que se distanciam 

uniformemente em fase se caracteriza como um tipo específico de sincronização, a 

sincronização de fase (CARLSEN et al., 2012), Figura 3.2. 
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Figura 3.2. Sincronização de fase. 

 

3.2 MODELO DE KURAMOTO 

 

O modelo de Kuramoto foi proposto a partir de osciladores de fase, tendo se 

popularizado por definir um parâmetro de ordem que define o grau de sincronização de 

um sistema. Esse modelo foi originalmente proposto por WINFREE (1967) e 

posteriormente modificado por KURAMOTO (1984). O problema abordado por 

KURAMOTO (1984) consiste em um anel de osciladores ciclo-limite e descreve o 

comportamento geral de osciladores biológicos como o sistema nervoso e o cardíaco. 

WINFREE (1967) aponta algumas características do modelo, apresentadas a seguir. 

• Os osciladores apresentam ciclo-limite sendo acoplados em uma rede unifome. 

• O sistema é formado por um número grande de osciladores acoplados. 

• A população de osciladores é homogênea, o que significa que todos os osciladores 

possuem aproximadamente o mesmo ciclo-limite. Desta forma, mesmo 

assumindo uma distribuição de frequências normal, essa é uma distribuição 

estreita. 

• A função de sensibilidade é unicamente dependente da fase. 

• Os acoplamentos são fracos o suficiente de forma que os osciladores permanecem 

próximos ao ciclo-limite. 

• As fases são alteradas pelo acoplamento ao longo do tempo e esta mudança é 

linear no tempo, o que implica que as frequências são levemente pertubadas. 

 

Desta forma, considere um sistema dinâmico do tipo, 
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𝑋̇ = 𝐹(𝑋)  (3-1) 

  

Considerando uma perturbação no campo vetorial, têm-se: 

 

𝑋̇ = 𝐹(𝑋) + 𝜀𝑝(𝑋)  (3-2) 

  

onde 𝜀𝑝(𝑋) representa uma pequena perturbação genericamente dependente do tempo em 

𝑋 e 𝜀 representa a intensidade da perturbação p que é igualado à 1.  

Considere uma órbita fechada C associada à uma solução periódica,  𝑋0(𝑡 + 𝑇) =

𝑋0(𝑡). Supondo que C é estável, cada ponto de 𝑋 na vizinhança de C tende a se aproximar 

de C para 𝑡 → ∞, na ausência de perturbação 𝜀𝑝(𝑋), equação (3-2). Neste 

comportamento periódico assintótico de C associa-se um valor escalar 𝜙 para cada 𝑋 ∈ 𝐶 

de modo que o movimento em C provoca um acréscimo de 𝜙 (KURAMOTO, 1984; 

WINFREE, 1967),  

 

𝜙̇(𝑋) = 1,   𝑋 ∈ 𝐶  (3-3) 

  

A fase 𝜙 é definida em C e este valor é determinado em um múltiplo inteiro de T. 

Desde que essa fase seja assumida como fraca, ou seja possui uma pequena influência 

nos demais osciladores devido à intensidade do acoplamento, permanece-se nas 

vizinhanças de C. 

Assim, têm-se a identidade: 

 

𝜙̇(𝑋) = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑋(𝜙)𝑋̇  (3-4) 

  

Desta forma, das equações (3-3) e (3-1) obtém-se: 

 

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑋(𝜙). 𝐹(𝑋) = 1  (3-5) 

  

Substituindo-se (3-2) em (3-4): 

 

𝜙̇(𝑋) = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑋𝜙[𝐹(𝑋) + 𝜀𝑝(𝑋)]  (3-6) 
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Utilizando-se da equação (3-5): 

 

𝜙̇(𝑋) = 1 + 𝜀 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑋𝜙 𝑝(𝑋)  (3-7) 

  

Para que se mantenha a ideia de perturbação, observa-se que 𝑋 deve ser próximo 

a 𝑋0(𝜙). Ou seja, o desvio |𝑋 − 𝑋0(𝜙)| é considerado aproximando-se de zero quando 

𝜀 → 0, apresentando o comportamento assintótico quando 𝑡 → ∞. O termo 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑋 mede 

a sensibilidade do oscilador em resposta a perturbação (WINFREE, 1967).  

Descrevendo o sistema da forma da equação (3-7) para uma população de 𝛼 

osciladores, sendo que 𝑉𝛼𝛼′(𝑋𝛼, 𝑋𝛼′) representa a contribuição gerada pelo acoplamento 

e 𝑓𝛼(𝑋𝛼) representa uma diferença na natureza de cada oscilador. Assim, o período de um 

oscilador não perturbado é denotado por 𝑇. Derivando-se diretamente as equações 

acopladas para cada 𝜙, obtém-se: 

 

𝜙̇𝛼 = 1 + 𝜀[∑ 𝑍(𝜙)𝑉𝛼𝛼′(𝜙𝛼, 𝜙𝛼′) + 𝑔𝛼(𝜙𝛼)𝛼′ ]  (3-8) 

  

onde 𝑔𝛼(𝜙𝛼) = 𝑍(𝜙)𝑓𝛼(𝑋0(𝜙𝛼)) e 𝑍(𝜙)= 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑋. Efetuando-se a substituição 𝜙𝛼 =

𝑡 + 𝜓𝛼, encontra-se: 

 

𝜓̇𝛼 = ∑ Γ𝛼𝛼′(𝜓𝛼 −  𝜓𝛼′) + 𝜔𝛼𝛼′   (3-9) 

 

onde, 

 

Γ𝛼𝛼′(𝜓𝛼 −  𝜓𝛼′) =
1

𝑇
∫ 𝑍(𝑡 + 𝜓𝛼)𝑉𝛼𝛼′(𝑡 + 𝜓𝛼 , 𝑡 + 𝜓𝛼′)𝑑𝑡

𝑇

0
  (3-10) 

 

E, 

 

𝜔𝛼 =
1

𝑇
∫ 𝑔𝛼(𝑡 + 𝜓𝛼)𝑑𝑡

𝑇

0
  (3-11) 

  

Segundo KURAMOTO & NISHIKAWA (1987), a equação (3-9) não pode ser 

tratada analiticamente. Como alternativa, considera-se um modelo onde o acoplamento 
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Γ𝛼𝛼′, e a distribuição da frequência natural 𝜔𝛼 são dados por funções simples. Isto é, os 

osciladores que interagem de modo colaborativo como partes de um todo, aplicando a 

concepção de campo médio. 

Assumindo Γ𝛼𝛼′ idêntico para todos os pares (𝛼, 𝛼′) e que tenha uma magnitude 

de ordem 𝑁−1, assegura-se que a intensidade do campo local experimentado por cada 

oscilador é dependente do número total 𝑁. Desta forma: 

 

Γ𝛼𝛼′(𝜓𝛼 − 𝜓𝛼′) = 𝑁−1Γ(𝜓𝛼 − 𝜓𝛼′)  (3-12) 

  

Além disso, supondo-se uma função trigonométrica simples para a função T-

periódica Γ: 

 

Γ(𝜓𝛼 − 𝜓𝛼′) = −𝐾sen (𝜓α − 𝜓α′)  (3-13) 

  

Seja 𝑔(𝜔) a densidade de número normalizado dos osciladores cujas frequências 

naturais 𝜔𝛼 coicidem com 𝜔. A curva de distribuição das frequências dos osciladores 

acoplados 𝑛(𝜓, 𝑡) que para um N infinitamente grande assume a forma 𝑛(𝜓′). Assim, 

𝑔(𝜔) é assumido como simétrico em relação a alguma freqüência 𝜔0, ou: 

 

𝑔(𝜔0 + 𝜔) = 𝑔(𝜔0 − 𝜔)  (3-14) 

  

Assim, a partir da equação (3-9) obtém-se: 

 

𝜓̇𝛼 = 𝜔𝛼 − 𝑁−1𝐾 ∑ sen(𝜓𝛼 − 𝜓𝛼′)𝑁
𝛼′=1   (3-15) 

  

Em analogia com as transições de fase termodinâmica é apropriado definir um 

parâmetro de ordem. Uma escolha conveniente para isso é uma quantidade complexa 

𝜎𝑒𝑖𝜃, definida como: 

 

𝜎𝑒𝑖𝜃 = ∫ 𝑛(𝜓′)
2𝜋

0
𝑒𝑖𝜓′

𝑑𝜓′  (3-16) 

  

Kuramoto faz a seguinte definição para o parâmetro de ordem: 
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“O parâmetro de ordem representa o estado coletivo, sendo determinado a 

partir de uma condição de autoconssitência que existe entre a dinâmica do 

sistema e a dinâmica de cada oscilador individualmente” (KURAMOTO; 

BATTOGTOKH, 2002). 

 

 
Figura 3.3. Os estados de fase dos osciladores 𝜓1, 𝜓2, … , 𝜓𝑛 distribuídos em um círculo 

unitário e vetores de estado associados 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛. O comprimento da soma do vetor 

∑ 𝑦𝑖 dividido por 𝑁 dá a magnitude do parâmetro de ordem.  Fonte: KURAMOTO 

(1984). 

 

De forma equivalente, pode-se distribuir os N osciladores em um círculo unitário 

associando um vetor do comprimento da unidade de cada oscilador, Figura 3.3, tomando 

uma soma vetorial e dividindo por N. Com isso, o sigma desaparece para a distribuição 

uniforme das frequências. No entanto, assumindo a formação de um grupo sincronizado 

o parâmetro de ordem complexa em (3-15) pode ser transformado em: 

 

𝜓̇𝛼 = 𝜔𝛼 − 𝐾𝜎 sen(𝜓𝛼 − Ω𝑡 − 𝜃)  (3-17) 

 

O parâmetro de ordem de Kuramoto é uma das formas de se medir o quão 

sincronizado um sistema dinâmico acoplado está. Este parâmetro representa 

matematicamente o grau de sincronização de uma população. O sistema é considerado 

sincronizado quando o valor é 1, e dessincronizado quando o valor é zero. Isso é obtido 

por meio do somatório da contribuição de cada oscilador para a formação do campo 

médio. Esse parâmetro representa a intensidade do campo médio. Para um valor zero, não 

há contribuição dos osciladores para o campo médio o que significa que eles não 
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sincronizam. Para o valor de um, o campo médio é máximo e há uma completa 

sincronização da população. 

 

3.3 METODOLOGIA DE IDENTIFICAÇÃO A PARTIR DA SÉRIE TEMPORAL 

 

O parâmetro de ordem de Kuramoto foi proposto para o modelo de osciladores de 

fase acoplados, designando duas possibilidades de padrão de comportamento: o estado 

sincronizado e o dessincronizado. Desta forma, define-se um grau de sincronização entre 

zero e um, onde um é totalmente sincronizado e zero dessincronizado. Com isso, o 

parâmetro de ordem não é capaz de identificar outras possibilidades de sincronização. 

Uma outra forma de estabelecer a sincronização do sistema é através de uma 

verificação direta das respostas. Desta forma, é possível considerar a série temporal de 

cada oscilador e efetuar uma comparação com os outros. A métrica utilizada considera 

um sinal de referência e estabelece a diferença entre eles. Portanto, caso a diferença seja 

nula, têm-se uma sincronização total. Caso o critério não seja satisfeito, como uma 

segunda verificação a subtração resultante é somada ao dobro do sinal original e se o valor 

for aproximadamente zero para todos os instantes de tempo, tem-se uma sincronização 

em oposição de fase, ou seja, defasada em 𝜋. 

Caso nenhum dos casos anteriores ocorra, realiza-se uma contagem dos máximos 

do sinal resultante e, se corresponderem aos mesmos valores em intervalos regulares, têm-

se dois sinais em frequências fechadas. Se os valores desses máximos não correspondem 

uns aos outros em uma progressão imediata, é efetuada uma contagem a partir do primeiro 

máximo até que se identifique uma repetição deste valor, comparando todos os máximos 

subsequentes. Se a repetição for confirmada por três ciclos seguidos, é contabilizado uma 

sincronização de longo período de sincronização. Do contrário, verifica-se um oscilador 

do conjunto como dessincronizado. E o oscilador de referência é trocado para outro e o 

processo repetido. Todo o método é avaliado dentro de uma margem de tolerância que é 

dada pelo valor do passo no tempo. 

Todos os osciladores são comparados à referência, um por um. Se todos forem 

sincronizados, avalia-se um estado totalmente sincronizado do sistema. Se ao menos um 

estiver em oposição de fase, o conjunto todo é classificado como sincronizado em 

oposição de fase. O mesmo para a frequência fechada e para longo período de 

sincronização, obedecendo a essa mesma sequência de classificação. Assim, se ao menos 

um oscilador estiver dessincronizado têm-se para o sistema um estado parcialmente 
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sincronizado, sendo considerado estado de quimera se o requisito topológico for 

satisfeito. Quando todos os osciladores forem aos pares qualificados como 

dessincronizados, classifica-se o sistema como dessincronizado. A Figura 3.4 mostra um 

fluxograma que ilustra o processo de identificação e classificação. 

 

 
Figura 3.4. Fluxograma de identificação e classificação da sincronização a partir da 

série temporal. 
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4 MODELAGEM DO SISTEMA MECÂNICO 

 

Este capítulo apresenta a modelagem do sistema mecânico analisado neste 

trabalho. Utiliza-se o método de Lagrange e apresentam-se as respostas do sistema para 

diferentes tipos de padrão de comportamento. 

 

4.1 MODELAGEM 

 

O sistema mecânico proposto neste trabalho é composto por três conjuntos 

pêndulo-carro onde cada pêndulo é ligado a um único carro e os carros são ligados 

simetricamente uns aos outros e cada um deles ligados a uma plataforma fixa e uma 

plataforma que exerce excitação de base. A Figura 4.1 mostra um desenho esquemático 

do sistema que pode ser considerado um conjunto hierárquico. Esse sistema é análogo ao 

sistema de plataformas e metrônomos utilizadas no trabalho de MARTENS et al. (2013), 

ao usar um sistema hierárquico onde os carros se equiparam as plataformas e os pêndulos 

aos metrônomos. 

 

 
Figura 4.1. Desenho esquemático do modelo mecânico composto de três populações de 

osciladores carro-pêndulo. 
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Figura 4.2. Modelo conceitual do sistema mecânico. 

 

A Figura 4.2 mostra o sistema mecânico esquematicamente o que permite 

visualizar melhor os acoplamentos existentes. Note que cada carro possui massa Mi (i = 

1, 2, 3) e cada pêndulo possui uma massa mi (i = 1, 2, 3). O deslocamento de cada carro 

é medido por uma coordenada xi enquanto a posição do pêndulo é avaliada a partir do 

ângulo 𝜙𝑖. Além disso, os acoplamentos são proporcionados por elementos elásticos 

lineares kj (𝑗 =  1, . . . , 9) e elementos dissipadores viscosos lineares Cj (𝑗 =  1, . . . , 9), 

também havendo dissipação viscosa nos pêndulos 𝐶𝜙𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) e a excitação de base 

correspondendo a 𝑢𝑏 = 𝑢 sen Ω𝑡. Ressaltando que o sistema possui acoplamentos 

simétricos para que a sincronização parcial que venha a ser identificada no sistema possa 

ser classificada como estado de quimera devido ao quesito topológico. 

As equações de movimento do sistema podem ser obtidas através das equações de 

Lagrange. Desta forma, considere a energia cinética: 

 

𝐸𝐶 =
𝑀1𝑥̇1

2

2
+

𝑀2𝑥̇2
2

2
+

𝑀3𝑥̇3
2

2
+

𝑚1|𝑣1|2

2
+

𝑚2|𝑣2|2

2
+

𝑚3|𝑣3|2

2
  

(4-1) 

 

onde as coordenadas são dadas por: 
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{
𝑦1 = 𝑥𝑖 + 𝑙 sen 𝜙𝑖

𝑦2 = 𝑙 cos 𝜙𝑖
 →   {

𝑦̇1 = 𝑥̇𝑖 + 𝜙𝑖
̇ 𝑙 cos 𝜙𝑖

𝑦̇2 = −𝜙𝑖
̇ 𝑙 sen 𝜙𝑖

    (4-2) 

 

Com isso, as velocidades podem ser expressas, 

 

|𝑣𝑖|2 = 𝑦̇1
2 + 𝑦̇2

2  (4-3) 

|𝑣𝑖|
2 = 𝑥̇𝑖

2 + 2𝑥̇𝑖𝜙̇𝑖𝑙 cos 𝜙𝑖 + 𝑙2𝜙̇𝑖
2   

 

(4-4) 

 

Assim a energia cinética pode ser rescrita como: 

 

𝐸𝐶 =
𝑀1𝑥̇1

2

2
+

𝑀2𝑥̇2
2

2
+

𝑀3𝑥̇3
2

2
+

𝑚1(𝑥̇1
2+2𝑥̇1𝜙̇1𝑙 cos 𝜙1+𝑙2𝜙̇1

2 )
2

2
 +

𝑚2(𝑥̇2
2+2𝑥̇2𝜙̇2𝑙 cos 𝜙2+𝑙2𝜙̇2

2 )
2

2
+

𝑚3(𝑥̇3
2+2𝑥̇3𝜙̇3𝑙 cos 𝜙3+𝑙2𝜙̇3

2 )
2

2
  

  (4-5) 

 

De maneira análoga a energia potencial é dada por: 

 

𝐸𝑃 = 𝑚1𝑔𝑙1(1 − cos 𝜙1) + 𝑚2𝑔𝑙2(1 − cos 𝜙2) + 𝑚3𝑔𝑙3(1 −

cos 𝜙3) +
𝑘1𝑥1

2

2
+

𝑘2𝑥2
2

2
+

𝑘3𝑥3
2

2
+

𝑘4𝑥1
2

2
+

𝑘6𝑥2
2

2
+

𝑘8𝑥3
2

2
+

𝑘5(𝑥2−𝑥1)2

2
+

𝑘7(𝑥3−𝑥2)2

2
+

𝑘9(𝑥3−𝑥1)2

2
+

𝑘1(𝑢𝑏)2

2
+

𝑘2(𝑢𝑏)2

2
+

𝑘3(𝑢𝑏)2

2
  

  (4-6) 

 

Também considera-se a energia dissipada pelo sistema, dada por: 

 

𝐸𝐷 =
𝐶1𝑥̇1

2

2
+

𝐶2𝑥̇2
2

2
+

𝐶3𝑥̇3
2

2
+

𝐶4𝑥̇1
2

2
+

𝐶6𝑥̇2
2

2
+

𝐶8𝑥̇3
2

2
+

𝐶9(𝑥3̇−𝑥̇1)2

2
+

𝐶5(𝑥̇2−𝑥̇1)2

2
+

𝐶7(𝑥̇3−𝑥̇2)2

2
+

𝐶1(𝑢̇𝑏)2

2
+

𝐶2(𝑢̇𝑏)2

2
+

𝐶3(𝑢̇𝑏)2

2
+

𝐶𝜙1𝜙̇1
2

2
+

𝐶𝜙2𝜙̇2
2

2
+

𝐶𝜙3𝜙̇3
2

2
  

  (4-7) 

 

Desta forma, obtém-se que o Lagrangeano é expresso da seguinte forma: 

 

𝐿 =
𝑀1𝑥̇1

2

2
+

𝑀2𝑥̇2
2

2
+

𝑀3𝑥̇3
2

2
+

𝑚1(𝑥̇1
2+2𝑥̇1𝜙̇1𝑙 cos 𝜙1+𝑙2𝜙̇1

2 )
2

2
+

𝑚2(𝑥̇2
2+2𝑥̇2𝜙̇2𝑙 cos 𝜙2+𝑙2𝜙̇2

2 )
2

2
+

𝑚3(𝑥̇3
2+2𝑥̇3𝜙̇3𝑙 cos 𝜙3+𝑙2𝜙̇3

2 )
2

2
−

  (4-8) 
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𝑚1𝑔𝑙1(1 − cos 𝜙1) − 𝑚2𝑔𝑙2(1 − cos 𝜙2) − 𝑚3𝑔𝑙3(1 − cos 𝜙3) −

𝑘1𝑥1
2

2
−

𝑘2𝑥2
2

2
−

𝑘3𝑥3
2

2
−

𝑘4𝑥1
2

2
−

𝑘6𝑥2
2

2
−

𝑘8𝑥3
2

2
−

𝑘5(𝑥2−𝑥1)2

2
−

𝑘7(𝑥3−𝑥2)2

2
−

𝑘9(𝑥3−𝑥1)2

2
−

𝑘1(𝑢𝑏)2

2
−

𝑘2(𝑢𝑏)2

2
−

𝑘3(𝑢𝑏)2

2
  

 

Aplicando à equação de Lagrange: 

 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑥̇𝑖
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕𝐸𝐷

𝜕𝑥̇𝑖
= 0, (𝑖 =  1, 2, 3)   (4-9) 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝜙̇𝑖
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜙𝑖
+

𝜕𝐸𝐷

𝜕𝜙̇𝑖
= 0, (𝑖 =  1, 2, 3)   (4-10) 

 

Chegando-se as seguintes equações de movimento. Considerando os carros,  

 

(𝑀1 + 𝑚1)𝑥̈1 + 𝑚1𝑙(𝜙̈1 cos 𝜙1 − 𝜙̇2 sen 𝜙1) + (𝐶1 + 𝐶4 + 𝐶5 +

𝐶9)𝑥̇1 − 𝐶5𝑥̇2 − 𝐶9𝑥̇3 + (𝑘1 + 𝑘4 + 𝑘5 + 𝑘9)𝑥1 − 𝑘5𝑥2 − 𝑘9𝑥3 =

𝑢𝑘1 sen Ω𝑡 + 𝑢𝐶1Ω cos Ω𝑡  

(4-11) 

 

(𝑀2 + 𝑚2)𝑥̈2 + 𝑚2𝑙(𝜙̈2 cos 𝜙2 − 𝜙̇2
2 sen 𝜙2) + (𝐶2 + 𝐶5 + 𝐶6 +

𝐶7)𝑥̇2 + 𝐶5𝑥̇1 + 𝐶7𝑥̇3 + (𝑘2 + 𝑘5 + 𝑘6 + 𝑘7)𝑥2 − 𝑘5𝑥1 − 𝑘7𝑥3 =

𝑢𝑘2 sen Ω𝑡 + 𝑢𝐶2Ω cos Ω𝑡  

(4-12) 

 

(𝑀3 + 𝑚3)𝑥̈3 + 𝑚3𝑙(𝜙̈3 cos 𝜙3 − 𝜙̇3
2 sen 𝜙3) + (𝐶3 + 𝐶7 + 𝐶8 +

𝐶9)𝑥̇3 − 𝐶9𝑥̇1 − 𝐶7𝑥̇2 + (𝑘3 + 𝑘7 + 𝑘8 + 𝑘9)𝑥3 − 𝑘9𝑥1 − 𝑘7𝑥2  =

𝑢𝑘3 sen Ω𝑡 + 𝑢𝐶3Ω cos Ω𝑡  

(4-13) 

 

Considerando os pêndulos. 

 

𝑚1𝑙2𝜙1̈ + 𝑚1𝑙𝑥̈1 cos 𝜙1 + 𝐶𝜙1𝜙̇1 + 𝑚1𝑔𝑙 sen 𝜙1 = 0  (4-14) 

𝑚2𝑙2𝜙2̈ + 𝑚2𝑙𝑥̈2 cos 𝜙2 + 𝐶𝜙2𝜙̇2 + 𝑚2𝑔𝑙 sen 𝜙2 = 0  (4-15) 

𝑚3𝑙2𝜙3̈ + 𝑚3𝑙𝑥̈3 cos 𝜙3 + 𝐶𝜙3𝜙̇3 + 𝑚3𝑔𝑙 sen 𝜙3 = 0  (4-16) 

  

As equações (4-11), (4-12), (4-13), (4-14), (4-15) e (4-16) são as equações 

de movimento do sistema. Isolando e substituindo as derivadas de segunda ordem nas 
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respectivas equações obtém-se o seguinte sistema de equações diferenciais ordinárias que 

governam o sistema: 

 

(𝑀1 + 𝑚1(1 − cos2 𝜙1))𝑥̈1 −
𝐶𝜙1

𝑙
𝜙̇1 cos 𝜙1 − 𝑚1𝑔 sen 𝜙1 cos 𝜙1 −

𝑚1𝑙𝜙̇1
2 sen 𝜙1 + (𝐶1 + 𝐶4 + 𝐶5 + 𝐶9)𝑥̇1 − 𝐶5𝑥̇2 − 𝐶9𝑥̇3 + (𝑘1 +

𝑘4 + 𝑘5 + 𝑘9)𝑥1 − 𝑘5𝑥2 − 𝑘9𝑥3 = 𝑢𝑘1 sen Ω𝑡 + 𝑢𝐶1Ω cos Ω𝑡  

 

(4-17) 

(𝑀2 + 𝑚2(1 − cos2 𝜙2))𝑥̈2 −
𝐶𝜙2

𝑙
𝜙̇2 cos 𝜙2 −

𝑚2𝑔 sen 𝜙2 cos 𝜙2 − 𝑚2𝑙𝜙̇2
2 sen 𝜙2 + (𝐶2 + 𝐶5 + 𝐶6 + 𝐶7)𝑥̇2 −

𝐶5𝑥̇1 − 𝐶7𝑥̇3 + (𝑘2 + 𝑘5 + 𝑘6 + 𝑘7)𝑥2 − 𝑘5𝑥1 − 𝑘7𝑥3 =

𝑢𝑘2 sen 𝛺𝑡 + 𝑢𝐶2𝛺 cos 𝛺𝑡   

 

(4-18) 

(𝑀3 + 𝑚3(1 − cos2 𝜙3))𝑥̈3 −
𝐶𝜙3

𝑙
𝜙̇3 cos 𝜙3 −

𝑚3𝑔 sen 𝜙3 cos 𝜙3 − 𝑚3𝑙𝜙̇3
2 sen 𝜙3 + (𝐶3 + 𝐶7 + 𝐶8 + 𝐶9)𝑥̇3 −

𝐶7𝑥̇2 − 𝐶9𝑥̇1 + (𝑘3 + 𝑘7 + 𝑘8 + 𝑘9)𝑥3 − 𝑘7𝑥2 − 𝑘9𝑥1 =

𝑢𝑘3 sen Ω𝑡 + 𝑢𝐶3Ω cos Ω𝑡  

 

(4-19) 

𝑚1𝑙2𝜙1̈ + 𝐶𝜙1𝜙̇1 + 𝑚1𝑔𝑙 sen 𝜙1 +

𝑚1𝑙 cos 𝜙1

(𝑀1+𝑚1(1−cos2 𝜙1))
[

𝐶𝜙1

𝑙
𝜙̇1 cos 𝜙1 + 𝑚1𝑔 sen 𝜙1 cos 𝜙1 +

𝑚1𝑙𝜙̇1
2 sen 𝜙1 − (𝐶1 + 𝐶4 + 𝐶5 + 𝐶9)𝑥̇1 + 𝐶5𝑥̇2 + 𝐶9𝑥̇3 − (𝑘1 +

𝑘4 + 𝑘5 + 𝑘9)𝑥1 + 𝑘5𝑥2 + 𝑘9𝑥3 + 𝑢𝑘1 sen Ω𝑡 + 𝑢𝐶1Ω cos Ω𝑡] = 0  

 

(4-20) 

𝑚2𝑙2𝜙2̈ + 𝐶𝜙2𝜙̇2 + 𝑚2𝑔𝑙 sen 𝜙2 +

𝑚2𝑙 cos 𝜙2

(𝑀2+𝑚2(1−cos2 𝜙2))
[

𝐶𝜙2

𝑙
𝜙̇2 cos 𝜙2 + 𝑚2𝑔 sen 𝜙2 cos 𝜙2 +

𝑚2𝑙𝜙̇2
2 sen 𝜙2 − (𝐶2 + 𝐶5 + 𝐶6 + 𝐶7)𝑥̇2 + 𝐶5𝑥̇1 + 𝐶7𝑥̇3 − (𝑘2 +

𝑘5 + 𝑘6 + 𝑘7)𝑥2 + 𝑘5𝑥1 + 𝑘7𝑥3 + 𝑢𝑘2 sen Ω𝑡 + 𝑢𝐶2Ω cos Ω𝑡] = 0  

 

(4-21) 

𝑚3𝑙2𝜙3̈ + 𝐶𝜙3𝜙̇3 + 𝑚3𝑔𝑙 sen 𝜙3 +

𝑚3𝑙 cos 𝜙3

(𝑀3+𝑚3(1−cos2 𝜙3))
[

𝐶𝜙3

𝑙
𝜙̇3 cos 𝜙3 + 𝑚3𝑔 sen 𝜙3 cos 𝜙3 +

(4-22) 
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𝑚3𝑙𝜙̇3
2 sen 𝜙3 − (𝐶3 + 𝐶7 + 𝐶8 + 𝐶9)𝑥̇3 + 𝐶7𝑥̇2 + 𝐶9𝑥̇1 − (𝑘3 +

𝑘7 + 𝑘8 + 𝑘9)𝑥3 + 𝑘7𝑥2 + 𝑘9𝑥1 + 𝑢𝑘3 sen Ω𝑡 + 𝑢𝐶3Ω cos Ω𝑡] = 0  

 

4.2 TIPOS DE RESPOSTAS DO SISTEMA 

 

Esta seção apresenta simulações numéricas do sistema mecânico, identificando 

algumas respostas típicas. As simulações são realizadas utilizando o método de Runge-

Kutta de quarta ordem com passos menores que 0,001. Os parâmetros utilizados estão 

indicados na Tabela 1, exceto quando indicado de forma diferente. O mesmo se aplica as 

condições iniciais que, quando não for indicado, são assumidas como deslocamento 

unitário para o carro 1 e os demais osciladores nulos. Os parâmetros indicados na Tabela 

1 foram obtidos através de diagramas de bifurcação realizados no intuito de identificar 

regiões de interesse no espaço dos parâmetros. 

 

Tabela 1. Parâmetros do sistema. 

Parâmetro Valor Unidade 

𝒖 1 m 

𝒌𝟏, 𝒌𝟐, 𝒌𝟑 20 N/m 

𝒌𝟒, 𝒌𝟔, 𝒌𝟖 0 N/m 

𝒌𝟓, 𝒌𝟕, 𝒌𝟗 50 N/m 

𝒈 9,81 m/s² 

𝒍 0,2 m 

𝑴 1 kg 

𝒎𝟏, 𝒎𝟐, 𝒎𝟑 1 kg 

𝑪𝟏, 𝑪𝟐, 𝑪𝟑, 𝑪𝟓, 𝑪𝟕, 𝑪𝟗 0,56 N s/m 

𝑪𝝓𝒊 0,01 N s/m 

𝑪𝟒, 𝑪𝟔, 𝑪𝟖 0 N s/m 

𝛀 10 rad/s 

 

O primeiro resultado considera um caso totalmente sincronizado onde a amplitude 

de forçamento é 𝑢 = 0,2 m, as rigidezes são 𝑘1,2,3 = 12,2 N/m e por fim uma frequência 

de forçamento de Ω = 5,7 rad/s. A Figura 4.3 apresenta a resposta dos carros, 

representadas através de subespaços de fase compostos pela posição e velocidade de cada 
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carro. A Figura 4.4 segue a mesma ideia considerando a resposta dos pêndulos. Note que 

todas as respostas são de período-1, confirmadas por um ponto da seção de Poincaré. 

Observando a diferença entre a posição dos osciladores o padrão sincronizado destes é 

confirmado, Figura 4.5. 

 

 
Figura 4.3. Espaço de fase para os carros em resposta sincronizada, o ponto marcado 

sobre a linha denota a seção de Poincaré. 
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Figura 4.4. Espaço de fase para os pêndulos com uma resposta sincronizada. 

 

 
Figura 4.5. Diferença de posição entre os osciladores em comportamento sincronizado. 

 

Mudando as rigidezes para 𝑘1,2,3 = 19 N/m, e assumindo condições iniciais 

nulas, o sistema passa a apresentar uma resposta caótica sincronizada, conforme mostrado 

na Figura 4.6 e Figura 4.7. Assim como a diferença entre as posições dos osciladores que 

confirma a sincronia do sistema, Figura 4.8. A caoticidade da resposta é verificada a partir 

dos expoentes de Lyapunov cujo maior valor é 0,66, um valor positivo. Os expoentes são 

calculados a partir do algoritmo proposto por WOLF et al. (1985). 
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Figura 4.6. Espaço de estados para os carros com resposta caótica sincronizada. 

 

 
Figura 4.7. Espaço de estados para os pêndulos com resposta caótica sincronizada. 

 



38 
 

 
Figura 4.8. Diferença de posição entre os osciladores em comportamento sincronizado 

caótico. 
 

Considerando 𝑢 = 0,2 m, Ω = 9,1 rad/s e 𝑘1,2,3 = 19,1 N/m obtém-se uma 

resposta caótica dessincronizada com um expoente de Lyapunov máximo de 0,87. A 

Figura 4.9 e Figura 4.10 apresentam essa resposta mostrando que apesar de 

dessincronizados, a forma do atrator caótico é praticamente a mesma pois o sistema é 

simétrico e os osciladores idênticos. Deste modo, as diferenças de resposta entre eles 

decorrem de condições iniciais assimétricas a qual apenas o carro 1 foi deslocado 

enquanto os demais foram nulos. Assim, os osciladores movem independentes não sendo 

identificado nenhum padrão dinâmico evidente, Figura 4.11. 
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Figura 4.9. Espaço de fase para os carros em estado dessincronizado. 

 

 
Figura 4.10. Espaço de fase para os pêndulos em estado dessincronizado. 
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Figura 4.11. Diferença de posição entre os osciladores em comportamento 

dessincronizado. 
 

O chamado longo período de sincronização (LPS) é um dos comportamentos menos 

frequentes para o sistema avaliado, sendo a resposta totalmente sincronizada e a 

sincronização em oposição de fase os comportamentos mais comuns. Para as condições 

𝑢 = 0,2 m, 𝑘1,2,3 = 6,5 N/m e Ω = 9,5 rad/s, esse comportamento é identificado. A 

Figura 4.12 e Figura 4.13 mostram a posição dos osciladores no tempo com destaque para 

o período sob este comportamento que em destaque pelo quadrado pontilhado. Em seguida, 

a Figura 4.14 e Figura 4.15 mostram o espaço de fase do carro e dos pêndulos, 

respectivamente. E na Figura 4.16 é mostrado a diferença de posição ao longo do tempo 

entre os osciladores. 

 

 
Figura 4.12. Posição dos carros no tempo com resposta de longo período de 

sincronização, em destaque o período de resposta do sistema. 
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Figura 4.13. Posição dos pêndulos no tempo com comportamento de longo período de 

sincronização, em destaque o período de oscilação. 

 

 
Figura 4.14. Espaço de estados dos carros sob uma resposta de longo período de 

oscilação (LPS). 
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Figura 4.15. Espaço de estados dos pêndulos sob uma resposta de longo período de 

oscilação (LPS). 

 

 
Figura 4.16. Diferença de posição entre os osciladores em comportamento de longo 

período de sincronização. 

 

Um outro comportamento pouco frequente para este sistema é a sincronização 

com frequência fechada. Considerando as condições u = 0,5 m, k1,2,3 = 13,5 N/m e 

Ω = 9,9 rad/ s, o sistema apresenta a sincronização com frequência fechada. Note que 

tanto os carros como os pêndulos apresentam este mesmo comportamento entre si, Figura 
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4.17 e Figura 4.18. A Figura 4.19 mostra que o primeiro oscilador se move em uma órbita 

distinta dos demais que permanecem sincronizados. 

 

 
Figura 4.17. Espaço de fase para os carros sob a resposta de frequência fechada. 
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Figura 4.18. Espaço de fase para os pêndulos sob comportamento de frequência 

fechada. 

 

 
Figura 4.19. Diferença de posição entre os osciladores em comportamento de frequência 

fechada. 

 

O comportamento de oposição de fase é um dos mais comuns para este sistema. A 

Figura 4.20 exemplifica este comportamento do sistema, para as condições 𝑢 = 0,2 m, 

𝑘1,2,3 = 16,6 N/m e Ω = 11 rad/s. Na Figura 4.21 se observa que a diferença entre o 
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oscilador sincronizado e em oposição de fase resultou em um sinal que têm o dobro da 

amplitude da vibração dos osciladores no espaço de estados. 

 

 
Figura 4.20. Espaço de fase para os pêndulos em oposição de fase. 

 

 
Figura 4.21. Diferença de posição entre os osciladores com os pêndulos em 

comportamento de sincronização em oposição de fase. 

 

O estado de quimera é um comportamento assimétrico, muitas vezes difícil de ser 

encontrado ou identificado. Considere os parâmetros da Tabela 1, alterando a frequência 
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de forçamento para Ω = 9 rad/s e as condições iniciais de deslocamento do primeiro e 

terceiro carros de 1 m com o segundo em repouso. A Figura 4.22 mostra a resposta no 

tempo dos carros enquanto a Figura 4.23 a resposta no tempo dos pêndulos. As Figura 4.24 

e Figura 4.25 mostram a mesma resposta na forma de espaço de fase e a diferença dos 

mesmos no tempo na Figura 4.26. Nota-se que o primeiro carro apresenta uma resposta 

distinta dos demais, o que caracteriza a quebra de simetria do estado de quimera. Esse 

resultado em específico trata-se de um estado de quimera no hipercaos, pois apresenta os 

dois maiores valores dos expoentes de Lyapunov positivos (0,89 e 0,40). 

 

 
Figura 4.22. Resposta no tempo dos carros sob o estado de quimera. 

 

 
Figura 4.23. Resposta no tempo dos pêndulos sob o estado de quimera. 
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Figura 4.24. Espaço de fase dos carros sob o estado de quimera. 

 

 
Figura 4.25. Espaço de fase dos pêndulos sob o estado de quimera. 
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Figura 4.26. Diferença de posição entre os osciladores no estado de quimera. 

 

A Tabela 2 mostra uma combinação de padrões entre os carros e os pêndulos 

conforme os tipos descritos na seção 3.1 e exemplificados anteriormente. Nesta tabela é 

verificado que os carros não apresentaram em nenhuma das simulações realizadas o 

comportamento de oposição de fase. E que os comportamentos sincronizados em fase e em 

oposição de fase dos pêndulos foram apenas correspondidos por respostas totalmente 

sincronizadas dos carros. 

 

Tabela 2. Combinações de resposta do sistema. 

              Carros 

Pêndulos 
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Totalmente 

sincronizado 
X      

Oposição de fase X      

Frequência 

fechada 
X  X  X  

LPS X  X X X X 

Quimera X  X X X X 

Estado 

Dessincronizado 
X  X X X X 
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5 ANÁLISE DINÂMICA DO SISTEMA  

 

Uma análise dinâmica do sistema é tratada neste capítulo considerando variações 

de parâmetros e mudanças de tipos de respostas e padrões de sincronização obtidos. 

Diagramas de bifurcação são utilizados para avaliar a mudança de comportamento do 

sistema. Basicamente, considera-se uma observação estroboscópica da resposta a partir 

da variação quase-estática de um parâmetro, neste caso a frequência de forçamento. 

Consideram-se que as condições iniciais não são atualizadas. A condição inicial adotada 

é que apenas o primeiro carro é deslocado e os demais partem do repouso. A Figura 5.1 

apresenta os diagramas de bifurcação sobrepostos dos carros e dos pêndulos considerando 

𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 20 N/m. Observa-se diferentes tipos de comportamentos, que fornecem 

uma visão global da dinâmica do sistema. 

 

 
Figura 5.1. Diagrama de bifurcação para 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 20 N/m, sem atualizar as 

condições iniciais. 

 

A partir dos diagramas de bifurcação, Figura 5.1, consideram-se algumas 

situações específicas. Considerando Ω = 2 rad/s observa-se que os osciladores 

sincronizam em fase no conjunto dos blocos, Figura 5.2 e Figura 5.4, e em oposição de 

fase para os pêndulos, Figura 5.3. Deve-se destacar que essa característica não está 

evidente no diagrama de bifurcação. Isso acontece pois, como se observa na Figura 5.5, 

o ponto referente a seção de Poincaré está aproximadamente no mesmo local e o espaço 

de fase apresenta-se semelhante para o pêndulo 1 em relação aos demais. Nesse contexto, 

observa-se que a melhor forma de identificar esse comportamento é pela evolução 

temporal, Figura 5.3. 
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Mudando a frequência de forçamento para a seção de Ω = 5 rad/s, o sistema 

altera seu comportamento no espaço de estados, mantendo qualitativamente o tipo de 

padrão de sincronização que permanece em oposição de fase para os pêndulos, Figura 5.7 

e sincronizado para os carros Figura 5.6. 

 

 
Figura 5.2. Variação temporal dos carros para Ω = 2 rad/s. 

 

 
Figura 5.3. Variação temporal dos pêndulos para Ω = 2 rad/s, onde 𝜙1 ≠ 𝜙2 = 𝜙3. 
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Figura 5.4. Espaço de fase para os blocos para Ω = 2 rad/s. 

 

 
Figura 5.5. Espaço de fase para os pêndulos para Ω = 2 rad/s. 
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Figura 5.6. Espaço de fase para os carros de Ω = 5 rad/s. 

 

 
Figura 5.7. Espaço de fase para os pêndulos de Ω = 5 rad/s. 

 

Avaliando o sistema para uma frequência de forçamento de Ω = 15 rad/s, o 

sistema apresenta comportamento sincronizado, Figura 5.8, Figura 5.9, Figura 5.10 e 
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Figura 5.11, isto em meio a uma região de comportamento predominantemente 

dessincronizado, Figura 5.1. 

 

 
Figura 5.8. Evolução temporal os carros para Ω = 15 rad/s. 

 

 
Figura 5.9. Evolução temporal os pêndulos para Ω = 15 rad/s. 
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Figura 5.10. Espaço de fase para os carros para Ω = 15 rad/s. 

 

 

 
Figura 5.11. Evolução temporal para os pêndulos para Ω = 15 rad/s. 

 

Com uma frequência de 25 rad/s o sistema volta a se comportar em uma resposta 

de período-1 em oposição de fase para os pêndulos Figura 5.13, e sincronizado para os 

carros, Figura 5.12. No entanto, o aumento da frequência para 25,1 rad/s acarreta uma 
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mudança no sistema para uma oscilação de período-3, mantendo o comportamento em 

oposição de fase, Figura 5.14 e Figura 5.15. Com uma frequência de 26 rad/s o sistema 

mantém uma oscilação de período-3 e passa a ser totalmente sincronizado, Figura 5.16 e 

Figura 5.17. Deve-se observar que nas simulações para Ω = 2 rad/s, Ω = 5 rad/s, Ω =

25 rad/s e Ω = 25,1 rad/s, o oscilador que se encontra em oposição de fase permanece 

em uma órbita simétrica à dos demais, sendo esta uma órbita espelhada segundo o eixo-

y. 

 

 
Figura 5.12. Espaço de fase dos carros para Ω = 25 rad/s. 
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Figura 5.13. Espaço de fase para os pêndulos para Ω = 25 rad/s. 

 

 
Figura 5.14. Espaço de fase para os carros para Ω = 25,1 rad/s. 
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Figura 5.15. Espaço de fase para os pêndulos para Ω = 25,1 rad/s. 

 

 
Figura 5.16. Espaço de fase para os carros para Ω = 26 rad/s. 
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Figura 5.17. Espaço de fase para os pêndulos para Ω = 26 rad/s. 

 

Essa análise indica uma independência entre a periodicidade e os padrões de 

sincronização. Em outras palavras, a mudança qualitativa da resposta do sistema não 

altera o padrão de sincronização entre os osciladores.  

Considere agora as frequências de 28,3 e 28,4 rad/s. Para  = 28,3 rad/s, o sistema 

apresenta uma resposta de período-1 sincronizado, Figura 5.18 e Figura 5.19, que se altera 

para um comportamento de alto período em estado de quimera quando a frequência é  

= 28,4 rad/s, Figura 5.20 e Figura 5.21, o que evidencia novamente um desacoplamento 

entre as mudanças de periodicidade e as mudanças do comportamento coletivo do 

sistema. 
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Figura 5.18. Espaço de fase para os carros para Ω = 28,3 rad/s. 

 

 
Figura 5.19. Espaço de fase para os pêndulos para Ω = 28,3 rad/s. 
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Figura 5.20. Espaço de fase para os carros para Ω = 28,4 rad/s. 

 

 
Figura 5.21. Espaço de fase para os pêndulos para Ω = 28,4 rad/s. 
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5.1 INFLUÊNCIA DA RIGIDEZ 

 

Nesta seção são apresentados alguns diagramas de bifurcação que mostram o 

comportamento para diferentes rigidezes de modo a avaliar essa influência na resposta do 

sistema. Cada diagrama apresenta três curvas representativas de cada conjunto pêndulo-

carro. A coincidência dessas curvas não denota necessariamente em sincronização pois o 

diagrama de bifurcação é proveniente de um mapeamento estroboscópio da variação 

temporal das variáveis de estado do sistema. 

Os diagramas apresentados nesta seção são traçados mediante a atualização das 

condições iniciais a partir do posicionamento final das variáveis de estado do passo 

anterior da simulação de modo crescente coma frequência de forçamento Ω. Consideram-

se diferentes valores dos elementos elásticos: 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 e 100 N/m 

e ainda as oito combinações possíveis de condições iniciais para o deslocamento unitário 

dos carros. A seguir são apresentados alguns destes resultados. 

 

 
Figura 5.22. Diagrama de bifurcação com molas  k1 = k2 = k3 = 40 N/m e condição 

inicial de deslocamento dos carros 2 e 3 com valor de um. 

 

Na Figura 5.22 há uma grande região aparentemente caótica entre cerca de 10 

rad/s até aproximadamente 25 rad/s para ambos os componentes, carros e pêndulos. E um 

trecho de comportamento de período-1 para frequências inferiores a 5 rad/s e para 

superiores a 30 rad/s. Outra característica notável é que no instante de tempo onde se 

coleta a posição das variáveis os pêndulos dois e três estão na mesma posição para 

frequências superiores a 30 rad/s, porém o primeiro pêndulo não. Possivelmente essa 

distinção é provocada pela assimetria gerada pelas condições iniciais sobre o primeiro 

carro, diretamente conectado a esse pêndulo. Sendo esta condição inicial a de 
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deslocamento igual dos carros 2 e 3 com valor de um. Outra observação é a “persistência” 

dessa assimetria da condição inicial, pois mesmo após passagem pela região 

dessincronizada entre o início da simulação e este trecho. A assimetria é expressa no 

comportamento do sistema, apresentando sincronização diferente de um lado e outro 

dessa região. 

 

 
Figura 5.23. Diagrama de bifurcação com molas  k1 = k2 = k3 = 50 N/m e condição 

inicial de deslocamento do carro 1 com valor de um. 

 

Na Figura 5.23 é utilizado elementos elásticos mais rígido e a simulação é 

executada sob condições iniciais diferentes, considerando que apenas o primeiro carro 

recebe um deslocamento, enquanto os demais são mantidos em repouso. Neste caso, a 

região onde os osciladores apresentam comportamento dessincronizado continua 

aproximadamente a mesma. No entanto, o primeiro e o segundo oscilador estão 

sincronizados e o terceiro apresenta um comportamento distinto. Assim, apesar de ser 

possível perceber que uma assimetria nas condições iniciais possibilita comportamentos 

assimétricos, a resposta assimétrica do sistema não é necessariamente no mesmo 

oscilador em que a assimetria é introduzida. 
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Figura 5.24. Diagrama de bifurcação com molas  𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 80 N/m e condição 

inicial de deslocamento do carro 1 com valor de um. 

 

 
Figura 5.25. Diagrama de bifurcação com molas  𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 100 N/m e condição 

inicial de deslocamento do carro 1 com valor de um. 

 

As Figura 5.24 e Figura 5.25 corroboram a perspectiva de que a instabilidade 

gerada pelas condições iniciais não são mantidas pelos mesmos osciladores ao longo da 

variação da frequência de forçamento. Sob as condições simuladas, não há caso de 

condições iniciais simétricas induzindo uma resposta dessincronizada, mesmo para 

regiões aparentemente caóticas, os osciladores mantêm-se sincronizados, Figura 5.26. Em 

relação a mudança da rigidez do elemento elástico, tanto o caso sincronizado, Figura 5.26, 

quanto os casos dessincronizados, Figura 5.22, Figura 5.24 e Figura 5.25, a região caótica 

se mantém na mesma região da frequência de forçamento. Desta forma, o aumento de 

rigidez sugere um aumento do trecho dessincronizado aproximando-se de 30 rad/s. 

Observa-se também a presença de algumas janelas periódicas e uma região com cascata 

de bifurcações de diferentes dimensões e intervalos que se deslocam juntamente com a 

borda da região caótica. 
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Figura 5.26. Diagrama de bifurcação com molas  𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 40 N/m e condição 

inicial de deslocamento nula para carros. 

 

5.2 EFEITO DAS CONDIÇÕES INICIAIS 

 

Nesta seção é avaliada a dependência em relação às condições iniciais do sistema 

para a formação de um estado sincronizado. Considere os parâmetros do sistema descritos 

na seção 4.2, apenas alterando as condições iniciais para cada caso considerando as oito 

combinações de deslocamento unitário dos carros. Inicialmente, considere um caso em 

que todos os osciladores partem da posição de equilíbrio. 

 

 
Figura 5.27. Evolução temporal para os carros para condições iniciais nulas. 
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Figura 5.28. Evolução temporal dos pêndulos para condições iniciais nulas. 

 

 

 
Figura 5.29. Espaço de fase para os carros para condições iniciais nulas. 
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Figura 5.30. Espaço de fase para os pêndulos para condições iniciais nulas. 

 

Na Figura 5.27 e Figura 5.28 os carros e os pêndulos estão sincronizados entre si. 

Realizando a mesma trajetória, o que também está presente no espaço de estados dos 

mesmo,  Figura 5.29 e Figura 5.30. Os expoentes de Lyapunov para este caso, apresentam 

um valor máximo positivo de 0,71 caracterizando um comportamento caótico. A 

sincronização do sistema sob a condição do caos é um resultado relevante dado a 

sensibilidade deste comportamento aos parâmetros de simulação e às condições iniciais, 

fatores que poderiam contribuir para uma perda de sincronização entre os osciladores. 

Estudos que tratam da sincronização de sistemas caóticos mostram apenas uma 

sincronização na fase, enquanto mantém-se dessincronizados na amplitude. Isso acaba 

por suprimir, mesmo que parcialmente, essa dinâmica com relação a fase 

(BLAZEJCZYK-OKOLEWSKA et al., 2001; BOCCALETTI et al., 2002; 

KAPITANIAK, 1995; KURTHS et al., 2003; LIU; WU, 2017; PYRAGIENE; 

PYRAGAS, 2017; ROSENBLUM et al., 1996). 

Agora, é computado os resultados para o caso em que a condição inicial é com 

todos os carros com deslocamento unitário. 
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Figura 5.31. Evolução temporal dos carros condição inicial com todos os carros com 

deslocamento unitário. 

 

 
Figura 5.32. Evolução temporal dos pêndulos condição inicial com todos os carros com 

deslocamento unitário. 
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Figura 5.33. Espaço de fase dos carros condição inicial com todos os carros com 

deslocamento unitário. 

 

 
Figura 5.34. Espaço de fase dos pêndulos condição inicial com todos os carros com 

deslocamento unitário. 
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As Figura 5.31, Figura 5.32, Figura 5.33 e Figura 5.34 mostram os resultados para 

o caso em que as condições iniciais são iguais para os três carros, sendo estas um 

deslocamento unitário. Diferentemente do caso tratado anteriormente em que se obtém 

uma sincronização no caos, neste caso se observa a sincronização do sistema em regime 

periódico. No entanto, ambas sincronizadas para condições iniciais simétricas. 

Avaliando as combinações de condições iniciais não-simétricas. E alterando a 

condição inicial com o primeiro carro com deslocamento unitário e os demais no 

equilíbrio, espera-se que a assimetria seja mantida no comportamento, como observado 

anteriormente. 

 

 
Figura 5.35. Evolução temporal dos carros com condição inicial de deslocamento 

unitário do primeiro carro. 

 

 
Figura 5.36. Evolução temporal para os pêndulos com condição inicial de deslocamento 

unitário do primeiro carro. 
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Figura 5.37. Espaço de fase para os carros com condição inicial de deslocamento 

unitário do primeiro carro. 

 

 
Figura 5.38. Espaço de fase para os pêndulos com condição inicial de deslocamento 

unitário do primeiro carro. 
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Na Figura 5.35, Figura 5.36, Figura 5.37 e Figura 5.38 há um estado 

dessincronizado caótico entre os osciladores, cujo expoente de Lyapunov máximo é de 

0,68. Esse estado dessincronizado ocorre por causa das assimetrias nas condições iniciais. 

Note contudo que, nas Figura 5.23, Figura 5.24 e Figura 5.25 a condição assimétrica não 

implica necessariamente em um estado dessincronizado. Mas uma condição inicial 

assimétrica, possibilita a formação de estados de sincronização parcial ou mesmo o estado 

dessincronizado. 

Para avaliar outra situação de condições iniciais assimétricas, considera-se que o 

segundo carro possui deslocamento unitário e os demais partem do equilíbrio. 

 

 
Figura 5.39. Evolução temporal dos pêndulos condição inicial com o segundo carro com 

deslocamento unitário. 
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Figura 5.40. Espaço de fase dos pêndulos condição inicial com o segundo carro com 

deslocamento unitário. 

 

As  Figura 5.39 e Figura 5.40 apresentam um comportamento do sistema no estado 

de quimera e caótico e expoente de Lyapunov de 0,67. Agora, a simulação para a condição 

inicial com o terceiro carro com deslocamento unitário e os demais no equilíbrio. 

 

 
Figura 5.41. Evolução temporal dos pêndulos com o terceiro carro com deslocamento 

unitário e os demais no equilíbrio, onde 𝜙1 = 𝜙2 ≠ 𝜙3. 
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Figura 5.42. Espaço de fase dos pêndulos com o terceiro carro com deslocamento 

unitário e os demais no equilíbrio. 

 

Nas  Figura 5.41 e Figura 5.42 o sistema se comporta no estado de quimera e com 

movimento caótico, no qual o expoente de Lyapunov de 0,66. Agora, realizando outra 

simulação apresentando a condição inicial com o primeiro e segundo carros com 

deslocamento unitário e o terceiro em equilíbrio. 

 

 
Figura 5.43. Evolução temporal dos pêndulos com o primeiro e segundo carros com 

deslocamento unitário e o terceiro em equilíbrio, onde 𝜙1 = 𝜙2 ≠ 𝜙3. 
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Figura 5.44. Espaço de fase dos pêndulos com o primeiro e segundo carros com 

deslocamento unitário e o terceiro em equilíbrio. 

 

Nas  Figura 5.43 e Figura 5.44 o comportamento de quimera com movimento 

caótico é novamente exibido, e expoente de Lyapunov para este caso de 0,66. Mudando 

a condição inicial para a com o primeiro carro em equilíbrio e os demais com 

deslocamento unitário. 

 

 
Figura 5.45. Evolução temporal dos pêndulos, primeiro carro em equilíbrio e os demais 

com deslocamento unitário. 
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Figura 5.46. Espaço de fase dos pêndulos, primeiro carro em equilíbrio e os demais com 

deslocamento unitário. 

 

Observa-se que as  Figura 5.45 e Figura 5.46 apresentam um comportamento do 

sistema no estado de dessincronizado e caótico, com expoente de Lyapunov de 0,7. E 

finalmente, a condição inicial com o primeiro e o terceiro carros com deslocamento 

unitário e o segundo em equilíbrio. 

 

 
Figura 5.47. Evolução temporal dos pêndulos, primeiro e o terceiro carros com 

deslocamento unitário e o segundo em equilíbrio. 
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Figura 5.48. Espaço de fase dos pêndulos, primeiro e o terceiro carros com 

deslocamento unitário e o segundo em equilíbrio. 

 

As Figura 5.47 e Figura 5.48 apresentam um comportamento do sistema no estado 

de quimera e caótico, cujo expoente de Lyapunov de 0,65. As simulações observadas 

nesta seção evidenciam que condições assimétricas possibilitam a formação de um estado 

dessincronizado ou de quimera. Porém, a assimetria inserida através das condições 

iniciais não é mantida no mesmo oscilador a qual a simulação se iniciou. Podendo esta 

assimetria ser apresentada por quaisquer osciladores. No entanto, mesmo sob um 

comportamento caótico o sistema mantém a sincronia para a condição inicial nula. 
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6 ANÁLISE PARAMÉTRICA 

 

A variedade de padrões formados por osciladores acoplados motiva uma análise 

paramétrica que permita compreender os detalhes acerca da dinâmica do sistema. Desta 

forma, desenvolve-se uma análise que avalia o tipo de resposta em um espaço de 

parâmetros. Os padrões avaliados são: o estado sincronizado, sincronizado em oposição 

de fase, frequência fechada, longo período de sincronização, estado de quimera e o estado 

dessincronizado. Diante da perspectiva de que há uma transição entre diferentes 

comportamentos ao longo do diagrama de bifurcação, seja em termos de periodicidade 

ou de padrão de organização entre os osciladores, destaca-se a necessidade de descrever 

como esse processo ocorre. Para tanto, o diagrama de bifurcação é representativo de uma 

técnica que fornece as mudanças de comportamento do sistema ao variar-se um parâmetro 

do sistema. E conforme observado na seção anterior, não há uma relação de causalidade 

entre uma ou outra periodicidade e a formação de dado padrão entre os osciladores. 

Nesse sentido, a análise paramétrica foi desenvolvida de modo a elucidar os 

diferentes padrões e a transição entre estes. Assim, foi feito um diagrama que apresenta 

os padrões dinâmicos classificados em um domínio de parâmetros. O procedimento é 

similar a uma bacia de atração, identificando o padrão no estado permanente dos 

osciladores pela série temporal, conforme mostrado na seção 3.3. Adicionalmente, 

diagramas apresentando as respostas dos carros e pêndulos isoladamente e 

simultaneamente são descritos nessa seção. O espaço dos parâmetros é definido pela 

frequência de excitação e pelo coeficiente de rigidez das molas que ligam os carros a base 

de excitação, os quais são assumidos como iguais 𝑘 = 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3. 

As Figura 6.1 à Figura 6.4 apresentam os diagramas de padrões para diferentes 

valores da amplitude de excitação identificando os padrões dinâmicos neste domínio. O 

diagrama mostra uma grande região referente ao comportamento sincronizado em cinza 

e com uma região dessincronizada e com o estado de quimera e nesta distribuídos alguns 

pontos de frequência fechada. Sendo esta região dos comportamentos dessincronizados e 

de quimera genericamente chamada de região assíncrona, apesar do nome, há nesta estes 

pontos de frequência fechada que são de fato um tipo de estado sincronizado. Esta região 

assíncrona tende a aumentar sua área com o aumento da amplitude de excitação, como 

observado comparando a Figura 6.1 à Figura 6.4. 

A Figura 6.1 mostra uma resposta para a amplitude de 𝑢 = 0,1 m mudando a 

amplitude para 𝑢 = 0,2 m, Figura 6.2, uma segunda região assíncrona surge próximo à 3 
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rad/s. Também é notável o surgimento do comportamento dessincronizado. Assim, a 

Figura 6.3 considera uma amplitude de 𝑢 = 0,5 m, onde a banda de comportamento 

assíncrono em torno de 10 rad/s se torna ainda maior e a segunda banda em 3 rad/s 

aumentando seu comprimento. O comportamento dessincronizado possui uma forte 

presença para 𝑢 = 0,5 m e novas áreas com o comportamento de quimera aparecem em 

torno de 20 rad/s, expandindo a região assíncrona. Finalmente, considerando a amplitude 

de excitação de 𝑢 = 1 m, Figura 6.4, esta tendência é ainda mais evidente, além da forma 

difusiva em que isto ocorre nesta amplitude. Estes resultados mostram uma forte 

dependência da região assíncrona em relação a amplitude de excitação. Isto é, o aumento 

da amplitude de excitação é seguido por um aumento consequente da região assíncrona.  

 

 

 
Figura 6.1. Diagrama de padrões para os carros para amplitude de forçamento de 𝑢 =

0,1 m. 
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Figura 6.2. Diagrama de padrões para os carros para amplitude de forçamento de 𝑢 =

0,2 m. 

 

 
Figura 6.3. Diagrama de padrões para os carros para amplitude de forçamento de 𝑢 =

0,5 m. 
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Figura 6.4. Diagrama de padrões para os carros para amplitude de forçamento de 𝑢 =

1 m. 

 

O mesmo diagrama foi feito para o conjunto dos pêndulos, Figura 6.5 à Figura 

6.8. As mesmas tendências relativas à região assíncrona são observadas. No entanto, a 

região sincronizada apresenta uma estrutura complexa entre o comportamento 

sincronizado e sincronizado em oposição de fase. A borda entre estes comportamentos 

apresenta um padrão que em alguns lugares se assemelha as características de um fractal. 

Para o aumento da amplitude de excitação da Figura 6.5 para Figura 6.6, 𝑢 =

0,1 para 0,2 m, a banda assíncrona apresenta as mesmas bordas do caso dos carros, Figura 

6.2. No entanto, na Figura 6.6 o comportamento dessincronizado é concentrado para 

valores maiores de rigidez quando comparado a análise dos carros, Figura 6.2, onde o 

estado de quimera e dessincronizado estão mais misturados. Observando a Figura 6.7 e 

Figura 6.8, respectivamente associadas as amplitudes de 0,5 e 1 m, há áreas onde o 

comportamento de quimera é observado para os mesmos valores do caso dos carros para 

esta amplitudes. Porém, no conjunto dos pêndulos o comportamento dessincronizado é 

mais concentrado que nos carros e a estrutura entre os comportamentos sincronizado e 

sincronizado em oposição de fase se tornam ainda mais complexo e difuso com o aumento 

da amplitude. 
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Figura 6.5. Diagrama de padrões para os pêndulos para amplitude de forçamento de 𝑢 =

0,1 m. 

 

 
Figura 6.6. Diagrama de padrões para os pêndulos para amplitude de forçamento de 𝑢 =

0,2 m. 
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Figura 6.7. Diagrama de padrões para os pêndulos para amplitude de forçamento de 𝑢 =

0,5 m. 

 

 
Figura 6.8. Diagrama de padrões para os pêndulos para amplitude de forçamento de 𝑢 =

1 m. 

 

Analisando conjuntamente carros e pêndulos, Figura 6.9,  Figura 6.10, Figura 6.11 

e Figura 6.12, novamente as mesmas tendências são observadas, especialmente em 

relação à região assíncrona. No entanto, é importante observar que a forma do 

comportamento sincronizado é diferente para os seis osciladores. Isto é, mesmo que os 

carros e pêndulos estejam sincronizados, é possível que os subgrupos não estejam 

sincronizados um com o outro. Baseado nisso, comportamentos sincronizados aparecem 
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como frequência fechada quando são considerados conjuntamente. Além disso, a região 

assíncrona permanece com as mesmas bordas. Assim, o estado dessincronizado desta 

análise de todos os osciladores conjuntamente corresponde apenas aos pontos onde este 

comportamento é identificado para carros e pêndulos em cada respectiva abordagem. 

 

 
Figura 6.9. Diagrama de padrões para os carros e pêndulos para amplitude de 

forçamento de 𝑢 = 0,1 m. 

 

 
Figura 6.10. Diagrama de padrões para os carros e pêndulos para amplitude de 

forçamento de 𝑢 = 0,2 m. 
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Figura 6.11. Diagrama de padrões para os carros e pêndulos para amplitude de 

forçamento de 𝑢 = 0,5 m. 

 

 
Figura 6.12. Diagrama de padrões para os carros e pêndulos para amplitude de 

forçamento de 𝑢 = 1 m. 

 

MARTENS et al. (2013) propôs a hipótese que estado de quimera é a 

consequência da competição entre o comportamento sincronizado e sincronizado em 

oposição de fase. Basicamente, o estado de quimera é propício de ocorrer entre estes 

comportamentos. Observando o diagrama de padrões dos pêndulos é evidente que para 

baixa excitação, Figura 6.13-a (𝑢 = 0,1 m, o mesmo da Figura 6.5), a hipótese pareça 

uma interessante explicação sobre a transição de algumas áreas, Figura 6.13-b. Esta área 
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mostra a mesma transição de sincronizado para sincronizado em oposição de fase da 

hipótese da competição. No entanto, em outras áreas como apresentado na Figura 6.13-c 

o comportamento sincronizado aparece nos dois lados da banda do comportamento de 

quimera. Assim, considerando a hipótese da competição, o estado de quimera deveria 

surgir apenas na transição de um padrão para o outro. Porém, a região assíncrona não está 

relacionada a forma da estrutura formada pelos estados sincronizado e sincronizado em 

oposição de fase, mesmo para grandes amplitudes de excitação onde esta forma se torna 

mais complexa. Assim, o aumento da região assíncrona para amplitudes de excitação 

maiores não é relacionado a possível competição de padrões. Esta correlação indica uma 

dependência do nível de energia do sistema. 

 

 
Figura 6.13. Diagrama de padrões dos pêndulos para 𝑢 = 0,1 m: a) diagrama completo; 

b) detalhe com o estado de quimera entre o comportamento sincronizado e sincronizado 

em oposição de fase e c) detalhe com o estado de quimera entre duas regiões com o 

comportamento sincronizado. 
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Na Figura 6.14 é perceptível que a bacia de atração alterou completamente para 

um grupo de pêndulos com massa menor que nas simulações anteriores, um décimo da 

massa usada anteriormente. Assim, uma redução das massas dos pêndulos no sistema aqui 

tratado, o aproxima do modelo de MARTENS et al. (2013). Pois, a inércia dos 

metrônomos em relação a da plataforma mais a base dos metrônomos é baixa, assim como 

na relação aqui apresentada, Figura 6.14. 

 Deste modo, semelhante ao apresentado por MARTENS et al. (2013) para uma 

razão baixa entre as massas tem-se o surgimento de uma região com sincronização parcial 

entre uma região sincronizada e uma sincronizada em oposição de fase. Além da presença 

da região sincronizada ocorrer sob frequências de oscilação mais baixas que a região de 

comportamento de quimera, como no trabalho citado, e consequentemente a 

sincronização em oposição de fase, assim como no trabalho dele aparece para frequências 

superiores ao estado de quimera. Porém, como verificado em simulações anteriores esta 

região de assíncrona permanece próxima a certos valores da frequência de oscilação, 

enquanto a estrutura fractal entre sincronização e oposição de fase tornam-se mais 

intrincadas dos dois lados desse estado de quimera. Este resultado se enquadra no 

questionamento se a formação do estado de quimera derivaria de uma competição entre 

os estados sincronizado e sincronizado em oposição de fase. MARTENS et al. (2013) 

também sugere que o estado de quimera possa estar relacionado a frequência de 

ressonância das plataformas, pois a linha que define a frequência natural de oscilação das 

plataformas coincide com a região onde obteve o estado de quimera. Nesta concepção é 

analisado na seção seguinte a relação da frequência natural de oscilação com os padrões 

de comportamento do sistema. 
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Figura 6.14. Diagrama de padrões para os pêndulos para amplitude de forçamento de 

u = 0,5 m e massa dos pêndulos m = 0,1 Kg. 

 

6.1 ANÁLISE DAS FREQUÊNCIAS NATURAIS 

 

Nesta seção é discutida a hipótese proposta por MARTENS et al. (2013) de que o 

estado de quimera se relaciona à presença da frequência natural de oscilação do sistema. 

Como o sistema é não-linear considera-se uma aproximação da resposta em frequência 

através da amplitude de resposta do sistema e uma aproximação linearizada. 

Basicamente, as equações de governo do sistema,  (4-17), (4-18), (4-19), 

(4-20), (4-21) e (4-22) foram linearizadas assumindo sin 𝜙𝑖 ≈ 𝜙𝑖, cos 𝜙𝑖 ≈ 1 e 

𝜙̇𝑖
2 sin 𝜙𝑖 ≈ 0. Assim, três diferentes abordagens foram executadas: considerando apenas 

os carros, apenas os pêndulos e os carros e pêndulos conjuntamente. Para o caso dos 

carros isolados e dos carros e pêndulos conjuntamente foi obtido os autovalores do 

sistema linearizado. E para os pêndulos isolados a frequência natural de um pêndulo 

isolado é suficiente, já que sem o movimento dos carros estes se encontram desconectados 

entre si. Os resultados destas análises é apresentado na Figura 6.15 conjuntamente aos 

resultados do diagrama de padrões da Figura 6.6. As linhas azuis representam a frequência 

natural do sistema carro-pêndulo linearizado; as linhas verdes representam o sistema dos 

carros; e a linha azul-claro representa a resposta dos pêndulos isolados. Note que algumas 

destas frequências linearizadas, em azul, são relacionadas as bordas da região assíncrona 

seguindo os mesmos contornos desta região. 

 



88 
 

 

 
Figura 6.15. Frequências naturais linearizadas do sistema, traçadas sobre a diagrama de 

padrões no domínio para 𝑢 = 0,2 m. Em verde apenas considerando os carros, em azul-

claro apenas um pêndulo isolado e em azul, o conjunto completo linearizado. 

 

Outra abordagem para investigar esta relação entre as condições de ressonância é 

desenvolvida considerando a amplitude de resposta, construída a partir do máximo no 

tempo de cada resposta no regime permanente utilizando as mesmas condições iniciais. 

Esta curva apresenta um pico entorno da frequência natural do sistema permitindo a 

identificação da frequência não-linear de ressonância. A Figura 6.16 apresenta o resultado 

para uma amplitude de excitação de 𝑢 = 0,2 m e 𝑘1,2,3 = 20 N/m, equivalente a um corte 

horizontal na Figura 6.6 em 20 N/m e a Figura 6.17 foi obtida pelo mesmo processo em 

relação à Figura 6.7, onde 𝑢 = 0,5 m. O sistema mostra dois picos na resposta em 

frequência em 3 rad/s e 8 rad/s, Figura 6.16. Observe que a uma correlação entre o pico e 

a região assíncrona, a qual é próxima ao salto dinâmico, em torno de 10 rad/s e ao pico 

de 3 rad/s para a segunda banda assíncrona. A amplitude de resposta mostra uma relação 

próxima com a frequência natural obtida da linearização, linhas azuis. O primeiro pico 

está na mesma posição de uma das linhas azuis e os outros três estão em torno do salto 
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dinâmico. Baseado nisso, é possível verificar a relação entre o estado de quimera e as 

frequências naturais do sistema. 

Na Figura 6.18 é apresentado o gráfico de amplitude de resposta com os mesmos 

parâmetros da Figura 6.16, porém com a atualização das condições iniciais na progressão 

e regressão do intervalo. Nesta abordagem é possível verificar com clareza toda a largura 

de banda do fenômeno do salto e como esta banda se encaixa nos limites da região 

assíncrona. Dos resultados descritos nessa seção é possível afirmar que existe uma relação 

entre a formação do estado de quimera e do estado dessincronizado com os picos de 

frequência. 

 

 
Figura 6.16. Amplitude de resposta para condição inicial de todos os osciladores em 

repouso e amplitude de excitação de 𝑢 = 0,2 m. As frequências naturais linearizadas são 

em verde apenas considerando os carros, em azul-claro apenas um pêndulo isolado e em 

azul, o conjunto completo linearizado. 

 

 
Figura 6.17. Amplitude de resposta para 𝑢 = 0,5 m e condição inicial de todos os 

osciladores em repouso. Os quadrados representam as regiões onde os pêndulos 
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rotacionam. As frequências naturais linearizadas são em verde apenas considerando os 

carros, em azul-claro apenas um pêndulo isolado e em azul, o conjunto completo 

linearizado. 

 

 
Figura 6.18. Amplitude de resposta com atualização das condições iniciais partindo de 

uma condição de repouso para todos os osciladores e progressão (marcado por círculos) 

e regressão (marcado por pontos) pelo intervalo. As frequências naturais linearizadas 

são em verde apenas considerando os carros, em azul-claro apenas um pêndulo isolado e 

em azul, o conjunto completo linearizado. 

 

6.2 ANÁLISE DO FLUXO DE ENERGIA 

 

Nesta seção é proposta uma abordagem diferente para classificar os padrões de 

sincronização encontrados neste trabalho. Como indicado através dos resultados da 

análise da seção anterior, o estado de quimera e dessincronizado são relacionados às 

frequências naturais. Assim, é notável que os picos de amplitude de resposta arremetam 

à presença da frequência natural de oscilação, pois a formação do pico deve-se 

propriamente a fenômeno da ressonância. Desta maneira, fica estabelecido que há uma 

relação entre a presença dos estados de quimera e do estado dessincronizado, Figura 6.6, 

com o pico de frequência, Figura 6.16. 

Além de se verificar esta relação, estabelece-se que a quantidade de energia no 

sistema define qual tipo de padrão estão associadas as respostas dos osciladores. Das 

análises realizadas nas Figura 6.1 a Figura 6.14, conclui-se que a medida que a amplitude 

de excitação se torna maior, independente de qual conjunto é analisado, o domínio 

dessincronizado e o estado de quimera aumentam. Quanto maior a amplitude de 

forçamento, mais energia é fornecida ao sistema. Tendo em vista essas duas relações de 
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amplitude de resposta e amplitude de excitação com a presença de comportamento 

dessincronizado e de quimera, infere-se que há uma dependência do nível de energia no 

sistema com estes tipos de comportamento. Desta forma, nesta seção a abordagem pelo 

fluxo de energia é estabelecido como uma condição para identificar e compreender os 

comportamentos de quebra de simetria, estados de quimera e dessincronizado. 

De modo a quantificar essa hipótese que o estado de quimera advém de um 

acumulo de energia no sistema, a qual flui entre os osciladores de modo a manter um 

padrão dinâmico coletivo. A energia potencial elástica das molas e o potencial dos 

pêndulos são considerados para cada instante de tempo. Nesse sentido, essas são divididas 

em dois tipos: as molas que recebem energia diretamente da excitação de base, 

𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4, 𝑘6 e 𝑘8, e as que realizam a comunicação entre os carros transmitindo a 

energia entre eles, 𝑘5, 𝑘7e 𝑘9. A comunicação entre os pêndulos também é efetuada por 

meio desses elementos elásticos que ligam os carros, enquanto seu termo de restituição é 

o potencial gravitacional. Assim, o método monitora o fluxo de energia (𝐸𝐹) no sistema 

através do somatório das razões das energias transmitidas, 𝑘5, 𝑘7e 𝑘9, pela energia 

recebida, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4, 𝑘6 e 𝑘8, para cada oscilador na média do tempo (onde o intervalo 

de tempo é de 0 à 𝑡𝑓). Assim, é obtido um valor que classifica qualitativamente o tipo de 

comportamento do sistema. Quando o estado é sincronizado, essa razão é inferior 

aproximadamente à zero e, para valores superiores, obtém-se um estado dessincronizado 

ou de quimera. Assim o valor do fluxo de energia é dado pela seguinte equação para os 

carros (𝐸𝐹,𝐶): 

 

𝐸𝐹,𝐶 =
1

𝑡𝑓
∫ (

𝑘5(𝑥2(𝑡) − 𝑥1(𝑡))
2

+ 𝑘9(𝑥3(𝑡) − 𝑥1(𝑡))
2

𝑘1(𝑥1(𝑡))
2

+ 𝑘4(𝑥1(𝑡))
2

𝑡𝑓

0

+
𝑘5(𝑥2(𝑡) − 𝑥1(𝑡))

2
+ 𝑘7(𝑥3(𝑡) − 𝑥2(𝑡))

2

𝑘2(𝑥2(𝑡))
2

+ 𝑘6(𝑥2(𝑡))
2

+
𝑘7(𝑥3(𝑡) − 𝑥2(𝑡))

2
+ 𝑘9(𝑥3(𝑡) − 𝑥1(𝑡))

2

𝑘3(𝑥3(𝑡))
2

+ 𝑘8(𝑥3(𝑡))
2 ) 𝑑𝑡 

(6-1) 

 

 

 

E pelo potencial dos pêndulos (𝐸𝐹,𝑃): 
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𝐸𝐹,𝑃 =
1

𝑡𝑓
∫ (

𝑚1𝑔𝑙(1 − cos 𝜙1)

𝑘1(𝑥1(𝑡))
2

+ 𝑘4(𝑥1(𝑡))
2 +

𝑚2𝑔𝑙(1 − cos 𝜙2)

𝑘2(𝑥2(𝑡))
2

+ 𝑘6(𝑥2(𝑡))
2

𝑡𝑓

0

+
𝑚3𝑔𝑙(1 − cos 𝜙3)

𝑘3(𝑥3(𝑡))
2

+ 𝑘8(𝑥3(𝑡))
2) 𝑑𝑡 

(6-2) 

 

 

 

Este procedimento permite definir uma hipótese alternativa a de que analisa o 

estado de quimera como o resultado da competição entre os estados sincronizado em fase 

e em oposição de fase. Isso é, entendendo que o estado de quimera provém de um acúmulo 

de energia no sistema acima da capacidade de transmitir a energia entre os osciladores. 

Os elementos 𝑘1, 𝑘2 e 𝑘3 transmitem a energia continuamente fornecida pela excitação 

de base ao sistema que as distribui pelos elementos 𝑘5, 𝑘7 e 𝑘9. Quando a amplitude de 

excitação aumenta, a energia recebida pelo sistema aumenta. Assim, quando a capacidade 

do sistema em distribuir essa energia é superada pelo montante recebido, o estado de 

quimera e o estado dessincronizado surgem, Figura 6.8 comparado à Figura 6.5. Este 

comportamento é observado próximo as frequências naturais de excitação, conforme 

mostrado através das curvas de amplitude de resposta, Figura 6.16 à Figura 6.18, onde o 

sistema naturalmente acumula mais energia. Com isso, devido à proximidade a 

ressonância ou a um salto dinâmico, há maior possibilidade da capacidade do sistema em 

distribuir a energia ser superada e o sistema desenvolva o estado quimera ou o 

dessincronizado. Naturalmente o sistema apenas estabiliza em um destes 

comportamentos, mediante uma assimetria incutida através das condições iniciais, seção 

5.2. 
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Figura 6.19. Fluxo de energia no sistema em escala logarítmica na abordagem dos 

carros para a amplitude de excitação de u = 0,1 m. 

 

 

 
Figura 6.20. Fluxo de energia no sistema em escala logarítmica na abordagem dos 

carros para diferentes amplitudes de excitação para u = 0,2 m. 
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Figura 6.21. Fluxo de energia no sistema em escala logarítmica na abordagem dos 

carros para diferentes amplitudes de excitação para u = 0,5 m. 

 

 
Figura 6.22. Fluxo de energia no sistema em escala logarítmica na abordagem dos 

carros para diferentes amplitudes de excitação para u = 1 m. 
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Figura 6.23. Fluxo de energia no sistema em escala logarítmica na abordagem dos 

pêndulos para diferentes amplitudes de excitação para u = 0,1 m. 

 

 

 
Figura 6.24. Fluxo de energia no sistema em escala logarítmica na abordagem dos 

pêndulos para diferentes amplitudes de excitação para u = 0,2 m. 
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Figura 6.25. Fluxo de energia no sistema em escala logarítmica na abordagem dos 

pêndulos para diferentes amplitudes de excitação para u = 0,5 m. 

 

 

 
Figura 6.26. Fluxo de energia no sistema em escala logarítmica na abordagem dos 

pêndulos para diferentes amplitudes de excitação para u = 1 m. 

 

As Figura 6.19, Figura 6.20, Figura 6.21 e Figura 6.22 mostram o diagrama 

energético para os carros usando as definições apresentadas na equação (6-1) usando 

uma escala logarítmica, onde se observa que a energia com valores maiores se concentra 

na região assíncrona. As Figura 6.26, Figura 6.24, Figura 6.25 e Figura 6.26 mostram o 

mesmo diagrama energético considerando a abordagem dos pêndulos usando a definição 

da equação (6-2). A mesma tendência é verificada, no entanto, é notável que o nível de 



97 
 

energia é menor quando comparado com o caso dos carros. Também se observa que 

entorno de 7 rad/s há um nível de energia tão alto quanto a própria banda de quimera o 

qual não aparece no diagrama energético dos carros (Figura 6.19, Figura 6.20, Figura 6.21 

e Figura 6.22). Este comportamento não é devido a região assíncrona, mas é consequência 

das frequências naturais dos pêndulos, como observa-se na Figura 6.15, em azul-claro. 

Comparando a Figura 6.19 com a Figura 6.23 e considerando a região assíncrona 

exibida da Figura 6.1 à Figura 6.12, nota-se que o diagrama energético dos carros (Figura 

6.19) representa melhor a separação entre os padrões dinâmicos. 

A influência das condições iniciais é agora investigada considerando o diagrama 

de padrões no espaço das condições iniciais. A partir dos parâmetros 𝑢 = 0,2 m, Ω =

7,7 rad/s e 𝑘1,2,3 = 10,8 rad/s, a Figura 6.27-a apresenta um diagrama de padrões do 

conjunto dos pêndulos e a influência das condições iniciais na Figura 6.27-b. Assim, no 

diagrama energético, Figura 6.27-c, é mostrado no mesmo espaço mostrando a distinção 

entre os comportamentos síncronos e assíncronos. Novamente, o aumento do nível de 

energia é mais efetivo para gerar um comportamento assíncrono. Note que há mais 

comportamentos assíncronos associados a condições iniciais mais distantes da origem, as 

quais denotam maior energia inicial ao sistema. 
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Figura 6.27. Diagrama de padrões analisando condições iniciais para os pêndulos com 

os parâmetros 𝑢 = 0,2 m, Ω = 7,7 rad/s  e 𝑘1,2,3 = 10,8 N/m. a) Diagrama de padrões; 

b) bacia de atração dos padrões e c) diagrama energético para a bacia. 
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Figura 6.28. Parâmetro de Kuramoto para os carros com u = 0,2 m. 

 

 
Figura 6.29. Parâmetro de Kuramoto para os pêndulos com u = 0,2 m. 
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Figura 6.30. Parâmetro de Kuramoto para os carros e pêndulos com 𝑢 = 0,2 m. 

 

Por comparação entre os métodos as Figura 6.28, Figura 6.29 e Figura 6.30 são o 

resultado através do parâmetro de ordem de Kuramoto para classificação do domínio com 

𝑢 = 0,2 m. Através destes é possível afirmar que o parâmetro de ordem de Kuramoto é 

capaz de identificar o estado sincronizado. Porém, não distingue o estado dessincronizado 

de outros padrões de sincronização que não o sincronizado. Isto é devido a formulação 

do parâmetro de Kuramoto que foi modelado para um sistema ciclo-limite cuja principal 

forma de sincronização apresentada é a sincronização de fase, definindo graus de 

sincronia semelhantes para o estado de quimera e alguns padrões sincronizados. Deste 

modo, a Figura 6.28 e Figura 6.29 que comparam apenas osciladores de mesma classe 

conseguem fazer uma distinção mais clara que na Figura 6.30, onde todos os osciladores 

do sistema são considerados. A Figura 6.28 mostra uma estrutura similar a apresentada 

considerando o diagrama de padrões e o diagrama energético, diferenciando a região 

assíncrona. O mesmo ocorre para o conjunto dos pêndulos, Figura 6.29, onde uma 

complexa estrutura aparece fora da região assíncrona a qual mostra a estrutura entre o 

comportamento sincronizado e sincronizado em oposição de fase. A Figura 6.30 têm uma 

estrutura similar onde é possível identificar a estrutura entre os comportamentos exibida 

na Figura 6.29. Porém, mesmo que os osciladores estejam sincronizados, pela 

metodologia do parâmetro de ordem o valor obtido não é um, porque estes não apresentam 

a mesma órbita. Não sendo possível distinguir através do parâmetro de ordem um tipo de 

comportamento de outro. 
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Por estas considerações, deduz-se que o método proposto pelo fluxo de energia é 

capaz de capturar na essência o que distingue um comportamento sincronizado de um 

dessincronizado e do estado de quimera. Sendo assim, passível de uso como ferramenta 

de identificação e distinção entre o comportamento sincronizado e o não sincronizado. E 

pela sua própria formulação traz uma hipótese para a formação do estado de quimera. 
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7 ROBUSTEZ DOS PADRÕES DINÂMICOS 

 

Neste capítulo é avaliado a robustez do sistema sob algumas abordagens. 

Primeiramente se adiciona um termo aleatório ao forçamento para definir como os 

padrões de comportamento do sistema reagem. Em seguida é repetida esta abordagem 

com os elementos dissipadores do sistema. Finalmente, é analisado como os padrões de 

comportamento respondem a uma desestabilização em um dado instante de tempo do 

regime permanente. 

 

7.1 ROBUSTEZ EM RELAÇÃO AO FORÇAMENTO 

 

De modo a entender a robustez a aleatoriedade no forçamento, foi considerado 

três aproximações: a frequência de excitação com uma distribuição normal, Ω̃; a 

amplitude de excitação com uma distribuição normal, 𝑢̃; e por fim um ruído adicionado 

à excitação harmônica, 𝑟̃. 

 

7.1.1 FREQUÊNCIA DE EXCITAÇÃO COM DISTRIBUIÇÃO NORMAL 

 

De forma a mensurar a influência da aleatoriedade sobre o comportamento 

coletivo do sistema, considera-se que a excitação de base que atua sobre o sistema, 𝑢𝑏 =

𝑢 𝑠𝑖𝑛 (Ω̃(Ω̅, 𝜎, 𝑡)𝑡), onde a frequência com uma distribuição normal é definida por Ω̃ =

Ω̃(Ω̅, 𝜎, 𝑡) para cada instante de tempo. A Figura 7.1 foi obtida pela soma da energia 

potencial do conjunto dos carros, a qual é a soma dos denominadores da equação (6-1). 

Então, esta construção resulta no montante de energia que o sistema recebe da excitação 

de base. Devido ao aumento do desvio padrão do sistema, a energia próxima ao pico de 

ressonância é reduzida. Isto é consequência de uma larga banda de frequências na 

excitação. Desta forma, quanto maior o desvio padrão, menor é a energia concentrada na 

frequência de ressonância e consequentemente menor o pico, Figura 7.1.   
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Figura 7.1. Nível de energia recebida pelo sistema para diferentes desvios padrão pela 

frequência de excitação. 

 

A Figura 7.2, Figura 7.3, Figura 7.4 e Figura 7.5 mostram o diagrama de padrões 

para o sistema considerando a influência do termo aleatório na frequência de excitação. 

A Figura 7.2 é a resposta do sistema sem este efeito aleatório, o mesmo resultado 

apresentado na Figura 6.5. Nesta figura é mostrada uma alternância entre os 

comportamentos sincronizados e sincronizado em oposição de fase e a banda assíncrona 

em torno de 10 rad/s (CARVALHO; SAVI, 2020), devido a presença do comportamento 

de quimera e dessincronizado nesta região. No entanto, comprando a Figura 7.3 à Figura 

7.2 se observa uma redução da área da região assíncrona pela presença de um desvio 

padrão de 𝜎 = 0,02, enquanto a bacia entre os estados sincronizado e sincronizado em 

oposição de fase permanece a mesma. Aumentando o desvio padrão para σ = 0,03, 

Figura 7.4, há uma redução ainda maior da banda assíncrona e com σ = 0,1, Figura 7.5, 

não há mais a presença destes comportamentos assíncronos. Isto ocorre pela razão 

apresentada na Figura 7.1, a aleatoriedade distribui a energia em uma banda que é 

proporcional ao desvio padrão. Assim, o aumento do desvio padrão reduz a energia 

fornecida ao sistema de modo que não há energia suficiente para estimular os 

comportamentos de quebra de simetria, isto é, não se forma o comportamento de quimera 

e dessincronizado. 
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Figura 7.2. Diagrama de padrões considerando a influência do termo aleatório na 

frequência de excitação com 𝜎 = 0. 

 

 
Figura 7.3. Diagrama de padrões considerando a influência do termo aleatório na 

frequência de excitação com 𝜎 = 0,02. 
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Figura 7.4. Diagrama de padrões considerando a influência do termo aleatório na 

frequência de excitação com 𝜎 = 0,03. 

 

 
Figura 7.5. Diagrama de padrões considerando a influência do termo aleatório na 

frequência de excitação com 𝜎 = 0,1. 

 

Analisando os resultados anteriores pelo ponto de vista da energia, definido na 

equação (6-1), se obtém as repostas apresentadas na Figura 7.6, Figura 7.7, Figura 7.8 e 

Figura 7.9. Sem o termo aleatório, Figura 7.6, o diagrama de energia mostra um alto nível 

do fluxo de energia para a região assíncrona e um baixo para os estados sincronizados  

(CARVALHO; SAVI, 2020). O aumento do desvio padrão reduz a área da região 

assíncrona, Figura 7.2 à Figura 7.5, e consequentemente a energia deste domínio 
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apresenta a mesma correlação, isto é, reduzindo a energia até que a resposta de alta 

energia desapareça, Figura 7.7, Figura 7.8 e Figura 7.9. Durante este processo a diferença 

de energia entre o comportamento sincronizado e sincronizado em oposição de fase torna-

se distinguível no segundo plano devido a pequena diferença de energia destes dois 

comportamentos. É notável que a área em torne de 30 para 40 rad/s têm um nível de 

energia maior e este nível reduz com o aumento do desvio padrão. Isto é consequência do 

ganho de energia que aparece neste intervalo na Figura 7.1, o qual é a soma do 

denominador da equação (6-1). Então, com o aumento deste denominador o resultado do 

fluxo de energia apresenta uma razão inferior quando comparado ao caso sem 

aleatoriedade, Figura 7.7. 

 

 

 
Figura 7.6.  Fluxo de energia em escala logarítmica considerando a influência do termo 

aleatório na frequência de excitação para 𝜎 = 0. 
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Figura 7.7. Fluxo de energia em escala logarítmica considerando a influência do termo 

aleatório na frequência de excitação para 𝜎 = 0,02. 

 

 
Figura 7.8. Fluxo de energia em escala logarítmica considerando a influência do termo 

aleatório na frequência de excitação para 𝜎 = 0,03. 
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Figura 7.9. Fluxo de energia em escala logarítmica considerando a influência do termo 

aleatório na frequência de excitação para 𝜎 = 0,1. 

 

7.1.2 AMPLITUDE DE EXCITAÇÃO COM DISTRIBUIÇÃO NORMAL 

 

A influência da aleatoriedade sobre os padrões do sistema foi considerada por uma 

excitação de base da forma 𝑢𝑏 = 𝑢̃(𝑢̅, 𝜎, 𝑡)𝑠𝑖𝑛 (Ω𝑡), onde 𝑢̃ = 𝑢̃(𝑢̅, 𝜎, 𝑡) é a amplitude 

de excitação com uma distribuição normal para cada instante de tempo. Desta forma, 

seguindo o mesmo processo descrito na Figura 7.1, no entanto aplicando o termo aleatório 

na amplitude de excitação ao invés da frequência. O resultado é apresentado na Figura 

7.10, onde a influência oposta é observada, com o aumento do total de energia do sistema 

com o desvio padrão. A adição do termo aleatório da amplitude de excitação é equivalente 

à acrescentar mais excitação ao sistema, como mostrado na Figura 7.10. 
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Figura 7.10. Nível de energia recebido pelo sistema para diferentes desvios padrão na 

amplitude de excitação. 

 

A aleatoriedade sobre a amplitude é apresentada nas Figura 7.11 à Figura 7.14, 

onde pode-se observar a gradual difusão da bacia entre os comportamentos sincronizados 

e sincronizados em oposição de fase. Esta difusão aumenta com a desvio padrão, Figura 

7.12, Figura 7.13 e Figura 7.14, homogeneizando a bacia fractal entre sincronizado e 

sincronizado em oposição de fase. E simultaneamente há um aumento das áreas de 

comportamento assíncrono. 

Os diagramas de energia foram obtidos, Figura 7.15, Figura 7.16, Figura 7.17 e 

Figura 7.18, para analisar o efeito da amplitude de excitação. Há uma diferença no fluxo 

de energia da Figura 7.15 até a Figura 7.18, onde é observado uma redução da energia de 

fundo para valores superiores à 30 rad/s da frequência de excitação. Esta é consequência 

de um nível alto de energia para o intervalo como mostrado na curva de energia da Figura 

7.10, o qual considerando a equação (6-1) é dada pela soma dos denominadores. Assim, 

o alto nível de energia nesta área torna a transição mais suave e consequentemente a 

difusão entre o comportamento sincronizado e sincronizado em oposição de fase mais 

claro quando comparado com os diagramas de energia da aleatoriedade na frequência. E 

também a separação entre os comportamentos síncronos e assíncronos ficam mais 

evidentes.  
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Figura 7.11. Diagrama de padrões considerando a influência do termo aleatório na 

amplitude de excitação para 𝜎 = 0. 

 

 
Figura 7.12. Diagrama de padrões considerando a influência do termo aleatório na 

amplitude de excitação para 𝜎 = 0,1. 
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Figura 7.13. Diagrama de padrões considerando a influência do termo aleatório na 

amplitude de excitação para 𝜎 = 1. 

 

 
Figura 7.14. Diagrama de padrões considerando a influência do termo aleatório na 

amplitude de excitação para 𝜎 = 2. 
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Figura 7.15. Fluxo de energia em escala logarítmica considerando a influência do termo 

aleatório na amplitude de excitação para 𝜎 = 0. 

 

 
Figura 7.16. Fluxo de energia em escala logarítmica considerando a influência do termo 

aleatório na amplitude de excitação para 𝜎 = 0,1. 
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Figura 7.17. Fluxo de energia em escala logarítmica considerando a influência do termo 

aleatório na amplitude de excitação para 𝜎 = 1. 

 

 
Figura 7.18. Fluxo de energia em escala logarítmica considerando a influência do termo 

aleatório na amplitude de excitação para 𝜎 = 2. 

 

7.1.3 RUÍDO ADICIONADO À EXCITAÇÃO HARMÔNICA 

 

Considerando a influência do ruído sobre os padrões do sistema foi adotado uma 

excitação de base na forma 𝑢𝑏 = 𝑢 𝑠𝑖𝑛 (Ω𝑡) + 𝑟̃(0, 𝜎, 𝑡), onde 𝑟̃ é o ruído que depende 

da distribuição normal e é alterado a cada instante de tempo. Analisando a resposta do 

sistema pela adição do ruído à excitação harmônica, os resultados são similares quando 
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comparados ao caso da amplitude com uma distribuição normal. No entanto, com uma 

escala menor, visto que a distribuição é adicionada ao termo harmônico e não diretamente 

na amplitude. Neste caso, as frequências maiores que 30 rad/s apresentam um nível de 

energia que aumenta proporcionalmente ao desvio padrão, Figura 7.19. Porém, no pico 

de ressonância a diferença não é significativa, pois o montante de energia acumulado na 

ressonância é menor quando proporcionado pela adição do ruído. 

 

 
Figura 7.19. Nível de energia recebida pelo sistema em diferentes intensidades de ruído. 

 

Nas Figura 7.20, Figura 7.21, Figura 7.22 e Figura 7.23 o diagrama de padrões 

mostra uma transição do caso sem ruído para o caso com desvio padrão de três. Como 

descrito para a Figura 7.19, próximo a ressonância a influência do ruído é insignificante, 

o que é expresso pela região assíncrona na qual nenhuma diferença aparece de um caso 

para outro. No entanto, a estrutura entre o comportamento sincronizado e sincronizado 

em oposição de fase sofre uma lenta degradação com o aumento do desvio padrão. Similar 

com o caso no qual a aleatoriedade é inclusa a amplitude de excitação. Apesar da 

construção ser distinta os resultados da Figura 7.12 são muito parecidos aos da Figura 

7.22. 

Além disso, observando a Figura 7.20 e Figura 7.21 não há mudanças além de uns 

poucos pontos de comportamento de frequência fechada. Porém, quando se compara estes 

dois resultados pelo diagrama de energia a distinção destes é evidente. Na Figura 7.25 é 

mostrado a estrutura entre o comportamento sincronizado e sincronizado em oposição de 

fase, enquanto na Figura 7.24 este não é aparente. Essa distinção é devido a maior razão 

de energia para valores superiores à 30 rad/s, Figura 7.19, o que torna a visualização mais 
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fácil para um maior ruído. Além desta característica, observando a transição das Figura 

7.24, Figura 7.25, Figura 7.26 e Figura 7.27 outro aspecto notável é a degradação da 

estrutura fractal dos comportamentos síncronos. 

 

 
Figura 7.20. Diagrama de padrões considerando a influência do ruído para 𝜎 = 0. 

 

 
Figura 7.21. Diagrama de padrões considerando a influência do ruído para 𝜎 = 0,01. 
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Figura 7.22. Diagrama de padrões considerando a influência do ruído para 𝜎 = 1. 

 

 
Figura 7.23. Diagrama de padrões considerando a influência do ruído para 𝜎 = 3. 
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Figura 7.24. Fluxo de energia em escala logarítmica considerando a influência do termo 

aleatório com ruído para 𝜎 = 0. 

 

 
Figura 7.25. Fluxo de energia em escala logarítmica considerando a influência do termo 

aleatório com ruído para 𝜎 = 0,01. 
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Figura 7.26. Fluxo de energia em escala logarítmica considerando a influência do termo 

aleatório com ruído para σ = 2. 

 

 
Figura 7.27. Fluxo de energia em escala logarítmica considerando a influência do termo 

aleatório com ruído para 𝜎 = 3. 
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7.2 ROBUSTEZ DOS PADRÕES DINÂMICOS EM RELAÇÃO AO 

AMORTECIMENTO 

 

A influência da dissipação sobre a robustez é agora avaliada na formação dos 

padrões considerando um parâmetro de dissipação aleatório. Esta análise fornece uma 

compreensão sobre a robustez dos fenômenos de sincronização. Adota-se que 𝑢 =  0,2 m 

e dissipação aleatória conectando os carros, considerando uma distribuição normal em 

torno do amortecimento médio 𝐶̃1,2,3,5,7,9  =  𝐶̃1,2,3,5,7,9(𝐶1̅,2,3,5,7,9, 𝜎, 𝑡), onde o valor 

médio nominal é 𝐶1̅,2,3,5,7,9 =  0,56 N. s/m e o valor 𝐶̃1,2,3,5,7,9 é alterado a cada instante 

de tempo. Os valores aleatórios são considerados sempre positivos e, portanto, todos os 

valores negativos aleatoriamente gerados são igualados à zero. As Figura 7.28, Figura 

7.29 e Figura 7.30 apresentam os diagramas de padrão para diferentes desvios-padrão. A 

Figura 7.28 mostra uma situação sem efeitos aleatórios, 𝜎 =  0. A Figura 7.29 considera 

𝜎 =  0,1 que causa a supressão do comportamento de oposição de fase e a região 

assíncrona aumenta a largura de banda próxima à rigidez de 20 N/m. As mesmas 

características são observadas considerando 𝜎 = 1, Figura 7.30. Deve-se ressaltar que o 

aumento da aleatoriedade acarreta a supressão do comportamento de oposição de fase e a 

redução da proporção de comportamento dessincronizado dentro da região assíncrona. 

Sendo estas características atribuídas a mudança do amortecimento ao longo do tempo. 

Desta forma, a fim de se ter uma melhor compreensão da influência da dissipação, 

os casos limites da variação aleatória são analisados a seguir de 𝐶 = 0 a 𝐶 = 4,48 N. s/m. 

Considere como referência o gráfico apresentado na Figura 7.34, isto é, que possui o 

mesmo amortecimento dos resultados das seções anteriores. 
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Figura 7.28. Diagramas de padrão para amplitude de excitação de 𝑢 = 0,2 𝑚 e 

dissipação de 𝐶̃1,2,3,5,7,9  =  𝐶̃1,2,3,5,7,9 (𝐶1̅,2,3,5,7,9, 𝜎, 𝑡) com 𝐶1̅,2,3,5,7,9 =  0,56 N. s/m e 

𝜎 =  0. 

 

 
Figura 7.29. Diagramas de padrão para amplitude de excitação de 𝑢 = 0,2 𝑚 e 

dissipação de 𝐶̃1,2,3,5,7,9  =  𝐶̃1,2,3,5,7,9(𝐶1̅,2,3,5,7,9, 𝜎, 𝑡) com 𝐶1̅,2,3,5,7,9 =  0,56 N. s/m e  

𝜎 =  0,1. 
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Figura 7.30. Diagramas de padrão para amplitude de excitação de 𝑢 =  0,2 m e 

dissipação de 𝐶̃1,2,3,5,7,9  =  𝐶̃1,2,3,5,7,9(𝐶1̅,2,3,5,7,9, 𝜎, 𝑡) com 𝐶1̅,2,3,5,7,9  =  0,56 N. s/m e  

𝜎 =  1. 

 

Na Figura 7.31 se observa a resposta do sistema sem amortecimento nos 

elementos de ligação dos carros. Em relação ao caso de referência, Figura 7.33, sem 

amortecimento há uma difusão entre os comportamentos sincronizado e sincronizado em 

oposição de fase. E também a banda assíncrona é mais espessa para Figura 7.31 com a 

presença da segunda banda em torno de 3 rad/s e outras bandas assíncronas secundárias 

para frequências superiores, as quais não são evidentes no caso de referência, Figura 7.34. 

Agora avaliando a Figura 7.32 com 0,28 N.s/m de amortecimento, o padrão entre 

os comportamentos sincronizados e sincronizados em oposição de fase é mais complexo 

que a referência, além do comportamento dessincronizado apresentar uma área maior 

dentro da região assíncrona. Desta forma, analisando pela perspectiva da energia quanto 

maior o amortecimento maior a dissipação de energia e menor a região de comportamento 

assíncrono. 
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Figura 7.31. Diagrama de padrões para os pêndulos para o amortecimento de 𝐶1 = 𝐶2 =

𝐶3 = 𝐶5 = 𝐶7 = 𝐶9 = 0 N.s/m e amplitude de excitação de 𝑢 = 0,2 m. 

 

 

 
Figura 7.32. Diagrama de padrões para os pêndulos para o amortecimento de 𝐶1 = 𝐶2 =

𝐶3 = 𝐶5 = 𝐶7 = 𝐶9 =0,28 N.s/m e amplitude de excitação de 𝑢 = 0,2 m. 
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Figura 7.33. Diagrama de padrões para os pêndulos para o amortecimento de 𝐶1 = 𝐶2 =

𝐶3 = 𝐶5 = 𝐶7 = 𝐶9 =0,56 N.s/m e amplitude de excitação de 𝑢 = 0,2 m. 

 

 
Figura 7.34. Diagrama de padrões para os pêndulos para o amortecimento de 𝐶1 = 𝐶2 =

𝐶3 = 𝐶5 = 𝐶7 = 𝐶9 = 1,68 N.s/m e amplitude de excitação de u = 0,2 m. 
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Figura 7.35. Diagrama de padrões para os pêndulos para o amortecimento de 𝐶1 = 𝐶2 =

𝐶3 = 𝐶5 = 𝐶7 = 𝐶9 = 4,48 N.s/m e amplitude de excitação de u = 0,2 m. 

 

A transição entre os comportamentos sincronizado e sincronizado em oposição de 

fase desaparecem com o aumento do amortecimento para três vezes o valor do 

amortecimento de referência, Figura 7.34 em relação à Figura 7.33. Nesta parte do 

domínio o comportamento sincronizado é apresentado sozinho. Uma possibilidade é 

devido a maior dissipação de energia o nível de energia no sistema diminui, aumentando 

a propensão ao comportamento sincronizado. Pois o comportamento de oposição de fase 

é menos sincronizado que o movimento idêntico dos osciladores. 

Concomitantemente, na Figura 7.34 há menor presença do comportamento 

dessincronizado na principal banda de comportamento assíncrono. Assim como o 

desaparecimento da segunda banda síncrona em torno de 3 rad/s. Seguindo a análise para 

o caso em que o amortecimento é oito vezes o valor do caso de referência, Figura 7.35, 

observa-se um domínio muito diferente do anterior, mantendo-se apenas o domínio do 

comportamento sincronizado. Porém, com a principal banda assíncrona em torno de 20 

rad/s ao invés de 10 rad/s e mais estreita que a anterior, além de uma presença mais 

dominante do comportamento dessincronizado dentro da mesma. Uma das hipóteses para 

esta mudança é o fato de que para o sistema linearizado, o amortecimento neste caso é 

classificado como superamortecido enquanto os anteriores são subamortecidos. 

Diante destes indícios da relação do domínio dos parâmetros com o 

amortecimento indica uma dependência da energia no sistema, assim efetuou-se a análise 
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do fluxo de energia do sistema conforme a equação (6-1), pela perspectiva dos carros. 

Observando as Figura 7.36, Figura 7.37, Figura 7.38, Figura 7.39 e Figura 7.40 a 

separação entre os comportamentos da banda assíncrona dos comportamentos síncronos 

é verificada. No entanto, a energia de fundo destas figuras também se altera com o 

aumento do amortecimento. Isto é, quanto maior o amortecimento, mais baixo é o fluxo 

de energia disponível nos comportamentos sincronizados. Esta característica deve estar 

relacionada ao desaparecimento do comportamento sincronizado em oposição da fase 

para C = 1,68 N.s/m, porém a banda assíncrona permanece no mesmo patamar de energia, 

destacando a mesma nas Figura 7.39 e Figura 7.40. 

 

 

 
Figura 7.36. Fluxo de energia no sistema em escala logarítmica na abordagem dos 

carros para o amortecimento de C1 = C2 = C3 = C5 = C7 = C9 = 0 N.s/m  e amplitude 

de excitação de u = 0,2 m. 
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Figura 7.37. Fluxo de energia no sistema em escala logarítmica na abordagem dos 

carros para o amortecimento de 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶3 = 𝐶5 = 𝐶7 = 𝐶9 = 0,28 N.s/m e 

amplitude de excitação de u = 0,2 m. 

 

 

 
Figura 7.38. Fluxo de energia no sistema em escala logarítmica na abordagem dos 

carros para o amortecimento de 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶3 = 𝐶5 = 𝐶7 = 𝐶9 = 0,56 N.s/m e 

amplitude de excitação de u = 0,2 m. 
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Figura 7.39. Fluxo de energia no sistema em escala logarítmica na abordagem dos 

carros para o amortecimento de 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶3 = 𝐶5 = 𝐶7 = 𝐶9 = 1,68 N.s/m e 

amplitude de excitação de u = 0,2 m. 

 

 

 
Figura 7.40. Fluxo de energia no sistema em escala logarítmica na abordagem dos 

carros para o amortecimento de 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶3 = 𝐶5 = 𝐶7 = 𝐶9 = 4,48 N.s/m e 

amplitude de excitação de u = 0,2 m. 
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7.3 CONDIÇÕES INICIAIS ALEATÓRIAS E DESESTABILIZAÇÃO 

 

Para investigar a robustez da resposta do sistema em relação às condições iniciais, 

condições iniciais aleatórias são analisadas. As Figura 7.41, Figura 7.42 e Figura 7.43 

mostram o classificação de padrões para diferentes níveis de aleatoriedade, começando 

com uma resposta determinística, Figura 7.41 sem aleatoriedade e com diferentes valores 

de desvio padrão, Figura 7.42 e Figura 7.43. Os resultados mostram uma clara erosão dos 

padrões, gerando um diagrama classificação de padrões com uma estrutura semelhante a 

um fractal. Isso significa que os comportamentos síncronos e assíncronos são misturados 

de forma imprevisível, produzindo respostas com alta sensibilidade às condições iniciais. 

Os parâmetros utilizados foram Ω = 7,7 rad/s, u = 0,2 m e 𝑘1,2,3 = 10,8 rad/s. 

 

 
Figura 7.41. Diagrama de padrões considerando condições iniciais aleatórias para 𝜎 =

0. 
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Figura 7.42. Diagrama de padrões considerando condições iniciais aleatórias para σ =

0,01. 

 

 
Figura 7.43. Diagrama de padrões considerando condições iniciais aleatórias para 𝜎 =

0,1. 

 

Esses resultados mostram que diferentes condições iniciais podem alterar a órbita 

e o padrão de comportamento. Outra abordagem que avalia como o sistema responde à 

perturbação no regime permanente é promovida considerando uma alteração de 

deslocamento e velocidade no primeiro carro em um determinado instante de tempo. A 
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ideia é observar se o sistema muda o comportamento coletivo devido a essa 

desestabilização e o nível de perturbação. Destacando que a condição inicial de 

deslocamento para o primeiro carro é 𝑥1 (0)  =  1 m para a Figura 7.44 e Figura 7.46, e 

a amplitude da resposta é de 0,18 e 0,025 m respectivamente. Então, uma desestabilização 

de cinco vezes a amplitude, conforme aplicada nessas figuras, resulta em um 

deslocamento em torno do tamanho da condição inicial (𝑥 =  1 𝑚). 

A Figura 7.44 mostra a resposta do sistema para 𝑢 =  0,1 m, 𝛺 = 9,5 rad/s, 

𝑘1,2,3  =  18 N/m e condição inicial de deslocamento 𝑥1 (0) =  1 m do primeiro carro e 

nula para os demais osciladores, apresentando um estado quimera. Uma desestabilização 

é imposta ao sistema em cinco vezes o deslocamento e a velocidade no instante de tempo 

530 segundos. Observe que após cerca de vinte segundos, o sistema recupera o padrão 

quimera. 

 

 
Figura 7.44. Resposta do sistema no estado quimera com uma desestabilização de cinco 

vezes as variáveis de estado para 530 segundos com sistema recuperando o estado de 

quimera. 

 

A Figura 7.45 mostra a resposta com 𝑢 =  1 m, 𝛺 =  10 rad/s, 𝑘1,2,3  =

 19 N/m e condições iniciais nulas, onde o sistema está em estado sincronizado. A 

desestabilização promovida pela adição de dez por cento do deslocamento e velocidade 

no instante de tempo de 500 segundos. Observe que a diferença entre os osciladores 

diverge e em 530 segundos eles estão no estado dessincronizado. 
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Figura 7.45. Resposta do sistema em comportamento sincronizado com uma 

desestabilização de dez porcento do valor das variáveis de estado para 560 segundos. 

No entanto o sistema muda seu comportamento para o estado dessincronizado. 

 
Uma situação em que ocorreu uma resposta sincronizada em fase é com 𝑢 =

 0,2 m, 𝛺 =  5,7 rad/s, 𝑘1,2,3  =  12,2 N/m e condição inicial de deslocamento 

𝑥1 (0) =  1 m do primeiro carro e nulo para os outros osciladores (Figura 7.46). Uma 

desestabilização é aplicada considerando cinco vezes o deslocamento e a velocidade no 

instante de tempo 882 segundos. Observe que por volta dos 910 segundos os osciladores 

estão sincronizados na mesma órbita. 

 

 
Figura 7.46. Resposta do sistema em comportamento sincronizado com uma 

desestabilização de cinco vezes as variáveis de estado para 882 segundos com o sistema 

retornando ao comportamento sincronizado. 

 

Exceto pelo comportamento caótico sincronizado, Figura 7.45, os demais 

comportamentos coletivos apresentaram uma resposta estável, o que significa que a 

desestabilização não altera o padrão dinâmico. Para o comportamento caótico 

sincronizado, pequenas perturbações alteraram a resposta do sistema. 
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8 ROBUSTEZ DO ESTADO DE QUIMERA COM RELAÇÃO À ASSIMETRIA 

 

Após a análise dos efeitos aleatórios na dinâmica do sistema, a assimetria do sistema 

é considerada para situações onde os valores dos parâmetros variam definindo um sistema 

assimétrico. A ideia é avaliar a influência de alguma mudança de parâmetro próximo à 

configuração simétrica, devido ao critério de simetria para a classificação do estado de 

quimera. 

Em outras palavras, é construído um diagrama de perturbação analisando o padrão 

das respostas nas proximidades do espaço de parâmetros simétrico. Portanto, o ponto 

central do diagrama representa a condição de simetria e o aumento da assimetria é 

representado pela distância do ponto simétrico central. A análise verifica as perturbações 

de simetria para os carros e para o pêndulo usando um diagrama para cada um. Considere 

uma situação de sincronização em fase sob condição simétrica: 𝑢 =  0,2 m, 𝑘3  =

 12,2 N/m, 𝛺 =  5,7 rad/s, 𝑘1 e 𝑘2 são definidos para cada ponto da Figura 8.1. Esta 

figura mostra o diagrama de perturbação relacionado a 𝑘1 − 𝑘2 para carros e pêndulos, 

avaliando esta robustez à assimetria. Note que a condição simétrica, representada pelo 

ponto central, está relacionada à cor cinza que ocupa uma vizinhança que define a 

robustez onde o sistema ainda apresenta o mesmo padrão dinâmico. É possível quantificar 

o tamanho dessa região que está em torno de 0,01 N/m (ou um parâmetro de perturbação 

de 0,8%) para o pêndulo (gráfico esquerdo) e cerca de dez vezes maior para os carros 

(gráfico direito). A quebra de simetria do pêndulo é muito mais dramática, dando espaço 

para o estado quimera (vermelho) e respostas dessincronizadas (amarelo). Por outro lado, 

os carros apresentam uma pequena região de resposta de frequência fechada. 
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Figura 8.1. Diagrama de perturbação assimétrica para 𝑘1 − 𝑘2 de um comportamento 

sincronizado. À esquerda é apresenta as respostas dos pêndulos, enquanto à direita a 

resposta dos carros e a cruz destaca o ponto simétrico. 

 

Considerando esta análise para a simetria no estado de quimera onde 𝑢 =  0,1 m, 

𝛺 =  9,5 rad/s, 𝑘3  =  18 N/m, condições iniciais de deslocamento de um para o 

primeiro e terceiro carros, 𝑥1 (0) = 𝑥3 (0 ) = 1 m e os valores 𝑘1 e 𝑘2 são definidos na 

Figura 8.2. Esta figura mostra o diagrama de perturbação relacionado a 𝑘1 − 𝑘2, com a 

condição simétrica em um estado de quimera (vermelho). Mais uma vez, as respostas dos 

carros são muito mais robustas do que dos pêndulos. Mas este resultado tem uma 

propriedade interessante com uma característica mais robusta em relação ao eixo 𝑘1 

horizontal do que ao eixo 𝑘2 vertical, que é perceptível pela região vermelha. Fora da 

região robusta, o diagrama mostra uma deterioração com uma estrutura tipo fractal onde 

o estado de quimera se torna dessincronizado. 
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Figura 8.2. Diagrama de perturbação assimétrica para 𝑘1 − 𝑘2 de um comportamento de 

quimera. À esquerda é apresenta as respostas dos pêndulos, enquanto à direita a resposta 

dos carros e a cruz destaca o ponto simétrico. 

 

A Figura 8.3 mostra o padrão de perturbação relacionado aos parâmetros 𝑘7 − 𝑘9 

considerando desvios de 0,1% do valor simétrico. Sob esta condição, o sistema apresenta 

uma clara deterioração do caso simétrico apresentando uma estrutura tipo fractal 

associada ao estado quimera e a resposta dessincronizada. Destacando uma tendência na 

horizontal, eixo 𝑘7, na disposição das camadas dos comportamentos. 

 

 
Figura 8.3. Diagrama de perturbação assimétrica para 𝑘7 − 𝑘9 de um comportamento de 

quimera. À esquerda é apresenta as respostas dos pêndulos, enquanto à direita a resposta 

dos carros e a cruz destaca o ponto simétrico. 

 

A Figura 8.4 mostra os diagramas de perturbação relacionados aos parâmetros 

𝑙2 − 𝑙3. Sob esta condição, é novamente perceptível um padrão deteriorado tipo fractal, 
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mas com uma tendência diagonal. O mesmo tipo de padrão é observado na Figura 8.5 que 

está relacionado a 𝑀2 − 𝑀3 e na Figura 8.6 que está associada a 𝑚2 − 𝑚3. A Figura 8.7 

também mostra a mesma tendência para o diagrama de perturbação relacionado a 𝐶1 −

𝐶2. 

 

 
Figura 8.4. Diagrama de perturbação assimétrica para 𝑙2 − 𝑙3 de um comportamento de 

quimera. À esquerda é apresenta as respostas dos pêndulos, enquanto à direita a resposta 

dos carros e a cruz destaca o ponto simétrico. 

 

 
Figura 8.5. Diagrama de perturbação assimétrica para 𝑀2 − 𝑀3 de um comportamento 

de quimera. À esquerda é apresenta as respostas dos pêndulos, enquanto à direita a 

resposta dos carros e a cruz destaca o ponto simétrico. 

 



136 
 

 
Figura 8.6. Diagrama de perturbação assimétrica para 𝑚2 − 𝑚3 de um comportamento 

de quimera. À esquerda é apresenta as respostas dos pêndulos, enquanto à direita a 

resposta dos carros e a cruz destaca o ponto simétrico. 

 

 

 
Figura 8.7. Diagrama de perturbação assimétrica para 𝐶1 − 𝐶2 de um comportamento de 

quimera. À esquerda é apresenta as respostas dos pêndulos, enquanto à direita a resposta 

dos carros e a cruz destaca o ponto simétrico. 

 

A Figura 8.8 considera a perturbação relacionada ao parâmetro 𝐶7 − 𝐶9. Mais uma 

vez, uma estrutura tipo fractal é observada, mas com um padrão de dobradas. Nessa 

condição, não é possível identificar qualquer tipo de robustez em torno do ponto simétrico 

central. A Figura 8.9 apresenta o diagrama para 𝐶𝜙2 − 𝐶𝜙3 com um padrão semelhante, 

mas com uma simetria diagonal. 
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Figura 8.8. Diagrama de perturbação assimétrica para 𝐶7 − 𝐶9  de um comportamento 

de quimera. À esquerda é apresenta as respostas dos pêndulos, enquanto à direita a 

resposta dos carros e a cruz destaca o ponto simétrico. 

 

 
Figura 8.9. Diagrama de perturbação assimétrica para 𝐶𝜙2 − 𝐶𝜙3 de um comportamento 

de quimera. À esquerda é apresenta as respostas dos pêndulos, enquanto à direita a 

resposta dos carros e a cruz destaca o ponto simétrico. 

 

Deve-se ressaltar que, com exceção dos diagramas 𝑘1 − 𝑘2, os demais apresentam 

um estreito desvio em torno do ponto simétrico, o que indica as dificuldades de obtenção 

do estado quimera devido às incertezas. A análise desenvolvida permite definir um 

domínio assimétrico aceitável onde há o estado de quimera dentro deste desvio da simetria 

do sistema. 
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9 CONCLUSÕES 

 

Este trabalho investiga a sincronização e o estado de quimera em sistemas 

mecânicos. Considera-se um sistema mecânico composto por três populações de 

osciladores tipo carro-pêndulo onde os carros são ligados simetricamente uns aos outros 

e cada um deles ligados a duas plataformas: uma fixa e outra que exerce excitação de 

base. Os resultados possibilitam a compreensão das condições para a existência de 

diferentes padrões de resposta dinâmica incluindo sincronização e o estado de quimera.  

A análise dos efeitos das condições iniciais mostra a possibilidade de que 

situações de maior energia podem estimular a quebra de simetria do sistema e, 

consequentemente, a formação do estado de quimera e do estado dessincronizado. 

Através dos diagramas de bifurcação fica evidente não haver relação de causalidade entre 

as bifurcações e as mudanças de padrão de sincronização. Ao percorrer o diagrama se 

observa que as mudanças de periodicidade não são acompanhadas por alterações nos 

padrões coletivos, evidenciando uma dissociação destas características. 

Uma das contribuições deste trabalho foi a identificação dos padrões dinâmicos 

através da série temporal se mostrou adequada para distinguir e classificar os diferentes 

padrões do sistema. Isso permite construir diagramas de padrão do sistema, capturando 

estruturas tipo bacias de atração e regiões de estados dessincronizados e do estado de 

quimera. Os resultados se mostraram coerentes com a literatura apresentando a mesma 

relação descrita por MARTENS et al. (2013), onde o estado de quimera surge nas 

proximidades da frequência natural de oscilação. 

Outra contribuição advém da comparação dos diagramas de padrões para 

diferentes amplitudes de forçamento propiciou a formulação de uma hipótese para 

explicar o processo de formação do estado de quimera, que consiste em medir a razão 

entre a energia transmitida entre os osciladores em função da recebida pelo forçamento. 

Essa hipótese é uma alternativa a hipótese de MARTENS et al. (2013) que estabelece a 

competição entre o estado sincronizado e sincronizado em oposição de fase. Com isso, 

quando a energia transmitida entre os osciladores supera a recebida, o sistema desenvolve 

um estado dessincronizado ou de quimera devido a uma capacidade intrínseca de 

distribuir a energia recebida. Em situações próximas à frequência natural, onde o sistema 

possui a característica de acumular energia, este limite é ultrapassado e assimetrias 

inseridas através das condições iniciais são amplificadas pelo sistema. Isso implica na 
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formação do estado de quimera e do estado dessincronizado, significando que o aumento 

do fluxo de energia no sistema proporciona os comportamentos de quebra de simetria. 

Com base na análise energética, vê-se que a redução da energia disponível no 

sistema causa a redução dos comportamentos dessincronizados e de quimera. Isso pode 

ser observado através do aumento da dissipação do sistema e medido por meio do fluxo 

de energia. Como conclusão essencial pode-se dizer que os estados sincronizados são 

preponderantes e que a quebra da sincronização necessita de um aumento da quantidade 

de energia fornecida ao sistema. 

Dentre as contribuições deste trabalho as perturbação aleatórias na dissipação 

apresentaram características diferentes em relação ao caso determinístico, estando 

principalmente relacionadas à quantidade de energia no sistema do que ao desvio padrão. 

Portanto, apesar de algumas mudanças que surgem comparando diferentes aleatoriedades, 

é a quantidade de energia que define o tamanho da região assíncrona. Assim, quanto 

maior a dissipação mais robusto o sistema é a quebra de simetria. 

A robustez dos padrões dinâmicos foi analisada considerando diferentes tipos de 

perturbação no sistema. Perturbações aleatórias e determinísticas, nas condições iniciais 

e a assimetria paramétrica foram investigadas. Considerando a robustez na frequência de 

excitação aleatória, a quantidade de energia recebida pelo sistema diminui devido a 

distribuição da energia em uma maior banda de frequências. A região do comportamento 

assíncrono é reduzida devido ao fato de que é necessária mais energia para quebrar a 

simetria, tornando o sistema mais robusto. Com relação à amplitude de excitação 

aleatória, ocorre o comportamento oposto. O sistema recebe mais energia, pois essa 

aleatoriedade é distribuída apenas na amplitude. Portanto, a robustez dos comportamentos 

síncronos é reduzida uma vez que a maior quantidade de energia disponível induz a 

quebra de simetria, expresso por uma banda assíncrona maior. As mesmas conclusões são 

obtidas quando excitações aleatórias são adicionadas a excitação harmônica. 

A desestabilização de órbitas através da inserção de uma energia extra no sistema 

mostra uma resposta robusta para comportamentos sincronizados. A exceção é o caso da 

sincronização de comportamento caótico que não apresenta robustez. Isso é esperado 

tendo em vista que pequenas perturbações acarretam efeitos desproporcionais em regime 

caótico. A análise da desestabilização é coerente com o observado pelas análises de 

aleatoriedade e dissipação. 

A análise da assimetria paramétrica mostra que os comportamentos sincronizados 

são mais robustos do que o estado de quimera, o que é esperado pelas características 
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necessárias para a sua classificação. No entanto, o estado de quimera é robusto o bastante 

para que se observe uma região aceitável de sua existência em torno do ponto de simetria.  

Para a continuação da investigação apresentada, sugere-se os seguintes temas: 

• Construção de um aparato experimental do modelo proposto;  

• Aplicação da abordagem do diagrama de padrões e fluxo de energia em outros 

sistemas dinâmicos, 

• Adaptar a abordagem do fluxo de energia para osciladores autossustentados; 

• Investigar a possibilidade de aumento na quantidade de energia gerada em 

dispositivos de colheita de energia através da sincronização; 

• Investigar a melhoria no desempenho de metamateriais através do uso de padrões 

de comportamento coletivo. 
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