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SINOPSE

0 presente trabalho analisa elementos finitos
tridimensionais. Estao estudados os elementos isoparametri-
cos ZIB-8 e ZIB-20, o elemento tetraedro TET-l, e feito um
programa automatico com o qual se analisou os elementos he-
xaédricos ZIB-8 e duas composigoes de 12 e 2ii tetraedros. A
apresentacao do trabalno esta orientada no sentido da prepa-
ragao de um programa automatico que tentasse resolver estru-
turas tridimensionais de porte médio de maneira satisfatér;
a. A programacac do elemento ZIB-20, hexaedro de 8 nds nos
vértices e 12 no meio dos lados, apesar de iniciada foi in-
terrompida devido ao fato de se dispor de um computador de
memdria insuficiente, de ser dificil a entrada de dados ou
uma geracao automatica, e aumentar demasiadamente o tempo de

computagao.



ABSTRACT

The present work being analyzed are finite
three-dimensional elements. The elements studied are the
hexshedron isoparametric zIB-8 and ZIB-20, the tetrahe—-
dron TET-4, and there is formed an automatic program whe
re the element ZIB-8 and two compositions of 12 and 24
tetrahedron, are analyzed. The presentation of the work
id orientated for preparation of a automatic program to
have the ability to resolve three-dimensional structures
of middle vmrovortions in a satisfactory manner, The pro-
gramming of the element ZIB-20, hexahedron of 3 points
in vertexs and 12 points in the middle of the sides, was
interrupted in the beginning because of the fact that
the memory of the computer was insufficient, making it
difficult for the input of data or the automatic genera-

tion, and increased greatly the time of computation.
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CAPITULO I

INTRODUCZAXO

O objetivo essencial deste trabalho é a progra
meg¢ao em computador do método dos elementos finitos gplicado
a problemas tridimensionais. A busca de elementos finitos tri
dimensionais se faz necesééria quando se tem problemas que
nac possam ser discretizados e resolvidos como problemas bidi
mensionais. Ha certos tipos de problemas, como os de pontes,
barragens em que somente uma analise tridimemsional consegui
ria uma determinag8o mais real do estado de tensdes desperta
do na estrutura. _

Como parte deste trabalho foi feito um estudo
comparativo dos elementos tetraédricos, hexaéddricos e isopara
métricos, a fim de se tomar um elemento bésico para apresenta
¢cao de um programa gutomatico e em certos aspectos otimizado.

A escolha dos elementos estudados se deve a wm
trabalho de Chough e a sugestoes apresentadas pelo Prof. Lobo
Carneirc e Prof. Venancio Filho.

0 primeiro elemento estudade foi o TET4 com 4
pontos nodais, com 3 deslocamentos por nd. Este elemento se
encontra formulado no livro de Przemienieckiz, Tesolvido para
meios isdtropos. Uma composicéo de 12 tetraedros gera um hexa
edro de 9 pontos nodais, sendo 8 externos e um interno. O nd
interno é retirado na matriz de rigidez por condensacio, for

mando um hexaedro de 8 nds. Os resultados obtidos para os des



locamentos mostrarem ja que este elemento nao apresenta bons
resultados, e nao guarda uma simetria estrutural, isto é: os
tetraedros agrupados internamente nao se distribuem de manei
ra simétrica, acarretando com isto valores diferentes para ds
locamenitos em pontos simétricos da estrutura carregada gime
tricamente, como € o exemplo de uma pec¢a engastada com carga
exial. Este fato serviu de base para o teste de um outroc ele
mento, um hexaedro de 24 tetraedros, tomando-se a média de
duas composicoes de 12 tetraedros. Este hexaedro apresentoume
lhores resultados sumentando, entretanto, o tempo de computa
¢ao na formagao da matriz de rigidez do elemento.

0 prof. Oliveira Pedro em seu trabalho apresen

tado nas Jornadas Luso-brasileiras3

mosirou hexaedros testa
dos compostos por 5 e 6 tetraedros, chegando a conclusg@o de
que em ambos os casos (de 5 e 6 tetraedros) a composicao mé
dia formecia melhores resultados que uma composic¢ao tomada se
paradamente.

0 segundo elemento estudado foi o ZIB-8, hexae-
dro isoparaméitrico de 8 pontos nodsis e 3 deslocementos  por
né, com func@o de interpolagdo linear(iagrai@e). Este elemen
to pade ser comparade com o0 hexaedro anterior em igualdade de
condigoes (mesma quantidade de nds e deslocamentos por nd). O
ZIB-8 apresentou resultados melhores que o hexaedro composto
de tetraedros, comprovando uma conclus8o ja exposta no mesmo
trabalho de Chough: "The principal conclusion of the study is
that the diretly formed general hexaedra are superior to the

tetraedra" e finalmente "In terms of performance, the isopara



metric elements are demonstrated to be distinetly superior to
any tetraedron assemblages”.

Foi desenvolvido e estudado também o elemento
ZIB-20, com 20 pontos nodais sendo 8 nos vértices do hexaedro
e 12 nos meios de cada lado. Este elemento spresenta também 3
graus de liberdade por nd, e uma funcio de interpolacaéo do 29
grau encontrada por inspeccao. Este elemento ndo foi testado
devido a difieculdades de memdria interna do computador, apre
sentando largura de bande exagerada, e sem possibilidade de
aplicacao pratica com computador pequenc e medio. Este elemen
to deve apresentar bons resultados com poucos elementos em
problemas de flexdo, como o caso de placas e cascas mas pode
gser perfeitamente substituido pelo ZIB-8 nos demais problemgs
de sdlidos macicos. ,

As dificuldades essenciais encontradas no desen
volvimentc deste trabalho se deve basicamente ac fato de se
dispor de um computador pequenc para este tipo de problema.
0s elementos finitos bidimensionais apresentam dificuldades !
com entrada de dados numerosa, numero grande de equacodes, e
largura de banda quandoe se trabalha com um sistema de equa
gOes armazenado em banda. Nos elementos finitos  tridimensio
nais essas dificuldades se somam e na maioria das wvezes se
multiplicam.

A fim de contornar dificuldades de entrada dos
dados da estrutura foi feita uma subrotina de geragdio automd
tice dos nds, incidéncias e propriedades elisticas dos elemen

tos para o hexaedro de 8 pontos nodais. Foi incluida  também



uma subrotina de resolugdo de equacles em banda, armazenada
em blocos, utilizando a técnica de Gauss, na qual se pode to
mar arbitrarizmente uma largura de banda e um numero de equa
¢oes em cada bloco (miliiplos de 3). Isto vem contornar enm
parte a dificuldade de se ser forc¢ado a usar um computbador e
queno, resolvendo problemas com um grande nimero de equacdes

e de grande largura de bandea.



CAPITULO II

ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS
7IB-8 E 2ZIB-20

v

1(,-4,-1)

2 (4,-1,1)
3 (4 4,1)

4 (4,4,-1)
5 (41,4 )
S (-4-4,1)
7 (~1,1,1)
8 (-4,1.~)
g (0,-1,-1)
10 (0, 4,-1)
11 {0,1,1)
12 (0,/4,1 )
13 (4,0,-4)
14 (-1,0,-1)
15 (-4,0,1)
16 (4,0,1)
17 (1,-1,0)
18 (4,1,0)
19 (-1,4,0)
20 (-1,-1,0)



ZIB-8:

0 elemento 2IB-8 tem 8 pontos nodais, com a seguinte funcao

de deslocamentos generalizados.

{w}= [y &an, 4.8n,me, 25, engl (o] = [M] {}

Podemos dizer que:

(8- [A] {«} - {e}= A" {&)
Dai concluimos que:
{w} = [m] [A]” {&}e = [n] {84°

De uma outra forma, por interpolagao de lagrange, poderiamos

obter diretamente a fun¢so interpolacso [N] e representar sob

a forma: :
(foXe
= N, ....IN & - =
{ul=[1ng, 1N, g ] 1%} I Kgéﬂ
onde

NL=é— (1+ge)(tamni) (1+44i) i=-1,8
e &i,Ti,4i representa os valores assumidos por €.Nn,4

no ponto nodal i.

2IB~20: 7

0 elemento ZIB-20 tem 20 pontos nodais, 8 nos nds extremos e

12 no meio dos lados, A fungdo de deslocamentos generalizados

é:

{ul=T1,ene,62m% 62 en, g, 4¢ , €N, 482 gn
%G, 9%, M9, NG, £¥Ng, 245, o¥gn ] {o |



De maneira angloge teremos:

{uy=TMTLADT {3]° - {w}: INT{&Y°

{UU}=[IN1,IN2_, .......... 'I_NZO-I gg‘tte

A fungdo [ N] foi encontrada por inspegfio (fungGes de serendi
pity) '

(1% 660 (14 MN) (14 4@ L) (EEL+ M+ §4-2) (=48
(1-g2) (1+vni) (1+44L)  i=9,2

(1-m2) (A1+ggdh)(1+08L)  i=13,16

(1-¢2) (4+g€i) (4aM1L)  Ai=r1720

z
*
1
D Pl A k-

Costuma-se representar a func¢do de eixos coordenados (x,y,32)

pela mesma fung¢ao interpolagdo [N] dada para os deslocamentos
Da{ serem chamados de isoparsmétricos.

Para o caleculo das deformagGes {z,} do elemento necessitamos '

transformar as derivedas parciais em relagéo a X,Y,Z para £ 1N

£, usaremos ms seguintes relagdes

[

]

gl ger o

+.

+

I

Mg R
+ o+
L 2l 2

R 7P gl
sl g 5
Ho o ¥
o SRR




5 P& S, =21 [ 8
66, g)i, %e, é% Sx
J O " Sy o=z o
>N &n  on  on ﬁ Sy
o Sx Sy %z s
\ E% J L 24 ¢ 3¢ 4 oz J
-_8__ f._{—. h
gé_' SX
5 §
2 U = [Ji4{2}
lcgn [ l 6}’
5 s
52;, kf)z /
Necessitamos de:
g 6
Sx 8¢,
§ ] S
{5 [JJ i =
S o
t §z J k 52,




Ciacz

Czo=




Sy oz dx Sz
3¢, S% 55. b,
Caq = Cap=-
LI Sx b2
é-n 5n én 511

Temos para as deformagdes {g-}

[' 1

Sw
- ) - &x
Ex Sv
&y | 2%
' &z %%i
{Q} A }:: Sv + S
el B
J w
\Kﬁy} 5z Sy
Sw 4+ du
& x 8ZJ

Podemos tirar:

LoSw A (e bu . du
ex= gt =g (G g cagy

10
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e

:7{; (Ci S1y+ Cyy 5"-.;-* Csy Sra) {5 }u.

B, 3i-2 = _/4:_ (CiySky+CyySihpg+ CyySiz) iz W

_bv Sv ., S Szr
‘Ey —-—_Z_(CIZSZ+ 225ﬂ+ %)

:_}i (Q125L1+‘ Cao SL2+ Cszsi‘s){ 6}5

B, 31 - ?{f (Cip Sicy + Cyy Skt Cqy ‘Sf;g) iz m

£, Sw

E)Z. (Crag—e— 23———+C ‘g‘”)

w

= J/Y (Czss’“i’“ c235_’;2+ Cas 5'&3){ 5 fe

Bs 30

74&_ (Ci3Sig+ Co3Sip+ Cag s,aa) L= 17




Para encontrarmos as expressdes de pxy, Yyz e ¥zx

podemos obter por uma simples identificag@o:

Ba,34-2
Ba, 3A-1

Bs, 3414
Bs, 34 =

Bg, 3L-2 =

_ buw SJ
XY = L oy
Y 5y N Sx
= Bz,34i -1
= By Ba-2
z - E)U" 2>uu
5y + oy
= B3, 34 .
52,3L—4
Y ZX = éML4.§M_
Sx z
B, 3,L-2
B3, 34

com I:B] obteremos:

Lo]-{p
- [ o8]

I{e}-[ollBl{&f -
&

12



[k]:/1[81 [pllBl dv -
dv=oxdydz = Aatgdhdg ou:
(k1- /£ /. / 1817 0108 LA dednde
{F}sa/f INT {pldv-

=/“/”[ INIT{p] A dedndg

13
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INTEGRAGXO NUMERICA

As integrais de [K] e [F] sHo feitas por inte
gragao numérica de Gauss, tomando-se dois ou trés pontos em

cada dire¢ao.
n

D/[j ahq da,cincig_ Z}%.%

HyHeHe ™ (5\3 ,V\K,ﬁ{’,)

Com trés termos:

A(1) = - 0.774596669 H(1) = 5/9
A(2) = © H(2) = 8/9
A(3) = 0.774596669 H(3) = 5/9
Com dois térmos:

A(1) = - 0.577350269 H(1) =1
A(2) = 0.577350269 H(2) =1

Para 2 pontos

Af

/ AN

b

> ¢,

B Ay ° 0 Az
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CAPITULO I1I1T

ELEMENTC PETRAEDRO ( TET4 )

BEste elemento tem 4 pontos nodais e 3

desloca
mentos por né. Tem 12 graus de liberdade por elemento.
A funcao de deslocamentos generalizados ¢ dada por:
Iz Ayt A X + KAgy + HX4Z
V=0l + XX + Xz y +HAegz
W= g+ A X+ X\ Y + X2
Ou em forma matricial:
{u}z [M]{o{} e aplicando a funcdo para os 4  pontos

nodais.



Lig

”

L Ya)
Teremoss:

Teremos separadamentes
3

(.1 |

{&)s{al{«}

CAdyA - Cal

..—-—J:-——A ' —i——A \
x?. Yz. Z-z

Cy= ¥z Yz 3 | Gus"
X4 Y4 24 ]

( N

Cig= "~ ‘ X Yz czn?
t Xz Vs
boxy oy,

X2 Ya
X3 ¥
4 Ya

{x} = [AT{&)

. I . - -1
A inyersa de [ A] poderd facilmenta ser encontradas: [A] =

Yz
Y3
Y4

Y
73
Y4

13=

Czz=

Y\

VE
Y4

16




I X,
Cpa="| | X3
L
)
1y
Caz= - Y2
L ya
.-
Y
Ca="| X2 Y,
X3 Y3
[ 1 %,
Cyq=| X,
{ X3
Fazendo-ge:

Cy = 6 Vo3qe
Cs =-6 V340
Cai= 8 Viz40

Ca1=-6Vi23p

z, |
Z; Co= {
z, J {
\ ,
Z, {
Z, Ca.5= |
Z4 {
J §
z; 1 {
Z, Cop= R
z i
3 J
p/
Y2
Y3
Yz
Cza= 2A1§2
C—3’9_= “ZA?;I

Cc]az ZA[ZZB

X, Y,
}{3 \?’3 C-3|=-
X4 Y4 |
X, 4
XZ zz Cg =
)‘4 24
J
Yo &
Y2 % S
z
Y3 3
22X
Ciz="2A234
zx
Ca23= 2A 34

Cgs= ‘ZAé}:}

Caz= 254

\
! Xh Yl
U R
i 'X'.; 74
J
~
{ X, Z,

XY, Z,
X2 Y2 %2

X4 Y4 T4

xy
Cig=-2A 034
Czq= 20194

o
Caa= -24 1:_?’4

Caq= 2N 7%

17



t X n 21{
A = T Xe e Zp

i Xs 75 23

V' xa Ya z4

\JC representa o volume do tetraedro.

Piramos:

rd

3Vaz46 ~3Viz4o
Yz 7=z
[Ar ) ~A 234 Alz4
YV 2%
3V '-13‘234 15\5?4
Xy
AN o Aiza
L

6V

3Vig4do
Yz
-Ai24
N
Y NEA

ﬁ
-3Vi2so

para
Aizs
ZX4
13123
Xy

123

18



Rearrumando a matriz temos:

3y

\ | N,

BY 2340

vz
"A-za-,
-Azz;4
-Axl

Q

© 0 60 0 O O

O

QO Wino O O 3V O
z ¥z

O Alya.q, O O -A‘ZA O

0 A O O A% O

o A% o o -An O

O O o O O 3o
Yz

0 @ u O 1% _AJY?.Z‘
¥

O o A O O _am
Xy

D © Am O O AL

Vazte O D Mg O O

Yz

AW 0 O A O O

A O O AW O ©

A% 0o © Am O ©

o © Qg ©

Q

o

&

V240
yz
'-A,aq
=¥
“Aizd
xy
_A( 24

~3V230

Yz
Aa 23
Az

¥y
23

O

6 0o o0 0o o O

"3V|130 @]
Yz
Aiza
xx
Al’zs
xy
Aiza

O ~Mew

o A-{zs
2
O A

0 A
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b b= Dl {84

Deformagdes { & } ’

\ 5 1
E xx "S‘;l:' &2
Eyy -———-—g; X7
& ow =P
zZz éz
{E\}: E - _é—i+ éU— O<3+o<6
Y dx Oy
Eyz 6!}) +CSU- d8+al;
by éz.
Sw Oy 4 CX
Ezx ,_é_ﬁ.+~_—- 4+ P
“ \éz- 6x, N /
o o .E_’K.—CXT 5W=0<|2
-2 - z
ox Y s S o
_5_1_J'_+ C(M':o{3+0<5 -3‘_*.}._ —g:deﬁ ]
5x  dy ¥
Em forma matricial: {5‘}:[8]{0(3
rO‘? C O O o 0O OO OO
OO0 0 O Qo1 O OC Qo
[-5]: QO0O0O OQOO0OO0CO 0004
OO0 10 o1 00 O Q00 ©
- loooo oo o oo 10
00 O ©0 00 o1foo0,
A,

20
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como {o(}: [AI_‘{‘gAi

(e1-T810ATh84 - 18114  sewno [8]-[E]lA]"
A, O O AZ O O-ANLO O Az © O
0O ANo OAZ O O A% 0 O A% ©
[B]=' O O A% 0 0 A, 0 0 A% © © Al
AL, Ay © A% Ali © Aus By O Az A ©
O AL -AZ 0 ANAL O ALDE O ANalAB

x Ny . Yz ¥y Yz
. 3)’4 O ‘A-;; 34 o Al%‘Am o ‘.A,Y; A;z;o. <O Aza

\ Vs
A8 tensdes no interior do tetraedro sao dadas por: '

{¢}=[oldet-[ore (&t - {C}=To8 (8

As matrizes [B] e [DB| sfo matrizes de trans
formacao. Transformam deslocamentos em deformacdes ou tensoes
no interior do elemento. Elas apresentam somente termos cons
tantes, significando que as deformagdes e tensdes sdo constan
tes em gqualquer ponto do interior do tetraedro.

A matriz de rigidez e a de massas s@o obtidas
diretamente sem necessidade de integracéo.

A matriz de rigidez é:
(kY. /161 [DI[B] 4

como [B] e [D] gdo constantes: -

k] - {el"[o][B]V



A matriz de massas consistentes é: {F }P =“/[N]T { p } v

onoe  [N]:[M][AT™

r f y
I xyz ©OO0O0OO0C ©0OOCO

[M:{= 0 00 O 1 x vy z 000 D

0O 0 0.0 0o O 0o 1 x vy 2
L 3

ﬁealizando o produto :ﬁatricia.l [M ] [ A]-‘

@, O o ¥ xy
{
ay =3V, —¥A2;4 —YA;’:'CI -~ zA 34
O a, O ou :
© 9 0“’ 2.0.|: Cl] + XC|2+YCi3+ZC’4
a., Q
a‘Z
T
{
[N] =,;V_ o 0-’_ ) w
a, © O 1 X VY Zz
O a O 4 Yp_ YZ. Z2
O 0 4 1 Xz Y3 Zgz
Gy o 1 X4 X} Z4J
N
c a4, O
L )
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A1 representa 3 vézes o volume formado pelos
vértices 2,3,4 e o ponto interior de coordenadas (x,y,z). De
meneirs ansloge se verifica também para A2, A3, A4.

Realizendo o produto matricial[N]T{F}wfchegamos
a conclusdo que quando tivermos uma forca concentrada no pon
to P(x,y,z) interior do tetraedro, as forgas equivalentes =z
plicadas em cada nd serao o produto do peso especifico pelo

volume formado pelo ponto P e a face oposta a esse nd.
4

2
exemplo: V4 representa o volume formado por
P123

Quando tivermos uma forga aplicada no centrdide
do tetraedro (forga de massa), teremos V1 =V2 =V3 =V4 en
t30 a forga equivalente aplicade em cada nd serd o peso total
do tetresedro dividido por 4.
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MATRIZ DE RIGIDEZ DO HEXAEDRO
COMPOSTO POR TETRAEDROS

A montagem da matriz de rigidez do hexaedro faz
-ge gomando as contribuigoes dos termos de cada matriz de ri
gidez do tetraedro referidas a cada nd, conforme as composi

¢Oes indicadas pela figura.




18 COMPOSIGAO

TET1
TET2
TET3
TET4
TET5
TET6
TETT
TET8
TET9
TET10
TET11
TET12

—

0 nd central ( 9 )

1429
2439
4739
4879
6789
6859
1659
1269
1849
1589
2379
2769

25

28 COMPOSIGZO

TET1 - 1329
TET2 - 1439
TET3 - 4839
TET4 - 3879
TET5 - 6759
TET6 - 7859
TET7 - 1259
TET8 - 2659
TET9 = 1549
TET10 - 4589
TET1L ~ 2369
TET12 ~ 3769

é retirado por condensac8o

da matriz de rigidez e transformada em uma matriz de rigidez’!

. de 8 pontos nodais.
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CONDENSAGEO Do NG 9:

Dada a matriz de rigidez do elemento hexaedro

‘ ] 1
de 9 nos na forma
: Fi K, Kiz él
- 4 |}
F?_ Kz, Kzz 82
L /

Onde: Fz, 32 ge referem ao nd central 9,

Teremos:
Fy= Kn él + Klz,‘gz K22 ‘82 = Fz - Kz Sf
Fa= Ky g! + Kaz Sz ga: Kgé (Fa~ Kan gf)

F1=K|| gH— K|2_ Ké‘; ( FZ' KZl‘g!) = Kn Sl + K‘QKE‘Z Fz -~ K‘ZKE!Z K2|(51

i
Ficamos com

GERUSES:

(e} LR - [rellke { R ]
[Ki]: [k - (el Koo 1 K |

Quando Fz-o0, JF¥t- x|  entdo necessitemos modificar  ape
nas a matriz de rigidez. Quandoc %, £0 necessitamos transformar
o vetor de forcas aplicadas e isso é feito para & obtencao dm

forcas de massa equivalente.
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FORCAS NODAIS EQUIVALENTES DO HEXAEDRO
COMPOSTO POR TETRAEDROS

Para obtengao da matriz de forgas nodais equi
valentes do hexaedro faz-se a média dés contribuigbes de
forgas dos 24 tetraedros que compoem um hexaedra No pon-
to interior do hexaedro teremos uma forga equivalente de
um quarto da forca total em cada diregao, Para o calculo
da forga equivalente em cada ndé externo ¢ necessario se
conhecer os volumes dos tetraedros que se ligam a esse
né. A forca no ponito central é transformada por condensa

cdo em forgas equivalentes aplicadas nos nés externos.

CONDENSAGXO DO N6 9

Temos as formulas obtidas anteriormente:

{7y = {n}-[me] (2.1 {F2]
Fl - forgas aplicadas nos pontos extcrnos,

F2 - forgas aplicadas no ponto interno.

0 produto matricial [NHZJ[KEEJ pofie ger obtido quando

da condensac¢io na matriz de rigidez do elemento.
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TENSOES KO TETRAEDRO E HEXAEDRO

As tensdes em um tetraedro, no centrdide é:

{o’}k'% [ve]’ {%}:

-
Podemos formar uma outra matris [DB] relativa

aos deslocamentos nodais do hexaedro de 9 nds. Ficaremos:

{G Y} (o8] ay

Calculadas as tensoes nos "n" tetraedros, pode-
-ge obter a tensfZo no ponto central como a média das tensdes

{O’}rned:% {G’J.L/ﬂ-_-%,t [DB]“’{ gih/ﬂ: ;_%\__DE’Q“{&]L
{d}medz [T] {&'}H [T]: [Tn le]

6, 12}

16 Jon [m;l{? }-:[T..] [§1+ 1,1 182}

2
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Da. condensagio sabemos que {Fz} =0
6o KD K, 5, sussstuinto:
(6 e (01 (8 ) [l D] [T {411
(6 = ([T I-[TeT K T TR T){ 40}
{G}mz [TT{S' } ONDE :
11 - [TI-TTe1l ke 17 IR ]

TENSOES FPRINCIPAIS

As tensdes principais sdo encontradas a partir

da solugao da equagdo cubicas:

4+ T q%+1,0-I3 =0 ONDE :
Ii= Ox+ Gy +GQz |
I, - GGy 6 Gzt €a §xm Tiye Ty e
13=Gxdy a- SxTy?z- 8y Tz2x- G2 TxPy+ 2 Txy Tyz Tax

Fazendo-se (= X+ 1t ficaremos:
3 ’ =L—2 - 1e
xZ~gx-Tr=0C ONDE: A
r-20° LTz , I
27 3
Se 277T°2 < Actg teremos solugdes Teais.
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Para o cdlculo dos cossenos diretores nas dire

0x - & Txy - 'Tl)(z
TxY 6')/— Y Tyz
Tkz  Tyz d=-C

\

Gl‘ (2’ ()’3 tomaremos a equacfo:

\

)

Multiplicando-se por >\ e reduzindo-se em duas

equacoes, em funcdio de Am e AN
(Gy-(i’).)m +Tyz . xn = -ﬂ“xy)\ﬁ
Tyzdm + (§z2-6)hn =%z

fy-¢
Ty z

(yz | Xm
6z-6 An

~Txyrd
~Txz 2

ou !
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M (- L} €z-0  -Tyz ﬁ-'ﬁ(y)-e

an | ~Tyz J}(—d’) _ -'rsz’.

(d’y—(f)(@z—ﬂ’)—"r’yﬂz.

Chemando-ge: M{=a Am=b AN = C

Fazendo-se' a =1 obteremos

o (@ ()

N = \/ga+b2+cz

Obteremos desta forma:

-
A
= b cossenos diretores nas direcdes
PN
A de ﬂ,(rzl-(é
A
Podemos arbitrar um valor para g. Adotaremos
1. Expressando os cossenos diretores em fung8o dos  éngulos

de giro o{J Q, g teremos:

Thy=sen (3 .. (3:arc sen T

gen A cos(B3 =7 .. Seno = _DL__



cos § cosB=m, ..

o = 8rc sen (__._"_1___.

)

V‘l—m"’-
rriz
co5 T —
5 \“-—h.‘z
g=a8rc cos [__vma
qi-Trt.a
Y
A v}
v |
N _
~. ]
~ A
~ |
N
FPLANO A
|
| v C PLANO A
W .
& |
| T
¢ /
| 7
I /
/
| 7/

32
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v

CAPITULO

GERAGEO AUTOMATICA DO HEXAEDRO

a7 98 99 10

96
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GERACAC DAS COORDENADAS

As coordenadas 880 geradas em linha reta, sendo
esta definida pelas coordenadas dos nos exiremos da geracfo.

Necessita-se também da numeracdo do né de infecio.

"4

p?. (in)’znza)

p(X,y,z)

R &yz)

nad
FORMULAS

— X|+>\><2
1+ X

X )/ —_ Yj"’)\YZ

(BN

Z = zl‘*‘>\z-2

(RN
NP L )
PPZ 1 —aa_
= EF
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EXEMFIO: Gerar as coordenadas intermediarias entre os nos ex
tremos 10 e 90. Sdo necessérios como dados de entrada: nd
mero de ndés no plano de corte, nimero do nd inicial no plano,
ntmero de divisdes ou cortes do né imicial no plano, numero de
divisdes ou cortes na estrutura gerada, numero do nd inieial

e coordenadas dos ndés extremos (inicial e final).

GERACEO DOS ELEMERTOS E INCIDENCIAS

A numeragso dos elementos e suas incidéncias &
feita tomando-se como infcio um plano de corte na estruturag
rada, S&o necessdrios como dados de entrada: numeracao dos
elementos com suas incidénecias, nimero de elementos no plano,

nimero do elemento inicigl, nimerc de divisGes ou cortes,

GERACAO DaAS PROPRIEDADES ELASTICAS

Cada grupo de propriedades eldsticas é definido
pelos dados de entrada: nimero do elemento inicial npum plano,
nimero do elemento final, numero de divisdes com mesma propri

edade eléstica.
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CAPITULO V

METODO DE GAUSS COM DIVISZO EM BLOCOS

0 objetivo desta técnica em blocos é diminuir a
memdria no computador e resolver sistemas de equagdes de gran
de largura de benda. A técnica consiste na resolucgdo do giste
mg utilizando memdria auxiliar (disco ou fita), armazenando-
-ge cdlculos parciais e trebalhando-se com dois blocos em for
ma sucessiva. '

0 sistema de equagdes que foi armazenado em blo -
cos e em banda é resolvide nos seguintes vassos: '

ARD.3 ARD. 4

a) |sLoco 4 | == |Boco 1
BLOCO 2 | C—=> |BLOCO 2
—> |[=wco3

BLOCO 3

Bloco N | E=—p» |rw0OcON

Passa-se a matriz S do arquivo 3 para o arqui
vo 4. |

Para um 86 bloco, esta operacdo ndo é realizada.

b) - modifica a matriz zersndo a banda inferior.
Esta é a parte principal da resolucao.

E feite wm cdlcule inicial para determinar o ni
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mero de blocos chamados para serem Zeradas a8 colunas de 1 a

NEB (n? de equagoes do bloco) conforme fig.

0oco Olooo ¢/
0.00 006-000/

De acordo com a figurs sdoc chamados 3 blocos além do bloco I
de trabalho,

Num primeirc ciclo chama-se cada bloco do primeiro até o dlti
mo. Dentro deste ciclo sdo chamados sucessivemente os Dblocos
inferiores. Estes blocos ficam dentro de uma matriz de traba
lho S, da seguinte forma:

O bloco do 12 ciclo é.colocado na 18 parte da matriﬁ e o8 blo

cos chamados =20 colocados na 28 parte conforme fig.
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EM BANDA MATRIZ ST
BLOCO I PASSO | PASSQ 2 PARSO 3
BLOCOTL BLOCO I BLOCOT BLOco T
BLOCO I BLOCO T BLOCOITL BLOCO IR
BLOCOIV

Fi1&.

Quando estivermos trabalhando no primeiro ciclo com o  bloco

ITI teremos:

MATRIZ S
PASSO | PASSO 2
BLOCO I BLOCOIL
BLOCO L BLOCOW

Com o bloco III:
PASSO |

BlLOCOIL

BLodoIz

Com o bloco IV:
PASSO {

BLOCOTL

Em cada ciclo procede-se primeiro a zeragem da banda inferior
no 1% bloco S que é mantido fixo. Depois é feita a zeragem
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do 22 bloco da matriz S em passos sucessivos, No wltimo eci
clo é feita a zeragem no 12 bloco.

A operacao de zeragem consiste em zerar os termos de cada co
luna abaixo do termo da diagonal principasl, tal é o método de
Gauss. A8 fdérmulas utilizadas séo:

. Sij=Sij~-CxSnk N =1, N
¢ = Snl/Sni K = 1,NBAND
Bi = Bi - exBu i = 1,NBAND
| j = 1 (NBAND-i)
1 = 1,NBARD

c) - substituicao inversa:

Nesta parte calculam-se as incdgnitas do siste
ma chamando-se 08 blocos sucessivamente de baixo para cima.
Cada incdgnita é calculada em fungdo das incdgnitas anterior
mente calculadas. A formula é: | |

Un = (Un —¥5nx Ue)/Sni

k=2

Conclugdes:

Esta téenica aumenta o tempo de computaczo, mas
permite resolver problemas tridimensionais de grande largura
de banda, gquando se dispde de um computador pequeno.

Quando se dispde de mais de um disco auxiliar,
(ou de fita) pode-se colocar os arquivos 3 e 4 em discos dife

rentes e issc diminui o tempo de resolucso do éistema.



Tamanhos poss:’.veis da matriz

30 x 300
45 x 180
60 = 150
90 x 90

18K
16K
18K

16K

5

40
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' CAPITULO VI

COMPARAGCXZO DE RESULTADOS E OTIMIZACXO

Para comparacao de resultados foi colocado o g
xemplo de ume vige em balango, que é um dos exemplos recomen
dado e exposto no trabalho de Clough: Comparison of three di
mensional Finite Elements. A escolha do exemplo esta no fato
de que ai se acentua a necessidade de um elemento refinado.
Nos problemas tridimensionais de estados mabigos em geral to
dos os elementos oferecem bons resultados. J4 no entanto para
problemas em flexdo 820 poucos os elementos que oferecem bons
resultados para poucos elementos tomados. A conclusac & que
gse chega, evidenciada claramente no trabalho de Clough &€ que
os elementos hexaedricoas sao melhores que o8 tetraedricos, e
que os elementos isoparamétricos sd@o melhores que o8 elemen
tos comuns.

Neste trabalho foi testado: o elemento hexaedro
composto de 12 tetraedros com a 18 composigao, o elemento he
xaedro de 24 tetraedro fazendo-se a média da 18 e 28 composi-
cd0 e o elemento isoparamétrico. ZIB-8.

Na viga em balanco forneceram os segﬁintes re
sultados para os deslocamentos dos pontos nodais de extremida

des, com carga axial:
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z
N A / 5 9 - P
10 |
| | R4
1 4 l | VNG U
; 8|
P e
1o /s / E:Z‘lx‘lOGKg/C\fna
e 7 ¥ | _
2L 7,7 | \F;_ ?OOOK
nor % &
HEXAEDRO DE 12 TETRAEDRCS
9 - 0.4148x107>
3 SOLUQKO EXATA:

10 - 0,3601x10"
11 - 0.4301x10™
12 - 0,3601x107> A

- 03803 x 103
HEXAEDRO DE 24 TETRAEDRO E ISOPARAMETRICO

3 Diregao X

{:EL _ 4000 x 20 :
21x10%x 10Q

9 - 0.3809x107>
10 ~ 0.3809x1073 i
11 - 0.3809x10~> Divegao X
12 - 0.3809x1073

Na mesma viga em balango com carga atuando trans
versalmente nos nds de extremidade, obtivemos para o8 mesmos
pontos nodais.
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HEXAEDRO DE 24 TETRAEDROS
9 - 0.2455x10

10 - 0,2455x10"2

11 - 0.2455x10’z DIREGEO Y

12 - 0,2455x10

HEXAEDRO ISOPARAMETRICO

9 = 0.4571x102
10 - 0.4571x10°
11 - 0,4571x1072 DIREGA0 Y
12 - 0.4571%10" 2
| [ - pﬁ' - _A.oO y_:'_‘.os . -z
SOLUGEO EXATA -2 = — 3fzdx\béi(f;'3j - 0leos x\o

0 hexaedro de 24 tetraedros apresentou valores
de 40% de solugdo éxata, e 0 isoparamétrico, 75%.

Pelo fato de o elemento isoparamétrico apresen
tar bons resultados, foi feita uma otimizagdo da subrotina pa
ra reducao do tempo de coﬁputagﬁo. Foi reduzido de 144 para
€7 segundos, Utilizou-se ¢ comando IF nos produtos matriciais,
reduzindo o tempo em 40%.
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CAPITULO VII

DIAGRANMAS DE BLOCOS SIMPLIFICADOS

S8o apresentados diagramas de blocos simplifica
dos com 0 objetivo de esclarecer e mostrar o roteiro do pTO
grama principal e sub-rotinas,

As convengdes adotadas sao as seguintes:

1.

Simbolo representativo da entrada de dados através de leitura

de cartoes.

2

Este simbolo representa uma saida de valores contidos na memd

ria do computador, com impressdo em folhas de papel.

3.

Este simbolo representa uma sequéncia de operagdes realizadas

para se obter uma certa passagem do programs.
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4.

Através deste simbolo se representa um controle incondiecional

pera .a opera¢ac ou comando que figura no centro do ¢irculo.

5
£0 =0

'>c> )
S{mbolo representative de um controle condicional. De acordo
com 0 velor dz variavel de dentro da figura o controle segui
T4 ume das trés direcdes caso seja maior, igual ou menor que

ZeTrl.

6.

Por este simbolo se representa a operagao de leitura ou  im-

pressgo na memdria auxiliar do computador (disco ou fita).

e >

!
|

L__]

S{mbolo que significa um controle iterativo, onde uma ou vi-

rias operacoes dentro do ciclo sac executadas N vezes.



DIAGRAMA DE BLOCOS DO PROGRAMA PRINCIPAL

TiTuLO DO
PROGRAMA

NFROB

@——-——Q: A, NPRO>

LEITURA E |MPRESSAD
PO TITULG DO PROBLEMA
ReE RA, NNLID, NELID,

NNOS, NELEM, NIMP,
LIBNO, NNOEL,NPE L, NSC

LP, NNOS, NELEM, NINP,
B NO, NNOEL, NPEL NSC

I




COORDENADAS DOS NOS
K % (K1), % (K, 2], x (K3)

=0

NEL\D /

INCIDENCIAS DOS ELEMENTOS
| X (XN0s (K, 5),J= LNNOEL) N PEK)

NGERA \
7

CALL GERE

(x,%(1,1), x(1,2),x (1,3),I=4nn0s

47



(1, (INos(1, 1), 4= 1 NNoEL),
NPE(Z),T = {, NELEM)

LEITURA E IMPRESSOES DAS
LIGA¢CDES TE APOIO

NT (r), NR(T, 48R (L, 2),NR (1,3,
pA(1,4), oA(1,2), DA(T,3)

a

LEITURA £ IMPRe8SAoc DAS
PROPRIE DADES ELASTICAS

63(K), N1, Nz, VUK N4, N2) | N3, N4,
V (K,N3,N4), N5, N&, V(K,N5;N6),
ANGL(K)  ANEZ (K), ANG 3 (K)

K, E (K1), E(K2), E(K 3), 61(K) 620K

-——— ——44. f) NELEM>

MONTAGEM DA MATRIZ
—————— DE RISIDEZ DO ELEMEN.
TO SUBROMNA MRIGE

48



VARIAVE|[S DEFINIDAS:
NNB, NEB, NBAND, NUMB,
LBMAY, LIB, NM,NL,NLA

1————— —_—_——— = — =}

I o« ! K NEB
E_ t, NBAND

_— s(rd):o

I_
|

1 MONTASEM DA MATRIZ PE
I_ RIGIDEZ &L08AL EM BLOCD

A PARTIR DAS CONTRIBUIFOES -
DA MATRIZ DE rRISIDEZ
DE ¢ADA ELEMENTD

MODIFICASAG DA MATRIZ DE
RIGIDEZ EM BLOCO DPEVIDO A
PESLOCAMENTDS PRESCR! TOS

MPRIME NO DigcO
A MATRIZ EM EBuoco
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PEX,PEY, PEZ,
NCONC (I}, I =1, NSC

NSC = NsC+4
NCA=0

r——— —~~<N4-1, Nsc 1

VARV,

=0

PT 4 ABS (PEX )+ ARS (PEY)+AB S (PEZ)

CALL MASSA

IMPRE SSAD DE
NCA, PEX, PEY, PEZ

50
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ZERAGEM DD VETOR
CARRESAMENTO U

TITULO CARREGAMENTD

r

LEITURA £ IMPRESSAD DAS
CARGAS APLICADAS NOS NOS

K, U (3¢K-2),U(3¢K-1), U (3¥K) |

MODIFICAGAD DO VETOR. CARRE.
GAMENTD DEVIDO A DESUOCA
MENTOS PRESCRITDS

— CALL TENSA

cAtL solvK

IMPRESSAQ POS
DESLOCAMENTDS

P

CALL EXIT
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EXPLICACOES

A primeira parte do programa principal, leitura
e impressfo dos dados da estrutura, é semelhante 208  progra
mes de elementos finitos existentes. Estd incluida a possibi
lidade de ser feita uma geracaoc gutomatica de nds e incidén=—
cias dos elementos em parte ou'em toda a estrutura, a partir
de um pleno de corte. A leitura das propriedades eldsticas es
+t4 feita para analisar problemas com ortotropia nas trés dire
¢des. S8o dados de entrada: 3 médulos de elasticidade, 3 modu
los de torg¢ao, 3 coeficientes de Poisson, e 3 &ngulos de orto
tropia. O0s outros 3 coeficientes de Poisson sac calculados em
funcio dos anteriores pelo principic de reciprocidade.

A montagem da matriz de rigidez € feita por blo
cos, 0 que corresponde ac que ¢ feito no programa do livro de
Zienkievsky, dividindo em subestruturas. A diferenga consiste
em que essas divisdes sf@o realizadas internamente pelo compu
tador, nio necessitando de dados de entrada. Numa primeira
etapa é calculado a matriz de rigidez de cada elemento e arma
zenado no disco. Numa segunda, cada bloco é montado recebendo
as contribuicdes dos eclementos que estio ligados aos nds do
bloco. O tamanho do bloco é fixo, assim como o numero de nos
que pertencem ao bloco. Por exemplo: no 12 bloco o8 nds  vao
de 1 an, o 22 bloco de n+l a 2n, o 32 bloco de 2n+l a 3n+l,

etc.
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Cada bloco montado é armazenado em outro arquivo do disco de
pois de se introduzir as ligagGes de apoio existentes nos nds
do Dbloco.

A parte relativa ao carregamento esta feita ra
ra se analisar varios carregamentos em passos sucessivos, 0
vetor carregamento U +tem uma s8¢ dimensdo. Poder-se-ia facil
mente modificar esta parte do programa para se introduzir e a
nalisar conjuntamente vérios casos de carregamentos. Isso i-
ria diminuir o tempo de computacio e aumentar a memdria.
Quando se pretende analisar a estrutura com carregamenﬁo de-
vido ao pesoc proprio, fornecem-se ao computador os pesos espe
cificos da estrutura nas diregdes X,Y,Z e este é o primeiro
carregemento analisado. '

No programa principal sdo chamados as  subroti
nas.
CALL GERE - gera automaticamente os nds e incidéncias da es
trutura a partir de um plano de corte.
CALL MRIGE -:calcula a matriz de rigidez do elemento.
CALL MASSA - calcula as cargas equivalentes nos nds devidos
ao peso proprio da estrutura.
CALL SOLVK - resolve o sistema de equacdes em banda que esta
armazenado em blocos. As incdgnitas s8c os deslocamentos dos
nés da estrutura, impresso no programa principal.

CALL TENSA - calcula as tensodes no interior de cada elemento.
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EXPLICACOES DO PROGRAMA PRINCIPAL

Est@o indicadas a seguir, as variaveis crisdas

no programa e sug funcdo.

NFROB - mimero de problemas a serem executados.

NNOS = n? de nde da estrutura discretizada.

NELEM - n2 de elementos.

NIMP ~ n? de nds com impedimento ou restricdes de apoio.

LIENO - n® de graus de liberdade de cada nd.

NNOEL - n? de nds de cada elemento,

NPEL - n¢ de grupos de mesmas propriedades elasticas da es
trutura.

nsc -~ n? de sistemas de carregamentos a serem analisadosna
estrutura.

NGERA - n® de geracles automaticas feitas na estrutura (expli
cagdes serdo dades na subrotine de geracdo automdti

| ca)

NNLID - nf de ndés lidos como dados de entrada.

RELID - n? de elementos lidos como dados de entrada.

LP ~ n? de problema em execucdo.

X(I,J) - coordenada do nd I na direcdo J.

INOS(K,J) - incidéncias do elemento K em relagdo ao né J si
tuado na sua fronteira.

NPE(K) - n? do grupo de mesmas propriedades elasticas do ele

mento K.
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NI(I) - no do nd impedido.

NR(I,J) - n? indicativo da direg¢do impedida
se NR =1 direcao livre
se KR = 0 diregdo impedida

DA(I,J) - valor do deslocamento na diregéio J do nd NI,

E(K,J) =~ mdédulo de elasticidade do grupo de propriedade elés

. tica K na diregao J.

G1(K),G2(K);63(K) - mdédulos de tor¢do do grupo K nas dire
¢oes .X,Y,Z.

¥(X,J,I)~ mddulo de Poisson do grupo K, da diregio J em rela
930 a diregao I.

ANG1(X) ,ARG2(K) ,ANG3(K) - &ngulos de ortotropia (em graus) do
grupo K nas diregoes L, I, J, que definem o siste
ma dos eixos X', ¥', 2' em relacdo & X, ¥, Ze

XE(J,K) - éoordenadas dos nés relativas a cads elemento.

CX, CY, CZ - &éngulos de ortotropia em radiesncs, do elemento

calculado.
NNB - n? de nds de cada bloco do sistema de equagdes.
KEB - n? de equacoes de cada bloco.

NBAND =~ comprimento méximo da banda simétrica no sistema de
equacgoes, permitido pelo progreama.

NUMB - n? de blocos do problema em execugho.

IBMAX =~ comprimento mféximo da banda do problema.,

1B = n? de graue de liberdade do problema.
M -~ n? do maior nd do bloco montado.
NL . = n° do menor nd do bloco montado.

NLA - n? de graus de liberdade acumulado até o bloco ante

rior.
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C(I,J) - matriz de rigidez do elemento.

S(I,J) - matriz de rigidez global em banda, montado por blo-
cod.

NRD = n? de registros utilizados no disco para guardar um
bloco da matriz de rigidez global.

PEX, PEY, PEZ - peso especifico da estrutura nas diregdes X,

Y, Z,
NCONC(I) - n¢ de cargas concentradas no sistema de carregamen
to I.
NCA -~ n® do carregamento analisadp.
U (3%-2)
T (3%-~1) CARGAS CONCENTRADAS no né K aplicadas respec

U (3 ) tivamente nas diregles x, y, Z.
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EXPLICACOES DA SUBROTINA MRIGE

H& duas subrotinas pars o cdleulo da matriz de
rigidez do elemento hexaedro. Uma é feita com a composicdo m_é
dia de 24 tetraedros a segunda é a do hexaedro isoparamétrico
com func¢lo linear (ZIB-8).
Variaveis criadas na subrotina MRIGE - formada
por tetraedros: |
M(I) - coordenadas do ponto médio do hexaedro, onde
serdao calculadas as tensdes como a média das
tensdes nos 24 tetraedros formados dentro do
hexaedro. _
INc(1,d) - incidencias do tetraedro I em relacdoc & nume
. ragdo interna dos nds de cada hexaedro. O nd
interno do hexaedro foi numerado igual a S,
XET(K,d) - coordenadas do tetraedro K nas direcgdes J.
W (I) ~ volumes dos tetraedros que ligem ao né I. Es
se calculo é necessdrio para a determinacéo '

das forgas de massa equivalentes na subrotina

MASSA.
VOLE - volume do elemento hexaedro.
VOL - volume de cada tetraedro.
CT - matriz de rigidez do tetraedro.

Cc - matriz de rigidez do hexaedro.



T(I,d)

A(1,d)

A1(1,J)

42(1,7)

D(I,d)
cx, CY, C2
R(I,J)

A(1,d)

B(I,J)
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metriz que transforma deslocamentos dos nde  do
hexaedro em tensdes no seu ponto médio. Esta ma
triz é obtida & partir de uma composigdo média
das tensOes nos 24 tetraedros.

matriz auxiliar que ¢ a inversa de parte da ma
triz ¢ (os termos referentes ao nd interno  da
submatriz €22).

produto da matriz A pela submatriz C2l, Matriz
auxiliar necessaria para se realizar a condensa
¢do do nd interno. _

produto da submatriz €21 pela matriz A. Matriz
auxiliar para calculo das tensdes.

0 cdleulo da matriz de rigidez CT é feita numa
outra subrotina MRTET, com as seguintes variaveis:
matriz eldstica com anisotropia nas 3 direcgoes.
coordenadas do centroide do tetraedro.

matriz rotacional qué modifica a matriz eldstica
D relativa a rotagdo do sisteme de eixos dado pa
ra o sistema global da estrutura.

matriz auxiliar cujo determinante representa &
drea de 3 vértices do tetraedro projetada sobre
dois eixos.

matriz que transforma deslocamentos nodais em de

formacoes no interior do elemento.



DB(I,J)

AI(I,d)
A(T)
(69
XP(1)

Nt

S(1,J)

Br(1,d)

R1(I,J)
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matriz gue transforme deslocamentos nodais em
tensdes no interior do elemento. Esta mnatriz
gserda utilizada na subrotina TENSA.

EXPLICAGOES DA SUBROTINA MRIGE
(ELEMENTO ISOPARAMETRICO - ZIB~8)

A8 variaveis nfo indicadas sSo semelhantes as
criadas na MRIGE, formada por tetraedros.

valores assumidos pelo sistema &, 7 < nos vér
tices do hexaedro.

disténcias relativas ao sistema g,7n, ¢ onde
se aplica a integrag8o numérica.

pesos definidos em fungdo do mimero de inte
gragéo no meétodo de Gauss.

coordenadas do ponto no interior do hexaedro,
onde se calcula as tensdes.

nimeros de termos tomados para realizar a in
tegragdo numérice no calculo da matriz de xi
gidez do elemento.

matriz que representa a derivada de fungdo i
soparamétrica em relagéic & 4,1, ¢ do sistema
de eixos local.

matriz rotacional no inkcio e depois represen
ta a matriz jacobiano.

matriz inversa do jacobiano.
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HDEDJ ~ produto das constantes de integragdo H (I)pe
lo determinante do jacobiano.

EXPLICAGOES DA SUBROTINA MASSA

Varidveis criadas:

INC,Al1,XM,VN,VOLE - variaveis armazenadas em disco que sd@o 1i
dos nesta subrotina para o cdleulo das forcas
de massa equivaléntes.

uc (1) - vetor de forcas equivalentes aplicadas no ponto
médio do hexaedro devido as contribuigdes de ca
da um dos 24 tetraedros que se liga a ele.

UE (1) - vetor de forcas eguivalentes aplicadas nos nds

externos do hexaedro.

SUBROTINA MASSA (EL. ISOPARAMETRICO)

As varidveis criadas nesta subrotina sfo  seme
lhante as criadas na subrotina MRIGE do elemento isoparamétri
co ZIB~8.,

R(XI,T) -~ matriz jacobiano.
PEX,PEY,PEZ ~ pesos especificos da estrutura nas diregoes X,

Y, Z do sistema de eixos global.

(1) - vetor de cargas equivalentes aplicades nos nds.
cM(I) - coeficiente da fung¢do interpolagdo [MN:]
CA - produto de [N]T. A. aﬂE} : chrt, o@%
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EXPLICAGOES DA SUBROTINA TENSA

Varidveis criadas nesta subrotina:

U (I) - vetor de deslocamentos nodais da estrutura.
vE (I) - vetor de deslocamentos nodais do elemento
considerado,

DB (I,J) - matriz de transformagac calculada na subro-
tina MRIGE, e lidas no disco.
XM (1) - coordenadas do ponto médio do hexaedro, 1li-

dos no disco.

T (I) - matriz de tensdes do elementolBx Jyaz, Txy,
Tyz,fﬁth referidas ao sistema global da
glruiura, -
e (1) ~ ratriz de tensdes princirveis. Os trés pri--

meiros btermos sao as bensdes principais

e os trés Ultimos sio os Angulos de
giro necessdrios para definir o siastemz de
eixos das tensOes principais.

Ns subrotinz TENSA do elemento tetraedro se
calcula as tensdes num Unico ponto obtido pela média das
coordenadas dos vértices do hexaedro.

Na subrotina MRIGE do elemento isoparamétrico
7ZIB-8 as tensdes sao obtidas nos pontos de coordenadas

onde se calcula os vermos de integragio numérica,
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EXPLICAGOES DA SUBROTINA GERE

Variaveis criadas na subrotina:

NGERA -
NNP -
NEP -
NIN -
NIE -
ND -

x(1,1), X(1,2),

X2, Y2, 22 -

INOS(I,L) -
NPE: -
NPE -
NEI -
NEF -
Iv -

A

numero de geragdes a ser feita na estrutura,
n? de nds no plano de corte da geracao.,

nf? de elementos no plano.

n® do nd inieial.

n? do elemento inicial.

n? de divisGes da parte gerzda da estrutura.
X(I,3) - coordenadas do né I no planc de cor
te inicial,

coordenadas do nd no planoc extremo da geragdo,
correspondente ao nd I.

incidéncias dos elementos.

n? de propriedades elasticas da geracao.

n? do grupo de mesma propriedade eldastica do
elemento.

n? do elemento inicial do grupo elastico.

n? do elemento fineal.

n? de divisdes em plenos de corte do grupo e
lastico.

subrotina gere esta feita para gerar automati

camente coordenadas dos nds, incidéncias dos elementos e -pro

priedades elasticas de um hexaedro de oito vértices.

A

geragdo automatica dos nds é feita em uma 1i
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nha reta que vai do nd no plano de corte inicial até o nd cor
regpondente no pleno final,

A geracao dos elementos, suas incidéncias e pro

priedades eldsticas é feita em forma sequencial nas sucessi
vas divisces realizadas.
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CAPITULO VIII

ENTRADA DE DADOS

1¢ - //XEQ TRIDI L 1

Este é o cartdo inicial que faz com que © Pro
gramg seja chamado para a area de trabalho para processamento.
O nome TRIDI esté da 8 a 12 coluna. A letra I pode ser perfu
rada de maneira facultativa, caso o programador necessite dos
nomes e enderecos do inicio das subrotinas utilizadas, locais
de arquivo em disco etc. Na coluna 17 deve obrigatoriamente '
ser perfurado o numero "1" que serve para indicar o numero de

cartoes controle FILES utilizados neste programa.

2¢ - FILES (1,0EC3), (3,0EC3), (4,0EC3)
Este cartdo permite escrever e ler informagdes'
na érea usuario do disco OEC3 os numerce 1,3 e 4 se referem

20s arguivos definidos no cartao de controle DEFINE FILE.

3¢ - NPROB - FORMATO (I4)

N¢ de problemas a serem executados.

42 - TITULO DO PROELEMA FORMATO (80H)
FNeste cartdo se bate o titulo do problema a ser
analisado nas 80 colunas num formato livre. £ conveniente ndo

bater na 18 coluna, pois o carro da impressora nao . imprime
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neste coluna., Este cartao volta a se repetir quendo se termi
nar os dados relativos a éste problema e comegar os dados Qo

problema seguinte.

5¢ - NGERA, NNLID, NELID, NNOS, NELEM, NIMP, LIENO, NNOEL, -
NPEL, NSC - FORMATO (2014)

NGERA - n? de geracdes automaticas realizadas na estrutura.

NNLID - n® de nos a serem lidos em cartdes de dados.

NELID - n? de elementos a serem lidos em cartdes de dados.

NNOS - n® de nds da estrutura discretizada.

NELEM - n? de elementos.

NIMP -~ n? de nds com impedimento.

LIENO - n? de greus de liberdade por cada nd,

NPEL - n? de diferentes propriedades elasticas.

N3C - n? de sistemas de carregamentos considerados sobre a
' estrutura.

Nao esta ineluido o carregamento devido ao peso
préprio, que caso se neceséite, ha ume outra forma de entrada

Como neste programs se trabalha com 0 elemento
hexaedro de deslocamentos linéares, o velor de LIENO = 3 e~
NNQEL = 8._Este programa pode ser utilizado para estudos dem
tros elementos, variando o valor numérico de LIENO e NNOEL.

K,X(K,1),X(K,2),X(K,3) (NNLID cartdes) FORMATO (I10,3F10.3)

K n? do nd
x(x,1),X(x,2),X(K,3) -~ coordenadas dos nds nas direcdes X,Y e
Z.
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Os cartdes nao necessitam estarem ordenados no 11303 pode-se
bater o n? K com ponto em gualquer coluna.

K, (Ivos(x,J),J=1,NNOEL), NPE(K) - FORMATO (20I4)

K - n? do elemento

INOS - n® dos nés gue incidem no elemento em forma ordenada.
NPE(K) - n® do grupo de mesma propriedade elastica que perten
ce o elemento K. Por exemplo: o problema tem 3 propriedades e
lasticas que foram~separadés em 3 grupos. O elemento K consi
derado tem NPE = 2, Estd no 22 grupo. A figura abaixo indica

8 ordem em que oS n9%s. devem ser colocados.

7 g =) 29
I
| 4
3 I I8 ' 28
| i
JI R o @1 .,
/ il
2 4 ' 7 27
NELEM =7 NEP= 1

No cartao sera perfurado:

727 17 18 28 30 2019 291

Se NGERA # O teremos os cartdes referentes a cada furagdo au
tomatica.

NNP, NEP, NIN, NIE, ND, NPEG, FORMATO (2014)

NFP - n? de nds no plano de corte.

NEP - n? de elementos que aparecem no plano.
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NIN - n? do mé inicial.

NIE -~ n® do elemento inicial.

ND - n? de divisdes realizadas (corte na subestrutura)

NPEG ~ n® de propriedades elasticas da gerac@o.

1,x(1,1),X(1,2),x(1,3), X2, Y2, 22 (NNP CARTOES)

I - n® do nd no plano de corte.

x(I,1),X(I,2),X(I,3) - coordenadas do né inicial (no 12 plano)

X2, Y2, 22 - coordenadas do né final (iltimo plano).

I, (INOS(I,J), J=1,4) FORMATO (20I4) NEP CARTOES.

I - n? do elemento. | | |

INOS - n® dos ndés incidentes do elemento que aparecem no pla

no., 0s n2s, devem ser or&enadoa com 0 sentido -de rotacdo dos

ponteiros do reldgio. -

X ,NEI,NEF,IV,FORMATO (2014) NPEG CARTOES.

K - n® do grupo de mesmas propriedades elasticas.

NEY - n® do elemento inicial.

WEF - n? do elemento final.

IV - n? de divisoes existentes de elementos pertencentes ao
grupo elédstico. Exemplo: uma secc¢@o transversal de uma
ponte com 3 grupos de propriedades elasticas (I,II,III)




NNP =43 NEP =26 NIN=1 NIE=1 ND=8 WPEG = 3
NS 1: '

X(1,1) = 0 X(1,2) = H X(1,3) =0

X2 =0 Y2 =H 22 = L

Elemento 1:
wos (1,1)
INOS (1,2)
INOS (113) =
INOS (1,4) =

gy W W

grupo 1:
NEI =1 NEF =4 IV=23

grupo 2%
NEI =5 NEF =22 IV=28

3 & 10 4 7 20 23 26 9 33 & 4o 43
1O @@“,,@m@@@"_
S_] @ 3{)/
' @ @ @ @ '5®‘3@11@24 ?7 @ 41‘
) ) 2 ar 85 *
@ &
7 " | 0 ‘ 34

NI,NR(1,1),FR(I,2),NR(I,3),DA(1,1),DA(I,2),DA(T,3)
FORMATO (I4,1x,311,2%,3E10.3) NIMP CARTOES
NI -~ n® do né com impedimento.

NR(I,J) - n® indicativo do tipo de ligagd@o.

68
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ge NR = 0 ex:.ate impedimento.
se NR = 1 existe liberdade de deslocamento. 1,2,3 se refe
rem as diregdes X,Y Ze
DA(I,1), DA(I,2), DA(I,3) -~ valores dos deslocamentos nas di
regoes X,Y,32.
Se corresponder & wuma direg¢zo livre, este valor §é
desprezado.
Se o deslocamento for zero, pode ser dispensado &
perfuragéo, pois o computador toma como zero auto
maticamente.
X,E(K,1), B(K,2), E(K,3), Gl(K), G3(K). FORMATO (I10,6E10.3)
1 CARTXO
K - n® do grupo de mesma propriedade eldstica.
E(K,1),E(K,2) ,BE(K,3) - médulo de elasticidade nas diregdes 1,
2,3 de um sistema de eixos qualquer, tomado para o grupo e-
lastico. |
¢1(K), G2(K), G3(K) - médulo de torgéo nas trés diregdes.
1 cart@o continuacgo:
N1,N2,V(K,N1,N2),N3,N4,V(K,N3,N4),N5,N6,V(K,N5,N6),
ANG1(K), ANG2(K), ANG3(K) FORMATO (3(211,F8.4),3F10.4)
N1,N2,V(X,N1,N2) - nos. das direcdes e coeficiente de Poisson.
Por exemplo: N1 =1 N2=2 V(X,N1,N2)=0.3 'significa V1i2=0,3
Séo necessarios 6 coeficientes de Poisson para definir a ma
triz eldstica, mas 3 delas sfo dependentes. Entdo, séo indis
pensaveid apenas 3, e os restantes sdo calculados aplicendo-
-gse o principioc de reciprocidade de Betti. |
ANG1(K), ANG2(K), ANG3(K) - &ngulos de ortotropia. ., 3,6 ¥ do
sisteme definido para o grupo, em relacdo ao sistema de eixos
global definido para a estrutura,.
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V8
s . I
PLANO A ‘
A wé |
™~ |
~
N
b J' € PLANO A

PEX, PEY, PEZ (MCONC(I),I=LNSC) FORMATO (3F10.3,1214)

PEX, PEY, PEZ - pesos especificos da estrutura nas diregdes
X, Y, 2 do sistema de eixos global.

Quando se deseja analisar o carregamento devido ao peso  prd
pric se perfura os valores para PEX, PEY, PEZ. Em caso contrd
rio, deixa-se em branco e ha um teste de desvio no programa
para nio snalisar este carregamento.

NCONC(I), I=1,NSC - mimero de cargas concentradas para cada '
sistema de carregamento a ser analisado. Por exemplc, no 18
sistema de carregemento existe 39 cargas concentradas nos nds
ou.o seu equivalente, 39 nés‘carregados; entdo se faz NCORC (
(1) = 39 que serz perfurado no cartdo na coluna corresponden-
te (33 e 34). E assim sucessivamente para os vérios sistemas
de carregamenios a se analisar.

K,U(3%~2) ,0(3-1) ,U(3*K) FORMATO (I10,3F10,.3)

K n® de né onde serd lido a carga concentrada.



71

U(3%K~2),U(3*K~1),U(3*K) ~ valores de carga concenirada
direcoes X,Y,Z do sistema de eixos global da estrutura.

nas

Depois de perfurar-se os cartdes de cargas con

centradas para o 12 gistema, continug 03 referentes ao 22, 32
etc.



APENDICE I

ESTADO TRIPLO DE TENSOES

Seja um corpo solicitado por um estado triplo de tensoes e se

procurs determinar as tensdes despertadas num plano P,
Temos:

—> —+ ~ % —+
cp% = - (650 + xyp + Txzk )
By = - (Tyzt+ GG+ Tyzi)
-

pz =

- (TijZb+rTJzyT+ ¢ 2x )

T2



_K+m—§+m.}’\

oy Z4

xr+YT+ZZ

Sabemos que:
- WJXY = ‘T})(X

Txz = Tzx
Tzy =Tyz
x = Gx Q+‘7nywu + Tx zn
Y; Txyd + ((ym + Tyzn

7 Tzl T/erﬂ + Czn
Temos:

(.7«N
6: X‘e.+\(m+2ﬂ
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G- Gxf?s Txydm + 'T/scz@-n +“l/xy3m + G)(mz-i-rid)/znm-i-

+(T.yzfn+ T\/zrﬂﬂ +fztnz‘

G: Gsz+Cym2+Gzn'z+ 27Ty lm + 2T%z ln f’TJyz.hm

As tensdes cizalhantes serdo:
- -
(TJ = ‘P1 x N

'IJ=X,[+>/'m+ Z,n

ONDE B: =><11+ +Y|3:h + ZHT



X| - Gxgi + rrxym, +

r_J
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\inq

Y1 = ‘T;CY-P.{ + Gym1 +(T'yz.n1

Z| = ‘T/)(Z‘Qat -{-‘T;/zm.l + (Zr\-,

7= 6x8, L + Gx\/m1Q+'l‘/xzn,€+ Txylim + Cymym +

+ 'i/yzmm + r['/)cz-em + 'IJ)/zmm-;- (zmn

T= Gx&ﬂ + (fym,m +(zm4n + ‘T)xy (my £+ gqm)#—'"\"xz'

(h[@"“ 'EM‘\) + ']JYZ (h¢m+ m‘.,n)

De @ e @ tiramos respectivamente:

r R /
Ga  x
Gu- Gy
Gw _ (z .
< = | R
'TUU" [ ] \1 'T'xy
Tow T’){z
\ ‘T}U'uu J l ‘T/ZX
Onde [R] é:
(sz' qu n,z
ezz m;' n,?
2
[R]= L mE nz2
bty mymz nyny
12@3 m,mg n2h3
4, 43 mn3

Mymz

G, v, Cw, T, Tow, Tow
\

{1k {0)

2'3,7\'14 2ngmy zf,ﬂ\,

a4 lymz  nyroy n,mz ndy+4n,

mlga '*él",rn k) n}_m3-+n3m2- nzgg + {Jz hj_

m113+'£4m5 n,nz+mng n,?a 4.?4713/




Para o estado de tensoes temos:

(z

[R]

(yZ=(><z=OV

05 2 X

sen?

- &Gend cosck
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M; :M2=M3=o

=
L.
i

ZQZmz

m,,?2_+01m5_;

seh 2

2
cos o

send cos

cos &

- -sen

m, = Sen ot

mz = 5050(

A

2 senol cos X

-2 sen KeosHK

(coszm -sento )
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Procuremos encontrar os cossenos diretores em funcdo de &ngu

los de giro o, f, U .

B |
1 P X
<
N |
N |
N
N
z N
N
N
cossenos diretores
'ei Q-z ﬂg
M m, J m, w My
n, n, Ny
Podemos encontrar facilmente que:
ﬂz = c0s XCOS B -Q4 = <05 B cos L

M, - cos A sen X My = sen ﬁ,
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Por condicoes de ortogonalidade temos em relagdo & V,V K w

Q[€2 +m,mz+h,hz

= O
6,03 +mmz + n,n3 = O
QZQS tmayMmg + naVly = O

e ainda:
) 2 2 2

2, 2 2

Dai podemos obter:
sz —cos ¥ sen (b cos K ~ sen Y sen K

No = sen 8 cos ™ —COS Zfsen @eeho(

"
HY
I

sen Efsen(;’; cos 04 —cos B sentX

Ny = sen <en (b sen X + cos TcosH

= -senl cos [
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APENDICE 1II

MATRIZ ELASTICA

Quando um corpe é solicitado por temsdes Gx,{y,{z

comma indicada pela fig. 5)/

y
]
|
|

6x

A

/d//

o [

Obteremos deformacdes nas diregdes X,¥,z. Com & aplicagao de

teremos:

Gx + Exx Eyx Ezx
de maneira sndloga:

¢y+ Exy Eyy Ezy

dz4, BExz Eyz Ezz

Eij representa a deformacéo na direcdo i devido.a uma soli
citacao em j: Teremos ainda

Eyx = - VyxExx  Ezx = - VzxExx Vij é o coeficiente de Dois
Exy = = VxxEyy Ezy = - VzyBxx son e tem o mesmo signifi
Bxz = - V2zExz . Byz = - VyzEzz cado que a deformacdo Eij.
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Sebemos que em cada diregdo teremos uma deformagdo que sera a
soma das deformacdes devidas a ¢ x, (y, ¢ z. Entdo

Ex = Exx + Exx + Exz

Ey = Eyx + Exy + Eyz

Ez = Bzx + Ezy + Ezz

Para a elasticidade linear podemos dizer que:

6)()( = ~_6_..- Eyy: _g)_/_ EZZ: (Z
Ex Ey E=z

Concluimos que:

Eyz_gi. _\/xy.iﬁ _Vxz GZ

Ex EY Ez
4 EY:-—V)/X ______GX +_(_i__\/yz_6.é_
Ex Evy Ez

Ez-= Vax dx \/ZYéﬁﬁ. bz

\ £x Ey Ez

Ou em forma matricial |

A Vxy Vxz
Ex Ey Ez
Vyx { V
HT = - ) R AV
[ ! Ew Ey Ez
_VNzx  _Vzy |
Ex Ey Ez
\ /
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Para a determinacgao das tensb'esi@’ f em fumgGes de{&l} fazemos:
(6 -Iul'{at o {dl-[o1{E}
pl-[n]”

['D] —> £ A MATRIZ ELASTICA

Notamos que s&0 necessario 6 coeficientes de Poisson e 3 médu

los de elasticidade necessarios para definir a matriz

eldsti
ca [D]

Sabemos do principio de reciprocidade de Betti
que se:

6y . €y = (z Eiy = Eph

1 = -V :-‘V' 0/ Vi = Vii
G = VnEgp= Ve g o gF s
Eqi= -Vii€ik= -Vir §i Vig= Vi Ef
¢ ¢ - ¢ El | r= e E i

Procuremos a inversa de [H]

RN -—Vx¥ _Vvxz
Ex EY =

1

DET A = _VYY i _\/yz_ i
A
EZ

(I— \/xyVyz - \/\/X.

Vzy Vxz- VxzVz x - Vyx,
-VY)/ - sz- \/Yz)




iz

‘S\/
, 4"&%
CZZ
Cez C33
)
! (1_sz.Vyz)
B EyEZ_
| (Vyx+ szVyz)
- ExgEz
! (\/zx-l-Vyx.\/zy)
- E)(E); .
1 (4._\/2)( .Vx.z)
= ExEz
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QUANDO :

[p] =

~-VyXx
E
=Y

VXY:. Vyx’:...

E

(4+v) (1= 2v)

Ex = Ey: Ez-FE

=V
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! (V&y+kaVz¥)

EkEy

__l_a__(1ﬁv&y;VYx)

EYEy
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;7 Fon HEXAEDRO DE 4.2 TETRAEDRGS
*LIST SOURCE PROGRAM

¥*ONE WORD INTEGERS
SUBROUTINE MRIGE(C,XE.IELEM,E14E24E3,V12,V13,V23,V21,V31,V32,
*GELyGE24+GE34+CX4CY,CZ,VOLE)
DIMENSION INC(1244)+C(27427)+XE{933)3XET(443),4CT{12,12)
*eA1343),A1(3,24)

COORDENADAS DO PONTO INTERIOR

OO0

DO 10 J=1,3
10 XE{9s JI=(XEULyJ I +XE(24J I+ XE(33 ) 4XE(43JV+XE(SsJ}+XE(64J)I+XKE(T,4J)
*+XE(B8,J)) /8.
DO 20 I=1,27
00 20 J=1,27



PAGE

OOON

o

OO W

40

3 A 63
C{l,J)=0.
INCIDENCIAS DOS TETRAEDROS NO ELEMENTO

INC{l,11)=1
INC{1,2)=4
INC{1l:3)=2
INC(2,1)=2
INCL2,2)=4
INC{2,3)=3
INC{3,1)=4
INC(3,2)=7
INC(3,3)=3
INCl4,1}=4
INC{4,2)=8
INCl4,3)=7
INC(S,1)=6
INC(5,2)=7
INC{5,3)=8
INC{641)=6
INC{6,2)=8
INCI{6,43)=5
INC(7,1)=1
INC(T7,2)=6
INC{T7,3)=5
INC{8,11=1
INC(8,2)=2
INC(8,3)=6
INC{9,1)=1 e
INCt{9,2)=8
INC(9,3)=4
INC({10,1)=1
INC(10,2)=5
INC(10:3)=8
INC{11l,1)=2
INC(11,2)=3
INC(11,3)=7
INC(12,1)=2
INC{1242)=7
INC{12,3)=6
D0 30 [=1l,12
INCLE.40=9

COORDENADAS DOS TETRAEDROS

MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO

VOLE=0.

BO 50 IT=1,12

DO 40 J=1,3

DO 40 K=1,4%
TI=INC(IT,K}
XETUKyJ)=XE{11,J)}
[ID=1IT+12*([ELEMN-]1)
CALL MRTET{(CT4XET,IDsE1l,E2,E3,V12,V13,V23,¥21,V31,V32,GE1,GE2,GE3
*9CXsCYCZ,VOL)
VOLE=VOLE+VOL

DO 60 IN=l.4
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DO 60 IX=1,3
I=(IN-1)*3+1X
II=CINC{IT,IN