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S :r N. O P S E 

lste trabalho tem por finalidade o estudo do fe 

nomeno resultante da propagação de mares em interior de ·ca 

nais comunicando-se com um reservatório. 

A passagem da onda oceinica na foz ~e um canal, 

origina uma onda que se propaga dentro do canal. 

Três teorias sao aplicadas para êste fenômeno: 

1 - A onda propagada e considerada uma onda de 

translação, propagando-se de acôrdo com ~er 

tas leis conhecidas, o problema e tratado 

sob o ponto de vista da dissipação de ener-

gia da onda pelo atrito dentro dos 

do canal; 

limites 

2 - As equaçoes das ~ndas longas sao considera~ 

das (continuidade e movimento). As equaç;es 

sao resolvidas atravêl método diferenças~fi 

nicas explicito; 

3 - As equaçoes das ondas longas sao soluciona-
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das através método diferenças-finitas impl.!_ 

cito . 

De ac;rdo com cada uma das teorias, sao calc~la 

das as velocidades e alturas para o canal do p;rto de Lagu-

na, Os resultados são confrontados com dados observados no 

mesmo local. 

Tendo em vista os bons resultados obtidos por 

ambas teorias (1 e 2), conclui mos que elas são aplicáveis com 

êxito na simulação das velocidades e alturas no canal, 

condições idênticas as do problema aqui tratado, 
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The main objective of this paper is the study 

of the resulthing phenomena of the propagation of tides in 

Inland channels, 

reservoir. 

which are in close communication with a 

The passage of the ocean tidal wave in front 

of the mouth of a channel, sets up therein a wave, which is 

propagated into the channel. 

phenome non: 

Three theories are presented to study thi s 

1 - The propagated wave is considered a. wave 

of translation, and this propagation obeys 

the well known laws. The problem is dealtt 

with by considering the expenditure· of the 

wave energy, by friction within the limits 

of the channel; 

2 - The equations of continuity and motion of 

longwaves were taken into consideration 

in this case. The solution of these equ~ 

tions is treated with explicite 

difference method; 

fi ni te-
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3 - The equations of long waves are solved 

with implicit finite-difference method, 

The velocity and the height for the channel 

of Laguna's for are calculated according each one of 

these theories. The results were checked those, 

viously observed, at the same place. 

pre-

If we take into consideration the good re­

sults presented by both theories (1 and 2), we conclu 

de that they can be successifuly applied on the simula 

tion of the velocity and height in the channel, under 

identycal conditions we have in the problem, here dis­

cussed. 
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C A. P Í. .T U L. O I. 

TNTR.ODUÇÃO 

A passagem de uma onda de mare na foz de um ca-

nal di origem a uma onda que se propaga atravis do mesmo, 

fste estudo trata do fenômeno resultante da pro­

pagaçao da onda originada pela marino interior de canais. 

As condições sob as quais a onda se propaga sao 

tambim influinciadas pelo tipo do sistema com o qual o termi 

nal do canal se comunica. 

Três casos sao encontrados na natureza: 

1) Sistema tendo um nível constante 

2) Sistema tendo um nível variivel 

3) Canal comunicando-se em ambos terminais com 

um sistema .d.e·. mare. 

O segundo capítulo trata do princípio da energia 

no caso da propagaçao de uma onda. 

Os canais em geral nao sao tão grandes a, ponto 
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de absorver tÕda a energia da onda propagada. Vamos ver o 

que acontece no terminal do canal com a energia não absorv~ 

da pelo atrito: de acÕrdo com a teoria da reflexão de ondas 

esta energia ê ~rop~gada de volta ao canal na forma de onda 

refletida; sendo que a sua energia está também sujeita a 

perdas por atrito; Se esta energia não ê totalmente consu-

mida no curso do transito da onda refletida, uma segunda o~ 

da refletida ê originada para montante, e assim indefinida­

mente atê práticamente tÕda a energia da onda propagada ter 

sido absorvida pelo atrito dentro dos limites do canal. 

Estas ondas, propagadas e refletidas, existem 

simultâneamente no canal, e elas interferirã.o para todos os 

pontos de acÕrdo com as leis de interferência de ondas si-

multâneas. Então a onda observada no canal sera a resultan 

te formada destas interferências. 

O perfil longitudinal de uma onda nao ê senoidal 

contudo ela pode ser considerada sem êrro apreciável,daqui, 

a onda propagada, incluindo a resultante e tÕdas ondas re­

fletidas, podem ser consideradas como senoidais. 

Para aplicar esta teoria, usa-se neste estudo 

as equaçoes de Ai ry (equações de mo-vi-.men·t·o e continuidade ) , 

com os dados do pÕrto de Laguna, a teoria e aplicada fazen­

do-se cálculos de acÕrdo com as equaçoes acima mencionadas, 
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e entao comparando os resultados calculados com os resulta­

dos observados. 

O terceiro capitulo trata da influência das ma 

res, em canais comunicando-se com um reservatório, 

das equações das ondas longas, ou seja as mares sao 

através 

trata-

das como ondas longas. Partindo-se das equações da continui 

dade e movimento juntamente com as condições de contôrno e 

as condições iniciais para as velocidades e as alturas, de 

terminamos maregramas e velocidades para seções do canal. O 

método empregado para a solução das equaçoes e o explicito. 

O estudo e aplicado ao canal do pÔrto de Laguna. 

O quarto capitulo trata da solução das equaçoes 

das ondas longas através método implltito mais recente devi 

do â Amein e Fang. Destaca-se a importância dêste método de 

vido â plena liberdade nas escolhas das dimensões das malhas 

retangulares, àx e àt, nas equaçoes diferenças que substituem 

as equaçoes acima mencionadas, ou sejam âs da continuidade e 

movimento. Aplicação é procedida analisando-se movimento de 

marés no canal do pÔrto de Laguna. 

a) Resumo Hist;rico 

Aproximadamente dois mil anos atraz, os natura­

listas Strabo e Plint estudaram uma relação entre os corpos 
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celestes e o movimento do oceano. Foi também constatado por 

Kepler que as forças de atração da lua e do sol influíam no 

sistema. O primeiro a estudar matemáticamente a origem das 

marés foi Newton através do seu trabalho Philosophiae Natur~ 

lis Principia Matematica (Londresi 1687). Das posições do 

sol e da lua êle pode explicar o fenômeno da preamar e baixa 

mar. 

Em 1738 a Academia de Ciência Francesa deu um. no 

vo avanço a teoria das marés, devida a Newton; através dos 

estudos procedidos por Bernouilli. Contudo a teoria de New-

ton era desmerecedora de certo grau de certeza, e que porta~ 

to deveria receber um tratamento da teoria hidrodinâmica,te~ 

ria esta que foi desenvolvida por Laplace no seu trabalho ''A 

Mecânica Celeste". Entretanto esta teoria apresentava fa-

lhas, mas era muito conveniente para mostrar como observa-

çÕes de marés deveriam ser analizadas para propósitos práti­

cos e teóricos. 

Em 1868 surge o método harmônico, desenvolvido 

por Thompson. 

Após a análise harmônica, novos métodos para cál 

culos dos constituintes harmônicos foram extendidos por Dar­

win e outros investigadores. 

Seguindo o trabalho de Newton, Bernouilli, e La-



place, o problema das mares foi tratado por Airy, e 

Poincaré desenvolveu modêlos matemáticos.Cabe destacar 

5 • 

também 

bem os métodos analfticos devidos a: Taylor, 

Dantzig e Lauwerier. 

Proudman, 

tam­

Van 

Em 1900 Massau dá uma importante contribuição a 

teoria das mares, a qual tratava do método das caracterfsti­

cas. Contudo naquela época o seu trabalho nao foi bem rece­

bido, devido ao nao entendimento do uso prático da teoria; 

mas com o desen•olvimento dos·mitodos de cálculo numirico, 

principalmente o de Holsters, a teoria de Massau foi 

mente adotada. 

A teoria das caracterfsticas vem sendo 

atê hoje, em todo o mundo, principalmente na França. 

to tal -

estudada 

Após a 2a. Guerra Mundial, métodos baseados nas 

propriedades das equações diferenciais parciais hiperbólicas 

foram aplicados ao movimento das matis. ~ste trabalho e de­

vido a Massau, sendo que o assunto foi também abordado por 

Schonfeld. 

Estudos de mares vem sendo desenvolvido no curso 

dos anos; destacando-se o de Parson para o ''Cape Cod Canal'' 

e o livro de Pillsbury sÕbre cálculos de mares. 

Atualmente os estudos de mares estao sendo trata 
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dos através computadores, sendo que o primeiro pesquisador a 

seguir tal procedimento foi W. Hansen. 

Geralmente em se tratando de mares, o engenhei-

ro estimais interessado respectivamente nos valores miximos 

das amplitudes e das velocidades, 

A importância pritica do estudo ê evidente. Nos 

projetos de canais nós devemos estabelecer a altura necessi-

ria da sua seção para prever uma certa cheia. Na construçao 

de canais de navegação velocidades e alturas miximas do flu­

xo sao necessirias para estabelecimento de formatos de na-

vias. Outrossim informações sôbre níveis 1 -,d agua, de inte-

resse ~ara: molhes (diques), comportas de drenagem e informa 

çÕes sôbre correntes de interêsse para: energia, proteção de 

praia, assoreamento em canais. Podemos ainda destacar a im-

portância com relação i levantamentos hidrogrificos e proje­

tos portuirios. 
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INFL UÊ:NC IA. DAS. MARÉ: S EM CANAIS 

COMUNTCANDO-SE. _COM. UM. RESERVATÕRIO 

(PRINCÍPIO DA ENERGIA) 
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Nêste capítulo procederemos ao estudo dos ca­

nais sujeitos ·às marés, comunicando-se no seu terminal anion 

·tante com um reservatório. 

Consideraç5es te6ricas são discutidas para e•ta 

-belecer o mecanismo da propagaçao. 

A onda originada pela mare sera tratada como uma 

onda de translação. 

A energia total de uma onda de translação, sera 

constante no caso de inexistência do atrito, mas caso con­

trário a energia será reduzida continuamente pelo mesmo 0 A 

energia para qualquer ponto consiste de duas partes iguais, 

energia potencial sendo representada pela altura da onda 

acima do nível mêdio, e energia cinêtica representada pela 

velocidade da água. 
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Seja: 

<t, - velocidade da onda 

L - largura do canal para o nível do mar. 

D - altura reduzida do canal. 

h - altura da onda referida ao nível midio 

do mar para qualquer ponto ~ •. para o 

tempo t. 

v - velocidade da agua, para qualquer pon-

to x e tempo t •. 

A expressao para a energia potencial por 

unidade de comprimento de onda serâ: 

E = _l_. p ~ h2 g 
p 2 

referência i feita para Milne Thompson (13) para estabe 

lecimento da Última equação. 

E a energi.a cinética sera: 

E 
c 

1 2 = -
2
-· · mv = + p ~ (D+ h) 

2 
V 
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Seja· A representação abaixo: 

• 

I h 
} 

1D D 

, __ _ --~---.--

Figura 1 

Pela continuidade hidraulica (Rich (12),)'. 

v(D + h) = c h 

V = c .h 

(D + h) 

Substituindo êste valor para a velocidade na ex 

pressao da energia cinética teremos: 

E 
c = 1 

2 

p 1 ~· (D + h) 



E . = 
e 

1 

2 

. 2 
e_ 

(D + h) 

mas da teoria das ondas, em •gua•_p9Uç9 profyndas 

C= ,Jgli_ 

no nosso caso 

H = D + h 

logo virá: 

E = 
e 

1 

2 

g (D + h) 

2 
j) ,\!, g • h 

... 2 e. 

D + h 
= 

1 O • 

g 

O que nos demonstra a igualdade da energia ciné-

tica com a potencial, como inicialmente dito. 

A expressao para a energia de uma onda de erans-

lação sera: 

E = 1 

2 

2 ,pglch + 1 --·· 
2 

g.p lc (D + h) 
2 

V 



Seja o canal representado aabaixo: 

·A 
IB 

J/, 

h o 

1 

.Figura 2 

Seja: 

h • Altura da onda em A. 
o 

e 

J/,1 

11. 

h
1 

= Altura da onda em B (h 1 F hei em virtude do 

atrito). 

A energia da onda em B sera: 

2 
E = p' g J/, h

1
• 

Devido a reduçio da largura em B, s;mente uma ~a~ 

te desta energia pode ser propagada em BC. 

Seja: 

h = A verdadeira altura para B 

Entio a energia para B virã: 
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A energia a qual não.é· transmitida através B, 

se manifestará em uma onda refletida ret·orr,ando para A. 

mas 

A energia refletida sera dada por: 

2 
= 'P g (i hl 

' 

p g .Q, (h - h ) 
2 

1 

Igualando-se as.duas expressoes para E2 teremos: 

h = (1) 
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Analisemos a fórmula anterior. (equação (1)): 

1) 

Ex: 

Ex: 

> 2 

h > h 
1 

h = o 

Então a propagaçao de uma onda em canal que co­

munica-se com um reservatório, continuará dentro.do reserva 

tório com amplitude diferente da sua forma inicial. A ampli_ 

tude deve v~riar de ac5rdo com a lei expressa pela fórmula 

anteriormente estabelecida, na qual se - 2
1 

li muito gran-

de ou infinito, h., deve ser muito pequeno ou zero. 

,_ 
c) Pr_o·p·:aga{ão ·d·a· ·.mar e·: e·m. ülli canaT c om\1ni'c.a·nd·.o ~s·e·· com 

Seja um canal horizontal de seçao transversal 

constante. 

O reservatório e tido como nível constante. Va-
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mos estudar as diversas configurações da curva de remanso no 

canal. 

Seja a figura abaixo: 

A2 

Mar A Canal B Reservatório C 

--

Figura 3 

AB e o nível médio do mar ,sup.os.to, ser o mesmo de 

BC (Reservatório). 

A = 
4 

Os níveis extremos alcançado pela ma 

re 
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Como sabemos o nfvel no canal e constantemente 

variado. 

Teremos sÕmente o estado de equilfbrio quando 

o n{vel permanecer sem movimento por um certo tempo. 

Quando o nível c~esce de A para A2 , êle cresce 

relativamente mais ripido para~ do que para qualquer ou­

tro ponto de AB, e a curva de nfvel toma uma forma concava 

para cima(representada na figura por uma linha tracejada). 

Quando o nível desce de A2 para A, a curva de 

nível sera convexa para cima, como indicado na figura pe­

ças linhas pontilhadas .. 

Quando o nível ·.vai descendo para A3 , a curva 

de remanso no canal sera convexa para cima, e sera concava 

quando o nfvel passa por A
3 

subindo. 

Entio as curvas em linhas tracejada~ represen­

tam os n[veis no canal durante a cheia, e as linhas ponti­

lhadas os níveis durante a vazante. 

Sob estas condiç;es, as velocidades para_ cada 

ponto do canal serao pequenas no momento de meia marê,qua~ 

do o nível passa através o nível médio; elas serao máxima, 

na cheia ou vazante, no momento que a diferença de nível é 

máxima. 
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O reservatório foi definido como sufici­

entemente grande, de maneira tal que o volume introdu 

zido nêle pela onda de maré, nao altera o seu nível . 

Consequentemente, sua superfície permanesce com nível 

constante, o .qual é também as.sumido ter o mesmo nível 

médio do mar e do canal. 

Seja a equaçao babaixo: 

E = 
2 p g j, h 

Vemos que a altura da onda varia inver·sa 

mente com a largura t do canal. De acôrdo com a Últi 

ma equaçao e a demonstração da influência na variação 

na largura do canal, se a largura do canal ê pequena, 

,!!_ será pequena. Assim desde que o reservatório cons-

titui uma expansão infinita na largura do canal, t se 

rã muito grande, aproximando-se do infinito, eh sera 

pequeno, aproximando-se de zero. Conseqúentemente, a 

onda de translação deverá desaparecer na saída doca-

nal dentro do reservatório. Rich (11) revela que nao 

sÕmente a onda desaparece na saída, mas _que a influên 

eia do reservatório em decrescer a altura da onda e 

refletida de volta por todo o comprimento do canal, 

causando para as alturas e velocidades de todos pon­

tos do canal diferirem de seus valores teóricos. 
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Para achar a explicação dêste fenômeno imagina~· 

mos a propagaçao da mare em um canal como sendo formada por 

uma série de ondas de translação ou sejam sucessivos fluxos 

e refluxos. o fluxo é acompanhado por uma certa velocidade 

do fluxo d'água no canal. A cessação das forças de inercia 

em oposição ao fluxo resultará em um decréscimo desta velo-

cidade do fluxo. Esta cessação das forças de inercia cria-

ra um fluxo negativo na saída o qual é propagado de volta 

ao canal. 

A altura do fluxo negativo na saída sera igual 

a aquele do fluxo, sendo que a sua soma deverá ser zero, e 

as velocidades resultantes dos dois fluxos, estando na mes-

ma direção, somarao os seus valores, ou seja a 

sera duas vêzes a teorica. 

velocidade 

Como já vimos a energia da onda de translação 

consiste de duas partes iguais, a energia potencial e a ci-

nética, potencial sendo devido a altura da onda e cinética 

devido a velocidàde do fluxo d'água. Sabemos também que a 

soma desta energia para qualquer ponto é constante, e tam-

bém um tipo de energia é convertido em outro. Quando o flu 

xo encontra o reservatório a sua energia cinética deve ter-

se consumida. A outra metade, a potencial, deve ser conv~r 

tida em· cinética, desta.man~ira haveri um aumento na veloci 

dade da água o qual originará o fluxo negativo. 
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Entio cada onda positiva dará ori~em a uma onda 

negativa do reservatÕr~o e vice versa. Mas devido ao atrito, 

cada onda sucedente virá cada vez menor, até deixar de 

tir. 

exi s 

O perfil resultante do canal para qualquer ins-

tante sera a soma algébrica de tôdas alturas de ondas para 

aquêle instante e a velocidade resultante sera a soma de tô­

das as velocidades. 

d) Ãs· equaçoes de Airy para marés. 

Uma das melhores aproximações para o cálculo de 

mares em canais é por meio das equações diferenciais de Sir 

George Ai ry. Passemos a apresentaçao das e~uaçoes. 

Seja a figura abaixo: 



T\ 

h 

ox Superf[cie livre ,,-..... 

TJ+ ÔT\ 

' -- -- --i-- ------~-- - Nível médio 
' ! /// / 1/ / / 

E; : / //, 
~/ . ' / / 

/ 

X 

Figura 4 

' i 
1 

1 

1 

, .. - -
x+ox 

19. 

Partindo da 2a. lei de Newton Airy estabeleceu 

as seguintes equações de fluxo em canais de maré: 

a2c ac 
<,, + f --"- - gh 

at 2 ôt' 
= o (2) 

(3) 

Nas quais: 
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n superelevação da superfície livre d'água 

s movimento devido ao transiente 

h ê a altura reduzida do canal; que ê a a~ 

tura de uma seçao retangular tendo ames 

ma area e largura quando a seção media 

atual, ê medida da elevação midia da ma-

f 

re. 

g f X 
·º 

W A 

X perímetro molhado da seçao transversal 

media do canal. 

A areada seçao transversal midia do canal 

W peso especifico d~água 

f coeficiente tal quê a força de atrito por 
o 

metro quadrado de superfície do 

i gua 1 a f V. 
o 

canal e 

Referência é feita para Rich (li.)para estabele­

cimento das equações, e discussões mais detalhadas. 



1 - O terminal do canal é estrangulado; 

as condições de contorno serao: 

X = Ü 

X = L 

n = n se n 
o 

= o 

211t. 

T 

L = comprimento do canal 

T = período da mare (44715 seg) 

21. 

entao 

2 - Para o caso de um canal tendo variação de 

mare para um terminal e um lago para o ou­

tro terminal: 

X = Ü r, = 

X = L n. == 

sen 

o 

21rt 
T 

3 - Quando existe variação de mare para cada te~ 

minal, o procedimento é calcul~r o efeito p~ 

ra cada extremo .separadamente, usando as 

condições de éontôrno anteriores, e somando­

se os efeitos ter-se-á o resultado. 



22 . 

Exemplo ilustrativo ê apresentado nêste tra­

balho para demonstrar a aplicabilidade do método para o 

caso do canal comunicando-se com um reservatório no seu 

terminal, usando-se os dados do porto de Laguna. Para 

procedimento do estudo se faz necessário antes de tudo 

a resolução do sistema. 

+ f 2L - gh 
at 

+ h--EL 
at 

= o 

= o 

Será tratado aqui a solução do sistema basea 

do em dois tipos de condições de contorno: 

1) - Canal com o seu fim estrangulado. 

2) - Canal comunicando-se com um grande re­

servatório no seu terminal, com aplica­

ção ao pôrto de Laguna. 

1) - Equações de Airy para canal estrangulado: 

- -As equaçoes de Airy serao agora resolvidas 

pelas transformada de Laplace: nós procederemos aderi­

vação das equações para a amplitude e velocidade: 



Temos da equaçao de Airy: 

gh ª2s = 
2 ax-

as + f __E_ 
;it

2 
at 

23 • 

-p t 
multiplicando ambos lados por e dt e integrando , de 

O a oo: 

00 00 

gh a! 2 J 
o 

-pt J e I; dt = 

o 

e -pt il {~) dt 
at at 

+ 

00 

+ e-pt-ª._ 
at <1;) dt 

00 00 

n [ e -pt lI] +J -pt a 
gh - (~) d t + 

ax
2 < a t) pe . at 

o o 

'[.-,, { Q) 

+ + 
ffo 

-pt 
I; d t pe 

-pt 
e I; dt +O+ 

,-
'· 

+ f p % 



' 

do d e O a "': 

A 

r 

2-. 

~ ax 
(p.+f) p 

gh 

solução desta -equaçao 

~ X 

= cl e gh 

Por conveniência seja: 

2 . 

s = o 

e: 

+ cz 

fl = v p +pf 
entao. 

gh 

flx e + -flx 
e 

A segunda equaçao de Airy e: 

n 
. ar: . 

- h ~ 
ax 

24. 

~. 
e gh 

X 

(4) 

-pt 
Multiplicando ambos lados por e dt e integra~ 

-pt 
e ,n dt = -h L ax .! "' 

o 



= 

= 

- h .--1.L 
ax 

25 • 

( 5) 

Como tinhamas visto na discussão nas condições 

de contôrno, para canal estrangulado. 

para X = L :, ~ = O E r = O 

para X = o 17. = n sen 27rt 
E 

' o T 

27f 
17 --

o T 
Tl = 

2 (27[) 
2 

p + 
T 

Substituindo êstes valores de contôrno nas eq:u~ 

çoes (4) e (5) nõ~ eliminamos as constantes de integração c
1 

-e c
2 

e obtemos a seguinte expressao para a transformada de 

Laplace para a amplitude: 

= 

{l + e-2f3L} 
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-2i3L -l 
Colocando {l + e } por sua série equivalente nos ob-

temos: 

ou: 

211 
J] = 17a 

T 

+ e 
-4 i3L 

' ;J'] -
n = 

P' 2 + 

[ 

ei3x-2i3L + ;-Sx J [ 
=l + <;11) J 

1 -

e 
-6 SL + . · J 

211 

[· 
(2nL+x) 

.T 
n=c:o 

gh 
E 

( 211) 
2 

n=O 
T 

(2nL+2L-x) 
(í! +f) PJ + e 

gh 

-2i3L e . + 

(p+f)P' 
+ 

A transformação acima pode ser considerada como o 

produto de duas transformações ~o tipo: 

<1>1 (p) = 

• 
e 

2 
.p + . ( 211 

T 

2 
) 



e 

q,2(i>) = 

e 

(2nL+x) 
V gh 

"\J(p+f)p / 

/ i> 

(2nL+2L-x) -./ p / 
-..[í'ft V (p +f)/ p 

A inversão de q, 1 (p) e 

cos 211.t 

T 2 + (211.)2 
p' T 

E a inversão de q, 2 (P) e 

e 

f 
- -2-

À 

(2nL+x) 

~ gh H (;\ -
f 

2 

J e 

f 
2 À 

r 1 [. ff"' / ,À 2 _ (·2nL+x)·.ZJ -v1·· · · v· h · . . . g 

2n.L+x 

"\(i,h 

·c2 L+ > - .n .. x "V(P+f)P 
:>~e -'{gh " 

27 • 

(2nL + .x ) 

v-;;: 
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também: 

,. 
e 

+ 

f (2nL+2L-x) 
2 ... ,:-

V gh H (;\. _ 2nL+2L-x) 

-v;;: 

f . 
-2-

À 

·(2.nL+2L-x) 

Vgh 

e 

f À - 2 I (-f-V.À2 
1 2 

+ 

2nL+2L-x·2 ( . . . . . ) 

-..J;j;" J 
- ( 

2nL+2L-x 
2 

) 
2nL+2L-x "\/gh 
"\Jgh 

;, e 

(2n1+2L-x) -./ 
. V (p +f )p 

--{"ih 

Na qual r 1 e a funçio de Be~sel modificada de· 

primeira espécie e H ia funçio unitiria de Heaviside. 

Pelo teorema da convoluçio 

q>(p ) = \ (p) 4>2 (p') e 

d À ::, 
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f
t 

f(t) f2(t - À) ~2(1) dl 

o 

Conseguentemente a inversão de n (P) e 

n (t > = no 

e 

e 

+ n o 

f 
- -2-

f 
2 

00 

i: 

11 

n=O 

27[ 

T 

n=oo 
E 

n=O 

+ 

(-1) n 

f . 
-2-

t 

J 
2nL+x. 

gh 

f½V 12 (2nL+x) 2) - . "V gh .. 

-y12 

(-1) n 

. .,. ~-

-(2nL + X) 
1/gh 

t 

J 
2nL+2_L·-x. 

gh 

2 

cos 

cos 
27[ ( t - À) · 

T 

À 

J 
2n.L+x. 

~ 

dÀ dÀ 

Z7f (t - À) , 
T 



e 

e 

L. 
-2-

2nL+2L-x À ( ...... ) 

~ ~ +· f · 2riL+2L-x · 

f 
-2- À 

V 15ª ( . . ) 
2--..{gh 

· ·2nL+2L - x 2 
-(----) 

"Vr,h 

30. 

À 

J 
2riL+2L+x 

~ 

dÀ (6) 

Para o fim do canal x = L, as duas expressoes 

2nL + L 
(--~-) e 

\/gh 
(-2_n_L_+ __ 2L_·_-_x_) 

"'Jgh 

vem iguais> logo: 

Para 

.n = 

f 
-2-

X = L 

2:i:] 
2'JT 1:, T o 

-w, 

(2riL+~) 

cos 

f 
e Wi + -2-

2rr (t - À ) • T 



2nL.+L 

Vgh 

2nL+L 
t > 

f 
- 2 À 

e 

_ (.2nL.+:t.) 
2

] --.fffi ... · .. 
,. . d À 

,------'-· -''-~ 
"'/À2 -(2nL+L) 2 
V -ygh 

Integrando o 19 têrmo com{} nos obtemos 

2Tl 
o 

= 

2n 
T 

2 Tl 
o 

e 

f 
- -2-

f 
-2-

J cos 

2n.L.+L 

"\Jgh 

sen (t _ (2nL+L)) 

"IJgh . 
2n 
T 

31. 

(7) 

(8) 

Para integrar o segundo termo com{} colocamos 

a função de Bessel 1 1 por sua serie equivalente 

= e -·-· + L + L + •••••• 
2 16 384 

nêste caso particular, convergência e .tao rápida que no.s p·r= 

cisamos reter s5mente o 19 têrmo da ~irie: a segunda integr~ 



ção então vem: 

2n 
2,r 

o T 

f 
À - 2 

Jt 
2,r 

-2 
(t -À) 

f 
cos r 8 

2nL_+L. 

-vih 

e d11 d11 = 2n f (2nL+L) 
o4 Vgh 

e 

- 2n 
o 

(t - 2n.L+ L ) 

-'{ih 

2nL+L) 

,Jgi; 
2nL+L .. 

gh 

cos 

O segundo membro de (8) 

2 f · 2nL+L [ 
- 2n

0 
; 4 ( 't{i'h) cos 

{ . f 2,r À 
2 .cos T 

2 
(2,r) f 2 . 

4-f T 

32; 

À 

2IiL:t-L. J "\[ih 
2nL+L 

--Jgt; 

21!_ 
T 

f 
2 1T(t-À) e - 2 

T 

+ 

dÀ 

(9) 



211t J 
+ sen -T-

1 

f 
À f e - 2 (- 2 sen 211À. _ 211 

.T T 
co s 211À) 

.. T 

33. 

t 

f 2 
-4- + 

·2nL+L 

w 
Na expressao precedente a contribuição do limite 

superior de integração, envolvendo 

f 
e 2 

t 
sera de magnitude desprezível, e tendendo para ze 

ro quanto t + oo 

Para o limite superior nos obteremos: 

f 
_ 2n 211 .f (2nL+L) e- -2-

o T 4 V gh 

( 2nL+L)· 

w 

f z CDS 

( 2nL+L)· 
211 t 2 · V h .co s 11 .. g . _ ~ 211t 

... T. _co sy. s.e.n .T. . . . · . T 

2 
f 

--·.f. 

4 

f 

4 

2 

+ (~) 2 
T 

2 .(2.nL+L, 
.11 ·vn-J . g 

T 

(10) 

+ 
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A solução final consistirá de uma série infini­

ta com alternantes sinais mais e menos compreendendo os 3 

têrmos (8), (9), (10) 

2) Canal sujeito ã maré num terminal e comunicando-se com 

um grande lago de nível constante no 29 terminal. 

As condições de contôrno para êste caso 

ra o fim (maré) 

n: = 

D = 

X= O; 

n 
o 

n. 
o 

sen 27ft 

T 

2 
p 

27T 
-T-

e 

Para o terminal no lago: 

x = L , n = o , n. o 

-sao; P!!:, 

Substituindo êstes valores na equação (5) 

O = - h e 
1 

13 e l3L + h e 
2 

13 e -l3L 



Nós. obtemos: 

l] _lL 

c2 
o T 1 1 = 

2 (211)2 -2SL 
hS p + 1 - e 

T 

211 
tio --T-

1 
-2SL 

cl 
e . 

= 
2 <2;)2 -2 SL 

hS p + l - e 

Substituindo êstes valores na equaçao (5) 

.n = 1. 

2 .211) 2 
P + l r 

-Sx Sx-2SL 
e - e 

-2SL 1 - e 
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Colocando o fator 

equivalente nós obteremos: 

-2 SL 1 
( 1 - e ) por sua série 

n - . 
2·(211)2 p + -

T 

-4 SL + e + 

( · -Sx Sx-2SL) (l -2SL e - e + e 

-6SL 
e + ..... ) 

+ 



ou: 

'I = 

= 

"º 2TT 
T 

e - e + e 
( 

-Bx Bx-2BL -Bx-2BL 

$x-4~L -Bx - 4BL 
e + e . . . . . ) 

'\ 2TT 
T 

p2+ ( 2TT) 2 
T 

n=oo 
í: 

n=O [

. .2nL+x. 
- l ) 

e ,jgh 
V <P +o,; 

36 • 

( zni + 21-x. - ) 

- e ·"\['gh 
V<p·+t)r, ] 

As transformações acima são as mesmas que aquelas 

previamente invertidas para o caso de canal estrangulado, a 

iinica diferença sendo que o I não i seguido pelo parente ses 

(-l)n e o sinal algibrico entre os dois tirmos em e com o 

e menos em vez de mais. De acôrdo nós poàemos escrever como 

antes: 



21[ n=oo 

n = r.i r i; 
o 

n=O 

+ f '( 2nL+x) 
2 "'l[gh 

- n. 
o 

n=oo 
~ E 

T n=O J 

t 

lnL+x 

gh 

À 

J 
2nL+x 

t 

bI ·-co s (t-;1) e 
T 

f 
2 À 

e 

À > 2nL+x 

"Vgh 

co s 
2

1T (t - À) • 
T 

(2n1+2L-x) 

~ 

f ( 2n:L+ 21-x. ) + 
e- -2- ~ 

À 

f (2nL+ZL-x) 
+7 "Vgh J 

· 2n:L+ 21.-x 

e 

f À 
2 

3 7. 

f ( 2nL+x) 
2"'\[ih 

· (2n:L+2L-x) 2] 

~ À > ·2n:L+2L-x . (ll) 

-. f 2 . 2nL+2L-x 2 V À - \ . . .) w ·--r;;: 



No caso· onde x 

Seja o desenvolvimento de n 

n X + y 

• 
X I + II 

• y ·111 + IV 

Desenvolvimento de x, • X= I + II 

f (2nL+x) t 
211 2 

inL+x 

211 I = no e lJgh co s (t-À) 
T T 

--.jgh" 

f (2nL+x) - 2 2nL+x) 211 I = n e ,(gb sen (e -
o 

~ T 

e 

' n o 
211 I t 2 

2 , À - f e os - 11 l e - 'a . ·2nL +. X 

T ZnL+x 

. f À 
2 

-{"ih 

38. 

dÀ 



3 9 • 

= 11_ f • (2nL+x) e 
o 4 -{gh 

½ (2nL+x) 

,{ih sen (t -

- n 
o 

- n 
o 

{ e 

21i f 
T4 cos 

(2nL+x) e 

'"\[ih 

½ (2nL+x) 

--{ih sen (t:·-

211 f (2nL+x) [ cos 211t 
T 4 -...fgti T 

f f 211À 211 

" J 2 À (- 2 cos -- + 
T sen.; ) . .T 

f 
2 

, 211) 2 
+ ~-

4 T 

2nL+_x ) 211 

")Jgh T 

+ 

t 

{ 

f f 211.À_ 211 211 À Jl 2 (- 2 sen -- - - cos ~) J 
+ sen 2;t - .;:e _____ --:-_f ___ z-,-+ ___ T_~(=;=11~)~•:~-~---~r~---, 2riL+x 

4 .. l{gh. 



40. 

Na expressão anterior a contribuição do limite superior de 

integração, envolvendo -f / 2 t 
e sera de grandeza desprezí-

vel, e tenàendo a zero quanào t~ oo, para o limite inferior 

de integração teremos: 

II= 

,, 
l'J. 

o 
f (2nL+x ) e 
4 "\[ih 

f (2nL+x) . 
2 ~ sen(t 2nL+x)211 _ 

'"\[gh T 

211 
Do T 

f 
4 

f (2nL+x) 
2 -{;;; . 

+ 

+ 

f 211t 
2 (2nL+x) 

11 y gh 
2 eos . eos 

T T 

f2 
( 211) 

2 
-4- + 

T 

2 (2nL+x) 
211 211t 11 ygh - eos -T- sen 
T T 

f2 
(211) 

2 

4 + 
T 

f 211t .2 .. sen ~ s.en 

· 2pL+X· · 
.211(]/gh ) 

T 

2 
f 
7j + 

2 
(!!) 

T 

+ 

+ 



+ 

211 
T .. se.n 

211t 
T 

:co.s 

+ 

( 2n.L + 
.2 11 . V gh 

( 211., 2 ri 

T 

~ 
Desenvolvimento de y: 

.~ 
y = III -,. IV 

t 

41. 

211 J 
_ !_(2nL+2L-x) 

211 (t-À) .e 
2 

· ~ • dÀ= III = n. 
o T 

cos 
T 

(2nL+2L-x 

= n e 
o 

III = T]_ 
o 

iJgh 

f (2nL+2L-x) 
2 ~~ 

V gh • 

e 

(t 
· (2nL+ 2L-x)) 

sen , -
-...Jgr:" 

sen (t _ ·2nL+2L-x) 

"\Jgh 

211 
T 

211 
T 



IV n o 
211 

T co s 

42. 

(2nL+2L-x) 

\/gh 

À 

·! !.À I. 
.f 

:>..2 
2nL+ 2L~x 

l- -
2 L 2 

~ e d:>..d:>.. = 
2 

2nL+2L~x 2 
2nL+ 2L-·x À 

-ygh "IJgh 

t 

J cos • ( 2nL+2L-x ) • 

-{ih 
· 2nL+2L-x 

w 

À 

·f e 

f 
2 À 

dÀ dÀ = 

2nL+2L-x 

w 

= n f (2nL+2L-x) e 
o 4 yg'b. 

f ( 2nL+ 2L-x) 
2"1/gh 



( 2nL+2.L.,'- x) • sen t - -~~~~- 211 

T 

- 17 o 

t 

211 
T 

f ( 2n.L. + .2L - x) • 

4 --{ih' 

CDS 211 ( t - ;\) e 
T 

2nL +2L.-x 

--{gtt 

f 
17

0 4 
(2nL+2L-x) e 

f ( 2nL + 2L.-x) . 
2 -yij . = 

sen (t -

211 
- 17 

o T 

~ 

_2_n~.L~. ~+...,.=·~2_L~·-_x~) 

lJgh 
2L 

T 

.. ,-

f • (2nL+2L - x) 
4 'Vgh T 

CDS 
211À + 211. sen 211À. 

T .T .T 

f . 2 2 
.. + (2) -4- T 

+ 

43. 

= 



+ sen 2rrt. 
T 

2rr À ·sen 
T 

+ 
4 

2rr 
T 

. 2 

(2!.) 
T 

:c.o.s 

t 

';-',] 
2nL+ 2L-, 

gh 

Na expressao precedente a contribuiçio do li 

mite superior de integraçio envolvendo 
-f / 2t 

e sera ·de 

grandeza .,desprezivel, tendendo para zero quando t + oo, pa­

ra o limite inferior teremos: 

IV = 
f 

4 

sen ( t -

21T 
T 

f 2rrt ----y- .e.os T .. 
2 

f 

_ !_(2nL+2L-x) 
(-2_n_L~. _+~._2_L~-~· ~x) e 2 "\,[ih 

"\Jgtt 

2nL. + 2L - x ) ~ 
,Jgh T 

f. 
-4-

. c.o.s. 

2nL + 2L -( . . . . 

1/gh 

Zrr(2nL+2L-x) 
fin .. 

T 

4 



21T 
T 

. cos 21T.t 
T 

2 
f 

7;- + 

sen 
2 (2nL+2L-x) 

1T ... vs& . 
T 

45 • · 

+ 

f 
-2- sen 

z·t ZJT(2nL+2L-x) 
1T · se n --,-~-,--'---':-::'-\/"'.g"-h"'.~~~ T.. .T + 

+ 

2 
f . 

-4-

cos 

+ 

+ 

2 L _+ _2_L_ ·.-. _x_) 21T (-_-n:~_~ ....... -~--,[gn · 
T 

Após desenvolvimentos teremos para I, II, 

III, IV as seguientes expressões: 

I = 

II= 

III= 

Al sen Z1Tt 
T 

"'l 21T~. "' sen 
T 

A2 sen Z1Tt 
T 

Bl cos Z1Tt_ 
T 

Pl cos ZJT_t 
T 

B2 cos Z1Tt 
T 



IV= 
211 t 

<j,2 sen --· 
T 

Nas quais: 

Al 
f ( 2nL+x) 

- 2 .Jgn 
= n e • 

o 

B1 = n e o 

f ( 2nL+x) 
2 -...Jgn 

P2 cos 211·t· 
T 

. co s ( 2nL.+x) 

-fgh 

sen ( 2nL+x) 

~ 

Cl 
f 

= no -4-

f 

• (2nL+x) e - 2 
"\Jgh 

( 2nL+x) 

-..{ih 

Dl = 

El = 

f2 

4 
+ 

f .. 
.• CD s -2-

T 

211 
T 

46 • 



Fl = 

Gl = 

Hl = 

<j, 1 = 

Pl = 

A2 = 

B2 = 

2 ( 2nL.+x.·) 
2 rr · .:igh. = ·se n -~-'-.Y."'-"'-'-~ 

T T 

f 
2 

2 ( 2nL+x.) 
. 1['"' "'' h . 

• se n --'-· -'-.-'-"' ,g-'-_ --· --· 
T 

Zrr ·• cos 
T 

zrr ( 2nL +x) 
YPC. 

T 

Cl co s ( ZnL+x) 

--w 

Cl sen (ZnL.+x) 

,/gh 

2rr 
T 

2rr 
T 

f 2nL+2L-x ( ...... ) 

I1L 
T 

2rr. 
T 
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Cl (Gl + Hl) 
Dl 

Cl 
D l • (El - Fl) 

n e o 
2 ~ · 2nL+2L-x 2rr co s ( . . . . . ) 

"'\(ih T 

n e o 

f 2nL+2L-x 
( · · ) · 2nL+2L-x · 2 "Vgh . sen( · · · · · ) 

~ 
2rr 

T 



C2 = 

E2 = 

F 2 = 

G2 = 

H2 = 

f ·( 2n.L.+2L-x 
f (2nL+2L-x 2 . . ) 

\/gh 17 o 
4 · · · · ) e 

-fgh 

f 
2 

• cos 

2rr (2nL+2L-x 
~ r--:-:-. ) 

. Vgh 

T 

2.,7r ( 2n1+2L-.x ) 

2.:rr.... · sen ·--&:·. 
T 

T 

f 21T (2n1+2L x) 

2 • se n -~~-"Vffi..ll~g~h!l . ..:.·~·· ~ 
T 

2.1T. 

T 

21T (2nL+2L~x) 

. • e o s --~-fuug[.!!h~·. ~ 
T 

48 • 

e 2 • co s 
( 2nL+2L-x) 21T 21T ... e 2 

'Vgtl T - T Dl (G2+H2) 
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P2 = C2 . sen (2nL+2L-x) 

,{i,h 
C2 iIT (E 2-F 2) 

E fazendo 

COEFS = Al + .1 - A2 - .2 
COEFC = -Bl - Pl + B2 + P2 

Teremos finalmente 

T) = COEFS sen ·21Tt. + COEFC cos 2TTt: ( 12) 
T 

Esta e a expressao para a amplitude da onda de 

mare para qualquer ponto no canal. Esta expressão exprime a 

onda inicial e suas sucessivas reflexões. O cálculo de ondas 

·refletidas sucessivas deverã ser procedido até a variação da 

soma dos parâmetros COEFS e COEFC ser de magnitude desprezada. 

Expressão para ,velocidade no canal: 

Temos que: 

V = ~ 
dt 
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A forma operacional é: v = P~ 

+ = 

2rr , -13x+ flL 
-p e 

.T ... ' ... · ... 
= 

2rr.. -f3x flx-2f3L 
= n0 -~ (p e • •. - p e . . . . J. 

2 · 2 2 2°L 
hs' {p + ( ;> } {l + e - µ } 

e
-2 L}-l 

colocando {l + por sua série equivalente obtere-

mos: 

no. 2rr-fij, r gh p 
V = • 

2 ( 2rr) 
2 

h p + 
T 

-Sx ... sx-2SL (.l .-·. ·.e:-2SL. ·.+ e·.-4SL . -6SL 
• (e.. - e . ) ----- - e ••• ) = 

-V (p + f) p 



= 
2 

p 

e-i3x --' :eSx-2SL _ e -13x-Zi3L + 

V<P + o p' 

51. 

Sx -4 SL . flx -6 SL 
e ... : -e. -~-

V = z; -{f < z p ) . 
+ (211)2 

00 

l: (-1) n 
n=O 

p T 

-S(ZnL+x) ... -S(2nL+2L-x) 
e. . . -. _e 

Y<P + f) ,Ji 

As transformações acima podem ser consideradas como produto 

de duas transformações: 

q, 1 (p) = 
p e: 211t 

cos r 

q, 2 (p ) 

· ·znL· + -.1 -(·.X) V(p+f)p 
e ·. ·. . .. ·"\hh = .::.....~ ......... -:.::::.__~-~~~-~ 

-V (p + f) p 

e 



ce 
f 

- - t 2 - (2~ )2] 

(2nL+2L-x) "\l(p+f)p 
e . ..r;;; . ·. e 

C. e 
· 2nL+2L -~ ·x -

2 ] - ( ' ',' ' . '',' ) 

-yij; 

t > 2nL+21·.-x. 

5 2. 

Sendo I função de Bessel de la. espécie .f elo teorema da 
o 

convolução: 

<P (p) <P1 (p) <P2 (p) 

t 

E f ( t) = J fl (t - ü f2 (ü di,_ 

o 

Consequentemente a inversão de V sera= 



mas: 

t 

J2nL+xcos 

"'Vgh 

00 

~ 
n=O 

_3.!....(t-À) 
T 

· /_2.11. . "" . ~g 
- 170 T V~ 

00 

~ 
n=O 

Jt cos 

2nL+2L.-.x 

1/gtl 

211. (t - À) 
T 

e 

e 

f 
2À 

f 
- -2-·. À 

• 

[ 

"'/ 2 - (2n~-x) 2] dÀ {13) 
lo +v. À 

I (0) = 
o 

5 3 • 
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Uma boa aproximação e alcançada quando 

I ( 8) 
o 

= 1. 

-A equaçao (13) se aplica ao caso do canal 

com o terminal estrangulado, pois quando X= L, teremos 

V = O 

aberto: 

e : 

Seja agora ,o caso do canal com o terminal 

A transformada de Laplace para a velocidade 

Bx 
e + e 2 

-Bx 
e 

Colocando-se os valores de c
1 

e c
2 

V = 
p· . -Bx . B x-2BL 

e . +. e . 

1 - e 
-2BL 
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-2SL Colocando o fator (1 - e ) por sua sirie. 

correspondente nós obteremos: 

V 

V 

+ 

.• no 21T p 

( 
-sx 

T 
= e 

1'f¼ 
( P_z + e z;> / 

-4 f3L 
· 1 + e ( 

-2SL 
+ e + e 

= 

' 

n . 21T p -sx 
.. ~ .. . T e ( 2 

hs e/ + ( 21T) ) 
T 

-Sx-2 SL 
+ e + e 

21T 
no .T. 

p 

' 0,2 ( 21T) h' + 
s T 

2n.L+2L-x - ( . . . . ) 

e 1/&h 

Sx-4 SL 
+ 

00 

E 2 n=O ) 

i./ (p+f) 

+ 
flx - 2f3 L} 

e . 

+ • • • ) 

Sx-2SL 
+ e + 

-Sx-4SL 
esx-6~~ •• ) e + 

[ e -
<P> i./Cp+f)'p + 
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Logo; seguindo desenvolvimentos anteriores: 

V = 

t 

inL+x cos 

"\Jgh 

+ 

t 

• inL+2L-x 

"\[i,b 

00 

í: 
n=O 

_11!,_ (t - ;\) 
T 

00 

í: 
n=O 

e 

cos 211 
-·-T- ( t - À ) e 

_f_. À 
2 

t > 

f 
2 

À 

2nL.+x 
."'i[ih 

• 

[ 
f -V 2 I . __ . À 

o 2 
_ (2nL + zL·-'·x 

2
] ... ' . ' ) dÀ 

"'IJgh . 

t > (2nL+2L-x) 
. "\{ih 

(14 )· 



V: 

-çao logo: 

5 7 • 

Para o terminal do canal, x = L teremos para 

V = 2 T) 
o 

2.TT. 

T 

CDS 

_a__ 
h 

00 

E • 
n=O 

2; ( t - À) e 

f -2°"' À 

Desenvolvimento da expressão (14): 

Temos que: 

I (6) = 1 + 
2 

6 . 
-4-

4 
+~ 

64 
+ •••• 

o 

Mas I (6) = l; nos fornece uma boa aproxim~ 
o 

I -- À 
[

. f V 2 
o 2 

_ ·(zn~x)] = 1 



E 
'(2nL, + :2L. 

"\Jgh 
- X ·) 

Logo (14) virâ :. 

V = 

+ n 
o 

t 

..... CL v-h. 
00 

l: • 
n=O 

_l2!;_ (t - À) e 
T 

00 

l: 
n=O 

2] 

f 
2 

= 1 

À 

J cos 

- _f_. À 

_l2!;_ (t - À) e 2 
T 

2n~ + 2L·.-x. 

"Vgh 

Ap6s desenvolvimento~, teremos: 

58 • 

+ 

dÀ 

(15) 



V = 

+ 

+ 

+ 

_f2 .. '· .C.0.S 211.t .T. : :r •. e.os 

f2 
-4-·. + 

Z1T. 21Tt 
.T. · •. COS T 

f 

f ·( 2nL.+x)· -2-· 
-{;; . 

21T (2nL + x. : 

.. ·.· m•> . T .. 

21T c2nL ·+ x 
sen . ·'lgn ) 

T 

21T. .(2nL + x 
21Tt. 

2 ... s.e_n 
. . ..Jin. ) 

T 
s_en 

T 

f2 
-4- .+ ( 21T) 2 

T 

Z1T 21ft 
'f""" · • s e n T C.0.S 

+ 

·-f+. e 

2 
.(2n.L· + x . 1T ..... · ) 
. vg'Fi": .. 

f 
2 

.T 

·(2n1+2L-x ) 
--{;-; 

5 9. 

+ 

+ 

+ 



_f2 .· • .C.O.S 27ft , T' C,O,S, 

27f (2nL + _2L - x 
··<=<"··•.) 

' ' ' .,.,, g u 

f2 
-4-

2 7[ 27ft 
T · .. COS T 

+ 

• _s_en 

f2 
-4-

T 

27[ ( 
2nL + 2L ·-· 

·--me.' 
T 

+ 

6 O • 

'
_x_ ) 

+ 

+ 

f 
2 

.s.e.n 27f_t, .2. 7f. (2nL + 2L -: x ) 
· ·r .. , .. s.en ,..,...~,..,.._~_·,-__ ~ -: ;;T..:--.Rfi':!..: _gg~_ ..,· ___ ,_;__:._ 

e, + 

+ 

27! .•. sen 27ft. T T , ~o• 
27f (2nL + 2_L - _x 

' ' ''...Jgn' ·,' ) 

T 
+ 

( 16) 

Considerando: 



A3 = 

B3 = 

_g_. 
h 

_g_ 
h 

f ( 2n.L. + X.) 
- -2-·. '~ 

e .. v.gh .. 

+ 

e 

f ( 2nL+.2.L.-.x)· 
-2-

,.fgh 

+ 

C3 = 
.2.TT c2

uL + X> 
éo s · -~~·· ·~· ·-·~W:~. -~· ~: : 

D3 = sen 

E3 = co s 

F3 = sen 

T 

. .2TT. ( 2nffe X) 

T 

.2.TT. c2nL +~ - x> 

T 

ZTT (2nL + 2L - x) 

M 
T 

61 . 
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COEVS = A3 (~ •. D3 + 211
· . C3) 

2 T + 

+ B3 (-f._. F3 + 211· • E3) 
2 T 

COEVC = 
f 211.· A3 (-· · • C3 - • D3) 
2 T 

+ 

.+ B3 (-f_. E3 - 211· • F3) 
2 T 

( 1 7) 

-Teremos finalmente a expressao para a v•lo 

cidade em qualquer ponto do canal: 

V = COEVS sen 211 t ·+ COEVC cos 211 t· 
T T 

(18) 

O cálculo a ser procedido deverá ser o mes-

-mo para a equaçao (12). 

Aplicaçio diste estudo i efetuado para o 

pÔrto de Laguna, de acÔrdo com o programa para computador 

no anexo 1. 

OS DADOS (20/11/57) 



L = 1890 m 

HR = 9,6,0 

180 
m 

FO = 0.000138 

PM = 300 m 

AR= 

w = 

960 2 
m 

·3 
1000 kg/m 

NETAO = 0.20 m 

X = 1890 m 

f = 0.0378 kg/m
2 

o 

6 3 • 

-· os· RESUL.TADbS.,: .. 

-Obtemos as seguintes expressoes para a se-

-çao X= 1890 m 

- Para as amplitudes: 

n = - O .06 2 sen ZTTt ·- •:'0 .170 cos ZTTt 
T T 



- Para as velocidades 

V = O .952 sen 211t - O .556 
T 

cos 211t 
T 

6 4 • 

·Derivando e igualando a zero a expressão da 

amplitude teremos o valor máximo para a mesma. 

n = 62 211t. O 170 211t ,-Q.O sen T ·- •· cos T 

~ 
dt 

+ 

tg 211:t ·= 
T 

211. 211t. 
- 0.062. T ·. cos -T- + 

O .17.0 

O .06 2 
0.170 

211. 
T 

·;"2,tt 
se.n -T-· = 

= 0.342: 2;t = 

Logo o valor máximo de vi rã-: 

o 

209 



lo cidade: 

6 5 • 

- 0.062 x sen 209 - 0.170 . CDS 209 

- 0.062 X 0.342 - 0.170 X 0.939 

- 0.0212 - 0.159 

- 0.180 m 

Procedendo-se da mesma maneira quanto ave-

V= 0.952 sen 2;t· ·- 0,556 cos ·2;t· 

dv. = 
dt O 95 2 2 IT·cos 2rrt.+ 0.556 • • T T 

• s en 

2rrt. 
tg T 

2rrt 
--· = 

T 

O .,9 5 2 
O. 556 

2rr t --·.· - 609 
T 

o 

= 1. 712 

2 
X~ 

T 
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Logo o valor máximo de V virá: 

V = 0.952 X 0.866 - 0.556 X 0.5 
max 

-V = 0.600 m/seg 
max 
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CAPÍTULO III 

EQUAÇÕES DAS ONDAS LONGAS APLICADAS AO ESTUDO DA 

INFLUÊNCIA DE MARÉS EM CANAIS COMUNICANDO-SE COM RESERVATÕRIO 

No capftulo precedente tratamos da influência das 

mares em canais comunicando-se com tim reservat;rio, baseados 

~ 

na premissa de que a onda originada pela mare se portava como 

uma simples onda de translação. 

Um estudo mais generalizado, trata das equaçoes 

das ondas longas em canais e que passamos a apresentar, sendo 

que a solução das equações e procedida através das diferenças 

finitas (mêtodo explicito). 

As mares serao tidas como ondas longas, tendo em 

vista que as mares têem um período bastante razoável, e ampli 

tudes ap~eciiveis. Se faz necessário então algumas consider~ 

çÕes sÔbre ondas longas. As ondas estão divididas em dois 

grupos principais ou sejam: 

Ondas superficiais 

Ondas longas 
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Nas ondas de superficie o movimento d'água 

e restrito a certas alturas. O movimento da particula d'á 

gua decresce com a profundidade. 

ça o fundo. 

Para ondas longas o movimento d'água alca~ 

Uma onda poderá ser identificada como uma on-

da longa quando a relação entre o seu comprimento de o·nda 

e sua amplitude fÔr maior do que 2, caso contrário ela se 

rá uma onda superficial. 

Nas ondas longas as acelerações e velocida­

des verticais são desprezadas. 

A propagaçao de uma onda longa sera in-

fluenciada principalmente pelo atrito com o leito. 

O movimento de uma longa (maré) em um ca­

nal pode ser descrito por duas equações diferenciais, uma 

expressando a conservaçao de massa (equação da continuida­

de, e a outra expressando o equilibrio de forças e movime~ 

to na direção do comprimento do canal (equação dinâmica). 

Passemos entao ao estudo destas equaçoes. 

Seja a figura a seguir. 



E 

e 

p·-

A 

t z 

.. 

69. 

\1:- -- ·-~ 
----- ----- --a 
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h 
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-
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o 

Plano de referencia 

Figura 5 

CD - NIVEL MÉDIO D'AGUA 

EG - NIVEL DA PREAMAR 

FH - NIVEL DA BAIXAMAR 

AB - LEITO 

_R 
- -
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EQUAÇÕES DE. MARE: 

- -As equaçoes de mare que serao consideradas 

-sao as equaçoes do movimento e continuidade para uma area 

-bidimensional, ou sejam, 

águas pouco profundas: 

as equaçoes. para ondas longas 

au au ãt. + u ax + 

aAc.J.1. 
ax + 

au 
V - nv = ay 

V av - nu = ay 

+~= at o 

-ah*. - g - g ax 

·_ah.* 
- g - g ay 

em 

~ 
2 

c a 

(19) 

·lvlv 
2 

c a 

(20) 

(21) 

-Nas quais os eixos~~ z ~ao tomados anti-

horários no plano de referência 

lo do vetor velocidade V do qual 

horizontal, lvl e o mÕdu.,-

-u .e v sao as componentes 

determinadas como valores médios na vertical, 

/1 e o parâmetro de coriolis, 
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* h é a altura do nível d'água com respeito 

ao plano de referincia 

a - e·a altura abaixo do nível d'água 

c - e o coeficiente de chezy, a 

p e tomada igual a 1. 

densidade 

Em escoamentos unidimensionais, v = O; V= u 

e a equaçao (20) nio sera levada em consideraçio, 

equaçao (21) virá: 

ôA_u_ 
ax 

sendo 

+ = o 

A - areada seçao transversal do rio 

b - largura do rio 

e a 

Cálculos com rios, sao' unidimensi·onais, sen­

do que os oceanos requerem tratamento bidimensional. As 

forças de coriolis sio desprezadas em cálculos unidimen 

si onai s . 

Entio teremos para a propagaçao de mares em 

rios as seguintes equações: 

Equaçio da continuidade 



ê!Alu 

ax 
+ b = o 

Equação do movimento 

au 
at + u ~= g ax 

* ah 
ax 

1 ,. 1 ,. . 
g ~ 

2 
c a 

7 2. 

( 2 2) 

(23) 

Referência ê feita para Dronkers (4-) e IPPEN 

(7), para estabelecimento das equações (2.2,) e (23•), e dis­

cussões aais detalhadas. 

OB S • : 

1) - As equações não incluem à ação do vento • 

. 2) - A declividade ê nula. (I = O). 

Então em um rio o movimento de uma onda lon 

ga, tal como a marê, é usualmente considerada unidimensional 

e as componentes da aceleração e velocidade não são conside 

radas nas direções transversais e ver ti caís. 

Passemos agora a solução do sistema (22) e 

( 23) • 

Cálculo unidimensional· de mare usando o me­

todo das diferenças finitas: 



ah Os quocientes diferenciais, 'at 

substituídos por quocientes diferença, tal como: 

lit 

ou 

2 lit 

7 3 • 

sao 

Respectivamente chamados diferença pra fren 

te e diferença central. 

Sendo que: 

representa o nível da agua para o 

tempo n lit na seçao· m do rio. 

As equaçoes diferenças finitas, as quais 

substituem as equaçoes diferenciais para cálculos com o 
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computador, são diferentes para me.todos explícitos e imp·l.!:_ 

eito s . 

Nos esquemas explícitos os valores desco­

nhecidos para um certo ponto para um dado momento (n+l) ,'.\.t 

são expressados como uma função daquêles para o tempo n,'.\.t, 

Dadas as condições iniciais, os valores para t = O, assim 

bem como as condições de contorno para x = O, nos podere-

mos obter passo a passo as funções h n 
m 

n./\.t, 

e tl, n 
m 

para todo 

Nos esqu.emas implícitos os valores desco­

nhecidos para um dado momento (n + 1) /\.t também dependem 

dos valores visinhos desconhecidos para o tempo (n+l) ,'.\.t, 

Seja agora a solução pr~priamente dita do 

sistema (22) e (23), segundo o método explícito. 

Sejam as equaçoes: 

o.AfU. 

oX 

ou 
ot 

+ 

+ 

u 
ou 
oX 

o 

g 
·* lulu oh - g 

2 ox c a 



E, 

Da figura 5 temos que 

* h = z + a + h 
o o 

Mas z = O 
o 

* h = 

= 

Mas 

= 

* E seja H = h 

+ h 

= o 

* 3h 
a't 

+ 

* h = h - a 
o 

7 5 • 

Introduzindo-se as condições acima as equa-

-çoes passam a ser: 



ôA 
u~ 

+ u 

+ A 

au 
ax 

au 
ax + b 

ôH 
= - g ãx 

ôH 
ôt 

= o 

iul u 

76. 

(24) 

( 25 ) 

Substituindo as virias derivadas por dife 

renças finitas pra frente: 

a altura d'agua: 

. ôH 
~ 

au 
at 

ôH 
at 

= 

= 

= 

H n 
m 

n 
- u 

m-1 

/',x. 

u n - u n-1 
m m 

/',t 

.H n _ H n-1 
m m 

ót 

Levando êstes valores em (25) teremos para 



t 

n+2 

n+l 

o 
e:,. 
a 
O) 

E-< 

n 

n-1 

• • 

. 

li t 

m-1· m . 

n+l n+l Ii+l n+l ,,. 
H ,il H H u 

111~·1 ,1n~1 m ;.:· m 

n n n n 
H, i.1 H u 

m--:1. · m-1 ·m 1 .. m 

n-1 n-1 n-1 n-1 
H 

m-1 
u 

m-1 H u 
m m 

!!.x 

m-1 l)i·stânci a m 

Plano (x,t) para método explícito, 

n+l 
H ,, u m+l 

n 
H m+l 

u 

n+l 
H u 

m+l , 

n+l 

76 -â 

n+2 
t 

m+l. 

n 

m+l 

n-1 

m+l ·, 

n 
·t 

.·n-1 
t 



H n 
m 

= 

... n 
u -m-1 

ú.n-1 + _l_ 
m g 

.. n 
/J.X Um 

g LI t 

g .LI t 
+ --2 

c 

'u·mn-1 1 
1 . . . 

n-1 
H 

m 

-Seja a equaçao (24 ). 

ôA 
u~ + ,A ôu 

ax 
= o 

7 7 • 

U, 
·n-1 

m 

( 26) 

Substituindo as derivadas parciais pelas 

respectivas diferenças finitas teremos para a velocidade: 

(27) em (26). 

n 
= 

(27) 

Para explicitarmos o valor de H!J•-, substituindo 
m 

Teremos: 



00 
,-... 

H 
n 

= 
m 

Hn !:, X .n-1 1 + . u + --m-1 g ÍI t. .m g 

M.N 

.n-1 AX 
U:,.' t. 

1 + bt """"Zi"x- u + 
m 

M.N 

n n~l 
6~ A. u. 

1
. ~ bx.b .B .. ·. m m- m 

.tit (2 A . - A .. 
1
.) 

m m-

n-1 
u 

m 

g" t --y 
e 

• - --··· - ;;, 

M.N 

Sendo 

M = 1- !:,x[l+~. 
gbt bx 

•
1 u-1 
u 

m 
+ a·.~t 

c2 

lün-1-j 
'm 1 

Hn-1 
m .. 

. .n 
u 

m-1 

n-1 
u 

m 
an-1 

N = 

(28) 

bx ; b 

llt ( 2A - A ) · 
m m-1 
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Entrando-se com as condições iniciais e de 

contorno na equação (28) obteremos o valor de Hn. De posse 
m 

dêste valor poderemos calcular un através da expressão (27) 
m 

Para exemplo, calculos de maregramas 

feitos para o canal do porto de laguna, a seguir: 

19 - Os dados: (20-11-57) 

a) Mapa topográfico da bacia do canal 

b) Seções transversais do canal 

c) Registro de mar e na foz e ao longo do 

d) Registros de velocidades nos pontos 

mencionados. 

e) Coeficiente de rugosidade· n da fórmula 

Manning. 

29 - As :suposi_çÕ.es 

-sao 

canal 

acima 

de 

a) O coeficiente de Chezy e obtido através da 

fórmula de Manning: 

e = 
1 .• 49 Rl/6 

n 

Sendo no coeficiente de Manning, 
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b) O leito do canal ê constituído por graos 

muito finos, e segundo tabela encontrada 

na referência 0.2) pg. 109; 

n = 0.024 

c) Como nao sao conhecidas as condições ini:_ 

ciais ao longo do canal, fêz-se a hipÓt~ 

se da linearidade para as mesmas, pois 

eram conhecidos registros de velocidades 

e mares na foz e na lagoa situada a mon­

tante do canal com nível constante. 

3 - Estabilidade e convergencia do método explicito 

A condiçio de estabilidade para métodos ex 

plÍcitos em prática ê usualmente assumida 

para ri os ·como sendo; de acô.rdo com Dron-

kers (4): 

< ( g 
1/2 

a ) 
m 

a amplitude máxima da mare. 
m 

A taxa de convergencia ê geralmente achada 

experimentalmente por comparando-se solu-

ções com decrescentes tamanhos de tlx e tlt. 



4 - Os cálculos. 

O canal foi esquematizado em 9 seçoes, 

cada com 210 m de comprimento. Para ca 

da seção foram estudadas a maré e as 

velocidades no canal, e plotado o seu 

respectivo maregrama, de acôrdo com 

à:figurá a.:'s-eguir:· 

81 . 
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C A P Í T' U L O IV 

SO_LUÇÃO DAS EQUAÇÕES DAS ONDAS LúNGAS 

ATRAVÉS MÉTODO IMPLÍCITO 

82. 

Êste capítulo apresenta o estudo de um método 

implícito para a solução numérica das equações das ondas lon 

gas tratadas no capítulo anterior. 

Os métodos explícitos apres·entam em· ger·a1, p·o!:. 

ca rapidez de convergência e o tempo de processamento nos 

procedimentos numéricos se apresentam superiores aos dos me 

todos implícitos. Portanto se faz necessário a apresenta­

ção do método implícito devido a Ameiri e Fang .(L) e·., (2}· 

pois apresenta rapidez de convergência e de processamento 

nos cálculos, superior a dos métodos explícitos. 

TEORIA. 

As equaçoes para fluxo'. nio permanente em ca-

nais são: (Ref. (12)) 
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+A~+ o.A. = O ax at + q (29) 

-(eq, conservaçao de massa) 

av --·- + V 

ax 

sendo que: 

av 
dX 

+ g oY 
ax 

V - velocidade média 

(eq. do movimento) 

A - ârea transversal do canal 

x - distância na direção do fluxo 

Y - tirante d'âgua 

t - tempo 

q - fluxo lateral por unidade de tempo e por 

unidade de comprimento do canal. 

g - aceleração da gravidade 

S - inclinação do leito 
o 

S - inclinação de atrito 
f 

Temos que também A= A(y), logo: 

(31 



ra y. 

8j,(33). 

84. 

' 
= dA . 

dy (31) 

r 
3A 

7t = -1L 
3t 

(3 2) 

dA 
dy 

e a largura do canal B(y) para a altu 

dAI 
Fazendo entao· dy- = B, Eq. (29) virá: 

dy + 
3t 

A 
B 

· · 3v 
··--·~-+ V 

3x 
....1L 

3x 
+-~ = ·o (33). B ••• 

As equaçoes a serem usadas aqui serão "'1•(30) e 

Ou sejam: 
' 

-1L+ 
3t 

A -r: 

3v --·-+v 3t 

3v ·--·-· ax +-, ··~·v 3y +..i..L. -
o.X B 

o ••• (33) 

g s 
o 

-gs -·i.! f A ••• 

(30) 

As condições iniciais, poàem ser dadas como 
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os valores da velocidade e da altura para algum tempo 

inicial para seçoes no canal. No caso de se estudan-

do mares, as condiç~es de cont~rno necessirias e sufi 

cientes podem ser maregramas para ambos fins doca-

nal. 

A solução do sistema anterior e procedi-

da em duas etapas: na primeira etapa as equaçoes di-

ferenciais sao substituídas por equaçoes algebricas,e 

na .segunda etapa a solução das equaç;es algébricas e 

obtida. 

A solução numérica das equaçoes (33) e 

(30) e efetuada sôbre uma malha de pontos no plano 

(x, t), como mostra a figura a seguir: 



o 

"' s 
(1) 

E-< 

t 

-

85-a 

i i+l 

(~' ;+:J1) (Lü 
. ' j+l j+l) 

t 

• M 

(i ;, j ) (it,1 j ) 

llt 

l\x 

,. 

Distância 
X 

Fig. 6 - Plano (x,t) para método implícito 
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Vamos supor que t~das variiveis sejam conhe. 

cidas para todos os pontos da malha na linha tJ, ou seja 

para o tempo tJ, e que se deseja os valores das variiveis 

.. _j+l . . j+l 
na linna t ou seJa no tempo t 

Tomando-se uma ~alha formada por quatro po~ 

tos identificados pelas interseções das -linhas verticais 

Xi- e Xf+l com as linhas horizontais cj e tj+l as 

equações de fluxo nio permanente sio aplicadas em difere~ 

ças finitas para o ponto M (centro da malha dos quatro po~ 

tos) . 

Para o pont6 M teiemos: 

a (M) = -
1
-[ca j 4 . 

]. 

+ j 
a 
i+l 

3a(M) 1 
[ca, --~ dX 2Lix + 

i+l 

aa(M) 1 L' j +l = . a + a 
at 2li t i 

j+l 
+a 

i 

+a j+l) 
i+ 1( j (34) 

a j+l)-(i:tj + ª::1)] 
i +l ]. 

(35) 

j+l j 
j ~ ) - (a + a ) 

i +l i i+l 

( 36) 
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Sendo que~ pode representar V, Y, sf, 
B,. .. • 

tal que V, Y, ~ , 22'.. , ~ , 2Z , .... para o ponto M, 
ax ax at at 

são representadas em têrmos dos valores das variáveis para· 

os quatros pontos da malha. 

Quando Y, V , . av. , av , nas equações(33) 
ax at 

e (30) sao substituídos por seus analogos das equações(34) 

(35) e (36) ,,as seguintes equações diferenças são obtidas: 

1 
2Llt 

E 

·+1 J .. 
' (Y .. 
i+l 

1 
+ 21':,x 

j+~ 
y·' ) .+ 

1 

j+l/2) 

vi+(l72) 

-

1 
+ --21':,x 

A j+(l72 
(-) 

B ·i+(l/2) 

. j+(l/2) 

j ' 
(Y·'; . 
''i•:l 

j+l 

(Yi +l 

j 
(V. l+ 

1+ 

q - (-) - o ••••• 
B i+(l/2) 

j 
+• ;Yi) + 

j + 1 j 
V. 

1
)-(V. 

1+ 1 

j 
+ y.) + 

1 

j+l 
+V. ) -

1 

(3 7) 



_g_ 
21::,x 

j+l j j+l 

(Yi+l + yi+l) - (Yi 

j 
+ y.) 

i 

88. 

+ 

j+l j+l J j 
+ -

1
-· (V. l + V. ) - (V. + V. ) + 

2 !::,t i + i i + 1 i 

+ 1 
21::,x 

j+(l/2) 

vi+(l/2) 

j+l j j j+l 

<vi+1 + vi+l)-(Vi + vi ) + 

J j j+l 

+ % <sfi + 8 ti+l + 8 ti 

j +1 

+ 8 i+l> 

V j+ (1/2) 

<A>i+0/2) = o ... 

(38) 

Nas quais: 

j+(l/2) 

vi+(l/2) = 
j j j+l 

-
1
·- (V. + V. l + V. 4 i i+ i 

j+l 
+ V. 1) i+ 



metro molhado. 

j+(l/2) vr 
j 

(~) 1 V. 1 
(..:2.- + l.,+ 

= -4- -.- + 
A 1+(1/2) A~ J 

Ai+l ]. 

(~) 
j+(l/2) 

_q_ c-4-- 1 = + -j-.- + 
B i+(l/2) 4 J Bi, Bi+ 1 

A j+(l/2) 
(-) ' 

B i+(l/2) 

1 
= -4-

A~ 
].' 

(-.-· + 
B~ 

]. 

Da fÕr~ula de Manning temos que: 

j 
s 
fi 

= 

j 2 
("l . .) 

]. ' 

j j j 4/3 
V. IV. 1 (P.J 

]. ]. ]. 

. 4 3 
(A~) 

]. 

89. 

vj+l vj+l 
]. i + 1) 

7"+f + 
Aj+l A. 

]. i+l 

1 1 
j+1 

+ j +l) 
B. , B. 1 ]. 1+ 

Aj+l 
' i.+l) 
+ j +l 

8
i+l 

j 
; P. = peri-

1 

Nas equações (37) e (38) tôdas as variiveis e/ 

superescritos (j) são conhecidas e tôdas com superescrito 

(j+l) são desconhecidas. As equações contém sõmente 4 in­

cognitas, que são as alturas e velocidades para os pontos 

(i, j+l), (i+l, j+l). Contudo, duas incógnitas -sao cop:iuns 
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para quaisquer duas malhas retangulares contiguas. Por si 

mesmas, elas nio sio suficientes para avaliai as incôgni-

tas. dos pontos (i, j+l),(i+l, j+l) Como existem~ pontos 

sobre a linha (j+l), existem (N-1) malhas retangulares e 

(N-1) pontos i nteri ores. A combi naçio de tÔdas as malhas 

retangulares provêem 2(N-l) equaçoes para a determinaçio 

de 2N incôgnitas duas equaçôes adicionais para determinar 

tôdas as incôgnitas sio supridas pelas condiçôes de contôr 

no: 

j+l 
G o (Y 1) = y 1 - fl 

j+l 
( t ) = 

j+l 
(V N. ) 

o (3 9) 

o (40) 

Consequentemente o sistema de equaçoes (37), 

(38), (39) e (40) pode.rã ser resolvido. Nêste sistema de 

equaçôes os valores das variáveis para o tempo tj 

nhecidos, e podem ser tratados como constantes. 

-sao co-

-As equaçoes (37) e (38) podem ser reescritas 

como: 
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F. (Y., V., Y. l' V. 1 ) 
1 1 1 1+ 1+ 

= (Y. 1 + y. ) 
1. + 1. 

+ 

+ 

+ 

E 

+ 

A. 
(.2.. 
B. 

1. 

A. 1 
1. .+. ) 

~1 • 1.+ 

1 ·li t 
(V1.·+r· - V.+ e) +.-

4 
-· (h V. 

1
+ mV.+ P) + 

1. llX . 1.+ 1. 

~ . • q • 
'"Í 

1 (--· + 
B. 

1. 

1 ... + w) = 
Bi+l 

li.X. ( b') · V. + V.· l + · + 
gllt 1. 1.+ 

o (41) 

+ 



+ 

+ 

+ 

Nas 

a = 

b = 

e 

d = 

2 
l. · (V + e' V. 4g . Í+l 1.+l 

1 . 
-2-

6x .. 2g . q • 

qu.ais: 

J 

(Yi + 1 

j 
V. 

l. 
+ 

1 {;,t 

+ 

+ 

V. 
l. (-· + 

A. 
l. 

J 
y.) 

l. 

-4-· ""7ix 

1 
4 

j 
V. 

l. 

+ 

9 2. 

+ d' V. 
l. 

- V~ ·+ e') + 
l. 

+ 

j 
y.) 

l. 

h' ) 

j 
(V.· + 

l. 

+ 

o •.• (42) 



h 

m 

w 

a' 

b' 

j 
A. 

i = + 

= 

BJ 
i 

- h 

j 
y. 1 i+ 

j 
- (V. 1 i+ 

j 

e' = 2 vi+l 

j 
d'= -2V. 

i 

j 

Ai+l 
j 

5 i+l 

J 
Y. 

i 

j 
+ V. 

i 

!I,' 
j 

V. 
i 

j 

vi+l -

j 2 
(V. ) 

i 

93 • 

j 
V •. 

i 



h' 

J 
v. 

m' 
i 

= -·-j-· 

A. 
i 

J 
+ s 

fi+l 

j 

vi+l 
+ 

J 

Ai+l 

94, 

As equaçoes (39), (40), (41) e (42) simulam 

as equaç;es do fluxo nio permanente juntamente com as cdn 

diç;es de cont;rno por meio de um sistema de equações di-

ferenças finitas, As equaç;es constituem um sistema de 

2N . equações algébricas nio lineares. Podemos agrupa~ 

las na seguinte forma: 

= o 

= o 

• 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 O 1 1 1 o 1 1 1 1 1 1 1 1 1 O 1 1 1 

F. (Y., V., Y.+l' V. 1 ) = O 
1 1 1 1 i+ 



OBS.: 

G. (Y. , V. , Y. l , V. l) 
1 1 1 1+ 1+ . 

= o 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

= o 

F. + Equação da continuidade 
l. 

G. + Equação do movimento 
l. 

S01UÇÃO' DO' SIST'EMA (43) 

95 • 

(43) 

O mêtodo de iteração de Ne~ton ê usado. para a 

solução dêste sistema. O mitodo consiste- em se assumir va-

lares para as i.ncógnitas. Quando êstes valores são substi­

tuídos nas equações (43), o segundo membro das equações po-
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derã não desaparecer mas adquirã valores conhecidos como 

resíduos. Soluções são obtidas por ajustando os valores 

atê cada resíduo desaparecer ou ser reduzido ã uma quan­

tidade desejada. 

Seja 

K --t ciclo de iteração. 

Os valores das inc6gnitas ao fim do cicl6 ! 

serão denotados pelo superescrito !· Deseja-se aproximar 

os valores de 2N inc6gnitas através o (K+t) ciclo. 

teraçao sao: 

Os valores dos resíduos para 6 K ciclo dei 

k k k 
G 

O 
(Y l, Vi) = R 

2
, O 

............................ 

k 
(Y. , 

]. 

k k 
V.,Y.

1
, ]. ]. + 

k 
V. 1) 

1.+ 
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k 
G. (Y.,V.,Y.

1
,V.

1
)=R

2
,i 

i i i i+ i+ 

................................ 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ......... . 

k 

(Y N-1' 

= (44) 

Os residuos e as derivadas parciais.da equa­

çio (43) sao relacionados, de ac;rdo com o mitodo de itera 

~ao de Newton por: 

= 

-·-· oy
2 

k 
R

2
, 0 

oF1 
dy-+--dv 

L oV Z 2 



3G1 

ay1 

aG1 
dy. + dv + 

l avl 1 

3Gl. 

3y 2 

oG1 
dy

2 
+ -·-· dv 

av 
2 

2 

98 • 

................. -• ......................... . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

aF. aF. k 3F. 
1. 

ay. 
1. 

dy. + 
1. 

3F. 
1. 

av. 
1. 

·àv. + 
1. 

.1. dy +--1. •dv = 
ay .. i+l av. 

1 
i+l 

R. . 
1.+J. 1.+ 

1,1. 

3.G. 
]. 

ay .. 
1. 

3.Gi 
dy. + dv. 

1. av: 1. 
1. 

aG. aG. 
+ ~ d +-·-1. d V = ay. 

1
Yi+l av .. i+l 

1.+ 1.+l 

............................................ 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • ............ . 

k 
=R 

N-1 2,N-1 

'F d N 
dy,; + dvN = 

"' dVN 

Nas quais: 

(4 5) 



dY. 
1 

= 

= 

D 

àV. = 
1 

= 

= 

k+l 
Y. 

1 

k 
- y 

1 

k 
- Y. 

1 

V~+l - V~ 
1 1 

k+l k 
y - y 

N N 

99', 

( 46) 

Equaçã6 (45) i um sistema de 2N equaç;es li-

neares em 2N inc6gnitas. A solução do sistema fornecera 

k+l 
os valores de Y1 , 

k+l 
V 1 ' •• • , 

Y~+l , v~+l , 
1 1 

. . . , 

os quais são os valores das inc6gnitas para 

o ciclo de it.eração (k+l). O procedimento podera ser rep~ 

tido tantas vezes ati a desejada diferença entre os valo­

res àe qualquer i~c6gnita em dois ciclos de iteraç;es ser 
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menor do que um valor previamente estabelecido, Os valores 

das variáveis achadas no Último ciclo de iteração serão to­

mados como os valores das variáveis para o tempo (j+l) e os 

cálculos prosseguirão para o tempo (j+2). 

A convergência do procedimento depende da es-

colha. inicial para valores das inc6gnitas, Se obterã râpi-

da convergência adotando-se valores do tempo anterior. 

Os coeficientes do sistema linear (45) -sao 

obtidos diferenciando-se as equaç;es (41) e (42), ou sejam: 

1 6t 
= 1 - -4- ~ (Vi + Vi+l + b) 

1 ~ ( + -4- t,x Vi+l 

t, t . - ~ a 2 7 
1 

- V. 
1

+e) 
i+ 

dB. 
. .1 

dY. 
1 

(1 -

+ 

dB. 

' dY~) -
1 

(4 7) 



1 llt 
== 1 + -4- (V. + V. l + b) 

llx 1 1 + 

+ _._1_ .llt. (V V + e) 
4 L:.x · i+ 1 - i 1 -

A. 1 
( .~+ .) 

- -9._ 
2 

oF. 
1 

av. 
1 

= 

·ll t . -z-
Bi+l 

1 
4 

1 ___M_ 
- -4- · flx 

dB. l 1+ 

dYi+l 

B. 1 1+ 

(Y. l - Y. + e) 
1+ 1 

A. 
(-2:.. + 

B. 
1 

m . llt: 
-4- flx 

oFi 

av. 
1 1+ 

1. llt 
= -4-· llx (Yi+l - yi + e) + 

101. 

+ 

dB. l 
( 1+ ) -
dYi+l 

(48) 

(49) 



l bt 
+ -4- t,x. 

oG. 
i 

= 
3Y. 

i 

. Ai 
(-·+ B. 

i 

2 1---·. 
3 

fiX 

B. 
i 

8
fi 

T i .. 

_!_4 ... bt. h •.• 
fiX 

(-1_. 
dP. B. 
----2c 2:......) -p. dY. A. 

i i i 

102, 

(50) 

(5 l) 

ôG. 
i = l + -2._ fiX S 

3 fi+l 

l dP;+l B. l 
( ~ -· i+ ·)· --· .. ·· .. -· 
pi+l dYi+l Ai+l 

3G. 
i 

av. 
i 

= 
l 
g 

B. l i+ 

L'lx . + l ( , ) """K't · 4 g d - 2Vi 

(5 2) 

+ 



+ 

aG. 
1 . 

avi+l 

+ t,,x 

8 fi 
V. 

1 

= 
1 --g 

X 

2g 

+ 

.....9. 
A. 

1 

V. 
1 

t,,x. 1 
t,,t + 4g 

_L V 
A , 1·+1···· . 1 1+ 

APLTCAÇÃO 

103 • 

(5 3) 

+ 

(54) 

A aplicação do método implícito para a solu­

ção numérica das equaçÕe s do fluxo permane_nte e ilustrada 

por um exemplo. O problema a ser considerado nêste exem­

plo é o movimento de maré no ca~al do pÕrto de Laguna do 

qual temos dados .como: maregramas; mapas topográficos, e 

outras mediç;es e informaç~es necessirias. 

De acÕrdo com os dados temos maregramas para 

a estaçao x =· O ex = 1890 m, O que nós desejamos é ·obter 

pelo ~itodo anteriormente mencionado o maregrama e as v~ló 



cidades para x = 1890 m. 

- Os dados 

a) area seçao média - AR =· 960,00 
2 

m 

b) coeficiente de Manning - n = 0.024 

104. 

c) velocidade média no canal - V = 0.74 m/seg. 
m 

d) perímetro molhado médio - P = 300.00 m 
m 

e) condições iniciais: 

Y(2,l) = 5 .76 m 

V(l,l) = 1.20 m/seg. 

V(2,l) O, 4 2 m/ seg. 

f) condição de contôrno 

Y(l,x) = t X 1, 25 

g) largura média do canal - BR = 180,00 

Em virtude dos maregramas nos fornecerem ti­

rantes d'ãgua horários o At virá: 

At = 1 hora= 3600 seg,, e tendo em vista o 

estudo para a estaçao x = 1890 m logo virá: 



X= 1890 m. 

As equações (43) para êste caso -ser ao : 

G 
O 

(Y l) = O condiçio de cont~rno 

G
1 
(Y, V, Y, V)= O - eq. movimento 

Ou ainda em diferenças·finitas: 

+ 
1 

-4-

= 

R 
2 

105. 

- V l + t) + 



+ 
1 

4g 
2 

(V + 
2 

1 
+ 2 

c'V + d'V 
2 1 

+ 

2 
- V 

1 
+ R, ' ) 

+· h' ) = 

106 • 

+ 

Os resíduos, R
1

, R
2

, R
3

, e as derivadas par­

ciais são relacionados, de acôrdo com o método de iteração 

de Newton pelas equações (45), ou sejam: 

oG 
º· av. 
]. 

oF 
.1. 

.R 
1 

oF ·1 
oY

2 

· oG 
1. 

ay z 

dV 
2 

= 
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Nas quais: 

k+l k 
dV 1 = v1 v1 

k+l k 
dY

2 = y2 y2 

k+l k 
dV

2 v2 
- Vz = 

E as i nc.Ógni tas serão: 

V (I, J + 1) 

V (I + 1, J + 1) 

Y (I + 1, J + 1) 

Os c.álc.ulos: 

Para e.ada tempo, a c.onverginc.ia do esquema de 

iteração dependerá da escolha dos valores iniciais para as· 

inc.Õgnitas V(I, J +.1), V(I + 1, J + 1), Y(I + 1, J + l),Os 

valores das variáveis do tem,po anterior podem ser adotados 

como valores iniciais. Procedendo-se· desta maneira a con-

verginc.ia deverá ser obtida no máximo no 2 c.ic.lo k .de itera 

-çao. Então partindo-se dos valores das condições iniciais 

foram achadas no 19 c.ic.lo de iteração os seguintes resíduos: 
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Y(2, 1) = 5.76 

Condições iniciais V (1, 1) = 1 . 20 

V(2, 1) = 0.42 

= 15 .382 

Resíduos 
0.354 

Observando-se os valores de R e R
3 

vemos 
. 2 

que hi convergência quanto i equação,do movi~ento 

quanto i equação da continudade (R
2

) podemos dizer que hi 

certa convergência, mas nao com um grau de precisão eleva-

do • 

A solução numérica das equações do fluxo 

não permanente pelo método implícito foi programada de a­

côrdo com programa no Anexo III. A •dbroutina SIMQ foi 

usada para a solução do sistema de equações lineares (45) 

pelo método de eliminação de ·.::G.AUSS, Em todo o procedim.e~ 

to numérico a solução· do sistema linear era ·normal, de 

acôrdo com a própria subroutina. 
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e o N e L u s fi E s 

O estudo procedido no1 capítulos II, III, IV, permi­

tiu o emprêgo comparativo de três métodos para solução do pro­

blema de propagação de uma onda de maré no caso de um canal, 

tendo a montante um reservatôrio com nível constante. Os cál 

culos foram efetuados para o sistema mar-canal-lagôa, existe~ 

te no Porto de Laguna em Santa Catarina. O maregrama existen­

te na lagoa permitiu verificar que o nível ali, prãticamente, 

nao varia com o tempo. 

No capitulo II, as equaçoes de Airy sao integradas 

para condiçÔ•s de contôrno, compatíveis com o sistema referi­

do. Neste caso, utilizamos na solução, desenvolvimentos mate­

máticos idênticos aos utilizados por Rihh para o caso de um 

canal com terminal estrangulado. Êste exemplo enc~ntra-se, 

aliás, ilustrado no mesmo capitulo, Os resultados obtidos não 

se revelaram suficientemente satisfatôrios, quando comparados 

com as observaçôes,para valôres máximos de amplitude e veloci 
- -

dade. Isto evidencia que a aproximação do maregrama por uma 

senÕide, não conduz a um valor preciso da amplitude máxima cal 

culada. 

No capítulo III, utilizamos um método de diferenças 

finitas explícito. Os cálculos foram efetuados num computador 
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IBM-1130 e apresentaram, além de uma exelente convergencia, 

para valÔres 6x = 210m e 6t = lOmin., resultados satisfató­

rios para as alturas e velocidade mãximas quando comparados 

com os observados. 

No capítulo IV, tentamos aplicar às equaçoes de on­

das longas, o método implícito desenvolvido por Fang e Amein. 

Enquanto foi constatado uma rãpida convergência na equação de 

movimento, o mesmo nao se deu com a equação da continuidade. 

A observação da tendência no processamento numérico da solu­

ção,pérmitiu verificar que , para obtenção de convergência na 

equação de continuidade, deveríamos tomar para At valôres me­

nores que o adotado. Todavia, para t <: lOmin. a precisao no 

apropriamento das alturas a partir dos maregramas que definem 

as condições de contôrno é incompatível com a precisao deseja­

da para o método. Podemos concluir que, para maregramas usuais, 

êste fato, se não invalida, pelo menos limita a utilização do 

método implícito ao problema estudado. 

A comparaçao dos três (3) mitodos se encontra no 

QUADRO I. Evidentemente não existe resultados para o terceiro 

mitodo tendo em vista a não convergência da equação de continui 

dade, como nos mencionamos no parágrafo anterior. 
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QUADRO I 

COMPARAÇÃO DOS RESULTADOS DAS TRÊS TEORIAS, 

APLICADAS AO FENÔMENO DA PROPAGAÇÃO DE ONDA DE MARÉ EM 

CANAL COMUNICANDO-SE COM RESERVATÓRIO. 

FLUXO D'ÃGUA NO CANAL 

17 alores calculados Valores medidos 
(, (máximos) (máximos) 

Teoria !!,x /!,t !Altura Velocidade Altura Velocidade 
(m) (min) (m) (m/seg) (m) (m/seg) 

. 

1- Onda de 

Translação - - 5.18 0.60 5.80 1.00 
., 

. 

i= • 
Ondas Lon-

gas (me to-

do explici_ 210 10 5.68 0.99 5.80 1.00 

to) 

3- Ondas Lon-

gas (meto-

do implici_ - - - - 5.80 1.00 

to) 



STM.BOLOS. CAPÍTULO :1.1. 

c velocidade de propagaçao da onda 

altura da onda referida ao nível médio do mar 
\ 

V velocidade da água, para qualquer ponto x e tempo t. 

E energia potencial da onda 
p 

Ec energia cinética da onda 

m massa d'âgua · 

t,t
1

,b - largura do canal 

p massa especifica d'âgua 

D altura reduzida 

g aceleração da gravidade 

E,E 2 ,E 1 - energia total da onda 

n superelevação da superfície livre d'âgua 

~ deslocamento devido a onda 

f coeficiente de atrito 

X perímetro molhado da seção transversal média do 

canal 

A area da seção transversal média do canal 

W peso especifico d'ãgua 

f coeficiente tal que a força de atrito por metro qua-
o 

drado de superfície do canal é igual A f . V 
o 

1 1 4 



:i( - eixo longitudinal do canal 

L - compri~ento do canal 

T - •.perfodo da maré (44715 seg) 

n - amplitude inicial da maré 
o 

• 

p - parâmetro associado com a definição da transformada 

de Laplace 

t - tempo 

~ - transformada de Laplace de I; 

n - transformada de Laplace de n· 

e 1 ,c.2 -. constantes 

8,À,S,~1 (p),~L(p) - funções 

::) - inversa da transformada de Laplace 

H(x)- função unitária de Heaviside 

1 1 - função de Bessel modificada de primeira espécie 

l função de Bessel de la, espécie 
o 

COEFS, COEFC - Funções 

V transformada de Laplace de V 

i: SÍMBQL.0S CAPÍTULO ·.lll. 

h distância da preamar ao nfvel médio 

* h distância da preamar ao plano de referência 

1 1·5 



a distância da preamar ao leito do canal 

a distância do nível media ao leito do canal 
o 

h distância do nível media ao plano de referência o 

Z distância do leito do canal ao plano de referência 
o 

Z direção perpendicular ao plano de referência 

I declividade do canal 

u,v- componentes do vetor velocidade V 

{). parâmetro de coriolis 

c coeficiente de Chezy 

hn altura d'agua para a seçao m no tempo n 
m 

un velocidade d'agua para a seçao m no tempo n. 
m 

6x - intervalo de comprimento 

6t - intervalo de tempo 

H nível da preamar em relação ao plano de referência 

A areada seçao transversal m do canal 
m 

R raio hidraulico 

n coeficiente de manning 

a amplitude máxima da mare 
m 

SÍM:BOLüS CAPÍTULO .IV 

V velocidade media no canal 



A areada seçao transversal do canal 

x distância na direção do fluxo 

Y tirante d'âgua 

q fluxo d' agua 1 a teral por uni d ade de tempo e por uni -

dade de comprimento do canal 

S inclinação do leito do canal o 

Sf inclinação da superfície d'âgua do canal 

B variaçao da seçao transversal do canal na direção Y 

t tempo 

a uma função que pode representar: 

i,j,k índices usados como subescritos e super escritos 

V~ velocidade d\âgua no canal na seçao i para o tempo j 
]. 

Y~ tirante d'âgua no canal na seçao 1. para o tempo j 
]. 

~x intervalo de comprimento 

nt - intervalo de tempo 

P perímetro molhado 

F,G- funções 

a, b, e, d, e, h, m, !!,'., W, a', b', e', d', e', h', m' 

constantes 

M ponto sÔbre o plano x, t 

N numero de seçoes ao longo do canal 

R erro residual 

1 1 7 
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A N E X O I 

PROGRAMA PARA RESOLUÇÃO NUMÉRICA DAS EQUAÇÕES 

(12) e (18) (soluções das equaçÕe de Airy). 



PRüGEDrMENTOS PARA. PROGRAMAÇÃ.O 

. ., IMP.UT:": 

1) PAKAMETROS GEOMÉTRICOS DO CANAL 

L comprimento do canal 

HR - altura reduzida 

-X seçao em estudo 

Fo - coeficiente de atrito 

pM perímetro molhado 

-AR - areada seçao transversal do canal 

2) CONDIÇÃO INICIAL 

NETAO - amplitude inicial da onda obtida no maregrama 

observado: para a seçao x = O (foz do canal). 

"OUT. :PUT" 

1) SOMAS(J), SOMAC (J) - coeficientes respectivamente para 

o seno e o cosseno da equação (12) 

(amplitudes) 

2) SOMVS(M), SOMVC(M) - coeficientes respectivamente para 

o seno e o cosseno da equação (18) 

(velocidades) 

1 1 9 
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// JOB T OOFF lOFF 

LOG ORIVE CART SPEC CART. AVAIL 
0000 OOFF OOFF 
0001 lOFF lOFF 

2013 

V2 M05 ACTUAL 32K CONFIG 32K 

// FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*IOCSl2501 READER,1403 PRINTERI 
*ONE WORO INTEGERS 

REAL NETAO 

120 

A 63 119 

PHY DRIVE 
0000 
0001 
0002 

OIMENSION COEFSllOl,COEFCllOl,SOMASllOl,SOMACllOl,COEVS(4 l,COEVCI 
14 1,SOMVSl4 1,SOMVCl4 1 

C-----OADOS 
L=2600 
HR=5.34 
NETA0•0.20 
X=l890. 
F0=0.0378 
PM=300. 
AR=960. 
W=lOOO. 
F=l9.8l*FO*PM/IW*AR)I 
WRI TE,( 5,151 

15 FORMAT(////,5X, 1 CALCULO P/ AMPLITUDES',////1 
WRITE15,41 

4 · FORMAT(5X,'COEFICIENTE DO SENO•,sx.•coEFICIENTE DO COSSENO') 
DO 2 Nl=l,10 
N=Nl-1 
TEMP1=12*N*L+X)/(SQRT(9.8l*HRII 
Al=NETAO*EXPl-l F/21 *TEMP 11 *COSI T.EMP l*O• 00014ll 
Bl=NETAO*EXPl~lF/21*TEMPll*SINITEMP1*0•0001411 
Cl=NETAO*(F/4l*TEMPl*EXP((~F/2l*TEMPll 
Dl=llf**21/4J•t0.000141**2l 
El=(f/2l*COSITEMPl*0•0001411 
fl=0.00014l*SINI0.00014l*TEMP11 
Gl=IF/2*SIN(0.00014l*TEMP111 
Hl=0.00014l*COSI0.00014l*TEMPll 
Ol=(Cl*COS(TEMPl*0.00014ll-0.00014l*(Cl*IGl+Hl}jQl)I 
Pl=(Cl*SIN(0.00014l*TEMP11-0.00014l*(Cl*IE1-Fll/Dlll 
TEMP2=12*N*l+2*L-Xl/(SQRT(9.8l*HR)) 
A2=NETAO*EXPl(~F/2l*TEMP2l*COS(0.00014l*TEMP2l 
B2=NETAO*EXP( ( ~f /2 I *TEMP.2 I *S IN( 0.00014l*TEMP2 I 
C2=NETAO*lf/4l*TEMP2*EXP(l~F/21*TEMP2l 
E2=1f/21*COS(0.00014l*TEMP21 
F2=0.00014l*SINI0.00014l*TEMP2l 
G2=(f/21*SIN(0.00014l*TEMP2l 
H2•0.000141 *CDS ( O .OO.Ol4 l*TEMP2 J 
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02•(C2*COSI0.00014l*TEMP2)-0.00014l*IC2*lG2+H2l/Dlll 
P2=(C2*SIN(0.00014l*TEMP2J-0.00014l*lC2*lE2~F2l/Dlll 
COEFSIN+ll=Al+Ol-A2-02 
COEFCIN+ll=-Bl-Pl+B2+P2 
WRITEl5,31COEFS(N+lJ,COEFC(N+ll 

1 21 

3 FORMAT(/,12X,F8.3,24X,F8.3l 
2 CONTINUE 

WRITE15,8l 
8 FORMATl///,5X,'SOMA DOS COEFICIENTES DO SEN0',5X,•SOMA·DOS COEFICI 

lENTES DO COSSENO',///) 
TEMP4=0. 
TEMP5•0. 
00 6 J=l,10 
SOMASIJ)=COEFS(Jl+TEMP4 
TEMP4~SOMAS(Jl 
SOMACIJl=COEFC(Jl+TEMP5 
TEMP5=SDMAC(JI 
WRITE15,71SOMASIJl,SOMAC{JI 

7 FORMATl//,12X,F8.3,24X,F8.3l 
6 CONTINUE 

C-----CALCULO ~ARA AS VELOCIDADES 
WRITE15,161 

16 FORMATl////,5X, 1 CALCULO P/ VELOCIDADES',////) 
WRITEt5,14l 

14 FORMAT(5x~·coEFICIENTE 00 SEN0 1 ,5X, 1 COEFICIENTE DO COSSENO',////) 
00 9 N3=1,4 
N2=N3-l 
A3•1NETA0*0.00014l*SQRT(9.81/HRl*EXPI-F/2*112*N2*L+XI/ISQRTC9.81/H 

1Rlllll/lF**2/4+0.000141**2l 
83=1NETA0*0.00014l*SQRTl9.81/HRl*EXPI-F/2*11.2*N2*L+2*L-Xl/lSQRT(9. 

181/HRIIIIJ/IIF**2l/4+0.000141**2l 
C3=COSl0.000141*12*N2*L+X)/SQRTl9.81/HRll 
03=SIN(0.000141*12*N2*L+Xl/SQRT(9.81/HRII 
E3•COSI0.000141*12*N2*L+2*L-Xl/SQRTl9.81/HRII 
F3=SIN(0.000141*12*N2*L+2*L-XI/SQRT(9.Bl/HRll 
COEVSIN2+ll=A3*11F/2l*D3+0.00014l*C31+B3*11F/2l*F3+0.00014l*E3) 
COEVCIN2+ll=A3*1fF/21*C3-0.000f4l*D31+B3*((F/21*E3-0.00014l*F31 
WRITE(5,10)COEVSIN2+ll,COEVC(N2+ll 

10 FORMATl//,12X,F8.3,24X,F8.31 
9 CONTINUE 

WRITEl5,13l 
13 FORMAT(//,5X, 1 SOMA DOS COEFICIENTES 00 SEN0',5X,'SOMA DOS COEFICIE 

lNTES 00 COSSENO',//) 
TEMP6•0. 
TEMP7=0. 
DO 11 M=l,4 
SOMVSIM)=COEVS(Ml+TEMP6 
TEMP6=SOMVSCMI 
SOMVC(Ml=COEVC(Ml+TEMP7 
TEMP7=SOMVCIMI 
WRITEf5,12lSOMVSIMl,SOMVC(MJ 
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12 FORMAT(ll,12X,F8.3,24X,F8.3,lll 
11 CONTINUE 

CALL EXIT 
END 

FEATURES SUPPORTED 
ONE WORO INTEGERS 
IOCS 

CORE REQUIREMENTS FOR 
COMMON O VARIABLES 

END OF COMPILATION 

li XEQ 

220 PROGRAM 

1 2 2 

1482 



A N E X O II 

PROGRAMA PARA RESOLUÇÃO NUMÉRICA DAS EQUAÇÕES 

DAS ONDAS LONGAS, ATRAVÉS MÉTODO EXPLICITO 

123 



PROC.EDIMENTOS PARA PROGRAMAÇÃO 

~ 
"IMPUT" 

1) PARÂMETROS G.EOMÉT.RICOS DO CANAL 

COEFM - coeficiente de Manning 

P (M) perímetro molhado da seção transversal M doca 

nal 

SEC (/1) - area -seçao transversal M do canal 

B (M) - largura da seção transversal M do canal 

2) DIMENSÕES DA MALHA DO PLANO. (x., t) 

DELX 

DELT 

intervalo de comprimento óx 

intervalo de tempo ót 

3) CONDIÇÕES D.E .. CüNTÕRNO: 

U(l, N) - velocidade d'âgua no canal para a seçao 1 no 

tempo ! . 

! = 1, NI,: sendo ·Nr .. o n9 de intervalos 

obtido de acôrdo com os registros de velo­

cidades observados adotados para a seção 1, 

defasados de DELT .• 

H(l, N) - altura d' âgua no canal ,para a seção 1 no tem 

po .!!:· 

N = 1, NI, sendo. NI o n9 de i'nt erval os 

124 



.obtido de acôrdo com os registros de mare 

observados adotados para a ,seção 1, defa­

sados de DELT 

4) COND IÇÕRS. lNICIAl.S. 

U (M, 1) - velocidade d'água no canal para a seçao· k 

. no tempo i ni c ia 1 1 . 

H (M, 1) 

1 - H(M, N) 

-M = 1, • . . . Ml , sendo Ml n9 de seçoes em 

estudo no canal. Êstes valÔres de U(M ,1) 

·deverão ser obtidos de registros observa­

dos para as respectivas seçõe's·. ~. dí stan­

ci adas de DELX .. 

altura d'água no 

tempo inicial 1 . 

-canal para a seçao M no 

-
~ = 1, ..... l-Ll, sendo M 1 n9 de seçoes 

em estudo no canal. Êstes valores de H 

(M, 1) deverão ser obtidos nos maregramas 

-observados para as respectivas seçoes. ~. 

distanciadas de DELX --·-·-

., "OU.T PUT," 

altura d'igua no canal para a seção M 

no tempo !· Obtem-se valores da altu-

ra ao longo do tempo para a seçao M 

(mar e gramas) 

1 2 5 



2) U (M, N) velocidade d'igua no canal para a seça6 M no 

tempo!; Obtem-se valores para a vel-0cidade 

ao longo do tempo para a seçio M. 

126 
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// JOB T OOFF lOFF 

LOG DRIVE 
0000 
0001 

CART SPEC 
OOFF 
lOFF 

CART·AVAil 
OOFF 
lOFf. 
20FF 

V2 M05 · ACTUAL 32K CONFIG 32K 

// FOR 

PHY DRIVE 
0000. 
0001 
0002 

*LIST SOURCE PROGRAM 
*IOCS(2501REAOER,1403PRINTER,PLOTTERI 
*ONE WORO INTEGERS 

1 2 7-. 

A 63 11 

OIMENSION SEC(lOliBllOliUCl0,145l,Hll0,1451,TEMP(1451,PllOl,C(10l, 
lHlll0,1451,JlllOl,JOllOJ 

C-----PARAMETROS OE ENTRADA 
CALL START 
COEFM=0.024 
DELX=210• 
OELT=600. 
NI=145 
READl8,511PIMl,M=l,101 

5 FORMAT(lOFB.01 
REAO(B,lOJISEC(Ml,M=l,101 

10 FORMATllOFB.Ol 
REA018,15l(B(Ml,M=l,10l 

15 FORMAT(lOFB.01 
00 4 L=l,10 
Clll=l.OO/(COEFMl*lSECILl/PILll**ll./6.I 
WRITE15,6)C(Ll 

6 FORMATIFB.31 
4 CONTINUE 

C-----CONOICOES DE CONTORNO 
REAOl8,20l(Ull,Nl,Ndl,NII 
REAOl8,2011Hll,Nl,N=l,Nll 

20 FORMATllOFB.21 
00 30 K=l,NI 
TEMPIKl=K 

30 · CONTINUE 
REAOl8,3511HIM,11,M=l,10l 

35 FORMATllOFB.41 
REA018,40I IUIM,ll,M=l,10l 

40 FORMATllOFB.21 
CALL SCALFI0.3/2~54i30./2.54,1.,0.I 
CALL FGRIOI0,1.,0.,6.,241 
CALL FGRID!l,1.,0.,0.1,101 
CALL FPLOTl~2,TEMP(ll,lffll,11-5.ll 
00 45 L=2,NI 
CALL FPLOTIO,TEMP(Ll,IHll,Ll-5.ll 

45 CONTINUE 
00 50 M=2,10 
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DO 55 N=2,NI 
A=H(M-1,N)+OELX*UIM,N-ll/(9.8*DELT)+UIM,N-ll*U(M-1,Nl/9.8 
O=OELX/ ( 9. 8*DEL T l * ( 1 +OEL T /OELX*U ( M, N-11 +9.8*DEL T*A8S I U( M, N-11 )/ tC 1 

1Ml**2*H(M,N-llll 
E= IOEL T*SEC I MI *UI M-1,Nl+DELX*B IM 1 *HfM, N-1 l l / 1 DEL T* 1-2*SEC ( MI-SEC (M-

111 l >" 
F=OELX*B(Ml/(OELT*l2*SEC(Ml~SEC(M-llll 
HCM,Nl=tA-D*El/11-D*FI 
U(M,Nl=IDELX*B(Ml>l<H(M,N-11-DELX*B(Ml*HIM,Nl+SEC{Ml*DELT*UIM-l,Nll/ 

110ELT*l2*SEC{MI-SEC{M-llll 
55 CONTINUE 

00 66 Ml=l,10 
00 66 Nl=l,NI 

66 Hl(Ml,Nll=HI-MliNll-5. 
CALL FPLOT13,TEMPlll,HllM,lll 
DO 60 J=2,NI 
CALL FPLOTC2,TEMP(Jl,Hl(M,Jll 

60 · CONTINUE 
50 CONTINUE 

WRITE 15 ,·47) 
47 FORMAT(•i•,54X,•MAREGRAMAS•,///l 

WRITEC5,481 
00 64 K=l,10 

64 JO(Kl=K 
WRITE15,49IIJO(Kl,K=l,101 
WRITEl5,481 
00 70 I=l,NI 
WRITE15,46l 1,tHIM,Il,M=l,101 

70 WRITE(5,481 
46 FORMATl10X,'*',2X,13,2X,'*'•10(1X,F6~2,1X, 1*'ll 
48 FORMAT(lOX,991'*'1) 
49 FORMAT(lOX~···,6x,•••,1ot3X,12,3X,'*'lf 

WRITE15,4ll ' . 
41 FORMAT( 1 1',54X, 1 VELOCIOAOES',///I 

WRITEC5,48) 
00 65 K=l,10 

65 JllKl=K 
WRITE15,49l(Jl(Kl,K=l,101 
WRITEC5,48) 
00 80 1=1,NI 
WRITEf5,46l I, IUCM, ll,M=l,101 

80 WRITE15,48) 
CALL FPLOTl3,TEMP(ll,O.I 
ORIGE=O. 
CALL FCHAR(TEMP(ll,-0.03~0.15,0.15,0.) 
WRITE17,84l ORIGE 

84 FORMAT(F2.0l 
111=7 
00 85 J=l,24 
CALL FCHARITEMP(Nl,-0.03,0~15,0.15,0.J 
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WRITE17,90lJ 
90· FORMAT(l21 

N=N+6 
85 CONTINUE 

YP=0.1011 
00 95 M=l,10 
CAll FCHARl-6.,YP,0.15,0.15,0.I 
WRITE17,1001 YP 

100 FORMAT(F4~11 
95 YP=YP+O.l 

CALL FCHARITEMP(l381,0.03,0.15,0.15,0.) 
WRITE(7,1051 

105 FORMAT('HORAS'I 
CAll FCHAR(TEMPl41,0.9,0.15,0.15,1.571 
WRITE17,1101 

110 FORMAT( 1 MARE-IMl'I 
CALL FCHARITEMPl601,0.8,0~15,0.15,0.I 
WRITE!7,ll51 

115 FORMATl 1 MAREGRAMAS 1 ) 

CAll FtHAR(TEMP(60J,-o.1,0~15,0.15,0.I 
WRITE17,1201 

120 FORMAT( 0 PESQUISA P/ CANAL DO PORTO DE LAGUNA'I 
CAll TIME(TEMPO) 
TEMPO=TEMP0/1000 ~ 
WRITEC5,155551TEMPO 

15555 FORMAT(/////,' TEMPO OE EXECUCAO =1 ,F6.2,' SEGUNDOS') 
CALL EXIT 
END 

FEATURES SUPPORTED 
ONE WORD INTEGERS 
IOCS 

CORE 'REQUIREMENTS FOR 
COMMON O VARIABLES 

END OF COMPILATION 

li XEQ 

9136 PROGRAM 1406 
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ANEXO III 

PROGRAMA PARA RESOLUÇÃO NUMÉRICA DAS EQUAÇÕES 

DAS ONDAS LONGAS, ATRAVÉS MÉTODO IMPLICITO 

1 30 



PROCEDIMENTOS PARA PROGRAMAÇÃO 

f/ 
"IMPUT" 

1 ~ PARÂMETROS GEO.MÉTRICOS DO CANAL 

-AR areada seçao transversal do canal 

BR largura do canal 

PE perímetro molhado 

CM coeficiente de Manning 

VM velocidade midia 

2. - DIMENSÕES: DA MAL.HA _NO PLANO (x,' t) 

DELX intervalo de comprimento 

DELT intervalo de tempo 

3 ~ CONDIÇÕES DE. CONTÕRNO. 

1 31 

Y(l, L) altura d'igua no canal para a seçio 1 no tem 

po !é. 

!é = 1, • • • • L 1., sendo 11 o período de tempo 

adotado. Ê:stes valores de Y(l, L) .•.. Y(l,Ll) 

-sao obtidos do maregrama observado para a se-

-çao 1, defasados de DELT 



4 - CONDIÇÕES INICIAIS 

Y (2, 1) - altura d'âgua no canal na seção 2 no tem­

po 1 . 

V (1 , 1) -

V (2, 1) -

velocidade d'âgua no canal na seçao 1 no 

tempo 1 • 

velocidade d'âgua no canal na seçao 2· no 

tempo 1 • 

-Os valores anteriores sao obtidos de re-

gistro observado para a altura e velocida 

de nas respectivas seç;es. 

"OUT PÚ.T". 

-1 - V (I, J + 1) velocidade no canal na seçao I no tem 

2 - y (I + 1, J + 1) - velocidade no canal na seç ao· I+ 1 

no tempo J + 1 • 

-
3 - V (I + 1, J + 1) - velocidade no canal na seçao I+ 1 

no tempo J + 1 . 

13 2 



Os valores acima serao obtidos quando du-

rante o processamento os valores de R1 e 

R
2 

(resíduos) tenderem para zero ou para 

um determinado valor previam:ente deseja-

do . 

133 
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// JOB T OOFF lOFF 

LOG DRIVE CART SPEC CART AVAIL 
0000 OOFF OOFF 
0001 lOFF lOFF 

2013 

V2 M05 ACTUAL 32K CONFIG 32K 

li FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*IOCSl2501REAOER,1403PRINTERI 
*ONE WORO INTEGERS 

REAL M 

PHY DRIVE 
0000 
0001 
0002 

OIMENSION Yl2,251,VC2,25),TC3,31.Wl31 
C-----CONOICOES 00 CONTORNO 

REAOIB.ll(Yll.Ll,L=l,251 
l FORMAT(lOFB.21 

C-----CONDICOES INICIAIS 
Yt2,ll=3.76 
Vll,ll=l.20 
V12,ll-=0.42 

C-----CALCULOS 
l=l 
J=l 
GO=Yll,21 
YC2,2)=YC2,ll 
V12,2l=V12, li 
Vll ,21=VI 1, li 
DO 3 K=l,100 

C-----PARAMETROS GEOMETRICDS DO CANAL 
AR=960. 
BR=l80. 
PE=300. 
CM=0.024 

A 63 

VM=0.74 
SF=CCM**2*0.74**2*300**l4./3.lll(960**14./3.ll 
OELX=l890. 
OELT=3600. 
A=-CYll+l,Jl+YCl,JII 
B=VCI,Jl+Vfl+l,JI 
C=0~25*0ELTIOELX*IY(l+l,Jl-YCI,J)I 
0=0.25*0ELT/DELX*lYll+l,JJ-Yll,Jll*IVCl,Jl+V(l+l,Jll 
E=VCI+l,Jl~VtI,JI . 
H=2*ARIBR 
M=-H 
P=H*E 
Al=Yll+l,Jl-YII,JI 
81=-VtI+l,JI-VCI,JI 
Cl=2*VCI+l,JI 
Dl=-2*Vll,Jl 

13 4 
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El=Vll,Jl*V(l+l,Jl-Vll,Jl**2+V(l+l,Jl**2-VII+l,Jl*VII,Jl 
Hl=2*SF 
Rl=Yll+l,J+ll+Yll,J+ll+A+0.25*DELT/DELX*IY(l+l,J+ll-Yll,J+lll*(VII 

1,J+ll+VI I+l,J+ll+Bl+C*IV( 1,J+l l+.VI 1+1.,J+l-ll+D+0.25*DELT/DELX*2*AR/ 
2BR*I VCI+l ,J+l 1-VI I ,J+ll +EJ+0.25*0EL T /OELX*-IH*VI 1 +l ,J+l l+M*VI 1,J+ll 
3+PI 

R2=Y(l+l,J+ll-Y(l,J+ll+Al+OELX/19.81*0ELTl*IVll,J+ll+Vll+l,J+1J+Bl 
11 +O. 25/9.81*1 VI l+l, J+ll *-*2+C l*VI I +l ,J +l.) +Dl*VI 1, J+ 1 l ~VII, J+l l **2+E 
2ll+0.5*DELX*l2*SF+Hll 

WRITEIS,91 R1,R2 
9 FORMATl5X,FB.3,5X,F8.3I 

IFIABSIRlJ~0.418,8,11 
8 IF(ABSIR21-0.4l10,10,11 

10 WRITEIS,121 Yll+l,J+ll,Vll+l,J+ll,Vtl,J+ll 
12 FORMAT(5X,F5.3,5X,F5.3,5X,F5.3) 

1=1 
J=J+l 
IFIJ-251 13,13,14 

13 GO=YI 1,J+ll 
YCl+l,J+ll=Yll+l,Jl 
V(l+ltJ+ll•Vll+l.,Jl 
Vll,J+ll=Vll,Jl 
GOTO 3 

C-----PARAMETROS DA SIMQ 
11 Tll,ll=OELX/l9.8l*DELTl+0.25/9.8l*IC1+2*Vtl+l,J+lll+DELX*SF/Vtl+l, 

lJ+ll 
T(l,21=0. 
Tll,31=0. 
Tl2,ll=0.25*DELT/DELX*IY(l+l,J+ll-Yll,J+ll+Cl~0.25*DELT/DELX*l2*AR 

l/BRl+M/4*DELT/DELX 
T12,2l=l.+0.25*DELT/DELX*IV11,J+ll+Vll+l,J+ll+Bl+0.25*DELT/DELX*IV 

111+1,J+l l-V( I ,J+l l +E l 
T12,31=0.25*DELT/DELX*(Y(l+l,J+ll~Yll,J+ll+Cl+0.25*DELT/DELX*l2*AR 

l/BRl+0.25*DELT/DELX*H 
T13,ll=DELX/(9.8l*DELTl+0.25/9.81*1D1-2*VII,J+1ll 
T13,21=1.+0.666*DELX*SF*I-BR/ARI 
T13,3J=OELX/19.8l*DELTl+0.25/9.8l*CC1+2*VII+l,J+lll+DELX*SF/Vll+l,. 

lJ+ll 
Wlll=GO 
W12l=Rl 
W(3J•R2 
CALL SIMQIT,W,3,KSI 
WRITEIS,151 KS 

15 FORMATISX,111 
TEMPl=Vll,~+ll+Wlll 
TEMP2=Yll+l,J+ll+W(2) 
TEMP3=Vll+l,J+ll+W(3Í 
V,( I ,J+l l=TEMPl 
Yll+l,J+ll=TEMP2 
Vll+l,J+ll=TEMP3 

3 CONTINUE 
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14 CALL EXIT 
END 

FEATURES SUPPORTED 
ONE WORO INTEGERS 
IOCS 

CORE REQUIREMENTS FOR 
COMMON O VARIABLES 

END OF COMPILATION 

// XEQ 
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