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RESUMO

0 principal problema abordado neste trabalho é a
determinagﬁo das frequahcias naturais de vibragdes transver
sais de v;gé com cargéﬁ&kial, queftem uma massa concentra
da e mola, localizadas num ponto qualquer ao longo do com
primento da-viga. 0 caso de uma viga com duas massas e mQ
las & também analisado-r |

Solugdes exatas para ume viga com massa concen
trada por'métodos cléssicos foram encontradas por Karmanspg
ra Vviga simplesmente apolada com massa concentrada no ponto
médio e por Prescott6 Para viga em balango com massa concep
trada na extremidade livre. A extensdo das solugdes para
(o] efeito de uma mola pode ser feita por processos cléssicos

somente para os casos espe01als menclonadose.

Solugdes aproximadas para a menor frequéncia na
tural de um sistema viga—massa-moli podem ser obtidos pelo
' : 8
V2 Y . ’ : »
metodo da energia de Rayleigh-Ritz mss nem sempre € pos

sivel determinar o grau de aproximacdo.

0 método utilizado faz uso de uma expansao em
térmos do'conjuﬁto de fungdes ortogonais associadas com os
modos normais.de vibragab de uma viga. Tal método foi usa
do para o caso partigular de viga em balango sem carga de

v . - 1
compressao- com sistema massa-mola por Young .
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SUMMARY

The principal'problem undertaken is this work is
the determination of the natural frequencies of lateral
?ibrationslof a beam ﬁith axial load, wich carries a concep
trated mass and spring located at any point along the len
gth of the beam. The case of a beam with two concentrated mas

ses and springs.is also énalysed.

Exact soluctions for a beam.with concentratedmass

by classical methods was found by Karman5 for a simply
supported beam with concentrated mass at its mid-point and
by Prescott6 for a cahtilever,beam,with concentrated mass

at its free end. ihe*extensidn of the solutions to include
the efect of a épring éan be made by classical methods only
for the special cases mentloned.

| Aprox1mate solutions for the lowest natural fre
quency of a beam, mass, and spring system may be obtained by
the Rayleigh-RitzLL’8 energy methods but it is not always
possible to determine the degrée of aproximation.

The inethod adopted makes use of a series expansion
in terms of the set of orthdgqnal functions associated with
the normal modes of fibration of a beam. Such a method was
used for the partlcular case of : an axially unloaded canti

lever bean with mass and spring by Young.



CaPITULO - I

DEDUCAO DA EQUACKO DIFERENCIAL DO MOVIMENTO DE UMA VIGA

1.1- Expressio da energia de deformagéo.

| - Consideremos uma viga de comprimento L, de materi
al isétropo, eldstico e homogéneo. A viga tem seg¢do constan
te e é solicitada por forga axlal q e um carregamento trans

versal p(x,t), conforme figura 1.1l

! |
v fig. 1l

No que segue sio consideradas'as seguintes hipdte
ses simplificadoras:
l1.1.1 - Uma'segﬁo qualquef da viga permanece 'pla

» - . -~
na apos a deformacao;

. 1.1.2 - As deformagdes sofridas pela viga sfo pe



quenas;

1.1;3~- As dimensﬁeé tréﬁsﬁersais da viga sao pe
quenaé-comparadas com a dimensao longitg
dinal e a energia de deformacio devida ao
eszfgo c@rtante pode ser desprezada bem

como .os efeitos da inéreia rotatédria.

Na expressao da energia potencial de deformagao1n
) remos entdo trés parcelas, correspondentes ao mcomento fletor,

a cargé axial e ao carregamento transversal.
- Para obtermos a contribuigf@o da flex@o na energia

:de'déformag&o lembramos que o trabalho especifico de deformg

ga0o (trabalho por unidade de volume) é

au -1l ¢ (1-1a)
av c

 Tomendo agora duas segdes préximas, apds a flexdo

(fig.l-Z) ondeé

ds=ab = comprimentb do-eixo neu
| tro entre:asrsé§Ses con
sideradas; . | |
X¢ = distineia ;ae uma fibra
rgenérica.abieixo'neutro;
¥y o ¢_='def1e$§ohlatenal*f - fig. 1-26

alongamento’ de uma fibra genérice <

o
0
o

el
o

H



aoe = angulo:queéompreeﬁde as segdes consideradas;
 Qdé; = 8ngulo que'éémfreende o alongamento fds;

R = ralo de curvaturardé.fibra genérica;

E_r ==alongamento'especifico da fibra genérica;

¢ = tensdo;

ﬁ = mdulo de elasticidade

podemos colocar pela figura

£ =P1% = 3 o (1-1b)

Como ds =-Rd@ e levando em conta que as deformg
gOes s@o pequenas, oJQue permite escrever © = tge = dy/dx

e ds ¥ dx, fica entdo 1/R = - 32y/ axa.

Dal o alongamento especifico pode ser expresso

por
-2

£=-4 9y (1-1c)
' B _axd . '

Pela lei da Hooke,

¢=E¢ (1-14)

Levando as expressdes de (€ na equagdo (1l-la)

obtemos



J | (1-1le)

dx~

- veer——
-

el i_ E ra
av

Entfo a contribuigdo da flexfo ao trabalho de dg

formagdo pode ser obtida de

=

onde a integral se estende em todo o volume V da viga, repre

2

/'%?‘E¥2(yxx) v (1-1f)

sentando y a segunda derivada da deflexdo y em relacdo
_— ¢

a X+« A integral acima pode ser colocada na forma

L 2
= {48 ~ %
S 0 ‘
A integral
-MZ = B :
“z-» & =7 (1-1n)
S

é ¢ momento de inércia da se¢do S em relagdo ao eixo z,nor

mal ag_plano Xy, fige 1=-1. Podemos exprimir finalmente- ol
“trabalho de deformag¢iio devido & flex80 pela expressio
' Lo 2
U=l [ BT (y.) dx (1-1)
0

A energia potencial de deformagao decorrente da

~ forca axial é

U = « qeAl = - ¢ (L-Ll)' (1-2a)

. q

onde Ll é o 6omprimento de. viga deformada.



Lembrando gue

2.
dx = - _.1-.._ —L)d
ds * 2 ( ds
e
!;
Uq = - q L+ ][ l (_y_)a:[ ds (1-2b)
ou ainda
_ L > _
S U, = - _1fa(dy) ds (1-2¢)
q ds

e finalmente, como ds = dx
L

=< 1 : -
Uy 1 [q(yx) dx | - G-
0 .
) carga distribulda corresponde a energia potenci
é-'l*:ﬁ",..‘t.:,r - m
' : L
Uy =~ fpy ax : (1-3)
Jo

A expresséo‘final da energia potencial Ppari-o ti

po de carregamento mencionado é, pois
[[ EJ(YXX) - - (yx) - psr] ax (1-b)

"1,2‘- Equagéo de Euler-

- Dada a integfal definida



Xy

- , B )
U =[G (Xy 79 Tys Tygr vo0 ¥ ) &X (1-5)

Xp
onde G & uma fungfio dada de n + 2 varidvels, e y(x) satig
faz certas condigdes de continﬁidade e a certas condigdes de
cont%fno.fdrgédas,'procuramOS'determinar a funcado y(x) que
_torna a intégral (1-5) un minimo.

12

.. Segundo Bolza™“ a func8o G deve ser econtinua

com suas derivadas parciais até a ordem n+l para todos 0s
?alores de y, Tgd Tyt **¢ Vo € para tod?s 05 valores de x
no intervalo x £ X £ X;+ As fungOes admissiveis y(x) deven
constituir uma classe de fungdes V, univocas e continuas -
com suas derivadas até a ordem n no intervalo xo'i,x < Xy .
Uma fungao da classe V deve satisfazer nos extremos(xo,xl)'
a varias relagoes do t;po &, ta;y +a, y, . + a3 Yy + oooet

e 7 = 0 (1-52)

conforme panghaérz, que séo_éqndigﬁes forgadas de contdrno.
Consideremos uma variagéio admissivel Pq(x). onde
P é'umalconstgnte afbitréria e n(x) uma fungdo arbitriria de
X, 0 que implica que yff ﬁqfééja da classe V desde - que
¥(x) o seja. A variagid da integral (1-5) tomando derivadas

. de y até a segunda ordem &

Au:;[: G (X,y f Pq, Ve + qu, Yxx + qux) - G (x,y,yx,yx;] dx

Xp

(1-6)



Desenvolvendo em série de Taylor obtemos

- .
!Fri——-——ay _rfx oV, Oxx -aghayxx 7 J P r’c—a-g—ay
Xo . , : _ T Xo
. -
Ne906 + 1. 26 ) ax + ---=3U+%SU+ cee  (1=7)

A primeira integral é chamada a primeira variagio
de U, designada por 3U; a segunda integral é a segunda varig

géo: de U. A condigdo para que a integral (1-5) tenha um mi

L

nimo (Langhaarz) é que SU se anule para tddas as variagdes ad

missiveis :q(x). = .

~ Integrando por partes, lembrando que

a primeira variagd@o se torna



o X ]

$U = '[q(_ch_-_d__Q_G_) +n, 96 +
' F Iy dX O¥yx X * Mz Ix
. o °

] Xy - .
+ [{ 26 =~ _4_ 26 + c}a_ 26 )qu:[ (1-8)
Je, ¥ X ¥y FxF OVgy

Uma condigdo necessaria para a nulidade de §U pa
ra t0das as variag¢des admissiveis de n{x) é que os térmos fg

ra da integral em (1-8) se anulem, isto é

* X
n(2¢ -_4d 96 ) + 1, 2C I =0  (1-9)
¥y - AX 9V Ve o

XO xo

A condigfo acima decorre do fato de n, poder ser
escolhido de maneira a anular a integral em (1-8)independen-
do dos valores de 15 e n, nos pontos extremos (xo, xi)‘ A
equagdo (1-9) deve ser satisfeita por todos os valores das
constgntes q(xo), q(xl), q(xo), qx(xl) que satisfazem as
condigdes forgadas de contdrno.. Da condigfo de mfnimo relg
tivo da integral 83U e tendo em vista a equagdo (1-9), con
cluimos que

X,

2
[(_ag-_d_is_+ 4 2g.)nax=o0 (1-10)

X, oy dx ayx de yxx

equagdo que deve ser satisfeita para tdda as variagoes admig
siveis n da classe V. Podemos inferir dal que o integran

do é nulo e como 1 pode ter um valor diferente de zero no

intervalo x o0& X & Xy Ven



u
o

3 + 111
dx "Z)g_ Xz. y ' ¢ )

que é a equagdo de Euler do cdleculo variacional.

As equagdes (1-9) e (1-11) representam condigdes
necessirias e suficientes para que seja.um extremo o valor
da integral U definida acima.
| A fungdo y(x) pode ter descontinuildades isoladas
em sua primeira e segundé derivada, segundo Langhaara, como
mostrou Welerstrass e fornece um valor extremo de U desde
'qﬁé satisfaga a equagdo (l-11) em gqualquer intervalo entre

as 'sucessivas descontinuidades.

" le3 - Equagdo diferencial de vibragdes transversais de uma

viga.

A integral (1-l) representa a energia potencialde
deformagio de uma viga de inéreia constante Jy com  quais
quer condigdes de extremidades, carregada conforme foi defi

nido na segdo l.l.

A condigdo de estabilidade da viga é que seja mi
nima sua energia potencial de deformagdo, logo o integrando

de (l-/;) deve satisfazer a equégéo de Euler.

A fungdo G da integral (1-5) tem a forma

J 2 2 '
G=_12_LEJ (yxx)_ - q (vy) ] -py (l-12)
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Entéc obtemos

ayx = ~4 ‘yX } ‘ (1"13)
92G =B y__
oy XX

F

A substituig8o ha equagdo (1-11) fornece

P -

Re sl bk N 2 .
-p-4 (-qy)+d (EJ.y_) = 1.1
dx X a2 X © (1-10)

Como queremos estudar o movimento transversal dos
pontds-da viga, a forga di$tribuida é a séma do carregamen
to aﬁiicado p(x,t) com a forga de inércia, dada pelo produto
da massa por unidade de comprimento pela aceleracdo, e de
sentido contrario aé da écéleragéo, isto é - Jn_;@iz , sendo
m a massa total da viga. - boott

Ficamos entzo com

L
-P(X,t)+m_a_x+q__&1+EJ_Lxﬁ=o
L ot dx° >

ou ainda

EJ 3_“% +q _EL;: +n .a_% b (x,t) (1-15)
ox dx° ot

1.l - Condigdes de contdrno

Ao resolver a equagdo (1-15) devem ser considerg
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das as vadrias condig¢des de extremidades a que pode estar su
jeita a viga. As condigdes de contdrno serdo utilizadas na

determinag8o das congantes de integragio.

Essas condigdes sdos

a) viga simplesmente apoiada

7 (0,t) =3 (Lyt) = O
7 ? (1-153)
_YXX .(O,t)' = YXJC (L’t) =0

b) viga em balango
¥y (0,t)= Yx'(ost) =0

, (1-15b)
Vix (L,t) =:yxxx (L,t) = 0

¢) viga engastada em x = O e apoiada em x = L

y (o’t) Yx (0,t) =0

(1-15¢)

¥ (Lyt) =y (Lyt) =0

d) viga engastada nas extremidades
y (0,t) =y (L,t) =0

(1-154)



CAPITULO - 1II

" VIBRACOES LIVRES DE VIGAS

2.1 - Vigas.sem solicitsagfo axial.

Se.a viga nZo estd sujeita a carregamento trang
versal e a carga de compressio sua equagdo diferencial é a

 (1-15) onde fazemos .q=0 e p(x,t) = 0, ficando

| 2
,EJ.%+ _m___xaa =0 (2-1)
ax* Lot

Esta equagdo admite uma solugdo do tipo y = u(x).

senwt onde u(x) é fuhgao-sbmente de x. A substituigdo nos

leva a
B au- m wluso (2-2)
Uu=-_m- - u= -
axtt D |
Colocando
L 2 '
K =mnw / BIL (2-3)
a -equacgao se torna
' L L
du -« u=290 {(2-4)

A solugdo geral da (2-l) é da forma



13

u = c'l (senh < x + senax). .+ CZ( coshxX + CoS«x) +L'3( senh &« X -

- Sen o x) +'-CLL( coshox = CoOSX)

(2-5)

As constantes'cl, Csy C'3, CLL sdo determinadas pe

las condigdes de contdrno da viga. No caso de viga simpleg

mente apoiada estas condigdes sdo:

u(0) =u (L) =0

()L |

' Levadas Y eci_uagéo (2-5) encontramos

]
<

C:L (senh XL + sen <L)+ Cs(senh AL - sen « L)
¢y (senh o(ﬁ - sen «KL}+ C-j.'(senh AL + sen &XL)

donde tiramos a relagfo

_E!-__'-_‘ie_n_p_gf_;. - _sen ol
03 senh ®L + sen /L

(2-6)

(2-7)

"
o

(2-8)

]
o

(2-9)

A compatibiiid:ade do sistema (2-8) exige que seja

nulo o determinante dos coeficientes de Cl,e G3, ou seja
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senh «L + sen «L o senh L = sen L

senh ®L - sen «L ' senh KL + sen oL

~ “ .
que nos leva a equagfo de frequeéncia

-~

senxL =0 (2-10)

As solugdes de (2-10) fornecem as frequencias natu-
~rais de vibragdo da viga. 4 equagdo (2-10) tem um  némero

infinito de solugdes dadas por

-o(nL = nit | ' {(2-11)

e cono

w =/ X EJL

Wn =IF_nLE_JL.__=, g."".ﬁ.f'l/_m__, n=1,2, «v.  (2-12)
m 2 m _
L .

Aos valores caracteristicos o¢,, dados por (2-11)

. correspondem funcgdes caracteristicas definidas pelas equg
coes (2-5), (2-7), (2-9). Lembrandc que senol = 0 a (2= 9)

f_‘ornece Gl = - C3 e dai.

u.= 2 () sen«x (2-13)

Tomando 2 C; = Y2 a funcdo caracteristica fica

9,(x) = /2 sen otnx (0 £ x £L),y,(n=0,1,2,¢00) (2-11)
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A cada valor de n- corresponde um modo de vibra
¢8o da viga dado por (2-1l) ¢ uma frequéncia de vibracio ob
tida em (2-12). - 0s quatro primeiros modos de vibragdo estéo

representadecs na fig. 2-1.

2.2 = Viga com carga de compressao.

‘Na egquagdo (1-15) fazendo p(x,t) = 0 obtemos a g

quagdo de vibragdes livres de viga comprimida,que é

) 2
EJ _O ¥ + 9. 2y+ m 2% .o (2~15)
ox~ axa 'L - .

equagao que admite uma::solugao:na forma y = u(x) sen wt.
' A subSuitulgao transforma a (2-15) em

BT _ahy 4 ¢ dzu - moP=o (2-16)
d axc L
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Colocando agdfa

L e (2-17)
S = m 13/87 |
a equagio passa'a ser
2 2 L
gy + X du - & su=o0 (2-18)

Uma mudanga de variédveis com x = LY transforma a

equagdo (2-18) em

Zh"l £ A Zi‘zl - Shu =0 (2-19)

Introduzindo a notagéo

32 y oy M2 E
R Eh LI (e
N N 1/2 =1/

Q= 2+ + 8 (2-21)
‘: B n

aplicamos & equaglio (2-19) a trensformacio de Laplace, obten

do

u(r)ra-

| 2
#— u(0) r3- uf(o)ra- u"(o)r - u“'(o) + A

u(r)r _
wo)r - ()] - gh w0 (222
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onde 0

u(r) = ]e“r w (@) ap . (2-23)
- 0

é a transformada de Laplace da funcio u (tP).

- Podemos entfo colocar

.Etr) u(o)r (; + 05 ; u'{0) (r + )?)+ uﬂ&glz_:_uiLiQ)
' h+)\2 2- 8}4'
: (2-2L)

B fécil c‘onstat-ar qué
| } r}4 + )\2 < - SLL = (:c2 - HZ) (1‘2 + QZ) (2-25)

- 0'que permite escrever

ul{r) = g{_o_)r_ga + )\2) + g‘iO) K;'Z + M4 w(0)r + u"_ (0
(r° - BF) (2% + %)

(2-26)
Para efetuar a transformacdo inversa da  equagdo
(2-26)  colocamos o produtb que aparece no denominador sob

forma de soma conforme a expressao seguinte

| 1 . 1 ( 1 -1 )
2 -ED) (Pr QD) HE+ QR VifogE 4P

(2-27)

e conseqiientemente

11(1‘) 1 ( l - _ 1 [Ii(o)r(:t:'2 + )\2) +
z e - 2 2 2
H + Q r -H r + @

ut!(Q) (r + )2) + u"(o)r +. u"'(O):l (2-28)
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Lembrando que a transformada inversa das fungdes

que _apa_refcem em {2-28) tem os valores abaixo

-1

L {r‘31[ 1 - 1 -:H?H‘Z'éosh HP + Q° cos QY
: _ _rZ_H?- -1’2 . Qa- |

cosh HP - cos QY

}—l
——
L D
I
AV .
A (= i
m
Mo
]
H
+
&
™~ ]
e
I

L {r3 [ 1 - 1 :”= Hsenh HY- + @sen Q¢
_ . rZ_- HZ I'Z + QZ_
1, | .
L { 1 - 1 }= _l_ senhH{- _1_ senQy
F . L.@ E Q
_ | ' (2-29)
e utilizando a notagdo '
. o 2 pad
A = 1 ( H® coshHf+ QT cosQy)
: HZ + QZ
B(Y) = 2 1 . ( coshHY - cos@y)
H=+Q . - | (2-30)
c) = __1 ( HsenhHY + QsenQy )
H2 + QZ
DY) = ___1 (1 senhHY - _1 G
P) . . < senhH -3 sen@\y )
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a,éégagio(Z-ZB), ap6$”a transformagdo inversa de Laplace fi
caif,‘ " o
u(P) = ul0) [ )+ 8 Bop):l N u'co>l:-c<4>) + 32 c~p>]

+u" (0) B(P) + u' (0) D(P) (2-31)

Das quatro éondiéags de contdrno da viga obtemos
um sistema de gquatro eﬁﬁagaes_homogéneas, que permite deter
: miﬁarmos tres constantes de integragdo em fungio da  quarta.
Iguaiando:a Zero o detepminénté do sistema chégamos a uma
equagio transcendental que tem um nfmero infinito de rai
zes Wy, Wy, ««s cada uma das quaislesté assoclada a um modo

de vibrag&o.

No caso de viga simplesmente apoiada as quatro cam

 digdes de contdrno sdo

u(l) = u"* (1) =0 (2=32)

u(0) = u" (0)

Dai temos o
w(P) = ur(o) ': @) + H2 D(\P)] +um (0) DY) (2-33)

e ainda

u(l) =-u‘(0) [C(l) + ?\2 D(l)j} -l-- u™ (0) D{1) = 0

u" (1) = u'(0) |:<_:" {1y + A po (1)] + u™ (0) D" (1)=0

(2-3L)



20

A compatibilidade dos sistema exige que seja

c(1) + > D(1) D(1)
L =0 (2-35)
cn(l) + A D"(1) - Dw(1)

iendo em conta as expressdes das fungdes C(P) e
D(P) em (2-30) a equagao (2-35) apbs simplificacgdes  imedig

tas fornece

senQ (2-36)

]
O

ou o
Q@ =ni

e ainda, tendo em conta a equagio (2-20)

, : 12 1/2
N2 - L L

Com as expressdes definidas em (2-17), encontramos

) - 2 .
w, = EZnZ‘\/ EIL (1 -__ 915 ) (z-38)
L& = n® M gy

0 resultado definido por (2-38) mostra que

2) a frequencia de vibragfo da viga decresce quando cresce
a forga q de compressio; se a forga é de tragio a frequén

cla cresce & medida que & forga aumenta;

b) quando W=0 ocorre instebilidade eldstica da viga por
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flambagem ;[ séndo-' & cai-_ga de flambagem * dada por

Qg = ﬁ_f_ﬁi | (2-39)

A equagao de frequenc1a ‘oo 36) e o sistema (Z-BLL)

levadas a (2-33) ddo, apds smpllficagoes
'.u(tP) = Csen QP . (2-h0)

& equacdo caracteristica &

- gp(x) = VV;I/E sen' Qn ¥ (2-41)
| 7L

sendo 0 £x &L, Qn- il ,, n = 1,29e00 @

2.3 = Ortogonalidade das fungdes caracteristicas

| Os modos de vibracdo de uma viga possuem a pPro
priedade‘ de brtogonalidade, conforme foi estudado.extensiva-
mente por:-__Fé-lgai'll, que permite a solugéo de sistemas com
postos qﬁg,:seré,i‘eito no capitulo III. Outros tipos de estru

turas compostas foram estudados utilizando-se esta propriedag

- de, por Serbin’ e SaibelC. Assim, se gi(x) e gj(x) s3o mo
dos correspondentes a duas frequen01as Ww; e wj , S&0 sa

tisfeitas as relagdes
L

/éi(x) gJ(X) dx=0 . i# J

‘ ' (2-42)
l:gl(X) dx = ' |



No caso de nfio haver carga axial as fungdes gi(x)

gj(x) satisfazem 2 equacio

L o
a“g - - 4 b

B . Xg =0 n=1,§  =pul (2-U3a)
'd;ﬂ N EJL

Considerando a viga deformada estiticamente por

uma carga p(x), podemos escérever

gl E
d7g Pn , aafp =o<'“ g, BJ n=1,]

= w
EJ S n

Aplicando aos carregamento Py pj o teorema da

reciprocidade dos deslocamentos de Bettl, temos
, . | | L

[gi(X) py(x) dx = fg-(ic) py(x) dx (2-L3b)
o . .

ou alnda L L
o B (X) o g (x) EJ dx / (x) O( gl{x) Er ax
0 J o .

(2-li3c)
que.simplificada fornece
. L .
T
( o% _ c<i) g5 gjuéx =0 (2-1434)
: 0

.

Se Wy # W, , X # &y, conseqlientemente
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L
fgi(X) gs(x) dx =0 1#] (2-43)
o : | .

Na integral

L 2

[j‘gn(X):l dx = constante
0 R

a escolha do coeficiente da funcdo gn(x& permite obtermos

um valor pré-escolhido para a integral. No caso de viga
simplesmente apoiada, g (x) =aCsen<Rﬁx

entdo L 2 L

f[ gn(x)] dx szsen‘.ao(nxdx = ¢4 L
1 o —

2
0

- Para que o valor da integral seja L basta 'tomar
mos € = JE&-

No caso da viga comprimida g.(x) e g.(x) satisfa

zem & equacio

- dug azg ‘ z |
: ET ﬁ +4q L -~ L. weg =0 n=si, ]
- dx : de ' L

Colocando
LL-‘ 2 2,
EJ_ﬁ_dg =m weg -a-28& n=1i,j
. d I _ n pd

e tratando o segundo me@bro como um carregamento estédtico
(Nowacki’), o, S o
p,=.m Wwe, -9 & n=i,j
: L n -de ‘



6 teorema de Betti permite colocar

L

, . , )
- ffigjdx = fﬁjgidx | (2-Lha)
7 . - 0. ) 0 | a .
ou ainda - L L
Y 1n -
f%%'"(uQi - qu ) gigjdx (gf 85 - g} gg) dx =0
= 0 0
| (2-Lidib)
Intégrando por partés'a integral I =,{g; g.,I dx
" encontramos . y -
" I'= 1 g. | = ]eretax = te - gt gl
| I.- [ gl gJ.]. [glgjdx [ gig; g;_gi]:-*fglgadx
) 0 6 - - Te O
?’”,'-' - (2-Llic)

Levando o resultado da integragao de 1 4 equagdo

(2-Liib) encontramos flnalmente

7 ) L’ o 7.. . L N
- uA)z iR .
. —— ; - B - [] - [] =
T (uji ; )_ g;g5dx - q | gle; - eig; 0
- S/ SR 0

o qﬁg géfante a ortogbnélidade de g (x) desde que se tenha
ST R . < L

A condigdo (Z-uu) sétisfeita para viga simpleg
-fg'mente ap01ada, engastada nos extremos, ou engastada em um ex

T'tremo ‘¢ ‘apoiada no outro.



CAPITULO - IIIX

VIBRACOES TRANSVERSAIS DE VIGA APOIADA EM SISTEMA

MASSA— MOLA

3¢l - Viga sem carga axial

Consideramos uma viga sujeita a gquaisquer condi
¢oes de contdrno com massa suspensa num ponto da mesma. A

massa € ligada a uma mola conforme figura 3-1 onde se tem

fig. 3-1
L = comprimento da viga
= massa da viga
= massa suspensa
k = constante eldstica da mola
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deflexdo num instante t do ponte de suspensdo

L
©
H

distancia do ponto A ao ponto de suspensdoc da massa.

fa g
n

Quando o sistema vibra livremente a forga transmi
tida & vige pela massa varia senoidalmente com uma frequén
cia igual & frequéncia de vibragfo dos sistema. Podemos en
tdo imaginar o sistema constituido de duas partes, (a) a vi
ga submetida a uma forga variando harmonicamente F = Fosenwt

' . . - - l
e a massa suportada por uma mola e sujeita a uma forga lgual

e oposta & que age na viga.

0 movimento de uma viga solicitada por uma forga

transversal f(x) sen wt é descrito pela equagéo

2 .
EJ 8"‘1}’ + m Qv = £f(x) sen wt (3-1)
axt I et :

Tomando a solugdo na forma y=v(x) sen wt e substi

tuindo, a equagado passa a ser

I 2
ET _dv-_m g = f(x) (3-2)
de L

Z e Rayleighu una

Conforme foli exposto por Karman
fungdo f(x) com descontinuidades finitas no intervalo . -
0 « x £ L. pode ser representada pof ume série linear de fun
¢bes g (x) que formem no intervalo O £ X £ L un cbnjuntol or

togonal. A funcao g,(x) define os modos de vibragdo livre

da viga, dada pela equagio (2-14) no caso de viga simplesmen
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te apoiada.

Podemos, entdo, colocar

Qo

£(x) = E:, a,.g,(x)  (3-3)

n=1

sendo o coeficlente a, determinado utilizando-se a condicgdo
de ortogonalidade. Multiplicando-se os dois membros de

(3-3) por gi(x) e integrando ao longo do comprimento da viga,

teremos
L boo
lfé(x)gi(x)dx ffzié.an gn(x) g4(x)dx (3-1)
o 0n=

Para todos os valores de 1 # n a integral da di

reita se anula. Para i=n.

- 2 |
f[sn(x)] ax = L (3-5)
0 .

dafi
L
an=_%_ff(x)gn(x)dx - (3.—6)
O
No presente caso £f(x) & uma f£Orga aplicada F, em
x=h, dai

a, = o g,(h) - (3-7)

n ——

Colocando também

Q0

vix) = EZ:: b, g, (x) (3-8)

' n=1

*
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e substituindo em (3-2) a equaggo passa a ser

_ 00 o2}
: L
g a : 2 -
o oEr) b, Y™ o n_ o > b (n) =
: n=1 dxh - n=1

w .
= Z a g, (x) ' (3-9)
n=1 ‘ :

Como gn(x) satisfaz & equacgao (2-4) podemos escre

ver

L . |
d g, (x) u'g (x)
-dﬁé:fornece
00 : 0.9)
>__ (& c&ﬁ - Obe (x) = > a,8,(x)

n=1 i L n=1

0 que permite colocar

L 2 _
'(EJO(n'-_%l_u.)) bn_ ay

Por outro lado vimos anteriormente que

il
BTX L _, 62
—_—h . Fw
m ' n

donde

, 2 2. ¢
Db (W =w) =_L 2
2 n n P

onde w, sdo as frequéncias naturais da viga sbzinha e Wfre



quéncia de vibragSo dos sistema. Tendo em conta o valor

contrado para a , temos entéo

b, = La, = Fq En(n)
m(w® - %) mwla . -wf-wa
" we we
1 1
Conseqilentemente podemos escrever
W . :
y (x,t) = Fo senwt ~ 8nll) ,EQF?>
el mw© Wt o W&
Wi wla

1

No ponto x=h a deflexfo é

0
y (t)=y(h,t)= Fo SN W wt Z [gn (h)]

mw’f 717 ‘.MZN-,-!N.«
an oW
T we w2l

Wi "
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€
(3-10)
(3-11)
- (3-12)

A frequéncia natural do. sistema é obtida a partir

da equacfo do movimento da massa 'M'dada‘apgixo

M dayo + ky0= - Fosenut
até
cuja solugdo é do tipo

Y, = A senwt + Beoswt

levando a equagdo obtemos

2

A=F_ /k-Mw B=0
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. e conseqilentemente

yolt) = = Fo Senwt " (3o
| k - Mw*©
Comparando as equagoes (3-12) e (3-14) obtemos uma
squagdo que permite a determinagio da frequéncia de vibracdo

' ‘do sistemé, que é

: 5.9 2
1w Y g (3-15)
H-E ; W18 T Wif L uf
m Wiz we

Introduzindo a notacgfo
k= 3BT / L7 (3-16)
onde k. pode ser tomada como uma constante eldstica da viga,

considerada como uma mola, de massa desprezivel, a menor fre

quéncia_de vibréééo da viga pode ser expressa por

w = - _EJL_ = c’(l L EI (3-17)
1 1 m 3 m
chamando
= 3 ==
c = -0303
I L '

no caso danviga'simplesmente apbiada, utilizando valor de«Xi

encontrado no artigo 2-1, podemos colocar
“k
m=. "y _ ' {3-18
.?;33?2 5-18)
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A sgbstituigad de (3-18) na equagdo (3-15) trang

forma esta em

2
1 2 - [:
SRV ) T\ (3-19)
12 Y
Como.a relagio Wn cresce ripidamente com n, &
frequencia de vibragao pode ser obtida com grande preci
sdo com os.cinco primeiros valores de n. No caso de viga
. - : L.
simplesmente apoiada, (“ﬁqz( °<n ) "
. ‘ rer— | 00 | e— = 1 e

A expressdo (3-19) é valida para qualquer  condi
cdo de contorno da viga bastando para tanto tomar a fungioca
racteristica gn(x), as frequéncias de vibracgdo livre Wiy -

Woy es«W e o coeficiente c¢- correspondentes & co
2? n o :

digdo de contdrno considerada. O&VI.u

3.2 = Viga conmprimida com sistema massa-mola. .

-

No caso da viga ser solicitada axiaslmente por uma

farga de compressiao qQ a equagao diferencial ‘passa a ser

L, ‘ 2 -
EJ v +q O7Y +'m - -
'a%ﬁ E?é L .g_txzf. = £(x) senwt  (3-20)

wr

onde f(x) senwt é a forga que age transversalmente.
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Uma substituigdo y= v(x) sen wt tprna_a équag§o a

forma , 7
B v+ q v -m o> =fx 0 (3-21)
de_ L - . )
Q9locando o .
f({x) = 2;;; a, &, (x)
onde

a, = % F, gngh)'

uma vez que a forga trahsmifidg pela massa & viga 6 F = F ,

o
sen wt, agindo no ponto x=h. )
Colocando taﬁbéﬁ: ,i
o
v(x) = 2 : bngn(X)
n=1
e levando a equagdo (3-21) encdﬁtramos'
© n Lo . o 2 =
EJ b d gn(x)+ q /.o b d gn(x)_ mw E. b g (x)=
T A el T2 1 an
d = dx n=1 . .
©
= z angn(x)f_-. (3-22)
n=1 . B

. A fungdo caracteristica g, (x) satisfaz & equago

d%g (x)_ d-g, (x) Lo
EJ n'*’'= - q n + I (x (3=2
_.E;E_ - + UJn.-gF .?_ 3=23)
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'Dal a equagdo (3-22) se escreve também

e - |
§ 2 - E |
—%- wb g (x) - g w Z b g (x) = a,g,(x)

0 ¢]
n=1 n=1 n=1
(3-2l)

A equagdo (3-2) permite concluirmos que para qual

quer valor de n deve ser satisfeita a relacdo

m . (uf -w) b, = a
L n

n
ou:ainda
b= __ Lo = o gnlh) (3-25)
m(yy = - w9 mw,; ,an Swf
n - 7252 UEE
Recaimos entfo na mesma equagio vista ﬁo artigo
3.1 . 2
1 w2 l: gn(h):l_ (3-26)
%' ) 5%52 uhZ n=1 (*E? - iﬂé

&EZ UiZ

- A aplicagdo de (3-26) para cada tipo de condigdes
de contdrno da viga estéd condicionada & utilizaglo da fungio
caracteristica gn(x) e das frequéncias naturais de vibrg
gdo livre W, W,y +..w,  correspondentes. A fungfo carag

teristica deve ser ortogonal, isto é, deve satisfazer a cop

digdo (2-43). | | —
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No caso pearticular de'viga simplesmente apoiada

com carga de compresséo g, a fungdo caracteristica é

gn(x)= Esen:gz_= I/Esenm’; 0£x<£L
: L L

(3-27)

sendo Q definido pela equagdo (2-20) e as frequéncias sdo

obtidas por

wn=ﬁﬁEVLELA1-_J£L)
L2 y o ngITZEJ

Lembrando que

k. =._32EJ
Yy
L3
‘a primeira frequéncia natural é dada pela relagio
b, 2 ok ‘
w2= Tihkv - 1na = v ( -nl-l-._ HZQ) (3-28)
1 - 3m Lm i) 3 LK_V
Dafi venm -
m= %y | (3-29)
-
w
¢(g) )
 onde
#(q) = - . (3-30)
no- g
3 K L

A frequéncia de vibragio do’ sistema & dada pela
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equagéo (3=-31) obtida da (3-26§com o valor de m fornecido

por (3-29)
2

2 (
- =W S [gn ] (3-31)
M-@k Wie “p=1 WE _ Wwe
P W Wz op

= ¢, recaimos

Observamos que se q=0, @g(q)
na expressio (3-19) que did a frequencia de vibracéo do
sistema para vige simplesmente apoiada, sem'carga de compres

880
3¢3 = Viga comprimida apoiada em dols sistemas massa-mola.

Conslderemos viga simplesmente apoiada nas extrg
midadés solieitada por farga qxial de compressaoc ¢, tendo sus
pensas nos pontos de abedssa hl e h2 massas Mie MZ, respecti
vamente conforme figura 3-2. As massas estao ligadas a mo
las de massa desprezivel e constante eldstica k. 0 estudo
feito é vdlido para outras condig¢des de contdrno desde que a

fung@o caracteristica g,(x) que d4 os modos de vibragdo 1i

vre da viga seja ortogonal no intervalo 0 £ x £ L.

: q_ X
—_'bi_ .
Y] 7134-—- —_—
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Quando o sistema vibra, as forgas transmitidas &
viga pelas massas serao respectivamente Flsennut e Fysenwt

onde w é a frequéncia de vibragio do sistema.

0 movimento da viga & descrito pelas equagoes
(3-20), (3-21) e (3-6) sendo que neste caso a fungdo f£(x) re
presenta duas forgas concentradas F, em x=hy e F, em x=h,. A
integracio da equacdo (3-6) para éste tipo de carregaﬁentocﬁ

- F 1 F
a, = _Ei gn(hi)+ _Zé,gn(ha) (3-32)

e a correspondente expressfo para a deflex3c y se torna

y = - senWt F18n (hl) * Fogn (hg) (x)°
mWZ2 bl T WZ | 2 " &n
\012 aa?f (3-33)

As deflexdes em x=hi e x=h, sdo dadas por

) o0 2
Yl( t)=(Y)X=hi = sen Wi wt Z Fl[ign_(hl)] + FZgn(hZ—)—gn(hl)*

Wiz wpE (3-34)

Vo(t)=(¥) oy, = senWE Zq_ Flgnc )g nihp) + Fan(hZﬂ
| 2 TmuZ o - _w*e
12 w2

(3-35)

A equagao do movimento da massa My e



My
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2
471 4 ky, = - Fysenwt (3-36)

at=

A

cuja solugéo é

yy= = Fpsenwt (3-37)

e anilogamente, a deflexZ0o no ponto x=h, vale

yo= - Fasen wt

S (3-38)
k-M2 W

Comparando &s equagoes (3-3l1) com (3-37) e (3-35)

.-(:‘3-38) obiemos as duas eguagodes

com
2 .
=2 @
11 _f1 _w? [gn(hl)_ + F2 wZ[gn(hl)gn(@
o - -.IE-Z Wi W o we wlz..ag’f - we
m my) wlz “)12 12 : ""1_2
(3-39)
© [ ]2 > _
Fo =2 wZE g (hp)| | Fy w ,[gn(hl)gn(hzy
Mo & 2 wl_an_i_wna - we “{L;M_&xz - w°
m mw™ W,z w2 wlz w2
(3-L0)
Utilizando a relagdo m= Ky onde

wlz



k yw, # sio definidos pelas equagles (3-16), (3-28),(3-30)

e usando a notagdo

7 g (h,)
Aw) jr dla)'_' L ] | (3l
ml'T, B
= 2 g (h)g (hy)
Blw) = w n*"l’en 27 C3-h2)

(3-43)

38

1
W, -9k wi A + Fop(yy) (3-Lly)
- —= 1
m kv w
-1 , = L1 BW) + Cw) (3-45)
Y2 -8k Y1 e
m - k‘v w2
Eliminando F, e FZ das duas equagles encontramos
2
0]
1 = + C(w)
T2 -pxVF 1 - AW)
i kywz Mpogye W3 3
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3ely - Aplicagdes a outras condicdes de contdrno.

A aplicabilidade do método exposto & condicionada
3 ortogonalidade das fungdes caracteristicas que definem os
modos de vibraglo da viga. No caso de vigas em balango com

primidas as fungdes caracteristicas nZo sfo ortogonaise.

Os modos de vibragdo de viga em balango comprimi

das por forga axial q s8o dados pela equacio

G (x) = - pSenh Hy + @psen @ ¢ op g X - cos @ X)+
" oy g,

chosh Hn + Qicos Qn |
+ 1 - -
ﬁ£ senh Hn%- %. sen Qn% (3-47)
n

e as correspondentes frequéncias de vibrégﬁo s8o0 obtidas da
equagdo de frequéncia

atqleznZoleosh Heos @ +(HE-g2)HQsenh Hsen § = 0 (3-L8)

e onde H e Q sdo funQSés de w, definidas pelas relagdes -~

(3-20) e (3-21).

No caso particular de g=0, H=Q=AL e a equagido de
frequéncia passa a ser

1l + coshatl cosdLl =0 (349 )

As frequéncias de vibragdo correspondentes é'equg
cdo (3-48) podem conforme NowackiB, ser obtidas com boa apro-

ximagdo pela expressio
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2 2
w = W (1-_d.) (550
n n,o Qop
onde UJn,o é a frequencia da viga para gq=0 (solugaes da eéug

gao (3-19)) e Ugp € a carga critica, dada por

2 2 2
.= ( 2n-1) X EJ / 4L (3-51)

A fungdo caracteristica pode ser ortoganilizada a
tilizando-se o processo de Gram-Schmidt. As fungdes encop
tradas é aplicédvel o método exposto de expansio da  solugdo

da equagdo diferencial em série de fungdes.

' N _

Dade um conjunto de fungdes G;(x), GZ(X),... néo

ortogonais num intervalo (Q,L) existe um conjunto de fungdes
correspondentes gl(x)5 ga(x) «es QuUe sao ortogonais. Para en

contrar as funcgoes gn(x)_fagamos

0 =000 g = __ME (352

T34l (¥ = Gy () - t (g oG +1) g (%) is1,2...
= (3-53)

onde L

(g » Gi+l) =/8K(X) G; (%) dx < (3-5I)
0
& o produto escalar das duas fungdes gk(x) e Gi+l(x).



Assim, encontrada a fungdo g;(x) por (3-52), a
férmula de recorrencia (3-53) permite determinar as fungoes:
gz(x), ga(x)..- gn(x). Com¢ &s frequéncias de vibragao de
sistema como o discutido no artige 3.2 sao dadas com sufi
ciente precisdo com os cinco primeiro térmos da série que 2a

parece na solugdo, (equagio (3-46)) basta que seja utilizada

quatro vézes a equagdo (3-53) para se chegar & solug8o -

0 conjunto de funcdes g'n(x) encontrade por (3-52)

e (3-53) é ortonormal, isto &

][;n( 0|% 1

o
L

[gn(x) gm(x)dx =0 m#n
0

(3-=55)

dai o coeficiente da expans3o em série a, serd dado neste ca

sSC por
P L

a_ = [f(x)gn(x)dx (3-56)

n
C



gdo de viga
la, sendo a
COmMpressac,
con (3-19).
frequéncias

Lid .
quencias de

de compress

car a equag

onde

Fixando M/m podemos variar w/w

para vérlos

CAPITULO v

RESULTADOS

A equacdo (3-16) fornece as frequéncias de vibra
simplesmente apoiada com massa concentrada e mo
viga solicitada axialmente por uma farga q de

No caso particular q=0 2 equacio se identifica

Na ausencia dos sistema massa-mola (M=0, k=0)as

da vibragfio dadas por (3-li6) sfo as préprias fre

vibracdo livre da viga.

Para analisar a variacdo do.sistema com a  carga

o q, a relaglo k/k_ e a relaglo M/m podemos colg

20 (3=UL6) na forma.

2
k. 1 W [ﬂ- - ] (L4-1
kS RO oz LEwwsy 4O
2
W /1) u) i [:g (h)] (1=2)
n=1 - W
ugla w2

;s e tabelar k/k

valores de q. Teremos entdo em gréficos, para.
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- cada valor fixado de M/m, uma familia de curvas,uma para ca
da g 5% §uais forpecem w/w,, para cada valor de k/k

Para simplificar a obtencdo d8sses graficos tabe
lamos @ (q) e &%f/uﬁ? (n= 1,2,3,l4,5) para varios valores
de q (tabela 1l). Para efeito de construg2o da tabela podeg

mos colocar

8(q) = - = 2 (L4-3)
. a H(1-R)
3 HZEJ/LZ
onde
R = q (L-4)
NSRI/LE
e ainda
h 4L
; m L EL(L- g L2
Wy Lu m

ﬁ“.m(l-_g__La)
:?I m N EJ

Na andlise dos resultados é interessante lembrar
que a primeira frequéncia natural de vibragdo da viga varia

- ~ -~ -~
com a forga de compressao de acordo com a expressaoc

2 .
{wl,r /wl,o) = 1-R (14-6)

onde W, ., é a primeira frequéncia de vibraglo da viga com
’ .
primida e w1 o? & primeirsa frequéncia da viga sem carga de
]

COmpressad.



Uma primeira conélusﬁo que podemos tirar é que mn
tidos constantes os demais parametros, as frequencias de vi
brag8o do sistema crescem & medida que se aumenta a relagdo
k/k sendo menos sensivel esta variac@o para os mais altos
modos de vibragdo. A variagfo das frequéncias com a relagio
k/kv se torna menos sensivel também para maiores valores da

relacgo M/m.

E interessante observar que para determinados va

lores de k/k ., com M/m fixado,a relagdo &Y w, cresga’ quando
~ b)) - N .

se faz crescer a carga de compressao. Embora a primelra vig
ta pareca que a frequencia do sistema cresga com a carga. de
compressao, O denominadortul que é a frequ%pcia da viga sem
massa-mola diminue com q mais rapidamente que aumenta!ﬂﬂul,
na verdade isto guer dizer que no sistema viga-massa-mola a

frequencia de vibracéo decresce menos répidamente que na vi

ga sozinha, com o aumento de q.

Para valores menores de K/K fixado M/m, a fre
quéncia de vibracio do sistema diminui mais rapidamente com
Q@ que a frequeéncia Ga viga sbzinha. E evidente, uma vez que
a constante de‘mola k é unm elemento estabilizador para o sig
tema. O inverso ocorre para um valor fixado.k/kv, ' considg.
rando-se a relagio M/m: a frequéencia de vibrag8o do sistema
decresce com o aumento da carga de compressio menos rapido.
que. . a frequéncia de vibragfo da viga sbzinha, para valores

baixos de M/m. Para valores elevados de M/m o sistema passa
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a vibrar com menor frequéncia que a viga sbzinha, aumentan

do-se q.

- am s

- A posigZo da massa concentrada foi tomada no caso
particular com h=0,3L. Para outras posi¢gdes da massa o pro

cedimento é inteiramente andlogo.

No caso de duas massas concentradas e molzas a

equacgao (3-46) pode ser colocada na forma

. 2 - -
k _ 1w | 2. 1 .

sendo fZGu) o segundo membro da equagio (3-46). Fixando-se
M;/m podemos tabelar a fungido f5(w) atribuindo-se valores a
relagao LU/Qol, para varios valores de g. Em segulda para
0s valores bU/qu correspondentes e para cada g, . :.obtemos
k/k , desde.que fixemos também M./m. Podemos ter entéq pa
ra cada par de valores M;/my M. /m, uma familia de . curvas,
que.pQSSibili?gﬁ'a &étérminagad‘da frlequencia’ para ‘cada va

lor de q.



p(x,t)

i

il

]

SIMBOLOGIA

coeficientes de expansdes em série de fungoes de
finidos no texto.

- ) . -
“coeficlente que relaciona a menor frequencia ng

tural de vibrag¢Zo da viga com a constante elds

tica da viga e a massa. -
médulo de elasticidade longitudional da viga.
fungdo de definida no texto

forga

funcdo caracteristica que define o modo de Vi
bracdo da viga. '

dist2ncia da massa concentrada & extremidade es
querda da viga.

momento de inércia em relagdo ao eixo 0Oz

constante da mola na qual &-présa a massa con
centrada

constante eldstica da viga
comprimento da viga

massa ﬁotal da viga

massa ligada & viga
carregamento transversal

forga axial de compressdo



t = variidvel tempo

u(x),ﬁ(x) =7fung5és de x que definem deflexdo da viga.
x = abeissa de um ponto do eixo da viga.

¥ = deflexao lateral.

z = dire¢do normal ao plano Xy.

- AWQ), B(P), C(P), D(P) = fungles de P=x/L definidas no texto

Cys Cpoy CB’ Ch = constantes de integragio.

txn = mﬂ%%/EJL = valores caracteristicos. v
= frequéncia natural do sistema
W = frequéncia natural do endsimo modo de vibragdo
da viga
g (q) = funcao da carga de compressao definida pels equg
¢do (3-30). '
A= qu/EJ = funcdo da carga de compressao

$ = mwL?/ET = fungdo de w
H, @ = fungdes de M e & definidas pela equacfo (2<20)-
U = energia potencial

R=__ g = relacio

fZUP) = funcédo dgfihida no texto
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PROGRAMA PARA DETERMINACAC DE FREQUENCIAS DE VIBRACAO
DE vIGAS COMPRIMIDAS COM SISTEMA MASSA MOLA
TESE DE MESTRADO = HELIO DIAS DA CUNHA

REAL MSM

ODIMENSION G(1045) ¢RELW(10+5)sFI(10)sR{10)+X(10»10)

1 RESUL(10s10) sAUX(10])

WRITE(3,101)

FORMAT("1")

PI=3.,141592

DO 20 I=141C

R(It=el*I=a1+.1E-8 \
FICII=34/{(PI*%4}%(14~R{1))) }
DO 20 J=1s5-

G{laJ)=1eb4142%SIN{JH¥PI#*43)
RELW{IsJ)={Jux2) % (Jx¥#2=R(I1))/{1le=R{[))
WRITE{(3510) (RUIVSFICI)s (RELWITIsJYad=1s51s1=1+10)
FORMAT (23X sF44232X9F54395F9:3/)

WRITE(3,101)

DO 70 1=1410

DO 70 N=1s10

SOMA=0.

DO &40 J=1s5

DC 20 JI=2+1042

KL={(JI=2e)/2a+10 .
AUXIKL)I=JI/10. .
DO 71 JI=2s6

AUXTJI+4 1 =J1

IF(ABSIRELW( T sJ)=AUXIN)##2)=14,E=5)15915+40

RESUL(IsNY=14E 37

G0 TO 70 ‘
SOMA=SOMA+G T+ J) ¥ 2/ {RELWIT s J)=AUX(N)*%2)

RESUL [T sN}I=AUX{IN) ##*24#50MA ;
CONTINUE ;
WRITE(3,601((RESULIIsS)sd=195)41=1+10)

FORMAT (5E1Z+3/)

WRITE(3960)({RESULITI sJ)sJ=6+10)s1I=1+10}

MEM= 45

WRITE{(34101)

GG 50 I=1,10

DO 50 J=1.10

IF(RESULITIsJ)=1eE 3611717216

PART = MSM

GO TO 50

PART = MSM—=1.0/RESUL(IsJ)

X{TeJdI=1/FI{T)#{AUX{J)**2)#PART
WRITE(Zs60){(X(IsJ)ad=195)s1=1+10)

WRITE(3y60) L{X{]aJ)ad=6+101s0i=1+10)

MEM=2 o« ¥EMSH

IF(MSM=441103+103,35

CALL EXIT



TABELA 1

2
B(R) e wa/w, PARA VARIOS VALORES DE R

B(R) = 3/m*(1 -R)

50

wlad = n? P R/ - )
n ;

Wi/ w

R p(R) | 2 3 4 5

0«00 |04030C 1.000 16.000 8lea000 | 2564000 | 6254000
0al0 (04034 14000 [ 174333 89.000| 282.666 | 691.665
0.20 | C.038 1.000 19.000 98.999 | 3164000 775.000
030 | 04043 1.000 21a142 | 111e857| 358,857 | 882.142
O.40 | 04051 1.000 24.G00 128.999 | 4316.,000]1025.000
Q0450 | Da0B1 1.000 284000 | 153.000] 496.000112254000
Q.60 | D076 l.000 34,000 1884999 6154999 (15244999
0.70 | 0,102 1.000 434999 | 2482999 8154999 |20244999
080 | 04153 1-000 63.999 | 3684999(12154999|30244999
-b.éa‘ 0.307 1+000 [ 1234999 | 7284998 |24154996|60244990

o'




TABELA I1-A

f1(w/ws) PARA VALORES DE R

LT (5]

f] ( W/wi) =

51

|
T4

“ig - W

w? Wl

1 1

N - U — et
F;Qﬂ@i 0,2 0,4 0,6 0,8 o

0,0 |0+4594E-01 0.268E 00 0.780E 00 0.240E 01 ‘ INFINITO
0,1[04590E=01 | 0.267E 00 | Ce777E 00 | 0.240E 01 | INFINITO
0,2 (0+586E-01 De265E GO O«773E Q0 De239E :01 INFINITO
0,3[0s582E~01 | 0+264E 00 | 0+4769E 00 | 0.238E 0l INFINITO
0,4 |0eB77E=0L | 04262E 00 | 0.765E 00 | 0.237E 01! INFINITO
0,5 'o._57357-01 0.260E 00 | 0.761E 00 | 0.237€ o1 | INFINITO
0,6 |0+568E-01 | .0.258E 00 | 0.756E CO | 0.236E 01 | INFINITO
0,7 {0+562E-01 | 04256E 00 | C.752E 00 | 0.235€ 01j INFINITO
0,8 [04557E-01 | 0+254E 00 | 04747E 00 | 0.234E 01 ;| INFINITO
0,9 |0.551E=01 | 0.251E 00 | 0.741E 00 | 0.233E 01 | INFINITO_
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TABELA II-B

f,(w/w,) PARA VALORES DE R

WA, - .
IS 2 N 3.0 __ ). .40 __} _5.0 | __ 60
0,0[-0.110E 01 0.931E 00 | . INFINITO | ~0s614E Ol | ~Oe&421lE 0L}
0,1{~0.117€ 01 0+551E 00 o.zoqu 02 | =0.704E 01 | =04449E 01;j
0,2[-0.123E 01 0e218E OC | 04836E Ol | —0.871E 01 { -0.488E 01|
0:31-0.129€ 01 | ~0.767€-01 0e433E 01 | ~C.129E 02 | -0.547€ 0O1f
0,4{=04136E 01 | —0.339F 00 | 04230E 01 | ~0+464E 02| ~0+656E 01
0,5[=04142E Q1 | ~04576E 00| 0.108E 01 0.138E 02| -0.931E 01
0,6]=0.149E 01 | —0.789E QO 0e259E 00 0+375E 01| —0+337E 02f
0,7]=04155E 01 | ~0.983E 00| ~0.319E 0C 0«108E 01 0+689E 01
0,8/-0+161E 01 | ~C.116E 01| ~0.764E 00| -0.158E 00| 0.104E 0l.
0,9[-0+168% 01| =0+132E 01| =0«111E Ol | -0.8B4E 00| -04573E ooj

ey
i,



TABELA III-A

k/kv PARA M/m

53

0,5
2
ok =1 oW o |mo ]
v §° w% m i](w;wj)
who, '

0,2 0,4 0,6 0.8 L
0,0F0.212E 02 | —0+167E 02 | ~0.912E 01 | G«175E 01 02
0,1[-0+192E 02 | =0.151E 02 | -0.827€ 01 | 0.156E o1 | O. 02
0,2{~0+172E 02 | =0«135E 02 | =0.741E 01 | 0.136E 01 | O. 02
0,3~04151E 02 | =G+ 119€ 02 | =0.653E 01 | 0.118E 01 | O. 02
0,8/~0+131E 02 | =0+103E 02 | =0+565E 01 | 0.995€ 00 |- 0. 01
0,5-0«110E 02 | ~0.867E 01 | =0.475E 01 | 0.815E GO | 0. 01
0,6-0.888E 01 | =0.700E 01 | =04383E 01 | C.639E 00 | 0. 01
0,7~0«672E 01 | —0+530E 01 | -0.290E 01 0«470E QO 61
0,8~04453E 01 | ~0.356E 01| =0.195E 01 | 0.306E 00 01
0,9-04228E 01 | ~04180E 01| =04991E 00 | 0.149E 00 | 0.162F 01

R r—




TABELA III-B

54

. k/kV PARA M/m = 0,5

ok

R 2,0 3,0 4.0 5,0 6,0 |
10,0 [04182E 03 =0.167E 03 | 04259E 03 | 0.537E€ 03 | 0.861E 03
0,1 |Ce158E 03 | ~04345E€ 03 | 0.210E 03 | 0.468E 03 | 0+760E 03
0,2 |[0e136E 03 | —04953E 03 | 04158E 03 | 0.399E 03 | 0«659E 03
0,3 041156 03 | 0.276E O4 | 0.978E 02 | 0.328E 03 | G.558E 03
0,4 |0.962E 02 | 04603E 03 | 0.208F 02 | 0.254E 03 04457E 03
0,5]0.779€ 02 { 04326E 03 | ~0.108E 03 | 0.173E 03 | 0.354E 03
0,6 |0.608E 02| 0.206E 03 | ~0.668E 03 0«758E 02| 0C.247€ 03|
0,7 |0e445E 02 | 04132E G3 | 0e565E 03 | =0+102E 03 | 0e124E 03
0,8|04290E 02 | 0s795E 02| GC.187E 03| O0.110E 04 | ~0.106E 03
0,9|04142E 02 | 0.366E 02 | 0.726E 02] 04132E 03| 0.262E 03




TABELA IV-A

-1

k/k,, PARA M/m = 1,0

fw,

R 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0,0-0,205E 02 | =0.141E 02 | ~04327€ 01 | 0.121E 02 | 04324E 02|
0,1}0s186E 02 | —04128E 02 | —=04201E 01 | 04109E 02 | 0+4292E 02
[0521~0+166E 02 | “0.114E 02 { =0273E Ol | 0e968E Ql | 0.259E 02
6i3—o.14?ﬁ 02 | =0.101E 02 | =0.244E 01 | 0.845E 01 | 0.227€ 02
0,4/~04127€ 02 | =0.876E 01} =0.214E 01 | 0.722E 01 O0el94E 02
0,5{~04106E 02| -0.737€ 01| -C.183E 01 | 0.601E 01 0.162E 02|
0,6{~0+862E Cl | ~04596E 01| =04150F 01 | 04479E 01 | 0.129€ 02
0,7]-04653E 01| —04452E Ol| =04115E 01l. 0+358E Ol | Ce974E 01
0,8/-044408 01| ~0.304E 01} =0+4791E 00| C.238E 01 0e649E 01
0,9—0.222é 01] -0.154E Q1] =—0.406E 00| ©.118E 01 | 0.324E 01

e



TABELA IV-B
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k/k, PARA M/m = 1,0
Wiy
, a0 3.0 &0 b so. i 6,0 |
0,0 | 0es247E 03 | ~0+214E 02 | 0+519E 03 | 0a943C 03 | Osl44E 04!
0,1 | 0+216E 03 | =04213E 03 | 0.444E 03 | 0.834E 03 | 04128E 04|
0,2 | 04187E 03 [=0.8375 03 [ 0.365E 03 | 0.723E 03 | 0.112E 04
0,3 | 0.160E 03 | 0s287E 04 | 0.279E 03 | 0.612E 03 | 0.967E 03|
0,4 | 04135E 03 | 0.691E 03 | C.176E 03 | 0.4S7E 03 | 0.808E 03
0,56 | 0.110E 03 | 0.399€ 03 | 0.209E 02 | 0.376E 03 | 0.647E 03
10,6 | 0.868E 02 | 0.264E 03 | -0.564E 03 | 0.238E 03 | 0.481€ 03
0,7 | 0«640E 02 | 0s176E 03 | 04643E 03 | 0e190E 02 6.299€ 03
0,8 | 0.420E 02 0.108E 03 | 0.239€ 03 | 0.118E 04 | 0.101F 02;
0,9 | 0.2076 02 | 0.5138 02 | 0.9856 02 | 0.172E 03 | 0.320€ 03]

. e e —m - s -

LIS RTII IR




TABELA V-A

Al

a7

k/kv PARA M/m = 2,0
fw,

. 0,2 0,4 0,6 0,8 1.0

0,0 | =04192E 02 | =04892E 01 | 0.840E 01 | 0«329E 02 | 0.649E 02
0,¥)=0.174E 02 | -0.£13E 01 | 04750E 01 | 0.296E 02 | 0.584E 02.
0,21 =04156E 02 | ~0.732E 01 | 0.661E 01 | 04263 02 | 0e519E 02
0,3[-0¢138E 02 | ~0.649E O1 | 0.573E Ol | 0.229E 02 | Ge454EF 02|
0,4 [ =0e119E 02 | 045656 01 | 0.486E 01 | 0.196E 02 | 0.389c ozl
0,5 -0+1008 02| =0s477E 01 | 04401E 01 | 0¢164E 02 | 0+324E 02
0,6 | ~0#8L0E 01 | -04388E 01 | 0s317E 01 | 0.131E 02 | 0.259E 02
0,7 | =04614E 01| ~04296E 01 | 0.235€ 01 | 0.982E Ol | 0.194E 02
0,8 | =0e414E 01 | =04201E O1 | 04154E 01 | 0.654E 01 | 0.129¢ 02
0,9 [~0+209E 01| ~04102E 0L [ 04762E 00 | 0.326E 01 | 0.649E 01

rohm—— -

" e —— o
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TABELA V-B

k/k,, PARA M/m = 2,0

o) |
R 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0

e e~ ~ " P pEp=paemmaperee LS =

0.000.376E 03 | 0270 03 | OeL03E 04 | O-175E 04 | 0s261E
0,71|0.333E 03 0.492E 02 0.912E 03 0«156E 04 0+233E
0,2]0.291E 03 |-04603E 03 | 0.781E G3 | 0.137€ 04 | 0.206E
0,3[0.251E 03 | 0¢307E 04 | 0.643E 03 | 0.118F 04 | 0.178E
0,410,212 03 | 0.866E 03 | 0.488E 03 | 0.984E 03 | 04150E
0,5[0.1756 03 | 0.545E 03 | 0.280E 03 | 0.782E 03 } 0.123E
0,6/0.138E 03 | C.381E 03 | ~0.356E 03 | 04562E 03 | 0.948E
0,7/041035 03 | 0.264E 03| 0.799E 03 | 0.262E 03 | 0.650E

0,8|0.680E 02 Cs+167E 03 0«343E 03 0.134E 04 Qe243E

0,910.336E 02 0.805E 02 0.150E 03 O#254E 03 Ce437L

— T e o miat s




TABELA VI-A

k/k, PARA M/m = 4,0

59

it

wﬁo,

R 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,0] -0+ 166E 02 | Oe146E 01 | Oe317E 02 | Oefa44E 02 | O«129t 03
0,1 -0.151E 02 | 0.121E Ol | 0.285E 02 | 0.670E 02 | 0.116E 03
0,2] «04135E 02 | 0.986E 00 | 0.253E 02 | 04595E 02 | 0«103E 03
0,3 ~0«119E 02 | 0.775€ 00 | 04220E 02 | 04520E 02 | 04909E 02
0,4{ =0+103E 02 | 0.584€ 00 | 0.188E 02 | 0s446E 02 | 0+779E 02
0,5 ~0.873E 01 0«.415E 00 0«157E 02 0.371E 02 0+649E 02
0,6 -0.705E 01 o.zfls 00 | 0e125E 02 | 0.297E 02 | 0+519E 02
0,7| ~0.536E 01 | 0.154E 00 | 0.936E 01 | 0.222E 02 | 0.389E 02
[0,8] —04362E 01 | 04677E=01 | 04622E 01 | 0.148E 02 | 04259E 02
0,9| ~0.183E 01 0+149E-01 0.310E 01 O0«742E 01 0«.129E Q2

JRUU —_—

-t ——— -




TABELA VI-B

60

k/kV PARA M/m = 4,0
R\..|-_2,0. | _  _3,0 .40 | 50 6.0 |
0,0|0.636F 03 0«855E 03 0.207€ 04 0e337E 04 0e495E 04 ;
0,110.567E 03 0«575E 03 0+184E 04 0«302E 06 OsttsbE Q4
0,2}10.499E 03 | =0.135E 03 0«161E G4 | Ce267E 04 | Qe393E 04
0,3{0.4433E 03 | 04348E 04 | 04137E 04 | 0e231E 04 | 0434268 04
0,410.368E 03 | 04121E 04 | 04111E 04 | 0.195E 04 | 04291E 04
0,5]04305E 03 | 0.838E 03 | 0.800E 03 | 0e159E 04 | 04240E 04
0,6]0.242E 03 0e615E 03 0e587E 02 | 0«121E 04 | 0.188E 04
0,7|0.180E 03 | 0.439E 03 0«111E 04 | 04749E 03 | Ge135E 04
0,8{0.115€ 03 Ce284E 03 0.551E 03 0el67E 04 | 0Ca711E 03
0,9]0.596E 02 0+138E 03 0e254E 03 | Cw416E 03 | 0.671E 03

i i s g st

-
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GRAFICO IT
FREQUENCIAS DE VIBRAGCAQ DE VIGA SIM?LESMEHTE &P@IADA COM 515~ .
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N GRAFICO IIT :
FREWUEBNCIAS DE VIBRACAO DE VIGA SIMPLESMENTE ﬁmnm COM STS-
TEMA WASSA-MOLA EM h = 0,3 L. |
’ i d}'i/ B = 4.0

B
il
I

: oy ;
E R
i : 7% » . Ry, ™
H : .
N _ | 1 -




h4

GRAFICO IV
FREWUENCIAS DF VIBRACAO DE VIGA STMPLESMENTE APOTADA COM 3TS-
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GRAFICO V _ _
FPREQUENCIAS DE VIBRACTO DE VIGA SIMPLESMENTE APOIADA COM 513

R = 0,9
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_ GRAFICO VT
FREJUBNCIAS DE VIBRACA0 DE VIGA STMPLESMENTE APOTADA COM STS
TEMA MASSA-MOLA EM h - 0,3 1.
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