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RESUMO 

O principal problema abordado neste trabalho é a 

determinação das frequências naturais de vibrações transver, 

sais de viga com carga axial, que tem uma massa concentrã, 

da e mola, localizadas num ponto qualquer ao longo do com 

primento da viga. O caso de uma viga com duas massas e mQ 

las é também analisado. 

Soluções exatas para uma viga com massa concen. 

trada por métodos clássicos foram encontradas por Karman5pã, 

ra viga 

médio e 

simplesmente apoiada com massa concentrada no po;ito 
.6 

por Prescott para viga em balanço com massa . .::oncen. 

trada na extremidade livre. A extensão das soluções para 

o efeito de uma mola pode ser feita por processos clássicos 

somente para os casos especiais mencionados. 

Soluções aproximadas para a menor frequência 

tural de um sistema viga-massa-mola podem ser obtidos 
· 4 8 

método da energia de Rayleigh-Ritz ' mas nem sempre é 

sível determinar o grau de aproximação. 

pelo 

PO.ê. 

O método utilizado faz uso de uma expansão em 

têrmos do conjunto de funções ortogonais associadas com os 

modos normais de vibração de uma viga. Tal método foi US.ã, 

do para o caso particular de viga em balanço sem carga de 

compressãocom·sistema massa-mola por Young1 • 
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SUMMARY 

The principal problem undertaken is this work is 

the determination of the natural frequencies of lateral 

vibrations of a beam with axial load, wich carries a concen 

trated mass and spring located at any point along the len 

gth of the beam. The case of a beam with two concentrated~ 

ses and springs,is also analysed. 

Exact soluctions for a beam with concentratedmass 

by cla:ssical methods was found by Karman5 for a simply 

supported beam with concentrated mass at its mid-point 

by Prescott6 for a cantilever beam with concentrated 

and 

mass 

at its free end. The-extension of the solutions to include 

the efect of a spring can be made by classical methods only 

for the special cases mentioned. 

Aproximate solutions for the lowest natural fr~ 

ci.uency of a beam, mass, and spring system may be obtained by 

the Rayleigh-Ritz4,8 energy methods but it is not always 

possible to determine the degree of aproximation. 

The method adopted makes use of a series expansion 

in terms of the set of orthogonal functions associated with 

the normal modes of vibration of a beam. Such a method was 
. . 

used for the particular case of , . an axially unloaded cantJ. 
z 

lever beam: with mass and spring by Young. 



CAP1TULO I 

DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO DIFERENCIAL DO MOVIMENTO DE UMA VIGA 

1.1- Expressão da energia de deformação. 

Consideremos uma viga de comprimento L, de materi 

al isótropo, elástico e homogêneo. A viga tem seção constan. 

te e é solicitada por fôrça axial q e um carregamento tran~ 

versal p(x,t), conforme figura 1.1 

·•. ~ 

fig. 1-1 

No que segue são consideradas as seguintes hipÓt~ 

ses simplificadoras: 

1.1.1 - Ulllà seção qualquer da v_iga permanece · pl-ª. 

na após a deformação; 

1.1.2 - As deformações sofridas pela viga são p~ 
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quenas; 

1.1.3- As dimensões transversais -da viga sao p~ 

quenas-comparadas com a dimensão longitu 

dinal e a energia de deformação devida ao 
.. 

esforço cortante pode ser desprezada bem 

como.os efeitos da inércia rotatória. 

Na expressão da energia potencial de deformação te 

remos então três parcelas, correspondentes ao momento fletor, 

à cargâ axial e ao carregamento transversal. 

Para obtermos a contribuição da flexão na energia 

.·de· deformação lembramos que o trabalho específico de deform.§. 

ção (trabalho por unidade de volume) é 

= ..l...(if. z 
(1-la) 

Tomando agora duas seções próximas, após a flexão 

(fig.1-Z) onde: ! 
/ 

ds=ab = comprimento do eixo ne11 

tro entre as seções con .~ 
sideradas; 

= distância de uma fibra 
, 

eixo neutro; generica ao 
/2 

1 

1 
ds b 

• a' Y. 1, 1 .; 

. , ... 
... 

<. = <lefle:xao ,,laitel'al • , fig, 

ds=b1b' = alongalll~'nto' de uma fibra genérica • · 



d0 = ângulo 0 que compreende as seções consideradas; 

MQ = ângulo que compreende o alongamentoids; 

R · = raio de curvatura da. fibra genérica; 

E = alongamento específico da fibra genérica; 

= tensão; 

E = módulo de elasticidade 

podemos colocar pela figura 

(1-lb) 

Como ds =-RdQ e levando em conta que as deformã, 

ções são pequenas, o que permite escrever Q = tgQ = 
e ds = dx, fica então 1/R = - d2y/ dx2• 

dy/dx 

Dai o alongamento específico pode ser expresso 

por 

(1-lc) 

Pela lei da Hooke, 

(j= Ef. (1-ld) 

Levando as expressões de ü,,f. na equação (1-la) 

obtemos .. 



dU _ 
2
1 

ã.v - Ey
2[..6_J 

~x2 

4 

2 
(1-le) 

Então a contribuição da flexão ao trabalho de de 

formação pode ser obtida de 

({{ . 2 2 
uf = JJJv ~ ~ (yxx) dV (1-lf) 

onde a integral se estende·em todo o volume V da viga, repr~ 

sentando Yxx a segunda derivada da deflexão y em relação 

a x. A integral acima pode·ser colocada na forma 

A integral 

{f 2 .. 
Yº dS 
s 

(1-lg) 

,' = J (1-lh) 

é o momento de inércia da seção S em relação ao eixo z,no.r_ 

mal ao plano xy, fig. 1-1. Podemos exprimir finalmente o 

·trabalho de deformação devido à flexão pela expressão 

L 2 

uf = ~ f EJ (yxx) dx 
o 

(1-1) 

A energia potencial de deformação decorrente da 

fôrça axial é 

(l-2a) 

, 
e o comprimento da viga deformada. 
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Lembrando que 

U = - q L + q . 

Ll = (: ds 

ti-+c 
o 

ou ainda 
. L 

- ...1....;f q ( ....,gz_) 2 ds 
· 2 ds 

o 

e finalmente, como ds = dx 
L 

uq = - ~ Jq(yx>2ax 
o 

• 

2 
( dy) 

ds 

dy >2] ds 
ds 

5 

(l-2b) 

(1-Zc) 

(1-2) 

1 carga distribuida corresponde a energia ~otenci 

L 

UP = - f
0 

py dx (1-3) 

A expressão final da energia potencial para, o ti 

pode carregamento mencionado é, pois 
·L 

U = Í[-~. EJ(yxx)2_. ~ q (yx)z_ py] Jx (1-4) 

o 

l .• z - Equação de Euler. 

Dada a integral definida 
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. ><1 

U = f G (x, 
Xo 

(n) ) dx Y, Yx, Yxx, ••• Yx (1-5) 

onde G é uma função dada de n + 2 variáveis, e y(x) sati~ 

faz certas condições de continuidade e a certas condições de 

contôrno forçadas, procuramos determinar a função y(x) que 

torná a integral (1-5) um mínimo. 

Segundo Bolza12 a função G deve ser continua 

com suas derivadas parciais até a ordem n+l para todos os 

1 d Y·(nx)· e para todos os valores de x va ore.s e y, y x, y xx, •• • 

no intervalo x
0 

f. x ~ x1 • As funções admissíveis y(x) devem 

constituir uma classe de funções v, unívocas e contínuas -

com suas derivadas até a ordem n no intervalo x L. x L x1 • o- -
Uma função da classe V deve satisfazer nos extremos(x

0
,x1) 

a várias relações do tipo a
0 

+ a1y + ªz Yx + ª3 Yxx + ••••+ 

ªn y~n-l) = O (1-5a) 

conforme ~anghaar2 , que são condições forçadas de contôrno. 

Consideremos uma variação admissível ril.(x) onde 

pé uma constante arbitrária e ~(x) uma função arbitrária de 

x, o que implica que y"+ f.Il. seja da classe V desde · que 

. y(x) o seja. A variação da integral (1-.5) tomando derivadas 

de y até a segunda ordem é 

""ªf[ G (X,y + P~• Yx + P'lx• '= + P'lxxl - G (x,Y,Yx•YJ dx 

Xo 

(1-6) 

./ 
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Desenvolvendo em série de Taylor obtemos 

2 
••• = ~ U+ 1. ~ U + 

2 
••• (1-7) 

A primeira integral é chamada a primeira variaçãç 

deu, designada por ~U; a segunda integral é a segunda var;a 

ção deu. A condição para que a integral (1-5) tenha um mi 

nimo (Langhaar2 ) é que ~Use anule para tôdas as variações àÍi __ ,.,. 
missiveis ,·tt(x). 

Integrando por partes, lembrando que 

(1-Bc) 

a primeira variação se torna 



= r[ 1l < d c>a > 
dx cJYxx 

. x, 

+ ·fc ..iliL - -ª-- ~· + 
,.ó dY dx ê)yx . 

X 
o 

+ 

(1-8) 

8 

Uma condição necessária para a nulidade de ~U Pã. 

ra tÔdas as variações admissíveis de ~(x) é que os têrmos fQ 

ra da. integral em (1-8) se anulem, isto é 
~ xl 

(1-9) 

A condição acima decorre do fato de q poder ser 

escolhido de maneira a anular a integral em (l-8)independen­

do dos valores de q e·~ nos pontos extremos (x
0

, x1). A 

equação (1-9) deve ser satisfeita por todos os valores das 

constantes q(x
0
), ~(x1 ), q(x

0
), qx(x1 ) que satisfazem as 

condições forçadas de contôrno •. Da condição de mínimo rel'ª­

tivo da integral ~U e tendo em vista a equação (1-9), con 

cluímos que 

jt ..ili! - -ª--~ + 
cJy dx cJYx 

"º 

·2 
d ~)~dx=O 
dx2 ê) Yxx 

(1-10) 

equação que deve ser satisfeita para tÔda as variações admi.2, 

síveis q da cl~sse v. Podemos inferir daí que o integran 

do é nulo e como q pode ter um valor diferente de zero n9. 

intervalo x
0 
~ x f. x1 , vem 
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..iliL--ª....-ª-º---.+ 
ê)y dx ~ 

= o (l:.11) 

que é a equação de Euler do cálculo variacional. 

As equações (1-9) e (1-11) representam condições 

necessárias e suficientes para que seja.:um extremo o valor 

da integral U definida acima. 

A função y(x) pode ter descontinuidades isoladas 
2 em sua primeira e segunda derivada, segundo Langhaar , como 

mostrou Weierstrass e fornece um valor extremo de U desde 

·que satisfaça à equação (1-11) em qualquer intervalo entre 

às ·sucessivas descontinuidades; 

1.3 - Equação diferencial de vibrações transversais de uma 

viga. 

A integral (1-4) representa a energia potenc.lalde 

deformação de uma viga de inércia constante J, com quai.§. 

quer condições de extremidades, carregada conforme foi defi 

nido na seção 1.1. 

A condição de estabilidade da viga é que seja mi 

nima sua energia potencial de deformaçã'o, logo o integrando_ 

de (1-4) deve satisfazer a equação de Euler. 

A função G da integral (1-5) tem a forma 



Então obtemos 

¾=-p 

- q y 
X 

"º = EJ .. - Yxx c)yxx 

(1-13) 

A substituição na equação (1-11) fornece 

- p - .ª-. 
dx 

2 
(-q Yx) + ,ª-. ( 

dx2 . 
(1-14) 

10 

Como queremos estudar o movimento transversal dos 

pontos da viga, a fôrça distribuída é a soma do carregamen 

to aplicado p(x,t) com a fôrça de inércia, dada pelo produto 

da massa por tmidade de comprimento pela aceleração, 
2 

sentido contrário ao da aceleração, isto é - .llL _ti 

ma ma.ssa total da viga. L c)tz 

Ficamos então com 

e de 

, sendo 

· 2 2 4 
- p (x,t) + mh + q b + EJ ~=o 

L ê)t2 c)X2 0 ~ 

ou ainda 

EJ ~4.,,. + q .i2!z + !!l ~ = p (x,t) 
~ ê>xz L cltz 

(1-15) 

1.4 - Condições de contôrno 

Ao resolver a equação (1-15) devem ser considerá 
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das as várias condições de extremidades a que pode estar s~ 

jeita a viga. As condições de contôrno serão utilizadas na 

determinação das corutantes de integração. 

Essas condições são: 

a) viga simplesmente apoiada 

y (O,t) = y (L,t) = O 

Yxx (O,t) = Yx:x. (L,t) = O 

b) viga em balanço 

y (O,t)= Yx (O,t) = O 

Yxx (L,t) = Yxxx (L,t) = O 

e) viga engastada em x = O e apoiada em x = L 

y (O,t) = Yx (O,t) = O 

y (L,t) = y (L,t) = O 
. XX 

d) viga engastada nas extremidades 

y (O,t) = y (L,t) = 0 

y (O,t) = y .· (L,t) = O 
X X 

... _, . 

(l-15a) 

(1-15b) 

(l-15c) 

(l-15d) 



CAP!TULO II 

VIBRAÇÕES LIVRES DE VIGAS 

2.1 - Vigas sem solicitação axial. 

Se .. a viga não está sujeita a carregamento 

versal e a carga de compressão sua equação diferencial 

(1-15) onde fázemos q=O e p(x,t) = o, ficando 

EJ cJl+y + ....!!L.. .h_ = O 
~ L . c)t2 

(2-1) 

tran.§. 
, 
e a 

Esta equação admite uma solução do tipo y = u(x). 

senwt onde u(x) é função somente de x. A substituição nos 

leva a 

EJ 
4 

d u -
-;li 

2 
....!!L.. w u=O 

L 
(2-2) 

Colocando 

4. 2 
o<=mw /EJL (2-3) 

-a equaçao se torna 
4 4 

d u 
. ;i;Ji 

o( u = o (2-4) 

A solução geral da (2-4) é da forma 
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u = c1 ( senh o( x + senoex)r:.+ c2( cosho<x + cqsooc) +Cj senh o< x -

- sen:õ( x) + c
4 
( coshc<.x - coso<x) (2-5) 

As constantes º1' C2, C3, c4 são determinadas PJã 

las condições 
.. . 

de contorno da viga. No caso de viga simple.2, 

mente apoiada estas condições são: 

u (O) = u (L) = o 

2 
2 J 

(2-6) 

( d u 
)x=O=,( 

du = o 
dx2 dx2 x=L 

Levadas à equação (2-5) encontramos 

(2-7) 

c1 ( senh o< L + sen c<L)+ c
3
( senh D(L - sen o< L) = O 

(2-8) 
c1 (senh o(L - sen o<L)+ c3(senh o<L + sen o<L) = O 

donde tiramos a relação 

...1. _ senh o(L sen o<L 
c
3 

- - senh o<L + sen o<L 
(2-9) 

A compatibilidade do sistema (2-8) exige que seja 

nulo o determinante dos coeficientes de c
1 

e c
3

, ou seja 
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[ senh «L + sen "1 

senh ó<L - sen o(L ::: :: : :: : ] = o 

q.ue nos leva à equação de frequência 

sen o<L = O (2-10) 

As soluções de (2-10) fornecem as frequências natu-

rais de vibração da viga, A equação (2-10) tem um 

infinito de soluções dadas por 

~L = nli (2-11) 

e como 

W =/ o<~ EJL 

Wn =fn4.EJL :::_ n
2 

j1 
2· fm, n=l,2, ••• 

m 12 v--;-

, 
numero 

(2-12) 

Aos valores caracteristicos o<n dados por (2-11) 

. correspondem funções características definidas pelas eq~ 

ções (2-5), (2-7), (2-9), Lembrando que sen~L = O a (2- 9) 

fornece c1 = - c3 .e dai 

u = 2 c1 sen o<x (2-13) 

Tomando 2 c1 = . (i a função característica fica 

(2-14) 
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A cada valor de n· corresponde um modo de vibrã 

ção da viga dado por (2-14) e uma frequência de vibração ob 

tida em (2-12). Os quatro primeiros modos de vibração estão 

representados na fig, 2-1. 

n.= 1 

~,333L o,r:::::,.... 
'-----=--7° A 

1"1,: 3 

~-
25

'- ~ 0,75L 
........___....o,so <.. ~ 

., :: 4 

fig. 2..;1 

2.2 - Viga com carga de co~pressão. 

Na equação (l-15) fazendo p(x,t) = O obtemos a~ 

quação de vibrações livres de viga compr:iinlda,que é 

4 2 
EJ h_ + !L--ª..z + ...!!L. -'1:z. - o 

êlt2 -
(2-15) 

é)x4 Jx2 L 

equação que admite uma,:sólução::•na forma y = u(x) sen wt. 

EJ 

A substituição 

d¾ + q d2u 
dx4 dx2 

transforma a (2-15) em 

- m w2u = o (2-16) 
T 



Colocando agora 

À.2 = q 12/EJ 

4 2. 3. 
~ = mw L /EJ 

a equação passa a ser 

l 
2 

d u -
. 2 
dx 

16 

(2-17) 

u = o (2-18) 

Uma mudança de variáveis com x = L~ transforma a 

.equação (2-18) em 

Introduzindo a notação 

H = [- ~2 + 

Q = [ 
2 

À + ( 
2 

4 
À + 

T 

(2-19) 

1/2 1/2 

J (2-20) 

1/2 1/2 

s4) J (2-21) 

aplicamos à equação (2-19) a transformação de Laplace, obten 

do 

Ü (r) r 4- u(O) r 3"'. u 1 (0)r2- u"(O)r "'. u"' (O) + ).
2
[ü(r)r2 -

-u(O)r - u'(Óil - s4. 'tI (r) = O (2-22) 



onde 00 

u(r) = fe-r'f>u (I{)) d'f> 
o 

(2-23) 

é a transformada de Laplace da função u {~). 

Podemos então colocar 

u(r) = u(O)rCr2 
+ Ã2) + u'(O) (r2 + À2)+ u11 (0)r + u"' (O) 

r4 + À2. r2 _ 'b4 . 
(2-24) 

t fácil constatar que 

(2-25) 

o que permite escrever 

17 

Ü{r) = u(O)r Cr2 + ).2) + u 1 (0) Cr2 + À2 )+ u11 (0)r 

(r2 _ H2)· (r2 + Q2) 

+ u"' (O) 

(2-26) 

Para efetuar a transformaçãõ inversa da equação 

(2~26) colocamos o produto que aparece no denominador sob 

-forma de soma conforme a expressao seguinte 

_____ 1 ____ = __ 1 __ 

(r2 _ H2) (r2 + Q2) 

(2-27) 

e conseqüentemente 

u{r) - 1 ( 1 _; · 1 · ) [u{O)r{r2 + À2) + 
2 2 2 2 2 2 

H+Q r -H r +Q 

u'(ó) (r2 + ).2) + u"(O)r + U'" {o)] (2-28) 
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Lembrando que a transformada inversa das fwições 

que aparecem em (2-28) tem os valores abaixo 

-[ 1 -
2 2 r -H 

-1{. [. 
r - · 1 -L __ 2 2 

r - H 

L-1{- ·e -· - r3· 1 -
- _ - . 2 2 

. r - H 

cosh Hlfl - cos Qf 

1 ]} = Hsenh:.Hf--
r2 + Q2 

+ Qsen Qf 

-1 . 

L { __ 1 - 1 } = ...L senhlif- ..1.... senQlf) 
: r2 _ H2 r2 + Q2 H Q 

(2-29) 
e utilizando a notação 

A(lf}) = 1 ( H2 coshlitf'+ Q2 cosQf) 
H2 + Q2 

B(f) = 1 ( coshlif ~ cosQf) 
H2 + Q2 

(2-30) 

C{f) = 1 ( Hsenhlif + QsenQf ) 
H2 + Q2 

- D('/)) = 1 (. ...L senhlif - ...L senQf) 
H2 + Qz_ H Q 
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a equação (2-28), ap6s a transformação 1nversa de Laplace fi 

ca 

u(f) = u(O) [ A(f). + +À
2 

B('f)) J + u'(O) [c<f) + À
2

D (lj)~ 

+ u11 (O) B('f') + u'" (O) D(f) (2-31) 

Das quatro condições de contôrno da viga obtemos 

um sistema de quatro equações_homogêneas, que permite dete.r, 

minarmos três constantes de integração em função da quarta. 

Igualando a zero o determinante do sistema chegamos a 

equação transcendental que tem um número infinito de 

uina 
, 

ra,;i,_ 

zes w1 , w2 , • • • cada uma das quais está associada a um modo 

de vibração. 

No caso de viga simplesmente apoiada as quatro ccn. 
dições de contôrno são 

U:(O) = u" (O)= u(l) = u" (1) = O (2-32) 

Dai temos 

u(lj>) = u•(o) [ C('f)) + Ã2 
D(lf})] + u"' (O) D(lf>) (2-33) 

e ainda 

u(l) = u 1 (0) [ C(l) + ).2 D(l)] + um (O) D(l) = O 

u" (l) = u'(O) [ C" (l) + À
2 

D11 (1)] + u'" (O) D" (1)=0 

(2-34) 



A compatibilidade dos sistema exige que seja 

[

C(l) + À: D(l) 

C"(l) + À D"(l) 

D(l) ] = O 

D11 (1) 
(2-35) 
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Tendo em conta as expressões das funções C(~) e 

D(~) em (2-30) a equação (2-35) após simplificações imedia 

tas fornece 

!;enQ = O (2-36) 

ou 
Q = ni1 

e ainda, tendo em conta a equação (2-20) 

[ 

. l/2]1/2 
).,2 + ( À4 + C4) -. 2 4 o . - n11 (2-37) 

Com as expressões definidas em (2-17), encontramcs 

(1 q ~2 ) (2-38) 
n2 11 2 EJ 

0 resultado definido por (2-38) mostra que 

a) a frequência de vibração da viga decresce quando cresce 

a fôrça q de compressão; se a fôrça é de tração a frequên. 

eia cresce à medida que a fôrça aumenta; 

b) quando W=0 ocorre instabilidade ~lástica da viga por 



flambagem ,· sende'. i a carga de flambagem '' dada por 

.. 

qcr = n2 n2 EJ 
12 

(2-39) 
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A equação de frequência \2-36) e o sistema (2-34) 

levadas a (2-33) dão, após simplificações 

u(f) = Csen Q'f> (2-40) 

À equação característica é 

V2 sen ,Qn_JL . . L (2-41) 

sendo O :f x f. L, Qn = n~, n = 1,2, ••• ex, 

. 

2.3 - Ortogonalidade das funções características 

· ·. Os modos de vibração de uma viga possuem a pr.Q. 

priedade de.ortogonalidade, conforme foi estudado extensiva-
. 11 

mente por-Felgar , que permite a solução de sistemas CO!!!, 

postos qu~ será feito no capítulo III. Outros tipos de estru 

tu.ras compostas foram estudados utilizando-se esta propriedª­

de, por Serbin9 e Saibe110 • Assim, se gi(x) e gj(x) são m.Q. .. 
dos correspondentes a duas frequencias wi e wj , são sª-

tisfeitas as relações 
L 

[ g i ( x) g j. ( x) dx = O 

[[•1(x) fax" 1 

o 

i f, j 

(2-42) 



No caso de não haver carga axial as funções gi(x) 

e gj(x) satisfazem à equação 

n = i, j 
4 2 

o( = m W (2-43a) 
EJL 

Considerando a viga deformada estàticamente por 

uma carga p(x), podemos esérever 

~ = Pn dàf p. = ,.J 4 g EJ a.xLl- _, ·n V\ n 
EJ . · n 

n=i,j 

Aplicando aos carregamento pi' pj o teorema da 

reciprocidade dos deslocamentos de Betti, temos 
L · L 

[gi(x) pj(x) dx = f.gj(x) pi(x) dx (2-43b) 

o . o . . 
ou ainda 

EJ dx 

(2-43c) 

que simplificada fornece 

4 4 r:i ( o<. o<i) g. dx =O 
J - J ... 
s o 

(2-43d) 

Se wi F W j , <Xi· F o< j, conseqüentemente 
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1.. 

f.gi(x) gj(x) dx = O i '/: j (2-43) 

Na integral 

constante 

a escolha do coeficiente da função gn(x} permite obtermos 

um valor pré-escolhido para a integral. N'o caso de viga 

simplesmente apoiada, gn(x) - Csen~nx 

então 1.. 2 1.. . ·. · i[ gn(:x:)] dx = c2 f sen
2

o<nxdx = 
o o 

Para que o valor da integral 

mos e = rj2. 

c2 • L 
2 

seja L basta 

No caso da viga comprimida gi (x) e gj(x) 
• equação zem a 

e, ·2 

'toma.r_ 

satisf.s. 

d4g EJ + q d gn 2 o 
dxR 

- _!!L.Wngn = 
dx2 

n=i, j 
L 

Colocando 

d4g 2 dz 
EJ 

dJt 
= _!!L,_ w gn - q gn 

L n dx2 

e tratando o segundo membro como um carregamento estático 

n=i,j 



o teorema de Betti permite colocar 

ou ainda 
2 

in ( t.v 
T i 

2 
- w 

j 

( 2-44a) 

(2-4ll.b) 

Integrando por partes a integral I = fg1 gj dx 

= [ g!g. .. l. J 

L L 

- gJgi] + f gigjdx 
. o () 

- ~ 

(2-44c) 

Levando o resultado da integração de I à equação 

(2-4ll.b) encontramos finalmente 
. ~ ... · 

. . . mL. ( uJ 2 - w 2 )f·· g . g .. dx - q [ g ! g . 
i j. _l.J· .. l.J 

: o . 

o que garante a ortogonalidade de gn(x) desde que se tenha 

[ glgj • gJgi]L = O (2-44) 

o 

A condição (2-4ll.) "é satisfeita para viga simple.§. . 

mente apoiada, engastada nos extremos, ou engastada em um.eA 

tremo:e apoiada no outro. 



CAP!TULO III 

VIBRAÇÕES TRANSVERSAIS DE VIGA APOIADA EM SISTEMA 

MASSA-MOLA 

3.1 - Viga sem carga axial 

Consideramos uma viga sujeita a quaisquer condi 

ções de contôrno com massa suspensa num ponto da mesma. A 

massa é ligada a uma mola conforme figura 3-1 onde se tem 

L 

A~--------,---- B A 

h 

fig. 3-1 

L = comprimento da viga 

m = massa da viga 

M = massa suspensa 

k = constante elástica da mola 
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= deflexão num instante t -do ponto de suspensao 

= distância do ponto A ao ponto de suspensão da massa. 

Quando o sistema vibra livremente'a fôrça transmi 

tida à viga pela massa varia senoidalmente com uma frequên, 

eia igual à frequênci~ de vibração dos sistema. Podemos en, 

tão imaginar o sistema constituido de duas partes, (a) a vi 

ga submetida a uma fôrça variando harmÔnicamente F = Fosenwt 

e a massa suportada por uma mola e sujeita a uma fôrça igual 

e oposta à que age na viga, 

O movimento de uma viga solicitada por uma fôrça 

transversal f(x) sen wt é descrito pela equação 

EJ 
~+ 

Tomando 

tuindo, a -equaçao 

4 
EJ d V 

dx4 

2 
.J!L ..EJ. = f{x) sen wt 

L c)t2 

a solução na 

passa a ser 

2 
.J!LW = f{x) 

L 

forma y=v(x) 

(3-2) 

(3-1) 

sen wt e substi 

Conforme foi exposto por Karman5 e Rayleigh4 

função f(x) com descontinuidades finitas no intervalo ·~· 

uma 

O~ x f. L pode ser representada por uma série linear de fun, 

ções gn(x) que formem no intervalo O f:. x f. L um conjunto o;t_ 

togonal, A função gn(x) define os modos de vibração livre 

da viga, dada pela equação (2-14) no caso de viga simplesmen, 



te apoiada. 

Podemos, então, colocar 

O'.) 

f(x) = [. ªngn(x) 
n=l 
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(3-3) 

sendo o coeficiente ªn determinado utilizando-se a condição 

de ortogonalidade. Multiplicando-se os dois membros de 

C-3-3) por gi (x) e integrando ao longo do comprimento da viga, 

teremos 

(3-4) 

Para todos os valores de i_F na integral da di 

reita se anula. Para i=n. 

dai 

x=h, dai 

f t gn(x) rdx: L 

o 

L 

ªn = t f f(x)gn(x)dx 

o 

(3-5) 

(3-6) 

No presente caso f(x) é uma fôrça aplicada F
0 

em 

(3-7) 

Colocando também 

(3-8) 



e substituindo em (3-2) a equação passa a ser 

00 4 
EJ L b d gn(x) 

n=l. n d)i 
z 

- ...!!L w 
L 

(3-9) 
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Como gn(x) satisfaz à equação (Z-4) podemos escr~ 

ver 
. 4 
o<'. gn(x) 

n 

que fornece 

z_ 
n=l 

o que permite colocar 

4 
(EJ o( _; ...!!LW2) 

n L 
b = a n n 

=~ 
n=l 

Por outro lado vimos anteriormente que 

4 
EJ o< L =wz 

m n 

donde 

onde w
0 

são as frequências naturais da viga sozinha e W fr~ 
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quência de vibração do!'. sistema. Tendo em conta o valor en, 

contrado para ªn' temos então 

F . 
= o 
mw 2 

1 

· gn(h) ,. ,z 2 
\.V -w 
_n. -wz wz 

1· 1 

Conseqüentemente podemos escrever 

y (x,t) =f 
n=l 

F o sen wt 
2 mw1 

No ponto x=h a deflexão é 

Y (t)=y(h,t)= f 0 sen wt 
o .2 

mw1 

2 - 1w 
'11,j 2 . ' 1 

·.:..-~-.-~.-- ...... -
w2 2 

n - w 
wz wz· 

. 1. 1 

(3-10) 

(3-11) 

(3-12) 

A frequência natural do sistema é obtida a partir 

da equação do movimento da massa 

M 

cuja solução é do tipo 

y
0 

= A senwt + Bcoswt 

levando à equação obtemos 

2 A=F /k-Mw B=O o 

M dada· abaixo 
> • 
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. e conseqüentemente 

y (t) = -o . (3-14) 

Comparando as equações (3-12) e (3-14) obtemos uma 

equação que permite a determinação da frequência de vibração 

do sistema, que é 

00 

1· w2 L - L 2 
= ·-!:1 tv12 n=l m mw 

Introduzindo a notação 

k = :ZEJ / 13 . V . '°' 

2 
gn(h) (3-15) 

Wn2 _ w2 
w 12 Lú:J.2 

( 3,.16) 

onde kv pode ser tomada como uma constante elástica da viga, 

considerada como uma mola, de massa desprezível, a menor fr.!1_ 

quência de vibração da viga pode ser expressa por 

2 
w 

1 
= D( 

1 

4 
EJL 

m 
= 

chamando 

c = 3 
o<. 4 4 

1 L 

(3-17) 

=-~o ,03 

no caso da-viga-simplesmente apoiada, utilizando valor deo<1 
encontrado no artigo 2-1, podemos colocar 

k 
m - - ··v 2 (3-18) 

cw1 
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A substituição de (3-18) na equação (3-15) tran~ 

forma es.ta elll 

CD 
1 uJ2 L = -k c,02 w_i_2 n=l (3-19) 

li - c . 1 

m· kvw2 

Como"ª relação Wn 
w1 

frequência de vibração pode 

cresce ràpidamente com n, a 

ser obtida com grande 

são qom os cinco primeiros valores de n. No caso de 

simplesmente apoiada, (:~)'-( :,n r ·4 n • 

A expressão (3-19) é válida para qualquer 

preci 

viga 

condi 

ção de contôrno da viga bastando para tanto tomar a funçãoÇià 

racteristica gn(x), as frequências de vibração livre tv1 , -

w2 , ••• wn e o coeficiente c="JtT .. correspondentes à con 

dição de contôrno considerada. \ L 

3.2 - Viga comprimida com sistema massa-mola •. 

No caso da viga ser solicitada axialmente por uma 

fôrça de compressão q a equação diferencial ·passa a ser , 

EJ h + q .b.. + ..!!!. ..il:z = f(x) sen wt 
~ ux2 L c)t2 

(3-20) 

onde f(x) senwt é a fôrça que age tr;;µisversalmente. 
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Uma substituição y= v(x) sen wt torna a equação à 

forma 

onde 

EJ d4v + q d2v - J!l úJ2v = f(x) 
~ dxz L 

Colocando 

f(x) = 

(3-21) 

uma vez que a fôrça transmitida pela massa à vigà é F = F
0

• 

senwt, agindo no ponto x=h. 

Colocando também 
...QQ_ 

v(x) = 2.__ bngn(x) 
n=l 

e levando à equação (3-21) encontramos 

.00 

L_b 
n=l · n 

(3-22). 

A função caract·eristica gn(x) 

4 d2gn(x) 2 EJ d gn(x)= - q + J1L w gn(x) 
<lx1i dx2 L n 

..!l!.. w 
L 

satisfaz ' a N equaçao 

(3-23) 



·Daí a equação (3-22) se escreve também 

oo· 
,,. _!!L ~ 2b g (x) 
•· · L. ~n n n 

· · n=l 

- 2 -mw 
t" 
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C 3-24) 

A equação (3-24) permite concluirmos que para qual 

quer valor de n deve ser satisfeita a relação 

ou•.,ainda 

b = Lan = Fo gn(h) 
n 2 w2) mw 2 w2 2 m(w - _w . 1 --D n ,;.. 

W12 uF 

(3-25) 

Recaímos então na mesma equação vista no artigo 

1 (J.) 2 CI) [ gn(h)]2 
= L li. - 4,-z Uli2 W2 w2 m mw n=l _.n. 

C3-26) 

W12 112 

A aplicação de (3-26) para cada tipo de condições 

de contôrno da viga está condicionada à utilização da função 

característica gn(x) e das frequências naturais de vibrJà. 

ção livre w1 , w2 , ••• wn correspondentes. A função cara_ç_ 

teristica deve ser ortogonal, isto é, deve satisfazer a COD_ 

dição (2-43)• ,,_,_ 
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No caso particular de viga simplesmente apoiada 

com carga de compressão q, a função característica é 

V2 sen Q x = ·r {2. sen ~ O f x f L 
L 

(3-27) 

sendo Q definido pela equação (2-20) e as frequências sao 

obtidas por 

Lembrando que 

- 3EJ 
13 

EJL 
m 

(1 - qL2 ) 
n2i1~ 

a primeira frequência natural é dada pela relação 

Dai vem 

onde 

flit l1 V 

3m 

m = __ k-'-v_ 

i1l(q}W 2 . 1 

1 
11l( q) = -....----,,--

rt 4 rc2 9 
3 ¾-L 

4 . 
( t1 -

3 

(3-29) 

(3-30) 

(3-28) 

A frequência de vibração do• sistema é dada pela 



equação (3-31) obtida da (3-26~com o valor de m fornecido 

por (3-29) 
2 

1 2 00 [ gn(h)] w L (3-31) 
J!J.i...2 

= 
M-~~ Wf n=l wJ - w2 
m kv w2 

~2 Wi_2 
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Observamos que se q=O, i{q) 

na expressão (3-19) que dá a frequência 

= ~ = c, recaímos 

d 11 ºb H d e vi raçao o 

sistema para viga simplesmente apoiada, sem carga de compre~ 

são. 

3.3 - Viga comprimida apoiada em dois sistemas massa-mola. 

Consideremos viga simplesmente apoiada nas extr~ 

midades solicitada por fôrça axial de compressão q, tendo ru~ 

pensas nos pontos de abc,issa h1 e h2 massas Mie M2 , respect,! 

vamente conforme figura 3-2. As massas estão ligadas a mQ 

las de massa desprezível e constante elástica k. O estudo 

feito é válido para outras condições de contôrno desde que,a 

função caracteristic~ gn(x) que dá os modos de vibração li 

vre da viga seja ortogonal no intervalo O~ x f L. 

L. 
~ . fiA~ h2 4 )( 

--'---1> is o r 

~ 
i~---

l ~ Í 
fig. 3-2 
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Quando o sistema vibra, as fôrças transmitidas ' a 

viga pelas massas serão respectivamente F1 sen:.wt e F1 sen wt 

onde w é a frequência de vibração do sistema. 

O movimento da viga é descrito pelas equações 

(3-20), (3-21) e (3-6) sendo que neste caso a função f(x) r~ 

presenta duas fôrças concentradas F1 em x=h1 e F2 em x=h2 • A 

integração da equação (3-6) para êste tipo de carregamento dá 

(3-32) 

e a correspondente expressão para a deflexão y se torna 

00 

y =. senwt L 
11'. W:i_2 n=l 

As deflexões em x=h1 e x=h2 são dadas por 

sen wt 
m t<Jl 2 

f:_ 
n=l 

00 

= senwt L_ 
m wl2 n=l 

A equação do movimento da massa M1 e 

(3-35) 
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(3-36) 

cuja solução~ 

(3-37) 

e anàlogamente, a deflexão no ponto x=h2 vale 

• (3-38) 

Comparando as equações (3-34) com (3-37) e (3-35) 

com (3-38) obtemos as duas equações 

(3-40) 

Utilizando a - k relaçao m= v 
0W:J.2 

onde 
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kv' W, S!l são definidos pelas equações (3-16), (3-28) ,(3-30) , 

e usando a notação 

A(w) 

B(W) 

C(w) 

as equações (3-39) e (3-40) passama ser 

1 
------2 = A(w) 

M1 -S!lk wr 
,_ - -2 

m kv w 

1 F = ...1 B(w) + C(w) 
F2 

(3-42) 

(3-42) 

(3-43) 

(3-44) 

(3-45) 

Eliminando F1 e F2 das duas equações encontramos 

1 [ B(w) ]2 
______ = __________ + C(w) 

M2 - S!J k LU12 
íii kv w2 

(3-46) 
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3.4 - Aplicações a outras condições de contôrno, 

A aplicabilidade do método exposto é condicionada 

à ortogonalidade das funções características que definem os 

modos de vibração da viga. No caso de vigas em balan~~ com 

priinidas as funções características não são ortogonais. 

Os modos de vibração de viga em balanço comprimi 

das por fôrça axial q são dados pela equação 

= _ Hnsenh Hn + 

H~cosh Hn + 

.. 

(3-47) 

e as correspondentes frequências de vibração são obtidas da 

equação de frequência 

e onde H · e Q são funções de w , definidas pelas relações 

(3-2:0) e (3-21). 

No caso particular de q=O, H=Q= o(.L e a equação de 

frequência pa~sa a ser 

1 + cosh olL cos o(.L = O (J,f'49 ) 

As frequências de vibração corresppndentes à eq1.1s. 

çao (3-48) podem conforme Nowacki3, ser obtidas com boaapr.Q.· 

xiinação pela expressão 



wz= w2 
n n,o 

(l-_q_) (3-50) 
qcr 

40 

onde wn,o é a frequência da viga para q=0 (soluções da equ~ 

ção (3-49)) e qcr é a carga critica, dada pór 

2 2 2 
qcr= ( 2n-l) li EJ / 4 L (3-51) 

A função característica pode ser ortoganilizada ú 

tilizando-se o processo de Gram-Schmidt, Às funções 

tradas é aplicável o método exposto de expansão da 

da equação diferencial em série de funções, 

encon 

solução 

i 
Dado um conjunto de funções G1(x), G2(x),,,. -nao 

ortogonais num intervalo (0,L) existe um conjunto de funções 

correspondentes g1 (x), g2(x) ••• que são ortogonais, Para en 

contrar as funções gn(x) façamos 

onde 

gi(x) = -7r~i=(=x=)= 
{<r1,ri) 

( 3-52) 

r (x) = G (x) - t· (gk,Gi+l) gk(x) i+l i+l . 
k=l 

i. 

(gk' Gi+l) = lgk(x) Gi+l(x) dx 
o 

i=l,2,,, 

(3-53) 

(3-54) 

é p produto escalar das duas funções gk(x) e Gi+l(x), 



Assim, encontrada a função g1 (x) por (3-52), a 

fórmula de recorrência (3-53) permite determinar as funções 

g2 (x), g3(x) ••• gn(x). Como as frequ~ncias de vibração de 

sistema como o discutido no artigo 3.2 são dadas com sufi 

ciente precisão com os cinco primeiro têrmos da série que ª­
parece na solução, (equação (3-46)) basta que seja utilizada 

quatro vêzes a equação (3-53) para se chegar à solução. 

O conjunto de funções gn(x) encontrado por (3-52) 

e (3-53) é ortonormal, isto é 

(3-55) 

dai o coeficiente da N , . , 
dado neste expansao em serie ªn sera Cá 

so por 
L 

ªn = f f(x)gn(x)dx (3-56) 
o 



CAP!TULO IV 

RESULTADOS 

A equação (3-46) fornece as frequências de vibr'ª­

ção de viga simplesmente apoiada com massa concentrada e lllQ 

.. 
la, sendo a viga solicitada axialmente por uma força q de 

compressão. No caso particular q=O a equação se identifica 

com (3-19)• Na ausência dos sistema massa-mola (M=O, k=O)as 

frequências da vibração dadas por (3-46) são as próprias fr~ 

quências de vibração livre da viga. 

Para analisar a variação do,,sistema com a carga 

de compressão q, a relação k/kv e a relação M/m podemos colQ 

cara equação (3-46) na forma. 

k - 1 wz [ fil - l J (4-1) kv- 0(q) w12 f 1 (w /w,) 

onde 
2 

2 L [gn(h) J f}W/w1) = u) (4-2) 
w2 wnz _ wZ n=l 1 w1z w1z 

Fixando M/m podemos variar W/vJ1 , e tabelar k/kv 

para vários valores de q. Teremos então _ _em gráficos, para 



cada 
da 4 

valor fixado de M/m, uma família de curvas,uma para 
as·; quais i'Óri;iecem W/w1 , para cada valor de k/k. • 

V 
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Para simplificar a obtenção dêsses gráficos tab~ 

lamos 0 (q) e w_;;w12 (n= 1,2,3,4,5) para vários valores 

de q ( tabela 1) •. Para efeito de construção da tabela pod~ 

mos colocar 

onde 

e ainda 

0(q) = _____ 1 __ _ 

lí (1 -
3 

4 4 

= (4-3) 

(4-4) 

= 
n li EJ1 (1 - g 1

2 
) 

---:1i"""1 ºrn -
__. ______ ...,n:::.2_tr'-'----~=-J = n2 ( r2: : ) ( 4- 5) 

lí4 , EJ1 ( 1 - g 1
2 

) 
4 m ~2 EJ 

1 

Na· análise dos resultados é interessante lembrar 

que a primeira frequência natural de vibração da viga varia 

com a fôrça de compressão de acôrdo com a expressão 

1 - R (4-6) 

onde W l ,r é a p'rimeira frequência de Vibração da viga CO!!!_ 

primida e w1 , a primeira frequência da viga sem carga de ,o 
compressão. 
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Uma primeira conclusão que podemos tirar é que man. 

tidos constantes o·s demais parâmetros, as frequências de vi 

bração do sistema crescem à medida que se aumenta a relação 

k/kv' sendo menos sensível esta variação para os mais altos 

modos de vibração, A variação das frequências com a relação 

k/kv se torna menos sensível também para maiores valores da 

relação M/m, 

t interessante observar que para determinados v~ 

leres de k/kv' com VJ/m fixado,a relação w;w1 cres~a· quanqo 

se faz crescer a carga de compressão, ' . . Embora a prl.Illeira Vi.§. 

ta pareça que a frequ;ncia do sistema cresça com a carga de 

compressão, o denominadorw1 que é a frequêµcia da viga sem 

massa-mola diminue com q mais ràpidamente que aumenta W/w1 , 

na verdade isto quer dizer que no sistema viga-massa-mola a 

frequência de vibração decresce menos ràpidamente que na vi 

ga sozinha, com o aumento de q, 

Para valores menores de k/kv' fixado M/m, a fr~ 

quência de vibr13.-ção do sistema diminui mais ràpidamente com 

q qu~ a frequência da viga sozinha, t evidente, uma vez que 

a constante de mola k é um elemento estabilizador para o si.§. 

tema, O inverso ocorre para um valor fixado k/kv' consid~ 

rando-se a relação M/m: a frequência de vibração do sistema 

decresce com o aumento da carga de compressão menos ràpidp_ 

que-:. .. a frequência de vibração da viga sozinha, para valOres 

baixos de VJ/m, Para valores elevados de. M/m o sistema passa 



a vibrar com menor frequência que a viga sozinha, 

do-se q. 

aumentan. 

A posição da massa concentrada foi tomada no caso 

particular com h=o,31. Para outras posições da massa o pro 

cedimento é inteiramente análogo •. 

No caso de duas massas concentradas e molas a 

equação (3-46) pode ser colocada na forma 

k: = 
1 

0(q) 
2 [. ~· M2-

W 2 · m 1 
f t W) ] ... 

2 . 

sendo f 2 (w) o segundo membro da equação (3-46). 

(4-7) 

Fixando-se 

M1/m podemos tabelar a função f 2(w) atribuindo-se valores à 

relação w/w1 , para vários valores de q. Em seguida para 

os valores w/ w1 correspondentes e para cada q, , ·,:obtemos 

k/kv' desde.que fixemos também M2/m. Podemos ter então P.ê. 

ra cada par de' valores M1/m, M2/m, uma família de , ···.curvas, 

que. possi-bilitrufi · a dete·rmina·çãd da fr.'equência · para, e-ada Vá 

1'.or de q. 



c=~ 

E 

f 1 (w/1.vi) 

F 

h 

J 

k 

k =3EJ/L3 
V 

L 

m 

M 

p(x,t) 

q 

snmoLoGIA 

= coeficientes de expansões 
finidos no texto. 

em série de funções d~ 

= coeficiente que relaciona 
tural de vibração da viga 
tica da viga e a massa, 

. A • 

a menor frequenci~ nâ 
com a constante elá~ 

= módulo de elasticidade longitudional da viga, 

= função de definida no texto 

= fôrça 

= função característica que define o modo de 
bração da viga. 

' = distância da massa concentrada à extremidade e~ 
querda da viga, 

= momento de inércia em relação ao eixo Oz 

= constante da mola na qual é-prêsa a massa 
centrada 

= constante elástica da viga 

= comprimento da viga 

= massa total da viga 

= massa ligada ' viga a 

= carregamento transversal 

= fôrça axial de compressão 

con. 



t = variável tempo 

u(x),v(x) = funções de x que definem deflexão da viga. 

X = abcissa de um ponto do eixo da viga. 

y = deflexão lateral. 

z = direção normal ao plano xy. 

A(f) , B(lf) , C(~) , D(lf) = funções de f·=x/L definidas no texto 

c1 , c2 , c3 , c4 = constantes de integração. 

l,.) 

í1l (q) 

m1f/EJL = valores característicos. 

= frequência natural do sistema 

= frequência natural do enésimo modo de vibração 
da viga 

= função da carga de compressão definida pela eqlJã 
ção (3-30). 

À= qL2/EJ = função da carga de compressão 

~ = m w2L3 /EJ = função de w 

H, Q = funções de À e S definidas pela equação (Z22o). 

U = energia potencial 

R= g ==: relação 
rt~J/Lz 

f 2 (f}) = função definida no texto 
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PROGRAMA PARA DETERMINACAO DE FREQUENCIAS DE V!BRACAO 
DE VIGAS COMPRIMIDAS COM SISTEMA MASSA MOLA 
TESE DE MESTRADO - HELIO DIAS DA CUNHA 

REAi_ MSM 
DIMENSION Gll0,5l,RELWl10,51,FI1101,R(lOl,XllO,lOl, 

1 RESUL 110 ,10 l ,AUX 1101 
v/R I TE 1 3 , 1 O l 1 

iOl FORMATl'l'I 
Pl=3,l4l592 
DO 20 I=l,10 
RI l l=ol*l-,l+,lE-8 

FIII 1=3,/IIPI**4l*ll,-RIII l 1 
DO 20 J=l,5· 
Gl!,Jl=l,4142*SINIJ*Pl*,31 

20 RELI-li 1, J 1=1J••21 * 1 J••Z-R 11 l 1 / ( 1,-R 111 l 
\-IR I TE 1 3 ,l O l I R 1 1 1 , F 1 1 1 1 , 1 R E L W 1 1 , J l , J = l , 5 l , 1 = l ,1 O l 

10 FORMATl3X,F4,2,2X,F5,3,5F9,3/I 
\,JRITE13,10ll 
DO 70 I=l,10 
DO 70 N=l,10 
SOMA=O, 
DO 40 J=l,5 
DO 30 JI=Z,10,2 
Kl=(Jl-2, 1/2,+l, 

30 AUX(Kll=Jl/10, 
DO 71 JI=2,6 

71 AUXIJ!+4 l=Jl 
!F(ABS(RELWII,JI-AUX(Nl**2l-l,E-6ll5,l5,40 

15 RESULII,Nl=l,E 37 
GOTO 70 

1 40 SOMA=SOMA+GII,Jl**Z/IRELWI !,Jl-AUX(Nl**Zl 
RESULI I,Nl=AUXINl**Z*SOMA 

70 CONTINUE 
v/R I TE 1 3 , 60 1 1 1 R ES U L I I , J 1 , J = 1 , 5 1 , I = 1 ,1 O l 

60 FORMAT 15El2,3/I 
WR I TE ( 3 , 60 1 ( 1 R ESU L ( I , J 1 , J = 6 , 1 O l , l = l , 1 O 1 
t>',SM=,5 

i l O 3 v/R I TE ( 3 , l O 1 l 
DO 50 I=l,10 
DO 50 J=l,10 
IFIRESULII,Jl-1,E 36ll7,17,16 

16 PART = MSM 
GOTO 50 

17 PART = MSM-1,0/RESULl!,JI 
50 XII ,Jl=l/F!I I l*IAUX(Jl~*Zl*PART 

WRITE13,6011 IXl!,Jl,J=l,5l,I=l,10l 
vi R I TE 1 3 , 6 O 1 1 1 X 1 1 , J 1 , J = 6 , l O 1 , 1 = 1 , 1 O 1 
MSM=2,"MSM 
!FIMSM-4,ll03,103,35 

35 CALL EX!T 

49 

1 



TABELA I 

'i:\( R} e 
2 2 

W~/w, PARA VÃRIOS VALORES DE R 
• 

q 

í'J(R) = 3/n4(1 -R) 

w~;wf = n2 ((n2- R)/(1 - R}j 

~·- . . ···- ~ - ...... 

2 2 : 
Wn / w, 

R í'J( R) ~ '1 2 3 
o.ao 0,030 1,000 16,000 81,000 

O, 10 0,034 1,000 17,333 89,000 

0,20 0,038 1,000 19.000 98,999 

0,30 0,043 1,000 21 -142 111,857 

0,40 0,051 1,000 24.000 128,999 

0,50 0,061 1,000 28,000 153,000 

0,60 0,076 1,000 34,000 188,999 

0,70 0.102 1,000 43,999 248,999 

0,80 O ,153 1,000 63,999 368,999 
.• ---

º·"º1 0.307 1,000 123,999 728,998 
- --· 

. - -~ ~--?--

4 
256,000 

282,666 

316,000 

358,857 

416.000 

496,000 

615,999 

815,999 

1215,999 

2415,996 

50 

5 

625,000 

691,666 

775,000 

882,142 

1025,000 

1225,000 

1524,999 

2024,999 

3024,999 

6024,990 

' .. 

' 
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TABELA II-A 

f 1 (w/w1) PARA VALORES DE R 

--·- ----------

~w. 0,2 0,4 0,6 0,8 r --r;o - -

R . 

0,0 0,594E-Ol 0,268E 00 0,780E 00 0,240E 01 
1 

INFINITO 

o' l 0,590E-Ol 0,267E 00 0,777E 00 0,240E 01 INFINITO 

0,2 0,5H6E-Ol O,Z65E 00 0,773E 00 0,239E 01 INFINITO 

0,3 0,582E-Ol 0,264E ºº 0,769E 00 0,238E 01 IliFINITO 

0,4 0,577E-Ol 0,262E 00 0,765E 00 0,237E 01 ! INFINITO 

0,5 0,573E-Ol 0,260E ºº 0,7o,1E 00 0,237E 01 INFINITO 

0,6 0,568E-Ol 0,258E 00 0,756E 00 0,236E 01 INFINITO 
1 

0,7 0,562E-Ol 0,256E 00 0,752E 00 0,235E 01 1 INFINITO 

0,8 0,557E-Ol 0,254E 00 0,747E 00 0,234E 
01 1 

INFINITO 

0,9 0,551E-Ol 0,251E 00 0,741E 00 0,233E INFINITO 01 
L - -
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TABELA II-B 

f 1(w/w,) PARA VALORES DER 

~:l. ?_.O - . 
3,0 .. -~.o - 5 ··º-- 6,0 

- ·--
0,0 -"O.llOE 01 Oo93lt: 00 INFINITO -0.614t: 01 -0,421E 01 

O, 1 -0,117E 01 0o551E 00 O.Z04E 02 -0.704E 01 -0,449E 01 ! 

0,2 -0,123E 01 0.?.18E 00 0,836E 01 -0.871E 01 -0,488E 01 

0,3 -0,129E 01 -0.767E-01 0,433E 01 -0,129E 02 -0,547E 01 

0,4 -0,136E 01 -0,339E 00 0,230E 01 -0,464E 02 -0,656E 01 

0,5 -0,142E 01 -0.576E 00 O,lOBE 01 0,138E 02 -0,931E 9 1 

0,6 -0,149E 01 -0,789E 00 0,269E 00 0.375E 01 -0,337E 02 

0,7 -0.155E 01 -0,983E 00 -0,319E 00 O.lOSE 01 0,689E 01 

0,8 -O.l61E 01 -0,116E 01 -0,764E 00 -0,158E 00 Ool04E 01 . 
' 

0,9 -Ool68E 01 -0,132E 01 -OolllE 01 -0.884E 00 -0,573E 0( J 



TABELA III-A 

k/k PARA M/m = 0,5 
V 

-- --- -------------------

~W1 
. 

0,2 0,4 0,6 

0,0 -0.212E 02 -0.167E 02 -0,912E 

o ,l -0,192E 02 -0,151E 02 -0,827E 

0,2 -0.172E 02 -0,135E 02 -0,741E 

0,3 -0,151E 02 -0,119E 02 -0,653E 

0,4 -0.131E 02 -0,103E 02 -0,565E 

0,5 -0,llOE 02 -0,867E 01 -0,475E 

0,6 -0,888E 01 -0.700E 01 -0,383E 

0,7 -0.672E 01 -0,530E 01 -0,290E 

º·ª -0,453E 01 -0-356E 01 -0,195E 

0,9 -0,228E 01 -0,180E 01 -0,991E 
- - --·~ 
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0,8 l ,o 
.-----· - - -~~ ~ -

01 0,175E 01 1 O. l 62t 02 ; 
; 

01 0,156E 01 0.146E02 

01 0,136E 01 O. l 29E 02 
' 

' 
01 Oell8E 01 O. ll 3E 02 ' 

, 
01 0,995E 00 - 0.974[ 01 

01 0,815E 00 0.811E 01 
.. 

01 0,639E 00 - O .649[ 01 

01 0,470E 00 O. 4f,7E 01 ! 

01 0,306E 00 0.324E 01 

00 0,149E 00 10.162[ 01 

' 
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TABELA II l-B 

. k/kv PARA M/m = O ,5 

Wfo.\ 

R 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 
0,0 0,182E 03 -0, 167E 03 0,259E 03 0,537E 03 0,861E 03 

o' l 0,158E 03 -0,345E 03 0,210E 03 0,468E 03 0,760E 03 

0,2 0,136E 03 -0,953E 03 0,158E 03 0,399E 03 0,659E 03 

0,3 0,115E 03 0,276E 04 0,978E 02 0,328E 03 0,55BE 03 

0,4 0,961E 02 0,603E 03 0,208E 02 0,254E 03 0,457E 03 

0,5 0,779E 02 0,326E 03 -0,108E 03 ü,173E 03 0,354E 03 

0,6 0,608E 02 0,206E 03 -0,668E 03 0,758E 02 0,247E 03· 

0,7 0,445E 02 0,132E 03 0,565E 03 -0,102E 03 0,124E 03 
' 0,8 0,290E 02 0,795E 02 O .18 7E 03 O, 11 OE 04 -O ,106E 03 

0,9 0,142E 02 0,366E 02 0,726E 02 0,132E 03 0,262E 03 
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TABELA IV-A 

k/kv PARA M/m = 1 ,o 

-------~-~,----· ---
!wl 

0,2 0,4 0,6 0,8 1 ,o 
o,~ ,.,-0. 205E 02 -0.141E 02 -0.327E 01 0.121E 02 0.324E 02 

O, 1 1-0ol86E 02 -0.128E 02 -0,301E 01 0.109E 02 0,292E 02 
1 

0::2 -O,l66E 02 -O. ll4E 02 -0,273E 01 0,968E 01 0.259E 021 

6;3 -0,147E 02 -0.101E 02 -0,244E 01 0,845E 01 0.227E 021 
' 

0,4 -0,127E 02 -0.876E 01 -0.214E 01 0.722E 01 0,194E 02 1 
' 

0,5 -0,106E 02 -0,737E 01 -0.183E 01 0.601E 01 0,162E 02 

0,6 -0,862E 01 -0,596E 01 -o .l 50E 01 0,479E 01 0,129E 02 

0,7 -0.653E -0.452E 01 -0-115E 0.358E 
. 

0.974E 01 01. 01 01 

0,8 -o ,4 1+0E 01 -0,304E 01 -0.791E 00 0,238E 01 0,649E 01 

) ,9 -0,222E 01 -0.154E 01 -0.406E 00 0.118E 01 0,324E 01 

- .. .. .,., 
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TABELA IV-B 

k/k PARA M/m = 1 ,O V . 

:!:~ 2,0 3,0 4,0 5_,_0_. _ 6,0 
·- - -· .. -) ,o 0,247E 03 -0,214E 02 0,519E 03 0,943Ê 03 0,144E 041 

1 
O, 1 O,Zl6E 03 -0,213E 03 0,444E 03 0,834E 03 OdZSE 04· 

0,2 0,187E 03 -0,837E 03 0,365E 03 0,723E 03 OollZE 04 

0,3 O,l60E 03 0,Z87E 04 0,279E 03 0,61ZE 03 0,967E 03 

0,4 0,135E 03 0,691E 03 0,176E 03 0,497E 03 0,808E 03 

0,5 O,llOE 03 0,399E 03 0,209E 02 0,376E 03 0,647E 03 

0,6 0,868E 02 0,264E 03 -0,564E 03 0,238E 03 0,481E 03 

0,7 0,640E 02 0,176E 03 0,643E 03 0,190E 02 0,Z99E 03 

0,8 0,420E 02 0,108E 03 0,239E 03 0,118E 04 1 O,lOlE 02 

03 1 
1 

' 0,9 0,207E 02 0,513E 02 0,985E 02 0,172E 0,320E o3: 
-· - - ~~ ".. . .,. .... ~ -... -~-
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TABELA V-A 

k/kv PARA M/m = 2,0 

------- L--~---·, 

!;<w1 
0,2 0,4 0,6 0,8 ! ,q. 

0,0 -0.192E 02 -0.892E 01 0.840E 01 Oo329E 02 0.649E 02 

o,r -0.174E 02 -0.813E 01 0.750E 01 0.296E 02 0.584E 02 

0,2 -O.l56E 02 -0,732E 01 0.6€,lE 01 Oo263E 02 Oo519E 02 

0,3 -0.13BE 02 -0.649E 01 Oo573E 01 0.229E 02 Oo454E 02 

0,4 -0.119E 02 -0.565E 01 0.486E 01 Ool96E 02 0.389E 02 

0,5 -0,lOOE 02 -0,477E 01 Oo401E 01 Ool64E 02 Oo324E 02 

0,6 -0.810E 01 -0.388E 01 0.317E 01 0,131E 02 0.259E 02 

0,7 -0.614E 01 -0.296E 01 0.235E 01 Oo982E 01 Ool94E 02 

0,8 -0.414E 01 -0.201E 01 0,154E 01 0.654E 01 Od29E o; 

0,9 -0.209E 01 -0,102E 01 0,762E 00 0.326E 01 0,649E O. 
- - . - . 

·----- ----~-------,---- ·-
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TABELA V-8 

k/kv PARA M/m = 2,0 

~w 2,0 3,0 4 ,ff 5,0 6,0 . 
º·º ' 0.376E 03 0.270E 03 Ool03E 04 0.175E 04 0.261E 04 

O, 1 O _.3 33E 03 Oo492E 02 0.912E 03 Ool56E 04 Oo233E 04 ! 0,2 0.291E 03 -0.603E 03 0.781E 03 0.137E 04 0.206E 04 
í 
' 0,3 0.251E 03 Q.307E 04 0.643E 03 0.118E 04 0.178E 04 ' 1 

0,4 Oo213E 03 Oo866E 03 Oo488E 03 Oo984E 03 Ool50E 04 ) 
' ; 

0,5 Ool 75E 03 0,545E 03 Oo280E 03 Oo782E 03 Ool23E 04 1 

0,6 Ool38E 03 Oo381E 03 -0.356E 03 0.562E 03 Oo948E 03 

0,7 Ool03E 03 0,264E 03 o.799E 03 Oo262E 03 Oo650E 03 

0,8 0.680E 02 0,167E 03 0.343E 03 0,134E 04 0,243E 03 

0,9 0,336E 02 0.805E 02 0,150E 03 ü,254E 03 0.437E 03 t 

- - - ., . -- - ,,...,_,_ -- ---
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TABELA VI-A 

k/kv PARA M/m = 4,0 

yw1 
0,2 0,4 0,6 0.8 1 n 

º·º -Ool66E 02 0.146E 01 0.317E 02 o.744E 02 Ool29E 03 

O, 1 -0.151E 02 o.121E 01 0.285E 02 0.670E 02 0.116E 03 

0,2 -0.135E 02 0.986E 00 0.253E 02 o.595E 02 Ool03E 03 

0,3 -O.ll9E 02 0.775E 00 0.220E 02 0.520E 02 0.909E 02 

0,4 -0.103E 02 0.584E 00 o.1ssE 02 0.446E 02 0.779E 02 

0,5 -0.873E 01 0,415E 00 0.157E 02 o.371E 02 0,649E 02 

0,6 -0.706E 01 o.211E 00 Ool25E 02 0•297E 02 0•519E 02 

0,7 -0.536E 01 0.154E 00 0.936E 01 Q.222E 02 0.389E 02 

0,8 -0.362E 01 0.677E-01 0.622E 01 Ool48E 02 0.259E 02 i 
l 

0,9 -0.183E 01 0.149E-01 0.310E 01 0.742E 01 0.129E 02 
... 

~ . -· .. .., -·· --·· 
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TABELA VI-B 

k/kv PARA M/m = 4,0 

~- 2,0 - 3,0 - -· 4,0 .. - 5,0 6,0 
o,o 0,636E. 03 0,855E 03 0,2ü7E 04 0,337E 04 0,495E 04 

' 
O, 1 

1 
0,567E 03 0,575E 03 0,184E 04 0,302E 04 0,444E 04 

t 
0,2 0,499E 03 -0,135E 03 O,lt,lE 04 0,267E 04 Oo393E 04 1 

' ' 
0,3 0,433E 03 0,348E 04 0-137E 04 0,231E 04 0,3421:: 04 

0,4 0,368E 03 0,121E 04 O,lllE 04 0,195E 04 0,291E 04 

O ,5 0,305E 03 0,838E 03 O,BOOE 03 0,159E 04 0,240E 04 
' 1 

0,6 0,242E 03 0,615E 03 0,587E 02 0,121E 04 Ool88E 04 

0,7 0,180E 03 0,439E 03 O,lllE 04 0,749E 03 O ol 3 5E 04 

O,B O,ll9E 03 0,284E 03 0,551E 03 0,167E 04 0,711E 03 

0,9 0,596E 02 0,138E 03 0,254E 03 0,416E 03 0,671E 03 

··-·- ...... -- - ... -·- --· ~- .. e;-,,---.-,. - ------ ._,_....,..,. 
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GRÁFICO TI 
FREQI.JrlNCTAS DE VIBRAÇÃO DE VIGA SIMPLESMENTE .tp()!ADA COM SIS­
TEMA MASSA-MOLA EM h "" O, 3 t. 
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GRÁFI<::o III 

FREl.ll.JSICI~ DE VIBRAÇÃO D.E V!GÃ SIMPI,ESIDl(TE A!'Olil>A. COM STS­
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r.RÁFTCO TV 
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GRÁFICO V 

FRE~ubCIAS UE Vl'BRAÇ'.\O DE VIGA SIMPLESMENTE APOI!DA COM SI~ 

TEMA MASSA-M0LA EM h = O, 3 t. 
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GRÃ.."' rco vr 
FRE~ffiCLtS l)E VTl'IRACÃO DE VIGA SIMPLESMENTE A WTADA COM srª 
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