UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO
INSTITUTO DE COMPUTACAO
CURSO DE BACHARELADO EM CIENCIA DA COMPUTACAO

THALES DE FREITAS MAGALHAES

UMA INTRODUCAO A INTERPRETACAO ABSTRATA
DE LINGUAGENS FUNCIONAIS

RIO DE JANEIRO
2024



THALES DE FREITAS MAGALHAES

UMA INTRODUCAO A INTERPRETACAO ABSTRATA
DE LINGUAGENS FUNCIONAIS

Trabalho de conclusao de curso de graduagao
apresentado ao Instituto de Computacao da
Universidade Federal do Rio de Janeiro como
parte dos requisitos para obtencao do grau de
Bacharel em Ciéncia da Computacao.

Orientador: Prof. Hugo de Holanda Cunha Nobrega

RIO DE JANEIRO
2024



CIP - Catalogacao na Publicacéo

Magal hdes, Thal es de Freitas

ML88i Uma introducdo a interpretacdo abstrata de
| i nguagens funcionais / Thales de Freitas
Magal hdes. -- Rio de Janeiro, 2024
43 f.

Oientador: Hugo de Hol anda Cunha Nobrega

Trabal ho de concl usdo de curso (graduacdo) -
Uni ver si dade Federal do Rio de Janeiro, Instituto
de Conput acdo, Bacharel em C éncia da Conputacédo
2024.

1. programacdo funcional. 2. andlise estatica de
programas. 3. interpretagdo abstrata. 4. avaliagéo
parcial. |I. Nobrega, Hugo de Hol anda Cunha, orient.
I'l1. Titulo.

Elaborado pelo Sistema de Geragdo Automatica da UFRJ com os dados fornecidos
pelo(a) autor(a), sob a responsabilidade de Miguel Romeu Amorim Neto - CRB-7/6283.




THALES DE FREITAS MAGALHAES

UMA INTRODUCAO A INTERPRETACAO ABSTRATA
DE LINGUAGENS FUNCIONAIS

Trabalho de conclusao de curso de graduagao
apresentado ao Instituto de Computacao da
Universidade Federal do Rio de Janeiro como
parte dos requisitos para obtenc¢ao do grau de
Bacharel em Ciéncia da Computacao.

Aprovado em 02 de abril de 2024

BANCA EXAMINADORA:

Documento assinado digitalmente

ub HUGO DE HOLANDA CUNHA NOBREGA
Data: 08/04/2024 22:55:49-0300

verifique em https://validar.iti.gov.br

Hugo de Holanda Cunha Nobrega
Ph.D. (UFRJ)
Documento assinado digitalmente

b JOAD ANTONIO RECIO DA PAIXAD

g u Data: 09/04/2024 06:52:38-0300

verifique em https:/ /validar.iti.gov.br

Joao Antonio Recio da Paixao
D.Sc. (UFRJ)

Documento assinado digitalmente

ub HUGO MUSSO GUALANDI
Data: 08/04/2024 23:42:16-0300

verifique em https:/ /validar.iti.zov.br

Hugo Musso Gualandi
D.Sc. (UFRJ)



AGRADECIMENTOS

Agradeco ao professor Hugo Nobrega, por aceitar ser meu orientador e me acompanhar
ao longo desta aventura, além do apoio extraordinario oferecido para levar esse projeto até
a linha de chegada; a minha familia, pelo suporte fornecido durante todo esse processo;
aos professores Joao Paixao e Hugo Gualandi, por aceitarem fazer parte da banca, pelos
comentarios oferecidos, e pela paciéncia; e aos cientistas e matemaéticos responséveis pelo

desenvolvimento dos métodos que serviram de inspiragao para esse trabalho.



“We do these things not because they are easy,

but because we thought they were going to be easy."”



RESUMO

A execugao de codigo em tempo de compilagao é uma técnica importante no desenvolvi-
mento de software com aplicacoes diversas, incluindo a otimizacao de programas, meta-
programacao, e a validacao de expressoes em tempo de compilacao. Embora a execucao
de expressoes em tempo de compilacao seja possivel em linguagens como C++ ou Scheme,
essa tarefa costuma complexa e, em alguns casos, impratica. Além disso esse processo
exige, no minimo, a anotacao manual das expressoes do programa informando ao com-
pilador (ou interpretador) quais partes do programa podem (ou devem) ser executadas
estaticamente. Neste trabalho, exploramos estratégias de analise estatica com o objetivo
de pré-computar, de forma automaética, parte das expressoes de um programa escrito em
uma linguagem de programagao funcional baseada no célculo lambda nao tipado.

Palavras-chave: programagao funcional; anélise estatica de programas; interpretacao

abstrata; avaliacao parcial.



ABSTRACT

Compile-time code execution is an important technique in software development which has
wide-ranging applications, including but not limited to: program optimization, validation,
and meta-programming. Although executing code at compile-time is possible to some
extent in languages like C++ or Scheme, doing so is often challenging and, in some cases,
rather impractical. Moreover, this process requires that expressions be hand-annotated by
the programmer, informing the compiler (or interpreter) whether or not an expression can
(or should) be statically executed. In this text, we seek to explore methods of performing
this partial evaluation of a program in an automated manner, through the static analysis of
a higher-order, functional programming language based on the untyped lambda calculus.

Keywords: functional programming; static program analysis; abstract interpretation;

partial evaluation.
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1 INTRODUCAO

A execucao de codigo em tempo de compilacao se refere ao processo através do qual
parte das expressoes de um programa podem ser avaliadas estaticamente, isto é, antes
do tempo de execugao (runtime) do programa. A aplica¢do mais direta da execucao de
co6digo em tempo de compilagao é na otimizacao de programas através do pré-calculo
de expressdes computacionalmente caras ou, quando realizada de forma automatica, a
eliminagao de expressoes constantes durante o processo de compilacao de um programa.
Além disso a técnica também tem intimeras outras aplicagoes, desde a geragao automatica
de codigo (meta-programagao), a validacdo de expressdes em tempo de compilagao, e a
implementagao de linguagens de dominio especifico.

Em linguagens estaticamente tipadas, por exemplo, nao é raro que a execucao de co-
digo em tempo de compilagao seja permitida de maneira restrita. Quando a linguagem
adota mecanismos de programacgao genérica, essa funcionalidade é importante para a va-
lidacao do codigo gerado. O sistema de templates da linguagem C++ é um exemplo de
implementagao desse tipo de mecanismo: apesar de inicialmente nao ter sido concebido
com esse intuito, esse sistema pode ser usado para a implementacao de algoritmos arbi-
trariamente complexos através do uso de técnicas de template metaprogrammaing. Porém
essa é uma tarefa complexa, pouco intuitiva, e propensa a erros.

Sistemas de macro sintéticos, popularizados por linguagens da familia Lisp (como
Scheme, Racket, Common Lisp, etc.), sdo outro exemplo de aplicagdo da execucao de
codigo em tempo de compilagao. Esses sistemas permitem a defini¢ao de fungoes (chama-
das macro transfomers) capazes de modificar algoritmicamente a arvore sintatica de um
programa. Macros sintaticos podem ser usados para aumentar a expressividade de uma
linguagem ao permitir sua extensao através da definicao de novas construgoes sintaticas.
Embora esses sistemas também possam ser usados de forma mais abrangente (CHANG;
KNAUTH; GREENMAN), 2017), a adoc¢ao de uma estratégia de execugao em fases limita
sua praticidade como ferramenta de execucao de cdédigo em tempo de compilacao devido
as restrigoes impostas sobre o compartilhamento de defini¢oes entre as fases de expansao
de macros e de runtime do programa (KOHLBECKER et al., 1986; FLATT; PLT, 2024).

Apesar de serem ferramentas poderosas, esses sistemas compartilham de uma mesma
limitagao: embora a execucao de codigo em tempo de compilagao seja possivel, essa tarefa
requer um processo manual onde, no minimo, o programador é obrigado a comunicar ao
compilador quais partes do programa devem ser executadas estaticamente e quais nao.

Nesse trabalho estamos interessados em estudar formas de se realizar essa distingao
de forma automatica; em outras palavras, queremos explorar métodos através dos quais
podemos determinar, sem a necessidade de interagao do usuério, quais partes do programa

podem ser pré-computadas (i.e. s@o estaticas) e quais nao podem (i.e. sdo dinamicas).



A partir dessa classificagao, se torna possivel avaliar (parcialmente) as expressoes de um
programa em tempo de compilagao. Entretanto, como veremos, para que esse processo
de avaliacao parcial seja computéavel ele deve ser realizado de forma aproximada. Isso
significa que nem sempre é possivel detectar e pré-computar todas as expressoes estaticas
de um programa, mesmo quando na pratica (isto ¢, em runtime) o seu resultado seja
sempre o mesmo.

No contexto da otimizacao automéatica de programas, em particular quando falamos
de compiladores, uma técnica comumente usada para essa tarefa consiste em realizar uma
analise de data-flow do cédigo do programa. Tradicionalmente, essa estratégia consiste
em construir um grafo representando o fluxo de controle do programa analisado, a partir
do qual se torna possivel determinar como valores (ou, em geral, o estado de execugao do
programa como um todo) é modificado e se propaga ao longo da sua execugao. Porém,
a construcao desse grafo requer conhecimento sobre o fluxo de controle do programa,
o que pode ser dificil de se obter. Em particular, essa analise de fluxo de controle é
uma tarefa bastante complexa para programas escritos no paradigma de programacao
funcional, principalmente quando comparado a mesma analise para linguagens imperativas
(SHIVERS, 1991).

Neste trabalho, escolhemos explorar estratégias de avaliacao parcial para uma lingua-
gem funcional simples baseada no célculo lambda. Desta forma, optamos adotar técnicas
mais favoraveis a formalizacao da propagagao de constantes nesse contexto; em particular,
enquadramos o método utilizado como uma anélise estéatica e rascunhamos uma prova da
sua corretude como uma interpretacao abstrata dessa linguagem. Conforme exploramos a
construcao desta analise, ao longo do trabalho também introduzimos o embasamento ted-
rico necessario para a formalizacao das técnicas utilizadas, desde principios bésicos como
os fundamentos da programacao funcional e da teoria da computacao, a formalizacao da
seméantica de programas, e por fim a analise estatica através da interpretacao abstrata.

No Capitulo 2 exploramos a relagao entre a programacao funcional e o calculo lambda
e, ao fim deste capitulo, apresentamos uma linguagem funcional simples que sera usada
de exemplo ao longo do trabalho (Segao 2.4). Depois, no Capitulo 3, introduzimos as no-
¢oes basicas da teoria de dominios e semantica denotacional que serao necessarias para a
formalizacao da anélise de propagacao de constantes. Nesse mesmo capitulo também des-
crevemos a seméantica da linguagem apresentada anteriormente (Segao 3.4). O Capitulo 4
introduz os conceitos bésicos da interpretagao abstrata (do inglés abstract interpretation)
que usaremos de base para a construcao desta analise. No Capitulo 5, apresentamos

estratégias de aproximagao que devem ser adotadas para tornar essa anélise computéavel.
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2 PROGRAMACAO FUNCIONAL

O paradigma de programacao funcional é caracterizado pela construcao de programas
através da defini¢do, composicao, e aplicagao de fungoes. Em contraste ao paradigma
imperativo onde o comportamento de um programa é descrito através de sequéncias de
comandos que, quando executados, podem alterar o estado do programa, no paradigma
funcional programas sao descritos de forma declarativa através de equagoes matematicas.

Embora o emprego de uma mistura desses paradigmas seja possivel através de uso de
linguagens multi-paradigma, quando adotamos uma abordagem exclusivamente funcional
buscamos construir programas apenas através do uso de fungoes puras. O adjetivo “pura’,
nesse caso, se refere a auséncia de efeitos colaterais como a mutacao de variaveis, a exe-
cugao de operagoes de I/0, etc. Nesse regime, o resultado de chamadas de fun¢ao f(x)
depende tnica e exclusivamente do valor do argumento x, ao contrario do que acontece no
paradigma imperativo onde o valor de retorno de uma rotina pode interagir com e/ou de-
pender do estado global do programa de formas inesperadas. Chamamos essa propriedade
das fungoes no paradigma funcional puro de transparéncia referencial.

A auséncia de efeitos colaterais e a transparéncia referencial das fungoes puras tem
consequéncias fundamentais para a analise estatica de programas escritos nesse paradigma.
Em particular, a presenca dessas caracteristicas permite a aplicagao de otimizagdes de
co6digo mais agressivas que seriam impossiveis na sua auséncia, como a eliminacao de
subexpressao comum e a memoizagao (caching) de chamadas de fun¢ao (APPEL, 1997).

Além do uso de funcbes puras, uma das caracteristicas mais destacantes de progra-
mas escritos no paradigma de programacao funcional é a aplicacao extensiva de fungoes
recursivas, assim como o uso de fungoes de alta ordem (isto é, fungdes que recebem ou
retornam outras fungoes). A defini¢ao deste tipo de fungao se torna possivel devido ao
fato que, nessas linguagens, fungoes sao tratadas como “cidadao de primeira classe”, o que
significa que podem ser manipuladas, armazenadas, etc. assim como qualquer outro valor.

Nesse capitulo vamos explorar os fundamentos tedricos da programacao funcional atra-
vés do calculo lambda (Segoes 2.1 e 2.2), em particular veremos como a recursao ¢ mode-
lada por meio desse sistema (Segao 2.3). Ao final do capitulo, relacionamos essa teoria a
linguagens de programacao de maneira mais concreta através da descrigao de uma lingua-
gem funcional simples baseada no célculo lambda, que sera usada como exemplo prético

ao longo desse trabalho (Segao 2.4).

2.1 O CALCULO LAMBDA

O calculo lambda é um sistema formal inicialmente concebido por Alonzo Church na
década de 1930 (CARDONE; HINDLEY, 2006 apud CHURCH, 1932) como parte de um
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esforco em desenvolver uma fundacao alternativa para a logica matematica. A descoberta
de inconsisténcias no sistema original levaram Church a trabalhar em uma revisao desse
sistema (CARDONE; HINDLEY, 2006 apud CHURCH, 1933), dando origem ao que
chamamos hoje do cdlculo lambda nao tipado (ao qual nos referimos simplesmente como
“o calculo lambda” nesse trabalho).

Apesar de inicialmente nao ter encontrado muitas aplicagoes fora do ramo da logica
matematica, esse sistema acabou obtendo grande sucesso como um modelo computacional,
servindo como base teoérica para o desenvolvimento e estudo das linguagens de progra-
macao funcional. O calculo lambda formaliza a nogao de computabilidade, sendo equiva-
lente nesse quesito ao modelo das méaquinas de Turing (TURING, 1936; TURING, 1937).

Nota. Na busca de um sistema consistente, Church também desenvolveu uma versao
do sistema com tipos, hoje conhecido como o cdlculo lambda (simplesmente) tipado. A
introducao de tipos ao calculo lambda garantiu sua consisténcia como um sistema logico,
porém o tornou mais fraco em relacdo & versao nao tipada do sistema. Essa versao
“simples” do calculo tipado foi desenvolvida por outros autores ao longo dos anos, dando
origem a uma familia diversa de calculos. Of(s) célculo(s) lambda tipado(s) servem de
base tedrica para as linguagens de programacao funcional estaticamente tipadas, sendo

também relacionados aos sistemas logicos construtivistas através do isomorfismo de Curry-

Howard (HOWARD, 1980).

2.1.1 Gramatica

Formalmente, o calculo lambda ¢é caracterizado através de uma gramatica de termos e
um conjunto de transformacoes sintaticas entre esses termos. Nesse trabalho adotamos a
notagao convencional de usar letras maiasculas (e.g. M, N, etc.) para representar termos
arbitrarios dessa linguagem. Assim, exceto quando indicado ao contrario, assume-se que
M, N, ... € Term.

A gramatica do calculo lambda é composta por wvaridveis: e.g., x,y, z, ... € Var;
abstracoes lambda: expressoes da forma (Az. M) representando fung¢oes anoénimas de um
argumento; e aplicagoes: expressoes da forma (M N) representando a aplicagao de uma

funcao M em um argumento N:
Term :==x | (Ax. M) | (M N)

Nota. Por questao de legibilidade, adotamos convengoes sintaticas bem estabelecidas para
o célculo lambda na literatura, i.e., a omissao de parénteses externos: M N = (M N);
aplicagoes associam a esquerda: M N P = ((M N) P); o corpo de abstragoes lambda

estende o maximo possivel a direita: \x. M N = Az. (M N), etc.
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E importante notar que, ao contrario do que acontece com a maioria das linguagens de
programacao!, a gramaética do célculo lambda admite expressoes contendo variaveis livres:
dizemos que uma variavel x esta ligada & uma abstragao (Az. M) quando pertence ao seu
escopo M caso contrario, dizemos que x esté livre. Escrevemos FV (M) para denotar o
conjunto das variaveis livres de um termo M e dizemos que M é um termo fechado quando
nao possui variaveis livres, isto é, quando FV (M) = (). Nesse caso, também é comum se

referir a esse termo como um combinador.

2.1.2 Redugoes e equivaléncia

No calculo lambda, termos sao relacionados entre si através de reducoes: transforma-
¢oOes sintaticas que preservam alguma nocao de equivaléncia entre termos. A conversao-a,
por exemplo, formaliza a nocao de renomeac¢ao de varidveis: informalmente, essa regra
diz que dois termos M e N sao a-equivalentes, escrito M =, N, quando um pode ser
obtido a partir do outro com uma (ou mais) troca de variaveis ligadas.

A nogao de “execugao” no calculo lambda é capturada de forma similar: a reducao-g3
descreve como um termo da forma ((Ax. M) N) pode ser reduzido através da substituigao
da variavel z por N no corpo da fungao, i.e., o termo ((Az. M) N) reduz para M[N/z],
escrito

(Ax. M) N) —5 M[N/x]

Aqui a notagao M[N/x] é usada para representar o termo resultante da substituigao da
variavel x por N no termo M, incluindo a renomeagao de varidveis conforme necessario
para evitar a captura acidental de variaveis livres.

Chamamos um termo dessa forma de expressao redutivel, abreviado como redex (do
inglés reducible expression). A redugao-f de um termo, na interpreta¢do computacional
do célculo lambda, pode ser vista como a execugdo de uma operagao elementar (como,
por exemplo, a execugdo de uma instru¢ao de maquina).

A reducgao-f também induz uma noc¢ao de equivaléncia entre termos, chamada de
[-equivaléncia: intuitivamente, dizemos que dois termos M e N sao [-equivalentes, es-
crito M =3 N, quando reduzem para um mesmo termo (potencialmente apés multiplos
passos). Escrevemos M = N quando M e N sao a-, -, ou uma combinacao das duas
equivaléncias. Por pequeno abuso de notacao, também escrevemos M = N quando M e

N sao extensionalmente equivalentes, isto é, quando (M P) = (N P) para todo P € Term.

2.1.3 Forma normal

A nocao de “valor” no calculo lambda também segue da reducgao-(3: se enxergamos

uma expressao redutivel como uma computagao pendente, entao um termo que nao possui

1 Dizemos que uma linguagem com essa caracteristica adota o escopo estdtico (ou léxico) para variaveis;

caso contrario dizemos que a linguagem comporta varidveis com escopo dindmico.
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expressoes redutiveis pode ser visto como o valor final ou resultado de alguma computacao.
Formalmente, quando um termo nao possui expressoes redutiveis dizemos que ele esta em
forma normal.

E possivel, porém, que um termo possua mais de uma expressio redutivel: nesse
caso, nao ha uma ordem deterministica para sua reducao. Entretanto, o teorema de
Church—Rosser (CHURCH; ROSSER, 1936) garante que a -reducao é confluente, isto é,
que independente da sequéncia de redugoes adotada para reduzir um termo & sua forma
normal, ela é tinica. Note que isso nao significa que todo termo necessariamente tem uma

forma normal: o termo €2 definido abaixo, por exemplo, nunca reduz a uma forma normal:

Q= Az.zz) M.z o) (2.1)

2.1.4 Estratégias de reducao

Para que o processo de f-reducao se dé de maneira algoritmica, é necessario adotar
alguma estratégia de reducgao. Estratégias comuns sao a call-by-value, onde o argumento
N de uma aplicagao (M N) é sempre reduzido antes da sua substitui¢do em M; e call-by-
name, onde a redugao do argumento N s6 ocorre (caso necesario) apods essa substituigao.
A estratégia call-by-value corresponde & semantica de avaliagao estrita de linguagens como
Scheme, ML, etc., enquanto que a estratégia call-by-name é relacionada a seméntica de
avaliacao “lazy” de linguagens como Haskell.

Nem toda estratégia de redugao é garantida de reduzir um termo a sua forma normal,
mesmo que ela exista (SESTOFT, 2002). Dessa forma, a escolha de estratégia de redugao

de uma linguagem tem consequéncias importantes para sua seméantica.

2.2 CODIFICACAO DE DADOS

Na se¢ao anterior descrevemos uma versao minimalista do calculo lambda, conhecida
como o céalculo lambda puro, pois trata tnica e exclusivamente de varidveis, fungoes, e da
aplicacao de fungoes. Esse sistema nao inclui tipos de dados basicos que se espera de uma
linguagem de programagao real como ntimeros, booleanos, etc., ou mesmo estruturas de
dados simples como tuplas, listas, etc..

Quando o célculo lambda ¢é aplicado & modelagem de linguagens de programacao de
forma mais prética, € comum estender essa versao pura do sistema com a introducao de
constantes representando esses tipos de dados, assim como a inclusao de operagoes primi-
tivas como a soma, subtracao, multiplicacao, etc., tornando o tratamento de expressoes
envolvendo essas operagoes mais natural. Embora essa versao “aplicada” do célculo seja
mais conveniente para para a modelagem de linguagens de programacao reais, os dois
sistemas sao na verdade computacionalmente equivalentes pois a representacao desses

objetos também é possivel no céalculo lambda puro através de codificagoes.



14

2.2.1 Numerais de Church

Vejamos, por exemplo, o caso dos niimeros naturais: desejamos encontrar uma sequén-
cia de termos 0, 1, ..., n, ... para representar o conjunto dos niimeros naturais de forma
que seja possivel definir as operacoes de soma, subtracao, multiplicacao, etc. através de
combinadores, e.g., (add m n) = m +n, (mul m n) = m X n, etc.

Uma solugao ¢ dada por Church através dos eponimos numerais de Church (77): nessa
codificagao, os termos {c,} sdo definidos indutivamente através de um combinador succ
que produz o sucessor de um numeral ¢, qualquer, isto é, c¢,41 = (succ ¢,). Desta forma

se torna necessario definir apenas os termos cq e succ para obter essa sequéncia completa:

co=Af . x
succ = An. Af. Az, f (n f x)

A partir dessa codificagao podemos definir as operagoes aritméticas entre os niimeros

naturais dentro do calculo lambda. Alguns exemplos relevantes sao:

add = dm. An. A\f. Ae.m f (n f x)
mul = Am. \n. A\f. dx.m (n f) z

E importante notar que uma escolha de codificacdo é, de certa forma, apenas uma
questao de convencao. No caso dos niimeros naturais, por exemplo, existem outras co-
dificagoes possiveis como a codificacdo de Scott (SCOTT, 1963). Na verdade, qualquer
escolha de termos {n } seria apropriada desde que fosse possivel definir as operagoes de
soma, subtracao, multiplicacao, etc. de maneira que as propriedades de interesse dessas

operagoes (e.g., associatividade, comutatividade, distributividade, etc.) fossem mantidas.

2.2.2 Algebra booleana

Outro exemplo notével é a codificacdo dos valores booleanos B = {tt, ff}. Tradicional-

mente, esses valores sao codificados no calculo lambda através dos termos:

T=Mx. \y. x
F=Mx. \y.y

Essa codificacao é conveniente pois torna a implementacao da élgebra booleana como
um todo bastante simples. Em particular, a implementacao de expressoes condicionais da

forma (if B M N) pode ser trivialmente definida através do combinador:

if=Xx. \y. \z.zcyz=Ar.x
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Outros exemplos de combinadores usando valores booleanos incluem:

not = \x. \y. A\z.x z y (2.2)
and = \z. \y.if z y F (2.3)
or=Xr. \y.if e Ty (2.4)

IsZero = An.n (A\z. T) F

2.2.3 Outros dados

Estratégias similares podem ser usadas para codificar outros tipos de dados como

numeros inteiros, racionais, tuplas, listas, etc.; porém estao fora do escopo deste trabalho.

2.3 RECURSAO NO CALCULO LAMBDA

A recursao é um mecanismo essencial no paradigma de programacao funcional pois,
na auséncia de fungoes recursivas, uma linguagem puramente funcional nao seria sequer
Turing-completa. Em teoria o célculo lambda serve de modelo para essa classe de lingua-
gens, porém em um primeiro momento nao é 6bvio como a defini¢ao de fungoes recursivas
pode ser feita através das primitivas do céalculo.

Tipicamente, a definicao de fungoes em linguagens sem suporte & expressoes lambda,
como C, é feita através de uma declaracao (statement). Dessa forma, a defini¢ao de uma
funcao esté sempre acompanhada por um identificador representando o nome da funcao
(isso reflete o fato de que, em baixo nivel, toda rotina esté associada a um enderego estatico
em memoria, i.e., seu ponto de entrada). Isso torna possivel escrever defini¢oes recursivas
de maneira direta através do uso de autorreferéncias; veja, por exemplo, a definicao da
fungao fatorial na linguagem C abaixo:

unsigned fac(unsigned n) {

return (n == 0) ? 1 : n *x fac(n - 1);

b

Em contraste, a definigao de fungoes no célculo lambda é feita através de expres-
soes lambda. Como as expressoes lambda representam func¢oes anoénimas, nao podemos

recorrer a autorreferéncia da mesma forma que no exemplo anterior. Observe:
fac = An. if (IsZero n) 1 (mul n (fac (sub n 1))) (2.5)

Note que a equacao acima nao serve como uma definicao da funcao fatorial pois o termo
a direta da igualdade, quando considerado de forma isolada, nao é fechado: a variavel
fac (que deveria estar ligada & definicio da funcdo fatorial) esta livre! E possivel, porém,

reescrever essa equagao da seguinte maneira:

fac = F fac, (2.6)
onde F'= Af. An.if (IsZeron) 1 (mul n (f (subn 1)))
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Note que o combinador F' acima nao é autorreferencial, embora a equagao como um todo
ainda seja recursiva. Desta forma a solucao da equacao se torna um ponto fizo de F', que

pode ser encontrado através de um combinador de ponto fixo.

2.3.1 Combinadores de ponto fixo

Definicao 2.3.1. Dizemos que um termo fix é um combinador de ponto fixo quando,

para qualquer termo F, fix € tal que
F (fix F) = fix F (2.7)

Pode nao ser 6bvio que tal termo exista, mas de fato existem diversas solugoes que
satisfazem essa equagdo (BARENDREGT, 1984, p. 42). O exemplo classico é dado por

Curry e Feys (1958) através do seu “combinador paradoxal” Y, que pode ser definido como

Y=M. (Ax. f(zxx)) Az f(xx)) (2.8)
Proposigao 2.3.2. Y é um combinador de ponto fizo.

Como a equagao (2.7) é valida para qualquer termo F, a existéncia de combinadores

de ponto fixo como o combinador Y nos leva ao seguinte resultado:
Teorema 2.3.3 (Ponto fixo). Todo termo tem um ponto fizo.

Em geral, dada uma equagao recursiva como (2.5), sempre podemos aplicar uma trans-
formagcao similar a usada acima de maneira que a solugao é dada por um ponto fixo: se
g pode ser descrita recursivamente como g = M, entao g = fix G onde G = Af. M|[f/g].
Dessa forma se torna possivel escrever qualquer fun¢do (numeérica) recursiva através da
linguagem do calculo lambda. No caso de fungoes mutuamente recursivas, estratégias

similares podem ser usadas (BARENDREGT, 1984, Teorema 6.5.2).

2.4 UMA LINGUAGEM DE PROGRAMACAO FUNCIONAL

A Figura 1 descreve a gramatica de uma linguagem funcional que usaremos como
exemplo pratico ao longo deste trabalho. Essa linguagem é uma extensao do célculo
lambda e portanto inclui todas as primitivas desse sistema: x € Var, (Ey E4), e (\x. E).

Introduzimos constantes a linguagem através do conjunto Const que contém literais
representando os numeros naturais: n € Const, para todo n € N; além dos valores
booleanos {tt,ff} € Const. Por abuso de notagao, escrevemos k no lugar de k quando
a distingao entre os dois for clara. O conjunto Primop contém simbolos representando
operacgoes primitivas entre essas constantes, como a adicao, subtracao, multiplicacao, etc.
Por questao de legibilidade, também usamos a notagao infixa para a aplicagao dessas

operagoes binarias quando o significado da expressao é claro (e.g., (1 +2) = (add 1 2)).
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Assim como no célculo lambda, vamos restringir a linguagem a fungoes de uma variavel
por questao de simplicidade; porém, como é bem conhecido, nao ha perda de expressivi-
dade nessa restri¢ao pois podemos converter func¢oes de mais de um argumento em fungoes
de um tnico argumento (e vice-versa) através de currying (e uncurrying, respectivamente)
(SCHONFINKEL, 1924).

Adotamos a estratégia de reducao call-by-value para a linguagem. Desta forma, a
avaliacao de uma expressao sempre avalia todas as suas subexpressoes, exceto durante a
avaliac@o de expressoes condicionais (if £y F1 Es): nesse caso, o resultado da expressao de
teste Fy determina qual dentre as expressoes F; ou FE5 é avaliada, conferindo o resultado
da expressao condicional como um todo.

A expressao (rec x. E') faz o papel do combinador de ponto fixo na linguagem: o
resultado de uma expressao (rec z. F) é definido como o ponto fixo da expressao E[ - /z].
Também introduzimos expressoes da forma (let x = Fy in E}) como agucar sintatico para
((A\x. EY) Ep) por questao de conveniéncia/legibilidade do codigo.

A escolha dessa linguagem tem o intuito de ser simples, porém representativa de uma
linguagem de programacao funcional tipica. Isso é possivel pois, como baseamos essa lin-
guagem no calculo lambda, ela compartilha do mesmo ntucleo funcional de outras lingua-
gens mais complexas. Essa similaridade pode ser observada, por exemplo, na gramatica
das expressoes primitivas da linguagem Scheme (Figura 2), que serviram de inspiragao
para a nossa linguagem. Também podemos ver essa semelhanca com a linguagem Haskell
ao examinar a representagao intermediaria usada para a linguagem durante o processo de
compilacdo (Codigo 1). E possivel notar que, apesar de pequenas diferencas relaciona-
das & anotagao de tipos, a presenga/auséncia de primitivas de pattern matching, etc., o

“coracao”’ dessas linguagens ainda é bastante similar.

Figura 1 — Gramatica da linguagem

E € Expr ==z (€ Var)
k (€ Const)
o (€ Primop)
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Figura 2 — Sintaxe das expressoes primitivas de Scheme (ABELSON et al., 1998)

E € Expr == 1 (Variaveis)
| K (Constantes)
| (Ey E™)

| (lambda (I") E* Ejy)

| (lambda (I* . 1) E* Ey)
| (lambda I E* Ej)

| (if Ey E; E»)

| (if Ey Ey)

| (set! I E)

Codigo 1 — Definigao simplificada do GHC Core (The GHC Team, 2024)

data Program = |[Expr|

data Expr
= Var 1Id

| Lit Literal

| App Expr Expr

| Lam Var Expr

| Let Bind Expr

| Case Expr Var Type [Alt]

|

|

Cast Expr Coercion

Type Type
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3 INTERPRETACAO DE UM PROGRAMA

Formalizar uma nogao de corretude de uma analise é importante para estabelecer certas
garantias a respeito do seu resultado. Se esta andlise é usada, por exemplo, como base
para a otimizacao de um programa, é importante saber que as transformacoes aplicadas
a partir do resultado da analise nao alteram o comportamento esperado desse programa.

Portanto s6 é possivel estabelecer essa nogao de corretude em relagao a uma especi-
ficagao do que, exatamente, se considera o “comportamento esperado” de um programa.
No caso do célculo lambda, por exemplo, isso poderia ser feito ao comparar o algoritmo
de anélise ao processo de redugao-3 de termos; porém essa estratégia nao seria ideal pois
ficaria muito atrelada aos detalhes sintdticos desse processo.

Como nosso foco estd no resultado de uma expressao, esses detalhes “operacionais”
se tornam menos importantes. Por conta disso usaremos o formalismo da semdntica
denotacional para essa tarefa, que modela a interpretacao de uma linguagem de maneira
mais abstrata. Por outro lado, se o foco da nossa analise estivesse em propriedades mais
concretas de um programa como seu tempo de execucao, uso de memoria, etc. talvez uma
outra formalizacao fosse mais apropriada.

Anteriormente, na Segao 2.2, exploramos brevemente como certos termos no calculo
lambda podem ser interpretados como representagoes de objetos matematicos, e.g., ¢, é
o numeral de Church que denota o ntimero n € N, T = Azy. x denota o valor verdadeiro,
etc. Nesse capitulo examinamos como essa noc¢ao da “denotacao” de uma expressao pode
ser generalizada quando consideramos termos arbitrarios do calculo.

Na Secao 3.1 descrevemos os desafios de se atribuir uma interpretacao matematica para
os termos do calculo lambda e, por extensao, para expressoes de um programa escrito no
paradigma funcional. Na Secao 3.2 desenvolvemos as ferramentas necessérias para realizar
essa tarefa e, através dessas ferramentas, construimos um modelo seméantico do célculo
lambda (Secao 3.3). Por fim, na Secao 3.4, descrevemos como as mesmas técnicas podem
ser usadas para formalizar a seméantica de uma linguagem de programacao funcional e

fornecemos uma interpretacao para a linguagem descrita na Secao 2.4.

3.1 SEMANTICA DENOTACIONAL

A seméantica denotacional busca formalizar a interpretacao das expressoes de uma
linguagem de programacgao como elementos de um conjunto D, dito o dominio semantico.
Escrevemos [E] = d para dizer que a expressao E denota o valor d, isto é, que [E] = d
é a denotagao de F. Dada uma linguagem L e um dominio D, dizemos que [-] : L — D é

uma fung¢ao semantica (ou interpreta¢ao) dessa linguagem. Em geral, queremos que essa
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funcao seja definida de maneira composicional, ou seja, que a denotagao de uma expressao

[E] seja determinada a partir da denotacao das suas subexpressoes.

3.1.1 Valores indefinidos

Intuitivamente, faz sentido que o dominio seméantico de uma interpretacao deve, no
minimo, incluir denotacoes para as constantes de interesse: se queremos, por exemplo,
interpretar os numerais de Church cg, ¢y, ..., ¢y, ... como numeros naturais, entao D
deve conter N, isto é, N C D. De forma similar, se queremos atribuir significado a termos
como T (verdadeiro) e F (falso), entdo D deve conter B, isto é, B C D.

Além disso, D também deve incluir denotagoes para fungoes entre esses valores basicos:
se, por exemplo, estamos interessado em interpretar termos como proposicoes logicas,
entao faria sentido imaginar que o dominio seméntico deve conter as fungoes B — B para
denotar termos como “not” (2.2); fungoes B — (B — B) para termos como “and” e “or”
(2.3, 2.4); e assim por diante.

Porém, apesar de intuitiva, essa interpretagao dos termos ‘“not”, “and”, “or”; etc. nao é
apropriada a luz de definigoes recursivas. Considere, por exemplo, o termo X = (Y not),
onde Y é o combinador de ponto fixo definido em (2.8). Nesse caso, se [not] realmente é
uma fungdo B — B, entdo (not X') deveria denotar um valor booleano, isto é, [not X] € B.
Exceto que, de acordo com a equagao (2.7), X = not X, o que é uma contradi¢do! Ou
seja, [not X] ¢ B, e portanto a denotagao de [not] nao pode ser uma fun¢ao B — B. Além
disso também precisamos atribuir um significado a termos como {2, definido na equacao
(2.1), que nao reduzem a uma forma normal.

Para isso introduzimos um valor especial L, chamado bottom, que é usado para denotar
expressoes com valor indefinido. Assim, podemos dizer que [Y not] = L, [Q] = L, etc.
Na interpretagao de programas reais, esse valor também pode ser usado para denotar
erros (e.g., divisao por zero), em caso de loop infinito, etc. (em geral, [EF] = L quando
a execucao de F diverge de alguma forma). Dado um conjunto V', convencionalmente

escrevemos V| para V U{L}.

3.1.2 Auto-aplicacao

Dessa forma, parece que além dos valores basicos (e fungoes entre esses valores) o
dominio semantico D também deve conter L. Nesse caso, como [X] = [not X] = L,
talvez fizesse sentido dizer que a denotagao de “not” é, na verdade, uma funcao B, — B, .
De fato, em um sistema (ou linguagem) com tipos essa interpretacao estaria correta.
Porém, no calculo lambda a aplicacao de fungoes como “not” nao esta restrita apenas a
valores booleanos: nada impede, por exemplo, que se escreva o termo (not 10) aplicando
a fungao “not” a um namero natural, ou até mesmo o termo (not not) que aplica a fungao

“not” a si mesmal



21

Como, de forma geral, termos podem ser aplicados a termos de maneira arbitraria,
parece que também precisamos que o dominio D contenha todas as fungoes D — D
(simbolicamente escrito D C D, onde DP denota o conjunto das fungoes D — D).
Porém, devido ao Teorema de Cantor, isso nao é possivel para uma escolha nao trivial
de D (isto ¢, quando |D| > 1), pois nesse caso |D| < |2P| < |DP|. Em outras palavras,
a cardinalidade de D é estritamente maior que a de D, assim D” ¢ D. Dessa forma,
precisamos tomar D como algum subconjunto das fungoes D — D. Como veremos mais

a frente, uma escolha apropriada para esse subconjunto sao as fungoes Scott-continuas.

3.2 TEORIA DE DOMINIOS

Nessa secao definimos os conceitos basicos da teoria de dominios necesséarios para con-
textualizar o resto deste trabalho. Em particular, as no¢oes de supremo, completude,
e continuidade sao definidas no contexto de ordens parciais. Sempre que possivel, essas
defini¢oes sao acompanhadas de exemplos praticos motivando suas aplicagoes para a ana-

lise de programas. Para uma exposigao mais completa sobre o tema, veja Winskel (1993).

3.2.1 Conjuntos parcialmente ordenados

Definig¢ao 3.2.1 (Conjunto parcialmente ordenado). Dizemos que P é um conjunto par-
cialmente ordenado (poset) quando estd associado a uma relagao de ordem parcial C.

Dizemos que uma relagao T € uma relagao de ordem parcial quando é
1. reflexiva: para todo p € P, p C p;
2. antissimétrica: para todos p,p' € P, se p T p' e p#p/, entdo p' £ p;
3. transitiva: para todos p,p’,p” € P, sep T p' ep' T p”, entao p C p”.
Nesse caso € comum usar a notagao (P, C) para se referir a essa estrutura como um todo.

Dizemos que P é parcialmente ordenado pois podem existir elementos p,p’ € P que
sejam incompardveis entre si, isto é, p £ p’ e p’ £ p. Caso nado existam tais p,p’ € P,

(P,C) é dito um conjunto totalmente ordenado.

Ezxzemplo. O conjunto dos intervalos da forma [a,b] = {z € Z | a < x < b} para a,b € Z,
a < b, forma um poset quando ordenado por inclusao, isto é, [a,b] C [a/,V] sse. ¢’ < ae
b < V. Esse conjunto nao € totalmente ordenado pois existem intervalos incomparéaveis

entre si, por exemplo: [1,3] e [2,4] s@o incomparaveis pois [1,3] € [2,4] e [2,4] £ [1,3].

Definigao 3.2.2 (Supremo). Dado X C P, um subconjunto de um poset (P,C), dizemos
que um elemento p € P € limitante superior de X quando x C p para todo x € X. Além

disso chamamos p de supremo de X quando € o menor limitante superior de X, isto €,
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quando p T p' para todo p' € P, p' limitante superior de X. O supremo de X pode nao

existir; porém, caso exista, ele € inico: nesse caso escrevemos | | X para o supremo de X.

Definicao 3.2.3 (Cadeia). Um subconjunto X C P de um poset (P,C) € chamado de
cadeia quando € totalmente ordenado, isto €, quando x C x’ ou x’ C x para todos z,x" € X.
Em particular, qualquer sequéncia crescente xg Cx1 C ... Cz, C ... em P é uma cadeia

pois, para quaisquer m,n € N, temos que x,, C x, sempre que m < n.

Ezxzemplo. O C {1} C {1,2} C ... é um cadeia em @(N). O supremo dessa cadeia é N.

3.2.2 Dominios

Definig¢ao 3.2.4 (Dominio). Dizemos que um poset (D,C) é completo para cadeias (cpo)
quando toda cadeta X C D tem um supremo. Em particular, isso implica a existéncia de
um elemento L = | |0, dito o menor elemento de D, onde L € tal que 1. T d para todo

d € D. Nesse caso (D,C) também € chamado de dominio.

No contexto da seméntica denotacional, onde o dominio (D, C) representa o dominio
semdntico, estamos interessados na interpretacao da relacao C como uma espécie de or-
denacao por aprorimacao: isto é, se d e d' sao denotacgoes, entdo interpretamos d C d’

como indicagao de que d’ é uma denotagao mais informativa (ou mais definida) do que d.

Ezxzemplo. Em geral, dado um conjunto S qualquer, temos que S; = SU{L} é um
dominio quando ordenado de forma que, para todos d,d € S|, d C d' sse. d = L ou
d = d'. Note que essa ordenacao é distinta de qualquer ordenagao preexistente em S: se
tomamos S = N, por exemplo, entao n [Z m sempre que n # m, mesmo quando n < m)!

Intuitivamente, se interpretamos n = m como “m é mais informativo que n”, entao
faz sentido que n # m sejam incomparéveis pois representam informagoes incompativeis
entre si; por outro lado, 1. C n pois L representa um valor indefinido. Podemos ilustrar

essa ordenacao através de um diagrama de Hasse:
o :
I

Neste tipo de diagrama, a presenga de uma aresta entre dois elementos d e d’ (onde d estéa

localizado abaixo de d’ no diagrama) indica que d C d'.

Ezxzemplo. O conjunto das partes (também chamado powerset) de um S qualquer, dado
por p(S) = {X | X € S}, forma um dominio (p(S), <) quando ordenado por inclusao.
O menor elemento de p(S) é o conjunto vazio ) = [J? e o maior elemento é o proprio S.

O diagrama na Figura 3 ilustra a ordenagao desse dominio para o caso em que S = N.
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Figura 3 — Diagrama de Hasse para o dominio (p(N), C)

ho 8¢ Aowf Arwb ...

| > >}

ho ¢ hie <+ hnbk .o

\\QI,//

Ezxzemplo. Se (D1,C;) e (D2, Cy) sdo dominios, entao seu produto cartesiano
Dl X DQ = {(dl,d2> ‘ dl € Dl, d2 S DQ}

também é um dominio quando ordenamos as tuplas (d;,ds) de acordo com a ordem de
produtos, isto é, quando (dy,dy) T (dy,dy) sse. dy Ty d} e dy Ty d,. Em geral, se
(D1,C4), (D, Cy), ..., (D,,C,) sao dominios, entao Dy X Dy X -+ x D,, também é um
dominio quando ordenado de forma analoga.

O produto cartesiano de dominios pode ser usado na modelagem de valores compostos

como estruturas de dados, tuplas, etc.

3.2.3 Funcoes Scott-continuas

Definicao 3.2.5 (Func¢ao monétona). Dados dois posets (P,Cp) e (Q,Cq), dizemos que

uma funcao f: P — @ € monbdtona quando, para todos p,p’ € P, temos que

pCrp = f(p) Eq f(¥).

Defini¢ao 3.2.6 (Funcao Scott-continua). Dados dois posets P e Q, dizemos que uma
fung¢ao mondtona f : P — () € Scott-continua quando, para toda cadeia X C P com

supremo em P, temos que
FLx) = {f@) |2 e X}
Escrevemos [P — Q] para denotar o conjunto das fungéoes Scott-continuas de P para Q.

Proposicao 3.2.7. Se (P,Cp) e (Q,Cqg) sio dominios, entio [P — Q] também ¢é
um dominio dada a ordenacgao de fungoes ponto-a-ponto, isto €, quando para quaisquer
f, f € [P — Q] temos que

fCf < VYpeP, fp)CTq f(p).

E facil mostrar que nesse caso o menor elemento L € tal que 1(p) = Lg para todo p € P.
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Teorema 3.2.8 (Teorema do Ponto Fixo de Kleene). Se (D, C) é um poset completo para
cadetas (i.e., um dominio) e f € [D — D] uma fungao Scott-continua, entao f tem um
ponto fizo d = f(d) em D. Nesse caso € possivel obter o menor ponto fixo de f, escrito
Ifp f, como o supremo da cadeia L T f(L) T f(f(L)) C ... C f*(L) C ..., isto ¢,

ip f = J{f" (L)}
3.3 SEMANTICA DO CALCULO LAMBDA

No célculo lambda, a denotagao de um termo fechado E é sempre fixa [E] = k € D,
independente do contexto em que ele aparece. Porém isso nao é verdade na presenca de
variaveis livres; nesse caso, o significado de um termo é contextual. Por exemplo: o termo
(add x 3), quando considerado isoladamente, nao tem uma denota¢ao numérica clara.
Porém, no contexto da expressao ((Az.add z 3) 10), o mesmo termo denota o valor 13.
Assim, no caso geral, se torna necessério fornecer uma atribuicao de valores para que seja
possivel determinar a denotacao de uma expressao de forma inequivoca. Quando usada
na interpretagao de uma expressao E, uma atribuicao p associa um valor p(x) € D a cada

variavel livre x € FV(FE) da expressao.

Definigao 3.3.1. (Atribui¢ao) Uma atribuigdo de valores ou valoragdo € uma fungdo

p: Var — D que associa um valor d = p(z), d € D, a cada varidvel x € Var.

A atribuicao de valores modela o processo de substituicao de varidveis usado na
reducao-5: da mesma forma que um redex ((Az. M) N) reduz para o termo M[N/x]
através da substitui¢ao de x por N, a denotagao de ((A\x. M) N) dada uma atribuicao p,
[(Ax. M) N]p, é a denotagao de M quando atribuimos o valor de [N]p a variavel z, i.e.,

[(Az. M) N]p = [M]plz — d].

Aqui usamos a notagao plx — d] para representar a atribuigao de variaveis p/, dita a
extensdao de p, onde p’ é tal que p'(y) = d quando = = y, caso contrario p'(y) = p(y). Por
pequeno abuso de notacao, as vezes escrevemos [E] no lugar de [E]p quando a denotagao
da expressao F independe da atribuicao p ou quando a atribuigao é 6bvia dado o contexto.

Dessa forma, temos que a funcao seméantica para o calculo lambda deve ser do tipo
[-]: Term — (Var — D) — D.

Porém, como mencionado anteriormente, nem toda escolha de D como dominio se-
mantico basta: devido a auto-aplicagao de termos, é necessario que D seja “equivalente”
a algum subconjunto das fun¢ées D — D. Além disso, queremos que a nossa interpreta-
¢ao do calculo lambda atenda ao Teorema 2.3.3, isto é, que a denotacao de todo termo

¢ = [M]p tenha um ponto fixo em D. O Teorema 3.2.8 sugere uma possivel solucdo a esse
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problema: se tomamos D como o conjunto das fung¢oes Scott-continuas D = [D — D],
entdo ¢ sempre teria um ponto fixo d = ¢(d), d € D. Através desse teorema também
ganhamos uma forma de obter um valor para esse ponto fixo como o supremo da sequéncia
LlCo(L)C...Co"(L)C ...

Nesse caso, ao contrario do que acontece quando tentamos tomar DD como o conjunto
de todas as fungoes D — D, é possivel construir um dominio D tal que D = [D — D]
(SCOTT, 1970). Intuitivamente, D é o limite de uma sequéncia de dominios Dy C Dy C
...CD,C...onde D,y = [D, — D,]: isto é, o proprio D é uma espécie de ponto fixo!
Por abuso de notagao, tratamos como se D = [D — D] ao longo desse trabalho, embora
isso nao seja estritamente verdade (tecnicamente D & isomdrfico a [D — D], ndo igual).

A Figura 4 descreve a seméantica do calculo lambda para esse dominio D = [D — DJ:
a denotagao das variaveis, por defini¢ao, ¢ dada de acordo com a atribuicao p; a denotacao
de uma abstragao lambda (Az. M) é uma fungao que recebe um argumento d € D, atribui
seu valor a variavel z, e retorna a denotagao de M nesse contexto; a denotacao da aplicacao

de dois termos (M N) é dada pela aplicagdo da denotagao de M a de N.

Figura 4 — Seméantica denotacional do calculo lambda

[z]p = p(z)
[Ax. M]p = ¢, onde ¢(d) = [M]plx > d]

[M N]p = ([M]p)([N]p)

3.4 SEMANTICA DE LINGUAGENS FUNCIONAIS

Assim como acontece no céalculo lambda, a interpretagao das expressoes em uma lin-
guagem de programacao funcional (pura) ¢ contextual, dependendo de uma valoracao p
(porém nesse contexto é mais comum chamar p de ambiente de varidveis). Dessa forma,

a funcao semantica da nossa linguagem deve ser do tipo
[-]: Expr — (Var — D) — D.

Note que, na presenca de efeitos colaterais, nado é verdade que uma expressao fechada
é sempre constante: nesse caso, devido & mutagao, operagoes de 1/O, etc., a denotagao de
uma expressao pode depender do estado global do programa. Normalmente isso requer a
introducao de parametros adicionais & funcao seméantica; porém, como nossa linguagem
é pura, isso nao é necessario. Dessa forma, a escolha de uma linguagem pura torna a
formalizacao da sua seméantica mais simples em comparacao a uma linguagem impura.

O dominio seméantico da interpretacao D é construido de maneira similar ao dominio

usado na interpretagao do calculo lambda, porém nesse caso costuma ser 1til distinguir
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entre o conjunto de valores basicos da linguagem V' e o conjunto das fungées [D — D].
Isso se torna possivel se definimos D como a soma de V| com [D — D] (SCOTT, 1970):

Nessa definicao, um elemento d € D do dominio seméantico pode ser um valor bésico
d € V, um valor indefinido d = L, ou uma funcao d € [D — D]. Dessa forma, a partir do
conjunto de valores basicos V' da linguagem, temos em D um dominio apropriado para
a interpretacao. Em particular, para a linguagem definida na Segao 2.4, temos que o

conjunto de valores basicos ¢ dado por V = N + B.

3.4.1 Seméantica de uma linguagem exemplo

A seméantica da linguagem definida na Segao 2.4 é resumida através da Figura 5. Como
no calculo lambda, a denotagao das variaveis é determinada de acordo com o ambiente p.
A denotacao das expressoes lambda também é similar; porém, devido ao fato que nossa
linguagem utiliza a estratégia call-by-value, toda fungao é estrita em seu argumento. Dessa
forma, se ¢ = [Az. E]p é a denotagao de uma expressao lambda, é sempre verdade que
¢(L) = L. A interpretacao da aplicacdo de fungoes é definida assim como no calculo
lambda, porém a aplicacdo de valores basicos (como nimeros naturais ou booleanos) na
posi¢ao de fungao é indefinida, isto é, [Ey F1]p = L quando [Ey]p & [D — D].

A denotagao de toda constante £ € Const é dada por um k € V. Quando n € Const
representa um numero, sua interpretacao é o valor de n € N correspondente. As constantes
tt e ff denotam os valores booleanos verdadeiro e falso, respectivamente.

A denotacgao de toda operacgao primitiva o € Primop é dada por uma funcao Scott-
continua o : [D — D] que a implementa. A definigao usual da operagao é extrapolada para
que seu dominio/contradominio sejam D; operagoes binarias sdo convertidas para fungoes
de um tinico argumento por currying; por exemplo: se o simbolo quot € Primop representa
a operacao que retorna o quociente da divisao entre dois nameros naturais |m/n|, entao
este simbolo esta associado a func¢do quot : [D — [D — DJ], onde quot(m)(n) = |m/n|
para todos m,n € N, n # 0. Porém quot(m)(n) = L quandon =0, n € N, ou m ¢ N.

A interpretagao de expressoes condicionais (if Fy F; Es) é feita da maneira usual,
isto ¢, [if Ey Ey Es]p = [F1]p quando [Ey]lp = tt, caso contrario = [Es]p. Além disso,
expressoes condicionais sdo bem-definidas apenas quando [Eg]p ¢ um valor booleano.
Assim, [if Fy Ey Es]p = L sempre que [Eg]p & {tt,ff}. A denotacdo de expressoes
(rec . E) é, por definigao, dada por [rec z. E]p = lfp [E]p[r — - ]; da mesma forma,
[let + = Ey in Eq]p = [(A\x. E1) Eop.
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Figura 5 — Semantica denotacional da linguagem

[z]p = p(z) (x € Var)
[klJp=F (k€ Const)
[olp=0 (o€ Primop)

sy = |

onde ¢(d) = {[[E]]P[x —dl sed# L

1 caso contrario
[Eilp  se [Eo]p = tt
[if Ey Ey Es]lp =< [E2p  se [Eo)p =1t
1 caso contrario
[rec x. E]p = lfp [E]p[z — -]
[let © = Ey in Ey]p = [(Ax. Ev) Eo]p

Proposicao 3.4.1. A fung¢do semdntica [ - | definida acima € Scott-continua.

Demonstrag¢ao. Por argumento anilogo ao usado por Reynolds (1998, Proposigao 10.8),
isto é, [ -] pode ser escrita como a composi¢ao de operagoes Scott-continuas como a
aplicacao de funcoes, a extensao de uma atribuicao de variaveis, currying de funcoes,
etc. O
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4 ANALISE ESTATICA DE PROGRAMAS

Due to the unsolvability of the halting problem (and nearly any other
question concerning program behaviour), no analysis that always termi-
nates can be exact. [...] Consequently, most research in abstract inter-
pretation has been concerned with effectively finding “safe” descriptions
of program behaviour, yielding answers which, though sometimes too con-
servative in relation to the program’s actual behaviour, never yield ure-
liable information. In a formal sense we seek a T relation instead of
equality. The effect is that the price paid for exact computability is loss
of precision. (NIELSON; JONES, 199/)

Algoritmos de analise costumam ser organizados em dois tipos: analises estdticas e
analises dindmicas. E comum considerar que um algoritmo de anélise é dinAmico quando
ele recorre a execugao do programa, e estatico caso contréario; no entanto, essa distingao
nem sempre € muito clara: a otimizagao por constant folding, por exemplo, é considerada
um algoritmo de anélise estatica, apesar de executar (em parte) o codigo do programa.

Seria mais preciso dizer que uma andalise dindmica, de forma geral, busca examinar
as propriedades de um programa de maneira amostral, através da instrumentacao de sua
execucao ou técnicas similares. Por outro lado, uma anélise estatica tem como objetivo
inferir propriedades universais de um programa ao considerar, simultaneamente, todos os
possiveis contextos em que ele pode ser executado.

Podemos descrever algoritmos de analise estatica e formalizar uma nocao de corretude
através de um método chamado interpretagao abstrata (do inglés abstract interpretation).
Apesar de se enquadrar como um método de analise estatica, a interpretagao abstrata faz
uma ponte entre esses dois paradigmas de analise de programas ao descrever algoritmos
de anéalise como interpretadores para uma linguagem usando um dominio especial de
valores, cujos elementos denotam propriedades a respeito da sua interpretacao “padrao”.
Em geral nao é possivel determinar essas propriedades de maneira exata, portanto essa
interpretacao “abstrata” do programa deve, necessariamente, ser uma aproximacao da
sua interpretacao padrao. Assim se torna necesséario garantir que essas aproximacoes sao
corretas em relagao a interpretacao padrao do programa.

Consideramos a interpretacao abstrata de um programa como correta quando sua
resposta pode ser julgada “segura” no sentido de ser uma aproximacgao conservadora do
resultado real do programa, por exemplo: a anélise de uma expressao booleana pode
concluir que ela é sempre verdadeira, sempre falsa, ou ter resultado inconclusivo. Por
outro lado, a andlise de uma expressao aritmética pode concluir, por exemplo, que seu
resultado é uma constante, que é sempre positivo, que pertence a um intervalo de valores,

etc.
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4.1 INTERPRETACAO ABSTRATA

A corretude de uma interpretagao abstrata é estabelecida em relacao a uma interpre-
tagao padrao do programa. Existem diversos métodos de se formalizar essa interpretagao
padrao; nesse trabalho, adotaremos a seméntica denotacional para realizar essa tarefa.

Como a semantica denotacional especifica a interpretagao correta do programa, uma
forma de se desenvolver uma analise que concorda com essa interpretacao seria de construi-
la diretamente a partir dessa interpretacao. Porém, a seméntica denotacional assume
informagao total sobre o contexto de execucao do programa, o que nem sempre é possivel
determinar em tempo estatico. Se a propriedade de interesse é, por exemplo, o resultado
de uma expressao (como no caso da andlise de constantes), essa incerteza se manifesta
no fato de que nem sempre é possivel determinar de forma exata o valor dessa expressao.

Considere, por exemplo, uma funcao time() que retorna a data e hora atual: nesse
caso, claramente é impossivel determinar o valor de retorno dessa funcao estaticamente
pois isso depende do conhecimento de quando o programa sera executado. Outro exemplo
seria uma funcao read(), que recebe um valor do usuério através da entrada padrao.
Expressoes que envolvem operagoes de I/O sdo, em geral, sempre dindmicas.

O valor dessas expressoes dindmicas s6 pode ser determinado em tempo de execucao.
Dessa forma, pode haver mais de uma (ou potencialmente infinitas) possibilidades de
resultado para a expressao quando considerada estaticamente. Assim, em geral devemos
considerar o conjunto de possiveis valores que uma expressao do programa pode adotar.

Estaticamente, modelamos a interpretagao dessas expressoes através da semdntica
coletiva do programa. Como nesse contexto as expressoes do programa admitem um
conjunto de possiveis valores, a seméantica coletiva é dada ao considerar, coletivamente,
todas as possiveis valoragoes para um determinado trecho do programa.

Formalmente, isso se reflete na adocao de um conjunto de ambientes de variavel
R C (Var — D) como parametro da fungdo seméantica. Da mesma forma, o resultado
dessa funcao também é dado por um conjunto de denotac¢oes. Podemos determinar a
semantica coletiva de um programa diretamente a partir da sua seméantica padrao, que

para a andlise de constantes tomaremos como [ - | (Figura 5).

Definigao 4.1.1 (Seméantica coletiva). Dada uma fungao semantica padrao
[-]1:L— (Var — D) — D

de uma linguagem L para um dominio D, sua semdntica coletiva é dada por:

{-}:L— ¢o(Var — D) — o(D)
{{EBR ={[E]p|p € R}

Em geral, determinar o resultado dessa fun¢ao diretamente é inviavel pois os conjuntos

envolvidos podem ser muito grandes (ou até mesmo infinitos). Dessa forma, se torna
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necessario aproximar a solugao para que esse problema se torne tratével. Formalizamos

essa estratégia de aproximagao através de conexoes/inser¢oes de Galois.

Definig¢ao 4.1.2 (Conexao de Galois). Sejam o : P — P' e~y : P’ — P um par de fungées
mondtonas entre dois conjuntos parcialmente ordenados (P,C) e (P',C'). Dizemos que

(v, y) € uma conexao de Galois de P’ em P quando, para todosp € P, p' € P', temos que

ap) ' p' <= pCA({®).

Quando oy € a fungao identidade em P’ (isso €, quando a(v(p')) = p’ para todo p' € P’),

dizemos que (cv,7y) € uma inser¢ao de Galois.

Dada uma conexao de Galois («, ) de P’ em P, dizemos que P é o conjunto concreto
da conexao e P’ o conjunto abstrato. Dizemos que «a(p) é a abstragdo de p € P, portanto «
é chamada de func¢ao de abstra¢iao. Analogamente, v(p') é dita a concretizagao de p’ € P,
portanto v é chamada de funcdo de concretizagao.

Intuitivamente, podemos interpretar como se d = «(d) fosse uma aproximacao para
o valor de d € D dentro do conjunto D’. Assim, ha (potencialmente) uma perda de
informagao ao se tomar essa aproximagao, ou seja: d C y(a(d)). Seguindo essa mesma
interpretagao, a(y(d')) = d’ sugere que d' é a melhor aprozimagio de d = v(d') em D'
Ezemplo. (Sinais) Um exemplo classico de conexao de Galois ¢ a abstragdo de valores
inteiros através do seu sinal (positivo ou negativo). Nesse caso, tomamos (p(Z), C) como
o conjunto concreto da conexao e definimos (p({—,0,+}), €) como o conjunto abstrato.
Intuitivamente, essa abstragdo aproxima um conjunto (potencialmente infinito) de ni-
meros inteiros X C 7Z através do sinal dos valores que ele contém: “+” para valores
positivos (X NZ, # 0), “=" para negativos (X NZ_ # (), “0” para zero (0 € X), ou
uma combinacao dessas possibilidades. A Figura 6 ilustra essa conexao em forma de um

diagrama.

Ezxzemplo. (Constantes) Dado um S qualquer, tome o dominio (p(S), C) como o conjunto
concreto. Entdo podemos definir S = S U {L, T}, ordenado tal que L. C z C T para
todo z € S, como o conjunto abstrato em uma conexao de Galois («, 7). Nesse caso, as

fungoes de abstracao a : p(S) — S’ e concretizagao v : S” — p(S) sdo dadas por

1 seX =40 0 sex' =1
a(X)=<z se X ={z} y(@)=<¢{z'} sea’ €S
T caso contrario S sex' =T

Nesse caso, (,) também é uma insergao de Galois. A Figura 7 ilustra essa conexao de

Galois para o caso em que S = N.

Ezemplo. (Intervalos) Também ¢é possivel definir uma conexao de Galois de ([Z], C) em
(p(Z),C), onde [Z] = {[a,b] | a € ZU{—c},b € Z U {+00},a < b} U{D} é o conjunto

dos intervalos (possivelmente semi-abertos) de Z.
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Definigao 4.1.3. (Abstrag¢io) Sejam P, P', Q e )’ conjuntos parcialmente ordenados,
(v, y) uma insercao de Galois de P' em P, e f: P — Q uma fun¢io mondtona. Dizemos

que ' P' — @' € uma abstracao segura ou correta de f se, para todo p € P, temos que

f(p) Ev(f'(alp)).

Quando (a,v) € uma inser¢ao de Galois, esse condicao é equivalente a

a(f(p) T f'(alp). (4.1)

Quando P = Q = p(D), f: (D) — p(D), como acontece quando f é a denotacao de
uma fun¢ao de acordo com a seméntica coletiva (por exemplo, quando f = {[o]} para algum
0 € Primop), é possivel definir uma abstracao segura ' : D" — D’ de f sistematicamente

através da composicao de «, v, e f como

f'=aofon.

Quando definida dessa forma, dizemos que f’ é a melhor abstracao de f, isto é, f' é a
abstragao mais precisa (no sentido de C) de f em (D" — D) (NIELSON; JONES, 1994).

Em forma de diagrama, temos que

&) — T &)
nl

Intuitivamente, f’ corresponde & estratégia de “testar todas as possibilidades” de valo-
res concretos d € y(d’) que um elemento d’ € D' pode representar. Assim como acontece
com { - [}, em geral o calculo desse resultado de forma direta nao é viavel. Nesses casos

se torna necessario adotar uma abstragao mais aproximada para a funcao.

Definigao 4.1.4. (Interpretagao abstrata) Dada uma fun¢ao semantica [-] : L — D
de uma linguagem L para um dominio D, dizemos que uma funcao [-] : L — D' é
uma funcdo semantica abstrata (ou interpretagao abstrata) quando [ - ' € uma abstragdao

sequra de [ - ].

4.2 SEMANTICA ABSTRATA DE CONSTANTES

Para o dominio abstrato da interpretacao de valores basicos k£ € V' vamos adotar o
dominio de constantes V = V U {L, T} (vide o exemplo na se¢ao anterior). A partir

de V podemos definir ﬁ, a abstragao do dominio p(D) de valores da seméntica coletiva



Figura 6 — Conexao de Galois de p({—,0,+}) em p(Z)
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D=V +[D— D).

Nesse caso, temos que T € D é tal que T(d) = T para todo d € D. Como o
conjunto de constantes da nossa linguagem V = N 4+ B ¢é relativamente simples, esse
dominio é uma escolha razoavel para a abstracao de constantes. Porém, para linguagens
mais complexas contendo estruturas de dados como tuplas, listas, etc., op¢oes melhores
existem (COUSOT; COUSOT, 1994).

A seméantica abstrata da linguagem deste trabalho é dada na Figura 8. A interpretagao
de variaveis, expressoes lambda, da aplicagdo de fungoes, e das expressoes (rec x. E) e
(let z = Ey in E;) é definida de maneira anéloga a sua interpretacao padrao (Figura 5).

A abstragao das constantes k € Const é dada pela func¢ao de abstragao: [[/E\]] = a({k}).
A seméntica coletiva de uma operagao primitiva o € Primop, {o]} : [p(D) — p(D)], é
abstraida por uma funcdo 6 : [D — D]; de forma geral, 6 ¢ definida tal que 6(d) = o(d)
para todo d € D, enquanto que 6(T) = T. Na maioria das vezes, essa definigao de 6 ¢
uma aproximacao razoavel da seméantica coletiva da operagao o, porém isso nem sempre
é verdade: quando o = mul, por exemplo, 6 = mul & tal que n/nTl(T)(O) = T, embora
mul(n)(0) = 0 para todo n € N. Nesse caso, abstragdes mais precisas do que a descrigdo
geral acima podem ser definidas conforme necessario.

A interpretacao abstrata de expressoes condicionais, por outro lado, merece conside-
ragao especial pois ¢ menos 6bvia: em uma expressao condicional (if Ey E; Es), quando
o resultado da expressao de teste Fy ¢ uma constante (isto é, quando [[E/;]] p € D), entao
a interpretacao da expressao condicional é dada de forma analoga a sua interpretacao
padrao. Porém, quando o valor da expressao de teste é indeterminado (isto é, quando
m p = T), ndo é possivel determinar qual “bra¢o” da expressao condicional (E; ou Es)
deve conferir seu resultado.

Nesse caso uma abstracao simples seria assumir que o resultado da expressao con-
dicional como um todo é indeterminado. Porém, embora segura, essa interpretacao é
exageradamente conservadora. E facil enxergar isso através do seguinte exemplo sinté-
tico:

if © 42 42

Nesse exemplo, mesmo quando assumimos que o valor de = é indeterminado (isto é, quando
p(x) = T), é claro de ver que o resultado da expressao é sempre 42. Assim, uma forma
mais precisa de definir a interpretacao abstrata desse tipo de expressao seria “juntar” o

resultado de [E1]p = dy com o de [Ey]p = da. Podemos fazer isso ao tomar o supremo
desses dois valores: dy Uds = | |{dy,d>}.



Figura 8 — Seméantica abstrata de constantes da linguagem

[z]p = p(z)  (x € Var)

[kl = o({}) (k€ Const)
lolp = (0 € Primop)
[Eo Erlp = ([Eolp)([Erlp)  se [Eolp € [D — D

1 caso contrario

ple—d sed# L

caso contrario
se m p=tt
se [Eo]p = ft

[E\]lpu[Ea]p se [Eolp=T

1 caso contrario

[rec o E]p = lip [Elple — -]

—

llet = = E, in Er]p = [(\z. Bv) Eollp

E!
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5 COMPUTABILIDADE DA ANALISE

A seméantica abstrata definida no capitulo anterior (Figura 8) descreve uma espécie
de “interpretador abstrato” para a nossa linguagem. Porém a traducao direta das equa-
¢oes apresentadas nao produz um algoritmo de analise adequado pois, para muitos dos
programas que se deseja analisar, a convergéncia do algoritmo nao é garantida.

Considere, por exemplo, o caso degenerado em que toda varidvel estd associada a um
valor constante (i.e., quando p(z) # T para todo € Var): nesse caso, a interpretagao
abstrata do programa é equivalente a interpretacao padrao. Desta forma, a execucao de
um algoritmo ingénuo que implemente diretamente as equagoes da semantica abstrata ira
divergir sempre que o programa analisado P diverge (i.e., quando [P]p = L), assim como
aconteceria com um interpretador normal.

Essa dificuldade de se garantir a computabilidade da analise se torna ainda maior na
presenca de valores indeterminados: devido & forma como definimos a interpretacao abs-
trata de expressoes condicionais, nesses casos a possibilidade de divergéncia do algoritmo
¢ ainda mais provavel. Na auséncia de uma estratégia inteligente para tratar da recursao,
a andlise entraria em loop até nos casos mais triviais. O exemplo a seguir ilustra esse

problema:

let f =recr.An.if (n=10)0 (r (n — 1))

in fx

A expressao acima, embora seja computéavel para qualquer atribuigao de z, p(x) € N,
ainda assim faz com que a analise entre em loop quando consideramos o valor de & como
indeterminado (i.e., quando p(z) = T). Isso acontece devido ao fato que, ao tentar deter-
minar o resultado da condicional, o algoritmo é forcado a analisar os dois ramos da ex-
pressao pois o resultado da expressao de teste é indeterminado (i.e., [[n/:\O]] = T). Assim,
o algoritmo torna a avaliar a funcao f, se deparando novamente com a mesma expressao
condicional (enquanto que o valor da expressao de teste continua indeterminado).

Uma solucao trivial para esse problema seria evitar completamente a analise de chama-
das recursivas: o analisador poderia assumir que o resultado de uma chamada de funcao
é indeterminado (ﬂﬁ]] = T) sempre que se deparar com uma chamada desse tipo.
Nesse caso o resultado da anélise seria trivialmente seguro pois d C T para todo d € D
(vide a equagao 4.1). Porém essa estratégia abre mao de muita informagdo em nome de
garantir a finitude da analise, principalmente quando consideramos o fato que chamadas
recursivas sao usadas extensivamente no paradigma de programacao funcional.

Nossa solucao para esse problema mantém a estratégia de execugao recursiva da in-

terpretagao abstrata, porém garantimos um limite finito para o nimero de vezes que o
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algoritmo visita uma mesma funcao. Fazemos isso ao nos assegurar que, em caso de cha-
madas recursivas, o argumento fornecido a fungao é sempre crescente (Segao 5.1). Depois
disso, usamos uma estratégia iterativa para determinar o resultado dessas chamadas re-
cursivas (Secdo 5.2). Porém, essas estratégias assumem que o dominio abstrato atende
a certas propriedades (que nao necessariamente sao atendidas na anélise de constantes);
assim, para o caso geral, se torna necessario adotar aproximagoes. Nesse caso, propomos

o uso de operadores de widening como uma possivel solugao a esse problema (Se¢ao 5.3).

51 CONTROLANDO A RECURSAO

Nossa tentativa de garantir a computabilidade da analise seria initil a menos que
limitassemos de alguma forma o uso da recursao no programa analisado. Caso contrario,
ao permitir a execugao irrestrita do programa, o tamanho do espago de configuragoes (i.e.,
o nimero de combinagoes de fungao/argumento) que o algoritmo deve considerar pode se

tornar potencialmente ilimitado. Considere a analise da seguinte expressao, por exemplo:

let g =recr. An.r (n+1)

in g0
e tome ¢ como a abstracao da funcao g definida acima. Note que, para determinar o
resultado de [g 0] = ¢(0) na expressao acima, o algoritmo primeiro precisa determinar

—

[r (n+1)] = v(1); porém, para obter 1(1), o algoritmo precisa determinar (2); depois
¥(3), ¥(4), ... e assim por diante. Dessa forma, mesmo que fosse possivel computar
cada 1(n) em tempo constante, ainda assim a execugao do algoritmo nunca terminaria.

Nossa solugao proposta para esse problema é de restringir a chamada de fungoes re-
cursivas a argumentos crescentes. Fazemos isso ao tomar a uniao dos argumentos em caso
de chamadas consecutivas & mesma funcao: isto é, se durante o processamento de uma
chamada de fungao ¥ (d) o algoritmo encontra uma chamada recursiva 1(d’), entao o re-
sultado de v(d’) é aproximado através de ¥ (d”), onde d” = dLid’. Nesse caso 1(d") é uma
aproximacao correta de 1(d’) pois ¥ é uma fungao Scott-continua (portanto mondtona)
e, por defini¢ao, d' C d”, dessa forma ¢ (d") C ¢ (d").

De forma concreta, se adotamos essa estratégia durante a analise do exemplo acima,
entdo quando o algoritmo encontra a chamada recursiva ¥ (1) durante o processamento
de ¥(0) o resultado dessa chamada é aproximado através de (0L 1) = ¢(T) 3 ¢(1).

Essa estratégia garante que, ao considerar chamadas de fungao recursivas, a sequéncia
de argumentos encontrados pelo algoritmo forma uma cadeia crescente dy C d; C ... que,
dada a escolha apropriada do dominio da analise ﬁ, estabiliza para um valor d € D apos
um nimero finito de passos. Dessa forma, o numero de configuragoes de fungao/argumento
que o algoritmo precisa considerar é finito.

Embora a convergéncia dessa sequéncia seja garantida devido ao fato que o dominio D

é, por definicao, completo para cadeias, nao é necessariamente verdade que ela estabiliza
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ap6s um n € N finito: essa propriedade é dependente da escolha de D. Quando D&
finito, por exemplo, é facil ver que essa propriedade é atendida pois nesse caso o tamanho
da cadeia é limitado pela cardinalidade de D: isto é,n < |1A7| Em geral, dizemos que D

deve atender a condi¢cao da cadeia crescente:

Definigao 5.1.1 (Condicao da cadeia crescente). Dizemos que um poset (D,C) atende a
condigao da cadeia crescente (ACC) (do inglés ascending chain condition) quando, para
toda sequéncia crescente dy Cdi E ... Cd, C ... em D, exriste umn € N tal que d,,, = d,

para todo m > n (isto €, a sequéncia eventualmente estabiliza para algum d, € D).

5.2 APLICACAO DE FUNCOES RECURSIVAS

Como estabelecemos anteriormente (Segao 3.3), em geral a denotac¢do de uma fungao
recursiva ¢ : D é dada pelo menor ponto fixo de algum ¢ : [D — D], ¥ = lfp ¢. Em
particular, para a interpretagao abstrata da nossa linguagem, 1) = [[r(;x\. E]p é definido
como Ifp ¢, onde ¢ = m;j[x — -]. Porém, apesar de que seja possivel obter essa fungao
como o limite da sequéncia | C ¢(L) E ¢*(L) C ..., calcular o valor de ¢ dessa forma
pode ser computacionalmente muito caro. De fato, para algumas escolhas de dominio da
analise lA?, calcular esse limite pode ser impossivel pois a sequéncia ¢y C ¥y C ..., C ...,
Y, = ¢™(L) pode ser infinita. Na verdade, ja vimos um exemplo disso de maneira implicita
para o dominio D através da denotagao da fungao fatorial (2.6) na interpretacao padrao:

nesse caso, temos que

@Z}O:J—v @ZJl:J—[O’_)l]v ¢2:¢1[1'_>1]7 SR Q/Jn-i-l:'l/)n[n'_)n!]’

ad infinitum.

Assim, torna-se necessario adotar uma estratégia alternativa para computar o resul-
tado de chamadas de funcoes recursivas. Ao invés de determinar v globalmente, nossa
solucao é de determinar o valor de ¢ ponto-a-ponto, somente conforme necessario. Dessa
forma, se o resultado da fungao para um argumento d € D nao é significativo para a ana-
lise como um todo, entao o valor de 1(d) ndo ¢ computado. Assumindo que o resultado da
analise requer o célculo de v)(d) para um ntamero finito de pontos, entao ela é computavel.

Na secao anterior, descrevemos como podemos limitar o ntimero de configuragoes de
fungao/argumento que o algoritmo deve considerar durante a anélise de um programa. A
estratégia descrita garante que, na presenca de loops infinitos, a sequéncia de argumen-
tos que o algoritmo encontra ao processar chamadas de fungao recursivas eventualmente
estabiliza para um d € D. A partir desse ponto, o argumento da fungao apenas se repete.

Quando isso acontece, o resultado da anélise para ¥ (d) depende do resultado de ¥ (d),
recursivamente; ou seja, ¥ (d) também é, por si s6, o ponto fixo de alguma func¢ao ¢,.

Dessa forma, o valor de v (d) pode ser calculado como o limite da sequéncia

LCoL)ERWLCT...Ca(l)E...
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Nesse caso restaria apenas determinar ¢4. Propomos que ¢4 é dado por

¢a = o(Yld = -])(d).

Proposicao 5.2.1. Dada uma fun¢ao v : D = [D — D] que é o menor ponto fizo de um
operador Scott-continuo ¢ : [D — D], v =1p ¢, e um argumento d € D qualquer, entio

¢a = ¢(Yld — -])(d)

é tal que pq((d)) = (d), isto €, ¥(d) é um ponto fixo de ¢g.

Demonstra¢ao. Como 1 é ponto fixo de ¢, entao 1 = ¢(1)); além disso, ¥ = ¥[d — (d)],
portanto ¢ = ¢(¢[d — 1(d)]). Dessa forma temos que

U(d) = o(Pld = (d)])(d) = da((d)).

Entao ¢(d) é um ponto fixo de ¢y .

Proposicao 5.2.2. ¢(d) é o menor ponto fizo de ¢q.

Baseado nessa formulacao, podemos adotar uma estratégia iterativa para realizar a
analise de chamadas de fungao 1(d) quando ¢ = lfp ¢ é recursiva. Inuitivamente, essa
estratégia consiste em “chutar” que o resultado da chamada é 1)(d) = L e refinar esse chute
progressivamente até alcancar o resultado correto. Isso acontece quando esse “chute” esta-
biliza, o que indica o fim da iteracao. Dadas as mesmas condigoes adotadas na Secao 5.1
para garantir a convergéncia da sequéncia de argumentos de uma fungéo (isto é, quando o
dominio abstrato D ¢ finito ou, em geral, quando atende a condi¢ao da cadeia crescente),
essa estimativa do valor de retorno da fungao converge para 1(d) apds um ntmero finito
de iteragoes (i.e., existe um n finito tal que ¢'(L) = ¥ (d) para todo m > n).

Se adotamos essa estratégia de forma recursiva, se torna possivel determinar o valor
de ¢(d) para qualquer d € D sem que seja necessario determinar ¢ = Ifp ¢ diretamente.

Em geral se torna necessario adotar esta estratégia iterativa para determinar o re-
sultado de toda chamada de funcao durante a analise, mesmo que a funcao nao tenha
sido explicitamente declarada como recursiva através de uma expressao (recz. E). Isso se
deve ao fato de que na nossa linguagem é possivel definir fungoes recursivas indiretamente,

assim como acontece no calculo lambda através de combinadores de ponto fixo como Y.

5.3 OPERADORES DE WIDENING

A combinacao das estratégias descritas acima garante que o algoritmo de analise ter-
mina em tempo finito para certas escolhas do dominio D (i.e., quando D atende & ACCQ).

Porém, nem sempre é possivel (ou desejavel) restringir o dominio da andlise dessa forma.
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Em particular, no caso do dominio de constantes D (Segao 4.1), essas condi¢oes nao sao
atendidas pois de fato existem cadeias infinitas dy C dy C ... Cd, C d,.1 C ... em D.

E facil ver isso quando consideramos que D ¢ na verdade um superconjunto de D:
como D=V +[D—-D|,D=V,+[D—D],eV =V U{T} entdo D C D. Assim,
qualquer cadeia em D também é uma cadeia D. Dessa forma, existem diversos exemplos
de cadeias infinitas (em particular, cadeias infinitas de fungoes) dentro do dominio de
constantes D. Um exemplo simples é a cadeia 1)y C 1, C ..., mencionada na Sec¢ao 5.2,
cujo limite define a denotacao da funcao fatorial na seméntica padrao da linguagem.

Dessa forma, no caso geral se torna necesséario adotar uma estratégia alternativa para
garantir a convergéncia dessas cadeias em tempo finito. Esse é um problema bem estudado
(COUSOT; COUSOT, 1992) pois se manifesta com frequéncia durante a construgao de
analises, até quando tratamos de linguagens imperativas. Embora a presenca de fungoes
de alta ordem torne a situacao mais complicada, para certas escolhas de dominio abstrato
essas cadeias se manifestam até mesmo quando d € D representa apenas valores bésicos.
Esse é o caso com o dominio de intervalos (definido na Segao 4.1), por exemplo: é facil
ver que nesse caso cadeias como [0,1] € [0,2] € [0,3] C ... nunca convergem. Além
disso, mesmo quando essas cadeias convergem, pode ser vantajoso ter um controle maior
sobre a velocidade dessa convergéncia para tornar o algoritmo mais rapido (embora menos
preciso).

Nesse caso podemos adotar uma estratégia baseada no uso de operadores de widening.
Intuitivamente, um operador de widening é um operador binario V que se comporta de
maneira similar a operacao dUd = | |{d,d'}, porém enquanto que o supremo de dois
elementos d, d" € D é definido como o menor d’ € D tal que dC d", d C d”, o operador

V nao sofre dessa restri¢ao.

Definigao 5.3.1 ( Widening). Dado um poset (P,C), chamamos de operador de widening
um operador bindrio V : P x P — P tal que

1. para todos p,p' € P, pCpVp';

2. para todos p,p' € P, p CpVp';
/

3. para toda cadeia po E p1 E ... em P, a cadeia definida por py =po E ... Ep, | =

P,V Pni1 E ... ndo € estritamente crescente.

Proposicao 5.3.2. Dado um dominio (D,C), uma func¢ao f € [D — D] Scott-continua,
e um operador de widening V, entdo a cadeia definida por
dy =L
d,, se f(d,) C d,
dnJrl =

d,V f(d,) caso contrdrio
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¢ sempre tal que {d,} estabiliza apds um nimero finito de termos e seu limite d = | {d,}
aproxima lfp f, isto ¢, lfp f C d.
Demonstragao. Vide (COUSOT; COUSOT, 1992, Proposigao 33). ]

Ezxzemplo. (Intervalos) Podemos definir um operador de widening V para o dominio de
intervalos ([Z], C), onde [Z] = {[a,b] | a € ZU {—o0},b € ZU {+o0},a < b} U {0}, como

ovI=1r
IVO=1
la,b] V[d', V'] = [a se a < d, caso contrario —oo,

b se b’ < b, caso contrario +oo]

Ezemplo. (Constantes) Para o dominio abstrato de constantes 13, as cadeias infinitas sao
sempre por elementos de [ﬁ — lA)] U{L, T} pois, caso contrario, a maior cadeia que pode
ser construida em V ¢ dada por L CdLC T,deV (desconsiderando repetiges). Dessa

forma, um operador de widening simples para esse dominio poderia ser definido como

d sed=d
AVd ={dud seddcV

T caso contrario

Apesar de nao ser ideal do ponto de vista da precisao da analise, esse operador de widening

bastaria para garantir que qualquer cadeia em D estabiliza em um nimero de passos finito.

Embora a definicao de operadores de widening mais precisos que esse seja possivel,
essa ¢ uma tarefa dificil quando adotamos uma representagao abstrata (i.e., extensional)
para as fungoes durante a anélise, como fizemos neste trabalho. Por outro lado, a de-
finicao destes operadores se torna mais facil para uma implementacao mais concreta da
andlise, pois nesse caso podemos tirar proveito de detalhes internos (i.e., intensionais) de
representacao da funcao como sua arvore sintatica, o ambiente de variaveis capturadas,
etc.

Em conclusao, através da aplicacao de um operador de widening V apropriado, além
da adogdo das estratégias descritas nas Segdes 5.1 e 5.2, podemos garantir que (uma
aproximagcao da) interpretagao abstrata [ -] é computavel para qualquer escolha de do-
minio abstrato, em particular isso também ¢é verdade para o dominio de constantes D=

V+ [lA) — lA)} Fornecemos uma implementagao concreta desta analise para um subset da

linguagem Scheme, disponivel em https://github.com/thalesfm /racket-analyzer/tree/tcc.


https://github.com/thalesfm/racket-analyzer/tree/tcc
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6 CONCLUSAO

Nosso objetivo com esse trabalho foi de explorar a analise estatica de programas e,
em particular, de estudar métodos através dos quais podemos pré-computar, de forma
automatica, parte das expressoes de um programa em tempo de compilacao. Enquadramos
nosso trabalho em torno da anélise de propagacao de constantes para uma linguagem
funcional pura, dindmica, e também na presenca de fungoes de alta ordem. Ao longo do
texto, usamos a construcao desta anélise como motivagao para a introducgao do ferramental
tedrico necessario para a formalizar as técnicas apresentadas, com foco em particular na
teoria da semantica denotacional e na analise estéitica através da interpretacao abstrata.

Buscamos expor esses temas de maneira resumida porém acessivel, partindo de prin-
cipios basicos como os fundamentos da programacao funcional através do calculo lambda,
passando pela teoria de dominios e a seméantica denotacional, e finalmente pela forma-
lizagao da corretude de analises estaticas via interpretacao abstrata. Contextualizamos
nosso trabalho em torno da anélise de propagacao de constantes, porém sempre que pos-
sivel procuramos descrever as técnicas mencionadas de forma mais geral de maneira que
também sejam aplicaveis a outros tipos de anélise estatica.

Na parte final do texto, fazemos apontamentos sobre como a descricao abstrata da
analise apresentada na parte inicial do trabalho pode ser transformada em um algoritmo
concreto por meio de estratégias de aproximacgao. Nessa parte focamos em tentar garantir,
formalmente, a computabilidade desta anélise e também rascunhamos uma demonstragao

da corretude das estratégias apresentadas.
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