Universidade Federal do Rio de Janeiro

Centro de Ciéncias Matematicas e da Natureza

Instituto de Matematica

POR UMA CONSTRUCAO HEURISTICA PARA

0 ENSINO DE ANALISE COMBINATORIA

Carlos Henrique Marques de Oliveira Peixoto

Monografia de conclusdo de curso

Rio de Janeiro

2020



CARLOS HENRIQUE MARQUES DE OLIVEIRA PEIXOTO

POR UMA CONSTRUCAO HEURISTICA PARA

0O ENSINO DE ANALISE COMBINATORIA

Monografia de final do curso apresentada no
Curso de Licenciatura em Matematica da UFRJ
como requisito para obten¢do do grau de

LICENCIADO em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Nei Carlos dos Santos Rocha

Rio de Janeiro, 2020



CIP - Catalogacédo na Publicagéo

Peixoto, Carlos Henrique Marques de Oliveira

P375u Por uma construgdc heuristica para o ensinc de
andlise combinatdria / Carlos Henrigue Margues de
Oliveira Peixoto. -- Rio de Janeiro, 2020.

g8 E.

Orientador: Nei Carlos dos Santos Recha.
Trabalho de conclusfo de curso (graduagic) -
Universidade Federal do Rio de Janeire, Instituto

de Matemdtica, Licenciado em Matemdtica, 2020.

1. Andlise combinatdria. 2. Ensino de
combinatéria, 3. Andlise de livros didédticos. 4.
Ensino de matemdtica. 5. Educagido matemdtica.. I.
Rocha, Nei Carlos dos Santos , orient. II. Titulo.

Elaborado pelo Sistema de Geragdo Automatica da UFRJ com os dados fornecidos
pelo(a) auter(a), sob a responsabilidade de Miguel Romeu Amorim Neto - CRB-7/6283.




CARLOS HENRIQUE MARQUES DE OLIVEIRA PEIXOTO

POR UMA CONSTRUCAO HEURISTICA PARA
0 ENSINO DE ANALISE COMBINATORIA

Monografia de final do curso apresentada no
Curso de Licenciatura em Matematica da
UFRIJ como requisito para obtengdo do grau
de LICENCIADO em Matematica.

Aprovada em 26 de outubro de 2020

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Nei Carlos dos Santos Rocha
(Orientador)
Instituto de Matematica — UFRJ

Profa. Dra. Marcia Maria Fusaro Pinto

Instituto de Matematica — UFRJ

Profa. Dra. Ana Teresa de Carvalho Correa de Oliveira

Faculdade de Educagao — UFRJ

Rio de Janeiro, 2020



AGRADECIMENTOS

A minha mie, Rita, pelo esforco feito para me dar a melhor educagio que fosse possivel

dentro daquilo que compunha a nossa realidade.

A minha companheira, Maira, por todo o apoio, incentivo e parceria. Teria sido muito

mais dificil superar todos os obstaculos e concluir mais essa etapa sem vocé ao meu lado.

Ao meu orientador, Nei, por toda a paciéncia, pela imensa contribuigdo e suporte ao

longo deste trabalho.

Por fim, mas ndo menos importante, a todos os amigos e colegas de magistério que me

apoiaram ao longo do caminho.



RESUMO

A Matematica ¢ uma disciplina que gera um misto de sentimentos entre os alunos. Em
sua maioria, costumam ser sentimentos negativos devido as dificuldades que permeiam suas
experiéncias para com ela. Em especial, a Anélise Combinatéria ¢ um tépico que gera
dificuldades ndo so para os alunos, mas também para os professores. Frequentemente a mesma
¢ indicada por professores de Matematica do Ensino Médio como uma das matérias mais
dificeis de ser ensinada. Atualmente, apds a homologac¢do da Base Nacional Comum Curricular,
esse tema passou a figurar também nos anos finais do Ensino Fundamental, mais
especificamente no 8° ano. Muitos desses docentes, tem no seu dia a dia a presenga do Livro
Didatico que ¢ utilizado ora como mera referéncia, ora como soberano no planejamento das
aulas, principalmente por professores menos experientes ¢ em temas de pouco dominio. Com
i1sso, além dos tradicionais problemas do ensino de Matemadtica, que afetam o ensino de
Combinatoria, temos a forte presenca do discurso presente nesses livros, o que pode atenuar ou
reforcar tais problemas, além de criar outros. A fim de observar em detalhes a maneira que essas
obras conduzem o ensino de Combinatoria, apresentamos neste trabalho uma analise de todo o
seu conteudo voltado para esse topico, que € mostrado logo apds uma sugestao de abordagem

para o ensino do mesmo.

Palavras-chave: analise combinatéria, ensino de combinatoria, analise de livros didaticos,

ensino de matematica, educacao matematica.



ABSTRACT

Mathematics is a discipline that generates a mixture of feelings among students. Most
of them are usually negative due to the difficulties that permeate their experiences with it. In
particular, Combinatorics is a topic that creates difficulties not only for students, but also for
teachers. It is often indicated by high school math teachers as one of the most difficult subjects
to teach. Currently, after the approval of the National Common Curriculum Base, this theme
began to appear also in the final years of elementary school, more specifically in the 8th year.
Many of these teachers, have in their daily lives the presence of the textbook that is sometimes
used as a mere reference, sometimes as sovereign in the planning of classes, mainly by less
experienced teachers and in topics of little mastery. Thus, in addition to the traditional problems
of mathematics teaching, which affect the teaching of Combinatorics, we have the strong
presence of the discourse present in these books, which can mitigate or reinforce such problems,
besides creating others. In order to observe in detail the way these works conduct combinatorics
teaching, we present in this work an analysis of all its content focused on this topic, which is

shown shortly after a suggestion of approach to the teaching of the same.

Keywords: combinatorial analysis, combinatorial teaching, textbook analysis, mathematics

teaching, mathematics education.
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1. Introducao

Atualmente, me vejo como um admirador cada vez maior da Analise Combinatéria. Ao
mesmo tempo, nao posso deixar de notar que os alunos da Educacao Basica com os quais tive
contato ndo costumam compartilhar desse meu sentimento. Esse contraste, que também se faz
presente quando se trata da Matematica como um todo, sempre me chamou a atencao ja que
essa mesma disciplina, que ¢ fundamental para que se desenvolva o raciocinio logico e
probabilistico, assim como para a formag¢ao do cidadao, contribuindo para uma compreensao e
acdo mais significativas no mundo, parece ndo ter utilidade significativa aos olhos desses

mesmos alunos.

De acordo com Brasil (2017), na Base Nacional Comum Curricular, ¢ dito que “o
conhecimento matematico ¢ necessario para todos os alunos da Educagdo Basica, seja por sua
grande aplicacdo na sociedade contemporanea, seja pelas suas potencialidades na formagao de
cidadaos criticos, cientes de suas responsabilidades sociais”. Tais afirmagdes apenas reforcam
a essencialidade do conhecimento matematico € o quao necessario ¢ conseguirmos mudar o

paradigma que nossos alunos possuem da “rainha das ciéncias”.

Sabemos que muitos problemas permeiam o ensino de Matemadtica e impedem que sua
aprendizagem genuina seja realmente atingida. Sabemos também que muito desse desgosto
para com a Matematica se d4 em consequéncia das dificuldades que os alunos possuem ao lidar
com ela. Na pratica, temos um modelo de ensino que foca na memorizacao de féormulas e
algoritmos que podem ser aplicados de maneira mecanica, sem que haja uma constru¢ao de
consciéncia sobre o que de fato esta ocorrendo. E notavel que a educagdo matematica nas
escolas se volta para a resolucdo de questdes que, em sua maioria, ndo possuem significado
para o alunado, o que impede um real aprendizado. Tal modelo de ensino nao faz jus a tudo que

essa disciplina pode oferecer.

Sobre a riqueza inerente ao estudo dessa ciéncia, vejamos o que nos diz Brasil (2017):

A Matemadtica ndo se restringe apenas a quantificac¢do de fenomenos deterministicos
- contagem, medigdo de objetos, grandezas - e das técnicas de calculo com os numeros
e com as grandezas, pois também estuda a incerteza proveniente de fenomenos de
carater aleatorio. A Matemdtica cria sistemas abstratos, que organizam e inter-
relacionam fenomenos do espago, do movimento, das formas e dos numeros,
associados ou ndo a fenomenos do mundo fisico. Esses sistemas contém ideias e
objetos que sdo fundamentais para a compreensdo de fenomenos, a construgdo de
representagoes significativas e argumenta¢des consistentes nos mais variados
contextos (BRASIL, 2017, p.265).



Dentre os topicos afetados por esses “maus habitos” no contexto de ensino-
aprendizagem, temos a Analise Combinatoria, foco deste trabalho. Acredito fortemente que a
mesma forneca diversas oportunidades para o desenvolvimento do raciocinio matematico
dedutivo pleno, permitindo também o trabalho com diversas habilidades necessarias a resolugao
de problemas. Também vale mencionar as diversas implicacdes em outras areas da matematica
como, por exemplo, a Probabilidade, que deve ser uma das relagdes mais mencionadas na
Educagao Basica. Segundo Piaget e Inhelder (1951), ao aprendermos a lidar com as operagdes
combinatorias, melhoramos nossa capacidade de lidar com as ideias de acaso e de
probabilidade. Tal nogdo € essencial para que possamos compreender melhor o mundo em que

estamos, visto que vivemos rodeados de fendmenos aleatorios.

Desde 2016, atuo como professor de Ensino Fundamental (Anos Finais) e Ensino
Meédio, e desde 2014 atuo como monitor também nesses mesmos segmentos. A partir dessa
experiéncia, pude perceber grandes dificuldades que os alunos apresentam para compreender e
se apropriar das técnicas de contagem que lhes eram apresentadas. Uma surpresa foi notar que
nao era raro haver professores que também demonstravam dificuldades com esse conteudo e
quando precisavam leciona-los o faziam apenas de modo procedimental, por ndo dominar

plenamente o necessario para aquela etapa escolar.

Ao pesar as reflexdes sobre as dificuldades dos alunos para um lado mais técnico,
percebemos que aspectos como o Principio da Invaridncia - usualmente chamado de
“independéncia entre as escolhas” - que baseia o Principio Fundamental da Contagem (P.F.C.),
assim como a distinguibilidade intrinseca (relativa a propriedades dos objetos em si) e/ou
extrinseca (relativa as condicionantes impostas pelo contexto) entre objetos, muito bem
retratada pela classica “A ordem importa ou ndo importa?”, e a diferenca de aplicag@o entre os
Principios Aditivo e Multiplicativo, que d4 origem a outra pergunta frequente, a “E pra somar
ou multiplicar?” - sendo esse “ou” geralmente exclusivo - compdem obstaculos fundamentais

que atrapalham todo o desenvolvimento das demais técnicas combinatorias.

Neste texto, buscamos incentivar uma abordagem heuristica no ensino da analise
combinatoria, o que significa nada além de obter solugdes através da experimentagado, levando
o aluno a descobrir aquilo que desejamos que ele aprenda, guiando-o através dos
questionamentos e reflexdes convenientes com a finalidade de encontrar explicagdes 16gicas

sobre os fendmenos estudados.

O presente trabalho se estrutura da seguinte forma:



No capitulo 1, abordamos o que consideramos como os dois principios fundamentais da
contagem, o Principio Aditivo e o Principio Multiplicativo. Nele, destrinchamos de forma quase
que taxondmica as variadas formas de aplicagdo dessas técnicas, com um foco maior no
Principio Multiplicativo e na resolugdo de problemas. Em cada caso apresentado, partimos de
um problema e esmiucamos a sua resolucdo, o que, por sua vez, ¢ guiada por meio de
questionamentos cujo objetivo ¢ gerar reflexdes a respeito das condi¢des do problema
apresentado e da coeréncia do caminho de solu¢ao tomado de modo a valorizar todo o processo
de resolucao. Além disso, aproveito para compartilhar algumas licdes que tirei das experiéncias
que ja obtive ao ensinar Analise Combinatdria, e aproveito para dar algumas humildes sugestdes
sobre o que considero valido de se ter em mente ao lecionar esse tema buscando, sempre que
possivel, me colocar na posi¢ao do discente. Outro ponto que deve ser ressaltado ¢ que o modo
como a escrita das resolugdes foi realizada busca retratar como acreditamos que seja uma boa
forma de conduzir as resolugdes dos problemas de contagem, incentivando sempre a reflexao,

a investigacdo e uma postura ativa, tanto por parte do aluno quanto por parte do professor.

No capitulo 2, analisamos como os topicos de Contagem sdo abordados em seis livros
didaticos, sendo trés voltados para 8° ano do Ensino Fundamental e trés voltados para o 2° ano
do Ensino Médio. O primeiro segmento escolhido, se justifica devido & meng¢ao explicita que
ha na BNCC (Base Nacional Comum Curricular) relativa ao ensino do Principio Multiplicativo,
enquanto o segundo segmento escolhido se deu devido a ser o momento do Ensino Médio em
que, tradicionalmente, a Analise Combinatdria ¢ apresentada com maior profundidade. Através
de uma leitura critica, foram tecidas algumas reflexdes e colocacdes a respeito da forma de
introducao do conteudo, da apresentacdo dos conceitos, assim como o perfil geral dos exercicios
propostos para os alunos. Esses comentarios sdo acompanhados de reproducdes condizentes

das obras buscando ilustra-los.

Por fim, encerramos este trabalho com consideracdes gerais sobre o ensino de
Combinatéria e da Matematica como um todo, além de algumas reflexdes alcangadas durante

o desenvolvimento do mesmo que deixam margem para possiveis desdobramentos futuros.



2. Principios Fundamentais da Contagem

Problemas de contagem em Combinatéria fazem, quase sempre, uso ou o dialogo de
varios objetos matematicos a fim de “contar sem contar” as configuracoes estabelecidas nos
problemas. Ou seja, a fim de contabilizar o total de possibilidades que atende a determinada
situacdo, sem, necessariamente, contd-las uma a uma. Na maioria das vezes, esses objetos
(principios aditivo e multiplicativo, arranjo, permutagdo, combinagdo, permutacao circular,
etc.) sdo tratados de modo a isolar uns dos outros, sem que se estabeleca o vinculo formador
entre eles e suas condicionantes. Nesse capitulo, nossa intencdo ¢ discutir uma forma de
podermos construir esses objetos em sala de aula, de modo a entender como eles surgem, para
que possamos utiliza-los na resolucdo de problemas cientes do porqué estdo subjacentes as

estruturas do problema posto.

O objetivo aqui ¢ apresentar as defini¢des de dois Principios Fundamentais da
Contagem, cujas aplicagdes sdo motivadas por exemplos, além de analisar as variadas
aplicagdes que essas ferramentas possuem na resolugdo dos problemas de contagem,

articulando-os conforme a situagdo exigir.

Os principios elementares mostram seu real valor como recursos que otimizam o
processo de contagem quando a listagem completa dos resultados ¢, no minimo, desgastante.
“Estes principios sdo a base da combinatoria enumerativa, e sdo aplicdveis em uma enorme
variedade de problemas” (BOSE; MANVEL, 1984, p. 2, apud GONCALVES, 2014, p.19,

tradugdo da autora).

Além disso, sdo explorados conceitos e defini¢cdes basicas da Analise Combinatoria que
surgem a partir da aplica¢ao do Principio multiplicativo em classes particulares de problemas,

como Permutacao, Arranjo e Combinagao.

2.1 Principio Aditivo (PA)

As quatro operagdes aritméticas fundamentais (adicdo, subtracdo, multiplicacdo e
divisdo) se fazem presentes ao longo de qualquer situagdao de contagem. Segundo Morgado et
al. (2006) existe uma vinculagdo direta entre a historia da matematica e busca por técnicas de
contagem, sendo “contar”, ou seja, enumerar os elementos de um conjunto com o objetivo de
determinar o total desses, a primeira técnica matematica aprendida por uma crianca. Os

problemas de contagem motivam a aplicagdo das operacdes aritméticas. Ao introduzir a



operacdo da adi¢do, por exemplo, utilizam-se problemas de contagem andlogos ao que ¢

ilustrado a seguir:

Figura 1 - Esquema representativo do Principio Aditivo

+ —

AUB

Fonte: Elabora¢do do autor.

A Figura 1 ilustra um dos principios fundamentais da contagem, que podemos nomear
de Principio Aditivo. Ainda segundo Morgado et al. (2016), podemos defini-lo da seguinte

maneira;

Sejam A e B dois conjuntos disjuntos (ANB = @), com p e q elementos,

respectivamente, entdo C = A U B possui p + q elementos.

Com base na minha experiéncia de sala de aula, notei que apresentar essa definicdo aos
alunos ndo tornava clara sua aplicagdo nas situagdes de contagem, por mais 0bvia que possa
parecer para quem ja detém alguma familiaridade com o assunto como se espera de quem o esta
ensinando. Inclusive, acredito que esse olhar que assume certas conclusdes como Obvias,
comum por parte de quem ja tem um certo dominio no assunto, impede de perceber certas
nuances que podem sustentar as dificuldades dos alunos e atrapalham seu desenvolvimento.
Vejo a obviedade como um fator que existe apenas aqueles que possuem familiaridade com o
assunto abordado, e sabemos que na realidade do ensino de matematica atual, os alunos, no
geral, ndo possuem o dominio necessario para perceber essas “obviedades”. O “0bvio”, muitas
vezes, acaba residindo na informacdo que ndo ¢ explicitada. Alids, acredito que, quanto mais
estudamos um determinado assunto, quanto mais nos apropriamos do mesmo, mais dificil fica
se colocar no lugar de quem nao possui o0 mesmo dominio e entender suas dificuldades
genuinamente. Nesse caso, a experiéncia com o ensino, de troca com o alunado, se torna

essencial para que essa compreensdo, essa empatia, seja possivel. Algo que se mostrou valido



foi uma breve retomada dos conceitos de unido e intersecdo entre dois conjuntos, que
normalmente sdo trabalhados na Educacdo Bésica numa série diferente daquela em que se
ensina Analise Combinatoria. Usualmente a Teoria de Conjuntos ¢ trabalhada no 1° ano do
Ensino Médio, enquanto a Contagem ¢ trabalhada no 2° ano do Ensino Médio. Na intencao de
explicitar melhor as informagdes necessarias, o principio que enunciamos acima pode ser
definido de uma outra maneira utilizando termos que facam uma referéncia mais clara as
situagdes de contagem presentes no contexto do Ensino Médio, e que sdo mais proximos dos
termos comumente utilizados pelos professores nas aulas de contagem assim como pelos

problemas abordados.

Suponha que uma situagdo A possa ocorrer de p maneiras diferentes e uma situagdo
distinta B possa ocorrer de q maneiras diferentes, e, aléem disso, que ndo seja possivel que
ambas as situacoes ocorram juntas. Entdo a situagdo C, dada por A ou B, que ocorre quando

apenas uma das duas situagoes anteriores acontece, pode ocorrer de p+q maneiras diferentes.
Para apresentar a aplicagdo dessa primeira técnica, temos o exemplo a seguir:

Exemplo 01: No estojo de Carlos ha 3 lapis de cores diferentes e 4 canetas de cores
diferentes, todos em perfeito estado de utilizagdo. De quantas formas diferentes ele pode

escolher um desses objetos para anotar seu dever de casa?

Para responder esse problema, precisamos nos questionar o que pode acontecer. Aqui,

ha apenas dois casos distintos:
A: Escolher um elemento do conjunto dos lapis, que possui 3 elementos;
B: Escolher um elemento do conjunto das canetas, que possui 4 elementos.

Hé alguma hipdtese na qual esses dois casos ocorrem juntos? Nao. Trata-se, entdo, de
situagdes mutuamente exclusivas, ou seja, situagdes cuja intersecdo ¢ vazia, que nao ha a
possibilidade de ocorrerem simultaneamente. Nesse caso, significa que ou ocorre a situagdo A
(escolher um lapis de uma determinada cor) ou ocorre a situagdo B (escolher uma caneta de
determinada cor). Como a primeira possui trés formas distintas de ser selecionada ja que ha 3
lapis disponiveis, e a segunda possui quatro formas distintas de ser selecionada ja que ha 4
canetas disponiveis, entdo, pelo principio aditivo, a situacdo “ou A ou B” (escolher um lépis ou
escolher uma caneta) pode ocorrer de 3 + 4 = 7 maneiras distintas. Portanto, Carlos possui 7

formas diferentes de anotar o seu dever de casa.



A figura abaixo representa uma possibilidade de diagrama que pode ser feito para

enumerar todos os possiveis resultados para esse problema.

Figura 2 - Arvore de possibilidades referente ao Exemplo 01
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Fonte: Elaboracao do autor.

Esse mesmo método de contagem pode ser generalizado para uma quantidade qualquer

de conjuntos disjuntos dois a dois de maneira andloga ao enunciado que apresentamos acima.

Sobre o problema apresentado vemos que, nessa situagdo, temos um evento que ocorre
numa etapa unica, que ¢ a de escolha do objeto para realizar a escrita. O numero de etapas que
estruturam uma determinada situacdo serve como indicativo para a escolha do método de
contagem mais adequado. No exemplo anterior cabe explicitar que a escolha do objeto a ser
utilizado s6 pode ocorrer atendendo a somente um dentre os dois casos possiveis, ja que eles
ndo possuem resultados em comum. O desmembramento de uma situagdo em casos disjuntos,
ou seja, sem possibilidades em comum, ¢ uma habilidade estrategicamente importante que
precisa ser desenvolvida para que, em seguida, possam ser trabalhadas situagdes de contagem
mais complexas. Havera problemas nos quais o principio aditivo precisara ser utilizado em
conjun¢do com o principio multiplicativo e/ou outras formulas de contagem que derivam desse
ultimo. Além disso, a listagem dos resultados, ainda que parcial, deve ser feita sempre que
possivel, principalmente nos problemas iniciais, para que o aluno crie o héabito de identifica-

los, mesmo que mentalmente, observando caracteristicas comuns. Exemplos com uma



quantidade pequena de possibilidades constituem oportunidades proveitosas de trabalhar com
o diagrama de arvore para a realizagdo da listagem, visto que tratara de situagcdes que nao
demandarao uma analise extensa e, portanto, ndo representarao momentos que exigirao muitos
recursos para serem esmiugadas. A listagem, apesar de ser um recurso simples, constitui uma
das formas mais naturais de contagem e, portanto, ndo deve ser desmerecida, sendo retomada
sempre que for julgado como necessario. Esse recurso ajudaré a responder os questionamentos
sobre caracteristicas gerais dos resultados que realmente atendam as condigdes impostas pelos
problemas, questionamentos esses que nos guiam ao longo do préprio processo de resolucao.
Mesmo ao lidar com situagdes cuja listagem completa dos resultados seja um tanto penosa,
ainda assim uma listagem parcial visando a ressaltar as caracteristicas comuns a alguns
resultados particulares, permitira um raciocinio indutivo, uma conjectura que levara a conclusao

da estrutura geral dos resultados desejados.

Sabemos que ¢ natural surgirem questionamentos quando estudamos algo novo. Havera
momentos em que nao saberemos responder de imediato a tudo que os alunos nos indagam e
nao ha nada de errado quanto a isso. A experiéncia profissional acaba nos moldando bastante
nesse aspecto, ajudando a perceber questionamentos frequentes sobre determinado assunto.
Uma indagacdo comum a respeito do principio aditivo ¢ algo na linha de “E se os conjuntos
possuirem elementos em comum?”’. Nesse caso, referindo-se a como obter o total de elementos
que pertencem a unido de conjuntos nao necessariamente disjuntos. Um caso particular
abordado com frequéncia na educagdo basica dentro do estudo de combinatoria trabalha com

dois conjuntos nao disjuntos.
Para responder a esse questionamento, tomemos como exemplo o seguinte problema:
Exemplo 02: Quantos numeros inteiros de 1 até 100 sdo divisiveis por 4 ou por 5?

Primeiro, quais os conjuntos possuem os elementos que desejamos incluir na nossa

contagem?
A: Conjunto dos inteiros de 1 até¢ 100 que sao divisiveis por 4.
B: Conjunto dos inteiros de 1 até 100 que sdo divisiveis por 5.
Agora, como podemos obter o nimero de elementos de cada conjunto?

Podemos pensar em mais de um caminho que pode ser percorrido. Uma escolha comum
por parte dos alunos seria listar os multiplos de 4 e conta-los. Depois, o mesmo procedimento

com os multiplos de 5.



Uma segunda opg¢ao, mais pratica, para obter n(A) (nimero de elementos do conjunto

A) basta calcular % = 25. Para obter n(B) (numero de elementos do conjunto B) calculamos

100 : . . . i
— = 20. Assim, no intervalo considerado, encontramos a quantidade de multiplos de 4 e 5

respectivamente. Sabemos que essas quantidades sao equivalentes a encontrar a quantidade de
numeros divisiveis por cada um deles, respectivamente. Ou seja, ha 25 multiplos de 4 e ha 20

multiplos de 5 considerando os inteiros de 1 até 100.

Logo, bastaria fazer 25 + 20 = 45 numeros divisiveis por 4 ou 5, certo? Sabemos

que nao.

Nao podemos esquecer que dentre esses 45 multiplos, ha alguns valores contados mais
de uma vez, ja4 que 4 e 5 possuem multiplos comuns no conjunto {1, 2,3,...,99,100} como,
por exemplo, o 20. Assim, constatamos que A N B # @ e, portanto, ndo podemos aplicar
diretamente o principio aditivo. Partindo da listagem dos elementos de cada conjunto, ¢
visualmente perceptivel quais sdo os valores que se repetem. No entanto, se seguirmos pelo
segundo caminho sugerido, ja que a listagem ndo ¢ um método 6timo para contagem, como
encontrar o total de elementos comuns? Nesse caso, o ponto de partida ideal ¢ o menor dos
multiplos comuns a 4 e 5, o famigerado m.m.c. que, nesse caso, ¢ igual a 20. Partindo desse

valor, cada multiplo dele serd um multiplo comum a 4 e 5. Para encontrar a quantidade de
. s . . 100
valores em comum, tomemos a quantidade de multiplos de 20 nesse intervalo, obtida com > =

5. Logo, ha 5 multiplos comuns (ou seja, n(A N B) = 5) que foram considerados duas vezes
cada dentre os 45 acima e, portanto, devem ser descontados desse valor. Concluimos que o total

de possibilidades correto ¢ dado por
n(AUB) = n(A) + n(B) —n(An B) = 25+20 —5 = 40

E interessante dar alguns minutos para os alunos resolverem um exercicio desse tipo e

observar como eles chegam a algum resultado. Alguns erros comuns sao:

Alunos que resolverdo o problema como se os conjuntos fossem disjuntos concluindo
que n(A) + n(B) = 20+ 25 = 45, ou seja, que ha 45 valores divisiveis por 4 ou 5, ndo se

questionando sobre a possibilidade de valores que foram considerados repetidamente.

Alunos que percorrerdao o mesmo caminho acima, sabendo que hé valores repetidos,

porém sem saber como obter o seu total por um método que nao seja a listagem.



Alunos que irdo listar todos os elementos do conjunto A, os elementos do conjunto B e
contar um por um, desconsiderando as repeti¢cdes, chegando ao total de 40. Alguns contam as

repeticoes.

Ap0s verificar a situagdo geral da turma, podem ser feitos alguns direcionamentos, ou
até mesmo colocé-los para trabalhar em grupos possibilitando uma maior discussdo sobre o

problema, e até socializar as resolucdes para que ajudem uns aos outros.

Nesse problema, recorremos ao formato mais simples de uma técnica de contagem
chamada Principio da Inclusdo - Exclusdo. Se houvesse trés conjuntos distintos considerados,
arelacao que forneceria o numero de elementos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos

seria:

n(AUBUC) =n(4)+n(B)+n(C) — n(ANnB) —n(An C) —n(BNC)+n(ANnB
nC)

Ao generalizar essa técnica acerca da unido de n conjuntos, podemos entendé-la da

seguinte forma:

Em suma, o numero de elementos da unido é obtido somando os numeros de elementos
de cada conjunto, subtraindo os numeros de elementos das interse¢oes dois a dois,
somando os das intersegoes trés a trés, subtraindo os das intersegoes quatro a quatro
etc. (Morgado et al.,20006, p.64).

No decorrer do estudo da Combinatéria, pode-se perceber que ocorrem muitas
multiplicagdes nas resolugdes do problema, em especial, produtos do tipo n.(n —1).(n —
2).(n — 3)...2.1. Logo, é natural para a escrita matematica que seja criada uma notacao de
modo a otimizar a representagdo de expressdes desse tipo. Dai surge a motivagdo para o
conceito de Fatorial. Assim, antes de conhecermos outro principio fundamental de contagem,

iremos definir esse conceito que eventualmente nos sera util.

Definicdo: Seja n um numero natural tal que n = 1, definimos o fatorial de n, cuja

notagdo é n!, como o produto de todos os numeros naturais de 1 até n. Ou seja,
n=nmn-1).n-2).(n—3)...21

Cabe lembrar que, por convengdo, 0! = 1 (embora possamos justificar essa convencao
por meio da equivaléncia empirica da permutagdo como um caso particular do arranjo, como

veremos mais tarde), e que n! = n(n—1)!paran > 1



Segundo Trettel (2010) a notagdo atual utilizada para representar o fatorial fazendo uso

do sinal de exclamacao (!) foi introduzida pelo matematico francé€s Christian Kramp, em 1808,

com o intuito de facilitar a impressao. Antes dessa notagao, era utilizada lz—‘

Apesar de ir além do escopo do curriculo da Educacdo Basica, ¢ importante saber que a
ideia de fatorial pode ser estendida para os niimeros reais ndo negativos através da funcao
Gama, introduzida por Euler em 1730 oriunda da pesquisa sobre a extensao do fatorial de um
numero, que se tornou uma fungao que possui diversas aplicagdes matematicas. Sua expressao
¢

I'(x) = fomtx‘le‘tdt.

Quando x é um nimero natural n temos I'(n) = (n — 1)! Ainda que no decorrer da
Educacdo Bésica esse tema costume ser ensinado de modo procedimental, ¢ valido que o
professor saiba esse tipo de informagdo ja que ndo ¢ incomum dos alunos, nesse ponto da

matéria, perguntarem sobre o fatorial de um niimero que ndo seja necessariamente um natural.

2.2 Principio Multiplicativo (MP) ou Principio Fundamental da Contagem
(PFC)

Aqui abordaremos o método de contagem que fundamenta todas as formulas
desenvolvidas para resolu¢do de problemas de contagem pertencentes a determinadas classes.
De acordo com Gongalves (2014) esse Principio constitui um dos métodos mais eficientes de

resolugdo de problemas de Combinatoria.

Definicao: Se uma decisdo D, puder ser tomada de x maneiras e, uma vez tomada a
decisdo Dy, para cada possibilidade de ocorréncia existente para D, uma decisdo D, puder
ser tomada de y maneiras, entdo o numero de maneiras distintas de se tomarem as decisoes Dy

e D, é dado por x.y

Analogamente, esse conceito pode ser generalizado para uma quantidade qualquer de
decisdes sucessivas. Cabe ressaltar que deve ser dada pelo professor a devida atengdo ao
principio de invariancia das escolhas da fase seguinte independentemente das escolhas feitas
até a fase atual. O uso dessa técnica de contagem atende a uma gama de problemas, porém nem

sempre com a mesma eficacia. Cada tipo de situagdo exige uma articulacdo diferente desse



principio para que se possa chegar a quantidade correta de possibilidades existentes ao

problema estudado.

No quinto volume, dedicado a Analise Combinatoria e Probabilidade, da Colegao

Fundamentos da Matematica Elementar, € dito:

O Principio Fundamental da Contagem fornece-nos o instrumento bdsico para a
Analise Combinatoria, entretanto, sua aplicagdo direta na resoluc¢do de problemas
pode as vezes tornar-se trabalhosa (HAZZAN, 1977, p.12-E).

Portanto, ainda que um recurso fundamental, sua aplicagdo direta pode ser ineficaz. De
modo a contornar isso, iremos analisar os diversos modos de utilizé-lo, buscando também por
formulas que sejam aplicadveis aos casos particulares da contagem que sdao abordados na
Educacdo Bésica. O objetivo € otimizar o processo de contagem sempre que possivel. Abaixo,
enumeram-se os distintos casos de aplicagdo desse principio basico, ora sozinho, ora em

conjuncao ao Principio Aditivo, e seus possiveis desdobramentos a partir de exemplos.

Caso 1: O conjunto sobre o qual ¢ tomada D, difere do conjunto sobre o qual ¢ tomada

D,.

Exemplo 03: Ao montar as embalagens do brinde que ira distribuir em sua festa, Maira
sempre utiliza um papel para o embrulho e um lago para enfeitar. Se ela comprou os papéis e
os lagos nas cores azul, verde e vermelho, de quantas formas diferentes ela pode realizar um

embrulho?

Em primeiro lugar, quantas e quais sao as decisdes que compdem a situacao proposta?
Como Maira precisa escolher a cor do papel de embrulho e a cor do laco, percebemos que ha
duas decisdes que precisam ser tomadas, e, portanto, duas fases experimentais. Essas duas
decisdes ocorrem sobre um mesmo conjunto? Nao, pois cada decisdo considera um conjunto

diferente da outra visto que as duas partes do embrulho sdo completamente distintas.
D, : Decisao sobre a cor do papel de embrulho;
D,: Decisao sobre a cor do lago;
P: Conjunto das cores dos papéis de embrulho;

L: Conjuntos das cores dos lacos.



A primeira decisdo ¢ tomada sobre o conjunto P e pode ocorrer de trés formas distintas,
considerando que ha trés cores de papel de embrulho disponiveis. J4 a segunda decisdo ¢ tomada
sobre o conjunto L e pode ocorrer de trés formas distintas, considerando que hé trés cores de
lago, independentemente da escolha tomada do conjunto P. Ha alguma condi¢ao imposta pelo
problema a respeito da combinagdo papel-lago? Nao; pela situacdo descrita, ndo ha restricao a
nenhuma das combinagdes possiveis. Logo, independentemente da cor do papel escolhida,
sempre havera trés possibilidades de lago para finalizar o embrulho. Dessa forma, pelo Principio
Multiplicativo, podemos concluir que o numero de maneiras de realizar as duas decisdes em

sequéncia, ¢ dado por 3.3 = 9 possibilidades.

O diagrama a seguir poderia ser construido para retratar a situagdo acima:

Figura 3 - Arvore de possibilidades referente ao Exemplo 03
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Fonte: Elaboragao do autor

Uma pergunta que pode surgir é: E se a primeira decisdo fosse sobre o lago? Faria
difereng¢a? Nao. A escolha de qual decisdo serd tomada primeiro ¢ arbitraria. O que ocorre € a
necessidade de haver uma primeira decisdo que, apods ser tomada, servird como referéncia para
que possamos analisar a decisdao seguinte, mediante as possibilidades da anterior. Diferente do
exemplo referente ao Principio Aditivo, nesse caso o evento se desenrola em duas etapas, duas
fases. O processo de decisdo de como realizar o embrulho, possui um primeiro momento
voltado a escolha do papel de embrulho enquanto o seguinte se volta para a escolha do lago

utilizado. Situacdes que se desenrolam em mais de uma etapa demandam o uso do Principio



Multiplicativo, se a invariancia das escolhas € sustentada, ja que apenas o Principio Aditivo nao
seria suficiente para quantifica-la corretamente. Caso tentassemos utiliza-lo, o questionamento
que o nortearia seria algo na linha de “De quantas formas eu posso escolher o lago ou o papel
de embrulho?”. Ou seja, uma unica decisdo ocorreria. O que ndo faz sentido no contexto
proposto, ja que, apesar de estarmos trabalhando com dois conjuntos disjuntos, ndo estamos
buscando a unido, no sentido matematico, deles e sim o produto cartesiano entre eles. Sem
mencionar que nao ¢ possivel realizar o embrulho s6 com o lago, por exemplo. Nesse raciocinio,
chegariamos a 3 + 3 = 6, o0 que ndo ¢ a quantidade real de possibilidades. Ao lista-las fica
evidente que ha uma incoeréncia entre o valor encontrado usando o Principio Aditivo e o real
numero de possibilidades. Isso evidencia que o Principio Aditivo apenas, ndo € recurso
suficiente para atingir o objetivo, ja que ele, quando usado sozinho, trata de eventos definidos
para uma Unica etapa. Nesse inicio da combinatoria “Preciso somar ou multiplicar?” ¢ mais
um questionamento dos que se repetem com frequéncia enquanto a distingdo de uso entre o
Principio Aditivo e Principio Multiplicativo nao fica clara. Além disso, deixam de considerar a
possibilidade de ambos serem usados num mesmo problema, em momentos diferentes, numa
estratégia comumente utilizada em problemas mais elaborados que precisam ser divididos em

casos distintos. A conhecida estratégia de “dividir para conquistar”.

Aproveitando, dividir em casos ¢ diferente de dividir em etapas? Sim, ndo se deve
confundir a divisdo de uma situacao em casos, com sua divisdo em etapas. Ao dividir em casos,
nada impede que cada caso seja esmiugado em etapas para que possa ser contado corretamente.
Além disso, ao dividirmos em casos, a intengao ¢ de subdividirmos a situagdo-problema de
modo que dois casos distintos ndo possam ocorrer simultaneamente. Analisando as etapas de
um caso de cada vez, usamos o Principio Multiplicativo para conta-lo, e usamos em seguida o

Principio Aditivo para somar os resultados de cada caso e obter o total de possibilidades.
Caso 2: As decisdes D; e D, sdo tomadas sobre um mesmo conjunto.

Exemplo 04: Devido a um erro de programag¢do, uma mdquina de senhas so emite
senhas que ndo contém o algarismo 0 e que ndo possuem algarismos repetidos. Sabendo que

cada senha é composta de dois algarismos, qual o total de senhas que podem ser emitidas?

Primeiro, quantas e quais as decisdes a serem tomadas? Aqui, ha duas decisdes. Uma
para o algarismo das dezenas, e outra para o algarismo das unidades. Cada decisdo corresponde
a uma etapa da construcao dos possiveis nimeros. As duas ocorrem sobre 0 mesmo conjunto

de algarismos.



D;: Escolha do algarismo das dezenas;
D,: Escolha do algarismo das unidades;
A: Conjunto dos algarismos diferentes de zero.

Ambas as decisdes sdo tomadas sobre o mesmo conjunto, o conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Comecando pelo algarismo das dezenas, temos que a primeira decisdo pode ocorrer de quantas
maneiras distintas? Bom, como hé 9 digitos disponiveis, hd 9 maneiras. A partir disso, uma vez
ocupada a casa das dezenas, a proxima decisdo trata do algarismo das unidades. De quantas
formas podemos preencher essa casa, considerando as possibilidades da decisao anterior? Se,
da esquerda para a direita, o primeiro digito for 1, entdo ha 8 possibilidades para o segundo
digito que sdo {2,3,4,5,6,7,8,9}, visto que os algarismos utilizados devem ser distintos entre si.
Fazendo a mesma andlise para as outras formas de iniciar o nimero, chegamos a mesma
conclusao? Sim, concluimos que, para qualquer uma das nove maneiras de preencher a dezena
do numero que estamos construindo, a segunda decisdao sempre podera ocorrer de oito maneiras
distintas, pois ha uma condi¢ao imposta pelo problema quanto a repeticao dos algarismos, e que
deve ser atendida. Sendo assim, o total de maneiras distintas de construir essas senhas ¢ dado

por 9.8 = 72 possibilidades.

Uma vez que a resposta foi obtida, cabe refletir: Essa é a unica forma de abordar esse
problema? Nos problemas que trabalhamos até aqui, utilizamos o raciocinio direto, que também
pode ser chamado de “método construtivo”, pois seguimos diretamente as orientagdes do
problema para contar o que nos interessava. Uma outra abordagem possivel seria através de um
raciocinio indireto, também conhecido como “método destrutivo”. Nesse caso, o que muda?
Primeiro, contamos sem considerar a restricdo imposta, 0 que torna o processo mais simples.
De quantas formas a primeira decisdo pode ocorrer? Nove. Para cada uma dessas nove
maneiras, de quantas formas pode ocorrer a segunda decisao? Nove, também. Logo, as duas
decisdes em sequéncia podem ocorrer de 9.9 = 81 maneiras. Como ndo consideramos a
restri¢ao nessa primeira parte do processo, podemos supor que ha nimeros que nao devem estar
de acordo com o contexto dentre esses 81, certo? Certo. Quais sao eles? Analisando um caso
particular, podemos fixar o primeiro algarismo como 1. Dai, segue que o segundo algarismo
pode ser qualquer um do conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, ou seja, estamos considerando o conjunto
{11,12,13,14,15,16,17,18,19} como parte da solugdo. Porém, como nao pode haver numeros
com os algarismos repetidos, precisamos desconsiderar um elemento desse conjunto, o nimero

11. Fixando o 2, o 3 e assim por diante, e analisando os niimeros formados, percebemos que



devemos desconsiderar os nimeros 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88 ¢ 99, que representam 9 das 81
possibilidades encontradas ao desprezarmos a condi¢ao que havia sido apresentada. Logo, 81 -

9 =72 possibilidades.

Devido ao niimero relativamente grande de possibilidades, nessa situacdo o uso do
diagrama de arvore para listagem de todos os resultados poderia ser um pouco mais demorado
de fazer, tanto para o professor quanto para o aluno. Vimos que a listagem parcial dos
resultados, fixando um algarismo nas dezenas, por exemplo, ilustra como a observagdo de um
caso particular permite generalizar a ideia. Em exemplos que trabalham com algarismos deve-
se enfatizar a diferenca entre o nimero de possibilidades referente a alguma decisdo, e alguma
possibilidade em si para aquela decisdo. Por exemplo, deixar claro que o “9” para a primeira
decisdo se refere a quantidade de elementos do conjunto considerado ¢ ndo a um de seus
elementos que ¢ o algarismo 9. Isso também vale para o “8” referente ao numero de
possibilidades atribuido a segunda decisdo, na abordagem direta. Em sala de aula, o uso de
cores na escrita da resolucdo pode ser de grande auxilio para representar essa distingdo
visualmente, pois pode ser feito algum tipo de acordo com os alunos sobre a cor que sera
utilizada para escrever o nimero de possibilidades e a cor que serd utilizada para lista-las, por
exemplo. Padronizar essas cores ajuda o aluno a ndo se confundir durante a resolucdo do
problema feita pelo professor. Nesse exemplo, hd uma diferenciacao intrinseca devido a nao
repeticao de objetos e uma diferenciagao extrinseca que ocorre devido ao sistema de numeragao
posicional que utilizamos. Sabemos que com o subconjunto {1,2} podemos construir os
numeros 12 e 21, e que essas sdo possibilidades distintas ja que o algarismo 1 no nimero 12
possui um valor relativo diferente do algarismo 1 no niimero 21, uma vez que ocupam casas
diferentes. O mesmo pode ser dito sobre o algarismo 2. Por outro lado, se, ao invés de construir
nimeros, o problema tratasse da constru¢do dos subconjuntos possiveis com dois dos nove
elementos disponiveis, considerariamos apenas a diferenciacao intrinseca aos objetos, devido a
sua natureza, e nao haveria nada extrinseco, como uma ordenacao, a ser considerado ja que os
subconjuntos {1,2} e {2,1} representariam o mesmo subconjunto. Nesse ultimo caso, o principio
multiplicativo geraria uma contagem com excesso de possibilidades e demandaria de uma outra
articulagdo no desenvolvimento do raciocinio para que ndao houvesse resultados contados

repetidamente.

Essa diferenciagdo intrinseca (propriedades do proprio objeto, como cores, identidades
distintas, etc) e/ou extrinseca (propriedades externas aos objetos como ordem, forma de

extracdo, colocacdes, etc) entre os objetos disponiveis e utilizados, € o que vai dar base para



definigdes posteriores dos conceitos de Permutacdo, Arranjo e Combinagdo, que surgem ao
analisarmos casos particulares das situacdes de contagem. Vejamos um caso simples, pouco

discutido em sala de aula, mas que faz diferenga na contagem.

Exemplo 05: Suponha o langcamento de dois dados. De quantas maneiras podem ser os

resultados das faces nas seguintes situagoes:
Os dois dados sdo idénticos e sdo jogados simultaneamente sobre uma mesa.

Os dois dados sao idénticos e sao jogados sucessivamente sobre uma mesa, controlando-

se a ordem.

Os dois dados tém cores diferentes (sendo um branco ¢ um vermelho) e sdo jogados

simultaneamente sobre uma mesa.

Os dois dados tém cores diferentes (sendo um branco e um vermelho) e sdo jogados

sucessivamente sobre uma mesa, controlando-se a ordem.

No caso (1) ndo ha distinguibilidade intrinseca (os dados sdo iguais) e nem extrinseca
(o langamento simultaneo ndo controla a ordem). Assim, ha apenas 21 resultados possiveis:
(L,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (3,3), (3,4), (3,5), (3,6), (4,4),
(4,5), (4,6), (5,5), (5,6), (6,6).

No caso (2) nao hé distinguibilidade intrinseca (os dados sdo iguais), mas ha
distinguibilidade extrinseca (o langamento € sucessivo e controla a ordem). Assim, ha apenas
36 resultados possiveis: (1,1), (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (1,4), (4,1), (1,5), (5,1) (1,6), (6,1), (2,2),
(2.3),(3,2),(2,4), (4,2), (2,5), (5.2), (2,6), (6,2), (3,3), (3,4), (4,3), (3,5), (5.3), (3,6), (6,3), (4.4),
4,5), (5,4), (4,6), (6,4), (5,5), (5,6), (6,5), (6,6). Observe que aqui a distinguibilidade, por
exemplo, de (3,5) e (5,3) ndo vem do dado (pois sdo idénticos) mas sim da ordem com que os

nimeros saem no jogo.

No caso (3) ha distinguibilidade intrinseca (os dados tém cores diferentes), mas ndo ha
distinguibilidade extrinseca (o lancamento simultdneo ndo controla a ordem). Assim, ha
também 36 resultados possiveis, a saber, (1,1), (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (1,4), (4,1), (1,5), (5,1)
(1,6), (6,1), (2,2), (2,3), (3,2), (2.,4), (4,2), (2,5), (5,2), (2,6), (6,2), (3,3), (3,4), (4,3), (3.5), (5.3),
(3,6), (6,3), (4,4), (4,5), (5.,4), (4,6), (6,4), (5,5), (5,6), (6,5), (6,6). Observe que, agora, a
distinguibilidade, por exemplo, de (3,5) e (5,3) vem da cor do dado, pois eles sdo diferentes,

onde (3,5) representa que o dado branco deu 3 e o vermelho deu 5, e (5,3) representa que o dado



branco deu 5 e o vermelho deu 3), e ndo da ordem com que os nimeros saem no jogo, pois sao

jogados simultaneamente.

Finalmente, no caso (4) ha distinguibilidade intrinseca (os dados tém cores diferentes),
e ha distinguibilidade extrinseca (o langamento ¢ sucessivo e controla a ordem). Assim, h4 agora
72 resultados possiveis, o dobro do caso (3) pois para cada um dos 36 resultados temos um
outro devido a troca da cor. Por exemplo, o par (3,5) do caso (3) torna-se os pares (3B,5V) e
(3V,5B), e o par (5,3) do caso (3) torna-se os pares (5B,3V) e (5V,3B), pois agora temos
distinguibilidade tanto intrinseca (devido a cores diferentes) quanto extrinseca (devido a ordem

de saida diferentes).

Exemplos como esse anterior sdao pouco discutidos em livros didaticos e,
consequentemente, em sala de aula e ddo como resposta sempre 36 nos livros didaticos, sem
haver negociagdo sobre como o experimento ¢ realizado. Isso se dd por conta do uso da
Combinatéria nas Probabilidades, j4 que em Probabilidade, quer os objetos sejam ou nado
distinguiveis, devemos sempre tomda-los como distinguiveis (intrinsecamente), sob pena de
calcularmos incorretamente a probabilidade de eventos. Para a Analise Combinatéria € preciso
avaliar o contexto em que o experimento ¢ realizado visto que, com o olhar enviesado pela
abordagem necessaria em Probabilidade, podemos calcular erroneamente o numero de

possibilidades, supondo que h4a uma distinguibilidade que nao cabe, necessariamente.

Em outras palavras, a depender da estrutura experimental, para a Combinatoria ha
quatro resultados possiveis (o caso 2 e o caso 3 do exemplo anterior tiveram 0 mesmo numero
de possibilidades apenas por uma coincidéncia), enquanto para a Probabilidade somente os
casos de distinguibilidade intrinseca sdo potenciais ao calculo. Se tomarmos como exemplo o

evento E = “A soma dos valores das faces dos dados ¢ igual a 3”, obtemos que

2
P(E) = 36 (apenas a distinguibilidade intrinseca )

4
P(E) = 7 (distinguibilidade intrinseca e extrinseca)

A partir do exemplo acima, evidenciamos mais uma vez o fato de que ha uma soldadura
equivocada entre o ensino de Combinatoria e o de Probabilidade, tema esse que, apesar de nao
compor o escopo deste trabalho, afeta diretamente o ensino de Combinatoria e por isso precisa

ser mencionado. Tal engessamento leva ao ensino de combinatoria um vié€s no tratamento da



contagem de possibilidades, partindo de um ponto de vista que apenas ¢ necessario no

tratamento da Probabilidade.

Para tratar dessa diferenciacdo, ndo ¢ necessario levar para a sala de aula os termos
“distinguibilidade intrinseca” e “distinguibilidade extrinseca”. Reconheco que essa ¢ uma
linguagem que cabe mais a uma troca entre pares. No caso, ¢ completamente satisfatorio partir
de problemas como esse do dado, ou até outros com uma menor quantidade de possibilidades,
para que se possa evidenciar para o aluno as diferencas entre trabalhar com objetos idénticos,
objetos distinguiveis (cores diferentes, por exemplo), lancamento/retirada simultaneo ou
ordenado, para que o mesmo crie a consciéncia da relevancia dessas caracteristicas nos

experimentos analisados ainda que sem usar os devidos termos para referir-se a elas.
Vejamos agora outro exemplo:

Exemplo 06: De gquantas formas um podio com os trés primeiros colocados numa

competi¢do pode ser formado, considerando que ha seis atletas competindo?

Primeiro, quantas decisdes precisam ser tomadas? Tendo uma decisdo para cada

colocagao, podemos afirmar que sao trés decisoes a serem tomadas, sendo elas:
D;: Escolher o 1° colocado.
D,: Escolher o 2° colocado.
D5: Escolher o 3° colocado.

De quantas formas cada decisdo pode ocorrer? Ja que ha 6 atletas, a primeira decisao
pode ocorrer de 6 modos. Uma vez ocupado o 1° lugar, com um atleta “A”, a segunda decisao
pode ocorrer de 5 modos diferentes pois qualquer um dos outros cinco atletas podem ocupar a
segunda posi¢ao. O mesmo ocorre para qualquer outra possibilidade que seja fixada no primeiro
lugar. E, ap6s as duas primeiras decisdes, o 3° colocado pode ser escolhido de 4 modos
distintos, independente de quem estiver nas duas posi¢des ocupadas primeiro. Logo, o total de

possibilidades para esse podio € 6.5.4 = 120.

Dentre o total de possibilidades, podemos notar que o pddio (A, B, C) ¢ diferente do
podio (B, C, D), que também ¢ diferente do podio (C, D, B), certo? Significa que ndo ¢ apenas
o fato de mudar pelo menos um dos atletas no podio que o altera, como também, as possiveis
ordenagdes formadas por trés determinados atletas que compdem um pddio em particular.

Seguindo esse raciocinio poderiamos pensar que aquilo que estamos contando representa o



numero de maneiras de escolhermos triplas ordenadas dentre seis elementos disponiveis. Ou
seja, além dos ternos possiveis, estamos considerando a ordem que esses elementos sdo
escolhidos para compor o trio. Por exemplo, se tomarmos o terno {a, b, c}, quantas ordenacdes
diferentes sdao possiveis com esses elementos? Ao todo, hé seis ordenagdes possiveis entre eles
que sdo representadas pelas sequéncias (a, b, ¢), (a,c,b),(b,a,c),(b,c,a),(c,a,b),(c,b,a).
Com essa abordagem nos deparamos com o que definiremos mais a frente como Arranjo
Simples, nesse exemplo, de 6 elementos, tomados 3 a 3, cujo total ¢ dado exatamente pelo

calculo resolvido acima: 6.5.4 = 120.

Explorando um pouco mais o contexto anterior, o que obtemos ao listar todos as
ordenacdes possiveis resultados considerando os seis atletas em seis colocagdes? Quantas
decisdes seriam tomadas? Como sdo seis colocagdes que precisam ser ocupadas, vemos que sao
seis decisdes. De quantas formas a primeira pode ocorrer? De 6 modos. E a segunda? Fixando
um atleta em primeiro lugar, a segunda decisdo pode ocorrer de 5 modos. Isso vale para
qualquer atleta que ocupe a primeira coloca¢do. Analogamente, a terceira pode ocorrer de
4 modos. E a quarta? De 3 modos. A quinta? De 2 modos. E a sexta? Apenas 1 modo. Segue
que o total de resultados ¢ 6.5.4.3.2.1 = 720. Aqui, o conjunto utilizado para ocupar o pddio
sempre foi {a, b, c, d, e, f}, porém o que precisamos contar representa o total de sequéncias de
seis elementos que podemos construir com esses seis disponiveis. Quando trabalhamos com
todos os elementos de um conjunto no qual todos os elementos sdo distintos entre si, nos
preocupando apenas com o total de ordenacdes possiveis que podem ser construidas com esses
mesmos objetos, estamos realizando o que definiremos como a Permutag¢do Simples, nesse
caso, de 6 elementos. Observando a equagdo obtida por ultimo, vemos algo familiar. O qué?

Vemos justamente o que definimos como o fatorial de 6, ou seja, 6! cujo resultado ¢ 720.

Agora, se a pergunta anterior fosse sobre o numero de ordenacdes possiveis, entre os 5
porta-retratos distintos que estdo sobre uma mesa, posicionados lado a lado, qual seria o
resultado? Veriamos que a primeira decisdo pode ocorrer de quantas formas? De 5 formas. A
segunda? De 4 formas. A terceira? De 3 formas. E assim por diante. Devido a isso, o total de
formas de organizar esses objetos ¢ dado por 5.4.3.2.1 = 120. Mais uma vez surge algo
familiar. Agora podemos observar o fatorial de 5, ou seja, 5! cujo resultado € 120. Vale ressaltar
também que, mais uma vez, estamos trabalhando com todos os elementos (distintos entre si)
em cada arrumacao considerada e o que muda de uma possibilidade para a outra é justamente
a posicao desses objetos. Novamente, temos um caso do que definiremos como Permutagao

Simples, nesse caso, de 5 objetos.



Tem-se uma maneira de chegar a formula da permutacdo simples de » objetos como ¢

enunciado por Gongalvez (2014):

Dessa maneira temos que, se temos a nossa disposi¢do n objetos para organizar em
n casas, vemos que para ocupar a primeira posi¢do temos n opgoes de escolha, para
ocupar a segunda posig¢do temos (n — 1) opgdes, na terceira casa (n — 2) opgoes, e
assim até chegarmos a n-ésima casa, quando teremos apenas uma op¢ao
(GONCALVEZ, 2014, p.22).

Aplicando o principio multiplicativo no raciocinio descrito acima, ficamos com o
desenvolvimento P, = n.(n—1).(n—2).(n—3)...2.1 = n!, que representa o total de
permutagdes envolvendo n objetos distintos, ou seja, o total de Permutagdes Simples desses

objetos.

As permutagdes figuram em situacdes nas quais utilizamos todos os objetos disponiveis
ao mesmo tempo. Um contexto frequentemente usado para abordar a ideia de permutagao trata
da constru¢do de anagramas. Definiremos Anagrama como todas as possiveis ordenagdes das
letras de uma palavra. Repare que tal definicdo ndo deixa davidas sobre uma palavra ser vista

como um dos possiveis anagramas de si. Vejamos um exemplo envolvendo anagramas.

Exemplo 07: Qual o total de anagramas que podem ser formados com as letras F, I, N,

Ael?

O que precisamos saber para responder a pergunta? Bom, basta saber o total de
sequéncias de tamanho 5 (com 5 elementos) que podem ser formadas com as letras dadas. Todos
os elementos disponiveis sdo distintos? Sim. Entdo, nesse caso, estamos lidando com

permutagdes simples, cujo total € dado por P, = n!. Segue que
Ps = 5! = 5.4.3.2.1 = 120 anagramas.

Outro olhar que podemos ter sobre esse problema ¢ que ha a tomada de 5 decisdes. A
primeira trata da letra com a qual se iniciard o anagrama, a seguinte trata da proxima letra, e
assim sucessivamente, até a quinta decisdo que trata da ultima letra na construgdo do anagrama.
Logo, podemos usar apenas o principio multiplicativo e como ha 5 modos de tomar a primeira
decisdo, 4 modos de tomar a segunda decisdo, 3 para a terceira, 2 para a quarta e 1 para a quinta

e ultima decisdo, segue que ha um total de 5.4.3.2.1 = 120 anagramas possiveis.



Sobre o fatorial, serd que ¢ possivel explicitar algum fatorial no desenvolvimento feito
para obter os resultados encontrados nos outros dois problemas anteriores as situagdes de

permutagdo?

No Exemplo 04, chegamos ao calculo 9.8 = 72. O primeiro membro dessa equagao
possui dois dos fatores do “comeg¢o’ do fatorial de 9. O que precisa ser feito para obter o fatorial
de 9? Nesse caso, o produto ja existente deve ser multiplicado por 7.6.5.4.3.2.1, que ¢ o fatorial
de 7. Como se trata de uma equagdo, podemos multiplicar ambos os lados por esses fatores sem

alterar a equacdo. Segue que
9.8 = 72

9.8.7.6.5.4.3.2.1 =72.7.6.5.4.3.2.1

9! = 72.7!
9!
ﬁ = 72
9!
=72
(9 —2)!

O que seria equivalente a multiplicar e dividir o lado direito da equagado por 7.6.5.4.3.2.1
ja que seria 0 mesmo que multiplicar por 1, o que ndo altera o nimero por se tratar do elemento

neutro da multiplicagao.

No Exemplo 05, chegamos a equagao 6.5.4 = 120. O primeiro membro da equagao
nos remete ao fatorial de 6. Para que 6! apareca na equacao, podemos multiplicar do lado
esquerdo por 3.2.1, e, para preservar a equacao, temos que fazer o mesmo do lado direito.

Desenvolvendo, obtemos
6.5.4 =120
6.5.4.3.2.1 = 120.3.2.1.

6! = 120.3!




Como comentado anteriormente, na primeira situacao hé 9 objetos distintos disponiveis,
dos quais 2 sdo escolhidos por vez, considerando a ordem de escolha como um fator relevante
para a distinguir uma possibilidade de outra. Na segunda situacdo, ha 6 objetos distintos
disponiveis, dos quais 3 sdo escolhidos de cada vez. Agrupamentos formados a partir de objetos
distintos, nos quais a ordem de escolha dos objetos gera resultados diferentes, além da prépria
composicao do agrupamento em si, caracterizam aquilo que definimos como Arranjo Simples.
Denotando como 7 o total de objetos distintos disponiveis, € p como o nimero de escolhas a
serem feitas - o0 que € equivalente ao tamanho do grupo a ser formado - podemos calcular o total
de arranjos simples de n objetos, tomados de p em p objetos por vez, tal que n > p, da seguinte
maneira: A primeira escolha pode se dar de n maneiras, a segunda escolha pode ocorrer de
(n — 1) maneiras, a terceira de (n — 2) maneiras, a quarta escolha de (n — 3) maneiras, até a
p — ésima escolha que pode ocorrer de (n — p + 1) maneiras. A quantidade de formas que a
p — ésima pode ocorrer nem sempre € percebida de imediato, o que pode ser esclarecido ao
relacionar o ordinal da decis@o que esta sendo tomada com a quantidade de maneiras que aquela

decisdo pode ocorrer, como na tabela que se segue:

Tabela 1 - Relagdo: Decisdo x Total de formas de decidir

Total de formas da decisdo

Decisao (D) ser tomada(T) D+T
1 n n+1
2 n—1 2+(n—-1) =n+1
3 n-—2 3+ (n—-2)=n+1
4 n —3 4 +(n=-3)=n+1
p k p+k =n+1

Fonte: Elaboracao do autor.

Observando que a soma dos dois primeiros valores em cada linha resulta sempre em
(n + 1), na ultima linha da tabela, supondo que a p — ésima decisdo pode ser tomada de k

maneiras, podemos concluir que p + k = n + 1. Resolvendo essa equagdo, segue que
pt+k =n+1
k=n-p+1=n—-(p-1)

nos permitindo concluir que tal decisdo pode ocorrer de (n — p + 1) maneiras.



Outra forma de visualizar os elementos da tabela acima é mostrado abaixo:

Tabela 2 - Relagdo: Decisao x Total de formas de decidir (2)

Decisao Total de formas de decidir
1 n—(1-1)
2 n— (2-1)
3 n—-—(3-1)
4 n—(4-1)
p n-—(p-1)

Fonte: Elaboragdo do autor.

De acordo com a Tabela 2, chegamos a mesma conclusio sobre a p — ésima decisao, a
respeito do niumero de maneiras que ela pode ocorrer. Além disso, trabalhando em cima da

expression.(n—1).(n—2).(n —3).(n — (p — 1)), segue que
n.(n—l).(n—Z).(n—3).(n—(p— 1)) =n.(n-— 1).(n—2).(n—3).(n—(p— 1)).1

nn—-1.(n—2).(n— 3).(n— (p— 1))

(n —p)!
=n(=D.(-2).(0=3).(n- @ -D) g n
n!
nm=D.(n=2).(=3).( =@ -1) = 57—

Logo, temos que o total de Arranjos Simples de n elementos distintos, tomados de p em

p, tal que n > p, pode ser dado por

n!
App= ———
" (n—p)!
O que aconteceria num contexto em que o tamanho do agrupamento formado fosse igual
ao numero de objetos distintos disponiveis, ou seja, num caso particular no qual n = p ? Por

exemplo, se quiséssemos contabilizar o total de resultados possiveis numa competi¢do com

apenas trés atletas participantes?



Bom, para resolver esse problema, bastaria analisar o total de agrupamentos ordenados
de trés objetos que poderiam ser formados com esses atletas, ou seja, como todos os atletas
sempre estardo incluidos nos agrupamentos, a distingdo se dara pela ordem de inclusdao dos
atletas nos agrupamentos. No caso, isso equivale a contabilizar o total de permutagdes simples
desses trés objetos. Antes de recorrermos a alguma das formulas ja vistas, por meio da listagem

usando a arvore de possibilidades obtemos o total de 6 resultados, conforme o diagrama abaixo:

Figura 4 - Listagem dos agrupamentos ordenados com os trés atletas

1° Lugar 2° Lugar 3% Lugar
Atleta Atleta
B C
Atfleta
A
Atleta Atleta
C B
Atleta Atleta
A C
Afleta
B
Atleta Atleta
C A
Atleta Atleta
A B
Atleta
C
Atleta Atleta
B A

Fonte: Elaboragdo do autor
Agora, pela interpretagdo ja colocada, podemos afirmar que se trata de uma situagdo na
qual esta sendo contado o total de arranjos simples de 3 elementos, tomados 3 a 3. Logo,
usando a relacao obtida, segue que

31
433 = 3731

3!
33 = a



Sabemos que esse resultado deve ser equivalente & permutacdo simples de trés

elementos, ou seja, P; = 3!. Assim

3!

A3,3:0_;:3!:P3

O que nos leva a estabelecer

3!

a:3|

ou seja, o porqué da convengdo 0! = 1, dado que 4, ,, = P,.

Assim, motivado por uma equivaléncia experimental do arranjo de n objetos distintos
tomados n a n com a permutacdo de n objetos distintos, chega-se a origem da convencao de
0! = 1. Do contrario, a relagdo obtida para o célculo de arranjos simples ndo funcionaria para
0 caso n = p. Além disso, justamente nesse caso, o que difere de um resultado para outro ¢
apenas a ordem de seus elementos. E vimos que, ao nos preocuparmos apenas com a ordem dos
objetos arrumados, estamos realizando suas permutagdes. Assim, podemos olhar para a
permutagao simples de n objetos como um caso particular do arranjo simples justamente com
n = p, enquanto, no arranjo, a permutagao fica generalizada porque se desprende da

necessidade de envolver todos os elementos disponiveis na arrumagao.

Por exemplo, no ultimo problema trabalhado, com os trés atletas, a construgcdo de
agrupamentos de 3 elementos tomados 3 a 3, poderia ser pensada apenas como a construcao de
sequéncias de tamanho 3 que podem ser formadas com 3 objetos. Quando falamos em
sequéncia, por definicdo, temos que a ordenagdo dos elementos que a compdem € relevante. Do

arranjo comn = p, temos que

n!
Ann = (n —n)!
n!
Apn = a
tomando 0! = 1, segue que
Apn = nl

0 que recai no que definimos como o numero de permutacdes de n objetos distintos,

também chamado de Permutacdo Simples, dado por B, = n!.



Agora, como fariamos arranjos com objetos ndo necessariamente distintos, como no

exemplo abaixo?

Exemplo 08: Qual o total de nimeros de dois algarismos que podem ser construidos

com os algarismos 4,5 e 6?

Aqui, devem ser tomadas duas decisdes, cada uma com 3 possibilidades distintas. Logo,
pelo P.F.C., temos: 3.3 = 3% = 9 possibilidades. Considerando que a ordem de escolha entre
os elementos distintos ¢ um fator relevante para gerar resultados diferentes, poderiamos calcular
o numero de arranjos simples de trés elementos, tomados 2 a 2, que ¢ dado por A3, =6 ¢
representa o numero de possibilidades sem algarismos repetidos, e acrescentar as possibilidades
com algarismos repetidos que sdo os numeros 44,55 e 66, totalizando 6 +3 = 9
possibilidades como haviamos encontrado. Os niimeros com dois algarismos repetidos podem
ser obtidos tanto por listagem quanto pelo uso do P.F.C., colocando como primeira decisao a
escolha do primeiro algarismo, que possui 3 modos de ocorrer, ¢ a segunda decisdo como
escolher o algarismo igual aquele escolhido na decisdo anterior, que possui apenas um modo
de acontecer, gerando a seguinte expressao: 3.1 = 3. Se fossemos gerar nameros de, por
exemplo, 5 digitos usando esses 3 algarismos, obteriamos, com o PFC: 3.3.3.3.3 = 3% =
243 possibilidades. Nessa situacdo ja seria mais complexo de contar separadamente os casos
em que houvesse pelo menos dois algarismos repetidos mostrando que esse desmembramento
da situag@o nao ¢ muito eficaz considerando nimeros com mais de dois algarismos. Devemos
observar que continuamos numa situagdo que caracteriza a constru¢ao de Arranjos, porém com
a possibilidade de algarismos repetidos, o que foge do escopo do Arranjo Simples, visto
anteriormente. Aqui, temos aquilo que definiremos como Arranjo com Repeticdo de n
elementos disponiveis e p escolhas que precisam ser feitas. Partindo dos exemplos anteriores,

podemos conjecturar que
AR,, = nn.n.nn.....n = nP
que ¢ a formula ja conhecida para contagem das possibilidades nesse tipo de situagao.

Até agora, o Principio Multiplicativo foi a ferramenta base para resolver os problemas
abordados. No Exemplo 08, usamos um caminho alternativo que tratou de separar as
possibilidades em dois conjuntos disjuntos. O primeiro continha somente os elementos com os
dois algarismos distintos entre si, € o segundo continha somente os elementos com os dois

algarismos iguais entre si. Calculamos a cardinalidade de cada conjunto e, no fim, as somamos



para obter o total de possibilidades. Ao aplicarmos o arranjo simples, utilizamos o principio
multiplicativo, e ao somar as cardinalidades, utilizamos o principio aditivo. O uso desses
principios em conjun¢ao ¢ uma estratégia frequentemente utilizada na resolucdo de problemas

de contagem, e muito eficaz, por sinal.

2. 3 Principio Aditivo em Conjunc¢io com o Principio Multiplicativo

Além de situacdes mais simples nas quais ocorre o uso de um, e apenas um, dentre os
dois principios basicos de contagem, como ocorreu em diversas das situagcdes anteriormente
abordadas, também vimos que existem situagdes mais elaboradas em que precisamos fazer uso
dos dois principios para que possamos conta-la corretamente. E desse tipo de situagdo que trata

o exemplo abaixo.

Exemplo 09: Dois irmdos gémeos, Jodo e Marcos, resolveram criar um codigo proprio
para que pudessem trocar bilhetes entre si sem que outras pessoas pudessem entender suas
mensagens. Nesse codigo, as “palavras” tem de duas a quatro letras e eles utilizavam apenas
as letras a e b para escrevé-las. Nessas condi¢oes, quantas palavras distintas podem ser

criadas pelos irmados?

Em primeiro lugar, cabe perceber que a construgdo das palavras ocorre segundo um dos

seguintes casos:
Caso 1 (Conjunto D): A palavra possui 2 letras;
Caso 2 (Conjunto T): A palavra possui 3 letras;
Caso 3 (Conjunto Q): A palavra possui 4 letras.

Cada um dos casos origina um conjunto cujos elementos pertencem somente aquele
caso. Ou seja, os trés conjuntos gerados sdo disjuntos dois a dois. O total de palavras ¢ dado
pelo total de elementos dos trés conjuntos, que equivale a soma das quantidades de palavras
que atendem a cada um dos trés casos, ou seja, equivale a cardinalidade da unido dos conjuntos
criados. A cardinalidade da unido resulta, nesse caso, da soma das cardinalidades dos conjuntos,
ousejan(DUTUQ) = n(D) +n(T) +n(Q). Seja D o conjunto de palavras com 2 letras
cada. Para construir uma palavra que pertenca a esse conjunto sdo necessarias duas decisdes
que tratam da escolha da primeira e, depois, da segunda letra, respectivamente. Tanto a primeira

quanto a segunda escolha pode ser feita de duas formas distintas, ja que had apenas duas letras



disponiveis. Entao, pelo Principio Multiplicativo, esse conjunto possui 2.2 = 4 elementos. Seja
T o conjunto de palavras com 3 letras cada. Para construir as palavras pertencentes a esse
conjunto devem ser tomadas trés decisdes, sobre a primeira, a segunda e a terceira letra,
respectivamente. Como cada decisdao pode ser tomada de duas formas distintas, pelo Principio
Multiplicativo, esse conjunto possui 2.2.2 = 8 elementos. Por fim, seja O o conjunto de
palavras com 4 letras cada. Entdo, num raciocinio analogo aos anteriores, podemos afirmar que
ele possui 2.2.2.2 = 16 elementos. Ao construir uma palavra, ela pertence a um, e apenas um,
dos conjuntos supracitados. Logo, pelo Principio Aditivo, segue que o total de palavras que

podem ser construidas ¢ 4 + 8 + 16 = 28 palavras.

Esse problema exemplifica uma situagdo que pode gerar confusdo entre os alunos. Aqui,
nao € raro que ocorra um questionamento por parte deles sobre qual dos principios devem ser
utilizados, o Aditivo ou o Multiplicativo - como se o uso do primeiro impedisse o uso do
segundo - faltando cogitar a possibilidade do uso de ambos, cada qual em seu devido momento
da resolu¢@o. Em vista disso, se faz necessario ressaltar que uma ferramenta nao exclui a outra,

como a propria resolucdo desse problema mostra.

2.4 Principio Multiplicativo Gerando Contagens Repetidas

O Principio Multiplicativo, desde a sua defini¢do, considera uma ordenagdo das
decisdes. Precisa existir uma primeira decisdo, para depois ser tomada uma segunda decisao e
assim por diante. Se ndo houver um ponto de partida, uma sequéncia bem definida, além de
fugir da propria definicao, cria-se toda uma confusdo a respeito do seu uso. Justamente por
considerar uma ordenagdo, a aplicacdo direta do principio multiplicativo pode, eventualmente,
contar um numero de resultados repetidamente, além daquilo que ¢ realmente valido. Mais
especificamente, como hd uma ordem intrinseca a sua aplicacdo, o que ocorre ¢ a contagem de
um resultado particular acompanhado da contagem das possiveis permutacdes que envolvem
os componentes daquele resultado. Assim, para que seja possivel continuar fazendo uso dessa
ferramenta, precisamos reestruturar o raciocinio de modo que consigamos corrigir essa
contagem repetida. Permutagdes com elementos nao necessariamente distintos, em organiza¢ao
“circular” (ou no entorno duma poligonal fechada) e a constru¢ao de combinacdes simples, que
tratam de agrupamentos ndo ordenados, ou seja, desconsiderando a ordem de escolha dos

elementos, sdo casos particulares nos quais obtemos contagens repetidas com o uso direto do



P.F.C. Vejamos como proceder ao nos depararmos com situagdes andlogas as mencionadas,

resolvendo os problemas abaixo.

Exemplo 10: Rita resolveu abrir seu proprio negocio na pequena cidade em que mora.
Como ¢é um local em que faz muito calor, resolveu investir suas economias numa loja de agai.
La, aléem de comprar o agai, o cliente deve escolher dois ingredientes distintos dentre cinco
opg¢oes (morango, banana, mel, leite condensado e leite em po) disponiveis, para serem batidos

com o agai. De quantas formas distintas um cliente pode fazer a escolha desses ingredientes?

Ao considerar a decisdo sobre o primeiro ingrediente, vemos que h4 quantas maneiras
de escolhé-lo? Cinco. Seguindo, a decisdo sobre o segundo ingrediente sempre possui quantas
maneiras de ocorrer? Quatro, visto que os ingredientes devem ser distintos. Logo, aplicando o
Principio Multiplicativo obtemos que as duas decisdes podem ser tomadas de 5.4 = 20
maneiras distintas. Vamos olhar alguns desses resultados. Um deles ¢ o par ordenado (morango,
banana). Escolher morango primeiro, e banana em segundo. Outro desses resultados ¢ o par
ordenado (banana, morango). Escolher banana primeiro, ¢ morango em segundo. Lembra que
o P.F.C. considera uma ordem? Entdo, devido a isso os dois pares citados foram contados como
resultados distintos apesar de representarem, na pratica, a mesma coisa. Inspecionando outros
resultados e seus “simétricos”, notamos que cada possibilidade foi contada em dobro. Na
pratica, eles representam a mesma escolha de ingredientes que sera misturado ao agai, visto que
a ordem que vocé adiciona os ingredientes no preparo ndo muda a mistura obtida no final.
Investigando um pouco mais, podemos concluir que dentre os 20 resultados obtidos, ao
desconsiderarmos a ordem, existem apenas 10 pares distintos de ingredientes. Como a
contagem repetida ocorre para cada par de objetos, que ¢ contado duas vezes, precisamos
considerar apenas um a cada dois resultados, ou seja, somente metade da quantidade obtida ¢
relevante. Como a quantidade aparente de possibilidades ¢ igual a 20, significa que temos

20: 2 = 10 pares possiveis de ingredientes distintos.

A percepgao de que a unica diferenca entre cada par possivel se da de forma intrinseca
- pelos ingredientes que o compdem - ¢ essencial para concluir que a ordem de escolha dos
ingredientes ndo ¢ relevante, ou seja, ndo ¢ gerado um resultado, uma mistura diferente, ao
inverter a ordem dos elementos escolhidos para serem adicionados no preparo do agai. Essa
habilidade de percepcao deve ser aprimorada para que o aluno consiga discernir se o Principio
Multiplicativo na sua forma natural € suficiente e conta corretamente todos as possibilidades,

ou se ha a necessidade de adaptacdo do raciocinio, como foi o caso.



Nesse problema abordado, o objetivo principal tratou de construir agrupamentos nos
quais a ordem de escolha de seus integrantes ¢ irrelevante para o grupo montado, ou seja, o
unico fator que distingue um grupo de outro € sua composi¢ao, os seus integrantes. Quando isso
ocorre, temos o conceito matematico conhecido como Combinag¢dao. Como essa Combinagao

ndo possui elementos repetidos, trata-se de uma Combinagao Simples.

Segundo LIMA et al. (2016),

Para resolver o problema das combinagoes simples basta notar que selecionar p entre
os n objetos equivale a dividir os n objetos em um grupo de p objetos, que sdo os
selecionados, e um grupo de n — p objetos, que sdo os ndo selecionados (LIMA et al.
2016, p. 87).

Tal caracteristica relativa a ordenagdo, expressa uma clara diferenca quanto a outro tipo
de agrupamento que vimos, o Arranjo Simples. Ainda assim, uma dificuldade significativa que
os alunos possuem ¢ justamente relacionada a distinguir esses dois tipos de agrupamentos e
interpretar em que situagdo cada um se faz presente. “E Arranjo ou Combinagdo?" ¢ outro dos
questionamentos que surgem nas aulas de Combinatoria. O que calculamos aqui representa o
numero de combinagdes simples de 5 elementos, tomados 2 a 2. Aplicando a formula de
Arranjo Simples, obtemos um resultado equivalente ao obtido com o Principio Multiplicativo,

que ¢

segue que

I
I
U=y
e

As,
52 =5

Ainda tomando o Exemplo 10 como referéncia, ao refletir sobre a necessidade de dividir
a quantidade de arranjos por 2 para obter a quantidade equivalente a construir subconjuntos
com dois elementos, o aluno poderia pensar que bastaria dividir por 3 ao construir subconjuntos
de tamanho trés. Esse € um raciocinio comum entre eles num primeiro momento, que cai por
terra ao investigar o caso em que, por exemplo, dados 5 objetos distintos, queremos construir
as combinagdes simples destes, tomados 3 a 3. Como As3; = 60, teriamos uma quantidade
aparente de 60 possibilidades. Porém, ao analisar um terno possivel como {a, b, c}, com o uso
do arranjo estamos contando todas as permutagdes possiveis desses 3 elementos, cujo valor ¢

P; = 3! = 6. Ou seja, cada resultado valido est4 sendo contado 6 vezes.



Dai,

As 3 5! 5!
Cs3 = =

3T T o213 10

Por isso, ¢ necessario fazer um exemplo como esse ultimo, que ¢ contraintuitivo, para

garantir que o aluno nao entenda errado aonde queremos chegar.

De uma forma sintética, podemos chegar a uma formula para o célculo das combinagdes
simples, partindo das formulas conhecidas para arranjo simples e permutagdo simples.
Suponhamos uma quantidade n de elementos distintos, que devem ser combinados p a p.
Sabemos que cada subconjunto de tamanho p, ¢ contado p/ vezes ao utilizar a formula de

arranjo. Segue que

Cn,p. p! = An,p

Anp

Cn,p: p!

Logo, o nimero de combinagdes simples de n elementos tomados p a p, €

n!
c _Anp  (n—p)t _ n! 1
P opl p! (n—p)! p!
c n! (n) 0<p<
= —-—— = , < < n.
P pl.(n—p)! p P

O conceito de Combinagao Simples pode ser estendido para qualquer real x tomado p a

p na forma

C. = x(x—1)(x-1)..(x—p+1)
xp p!

Assim, o que acontece com o desenvolvimento de Cy,;, se p > n? Tomemos como

exemplo (i) Desenvolvendo, obtemos

<3)_3.2.1.0_ 0 .
4) 41 T 24

Os valores de Cp, , = (Z), chamados de Numeros Binomiais, organizados num formato

triangular, com n representando o niimero da linha e p representando o nimero da coluna,
ambos partindo de 0 e crescendo uma unidade por vez, compdem o que denominamos

Triangulo de Pascal. Tal objeto matematico apresenta os coeficientes presentes no



desenvolvimento de (x + a)™, onde n ¢ um inteiro ndo negativo, cuja generalizagdo se desdobra
na formula do conhecido Binomio de Newton. Essa relacdo diz que se x € a sdo niumeros reais

e n um inteiro ndo negativo, entao

n

(x+a)" = z (Z) ak x™k

k=0
A prova enunciada por Morgado (2006) diz que

Temos
x+a)"= (x+a)(x+a)...(x +a).

Cada termo do produto é obtido escolhendo-se em cada paréntese um x ou um a e
multiplicando-se os escolhidos. Para cada valor de k, 0 < k < n, se escolhermos a
em k dos parénteses, x serd escolhido em n - k dos parénteses e o produto serd igual
a akx™ % (0 < k < n). Isso pode ser feito de (Z) modos. Entdo (x + a)™ é uma soma
onde ha para cada k € {0,1,...,n}, (Z) parcelas iguais a akx™ ¥ isto é (x + a)" =
Yn_, Ckak x™* (Morgado et al, 2006, p.112).

Outro ponto interessante sobre Nimeros Binomiais ¢ que se tomarmos como referéncia

a expressao

ny nn-1)n-2)..(n—p+1)
(p) B p!

ela pode continuar fazendo sentido ainda que n ndo seja um inteiro ndo negativo. Na
verdade, essa expressdo faz sentido para qualquer n real, desde que p seja um inteiro nao
negativo. Nesse caso, Cp,,, como nimero de subconjuntos com p elementos formados a partir
de um conjunto com 7 elementos perde o seu sentido para qualquer » que ndo seja um inteiro

~ . ~ . . o -1 .
ndo negativo, mas a expressdo acima continua sendo valida. Por exemplo, ( 4 ) gera o seguinte

(—1> D2 (3. (D 24 )
4) 4 24 7

De acordo com Conrado e Silva (2014), o teorema que ¢ atribuido a Newton nao foi
uma descoberta dele. Porém, ele foi responsavel por sua generalizagdo para valores de n
fracionarios e ndo negativos, o que conduziu ao estudo das Séries Infinitas, e se mostrou um

caso particular das Séries de Taylor.

Uma vez concluida a ideia de Combinagdao Simples, trabalhemos num outro caso

particular no qual o P.F.C. gera contagens repetidas como ja visto anteriormente, o caso de



Permutagoes Circulares. Aqui, o que muda ¢ que, diferentemente do que estavamos fazendo,
passamos a organizar os nossos objetos em posi¢des equiespacadas em torno de um circulo
(podendo também imagina-los nos vértices de um poligono convexo qualquer, se n = 3),
considerando como equivalente as disposigdes que possam coincidir por rotagdo. Antes,
estavamos organizando os objetos numa arrumacao linear. Desenvolveremos esse topico a

partir do proximo exemplo.

Exemplo 11: De quantas formas podemos organizar trés pessoas A, B e C em torno de

uma mesa de trés lugares?

Sabemos que se esses objetos fossem organizados numa fila, a resposta seria dada por
P; = 3! = 6. Isso ¢ o que ocorre? Nao, pois os objetos ndo estdo sendo organizados de modo
linear, como uma fila. Com isso, podemos perceber que esse nao ¢ o modo correto de resolver
tal problema. Entao, como fazé-lo? Vamos analisar a situagdo. Existem trés lugares para ocupar.
O primeiro desses trés lugares, seja qual for, pode ser preenchido por qualquer uma das trés
pessoas disponiveis. O segundo lugar pode ser ocupado por qualquer uma das duas pessoas
restantes. E o terceiro possui apenas uma forma de ser preenchido, pela pessoa que nao ocupou

nenhum dos dois lugares anteriores. Esse raciocinio ¢ ilustrado pelo esquema abaixo.

Figura 5 - Uso do P.F.C. na permutacdo circular

®

Fonte: Elabora¢do do autor

Nesse desenvolvimento, o que adotamos como primeiro, segundo e terceiro lugar ¢

arbitrario. O terceiro lugar s6 possuirda uma forma de ocorrer, a partir do momento em que os



dois anteriores sejam definidos. Devido a pequena quantidade de objetos envolvidos, podemos

facilmente esbocar todas as possibilidades como ¢ apresentado a seguir:

Figura 6 - Equivaléncia de arrumagdes na permutagio circular
®
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©
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Fonte: Elabora¢do do autor
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Como estamos considerando equivalentes as disposi¢des que coincidam por rotagao,

=
©
©
©

temos que as trés permutagdes na primeira linha do esquema acima sdo todas idénticas, assim
como as trés arrumacgdes na segunda linha também sdo. Ou seja, a cada trés arrumacgoes,
queremos apenas uma delas, pois as outras duas sdo repeticdes da primeira. Isso nos permite
concluir que hé, nessas condi¢des, apenas duas permutacdes circulares distintas. Vamos denotar
a permutagdo circular de n objetos por (PC),. Logo, estamos analisando (PC)3, e concluimos

que s6 hé duas formas disso ocorrer, ou seja, (PC)3; = 2.

Considerando a mesa fixa, e mudando os lugares dos trés objetos no sentido horario ou
anti-horario, os lugares ocupados por cada um mudam? Sim, mudam. Porém, diferente da
permutacdo simples, o que importa aqui € a posi¢do relativa dos objetos entre si. Em outras
palavras, estamos nos voltando as posi¢des dos objetos “vizinhos™ a cada um. Nas trés primeiras
figuras, ao percorré-las num mesmo sentido, digamos o sentido horario, sempre ocorre do A
preceder o B, B preceder o C e C preceder o A. Portanto, a posicao relativa dos objetos ¢ a
mesma. Ao proceder da mesma forma em algum dos circulos da segunda linha da Figura 06,

vemos que A precede C, C precede B e B precede A. Uma sequéncia diferente do que ocorre



na primeira linha da mesma figura, logo, uma arrumagao cujas posicdes relativas dos elementos
mudaram. Percebemos que cada permutagdo circular desses trés elementos ¢ representada por

trés disposi¢des diferentes, porém, equivalentes. Assim, também podemos escrever que

3!
PC, ===21 =2
373

Ao destrinchar exemplos parecidos, alterando apenas a quantidade de elementos

distintos envolvidos, observamos que

com 4 elementos, para cada arrumagdo teremos trés rotacdes equivalentes a primeira.

. ~ 4!
Logo, nos interessaremos por apenas uma a cada quatro arrumagdes e encontramos PC, = i

3! = 6;

com 5 elementos, para cada arrumagao teremos quatro rotagoes equivalentes a primeira.

. . . 5!
Logo, nos interessaremos por apenas uma a cada cinco arrumagoes e encontramos PCs; = - =

4! = 24;

e assim por diante, nos permitindo concluir que, com n elementos, teremos, para cada
arrumacao, n — 1 rotagdes equivalentes a primeira. Logo, nos interessaremos por uma a cada n

arrumagées € encontramos

n!
(PO, =— = (n—1)!

Um outro modo de verificar isso ¢ exposto por Morgado (2006)

Como o que importa é a posi¢do relativa dos objetos, ha 1 modo de colocar o 1°
objeto no circulo (onde quer que o coloquemos, ele serd o unico objeto no circulo),
ha I modo de colocar o 2° objeto (ele sera o objeto imediatamente apods o primeiro);
ha 2 modos de colocar o 3° objeto (imediatamente apos o 1° ou imediatamente apos
0 2°); hd 3 modos de colocar o 4° objeto (imediatamente apos o 1° ou imediatamente
apos o 2° ou imediatamente apos o 3°)...; ha n-1 modos de colocar o n-ésimo e ultimo
objeto. Logo,

(PC), =1123...(n—1) = (n—1)!
(Morgado et al, 2006, p.46).

Uma vez que lidamos com os casos em que todos os objetos sao distintos entre si, vamos
abordar topicos de Contagem em que isso ndo necessariamente acontece, como ¢ o caso da
Permutagdo com Repeti¢do, que, como o proprio nome ja diz, significa que pode haver a

repeticdo de objetos. Esse conceito, inclusive, serd util para abordarmos problemas de



Combinagoes com Repeti¢do, também conhecida como Combinagdo Completa. Além disso, o
conceito de Combinacdo Simples, anteriormente abordado, podera ser utilizado para resolver

problemas acerca do primeiro topico citado.

Assim como ocorre em diversos materiais didaticos, iremos desenvolver o proximo

topico trabalhando com anagramas. Tomemos o seguinte exemplo como motivagao.

Exemplo 12: Qual o total de anagramas que podem ser formados com as letras C, A,

S, A?

Ja que ha quatro letras entdo poderiamos inadvertidamente responder isso com P, =

4! = 24,

Mas, na verdade, isto ndo estaria correto pois a aplicagdo feita ¢ adequada apenas a
situagdes em que trabalhamos com permutagdes simples, ou seja, requer que todos os elementos
permutados sejam distintos entre si. Mesmo que isso ndo nos dé uma forma de resolver o
problema, obtemos um exemplo de caminho incorreto que, eventualmente, pode ser utilizado
pelo estudante mais desatento. Cabe ressaltar que destacar um caminho que ndo deve ser
seguido também tem sua importancia, ja que pode evitar que sejam gastos recursos ao insistir
na resolucdo por meio de um método ineficaz. Para encontrar a solugdo correta, devemos nos
atentar a presenca de elementos repetidos, diferentemente do que vinhamos trabalhando até
entdo. Em vista disso, vamos recorrer a forma mais bésica de contagem, a listagem, para
podermos analisar as caracteristicas de alguns dos possiveis anagramas existentes, que segue

abaixo:

Apesar de terem sido construidos, aparentemente, seis anagramas, observamos apenas
trés “palavras” de fato distintas, CASA, CSAA e CAAS. Observando os anagramas em pares
(1e2;3e4;5e06), percebe-se que a inica mudanca que ocorre € a troca de A; e A,, ou seja,
trocamos uma letra A por outra letra A, o que ndo provoca nenhuma alteragdo na “palavra” em
si. Agora, vamos tomar o primeiro anagrama construido na listagem acima e compara-lo com

o terceiro anagrama, dessa vez gerado pela troca entre outras letras como segue

Dessa vez, ocorreu a troca entre S e A, dois elementos distintos, o que foi suficiente para

gerar um novo anagrama. O mesmo aconteceria se trocassemos a letra C com a letra S ou com



alguma das letras A. O ponto em que devemos chegar ¢ que a permutagdo entre objetos
repetidos ndo gera novos resultados para a contagem. Supondo A; e A, como elementos
distintos, concluiriamos que hd 24 anagramas possiveis, porém, através da listagem notamos

que a cada dois anagramas gerados pela troca entre as letras A, apenas um nos interessa. Logo,
. . . 1 ~
se a cada dois queremos um, entdo nos interessamos por > desses 24, o que nos leva a conclusao

de que ha um total de

2,11 4t
o = TETETIR I 12 anagramas.

A notagdo utilizada indica de modo subscrito o nimero total de letras, e de modo

sobrescrito, o numero de repetigdes de todos os elementos.

Frequentemente, um ponto de dificuldade para os alunos ¢ associar esse denominador
como representante das permutacdes de elementos repetidos. Ao invés disso, ¢ comum que o
aluno o intérprete como sendo apenas devido a quantidade de elementos que se repetem. Por
isso, ¢ fundamental reforcar a ideia correta utilizando outros exemplos, de preferéncia exemplos
que possuam outros casos de repeti¢do, ou seja, mais de uma letra se repetindo ou uma mesma
letra que se repete um maior nimero de vezes. Por exemplo, trabalhar com as letras da palavra

MARAVILHA.
Mais uma vez, vamos analisar alguns anagramas através da listagem.
1)MARA,VILHA; ; 2)MA{RA3VILHA, ; 3)MA,RAVILHA; ; 4) MA,RA3VILHA;;
5)MA3;RA.VILHA, ; 6) MAsRA,VILHA;; 7)VA{RA,MILH A5

Observando a lista acima notamos que a trocas realizadas entre as trés letras A geram
seis vezes (3! =6) o mesmo anagrama, MARAVILHA. Porém, basta trocar duas letras
distintas entre si para gerarmos um objeto novo, o anagrama VARAMILHA. Essa mesma
palavra também aparecera seis vezes na nossa listagem, se realizarmos todas as permutagdes
das trés letras A disponiveis. Se supuséssemos que todas as letras dessa palavra sdo distintas

entre si, diriamos que o total de permutagdes entre suas letras seria igual a
Py = 9! = 362880 anagramas

porém, como ha trés letras que se repetem, e, em consequéncia disso, geram seis vezes
. . . 1
cada anagrama, podemos perceber que nos interessa apenas um a cada seis, ou seja, A de

362.880, o que nos da um total de



p3L1LLLL _ 9! _ 362880
? T3 6

= 60480 anagramas

Agora, o que fariamos se houvesse mais de um elemento se repetindo? Por exemplo,
como calculamos o total de anagramas da palavra ARARA? Aqui, além da letra A aparecendo
trés vezes, temos um segundo elemento se repetindo, a letra R, que aparece duas vezes.
Tomando como base o que fizemos nos outros dois exemplos, fica mais simples desenvolver
esse raciocinio. Supondo as cinco letras distintas, teriamos 5! = 120 anagramas, porém devido

as duas letras R, cada anagrama esta sendo contado 2! vezes, logo, queremos apenas um a cada
. 5! : , .
dois deles nos levando a Pl 60 anagramas. Cada um desses ainda esté se repetindo 3! vezes

devido as trés letras A permutando entre si, fazendo com que nos interesse apenas um a cada
seis desses. Logo, para obtermos o resultado final, corrigindo todas as contagens repetidas,

ficamos com

pes 2 _ 81 _ 5L _ 120
5 N 12

3) 2131~ 2131 = 10 anagramas

Além dessa abordagem mais tradicional, conforme dito acima, também podemos
recorrer ao conceito de Combinagdo Simples para resolver essa classe de problemas. Isso fica

bem exemplificado por Morgado (2006) ao trabalhar com a palavra “TARTARA” no que diz
Para formar um anagrama de “TARTARA” temos que arrumar 34, 2R e 2T em 7
lugares, . O numero de modos de escolher os lugares onde serdo

colocados os A é C3. Depois disso, temos C? modos de escolher os lugares para
colocar os R e, finalmente, um unico modo de escolher os lugares para os T.

Logo,
3,2,2 _ 3 2 _ _
P = (C5.C;.1 = 35x6x1 = 210.
(Morgado et al, 2006, p.49-50).

A expressdo final mostrada na citacdo acima, poderia ser expandida como

7! 4l 7!
3,22 __ _
& _3!41'2!2!'1 T312121

= 210

o que pode ser comparado com o que obtivemos no exemplo da palavra ARARA, que foi

I
32 5!

5" =31~ 10



€ nos permite conjecturar que no caso geral em que ha »n letras, das quais ha o repeticdes de

uma, /3 repeti¢des de outra,..., € J repeti¢des da ultima, onde a+f+...+d = n, chegaremos a

Pa'ﬁ'...'g _ n!
n al Bl... 8!
resultado esse que também pode ser obtido através do raciocinio baseado no método da

combinagao.

Na sequéncia de métodos envolvendo repeticdes, abordaremos o ultimo dos tépicos de
contagem mais comuns na educagdo basica, a Combinacdo com Repeticdo, também chamada

de Combinagao Completa. Seguimos motivados pelo exemplo abaixo.

Exemplo 13: De quantos modos é possivel comprar 3 sanduiches em uma lanchonete

que oferece 3 opgoes?

De imediato, os alunos costumam pensar em C33 = 1 opgdo, pois lhes vém a cabega
que trata de escolher 3 op¢des distintas dentre os 3 oferecidos. Porém, ndo foi dito que a compra
serd, necessariamente, de 3 sanduiches distintos, foi? Sabemos que ndo. Ou seja, as
possibilidades de compra incluem a repeti¢ao de sanduiches. Nesse caso, sabemos que o método
da Combinagdo Simples ndo considera todas as possibilidades para esse problema, ja que
podemos escolher um mesmo objeto mais de uma vez de maneira valida enquanto essa técnica
supde que sdao escolhidos apenas elementos distintos. Aqui, representaremos o numero de

modos de escolhermos p objetos distintos ou nao dentre n objetos distintos disponiveis por

(CR)np-

Assim, precisamos decidir quantas unidades serdo compradas de cada um dos trés
sabores de sanduiche, de modo que, ao final da compra, tenhamos obtido trés unidades. Isso ¢
0 mesmo que atribuir valores para as variaveis x;, X, X3, onde x; ¢ a quantidade de sanduiches
do primeiro sabor, e assim por diante. Cabe ressaltar que os valores que podem ser atribuidos
devem ser inteiros ndo negativos. Desse modo, nosso problema pode ser representado pela
equacdo x; + x, + x3 = 3, onde cada elemento do conjunto solucdo corresponde a uma
forma diferente de realizar a compra. Com esse novo olhar sobre o problema, podemos
interpretar (CR)y, como o nimero de solugdes da equagdo x; + xp+...+ X, = p no

conjunto dos inteiros ndo negativos.

Analisando a nossa equacao, podemos listar todas as suas possibilidades vide tabela

abaixo.



Tabela 3 - Listagem de solugdes de x; + x, + x3 = 3

=
[N

=
N

=
w

—_ O O NN == W o o
—_ N = O = O N W o
—_— N = O N OO O W

1

Fonte: Elaboracao do autor

Com isso, vemos que hd 10 formas de realizar a compra, resultado muito diferente do
que foi obtido com C33. Cada solug¢do acima, pode ser representada graficamente com o
esquema “bola-trago”, comumente utilizado em problemas desse tipo para representar solugoes.
Nesse esquema, cada “bola” representa uma unidade atribuida a variavel, e cada “traco” separa
duas varidveis. As solugdes obtidas na tabela anterior seguem abaixo respectivamente

representadas nesse novo esquema

Tabela 4 - Representacdo geométrica das solugdes de x4 + x, + X3 = 3

X1 X2 X3 (1, X3, X3)
| | 000 > (0,0,3)
| 000 | 2> (0,3,0)
000 | | > (3,0,0)
0 | 00 | > (1,2,0)
0 | | 00 > (1,0,2)
00 | 0 | 2> (2,1,0)
00 | | 0 2> (2,0,1)
| 0 | 00 > (0,1,2)
| 00 | 0 > (0,2,1)
0 | 0 | 2> (1,1,1,)

Fonte: Elaboragao do autor



Feito esse esquema, o que podemos observar? E notavel que cada linha representa uma

“fila” de 5 objetos, sendo 3 “bolas” que representam o total de unidades obtido ao somar os
b4 b (13 2 A b 4 b

valores das variaveis, e 2 “tragos” que separam as trés incognitas. Em outras palavras, estamos

enfileirando 5 objetos, dentre os quais ha 3 repeticoes de um deles e duas repeti¢des do outro.

De onde isso nos ¢ familiar? E equivalente a um exemplo dos anagramas com que trabalhamos

no tépico de Permuta¢do com Repeti¢do. Gragas a essa associagdo, podemos afirmar que o total

de solugdes dessa equacgdo pode ser dado por

5!

32 __ _ _
P =g = 10 = Gsg

Com isso,
(CR)33 = (53 = 10.

No caso geral de (CR)p, ,, trabalhamos com p “bolas” e (n — 1) “tragos”, o que nos da

_ pn—-1 _ o
CRTLP - Pp+n—1 - - Cn+p—1,p'

Mais uma vez, ¢ importante ressaltar que os exemplos iniciais devem ser viaveis de
serem resolvidos por listagem para que o aluno possa explorar e atestar por ele mesmo o total
de possibilidades daquela situacdo ocorrer, o que contribui para a validacdo da técnica

empregada na resolugao.

Por fim, para encerrarmos esse capitulo, vejamos uma situacdo que foge de todos os
casos abordados até aqui devido ao rompimento com a independéncia das escolhas, o que pode
ser chamado de Principio da Invariancia, e foi o que nos permitiu desenvolver tudo o que foi

feito até aqui.

2.5 Principio Multiplicativo — Rompimento com o Principio da Invariancia

(Rompimento com a Independéncia das Escolhas)
Aqui, abordaremos um exemplo em que nao ha total independéncia entre as escolhas, o
que significa que aquilo que ¢ considerado como possibilidade numa determinada decisao

depende diretamente do que ocorre numa decisdo anterior. Em casos desse tipo, ha dois



desdobramentos possiveis. Ou serd necessdario desmembrar a situagdo em casos, a estratégia

de “dividir para conquistar”, ou serd necessario fazer uso do Principio da Inclusdo e Exclusao.

Os exemplos abaixo ilustram a aplicagdo das duas estratégias mencionadas acima,

respectivamente.

Exemplo 14: Considere um baralho usual do qual serdo retiradas trés cartas. De
quantas formas diferentes podemos obter, nesse trio, uma carta do naipe de ouros, uma dama

eumrei?

Antes de desenvolvermos propriamente o caminho de resolucao, cabe esclarecer o que
se quer dizer com “baralho usual”, inclusive em sala de aula, pois nem todos os alunos sabem
a estrutura de um baralho comum. Aqui estamos nos referindo a um baralho de 52 cartas,
subdivididas em quatro conjuntos de treze cartas, cada um referente a um naipe. Os naipes sao
Ouros, Copas, Espadas e Paus. Os valores das cartas sao: A (As), 2,3,4,5,6,7,8,9, 10,
J(Valete), Q(Dama) e K(Rei). Ao todo existem quatro copias de cada, uma para cada naipe.

Uma vez que isso esta esclarecido, partiremos para a resolu¢do do problema.

Vamos colocar que nossa primeira retirada seja uma carta de Ouros, a segunda seja de
uma Dama e a terceira seja o Rei. Essa sequéncia pode ser estabelecida de seis formas diferentes
(devido as suas permutagdes), e, ainda assim, geram o mesmo nimero de possibilidades cada.

De qualquer forma, precisamos adotar uma ordem para que usemos o Principio Multiplicativo.

Sobre a primeira decisdo, notamos que ha 13 resultados possiveis. Agora, sobre a
segunda decisdo, devemos nos perguntar: Para qualquer carta que seja retirada na decisdo
anterior, quantas sdo as possibilidades validas para a minha segunda retirada? Quatro? Nao.
Basta pensar que se uma Dama de Ouros for retirada de primeira, a segunda decisdo so sera
valida mediante a retirada de uma das outras trés Damas que restariam no baralho.
Aproveitando a linha de pensamento, existe algum resultado da primeira decisdo que afeta a
terceira retirada? Sim. Se o Rei de Ouros for retirado no primeiro saque, a segunda decisdao nao
serd afetada, porém a terceira decisdo serd. Nesse momento, nos deparamos com pontos de
quebra do nosso Principio da Invariancia, pois, o nimero de possibilidades para decisdes
posteriores varia de acordo com o ocorrido em alguma decisdo anterior. Como lidar com isso
de modo que consigamos contabilizar nossos resultados corretamente? Iremos dividir a nossa
situagdo em trés casos, tomando como norte aquilo que ocorre no primeiro saque do baralho.

Tal abordagem fica ilustrada pela tabela abaixo:



Tabela 5 - Numero de possibilidades para as trés retiradas

1* Retirada - Ouros 2* Retirada - Dama 3% Retirada - Rei Total
A, 2,..,10,J Q(0), Q(P), Q(E), Q(C)  K(0), K(P), K(E), K(C) 11.4.4=176
Q(O) Q(P), Q(E), Q(C) K(0O), K(P), K(E), K(C)  1.3.4=12

K(O) Q(0), Q(P), Q(E), Q(C) K(P), K(E), K(C) 1.43=12

Fonte: Elabora¢do do autor

Ao abrir o problema em casos, garantimos a validade do Principio Multiplicativo, pois
contornamos a quebra da invariancia. Por fim, utilizando o Principio Aditivo, chegamos a

resposta final do problema que ¢ 176 + 12 + 12 = 200 possibilidades.

Repare que, se tal divisdo ndo tivesse sido feita, e tivéssemos prosseguido como se o
Principio da Invariadncia nao fosse descumprido em nenhum momento, chegariamos ao valor
de 13.4.4 = 208, que contabilizaria indevidamente sequéncias do tipo (Q(O), Q(O), K(P)),
assim como ( K(O), Q(E), K(O)), trios impossiveis de serem formados visto que ha apenas uma

carta de cada no baralho.

O exemplo que ilustra um outro caso de rompimento com o Principio em questdo ¢

abordado abaixo.

Exemplo 15: Qual o total de anagramas com as letras A, M, O, R de modo que nenhuma

letra esteja em seu lugar original?

Nesse caso, sabemos que a resposta ndo ¢ 4! = 24, visto que esse valor representa
todos os anagramas possiveis, e alguns deles possuem uma ou mais letras em suas posi¢des
originais como, por exemplo, AMRO, que possui A e M em suas posi¢des originais e até mesmo

AMOR que possui todas as letras em suas posigdes originais.
Para resolver esse problema, iremos determinar alguns conjuntos, sendo cinco deles
Q = Conjunto com todos os anagramas possiveis com as letras A,M, O e R.
A, = Conjunto de anagramas com A na sua posicdo original

A, = Conjunto de anagramas com M na sua posi¢ao original



Az = Conjunto de anagramas com O na sua posi¢ao original

A, = Conjunto de anagramas com R na sua posigao original

A partir desses conjuntos, precisamos observar que ha elementos em comum entre eles,
como AMRO que pertence tanto ao primeiro quanto ao segundo conjunto construido, visto que
possui tanto a letra A quanto a letra M em suas respectivas posigdes originais. Além disso,
conforme o que foi definido, concluimos que o conjunto cuja cardinalidade responde ao nosso
problema ¢ a intersecao entre os complementares dos conjuntos criados, j& que cada um deles

conterd apenas elementos nos quais sua respectiva letra ndo esta na posicao original.

Definiremos mais quatro conjuntos abaixo, sendo eles

A§ = Conjunto de anagramas com A fora da sua posicio original
AS = Conjunto de anagramas com M fora da sua posicio original
AS = Conjunto de anagramas com O fora da sua posicio original
A§ = Conjunto de anagramas com R fora da sua posigao original.

Com isso, buscamos encontrar a cardinalidade de A NASNASNAS, que

representaremos por n(A¢ N A5 N AS N AS) e podera ser obtida através de
4
n(ASNASNASNAS) =n2)—n (U Ai>
i=1
Visto isso, precisamos recorrer ao Principio da Inclusdao e Exclusdo para obter o nimero

de elementos de U} _ ; 4;, o que nos conduz a
n(4; U4, UA3; UA,) =n(41) +n(4;) + n(dz) + n(4,) —n(4; n4;) —n(4; N 43)

—n(4;NnA4,) —n(4,NnA;) —n(4,NnA,) —n(A;nA,) +n(A; N A, N Ag)
+n(4;NA,NA,)

+Tl(A1 ﬂ A3 ﬂ A4) + n(Az ﬂ A3 ﬂ A4) - Tl(Al ﬂ Az ﬂ A3 ﬂ A4)

Sabemos que n(A;) remete ao numero de anagramas nos quais a letra A ocupa a
primeira posi¢do. Para calcularmos isso, basta realizarmos a permutagdo simples das trés letras
restantes, o que nos levaan(4;) = 3! = 6. Analogamente, obtemos que n(4,) =n(43) =

n(A,) = 6. Para obter n(4; N A,), fixamos as letras A e M nas duas primeiras posicoes,



respectivamente, e permutamos as demais letras. Isso nos leva a n(4; N 4,) = 2! = 2. De

modo andlogo, segue que
Tl(Al N A3) = Tl(Al N A4) = n(AZ n A3) = TL(AZ n A4) S n(A3 n A4) S 2! == 2.

Na sequéncia, n(4; N A, N Az) ¢ obtido ao fixarmos as letras A, M e O nas trés
primeiras posi¢des. Porém, ao fazer isso, a letra R também acaba fixada na quarta posi¢ao, no
dando que n(4; N4, N A3) = 1. O mesmo ocorre ao contar o numero de elementos das

demais intersecoes trés a trés, permitindo concluir que
n(A1 nAz ﬂA4) = n(A1 ﬂA3 ﬂA4) = n(Az nAg ﬂA4) =1

De modo parecido, n(A4; N4, N A3 NA,) = 1, pois se trata das quatro letras

formando a palavra original “AMOR”.

Logo,

4
n(UAi>=4.6 —-62+41—1 =15

i=1

E, por fim, podemos concluir que
4
n(AS 0 AS N AS A AS) = n(2) — n<U Ai>
i=1

n(ASNASNASNAS) =24—15 =9

Nesse Exemplo 15, temos a representacdo de um problema cléssico trabalhado na
Analise Combinatdria, referente a conhecida Permutagdo Cadtica ou Desarranjo de n
elementos distintos (D,,). Tais situagdes sao resolvidas fazendo uso do Principio da Inclusdo e
Exclusao que, sendo generalizado para uma situa¢ao com #n elementos, nos da a seguinte relagao
sobre o numero de Desarranjos possiveis

IO U | L1
Dn_ n.(l—ﬁ+z—§+...+(—1) E)

Uma consequéncia dessa relacdo ¢ obtida ao notar que o Numero de Euler e, pode ser

obtido através de



e que

el = N (—1)"l
B n!
n=0

nos permitindo concluir que

Dy,

R

n!
e

. . , . . . , . n!
De modo mais preciso, D,, ¢ dado pelo inteiro mais proximo de <

Com isso, encerramos aqui os Topicos de Contagem mais comuns do Ensino Basico -
além de um ou outro ndo tdo comum como, por exemplo, Permutacdo Caodtica - € seguimos
para o préximo capitulo no qual faremos algumas reflexdes sobre a versdao do professor dos
livros didaticos aprovados no PNLD 2020, buscando analisar seu contetido assim como as

orientacdes presentes nos mesmos sobre a abordagem dos contetidos de Combinatoria.



3. Analise da Versao do Professor dos Livros Didaticos

Uma vez que finalizamos os tdpicos cobrados para o ensino de Combinatoria no
contexto da Educacdao Basica, iremos langar um olhar sobre o discurso presente nos livros
didaticos que chegam as maos dos professores atuantes nesse segmento para tentar antever
como os autores dos livros conduzem didaticamente as heuristicas para solugdes de

combinatoria.

Nesses livros, serdo analisados também a abordagem proposta da Combinatoria, assim
como as orientagdes da versao do professor sobre o ensino da mesma para avaliar a consonancia
daquilo que € proposto com o que este trabalho defende e com o que orienta a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC). No que tange os anos finais do Ensino Fundamental, iremos
analisar o Manual do Professor referente ao segmento do 8° ano pois € nesse momento que deve
ser abordado explicitamente o Principio Fundamental da Contagem, segundo recomenda a

BNCC.

Sobre a escolha dos titulos em si, 0 motivo que nos levou a analisar especificamente as
obras dessas editoras se deve a Santos e Silva (2019) que, ao discutir as relagdes de poder que
permeiam a elaboragdo dos livros didaticos de matematica, trazem a representatividade dos
grupos editoriais no que diz respeito as vendas ao MEC no periodo de 2005-2017. As trés
editoras elencadas aqui pertencem ao mesmo grupo editorial, que nesse mesmo periodo, junto
das outras duas editoras pertencentes ao mesmo grupo, detiveram 40% das vendas de livros
didaticos ao MEC, sendo esse o maior percentual de vendas obtido por um tnico grupo em tal

periodo e o dobro do segundo maior percentual de vendas.

3.1 Ensino Fundamental — Anos Finais (8° ano)

a) Coleciao Matematica Essencial — Editora Scipione (8° ano)

A autoria dessa colegdo ¢ de Patricia Rosana Moreno Pataro, Especialista em Estatistica
pela UEL-PR (Universidade Estadual de Londrina - Parand), e Rodrigo Dias Balestri, Mestre
em Ensino de Ciéncia e Educagdo Matematica pela UEL-PR. O Principio Multiplicativo ¢
abordado no Capitulo 8 da obra, intitulado “Estatistica e Probabilidade”, no tdpico
“Possibilidades”, que ¢ trabalhado ao longo de quatro paginas, a maior parte do contetido sendo
exercicios para o aluno resolver. Acredito que esse titulo seja para facilitar o encadeamento de

ideias com o topico seguinte, que trata do célculo de probabilidades. O assunto ¢ iniciado



partindo de um exemplo resolvido cuja solucdo ¢ apresentada de trés modos diferentes: arvore

de possibilidades, quadro de possibilidades e através de uma multiplicagdo, vide a figura abaixo.

Figura 7 - Reproducdo da pag. 189 do vol. 8 da colegdo Matematica Essencial
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Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2596074 (Acesso em: 10 de fev. 2020)

Ela representa um caso tradicional do uso do P.M., tratando de duas decisdes, cada uma
sobre um conjunto diferente. Uma relacionada as modalidades de pagamento (2 vista ou a
prazo), outra relacionada as configuragdes de computador que podem ser compradas (havendo
trés opgoes). A meu ver, a variedade de solucdes apresentadas enriquece o exemplo, pois mostra
diferentes caminhos pelos quais o aluno consegue obter a resposta desejada apesar das
diferengas procedimentais existentes. Cabe ressaltar que o nimero pequeno de resultados

facilita a constru¢do do diagrama de arvores, um ponto relevante a ser considerado. A impressao



que tive ¢ que o texto da resolugdo ficaria melhor se fosse permeado de mais questionamentos
levando o aluno a refletir mais sobre o que foi adotado como estratégia de resolucdo. A
defini¢dao do Principio ¢ clara, porém, nao ¢ explicitado em nenhum momento que ¢ possivel
aplica-lo a mais de duas decisdes. Apesar disso, em seguida o mesmo € utilizado para resolver
uma situacao envolvendo trés decisdes, cada uma ocorrendo sobre um conjunto diferente das
demais. A generaliza¢do do procedimento ndo ¢ imediata e deveria ser evidenciada. Além disso,
poderia haver mais exemplos resolvidos, tanto antes da formalizagao do conceito para que o
aluno tivesse a chance de realizar a propria conjectura, quanto depois para reforgar a validade

da definigdo apresentada.

Ao todo sdao 14 exercicios (incluindo subitens) que seguem o mesmo o modelo padrao
dos problemas iniciais de contagem, havendo poucos exercicios nos quais os alunos precisam
recorrer a uma alternativa ao P.M. para resolvé-los. Na maioria, as decisdes se ddo sobre
conjuntos distintos ou sobre um mesmo conjunto porém num contexto de constru¢do de
numeros a partir de um conjunto de algarismos dado, o que naturalmente nao gera repeticao na
contagem feita com o Principio Multiplicativo gragas a diferenciagdo extrinseca entre os objetos

escolhidos, gerada pelas casas decimais em que se encontram.

Figura 8 - Reproducao (parcial) da pag. 191 do vol. 8 da Colegao Matematica Essencial
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Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2596074 (Acesso em: 10 de fev. 2020)
Nesse exercicio em particular (Figura 08 acima), ¢ fornecido um exemplo resolvido

como referéncia para os demais itens do mesmo problema. No exemplo, o algarismo 3 ¢ uma



das possibilidades, e coincide com a quantidade de algarismos disponiveis que também ¢ 3. Nos
itens a serem resolvidos, os algarismos fornecidos ndo coincidem com a quantidade que os
representa. Aqui, poderia ser acrescentado um item no qual isso ocorresse para que houvesse a
oportunidade de reflexdo com os alunos, considerando que se trata de um erro comum por parte
deles confundir uma das possibilidades com o numero de possibilidades. Um ponto positivo ¢
a presenca de exercicios nos quais os alunos devem criar problemas que sejam resolvidos pela
aplicacdo da técnica de contagem abordada, o que leva os alunos a refletirem sobre o conteudo.
Também deve ser considerada a variedade de contextualizagdes presentes na elaboragao dos
problemas. Observa-se que fica a cargo do professor complementar os problemas com alguns

mais desafiadores e/ou mais variados.

b) Colecio Telaris Matematica — Editoria Atica (8° ano)

A autoria desta coleg@o ¢ de Luiz Roberto Dante, Doutor em Psicologia da Educagao:
Ensino de Matematica, pela Pontificia Universidade de Sao Paulo (PUC-SP). No decorrer da
analise da obra observamos que os problemas de contagem aparecem em dois capitulos
diferentes, “Numeros” (capitulo 1), e “Estatistica e Probabilidade” (capitulo 7). No primeiro,
os problemas de contagem sao usados para ilustrar um possivel uso dos niimeros naturais,
justamente se referindo a contagem de possibilidades. Considerando os subitens dos exercicios,
ha um total de 6 problemas a serem resolvidos. Ja4 no segundo, a Anélise Combinatoria ¢é
devidamente abordada a partir de um exemplo motivador que € resolvido tanto com a arvore de

possibilidades quanto com o uso da multiplicagao.



Figura 9 - Reprodugao da pag. 221 do vol. 8 da Colegao Telaris Matematica
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Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2597795 (Acesso em: 13 de fev. 2020)

No que segue, hd a defini¢do do Principio Fundamental da Contagem para o caso
particular de duas decisdes. Além disso, ha o incremento da defini¢do com uma observagao, na
qual ¢ explicitada a possibilidade de generalizacdo da técnica para uma quantidade qualquer de
decisdes independentes. Na sequéncia, sdo abordados mais trés exemplos que requerem, cada
um, uma articulagdo diferente dos demais, o que valoriza a exemplifica¢do ndo se prendendo a
repeticoes de uma mesma forma de abordagem. Além da resolucdo apresentada, também ¢
sugerido que as respectivas arvores de possibilidades sejam construidas em conjunto com os
alunos e que seja pedido a eles para fazerem a verificagdo da solucdo fazendo uso do Principio

Multiplicativo, valorizando ambos os métodos. Em seguida, ha um total de 8 exercicios



(incluindo os subitens), que vao desde casos diretos até casos nos quais ha condi¢des impostas
pelo enunciado, o que exige uma maior habilidade na solu¢do do problema quando comparada
a aplicacao direta. Dois pontos que poderiam ser melhorados sdao a quantidade e a variedade de

contextualizacdes ofertadas ao estudante.

Figura 10 - Reprodugao parcial da pag. 223 do vol. 8 da Colegao Teldris Matematica
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Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2597795 (Acesso em: 13 de fev. 2020)

Para finalizar a andlise dessa obra, precisamos mencionar em especial o exercicio de
numero 34, presente na imagem acima. O enunciado diz “Ao langcarmos sucessivamente 3
moedas diferentes, quantas e quais sdo as possibilidades de resultado?”. Visto o que discutimos
anteriormente, como sao trés objetos diferentes e para cada um ha duas possibilidades distintas
(cara e coroa), e considerando o langamento sucessivo, ou seja, hd um controle quanto a ordem,
o total de resultados seria igual a 2.2.2.6 = 48, visto que ha de se considerar tanto uma
distinguibilidade intrinseca quanto uma distinguibilidade extrinseca. Porém, ao analisarmos a
resolugdo do autor, que diz “8 possibilidades. (Em cada langamento podemos ter cara (C) ou
coroa (C’): 2.2.2 = 8)”, vemos que o mesmo nao considerou os objetos como diferentes. Nesse
caso, o problema do enunciado ocorre pois o autor usa a palavra “diferente” como sindnimo de
“distinto”. Tal uso, apesar de comum na lingua portuguesa, ndo cabe nesse contexto.
Considerando que sdo trés moedas distintas e idénticas, lancadas ordenadamente, obtemos
2.2.2 = 8. Se, ao construir o problema, o autor realmente quis dizer que se trata de trés moedas
diferentes, entdo o mesmo deveria haver explicitado que ha uma ordem fixa de langamento, e
que a mesma nao pode ser mudada. Por exemplo, moedas azul, verde e vermelha, sendo que o

lancamento sucessivo ocorre de uma Unica maneira, em uma unica ordem. Dessa maneira,



também faria sentido o resultado 2.2.2 = 8. Como o problema nao ¢ claro quanto a sua
estrutura experimental, o mesmo se mostra inadequado e deveria ser reescrito ou removido do

texto.

¢) Colecao Trilhas da Matematica — Editora Saraiva (8° ano)

Esta obra ¢ de autoria de Fausto Arnaud Sampaio, Especialista em Educacdo
Matematica pela Unicamp - SP (Universidade Estadual de Campinas - Sao Paulo). A Contagem
¢ abordada no Capitulo 17, intitulado “Contagem e Probabilidade”. Nas orientacdes ao
professor presentes na primeira pagina, ¢ citado que o Principio Aditivo e o Multiplicativo sao
os dois principios que baseiam a resolucdo dos problemas de contagem. Aproveita-se para
enunciar o Aditivo, e sinalizar que o mesmo ¢ considerado como conhecimento prévio do aluno,
visto que ¢ utilizado desde os anos iniciais do ensino fundamental na resolugdo de problemas
matematicos. Acrescenta também que ha, no geral, uma facilidade para compreensao do P.F.C.,
em especial, se ¢ feita a listagem de todas as possibilidades existentes nos casos com poucos
elementos envolvidos em cada etapa, ou se hd um uso de outros recursos didaticos como a
arvore de possibilidades e tabelas que permitam a verificagdo. Incentiva o professor a apresentar
exemplos em que ocorre o uso do Principio Multiplicativo e que sejam colhidas sugestdes dos
alunos sobre outros exemplos em que o mesmo pode ser usado, realizando as respectivas

contagens de diferentes maneiras.



Figura 11 - Pag. 256 do vol. 8 da colecao Trilhas da Matematica
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Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2595969 (Acesso em: 25 de fev. 2020)

Ao todo, sdo apresentadas cinco situacdes-problema para ilustrar o assunto. Todas

possuem sua resolugdo elaborada através de mais de um método.

Os dois primeiros abordam situagdes que possuem duas decisdes a serem tomadas,
servindo de gancho para apresentar a definicdo do Principio Multiplicativo. Aqui € explicitado
que essa técnica também se encaixa em situacdes com mais de duas decisdes, € mostra isso com

outros exemplos.

Vale destacar que o quinto exemplo trata de uma situagdo na qual ndo ha a

independéncia entre as escolhas (rompimento do Principio da Invariancia) na qual a aplicagdo



imediata da técnica apresentada gera uma contagem incorreta, valorizando a interpretacdo do
problema e reflexdo sobre 0 mesmo, o que serve de alerta ao aluno para evitar o automatismo
que muitas vezes ocorre pela falta de compreensao do que o conceito do P.M. realmente trata.
A alternativa acaba sendo recorrer a arvore de possibilidades, mostrando que a listagem pura e
simples pode se fazer necessaria e continua sendo util apesar do contato com o que podemos
dizer que se trata de uma técnica mais sofisticada. Tudo isso ¢ seguido por uma contextualiza¢ao
sobre o jogo Xadrez, que eu nao julguei interessante, pois 0s questionamentos associados sao

respondidos através da contagem uma a uma das possibilidades.

Figura 12 - Reproducdo parcial da pag. 259 do vol. 8 da Colegdo Trilhas da Matematica
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Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2595969 (Acesso em: 25 de fev. 2020)

A contextualiza¢cdo ¢ acompanhada de sugestdes para o professor incentivar os alunos a
pesquisarem sobre o jogo em si. Achei a intengdo valida, mas ndo considerei uma grande
contribuicao pensando na Combinatéria. Me pareceu um tanto desconexa. Acredito que uma
contextualizagdo ligada, por exemplo, ao sistema de emplacamento de veiculos, ou ao nimero
de digitos das linhas telefonicas teria mais significado para os alunos e agregaria mais para
construgdo de significado e relevancia pratica do assunto abordado. Na sequéncia ha 11
exercicios (incluindo subitens) que ndo demandam muito além da aplicagdo direta do P.M., vez

ou outra tendo que atender a algumas condi¢des. Em especial, cabe destacar o exercicio 4, no



qual sdo citadas tanto a solucdo destrutiva quanto a construtiva nas orientagdes ao professor,
que ¢ incentivado a mostrar ambas, e o exercicio 8 no qual o aluno precisa corrigir uma solugao
errada que € apresentada como parte do enunciado, algo que demanda uma maior reflexdo e
compreensdo mais aprofundada do aluno a respeito do assunto. Pareceu uma boa forma de
“medir” o grau de compreensdo do assunto. Por fim, sdo apresentadas duas questdes da
OBMEP, a primeira resolvida seguindo a estratégia de resolugdo de problemas sugerida por

George Polya, e a segunda questdo fica para o aluno como um desafio.

Finda a analise dos livros do Fundamental, passemos agora ao outro segmento da
Educacdo Bésica no qual o assunto de Combinatéria ¢ abordado de modo mais aprofundado, o
Ensino Médio. Ja no que diz respeito a esse segmento, serao analisados os volumes referentes
ao 2° ano ja que, tradicionalmente, ¢ nesse momento que ocorre o ensino dos topicos de

Contagem.

3.2 Ensino Médio

a) Colecao Matematica Contextos e Aplicacoes — Editora Atica (2° ano)

Nesse volume da cole¢do de autoria de Luiz Roberto Dante, Doutor em Psicologia da
Educacdo: Ensino de Matematica pela Pontificia Universidade de Sao Paulo (PUC-SP), a
Combinatoéria ¢ abordada no nono capitulo do livro. A primeira pagina traz um cadeado ¢ um
breve comentario a respeito do que trata a Andlise Combinatoria, relacionando-a com o niimero
de possibilidades de senhas do cadeado exibido. Achei uma contextualizagdo interessante, ja
que usa algo cotidiano, e, no meu ver, pode ser usado como ponto de partida para outras

contextualizagdes similares pensando na combinagao de caracteres.

Os topicos usualmente abordados sobre esse tema seguem a ordem tradicional,
comecando pelo P.F.C., motivado por dois problemas, um sobre trajeto de viagem e outro sobre
resultados do lancamento simultaneo de um dado ¢ uma moeda. Em ambos, ha a utilizacao do
diagrama de arvores, seguido da determinagdo do numero de possibilidade através da
multiplicagdo. H4 um box “Para refletir”, referente ao primeiro problema, que menciona que o
procedimento € composto de etapas sucessivas e independentes. Acredito que explicar o que tal

independéncia significa seria um bom acréscimo ao box.



Ap0s as resolucdes dos problemas, ¢ definido o Principio Fundamental da Contagem,
para duas decisdes, seguido da generalizacdo que ¢ mencionada por uma observagao logo apds

a defini¢do. O principio entdo ¢ aplicado na resolucao de mais trés exemplos, vide Figura 13.

Figura 13 - Reprodugao da pag. 205 da Colecdo Matematica Contextos e Aplicacdes
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Na sequéncia, temos o topico “Permutagdes simples e fatorial de um ntimero”, que inicia
com o significado da palavra “permutar” e qual associagdo deve ser feita com os problemas de
contagem. No caso, a associacao sugerida € com “a nog¢do de embaralhar, isto é, trocar objetos
de posi¢do”. Logo depois, o texto fala sobre a formacao de “agrupamentos com n elementos”
nos quais todos serdo utilizados em cada agrupamento. Faltou sinalizar que os n elementos sdo
distintos entre si, ja que € o que ocorre nos dois exemplos resolvidos que sdo mostrados no
texto. Um pouco depois, tal detalhe ¢ mencionado ao definir como deve ser calculado o nimero
de filas que podem ser formadas com n objetos distintos. A explicagdo conduz a conclusao de
que a permutagdo simples desses n objetos distintos ¢ dada por P, =n.(n—1).(n —
2). ... .3.2.1, que ¢ utilizada como gancho para definir como o fatorial de n, com n > 1. Aqui,
0! =1 ¢ apresentado como conveng¢ao. Em seguida, mais alguns exercicios resolvidos, focados
em problemas com anagramas, que ¢ definido no texto como “diferentes disposigdes das letras
de uma palavra”. Logo depois, uma bateria de exercicios propostos ao aluno. Dentre esses
exercicios cabe destacar o numero 3, que possui 0 mesmo enunciado do exercicio 34 presente
no livro voltado para o 8°ano escrito pelo mesmo autor que diz “Ao langarmos sucessivamente
3 moedas diferentes, quantas e quais sdo as possibilidades de resultado?”, sobre o qual se

aplicam os mesmos apontamentos feitos anteriormente.

O topico seguinte ¢ “Permutacdes com repeticdo”, iniciado por um exemplo no qual
deve-se calcular o nimero de anagramas da palavra “BATATA”. Abordar o assunto a partir de
um problema €, no geral, um bom método, porém achei a resolugdo pouco reflexiva. Os passos
da resolucdo que sdo contraintuitivos, € que deveriam ser conduzidos com mais cautela, sao
apenas apresentados no texto simplesmente afirmando o que deve ser feito. Além disso, a
“generalizacdo” apresentada me pareceu confusa pois a formula apresentada considera apenas
trés repeti¢des distintas como mostra a Figura 14 abaixo. Se o aluno fosse trabalhar com os
anagramas de “PARALELEPIPEDO”, por exemplo, acredito que ele imaginaria a necessidade

de alguma outra formula ja que ha quatro letras diferentes que se repetem.



Figura 14 - Reprodugdo parcial da pag. 209 do vol. 2 da Colegdo Matematica Contextos e
Aplicagdes
|’/_____\\
Considere o exemplo:
Quantos sao os anagramas da palavra BATATA?
Se os As fossem diferentes e os Ts também, teriamos as letras B, A,, A;, A;, Ty, Ty, e o total de anagramas
seria Pg = 6.
Mas as permutacoes entre os 3 As nao produzirao novo anagrama. Entao precisamos dividir Pg por P;.
O mesmo ocorre com 0s dois Ts: precisamos dividir também Pg por P;.
Portanto, o niumero de anagramas da palavra BATATA é:
P. 6! 6-5-4-3l

[

PP, 3121 3121 “

Generalizando:

O numero de permutacoes de n elementos dos quais « é de um tipo, B é de outro e vy € de outro, com
« + B + vy = n, édado por: am

x
n!

alBlyl

Pl B representam o numero de vezes que certo elemento se repete.

Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2597273 (Acesso em: 02 de mar. 2020)

Seguindo, mais exercicios resolvidos e um bloco de exercicios propostos, contendo um

'79

box “Fique atento!” comentando sobre desconsiderar a acentuacdo das palavras ao produzir
anagramas, apesar de alguns exercicios anteriores usarem palavras como “perddo” e “dngulo”

sem que isso fosse mencionado.

Em seguida, temos o estudo dos Arranjos Simples. E feita uma associagdo com a
Permutacdo Simples, que trata do “agrupamento ordenado de n elementos”, para sinalizar que
nesse topico serdo estudados agrupamentos ordenados de p elementos, tal que p < n. Ha dois
exercicios resolvidos. Usa-se listagem das possibilidades, diagrama de arvores e o P.F.C. para
resolvé-los. Depois, ocorre a mostra da formula de Arranjos Simples usando fatoriais, além da
indicagdo sobre como usar o principio multiplicativo para resolver problemas dessa classe.
Aproveita-se para refor¢ar a validade da convencdo 0! = 1, assim como a equivaléncia entre
An e P,. Passado isso, temos um bloco de exercicios resolvidos, seguido de exercicios
propostos. Vale mencionar que os exercicios resolvidos recebem duas resolugdes, cada. Uma,

sem a formula, e a outra, com a formula.

O topico seguinte trata do estudo das Combinagdes Simples. E dito que “o conceito de
combinagdo esta intuitivamente associado a nogdo de escolher subconjuntos”. Temos dois
exemplos resolvidos, fazendo uso da listagem das possibilidades, culminando na associa¢ao
entre os conceitos de Arranjo Simples, Permutagdo e Combinagdo Simples. A partir dessa ideia,

obtém-se a formula das Combinacdes Simples de # elementos tomados p a p, para p < n. O



box “Fique atento!”, na Figura 15 abaixo, me pareceu que poderia tanto se referir a

Combinagdes Simples quanto a Arranjos Simples.

Figura 15 - Reproducao parcial da pag. 215 do vol. 2 da Cole¢ao Matematica - Contextos e
Aplicagoes

Formula do nimero total de combinacoes simples
A cada combinacao de n elementos tomados p a p correspondem pl arranjos, que sao obtidos pela per-
mutacao dos elementos da combinacao, ou seja:
nl

(n— pi! A
C,~.P:A"":‘ _ n — pi _ nt _)C”P: n.p

p! p! plin—pl T

* podemos selecionar p obje
. entren objetns distirtos

Combinacoes simples de i elementos tomados p a p (p = ) s3o os subconjuntos com exatamente p
elementos que se podem formar com os n elementos dados.

n
Indica-se por C, ,, Cfou (P] o niimero total de combinactes de n elementos tomados p a p e cal-

|

plin—p)l i

np

p!

cula-se por G, , = (L

Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2597273 (Acesso em: 02 de mar. 2020)

O texto também menciona que ha como abordar problemas de Combinagao através do
calculo do Arranjo do objetos, dividindo pela Permutacdo dos mesmos, valida para que os
alunos ndo fiquem presos a formula e sua aplicagdo mecénica, e também se atentem ao que
difere um subconjunto do outro, a natureza dos seus elementos. Essa ultima adverténcia poderia

ter sido feita logo no inicio da abordagem, aproveitando a associa¢ao com a ideia de construir

subconjuntos.

Figura 16 - Reprodugdo parcial da pag. 215 do vol. 2 da Colecdo Matematica - Contextos e
Aplicagdes

B OO N O S N W N N 0 S D S W N S O S W N SN —

i subconjuntcs que diferem pelz

zados seus elementos.

-

Coma foi observado acima, do mesmo modo que se obtém a formula da combinagao por meio da divisao
de um arranjo pela permutacao, podemos obter a combinacdo sem usar a férmula, calculando o arranjo

sem a férmula e dividindo o resultado pela permutacio dos elementos escolhidos. Isso serd feito nos exer-
cicios resolvidos nas proximas paginas.

Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2597273 (Acesso em: 02 de mar. 2020)



Mais uma vez, a abordagem tedrica € seguida por exercicios resolvidos que, por sua vez,

antecedem um bloco de exercicios propostos.

Hé um tépico separado para trabalhar com “Problemas que envolvem diferentes tipos
de agrupamentos”. Ao final desses exercicios, ha uma leitura proposta sobre “Alguns
problemas de contagem” conhecidos como, por exemplo, o das “7 pontes de Konigsberg”. O
capitulo encerra apds os temas “Numeros binomiais”, “Tridngulo de Pascal ou triangulo
aritmético” e “Binomio de Newton”, com o mesma metodologia usada até entdo: teoria,
exercicios resolvidos e exercicios propostos, fechando com mais uma leitura proposta intitulada
“O triangulo aritmético”, e, em seguida, um problema historico ligado a permutagdo circular,
“O problema de Lucas”. Essa ¢ a tinica mencao a esse topico no capitulo. Nota-se que a obra
também nao trata devidamente de Permutagdo Circular, Arranjo com Repeticdo e nem de

Combinac¢ao Completa.

b) Colecao Matematica Ciéncia e Aplicacdes — Editora Saraiva (2° ano)

A autoria dessa colecdao ¢ de Gelson lezzi, Licenciado em Matematica pela USP,
Osvaldo Dolce, Engenheiro Civil pela USP, David Degenszajn, também Licenciado em
Matematica pela USP, assim como Roberto Périgo que, além de licenciado, também ¢ bacharel
pela USP, e Nilze de Almeida, Mestra em Ensino de Matematica pela PUC-SP. Nessa obra, a
Analise Combinatdria ¢ abordada no capitulo 10, que comega apresentando quatro problemas,
para entdo identifica-los como problemas de contagem. Em seguida, comenta que a Andlise
Combinatoria ¢ a drea da matematica que desenvolve técnicas e métodos para resolver essa

classe de problemas.

O primeiro topico € o “Principio Fundamental da Contagem”, que introduz o assunto
com quatro exemplos contextualizados e, em seguida, apresenta suas resolugdes usando
diagrama de arvores, listagem e multiplicagdo. Ao formalizar o conceito, ja o faz para um

numero de k elementos que compdem uma sequéncia, vide a imagem abaixo.



Figura 17 - Reprodugao parcial das pags. 228 ¢ 229 do vol. 2 da Colecao Matematica Ciéncia
e Aplicagdes
O diagrama acima representadao, ainda ﬁue parcial, p-er.rr.itf' visualizar a "E'_struwra" da multipli-
cagao: 10 - 9 - 8 = 720 (ndmera maximo de tentativas)

Suponha gue uma sequéncia seja formada por k elementos (a,, a,, a,, ..., 3.}, em que;
- a, pode ser escolhido de n, maneiras distintas;
« a, pode ser escolhido de n, formas diferentes, a partir de cada uma das escolhas anteriores;

- a, pode ser escolhido de n, modaos diferentes, a partir de cada uma das escolhas anteriores;

» a, pode ser escolhido de m, maneiras distintas, a partir das escolhas anteriores

Analise Cambinstdris 229

Entdao, o nimera de possibilidades para construir a sequéndia (a,, a,, a,, ..., 4.} e
1, T i

Esse resultado é conhecido como principio fundamental da contagem (PFC) ou principio multi-
plicativo e serve de base para a resolucio de muitos problemas de contagem.

Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501 (Acesso em: 24 de mar. 2020)

Na sequéncia, ha alguns exercicios resolvidos acompanhados de boxes “Pense nisto”
com alguns questionamentos interessantes ligados aos problemas, incentivando uma maior
reflexdo sobre os mesmos. Depois, um bloco de quase trinta exercicios propostos, alguns com
subitens, variados. Acredito que tal quantidade seja para que o aluno possa treinar diversas

formas de articular a técnica aprendida visando ao seu dominio.

O segundo topico abordado ¢ o “Fatorial de um nimero natural”. Partindo de algumas
multiplicagdes que envolvem niimeros em sequéncia, € servem para ilustrar uma classe de
produtos comum na resolugdo de problemas de contagem, constrdi-se a motivagdo ao uso de
uma escrita mais resumida desses produtos, culminando com o Fatorial. Aproveita-se para citar
que tal ferramenta serd 1til na contagem de agrupamentos. Os fatoriais de 0 e 1 sdo apenas
apresentados como convengdes € a generaliza¢ao ocorre para n = 2. Ha algumas simplificacdes
com fatoriais e exemplos resolvidos e, entdo, exercicios propostos. A maioria ¢ do tipo “efetue”

ou “simplifique”. Poucos fogem desse padrao, porém, os que o fazem, sdo interessantes, como



um que propde a analise da veracidade de algumas equagdes envolvendo fatoriais e outro que

pede a resolucdo de equagdes envolvendo fatoriais.

O terceiro topico € sinalizado como “Agrupamentos simples: Permutacgdes, Arranjos e
Combinagdes”. De inicio ja € dito que sera a partir do P.F.C. que serdo desenvolvidas as técnicas
de contagem especificas para cada tipo de agrupamento. Os agrupamentos simples sdo
definidos como situagdes em que ocorre a escolha de & elementos distintos dentre n elementos
disponiveis, para n > k. O primeiro objeto desse conjunto a ser apresentado ¢ a Permutagio. E
introduzida com um exemplo que trata da suposta disputa entre quatro alunas que se sentam
numa mesma fileira devido a ordem que ocupardo as cadeiras. Particularmente, gostei muito
desse exemplo por tratar de uma situag@o totalmente plausivel. Apos sua resolucdo, que faz
uso da listagem das possibilidades, o texto discorre sobre a interpretagao necessaria para aplicar
o Principio Multiplicativo e obter a expressao 4.3.2.1 = 4! = 24 . Na sequéncia, ¢ definido
o termo “permutacdo simples” (nada fora do usual) e, em seguida, ¢ abordado “Como calcular
o numero de permutagdes” no qual define-se a notagdo e, aplicando o P.F.C., conclui-se a
expressdo geral para o calculo desse tipo de agrupamento ordenado tal qual como a

conhecemos. Seguindo, exercicios resolvidos, e, depois, exercicios propostos.

O segundo a ser apresentado, € o Arranjo Simples. Seguindo o padrdo de abordagem
da Permutacdo Simples, ¢ introduzido um exemplo contextualizado que retrata uma situagao de
elei¢do que, primeiro, € resolvido fazendo uso do diagrama de arvore e, em seguida, com o uso
do P.F.C. Depois, ocorre a defini¢do do que ¢ o arranjo de n elementos distintos, tomados & a
k,paran = k. Apos a definicdo temos “Contagem do niimero de arranjos”, onde ¢ usado o P.M.
para obter uma expressao geral para o calculo dos arranjos simples nas condi¢des ja citadas e,
depois, faz-se uso de manipulagdes algébricas para obter uma expressdo equivalente fazendo
uso dos fatoriais assim como fizemos no capitulo anterior deste trabalho. Com uma observacao
¢ dito que a permutagdo simples de n elementos € um caso particular dos Arranjos Simples de

n elementos e que isso mostra a conveniéncia de definir 0! = 1.



Figura 18- Reprodugao parcial da pag. 240 do vol. 2 da Colegao Matematica Ciéncia e
Aplicagdes

nente por esses n elementos cor-

de a uma perr

Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501 (Acesso em: 24 de mar. 2020)

Esse topico ¢ finalizado com um bloco de exercicios resolvidos, seguido de um bloco

de exercicios propostos.

O terceiro e ultimo dos agrupamentos simples, Combinag¢do Simples, ¢ abordado.
Temos um exemplo resolvido que retrata a situagdo do preparo de uma vitamina misturando
duas frutas entre cinco disponiveis, onde ¢ ressaltado que se trata de um agrupamento nao
ordenado. Isso ¢ resolvido fazendo uso do P.F.C. e dividindo-se pela permutagao (semelhante
ao que foi feito no topico 2.4 deste trabalho). Procede-se de forma andloga considerando a
escolha de trés frutas ao invés de duas, concluindo o raciocinio com a definicao do que ¢ uma
Combinacao Simples de n elementos distintos, tomados k a k, para n = k. Entdo, apds essa
defini¢do, hé o topico “Contagem do nimero de combinagdes”, que faz uso das formulas de
Arranjo e de Permutacdo Simples para obter uma férmula para o calculo das Combinagdes
Simples. Finalizando, hd algumas observagdes sobre casos particulares no célculo das
combinagdes como o caso n = k , que reforca a “definicdo especial’ de 0! = 1 eocasok =1
que mostra a conveniéncia da obra definir 1! = 1. Finalizando, ha o bloco de exercicios

resolvidos e o bloco de exercicios propostos.

Encerrado o estudo dos agrupamentos simples, ¢ feito o estudo das Permutagdes com
Elementos Repetidos. Desde o inicio ja ¢ sinalizado que isso se desenvolvera baseado nas
estratégias utilizadas para contagem dos agrupamentos simples. H4 a divisdo em trés casos,
comegando pelo caso em que um unico elemento se repete, seguindo pelo caso em que dois
elementos se repetem e fechando a ideia com o caso geral que trabalha com anagramas de

“CACHORRO”.

No primeiro caso, usa-se a combinagao simples para posicionar os elementos que nao
se repetem, argumentando que as demais posicdes serdo ocupadas de maneira Unica pelos

elementos repetidos. Por fim, considera a permutacdo entre os elementos distintos, chegando a



uma expressao com fatoriais, e aproveita para introduzir a notagdo usual. Uma abordagem bem

inteligivel, a meu ver.

Figura 19 - Reprodugao parcial da pag. 249 do vol. 2 da Colegdo Matematica Ciéncia e
Aplicagoes

12 caso: Apenas um elemento se repete

Um dado & lancado sete vezes sucessivamente. De guantas formas distintas
pode ser obtida uma sequéncia com quatro faces iguaisa 1 e as demais faces
iguaisa 2, 5e 67

» Vamos escolher, de inicio, as posicoes (correspondentes a ordem dos lan-

camentos) gue as faces 2, 5 e 6 podem ocupar.

THINCSTOCKGETTY IMAGES

Para fixar ideias, veja 0 esquema seguinte, em que esta representada uma
possivel ocorréncia de posicoes:

Nas posiches
. 6 5 vazias estao as
faces Iguais a 1.
12 2 30 4= 7a
lancamento lancamento lancamento langamento lancamento

Observe que, fixadas as posicdes das faces 2, 6 e 5, as posices das faces
iguais a 1 ficam determinadas de maneira (nica, uma vez gue gualguer
permutacdo de faces 1 gera a mesma sequéncia
Trata-se, entdo, de escolher trés entre sete posicdes. Isso pode ser feito de
35 maneiras distintas (G, 5 = 35):

» Para a escolha anterior (32, 42 & 72 [ancamentos), as faces 2, 5 e & podem
trocar de lugar entre si, num total de 6 maneiras distintas (P, = 3! = 6).

Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501 (Acesso em: 24 de mar. 2020)

Figura 20 - Reprodugao parcial da pag. 250 do vol. 2 da Colegao Matematica Ciéncia e
Aplicagdes

Os passos anteriores sugerem gue o numero de sequéncias possiveis seja dado por:
71
C?. 3 Pa 3,{ Al 3/[’

, | [L1]
Indicaremos esse numero por P, .

71 —=— 7 &0 numero total de lancamentos

4] =— 4 éo nimero de vezes gue a face 1 ocorre

Seguindo o mesmo raciocinio, podemos obter o nimero de anagramas formados a partir de CASAL.
Cada anagrama formado € uma sequéncia de cinco letras, das quais duas sao iguais a A.

. 42 |
O total de anagramas é P_ %— 60.
Jaem VENEZUELA, ha nove letras, das guais trés sdo iguais a E. Entdo, o nimero de anagramas possiveis &:
(3} =1 _
P —_—
P =3 60480

Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501 (Acesso em: 24 de mar. 2020)

Na primeira expressao da pagina 250 (Figura 20), reproduzida acima, ndo achei intuitiva

a associacdo do 4!, que permaneceu apds a simplificagdo, com o niumero de vezes que a face 1



ocorre. A meu ver, o autor poderia ter utilizado tal abordagem, que usa combinacgdo simples em
conjun¢do com permutacao simples, para analisar algumas das sequéncias possiveis nas
condigdes colocadas e s6 entdo associar o denominador com o niimero de vezes que o elemento
se repete. Seria uma oportunidade de mostrar ao aluno um padrdo de comportamento como

consequéncia empirica da resolucao dessa classe de problemas.

Ao ler o raciocinio tomado no primeiro caso, me perguntei como ele faria no seguinte,
se ele faria algo analogo ou usaria alguma outra abordagem. Gostei de como ele aproveitou

nesse caso os ganhos do caso anterior.

Figura 21 — Pag. 250 (parcial) do vol. 2 da Colegao Matematica - Ciéncia e Aplicagdes

Acompanhe a seg

uma possivel escolha

15 T -

langamants langamernto Laar

N BN OEEDOEDE

- Para tal oscalha de lugares (25, 4
5 (uma

sabemos gue o numero de possibilida

total de le

TR 3 A 21— 2 éanimen de fates guats a3

seis letras, das quais frés s3o A e dua

ST G _ &0
" a1 21

Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/2414501 (Acesso em: 24 de mar. 2020)

Aqui, o que eu deixaria de sugestdo seria o uso de mais exemplos antes de corresponder
cada fatorial, que permaneceu apos a simplificagdo, com os elementos presentes no problema,
assim como sugerido no caso anterior, e, além disso, poderia ter sido feita uma mengao a
possibilidade de tomar como referéncia as faces iguais a 3 ao invés das faces iguais a 1. Por
fim, ha a apresentacdo do caso geral tal qual conhecemos, acompanhada de dois exemplos
resolvidos. Segue um bloco de exercicios propostos ¢ a finalizagao do capitulo com um desafio
proposto. Nota-se que a obra nao aborda os topicos de Arranjo com Repeticdo, Combinagao

Completa e Permutacao Circular.



¢) Colecao Matematica para Compreender o0 Mundo — Editora Saraiva (2° ano)

A autoria dessa colecdo ¢ de Katia Stocco Smole, Doutora em Educagdao pela
Universidade de Sao Paulo, e Maria Ignez Diniz, Doutora em Matematica pela Universidade
de Sao Paulo. No volume analisado, o assunto “Contagem” ¢ abordado no quinto capitulo da
obra, cuja capa possui alguns problemas relacionados a quantidade de linhas telefonicas
possiveis, placas de automdveis e senhas bancarias podem existir sob determinadas condigdes.
Tais problemas vém acompanhados de um pequeno comentario sobre a relevancia deles para a
realidade como, no caso das senhas, determinar o nivel de seguranca das transagdes feitas por
um banco. Na mesma pagina, um box “Situe-se” define a Analise Combinatoria como a area
da Matematica que trata da contagem organizada de um grande niimero de dados. Todas essas

informacdes, sdo mostradas na Figura 22, abaixo.

Figura 22 - Reprodugao parcial da pag. 96 do vol. 2 da Colecao Matematica para
Compreender o Mundo

Pense sobre os problemas a seguin Quantas placas de automdvel & possivel ter

Quantos nimeros de telefone podemser feitos usando-se trés letras ¢ quatro algarismos?

vom oita algarismos?

1 — gy

g Y

Quantas senhas bancirias podem Responder a essas questdes
ser criadas com seis caracteres, sendo ¢ permile eslimar o tamanho de
pelo menos dois deles letras e pelo me- 7 uma rede telefonica, da frola de

gl | automoveis ou ainda o }TUlt'llL'ii:ll
i

nos um deles algarismo?

ntes de umbanco e dasegu-
ranca nas transacoes que exigem

senhas.

Situe-se

No capitulo anterior, vimos comeo a Estatistica trata da coleta, da anilise, da interpretacdo e da apresentagao
de dados. Agora, vamos continuar o estudo com outra area da Matematica que analisa dados e busca quanti-
fica-los. A contagem organizada de grande namero de dadoes € cenhecida como Analise combinatoria, eela é
o foco deste capituio.

Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/1638037 (Acesso em: 04 de abr. 2020)

J4

O primeiro topico ¢ “Problemas de contagem” no qual sdo apresentados dois exemplos
resolvidos, com a intencdo de ilustrar modos de organizar o processo de contagem quando se
trata de muitas possibilidades. O exemplo inicial € o classico “De quantas maneiras uma pessoa

pode vestir-se”. Acredito que esse ¢ o primeiro ou um dos primeiros exemplos que os

professores de matematica amplamente empregam numa primeira aula de combinatoria no



Ensino Basico. Como ocorre com o exemplo do taxi numa aula de fun¢do do primeiro grau.
Algo que chamou minha aten¢do ¢ que esse mesmo exemplo € resolvido de seis maneiras
diferentes. Sdo elas: Listagem, Diagrama de Venn, Tabela, Arvore de Possibilidades, Desenho
e Esquema. Ao final de cada método, tem-se a conclusdao de total de formas de vestir-se
naquelas condigdes, doze. O exemplo seguinte trata da constru¢do de nimeros com algarismos
distintos. Esse, ¢ resolvido de quatro formas distintas. Tais exemplos e resolugdes, seguem

ilustrados pelas Figuras 23 e 24, abaixo.

Figura 23 - Reproducdo parcial da pag. 96 do vol. 2 da Colecdo Matematica para
Compreender o Mundo

El Problemas de contagem

Aprender a organizar e a contar um grande nimero de possibilidades exige formas adequadas para ordenar
informacoes. Vamos comecar analisando essas formas em diferentes situacoes de contagem.

DE OLHO NA RESIJLIII;iﬂ

RL Suponha que vocé tenha 4 camisas, uma branca (B), uma azul (A), uma preta () e uma vermelha (V), e 3 calcas, uma preta
(P}, uma branca (B) e uma azul (A). De quantas maneiras diferentes vocé pode se vestir usando uma camisa e uma calca?
Vocé pode escolher qualquer uma das 4 camisas e, para cada camisa escolhida, optar por qualguer uma das 3 calgas.

Resolucao

Podemos resolver esse problema de varios modos.

1?) Escrevendo os grupos possiveis de camisa e calga.

camisa B, calca B camisa A, calca B camisa P, calca B camisa V, calca B
camisa B, calgca A camisa A, calcaA camisa P, calca A camisaV, calcaA
camisa B, calgca P camisa A, calca P camisa P, calcaP camisaV, calca P

Vemos, entdo, que hi 12 maneiras diferentes de se vestir.

gﬁ‘ UMIDADE 2  ESTATISTICA, CONTAGEM E PROBABILIDADE

Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/1638037 (Acesso em: 04 de abr. 2020)
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Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/1638037 (Acesso em: 04 de abr. 2020)

Seguindo, ha a se¢do “Fazer e Aprender” com mais de dez problemas distintos, cujo
objetivo, segundo as instrugdes do manual do professor, € fazer com que o aluno pense sobre a
organizagcdo dos processos de contagem sem, num primeiro momento, preocupar-se com
generalizagdes. Percebe-se uma proposta diferente dos demais livros analisados nos quais os

exemplos resolvidos eram seguidos de defini¢des gerais.

Dentre os exercicios apresentados, dois em especial, me chamaram a atengdo. A

reproducdo dos enunciados segue abaixo:



“2. No langamento simultdneo de 5 moedas, em que pode sair cara ou coroa em cada

uma, quantos e quais sdo os resultados possiveis?”

“3. Em um jogo com 2 dados comuns, quais e quantas sdo as somas possiveis de todos

os numeros que poderdo sair na face superior quando os 2 dados forem lancados?”

No primeiro enunciado, ndo fica explicito se as moedas sdo idénticas ou diferentes.
Como nao havia o gabarito do mesmo no edi¢do do livro que foi analisada, ndo hd como saber
se as autoras consideram como gabarito 6, que seria o numero de solucdes inteiras da equagao
x +y = 5(n°decaras + n°de coroas = 5) supondo que sdo moedas idénticas, ou 32,
supondo que sdo diferentes. Também nao podemos descartar a possibilidade do gabarito ser 32,
ainda que considerando as moedas como idénticas, devido ao equivoco do uso do tratamento
probabilistico na contagem, que demanda a distinguibilidade intrinseca dos objetos ainda que
ela ndo exista naquele contexto,. Quanto ao segundo enunciado, o mesmo ¢ analogo ao exemplo
que trabalhamos anteriormente sobre o lancamento de dois dados em uma mesa considerando
as quatro situagdes de contagem possiveis, visto que o enunciado ndo explicita se trata de dados

1dénticos, dados diferentes, nem de langamento simultaneo ou ordenado.

Entdo, ha o Principio Fundamental da Contagem. A defini¢do ndo foge do usual, a ndo
ser pelo uso de trés “acontecimentos” como referéncia, ao invés de dois. E dito que o mesmo
Principio também vale para dois ou mais de trés eventos. Na sequéncia, ha um bloco de

exercicios resolvidos e, depois, exercicios propostos.

Uma vez que o P.F.C foi apresentado, parte-se para as classes de problemas de contagem
que conhecemos, as permutacgoes, 0s arranjos € as combinagdes. A Permutacao vem primeiro.
A partir da referéncia ao exemplo de construcao de numeros presente no inicio do capitulo, ¢
definido o que se entende por Permutacdo Simples, ressaltando que “simples” remete a nao
repeticao de elementos. Ha dois exemplos e a aplicacdo do Principio Multiplicativo para uma

expressdo geral, a saber B, = n.(n — 1). (n — 2).....1.

Em seguida, temos os Arranjos. H4 um exemplo sobre formulagdo de “palavras” com
as letras a, b, ¢ e d, cuja solugdo faz uso da arvore de possibilidades. Segue, entdo, a defini¢ao
de Arranjo Simples. Por fim, o P.M. ¢ aplicado para a obten¢ao de uma expressdo geral para o
calculo do total de Arranjos Simples de n objetos distintos, tomados p a p. H4 a mengdo da
Permutagcdo como um caso particular do Arranjo tal qual n = p. Apds isso, vém exemplos
resolvidos e uma secdo “Para Complementar” que aborda o Fatorial. Nessa se¢do, ¢ sinalizado

que produtos como 1.2.3.4 sdo frequentes em Anélise Combinatoria, o que ¢ refor¢ado por um



exemplo no qual isso acontece, o que achei uma boa escolha, pois as autoras dizem que isto
acontece e mostram isso com um exemplo comum no contexto de Contagem. Todo o conjunto,
a meu ver, funciona bem como uma justificativa para o uso do Fatorial. A defini¢do ocorre
como de costume, e toma n = 1 como condi¢do de existéncia, o que poupa a necessidade de
convencionar 1! = 1, como feito em outras obras analisadas. E feita a convengao sobre 0! = 1
e dito que os motivos serdo apresentados mais adiante. Aparecem alguns exemplos e, so entao,
¢ usado o fatorial para reescrever as formulas de Permutacdo Simples e Arranjo Simples.
Temos, entdo, problemas resolvidos e problemas propostos. Senti falta da defini¢do do que ¢
um anagrama apesar de haver problemas de contagem de anagramas abordados nos outros
topicos. Até entdo apenas havia sido dito que anagramas eram muito utilizados enquanto
codigos, e havia sido mostrado um exemplo de anagrama no meio do enunciado de um
problema. Apenas nesse bloco de exercicios resolvidos que ¢ dito que “cada anagrama ¢ uma
permutacao simples das letras da palavra” ao resolver o primeiro dos problemas. Ainda assim,
1sso nao pode ser considerado totalmente correto, ja que palavras com letras repetidas também
possuem anagramas. Por fim, ha uma leva de exercicios propostos € uma breve se¢ao de
“Célculo Répido” que propoe a pratica de simplificagdes e calculos de fatoriais. H4 apenas dois

exercicios, cada um com trés subitens. Nao me pareceu significativo.

Eis que chega a vez das Combinagdes Simples. O primeiro exemplo para apresentar esse
tipo de agrupamento ¢ um exemplo geométrico que se baseia em retas e semirretas para

diferenciar conjuntos ordenados (Arranjos) de conjuntos ndo ordenados (Combinagdes).



Figura 25 - Reprodugao parcial da pag. 106 do vol. 2 da Colegao Matematica para
Compreender o Mundo - Ensino Médio

1 Combinacdes simples

A B
Vamos estudar, agora, um tipo de agrupamento distinto da permutacio e do arranjo.
Mas, antes disso, vamos analisar trés exemplos.
% ) . C
a) Na figura ao lado, vamops: destacar todas as retas e semirretas determinadas por 2
dos 3 pontos A, B e € para verificar o total de retas e semirretas.
3 retas
i B
e
AB AL
6 semirretas E
A B S B o B A | :
.
o - . !
AB AC BC BA CB CA

Na descrigido das retas, percebemos gue a ordem ndo interfere na contagem
{exemplo: AB e BA indicam a mesma reta) e 2 agrupamentos diferem um do outro
somente se tiverem elementos distintos (exemplo: AB e AC indicam retas distintas).
Agrupamentos desse tipo sio chamados de combinagoes.

Ja na descricdo das semirretas, 2 agrupamentos diferem um do outro se tiverem
elementos distintos [exemplo: AE e AC indicam semirretas distintas) ou, se tendo
os mesmos elementos, estes estiverem em ordem diferente (exemplo: AE & BA in-
dicam semirretas distintas). Agrupamentos desse Lipo sdo arranjos dos 3 pontos,
2a2.

Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/1638037 (Acesso em: 04 de abr. 2020)

Um ponto negativo desse primeiro exemplo ¢ sua contextualizagdo, por me parecer
muito técnico. Acredito que essa distingdo deveria ser feita com um exemplo que a tornasse
mais evidente, como ¢ o caso do segundo exemplo que compara a formagao de grupos de 3
pessoas dentre 4 disponiveis com filas com 3 pessoas escolhidas dentre as mesmas 4
disponiveis. Apds um terceiro exemplo, ¢ definido o que se entende como Combinagao Simples
e trés possiveis notacdes. Em seguida, ¢ apresentada a relagdo que pode ser obtida entre
Permutagao, Arranjo e Combinacao Simples. No caso, o nimero de arranjos simples pode ser
obtido pelo produto entre o nimero de permutagdes simples e o numero de combinagdes
simples de um mesmo conjunto de objetos, nas mesmas condi¢des. Norteado por isso, ¢ obtida
a expressdo do calculo de combinagdes simples como ja ¢ conhecido. Temos, na sequéncia,

exercicios resolvidos e os exercicios propostos. Ao final, hd algumas atividades propostas



envolvendo o uso de calculadoras, que ¢ seguido da secdo “Para Complementar”, na qual ¢
discutido o motivo de 0!=1, além de abordar outros questionamentos que estdo

frequentemente presentes na cabega dos alunos quando se trata de convengdes matematicas.

Figura 26 - Reproducao parcial da pag. 112 do vol. 2 da Colegao Matematica para
Compreender o Mundo - Ensino Médio

]  COMPLEMENTAR

Por que 0! =17

Por gue 07 = 17 E por que 2° = 12 Essas sao pergunias legitimas que t8m respostas semelhantes,

Se relembrarmos, por um lado, a definicdoden! =n+ (n-1]) » ... + 1 e de 2" como o produto de n [atores
iguaisa 2, ou sefa, 2* = 2 -2 - 2 - .« 2, verificaremos que as duas definicoes, na forma em gue estio, ndo
fazem sentido paran = 0.

Por outro lado, se observarmos algumas propriedades e [drmulas verdadeiras pam n = 1, como

; ] = p—lﬁ-r- e -%:7 = 2" ¥, perceberemos que, no caso de n = p, elas precisariam ser modificadas.
No entanto, sabemos que [ ? ] = 1e que % = L Entin, para mantermos as propriedades validas no
n n

caso de n = p, sem precisar fazer nenhuma ressalva, definimos 0! = 1 e 2" = 1 Isso na verndade é feito por
CONVENCan, para conveniéncia na escrita e descricao das regras e formaulas, a fim de que as propriedades
das operacbes continuem validas.

Tal raciocinio, porém, poderia nos levar ao seguinte questionamento: Por gue, entio, % nao &igual a 17

Nesse caso, a resposta e diferente. A operacio de divisio entre niomeros naturais nio estd definida
guando o divisor & zero, ndo importa qual seja o valor do dividendo. Na venlade, ndo existem valores nem

para % nem para % gualguer gque seja v valor de a, porque o gquociente de dois ndmeros a e b e definido

como um namero § gue satisfaz a relacao: % =gobhag=a
No caso de b = 0 e a + 0, nio existe q gque torme verdadeira a igualdade 0 - g = a
Jaguando a = b = 0, todo valor de g seria aceitavel, porgue 0 + g = 0 vale para qualguer valor de g.

Fonte: https://api.plurall.net/media_viewer/documents/1638037 (Acesso em: 04 de abr. 2020)

A forma como o texto conduz toda as reflexdes soou muito acessivel ao aluno a qual se
dirige e um 6timo adendo ao conteudo. O capitulo ¢ fechado com um texto voltado ao Sistema
Braille, usado para a leitura e escrita por pessoas deficientes visuais, mencionando a matematica
envolvida para o célculo do total de caracteres possiveis de serem representados segundo esse
sistema. Percebe-se que temas como Permutacao com Repeticdo, Permutacao Circular, Arranjo

com Repeticao e Combinacao Completa nao foram abordados nesta obra.



4. Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho, tratamos de um assunto da Matematica que ¢ visto como
“dificil de ensinar” por uma consideravel parcela dos professores, a0 mesmo tempo que € visto
como “dificil de aprender” por uma quantidade significativa de alunos. Sabemos que, muitas
das vezes, tais dificuldades surgem e/ou sdo alimentadas pela estratégia adotada pelo professor
no momento de ensino-aprendizagem. Normalmente, como sabemos, tal estratégia € composta
de dois momentos: um, com as defini¢des e féormulas, e outro, com os exercicios de aplicagao,

usualmente enfadonhos, dos conceitos.

Diferente da difundida metodologia tradicional, procuramos abordar os topicos da
Analise Combinatoria - no recorte condizente com o curriculo da Educagao Basica — de forma
construtiva e condizente com um publico que estd buscando a devida apropriacdo daqueles
objetos de ensino, e que visa a incentivar uma postura ativa e reflexiva, tanto por parte do aluno

quanto por parte do professor, ao longo de todo o processo.

Acredito que seja razoavel dizer que a combinagdo do dominio do conteudo, tanto
técnico quanto didatico, e a preparacao da aula, formam a base da seguranga do professor e da
qualidade do seu trabalho. E natural que, ao preparar a aula, o professor reflita sobre quais
dificuldades ja foram apresentadas a ele naquele contetido, pelos alunos, e de que formas ele

pode auxilid-los para que as superem.

O livro didatico ¢ um recurso fortemente presente na realidade da sala de aula e,
portanto, deve ser considerado no planejamento de aula. Como pudemos perceber por meio das
obras aqui analisadas, ha livros que podem reforgar praticas mais tradicionais, ainda que em
diferentes intensidades, assim como ha livros que buscam propor alternativas didaticas. Além
disso, notamos que nem todas as obras cobrem inteiramente os topicos pertinentes ao curriculo
basico, o que me gera questionamentos como: “O que justifica essa pratica dos autores?”, “O
quanto isso ¢ comum entre eles?”, “Em que momento isso passou a ocorrer?”. Devido a tais
fatores, percebemos o grau de importancia que um olhar critico do professor exerce na hora do
planejamento didatico da apresentacdo dos conceitos ao aluno, ao contrario da confianga
ingenuamente plena que ocorre nas obras, principalmente em momentos que o professor se

sente mais desamparado, agindo apenas como reprodutor do livro, sem a devida reflexdo.

Desse modo, o que gostaria de deixar com este trabalho ¢, em particular, uma pequena
contribui¢do para o ensino de Combinatdéria como um todo, tal como acredito que deva ser:

problematizador, reflexivo e investigativo. Ademais, gostaria de deixar mais uma fonte de



informagdes que auxilie meus colegas de magistério no preparo de suas aulas, e, com isso,
desejo que os mesmos possam sentir-se mais confiantes em seu trabalho, a0 mesmo tempo que
auxiliam os seus alunos a construirem autoconfianga no que tange ao trato tanto com os topicos
de Contagem, quanto com a Matematica como um todo, contribuindo para uma formacgao plena

do discente.
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