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SINOPSE 

O presente traba]ho tem como objetivo o estudo co~ 

parativo dos mêtodos numêricos das diferenças finitas e dos ele­

mentos finitos aplicados ao cálculo de placas esconsas simplesme~ 

te apoiadas. 

Pesquisam-se a convergência para a solução analit~ 

capara vários ángulos de esconsidade e o progressivo aumento do 

tempo de execução com (Ô r~.{,, namento da malha. 

Foi elaborado um programa automático de diferenças 

finitas para malhas obliquas e utilizados dois programas de ele­

mentos finitos implanta dos na COPPE. O pr.imei ro foi o da tese de 

doutoramento na COPPE em 1970 do professor ALCEBIADES VASCONCELLOS 

FILHO. O outro, o ICES STRUDL II desenvolvido no Instituto de 

Tecnologia de Massachusetts (versão 1969). 

Foram usados elementos finitos triangulares nao 

conformes, com três pontos nodais e nove deslocamentos nodais. 

O mêtodo das diferenças finitas apresentou result~ 

dos mais exatos e a convergência de ambos os mêtodos verificou-se 
:i' ·-,_. • ' ''m_a1s lentamente a medida que aumenta a esconsidade da placa. 



ABSTRACT 

The purpose of this work is the development of 

study of two numerical methods, the finite difference and the fi 

nite element method, as applied to the calculation of simply su~ 

ported skew plates. 

Convergence towards the analytic solution has 

been examined for different skew angles, and computed the in-

crease of time of calculation dueto the mesh refinement. 

An automatic program of finite difference for o­

blique mesh has been written and two automatic programs availa­

ble have been employed. One developed by Prof. ALCEBIADES VAS-

CONCELLOS FILHO in his Ph.D. thesis at COPPE in 1970, and ICES 

STRUDL II version 1969 developed at Massachusetts Institute of 

Technology. 

There have been used non conforming triangular el 

ements, with three nodal points and nine nodal displacements . 

The method of finite differences has showed bet­

ter results and in both methods the convergence decreases along 

with the increase of the skew angle. 
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1. 

I - INTRODUÇÃO 

Com o advento da era eletrônica a ciência teve um 

notivel progresso em todO6 os seus ramos. 

Em particular, a teoria das estruturas sofreu pro­

fundas modificações, fornecendo ao engenheiro calculista ferrame~ 

tas necessirias~ para resolver os inameros problemas idealizados 

pela grande criatividade da arquitetura moderna. 

O estudo das estruturas reticuladas foi reformula­

doJ e passou a ser desenvolvido em termos matriciais,tornando ade 

quado o emprego dos mêtodos dos esforços e dos deslocamentos. As 

sim, a aniíi~ dos diferentes tipos de estruturas reticuladas, co ~-_____. . 

mo vigas, pôrticos, grelhas, por qualquer um dos mêtodos, mantêm 

os seus procedimentos bisicos. 

Os mêtodos numêricos encontravam-5e outrora limita 

dos. Alêm de serem trabalhosos, principalmente no que se refere 

ã resolução de grandes sistemas de equações, era necessiria a in­

trodução de hipôteses simplificadoras no cilculo, ocorrendo incer 

teta na precisão de resultados. Estes renasceram e ampliaram-se 

e hoje representam a mola mestra do cilculo estrutural. 

O mêtodo numêrico que inicialmente foi aplicado 

com grandes sucessos, em problemas estruturais de uso corrente em 

engenhari~ foi o das diferenças finitas. Embora adequado para os 

problemas relativamente especificos, falhava para os mais comple­

xos, o que deixava uma grande lacuna a ser preenchida. 



2 . 

Os pesquisadores procuraram desenvolver um outro , 

de cunho mais geral, sob todos os aspectos. Surgiu assim o mêto­

do dos elementos finitos que constitui o processo de discretiza­

çao mais poderoso da teoria das estruturas. Este, cada vez mais 

vai se firmando ã medida que ê utilizado pela apresentação de ex­

celentes resultados quando comparado com outros jâ conhecidos.Se~ 

do um mêtodo relativamente novo, ê natural que se ressinta da fal 

ta de dados quantitativos, no que se refere a sua aplicação adi-

ferentes tipos de problemas reais. Torna-se portanto 

qualquer comparação deste, com outros de reconhecida 

relevante 

precisão. 

Baseado nisto, foi sugerido pelo professor FERNAN­

DO LOBO CARNEIRO, Coordenador do Programa de Engenharia Civil da 

COPPE, o estudo comparativo dos mêtodos numêricos das diferenças 

finitas e dos elementos finitos, aplicados ao problema particular 

de placas esconsas simplesmente apoiadas. 

Analisamos placas com diferentes ângulos de escon­

sidade, verificando para ambos os mêtodos a convergência para so­

lução analitica, o efeito da esconsidade na convergência e o pro­

gressivo aumento do tempo de execução com refinamento da malha. 

Para diferenças finitas elaboramos um programa au­

tomático utilizando malhas obliquas, ou seja paralelogramo. Apr~ 

veitamos na programaçao a disposição em banda da matriz dos coefi 

cientes das incõgnitas. Substituimos a equaçao diferencial das 

placas de 4ª ordem por duas de 2ª ordem, de acõrdo com o processo 

de MARCUS,dida) as vantagens no tempo de execução e economia de 
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memõria. 

Para elementos finitos utilizamos dois programas 

implantados na COPPE, ã disposição dos usuãrios. O primeiro foi 

o da tese de doutoramento na COPPE ~m 1970, do professor ALCEBIA-
(7) (16) DES VASCONCELLOS FILHO , adaptado ao computador IBM/360' e tom ·~.- ...... - . 

;2fi6k bjtes de memõria interna. O outro o ICES-STRUDL II(s), re-
,. _,._-. 

centemente implantado no /360 jã especificado, desenvolvido no 

Instituto de Tecnologia de Massachusetts em 1969 pelos professo­

res ROBERT D.LOGCHER, JEROME J. CONNOR,Jr. e AUGUSTIN f.FERRANTE. 

Utilizamos elementos triangulares, ,não conformes, 

com três pontos nodais e nove deslocamentos nodais, para anãlise 

das placas pelos programas de elementos finitos. 

- - :-,."P'!-'-·,.. - -Ã ~ .... • -· .-~~ ·- '. 

O fato de terel!J __ ~i~~:.JJ __ tJ_l,2fa<l~ .!.:~~~?oi_s programas 

de elementos finitos ê que seria de maior utilidade prãtica e sii 

nificativa a apresentação de dados relativos'"a.s suas convergen­

cias e tempo de execução, no calculo das placas esconsas. Salien 

ta-se que houve uma certa aproximação (Capítulo V) para o empre­

go do programa do professor ALCEBIADES VASCONCELLOS FILHO para o 

cãlculo das placas esconsas. 

O desenvolvimento teõrico pode-se resumir da se-

guinte maneira: 

a) Estudos de tensões em eixos retangulares e obliquos para apre­

sentação da flexão das placas em coordenadas obliquas. 

b) Fundamentos teõricos dos métodos das diferenças finitas e dos 

elementos finitos,necessãrios ã elaboração do programa automã-
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tico e de uma melhor utilização dos programas ICES STRUDL II e 

do professor ALCEBIADES VASCONCELLOS FILHO. 

c) Considerações gerais da têcnica utilizada na programaçao auto­

mãtica e diagramas de blocos. 

d) Apresentação dos resultados com grâficos e conclusões. 

Consideramos que apresentamos na programação auto­

mãtica e nas comparações de resultados, contribuições pessoais 

com significado prãtico e objetivo. O tempo de computação teve 

uma notãvel importância nesta comparação. 
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I - TENSÕES NO SISTEMA OE COORDENADAS RETANGULARES 

l - Considerações Gerais 

O objetivo dêste capitulo, ê relembrar alguns co­

nhecimentos bãsicos de tensões> referidos principalmente ao esta­

do plan~em coordenadas retangulares, Serã exposto o necessãrio 

ã boa compreensão do estudo das mesmas em eixos obliquos, que se­

rã apresentado no capitulo II. 

2 - Deslocamentos. Deformações. Deformação numa di"reção qualquer 

No estudo da deformação de um corpo elástico, su­

põe-leque existem vinculos suficientes 0 que impedem o movimento 

como corpo rigido. Portanto não ê possivel haver 

das particulas do mesmoJ sem deformação. 

deslocamentos 

Seja o deslocamento de um ponto genérico P dado p~ 

las componentes u e v paralelas aos eixos coordenados x e y res­

pectivamente (Fig. 1.1). Admitimos o ponto P' infinitamente pro­

ximo de P. Os co-senos diretores da direção PP' serão represent~ 

dos portem onde: 

= dx = i ãs cose m = ¾f = sen e ( 1. 1 ) 
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y 

P' 

d s '• 

'\ 6 
p X 

o ~--------->X 

Fig. 1.1 

Considerando que o corpo sofra uma pequena deforma 

çao, o ponto P' desloca-se de: 

na direção X: u + au dx + ~ dy ãx ay 

( l . 2) 

na direção y: V + av dx + av dy ãx ay 

Chamando E~ o alongamento unitirio na direção PP', 

então: 

PP' = ( l + E) ds 

au au 
= dx + ãx dx + ay dy ( l . 3 ) 

l5"::l>' d av dx + av dy 2 = Y + ax ay 

'i<"'n 1 2 - 2 ,...-,,- , 2 Podemos escrever que: P~ = PP 2 + ~ 2 ~ , ,logo 



7 . 

[(1 +e:)ds] 2 = [d X + a U d X + a U dy] 2 + [dy + a V d X + a V dy] 2 ax ay ax ay 

(l+e:)2 = [t(l~+ ~) + m au] 2 + Ím(l + ~) + .e, av.7 2 
ax ay L ay axJ ( 1 . 4) 

Desenvolvendo a equaçao (1.4) e desprezando os.qua_ 

drados J Pr:.odutos~@.S · p_!!guenó:S:~deslocame.ri.to~ v-e.m a __ eicpré~são_ guej 
, / ·~ - ~ '. -e 

'def-1n e_ .a~de formação ; numa . direção qualquer: 

onde: 

=E.!!.+ av 
ay ãx 

( 1 . 5) 

( 1 • 6) 

As grandezas representadas na equaçao (1 .6) sao 

chamadés de componentes da deformação. Elas estio relacionadas~ 

la equação abaixo, conhecida como equação de compatibilidade de 

deformações: 

( 1 • 7 ) 

3 - Tensões. Convenção Adotada e Notações 

Seja um elemento infinitesimal de irea d~ sub~eti , 

do a um sistema de forças de resultante dP (Figura 1 .2). 
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dP 
• 

Fig. 1.2 

Se a ãrea diminui continuamente, o valor limite do 
• 

· t dP t t - t t O quoc,en e dA represen a a ensao que a ua no pon o . Pode-se de 

compor esta tensão em uma componente normal ã superfície e outra 

tangencia 1. 

Imaginemos um paralelepípedo elementar referido ao 

sistema de eixos x, y, z em torno de um ponto genêrico O(Fig.1.2) 

com suas arestas paralel~s aos eixos coordenados. Para cada um 

dos planos xy, xz e yz teremos uma tensão normal ao plano e duas 

componentes da tensão tangencial paralelas aos E!Jxos que definem 

o plano. Assim são nove as componentes da tensão para o ponto. 

Considerando que o .somatõri.o dos._ momento em relação ,aos ·_e_ixos 
--.-;,< .... -·· . --

de 

ve ser-r\ulo' chega-se a: .-- -~ 

permanecendo somente 6 componentes independentes. Estas compone~ 

tes são 
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e definem completamente o estado de tensão no ponto. 

Para as tensões normais, o sub-Índice indica que a 

tensão atua num plano normal ao eixo do referido sub-Índice. 

Para as tensões cisalhantes, o primeiro sub-índice 

indica a direção normal ao plano em questão e o segundo a direção 

da componente da tensão sÕbre o mesmo. 

Considera~se positiva a tensão normal quando se 

trata de tração e negativa quando de compressao. As componentes 

da tensão tangencial que atuam sobre uma faceo toma_m , o sentido 

positivo dos eixos coordenados se uma tração aplicada sobre ames­

ma face atua no sentido positivo do eixo; se a tração atua no sen 

tido contrãrio ao eixo correspondente, o sentido positivo da ten­

são tangencial ê oposto ao dos eixos coordenados. 

4 - Tensões num Plano Inclinado 

Quando as componentes da tensão sao completamente 

definidas, podemos obter as tensões qu,e atuam em qualquer plano 

inclinado pelas simples equações da estãtica. Seja o plano AB in 

clinado em relação aos eixos e t = cos y em= sen y os co-senos 

diretores da direção normal a AB (Fig. 1.3). 



1 O. 

y 

A 
ªv 

,n , , , 
ªx , , y ªx 

'xy 
e B 

'yx l 
o 

(J 

X 
Fig. 1. 3 

cr X e ªv sao as componentes de tensão paralelas aos 

eixos coordenados no lado AB. 

Então: 

( 1 . 8) 

As tensões normal ªn e tangencial 'n atuando no la 

do AB sao respectivamente: 

ªn = ªx t + ªv m = ªx t2 + ªy m2 + 2 'xy t m 

( l • 9) 

= - (cr - cr) t m +, (t 2 - m2 ) 
X y xy 
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5 - Lei de Hooke 

A lei de Hooke foi estabelecida experimentalmente 

e relaciona as tensões com as deformações. Desde que as cargas 

aplicadas a um corpo sólido não ultrapassem um certo valor conhe­

cido como limite de elasticidade, as tensões são proporcionais às 

deformações. Para corpos isótropos bi-dimensionais ela é expres­

sa pelas equações: 

E (E + \/ Ey) 
l 

(ox - \/ o ) ºx = 1-? EX = E X y 

E 
(Ey + \/ EX) 

l 
(oy - \/ o ) (1.10) ºy = 'í-v2 Ey = E X 

E 
TXY = 2(l+v) Yxy Yxy = 2 p +\/ l 

E TXY 

Onde E e o módulo de ioung e v o coeficiente de 
/ 

Poisson. 
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Sistema de coordenadas obliquas: tensões, 

flexão das placas, diferenças finitas. 

Elementos finitos. 
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~ 

II - TENSOES NO SISTEMA DE COORDENADAS OBLIQUAS 

l - Considerações Gerais 

Para o estudo de estruturas nas quais o contorno 

apresenta forma de paralelogramo, é conveniente o conhecimento 

das tensões e deformações no sistema de coordenadas oblíquas. 

O capítulo tem esse objetivo, como também relacio 

nar as referidas grandezas nos sistemas ob1Íquo2 e retangular. 

2 - Notações 

Para toda grandeza definida no sistema retangular, 

normalmente existe a correspondente no oblíquo. Como utilizamos 

ambos simultâneamente, convenciou-se neste trabalho acrescentar o 

Tndice "l" (unidade) quando 
::...:---> 

nos referirmos ao oblTquo. Portanto 

xl e yl são as coordenadas, assim como ªxl, Txlyl, etc. sao comp~ 

nentes de tensão no sistema oblíquo. 

3 - Relações Geométricas 

Seja um ponto P definido pelos dois sistemas de co 

ordenadas (Fig. 2.1): 

P(x,y) e P(xl,yl) 

Elas estão relacionadas pelas equaçoes: 
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X = xl + yl cos (l xl = X - y cot 

y = yl sen a yl = y cosec a 

y 

- --

ds 

- -;?"', :___d_x_l___/ 

yl / 
I 

1 1 

1 

Fig. 2.1 

onde a e o ângulo do eixo xl com yl. 

dx 

(l 

( 2 . l ) 

dy 

Derivando as expressoes (2.1) eG tendo em 

vista as-'egua~~~.~ (l_~_l.): ---

t = tl + ml cosa 

onde 

m = ml sena 

tl = dxl 
ds e 

il = t - m cota 

( 2. 2) 

ml = m cosec a 

ml = ~~l (2.3) 
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As ... )R1.1_açõesc.:( 2. 3) define tambem a direção PP' •. 

Da relação: 

dx 2. + dy 2 = dxl 2 + dyl 2 + 2 dxl 0:dyl(cô:S a = ii's 2 

temos que: 

R.2 + m2 = tl 2 + 2 R.1 ·ml 'COS a +,<ni'l2 = 1 ·-· .._, (2.4) 

As projeções de ds sobre os eixos xl e yl sao defi 

nidas por (Fig. 2.1): 

dsxl = dxl + dyl cosa 

dsyl = dyl + dxl cosa 

respectivamente. 

4 - Deslocamentos. Deformações 

As relações entre os deslocamentos sao 

as equaçoes (2.1): 

u = ul + vl- cos a ul = u - v·cot a 

v = vl ·· sen a vl = v·cosec a 

( 2. 5) 

idênticas 

( 2. 6) 
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. -

De: ín~ne_j_~a ~a_nãl_oga as ,equaçõê};', ( 2. 5), temos que at pr~ 

jeçõjit(l'!,óc;deslocamento· em relação aos eixos Oxl e Oyl são respe~ 

tivamente: 

ulxl = ul + Vl•COS a 

vlyl = ul · cos a + vl 

Seja o ponto P da Fig. (2.2). 

y yl 

V Vl 

,L.,." 
O '---'------------~x,xl 

Fig. 2.2 

,(-277-Y 

Consideremos que o mesmo sofre deslocamentos ul e 

vl, funções de xl e yl. Então P', infinitamente prÕximo de P, mo 

ve-se passando a ocupar a posição: P' (xl+dxl+ul+dul, yl+dyl+vl + 

+dvl). 

A distância entre os dois pontos sera: 

(1 + e:) 2 ds 2 = (dxl + dul) 2 + (dyl + dvl) 2 + 2(dxl + dul)(dyl + 

+ dvl) cosa ( 2. 8) 
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Desenvolvendo a equaçao (2.8) e desprezando os ter 

mos de ordem superior vem: 

(1 + e:) 2 ds 2 = ds 2 + 2 dxl dul + 2 dyl dvl + 2(dxl dvl + dul dyl) 

cos ex 

(1 + e:) 2 ds 2 = ds 2 + 2 dxl (dul + dvl cos ex) + 2 dyl (dvl + 

dul cos ex) (2.9) 

' Com a diferencial das equações(2.7) na equação(2.9) 

temos: 

(1 + e:) 2 ds 2 = ds 2 + 2 dxl dulxl + 2 dyl -dvlyl 

( 1 + e:) 2 ds 2 = ds 2 + 2 ~! xl dxl + ~..:.:..:.. dyl dxl + [
ôul ôulxl ] 

ax1 dy 1 

então: 

onde: 

[
avl avl ] 

2 axf
1 

dxl + avf-1- dyl dy'l 
Y. 

ôulxl 
e:xl = axl 

= avlyl 
ayl 

(2.10) 

(2.11) 
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aulxl 
Yxlyl = ayl 

~ + 7fxl (2.12) 

As expressoes (2.12) sao chamadas componentes âa 

deformação no sistema obliquo. Embora sejam similares a.s equações 

(1.6), salienta-se que ulxl e vlyl não são ffs~compÕne11tês.,;verdadej_ 

ras mas as projeções sobre os eixos obliquos. 

Igualando as expressões (1.5) e (2.11), vem: 

E= Exl 11 2 + Eyl ml 2 + Yxlyl 11 ml = E 1 2 + E m2 + y 1 m 
X y XY 

(2.13) 

Substituindo as équa"ções(2.2) na equaçao (2.13),ch~ 

' ga-se a relação entre as deformações nos dois sistemas de eixos: 

cosa 

Yxlyl = 2 Ex cosa+ Yxy sena (2.14) 

ou 

Ey = Exl cot 2 a+ Eyl cose 2 c a - Yxlyl cota cosec a 
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Yxy = - 2 Exl cota+ Yxlyl cosec a 

De maneira anãl oga a equaçao ( 1. 7) temos a equaçao de com 

patibilidade de deformações, referida aos eixos obliquos: 

(2.15) 

5 - FÕrças. Tensões 

Seja o ponto P ,, submetido a fôrça., de componentes 

X, V e Xl, Yl em relação a ambos os eixos coordena-dos, como mos -

tra a Fig. (2.3). 

y yl 

X, Xl 

Fig. 2.3 

Anãlogamente is: equaçõesf(2~_r): 
........ ~-1· ~--- -~-

X = X 1 + V 1 co s a Xl = X - V cota 

V = Yl sen a Yl = Y cosec a 

{2.16) 
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As Fig. 2'.~4a e 2i.4b representam um mesmo elemento 

triangular PAB submetido a tensões, nos sistemas retangular e /o-. 

bliquo respectivamente. 

y ry 
'yx 

p A 

ox 

Lºx ·, 

O X 

' -rxy ' "xy " n 

'? 
B X 

(a) 
Fig. 2.4 

As equaçoes (2.16) para 

'yx = 'ylxl + ºyl cosa. 

ºy = ºyl sen a 

p 

B 

o yl 

;:ylxl 

yl 

A 

f-',lyl 
O X l 

""ª X l. 

( b ) 

o lado PA são: 

'ylxl = 'yx - 0 y cot, ª 
(2.17) 

ºyl = ºy cosec a 

Para o lado AB os co-senos diretores sao t =sena 

em= - cosa.. Em analogia_--ãs eq-uàç-õês (f:a)-te;;mos:' 0 

-- ~- ·-- -- ·-~ - .. ··-- - ---- - ·- ~ ___ ...,., 

ºx = ºx sena - 'xy cosa. 

(2.18) 

oy = 'xy sena - ºy cosa 
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As,equações(2.16) para o lado AB forneceaj;: 

(2.19) 

'xlyl = ºv cosec a 

" . , .·· ... 
;Si.ibst;tuindó ·à:S'equ~ções':(2".18(;'nas eq4ações(2: 19): 

. ~ ..... _ -- . ,_ - . _.- . " --------- ----.- -------~. - . ./ 

ºxl = ºx sena+ ºy cosa cota - 2 'xy cosa 

(2.20) 

Anal;sando.as equaçoes (2.17) e (2.20), conclui-se 

'xlyl = 'yl xl (2.21) 

Portanto sao as seguintes as relações entre ten­

soes nos dois sistemas de coordenadas: 

'xy = 'yx = 'xlyl + ºyl cos ª 
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ºª' 

ªxl = ªx sena+ a
1 

cosa cota~- 2 Txy cosa 

cr11 = ªy cosec a (2.22) 

6 - Lei de Hooke 

. Apresentação da Lei de Hooke em coordenadas obli­

quas. Subs ti t~i_ndo: ás'::ê'.quaçõê's; ( 2. 14) nasFt:i'quaçÕes ( l . l O) , vem: 
. - -..._.,.. ,., ~ -~ ~---- . . -

E 
[ E: X l + v(e:xl cot 2 a +e:11 cosec 2 a cot cosecta)] ªx = l-v 2 - Yxlyl a 

- - -- ...... 

··1-2-:2'.r) 
E 

[e: X l cot 2 a + cosec 2 a cota cosec a + E: X l J ªy = T=? E:y l - Yxlyl \) 

. '[ . xy 
E = 2(l+v) [- 2 e:xl cot a + Yxlyl cosec a] 

e -.;"-• ...,_ ... ----..,.~ 'I" ~ . _ - -,fi~.,:--- ~ 

Da mesma forma, por substituição ~-i~equ~çõei{2.22) 
. ·--...~:.:.oc-- ... ~ 

'.nas- equações"(2;23) te'remos: 
--. .P •.,,-F • """---.•-

E cosec 3 a 
~xl 

+ (cos 2 a + v sen 2 a) Y xl yl] ªxl = 1-v 2 E:y l - CDS a 

E cosec 3 a 
[e:yl + (cos 2 a + v sen 2 a) cos Yxlyl](2.24) ~,yl = l-v 2 E: X l - a 

E cosec 3 a. [½ {l + cos 2 a v sen 2 a) CDS a ( E: X r' + E: y l ,] TX1y1= l-v 2 - Yxlyl -
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III - FLEXÃO (óf_; PLACAS EM COORDENADAS OBLIQUAS 

1 - Considerações Gerais 

Serão apresentados estudos relativos a declividade, 

curvatura, momentos fletores e torsor, equação diferencial das 

placas e o processo de Marcus. 

2 - Definição. HipÕteses 

Considera-se de um modo geral como placa um eleme~ 

to estrutural bi-dimensional de superficie mêdia plana (plano me­

dio) com solicitações predominantes normais à superficie. 

yl 

B xlyl plano mêdio -
,_ ______ __,_ _____ ___,x,xl 

Fig. 3. 1 

Diz-se que uma placa ê esconsa quando B, denomina­

do ângulo de esconsidade ê diferente de zero ou seja, o contõrno 

ê um paralelogramo. No estudo que segue admite-se que as mesmas 

sejam delgadas, isotrõpas, com carregamentos normais\ superficie 

mêdia e sofram pequenas deflexões. Podemos então considerar vãli 

das as seguintes hipÕteses: 
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a) Não hã tração ou compressao na superfície media (supe~ 
fície neutra). Desprezam-se as deformações no 
medio da placa. 

plano 

b) Pontos situados numa normal ao plano medio permanecem 
numa normal~ superfície media ap5s a )flexão. Equiv! 
le a serem desprezadas as deformações devidas ao esfor 
ço cortante. 

c) Desprezam-se as tensões na direção normal a placa. 

3 - Declividade 

D plano medio da placa antes de ocorrer a flexão e 

o plano xlyl (Fig.3.1). Ap5s fletida a placa, os pontos do plano 

medio sofrem deslocamentos w normais ao plano xlyl ,formando o que 

cha111~_1}1_gs de superfície media da placa. 

Sejam ix e iy as declividades da superfície media 

nas direções x e y respectivamente: 

aw 
i X = ~, = ,. 

aw 
fü 

aw aw 
ay = ãyT 

= 

Derivando a equaçao (2.1) obtemos: 

w. = 1 
ay,,, sen a 

( 3 . 1 ) 

( 3. 2) 

( 3. 3) 
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e portanto: 

1 
sen Cl 

( 3. 4) 

1 
sen Cl 

( 3. 5) 

onde iyl ê a declividade da superfície média na direção yl. Das 

equaçoes (3.1) e (3.5), conclui-se que nos cantos da~laca a ,de­

clividade ê nula nas direções x e y. 

4 - Declividade numa Direção Qualquer 

,Y ~1 

B n 
- - -

t dn / 

/ 

~ 
I dyl 

A 
1/J I 

X e 

o'----'--------------------x, X 1 
Fig. 3.2 

Seja 1/J o ãngulo da direção An com o eixo xl. Adi­

ferença entre as flechas nos pontos A e B (Fig. 3.~,)infinitamente 

próximos ê: 
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dw = aw d l aw dyl ãxT X + ãyT ( 3. 6) 

A declividade na direção n e dada então por: 

dw = aw dxl + aw ~ 
õri axl dn ayl dn ( 3. 7) 

Pela relação dos senos no triãngulo ABC (Fig.3.2)! 

dyl 
s en. 1jJ 

= dn 
sena 

dxl 
= sen(a-ip) (3.8) 

Substituindo a equaçao (3.8) na equaçao (3.7): 

dw 
õri 

dw 
õri 

= 

= 

aw 
ãxT 

aw 
ax 

sen(a-,P) + aw 
sena ãyT 

sen(a-,P) + ~ 
sen a ay 

sen ,p 
sena 

sen ip 

( 3. 9) 

(3.10) 

Da equaçao (3.10) concluimos que a declividade nos 

cantos da placa em qualquer direção ê nula. 

5 - Curvatura 

Como estamos tratando de pequenas deflexões, tere­

mos as seguintes expressões para a curvatura da superfície neutra 

em planos paralelos a xlz e ylz, respectivamente: 
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1 a 
( ~~ 1 ) 

él 2 w = - ax 1 = - ãxT2 rxl 

(3.11) 

1 a 
( ~; 1 ) 

a2 w = - ély 1 = ayl 2 ryl 

Considera-se a curvatura positiva se a convexidade 

estã voltada para o sentido positivo do eixo z. O sinal negativo 
.- -_1,.· -:-;:,,:..--

,:das expressões {3.11) decorrêi:ló·flitoââderivada segunda da de-f; 
-"-- -. - .. ,:;__ ·. ':'.e- -- •• 

rflexão··ser nega ti v·a. 
' ' 

6 - Curvatura numa Direção Qualquer 

Seja esta direção An (Fig. 3.2), logo: 

= a ( aw) 
ãn an (3.12) 

Por substituição da equaçao {3.9) na (3.12) temos: 

1 = sen 2 (a-1),} 
rn sen 2 a 

onde 

l 1 
rxl rxlyl 

1 a2 w 

2 sen 1), sen(a-1),} + _1_ 
sen 2 a 

= r xlyl axl .ayl 

(3.13) 

e representa a distorção da super.fície neutra no ponto considera-
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do, em relação aos eixos xl e yl. 

7 - Curvatura numa Direção Perpendicular a uma Outra jã Definida 

Substituindo na equaçao (3.13) *por*+ i/2 (Fig. 

3.2), chegamos a expressao: 

= cos 2 (a-w) + 
sen 2 a 

1 cos (a-p) 
r cos * sen 2 a 

1 + --
xlyl ryl 

Somando a equaçao (3.13) e a equaçao 

[ r: 1 

- ' 

1 cosec 2 a 1 2 ', { 
- + = + -- + ·COS 
rn rt r yl r xlyl(1' ,:; 

cos 2 \/1 
sen 2 a 

(3.14): 

~ 

(3.14) 

(3.15) 

Verifica-se então que a soma das curvaturas em 

duas direções perpendiculares ê uma constante,,no ~-ílrrto. 

8 - Relação entre Deflexões e Deformações 

As hipõteses jã vistas anteriormente (i!~-- ·3.?) 
- -.,, 

em que supomos .desprezivel o efeito da fÕrça cortante nas defle-

xoes e o da tensão de compressão produzida pela carga aplicada q, 

ocasionam erro desprezivel nos deslocamentos transversais, desde 

que a espessura da placa seja pequena em comparação com as outras 

dimensões. Neste caso chega-se atravês de considerações geomêtrl 
' . casas seguintes relações: 



aw 
= - ,,z ãxT aw =-zayr 
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(3.16) 

- -- .. ,----- --, .. -. ._r---,_ '• -, - --
Su.bs ti tu i-ndo as -equaJões ;( ~--·.1-6-\./•as,- equa~Õ!!1,_( 2_.J2) :-; 

,',teremos: 

a2 w 
Yxlyl = - 2 2 axl ayl (3.17) 

9 - Eguições dos Momentos 

Seja na Fig. 3.3 um elemento de placa cortado por 

dois pares de planos paralelos aos planos xlz e ylz, onde as dire 

çoes positivas dos momentos Mxl, Myl, Mxlyl e os esforços cortan­

feito 

nos cap'ítulos I e II. M 
aM 1 ,-~ ylxl + 

yl M y d yl+~ >Jy 

r 

Mxlyl ,' 
~ Qxl /dyl aM , 

+ ax~
1 

úfxl 
e, - Baixo 
@ - Cima M 1)/ ;'~Y' j aM 

M + xlyl i(fxl 
xlyl axl ',.,-xl 

~Myl 
Myl xl 

QL---''------------------------->x l 
Fig .. 3.3 
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Estes momentos sao produzidos pelas tensões indica 

das 
,.- - -- .. --~~- :~,. . •'· -•'") -

,na_s..,c~9u,açoesJ?!.g1)e sao determinados pelas expressoes: 

= ('-hj2
2 J ªxl dz 

-h/2 

'xlyl dz 

. {", ªyl dz 

-h/2 

_( h/22 

J_h/2 

(3.18) 

'ylin dz 
) V 

onde h e a espessura da placa. 

·- .,.·("'~.....- ----··, -·A~ • .. -,~ , . ...,,.,_,.... .,..-~ ~ 
Por substituição d.as~E!_q_u ªçoes ( 3 .j;7,),,,ri~_s ___ equ·ações ,, 

--~.l' - . 

,-(2.24) ch~ga-se a: 
~ •• b - •• " .. --

E·. ·cose e 2 a 
-ªxl = -z·,· 

ªyl = -z .E 

E 
'xlyl=-z 

l-v 2 

cosec 2a 
l-v 2 

~ô
2

w ãxl2 + 

~

2

w aylT+ 

(cos 2 a+v sen 2 a) ô2 w 2 a 
2
w ] 

ãyT2 - cos ª axl ôyl 

(3.19) 

(cos 2 a+v sen 2 a) a 2 w . a
2
w ] 

ãxJ"'!" - 2 cosp ax I ay 1 

(3.19) 

Sabe-se que o operador V2 em coordenadas obliquas 

e representado por: 

a 2 a 2 a2 
(ã"xl'2 - 2 cos a axl ayl + ã"_yTTl (3.20) 

----, ___ 
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A equaçao (3.20) nas:e-quações_(3.J9) nos dã as ten-
......,~---- ·-

soes escritas de uma maneira mais simples: 

E cosec a 
[vfw 

-, 
a

2
w] 

O" X] = -z l -v 2 - ( 1 -v) ãyTT 

E cosec a 
[viw - a

2
w j (3.21) cryl = -z l -v 2 ( 1-v) ãxTT 

E cosec ª ~os a vfw-(1-v) a
2

w j 
'xlyl = -z l-v2 a x 1 ay 1 

Substituindo aseqÚa:ç§es(3.21) em (3.18) temos: 

onde 

Mxl = - o cosec a 

Myl = - D cosec a 

E h 3 

D= 12 (l-v 2 ) 

f ]W - ( l -v) a 
2

w ] 
ayl 2 

f 2 a
2

w j v1w - (1-v) ãxl2 

representa a rigidez a flexão da placa. 

(3.22) 



32. 

10 - Equação Diferencial das Placas 

Na dedução da equaçao diferencial admite-se que os 

contornos sao livres de moverem-se no plano da placa ou seja, as 

forças reativas nos bordos são normais ã placa. Na Fig. i3.4 os 

eixos coordenados xl e yl estão no plano médio e o eixo z perpen­

dicular ao referido plano. 

A Fig. 3.4 mostra de uma melhor maneira os esf&r­

ços cortantes: 

yl 

a Q l 
Qyl + # dyl 

ttttq 

-. ··.~· 
• 

O "----------------- xl 
Fig. 3.4 

q - carga distribuida por unidade de ãrea aplicada normalmente a 

superfície 

Por aplicação das equaçoes da estãtica (ver Figs. 

3.3 e 3.4) sera estabelecido o equilíbrio do elemento, desprezan­

do nas equaçoes os infinitésimos de ordem superior a 2~. 

a) equilíbrio das fôrças na direção z: 
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aQvl aQxl 
ayÍ'" dyl dxl + axl dxl dyl + q sen a <dxl dyl = O 

(3.23) 

b) equilíbrio dos momentos na direção normal a yl: 

a:~lyl dxl dyl - :~f1 dyl dxl + Qyl dyl dxl = o 

aMxlyl ~ 
axl - ayr + Qyl = 0 (3.24) 

c) equilíbrio dos momentos na direção normal a xl: 

aMylxl aMxl 
ay I dyl dxl + ãx'I dxl dyl - Qxl dxl dyl = O 

(3.25) 

Da equaçao (3.18) verifica-se que Mxlyl =·-Mylxl 

Explicitando os esforços cortantes nas equações (3.24) e (3.25) e 

derivando convenientemente, obtemos mediante substituição na equ~ 

ção (3.23) a seguinte expressao: 

a2 M xlyl 
- 2 axl ayl + q sen a = O (3.26) 
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Utilizando as expressoes dos momentos (3.22) vem: 

a4 w 
-~---· + 2(1+2 cos 2 a) ax1• ay1, 

sen"a 
D (3.27) 

A equaçao (3.27) representa a equaçao diferencial 

das placas, expressa em coordenadas obliquas. 

11 - Relação entre os Momentos nos Sistemas Oblíquo e Retangular. 

Momen_tos. Fletores e Torsores Verdadeiros no Sistema Obliquo. 

De uma maneira anãloga ã's':.e~yá~-ões (3. ÍSJ-pqde-~ s~ 

escrever: 

M~ = 
X 

.f", 
-h/2 

M·, y 

Myx 

= f", crydz 

-h/ 2 

· J h/2' Tyxdz 

-h/2 

S ubs ti tu indo as :eqtri!çÕesJ2_. ~) na~ ( 3. 28 /)e 

em vista as~·equatõ.~s (3.18) \eréínÔ·s·: ··,·· 
- --. _..--------------~ .. ---.-:- ··· • .;1:~ 

(3.20) 

tendo 

MX = Mxl cosec a+ Myl cosa cota - 2 Mxlyl cota 



- M yx = Mxlyl - Myl cos a 
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ou (3.29) 

Mxl = Mx sena+ My cosa cota+ 2 Mxy cosa 

Myl = My .co_sec a 

- - - --- ~-.. . 

c-=:-_-A;_.e~_ua~:s. (~-~)_re~_r:_se_n~as relações entre os 

momentos nos sistemas de coordenadas utilizados (retangular e obli 

q uo). 

Os momentos fletores e torsores verdadeiros que 

atuam em qualquer bordo paralelo aos eixos oblíquos serão obtidos 
../" 

fãcilmente da Fig. 3.3. Por exemplo:_~ejam\~xT e MyTJ,, :9s momen-
~ I 

tos fletores verdadeiros atuando nos iiõrdõs paralelos aos eixos 

Oyl e Oxl respectivamente, portanto: 

(3.30) 

Myr = Myl sen a 
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12 - CQndições de Contôrno para um Bordo Simplesmente Apoiado 

Seja xl =ao bordo da placa simplesmente apoiada~ 

A deflexão ao longo do bordo xl = a e nulao como tambim o momento 

fletor verdadeiro dado pela equação (3.30), porque o bordo pode 

girar livremente em tõrno do eixo xl = a, logQ: 

[vj.w - ( 1 ).
oW --._

0
. '-h2 ] -v --- ' = ,ayl -... __ _ 

-- 1 

Como o bordo permanece retilineo ao longo de xl=a, 

então: 

As expressoes analíticas das condições de contõrno 

serao portanto: 

(wlxl=a = O 

13 - Processo de.Marc~s 

Este processo foi utilizado na programaçaof e con­

siste em substituir a equação diferencial de quarta ordem por um 

sistema de duas equações diferenciais de segunda ordem. A equa­

ção (3.27) pode ser escrita na forma abaixo: 

cosec~a ( ª2 
- 2 cos a ª2 

+ ª2 
) (a.~w - 2 cos a ª2

w + ãxf2 axl ayl ãyT2 ãxT2" ax1 ay1 



+ a2
w) = ,9_ 

ayl D 

Somando MxT e MyT da equaçao (3.30} temos: 

2 
- D Vlw 

D ( 1~v) 
2 

Introduzindo uma nova grandeza M de valor 

ao lado direito da equação (3.32), vem: 

2 M = - D V1w 
2 M 

V1w = - 0 

Levando a equaçao (3.33) na equaçao (3.31): 

2 
V]M = - q 

3 7. 

(3.31) 

i gua 1 

(3.33) 

(3.34) 

A resolução do sistema de equaçoes diferenciais 

(3.33) e (3.34) fica particularmente útil para análise de placas 

simplesmente apoiadas de forma poligonal, pois neste caso M anula-
•-J 

Gse no contôrno, conforme demonstraremos. 

mal a t\, então: 
.i 

.~, .... 
Seja\tia direção do contôrno e"~':uma direção nor-

a· 2 w ; '\ a'"f2 = O , pois w = O na direção t,:J 
\.,.,. 
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O, pois o momento fletor Mn\na direçãonórmal a',~e nulo . 
./ 

Da equação (3.15) teremos: 

Logo, para placas simplesmente apoiadas resolve-se 
2 

a equaçao V]M = - q com a condição M = O no contõrno. Depois, s~ 

bstituindo os valôres encontrados de M na equaçao ~fw = - ; e in­

tegrando, teremos os valôres das deflexões. 



3 9. 

IV - MtTODO DAS DIFERENÇAS FINITAS 

l - Considerações Gerais 

Serão apresentados os conceitos bâsicos do metodo 

das diferenças finitas e a disposição em forma de molécula de to­

dos os operadores utilizados na programação. 

2 - Conceituação.· Diferenças Finitas Ordinãrias. 

O metodo consiste em explicitar as derivadas de uma 

função y = f(x) (Fig. 4.1) em termos do valor da mesma, em deter­

minados pontos. Substituimos 

_c!_y ~ ~ ax. dx2 • dxn 

por operadores 

representa a diferença de ordem n de Y::7:~ 
- -- - - --- ~ 

. ·-------~~ /' 

' . 
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y 

b 
a t,y 

1 
1 /;X 

1 1 
1 1 1 
,Y n-2 ?n-1 ,Y n 1Y n+ 1 1Yn+2 
! 1 1 1 
1 

,n-2 1n -1 ,n ,n+ 1 1n +2 
o . - - . h ______ h 

X 
- --· - - _h_ - -·---h - - - . 

Fig. 4.1 

As expressoes para as diferenças de 1~ ordem no 

ponto n (Fig. 4.1), tomando-se intervalos iguais h no eixo x, po­

dem ser expressas de três maneiras: 

= 

= 

= 
Yn+l - Yn-1 

2h 

( 4. 1 ) 

( 4. 2) 

( 4. 3) 

Equação ( 4. 1) ê denominada diferença em avanço ,eql@_ 

çao (4.2) diferença em atrazo e equação (4.3) diferença central. 

Observa-se que na diferença em avanço usam-se sempre têrmos adi­

reita de n, em atrazo ã esquerda e central em tõrno de n. Pode-se 
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empregar mais de uma forma para um mesmo problema. O estudo foi 

feito para diferenças finitas centrais dada a sua precisão na ob­

tenção dos resultados em relação ~s diferenças com avanço e atra­

zo. 

Para diferenças finitas centrais de segunda ordem, 

teremos 

= 

= 
4h 2 (4.4) 

Verifica-se que a equaçao (4.4) ê função de orden~ 

das de pontos n+2 e n-2 com grande distância do ponto central n, 

o que ocasiona lÕgicamente, maior possibilidade de êrro. 

~ Para obtermos um valor para(, 2 ) em têrmos de po~ 
uX n 

tos mais prÕximos de n, imaginamos dois pontos auxiliares a e b 

(Fig. 4.1), de ordenadas yà e y~ respectivamente: 

(~) (~) Yn+l - Yn Yn - Yn-1 
tix b - tix a= h h h ---"------,-h-------'--
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( 4. 5) 

Equaçio~ (4.3) e equaçao (4.5) representam as apr~ 

ximações em diferenças finitas _centrais para as derivadas de 1~ e 

2~ ordem respectivamente. De maneira aniloga, calculam-se em di­

ferenças finitas as derivadas de maior ordem. 

3 - Diferenças Finitas Parciais 

No cilculo das diferenças finitas parciaisode uma 

função z = f(x,y), em relaçã·o a qualquer das variiveis x e y, sao 

vilidas as expressoes vistas no item 4.2 referentes ãs diferenças 

finitas ordinirias. 

Seja a malha da Fig. 4.2, com espaçamentos iguais 

de h na direção x e de k na direção y. 
y 

, a.i , · r--1 I 1 

1 1 1 a 1 , ar , 

1 .i 1 1 ; 1 1 r 
1 1 1 1 1 1 X 

' 
1 b ,i 1 1 
1 ,.· 1 

b 1 1 br , 
1 1 

-h~ 

Fig. 4.2 

Da equaçao (4.3) e equação (4.5) vem: 
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z - ZR, za - zb ( ÓZ) = r. (óz) = ÓX i 2h óy i 2k 

( 4. 6) 

ó2z zr - 2 z. + z R, ó2z za - 2 z. + zb , 1 
( óX 2) . = h2 ( óy 2 ) . = k2 , 1 

Para obter-se a diferença finita mistaQ em relaçio 

a x e y, calcula-se inicialmente a diferença em uma direçio e de­

pois a diferença da primeira diferença~ na outra direçio: 

( ó 2 Z ) Ó ( ÓZ) 
ÓX óy . = óy ÓX 

1 

( 4. 7) 

t idêntico o procedimento para malha em forma de 

paralelogramg. 

4 - Operadores Dispostos em Moléculas 

a) 
2 

171 z 
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A Fig. 4.3 representa os pontos nodais. 

yl 

,__ _ _, ai -- a ar 

.2 i r 

/k _j_ k t h = 
b2 b ~ 

h 

"\ª, 
xl 

Fig. 4.3 

Das equaçoes (4.6) e (4.7), vem: 

(4.9) 

(4.10) 

Por substituição das equaçoes (4.9) e (4.10) na e-
2 quaçao (4.8) teremos o operador V]z em diferenças finitas: 

2 ] 
V]Z = -.:...­sen2a h2 

{4.11) 
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Fazendo}= te colocando em forma de molêcula a 

equaçao (4.11), teremos: 

t cosa 2 ,__ _ _, - t cos a 

at a ar 

2 ] 

~12= 2t2 h2 sen• 2 t 2 
1-----f - 4 ( l 2 t 2 

b) ~~l 

remos 

- t cosa 

bt 

i 

2 

b 

Fig. 4.4 

t cosa 

br 

Mxl = - D cosec a ~fw - ( 1-v) ~;;,] 

Da equaçao (4.9) vem: 

w -a 
k2 

r 

(4.12) 

--- ----, 
Substituindo a equação\acima) na equaçao (4.12) te­

.. ; 
-~ 

-~. ·--



46. 

M,xl 

e) ~yl 

[ 
2 W - 2 Wi + W.b] 

= - D cosec a Vlw - (1-v) -"ª--~k-
2
-'---"- (4.13) 

Dispondo a equaçao (4.13) em forma de molêcula: 

t cosa 

ai 

2t 2 

2-(l-v)2sen 2 a 

a 

4 (l-v~sen 2 a 
-4(l+t ) 

i 

·2 2 .. t 

-t 2-(l-v)2sen 2 a t.i t_o s .. ex 

b br 

Myl = - D cosec ex [vlw 2 
- (1-v) ~:, 2J 

Da equaçao (4.9) vem: 

ar 

( ~. 1.4).:.· 

(4.15) 

Substituindo a equaçao (4.15) na equaçao (4.14): 



- t 

Si 

d) Mxlyl 

= - D cosec a [vfw -2w.+w] 1 r 
2 

Equação (4.16) em forma de molêcula: 

t cos (l 2 -t cos (l 

at a ar 

2t 2 -{l-v) :,1---,4(1-vit 2 sen 2 a1-----,2t 2 -(l-v) ::; 
2t 2 sen 2 a -4(l+t 2 ) 2t 2 sen 2 a 

cos (l 

i 

2 ,;:,; 
b 

Fig. 4.6 

= - D cosec [cos 
2 

a V]w 

Da equaçao (4.10) vem: 

r 

t cos (l 

br 

a2w J 
- (l-v) axl aylj 

Substituindo a êquação (4.18) na equaçao (4.17) temos: 

4 7. 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 



48. 

Mxlyl = - D cosec a rosa VÍw - (1-v) ~ (war-wbr-wat-wbt)] 

(4.19} 

Equação (4. 19) em forma de molêcula: 

-o 
4 sen 3 a h 2 t 2 

2t cos 2 a + 4 
t sen 2 a(l-v} 

at 

4t 2 

. 

sen 2 a (1-v) 

\ bt 

a 

-8(1+t 2
} cosa 
1 

4 cosa 

b 

. 
-'2t cos 2 a -
t(l-v)sen 2 a 

ar 

,__ _ _,4t 2 cos a 

.i:: 

2t cos 2 a + 
t(l-v)sen 2 a 

br 
-· •.").'~ Fig. 4.7 

A principal razão de se disporem todas as equaçoes 

(expressões de deflexões e momentos) calculadas por diferença fi­

nita em forma de molêculas foi baseada no fato de que embora fos­

sem distintas, elas apresentavam uma caracteristica que era comum 

a todas. Para qualquer uma das Figs. J4.4, 4.5, 4.6 e 4.7, de 

posse dos valores das molêculas nos pontos i, a, t, at, e ... poss1-

vel defini-la totalmente com uma mesma lei de formação. Isto fa­

cilitou demais a automatização, reduzindo consideravelmente a pr~ 

gramaçao. 
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V - MrTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

l - Considerações Gerais 

~;"'sã~ a_prese_~tad~considerações relativas aos ele­

mentos empregados na anãlise das placas pelos programas ICES STRU 

DL II e o do Prof. ALCEBIADES VASCONCELLOS FILHO. 

2 - Conceituação. Elementos Utilizados ~1HipÕtese~ 

A essência fundamental do mêtodo consiste em subs­

tituir uma estrutura continua por um modêlo formado de elementos 

estruturais, unidos entre si atravês de um numero finito de pon-

tos. tstes são os pon,tos nodais. 

§'~te-~ser possivel conhecer o 

deslocamentos ou fôrças nodais. 

Para o elemento' estrutural ád> 
~~ -

seu comportamento a partir dos 

Entende-se por deslocamentos no-

d.ajs os deslocamentos dos nôs e por fôrças nodais, as fôrças que 

atuam nos nôs do elemento estrutural. Este, dependendo do tipo 

de problema, pode ser de uma, duas ou três dimensões, com formas 

geomêtricas variadas. O que caracteriza um elemento ê sua forma 

geomêtrica, o numero e tipo dos deslocamentos nodais, grau da ex­

pressão polinomial que representa a lei de variação do campo dos 

deslocamentos e a têcnica utilizada na obtenção da matriz de ri­

gidez dos elementos (uma matriz pode ser formada por matrizes de 

sub-elementos). 

A escolha da lei de variação do campo dos desloca­

mentos e a parte mais delicada e importante do mêtodo. Na flexão 
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das placas o campo dos deslocamentos refere-se ao deslocamento 

transversal w e os demais são obtidos por derivação de w. 

Os elementos que utilizamos para análise das pla­

cas pelos programas ICES STRUOL II e o do Prof. ALCEBIADES VASCON 

CELLOS FILHO foram ambos triangulares com três pontos nodais nos 

vértices, nove deslocamentos nodais e campo dos deslocamentos ba­

seado numa expansão cubica, mas com diferentes técnicas para ob­

tenção da matriz de rigidez dos elementos. Para cada ponto nodal 

teremos um deslocamento linear transversal w e dois angulares que 
a são obtidos por derivada 1- de w. 

Os programas calculam as solicitações nos nos para 

cada elemento. A solicitação em um ponto nodal será a media das 
- ~ .,...- - --·· _ h • -~ • _____ ......... ___....~ ... _.;.~:;+::,1.-1~·->-- -~ .. 

solicitações dos nos(~~os el~mento--:C_gue __ n~el!=_J:.Q!JCO_!'.~ · O progra~::,>" --~ --~ ·-~ ·-•--#---- - ~~ -- • ~ - -V - - _. - ~). _,.,. ._,___ e;:_ __ • 

;-ma do PROF_. _ALCEBIADES VASCONCELLOS FILHO calcula internamente es { ......__~a··· --~,tt-~-~.,.~-~C·,··:~~.:::-:r_:-,-~~: -- •- • • ~- ,--..~ ... .--'-- • -- •-·-·,• •• ··-....:_, --..:::!/5-· 
~ta média o que não acontece com o ICES STRUDL II . ..... _ - . -----------. ______ , ...... ..__.,,,,,,,_ .... - ~ --.,. _ ........ •. 

A primeira vista, o programa do Prof. .ALCEBIADES 

VASCONCELLOS FILHO não se adaptar1a ao cálculo das placas escon-

sas. Isto porque no trato das condições de contõrno, são dadas 

as ligações (livre e impedida) em relação ao sistema de coordena­

das global, conforme explicaremos. 

Seja a placa abaixo simplesmente apoiada. 
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y 

X, x_l 

Fig. 5.1 

Para o ponto l (Fig. 5.1) foram admitidas como con 

dições de contôrno que o ponto é impedido de sé deslocar na verti 

cal e pode girar em tôrno dos eixos x e y. O fato do ponto poder 

girar em torno do eixo x é uma aproximação, visto que o bordo e 

inclinado em relação ao sistema de eixos global x e y. Esta hip~ 

tese foi baseada na prÕpria técnica de elementos finitos que con­

s.iste na discretização dos elementos. 

Para o ICES STRUDL II, este fato nao existe. Ini­

cialmente todo o contôrno é considerado impedido e depois são da­

das as devidas liberações de acordo com o apoio real, mas referi­

dos a um sistema de eixos local. 

3 - Critérios de Convergência 

Para que a solução obtida com o método dos elemen­

tos finitos convirja para solução exata com o refinamento da ma-
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lha, o campo de deslocamento assumido deve satisfazer às seguin­

tes condições denominadas de critérios de convergência. 

a) o campo dos deslocamentos escolhido deve ser tal que 
não haja deformação do elemento quando os deslocamen­
tos nodais são deslocamentos de cor';po rígido. 

b) o campo dos deslocamentos deve ser tal que se os deslo 
camentos nodliis são compatíveis com uma condição de de 
formação unitâria constante, esta deformação unitâria 
seja obtida a partir do campo dos deslocamentos. 

Para que os critérios sejam satisfeitos, o campo 

de deslocamentos assumido deve ser no mínimo um polinômio comple­

to de grau igual ã ordem de derivação para o câlculo das deforma­

çoes. No caso de placas, considera-se como deformações unitârias 

as curvaturas que sao_ expressas como derivadas segunda de w. As­

sim o campo do deslocamento assumido deve ser no mínimo um polin~ 

mio do 2Q grau. r bom salientar que a obediência desses dois cri 

térios nao garante a convergência para a solução exata com o ref_i 

namento da malha, isto é, os critérios são condições de necessida 

de mas não sao de suficiência. 

A convergência para solução exata é garantida des­

de que além de serem satisfeitos os critérios de convergência, s~ 

jam também os de conformidade. As condições de conformidade ref~ 

rem-se a compatibilidade completa de deslocamentos ao longo de um 

lado comum a dois elementos adjacentes. No caso de flexão de pl~ 

cas, a compatibilidade refere-se não so aos deslocamentos trans­

versais w, mas também as inclinações ao longo de um lado comum a 

dois elementos. 
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Elementos nao conformes podem convergir para a solu­

çao exata desde que as derivadas terceiras permaneçam contínuas 

e limitadas ã medida que o tamanho da malha diminua. Esta condi 

ção que substitui a de não conformidade foi demonstrada teorica­

mente pelo Prof. ARANTES e OLIVEIRA.(l?) 

Foram utilizados na comparaçao elementos triangula -

res nao conformes. 
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Programação Automãtica. Aplicações. 
-.. -- .. 
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VI - PROGRAMAÇÃO AUTOMÃTICA 

1 - Considerações Gerais 

Serã exposta a têcnica adotada na programaçao auto -
:/mãtica bem como observações sobre a geração automãti ca para o 
' ~ ..._ . 

ICES STRUDL-II. 

Apresentamos tambêm diagrama de blocos do programa 

principal~ com necessãrias ixplicações. 

2 - Estruturação da Programação 

Para a resolução da equaçao diferencial das placas 

utilizou-se o processo de MARCUS descrito no item 3.13, onde a 

equaçao (3.27) foi substitufda por duas equações diferenciais de 

segunda ordem ou seja: 

2 
IJlM = -q 

em lugar da equaçao abaixo: 

' 171 w = .9. 
D 

Esta têcnica aparentemente nao mostra ser um bom 
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meio para resolver o problema por diferenças finitas, porque aca~ 

reta na resolução de dois sistemas de ordem igual ao Ünico que o~ 

teriamas se utilizãssemos o operador de 4! ordem. Entretanto com 

os operadores de diferenças finitas de 2! ordem, a largura de ban 

da dos coeficientes das incógnitas do sistema de equações formado 

ê menor e consequentemente o numero de termos a serem armazenados. 

Equivale à resolução de dois sistemas de equações de menor ordem. 

Dessa forma teremos mais vantagens quanto ao tempo de computação 0 

e economia de memória. 

Para placas simplesmente apoiadas nao necessitamos 

de pontos fora do contõrno quando da aplicação destes operadores, 

facilitando o sistema de numeração a ser utilizado. Tal sistema 

foi estabelecido tendo-se em vista os seguintes aspectos: 

a) Sequência a ser seguida na montagem automãtica da apl! 
cação dos operadores. 

b) Identificação dos pontos da placa para caracterização 
das ordenadas das cargas e interpretação dos resulta­
dos. 

c) Menor largura em banda dos coeficientes das incógnitas. 

A numeraçao e feita segundo a direção positiva do 

eixo xl, isto e, da esquerda para direita e de baixo para cima 

conforme mostram as Figs. 6.1 e 6.2. 



·-·-

M Divisões 

M < N 

Fig. 6.1 

M numero 

N numero 

a ângulo 

xl 

de divisões 

de divisões 

do eixo xl 

na 

na 

com 

yl 

M. Divisões 

M = N 

Fig. 6.2 

direção X l . 

direção yl. 

yl 

57. 

xl 

Pela técnica adotada na programaçao,; devemos ter 

sempre M ~ N. Neste caso, a matriz dos coeficientes das incógni­

tas e a que apresenta menor largura de banda. Verificou-se que 

para o sistema de numeração exposto, a matriz banda 

as características conforme mostra a Fig. 6.3. t bom 

que a matriz e não simetrica. 

apresentava 

ressaltar 
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M+l 

,. Lb: Largura de banda 

,. ' 

{i g. 6 . 3 

Lb = M+l se M > 2 
v 

L bl = M se M = 2 

O programa monta as linhas da matriz dispondo-as 

em vetor coluna. Isto porque foi utilizada a subrotina GELB da 

IBM, que resolve sistemas lineares de equações com os coeficien­
·._) 

tes dispostos em banda, recebendo-os em vetor coluna. 

O programa foi desenvolvido em computador IBM-1130 

com 32k de memória interna e depois adaptado ao IBM/360 com 25~k 

bytes de memória interna. Consiste no programa principal e em 

cinco subrotinas que executam tarefas especificas ou operações que 

podem se repetir durante a anilise. 

Calcula•placas esconsas simplesmente apoiadas com 

malhas em paralelogramo, permitindo até 280 pontos nodais para o 

IBM-1130 e 625 para o /360, não havendo limite para o número de 

placas a serem analisadas. 

A placa deve ter espessura constanteü e podendo 
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ser considerado qualquer caso de carregamento, sendo fornecidas 

as ordenadas de cargas nos pontos nodais. 

As subrotinas foram programadas de maneira 

aproveitar o máximo da memória interna do computador. 

a se 

des: 

XMl 

XM2 

XM12: 

SM 

SP 

Seguem as subrotinas com suas respectivas finalida 

define o operador para o cálculo do momento Mxl. 

define o operador para o cálculo do momento Myl . 

define o operador para o cálculo do momento Mxlyl. 

calcula o momento Mxl ou Myl ou Mxlyl· 

calcula os momentos fletores M e~ •• momento tor­
e os momentos pri nci pais (réf~r'idós, .. ao ,si s te 

._ L ._.> ••~,~"J ,'I"'• ,. -
sor M;y 
maglobaLi< e 

Vemos que as subrotinas XMl, XM2, XM12, · 'executam 

tarefas especificas e SM e SP, operações que se repetem 

a análise. 

durante 

3 - Geração Automática para o ICES, STRUDL-I I 

Como no programa ICES STRUDL-II nao existe geraçao 

automática das coordenadas e incidências, foi elaborado um para o 

tipo de malha indicado na Fig. 6.4 e para qualquer placa esconsa. 
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8 9 

7 

6 

4 

2 

l 2 3 x l' 
Fig. 6.4 

O sistema de numeração para as coordenadas e ele­

mentos deve ser sempre da esquerda para direita e de baixo para 

cima conforme mostra a Fig. 6.4. As incidências de cada elemento 

são geradas no sentido anti-horãrio. Para os pontos nodais que 

estão no contôrno, o programa gera tambêm a letra S (supports) de 

pois da coordenada y. 

4 - Finalidade e Convenções do Diagrama de Blocos 

O diagrama de blocos representa a visualização de 

uma maneira consisa do mêtodo programado para resolução de um de­

terminado problema. Isto facilita o emprêgoJ por outras pessoas,.) 

da têcnica utilizada, como tambêm permite possfveis ,-alterações, 

principalmente de carãter ampliativo. Serão apresentados diagra­

mas de blocos ou fluxogramas simplificados do programa principal. 

Não havendo uma certa uniformidade nos sfmbolos 

usados para o traçado dos diagramas, adotaram-se certas conven-
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çoes normalmente as sugeridas pela IBM. 

Seguem os simbolos ., com o seu significado à direi­

ta. 

D 
Decisão 
a ser to 

o 
) GELB > 

Entrada de dados por meio de cartões 

Impressão dos (:iftul os, dados ou resulta dos do 
processamento. 

Sequência de operaçoes necessárias a alcançar 
um certo objetivo. 

-A operaçao efetuada no interior, define o cur 
so do fluxograma 

Conexão entre dois pontos do diagrama,que nao 
podem ser ligados por uma linha 

Uti 1 i zação de uma subrotina&, 

Armazenamento ou leitura no disco magnêtico. 



·.· 6 2 • ··,;, 
•.=.__. ~J:; 

r 
1 

i 
i 
i_ - Oltimo 

comando 

Execução de um controle iterativ~. Percorre 
. ..., 

de uma forma cíclica toda uma secção do flu-

xograma um numero de vêzes 
variável situada a direita 
dade. 

igual ao 
do sinal 

valor da 
da igual-

( FIM ) Têrmino ou início do programa. 
------



, ...... 
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l'.' 63. 

5 - Diagrama de Bloco Simplificado do Programa Principal 

a) 

e NP 

NP 

M, N, UL, VL, ALFA, 
XH, XMI, XE 

l 
M, N , UL, VL, ALFA, 
XH, XMI, XE 

b) 
J 

t 
DELU = UL/M 
DELV = VL/N 
XK = DELV/DELU 

l 
R = 2 XK 2 DELU 2 sena 
E = - 4 ( l + XK 2 )/R 
F = 2 (XK 2 )/R 
B = 2/R 
A = XK (cos âs)/R 
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e) 

NU I : 4 - 6, 

> 
MUD = NUl-1 

< 
M ·~ 2 -

> 

MUD = M MUD = M - 1 
NMX = 2M+l NMX = M + 1 
NX = M + 1 NX = M 
MM = M + 1 MM = M 

NTT = NUI(l~+ 2 MUD) - MUD(MUD + 1)/2 

MtD = MUD 

1- - I = 1 NTT 

- - - - S(I) = O 
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d) 

NK = O 

- I = 2, N ,- J. = 2, M 

NK2 = o 
NB = o 
NKl = o 

K=(M-1) (I-2)+(J·-1) 

K2 = 1 , N+ 1 ,-
K3 = 1 , M+ 1 

1 

1 

1 - - T(K2,K3)=0 

T ( I -1 , J -1 ) = - A 

T ( 1-1 , J ) = B 

T ( I - 1 , J+ 1) = A 

T ( I , J -1 ) = F 

T ( I , J) = E 

T (!, J+l) = F 

T ( I + 1 , .J -1 ) = A 

T ( I + 1 , J) = B 

T ( I + 1 , J + 1 ) = - A 
1 

0) 
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e) 

1 

1 

1 

00 

11 = 2, N 

Jl = 2, M 

NK = NK + 

NUI : 4 
> 

NX . NMX • 
.e: 

1 

S(NK)=T(Il, 

NKl = N Kl + 

N X :, N K 1 

NX = NX + 1 

L. 

S ( N.K) = T ( 11 , Jl ) 

J 1 ) 

(!) 0 
1 
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f) 

NB = NB+l 

K MM + N B "--'~=--.------

<) 

S(NK)=T(Il, Jl) NK = NK - 1 

NK2=NK2 + 1 

> 
NK2 NMX 

< 

l __ - - CONTINUE 

1 - - - - CONTINUE -

g) 

S(NK) 

h) 

I = 1 NUI 1 

--- - Q ( I ) = o 
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QP 

l- I=l,NUI 
i~---~ 

1 
L. Q(I) = QP 

NC = O 

NG : O 

I = l, NG 

NEG,QEP{I) 

.:/ = 1, NEG 

J 

1
- J=l,NEG 

1 ,_ -

K = NELEG{J) 
Q{K) = QEP(I) 

CONTINUE 

CONTINUE 

I, Q (I) 

S ( N K) 

' 1 
1 

L~ 

I = 1, NUI 

Q ( I) 
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GELB 

NC = NC+l 

NC :· 1 L 

> 

w ,- - I = 1 • NUI 

XMl 1 - - Q(I)=-Q(I)/RG 

SM 

XM2 

SM 

XM12 

SM 

SP 

Nt NP L INTCIO : 
;,, 

FIM 
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6 - Explicações Referentes ao Diagrama de Blocos 

a) Leitura e impressão de dados 

NP\ numero de placas a serem analisadas 
·- ,.,.J 

M, N numero de divisões da placa nas direções xl e yl respec 
tivamente, onde xl coincide com o lado da placa de me­
nor numero de divisão. 

UL;;VC: ·comprimento da placa nas direções xl e yl respectivame!!_ ......__., 

te 

ALFA -ângulo de xl com yl 

XH espessura da placa 

XMI coeficiente de Poisson 

XE mõdulo de elasticidade longitudinal 

b) Caracterização do operador vf 
E, F, B, A caracterizam· 'à operador vf u pois, os demais 0'fõrJs···· 1 

"·--~-----""'--/ -- , . . . ~,..,.-

(da molêcula são defi~idos a partir deles. 
---,, . -- -·~~.:.r.._,. --~- ~-- , 

c) Caracterização da matriz dos coeficientes e zeramento da mesma 

~yr : niimero de equaçoes, isto ê, niimero de pontos nodais. 

' 
MLD 

MUD 

' a ,1- pa_r: 
, te 

NMX , 

' 

' 3ª parte 
' 

Fig. 6.5 

' ' 
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MUD numero de codiagonais superiores (significa número de 
diagonais acima da principal) Fig. 6.5. 

MLD número de codiagonais inferiores (significa numero de 
diagonais abaixo da principal) Fig. 6.5 ... 

NMX parâmetro auxiliar na·programaçãoo que define a linha 
mãxima da parte da matriz, com a qual trabalhamos. Li 
mita a têcnica da montagem da 1~ parte da matriz. 

NX,MM 

NTT 

fndices contadores au~iliares 

número total de termos a serem armazenados 

Para o caso em estudo MUD = MLD e corresponde 

d) Aplicação do operador aos pontos da placa 

a ,_..-:: 

Nesta fase o programa define o valor dos coeficien 

tes da equação quando o operador/-fiplfcado a ~-dete;mi~ad,o-') 
. '1...------ -. - . . -- ----- ' . ____...,,__ 

ponto~ sAisêquência danmontagêm~êi a;definida ·pela"'lnumeràção do 
~ :.- ' . ' . 

e,f) Dispõe em vetor coluna os coeficientes definidos no ftem d. 

g) Armazenamento dos coeficientes do sistema de equaçoes 

Armazena o vetor dos coeficientes no disco magnêtl 

co, porque ele vai ser utilizado duas vêzes na resolução do 

problema. A subrotina GELB destroi a matriz utilizada. 

h) Ordenada das cargas nos pontos nodais 

As ordenadas das cargas devem ser dadas com o si­

nal negativo (ver equação 3.34). 
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NG = O 

QP 

NG < O 

Q(I) 

NG > O 

NEG 

QEP 

NELEG 

todos os pontos da placa possuem a mesma ordenada de 

carga 

valor de ordenada de carga 

todos os pontos possuem ordenadas de cargas diferen­

tes 

valor de ordenada de carga 

o valor indica o numero de grupos de pontos com mes­

ma ordenada de carga 

o numero dos pontos do grupo~­

valor da carga de cada grupo 

identifica os NEG em relação ao sistema de numeraçao 

jã especificado. 

i) Cãlculo das deflexões e momentos 

Calcula as deflexões w e passa a utilização das 

sub-rotinas que calculam os momentos fletores e torsores. 
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VII - APLICAÇOES 

1 - Considerações Gerais 

Apresentamos neste capítulo as características das 

placas analisadas, os resultados obtidos e os respectivos tempo,sQ 

de execução. 

Ilust~amos com grificos, para uma melhor interpr! 

tação da convergência dos métodos e anilise do tempo de execução.~ 

(_~.) 

2 - Placas Analisadas 

Foram analisadas três placas esconsas simplesmente 

apoiadas com as mesmas características, variando apenas o ingulo 

a (Fig. 7.1) que assumiu os seguintes valores: 

CARACTERTSTICAS 

Placa I 

Placa II 

Placa III 

a = 

a = 

a = 

Carregamento uniformemente distribuido: 3~/m 2 

MÕdulo de elasticidade longitudinal 

Coeficiente de Poisso;, 

Espessura 

Dimensões 

2,1 X 10 6 to/m 2 

0,30 

0,10 m 

12mx12m 
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VERIFICAÇÃO DA CONVERGÊNCIA: São verificadas as flechas e os mo­

mentos fletores e torsores no centro das placas. 

Na anãlise por elementos finitos adotou-se malha 

do tipo da Fig. 7.1 que no caso representa a 3 x 3. 

da Fig. 7.2. 

6 

l 6 l 7 18 

14 l 5 
l 2 

lo l 2 MALHA: (3 X 3) 

8 9 ELEMENTO FINITO 
8 

5 6 

2 

xl 
Fig. 7. l 

A correspondente malha para diferenças finitas e a 

3 

l 2 

Fig. 7.2 

4 

xl 

MALHA: (3 x 3) 

DIFERENÇA·.~' FINITA:) 



7 5. 

a) PLACA I: 

D E F L E X *;.ó_) .w 

CI = 9D 0 CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA 

MALHA NÕS PROF.ALCEBfADES STRUDL DIF.FINITA 

2x2 9 0,11247 0,12452 0,12636 

4x4 25 0,12907 0,12998 0,13030 

6x6 49 0,13050 0,13094 0,13095 

8x8 'a 1 0,13092 0,13119 0,13116 

lOxlO 1 21 0,13010 o, 13137 0,13125 

12xl2 169 0,13119 0,13147 0,13129 

SOLUÇÃO ANALfTICA:[~) 0,13130' 

Quadro 7.1 

MOMENTO FLETOR Mj] 

CI = 90° CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA 

MALHA NÕS PROF.ALCEBIADES STRUDL DIF.FINITA 
. 

2x2 9 0,67003 2,44173 1,75500 

4x4 25 1 ,70075 2,10544 1 ,97435 

6x6 49 1 ,90402 2,08471 2,02494 

8x8 8:1 1,97579 2,07753 2,04375 

lOxlO 121 2,0088.5 2,07609 2,05264 

12xl2 169 2,02728 2,07609 2,05717 

' 
SOLUÇÃO ANALfTICA: (.~) 2,06928 

Quadro 7.2 
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MOMENTO TORSOR M;y 
' 

Cl = 90° CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUI DA 

MALHA NÕS PROF.ALCEBIADES STRUDL DIF.FINITA 

2x2 9 - 0,18037 0,00000 0,00000 

4x4 25 - 0,07083 0,03851 0,00000 

6x6 49 - 0,03106 0,01524 0,00000 

8x8 (~1 - 0,01721 0,00918 0,00000 

lOxlO l 21 - 0,01095 0,00604 0,00001 

12xl2 169 - 0,00757 0,00425 0,00000 

SOLUÇAO ANAL!TICA:(•) 0,00000 

Quadro 7.3 

PLACA II: 

D E F L E X A O w 

(l = 60° CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA 

MALHA NÕS PROF.ALCEBIADES STRUDL DIF.FINITA 

2x2 9 0,06878 0,05967 0,07107 
4x4 25 0,07424 0,07377 0,07669 

6x6 49 0,07743 0,07721 0,07935 
8x8 81 0,07897 0,07884 0,08064 

lOxlO l 21 0,07985 0,07967 0,08132 
12xl2 169 0,08037 0,08025 0,08173 

' sqLUÇAO ANAL!TICA:( 5
) 0,0828f·' 

Qya-dro 7 .4 
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MOMENTO ·FLETOR, M/ ~j . '··. . ', x ............ 

(l = 60° CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA 

MALHA NÕS PROF.ALCEBIADES STRUDL DEF.FINITA 

2x2 9 0,31060 1,41961 1,13906 

4x4 25 1,12560 1 , 46384 1 ;35760 
1 

6x6 49 1 ,32672 1 ,46799 1 ,43919 

8x8 81 1 , 40346 1 ,48208 1 ,47646 

lOxlO 1 21 l ,48298 1 ,48298 1 ,49607 

l2xl2 169 1 ,46479 1 ,4964 l l ,50763 

SOLUÇÃO ANAL!TICA:(s) l ,52820 

Quadro 7.5 

MOMENTO FLETOR My) 

(l = 60° CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUI DA 

MALHA NÕS PROF.ALCEBIADES STRUDL. DEF.FINITA 

2x2 9 0,28468 1,78611 1 ,49343 

4x4 25 1 ,29535 1 ,68519 l ,67500 

6x6 49 l ,52508 l ,69286 1,71204 

8x8 81 1 ,60700 1,70158 1,72422 

lOxlO l 21 1 ,64701 1, 70081 1 ,72937 

12x12 169 1 ,66985 1,71014 1,73191 

SOLUÇÃO ANAL!TICA: ( s) 1,73340 

Quadro 7.6 
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MOMENTO TORSOR M~y) 

a. = 60° CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUI DA 

MALHA NÕS PROF.ALCEBIADES STRUDL DIF.FINITA 

2x2 9 - 0,01664 0,31964 0,30690 

4x4 25 0,14485 0,21956 0,27488 

6x6 49 0';16945 
.,, 

0,2081,7 0,23629 

8x8 , 81 ,, 0,17427 0,19677 0,21456 

lOxlO l 21 Ó',-17606 0,19027 0,20202 

12xl2 169 0,17637 0,18650 0,19425 
' 

SOLUÇÃO ANALITICA:(s) 0,17703 

Quadro 7.7 

PLACA III 

D E F L E X :Ã 9 ' w 

a. = 30° CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA 

MALHA NÕS PROF.ALCEBIADES STRUDL DIF.FINITA 

2x2 9 0,00837 0,00700 0,00789 

4x4 25 0,00841 0,00794 0,00936 

6x6 49 0,00943 0,00900 0,01049 

8x8 
,, 
,81 

-,>" 
0,00997 0,00960 0,01121 

1 Oxl O 1 21 0,01030 0,00998 0,01168 

12xl2 169 0,01052 0,01024 0,01201 

SO_LUÇlíO ANALfTICA:(sJ 0,01319 • 

Quadro 7.8 
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; 
MOMENTO FLETOR M,Jt 

CL = 30° CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA 

MALHA NÕS PROF.ALCEBIADES STRUDL DIF.FINITA 

2x2 9 0,03001 0,32712 0,26156 

4x4 25 0,24451 0,31770 0,33299 

6x6 49 0,30270 0,27741 0,37482 

8x8 81 0,33074 0,32523 0,40167 

lOxlO l 21 0,34774 0,34334 0,42007 

12xl2 169 0,35976 0,35688 0,43346 

SOLUÇ~O ANALTTICA:(s) 0,49075 

Quadro 7.9 

,1 
. -

MOMENTO FLETOR Mt 

CL = 30° CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUI DA 

MALHA NÕS PROF.ALCEBIADES STRUDL DIF.FINITA 

2x2 9 0,02502 0,70379 0,61594 

4x4 25 0,49506 0,62782 0,72886 

6x6 49 0,60656 0,62773 0,76921 

8x8 a·1 0,64441 0,66122 0,78659 

lOxlO l 21 0,66639 0,67727 0,79493 

1 2 X l 2 169 0,68216 0,68823 0,79919 

SOLUÇ~O ANALTTICA:f
5

) 0,80092 
- -·- .. 

Quadro 7 .10 
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MOMENTO TORSOR Mii 

a. = 30° CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA 

MALHA NÕS PROF:ALCEBIADES STRUDL DIF.FINITA 

2x2 9 0,00480 0,10855 0,10230 
4x4 25 0,06976 0,10032 0,11428 

6x6 49 0,08811 0,10179 0,11385 
8x8 81 0,09112 0,09693 0,11112 

lOxlO 1 21 0,09270 0,09636 0,10821 
12xl2 169 0,09341 0,09537 0,10557 

SOLUÇÃO ANALTTICA:(s) 0,08964 

Quadro 7.11 

3 - Tempo de Execução 

Na anãlise do tempo de execuçao verificou-se que 

para uma mesma malha) existia uma pequena diferença dependendo do 

ãngulo a.. t natural pois, embora o número de equações seja o mes 

mo'-!., o sistema é diferente. 

Na tabela abaixo computou-se o tempo mãximo para 

as placas analisadas, com pequenos arredondamentos. 

Ressalta-se que na utilização do programa ICES 

STRUDL II, a ãrea dinãmica foi de 50 k. Mesmo com uma maior area 

dinãmica, 90 k por exemplo, a redução no tempo de execução é rela 

tivamente pequena,::, pois, para uma malha 12xl2 tal redução foi de 

aproximadamente 4 minutos. 
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TEMPO DE EXECUÇÃO EM MINUTOS 

MALHA f'IÕS PROF.ALCEBIADES STRUDL DIF.FINITA 

2x2 9 0,30 2,00 O, l 5 

4x4 25 l ,00 4,30 O, l 7 
6x6 49 2,80 11 , 50 0,25 

.- . 

8x8 81 4,80 21 ,00 0,50 
lOxlO l 21 9,00 37,00 0,83 

12xl2 169 14,30 61 , 50 l , 50 

COMPUTADOR IBM /360 COM 256k BYTES DE MEMÕRIA INTERNA 

Quadro 7.12 

Nos ijuadros e grificos, as deflexões sao dadas em 

centfmetro e os momentos em t* m/~~, 
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Anãlise dos resultados. Notações 

utilizadas no dese~V6lviment6 t•õ~fco 
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VIII - ANÃLISE DOS RESULTADOS 

1 - Considerações Gerais 

Serão apresentadas observações e conclusões sobre 

as placas analisadas, . comentirios referentes ao~ mêtodos,progr! 

mas utilizados, fator tempo e continuidade da pesquisa. 

2 - Placa I 

a) w 

O exame do grifico (J. l revela uma boa convergência 

a partir de uma malha de (8 x 8) para os resultados apresentados0 

pelos três programas em estudo. 

t interessante notar que para uma malha de (lOxlO) 

o ICES STRUDL-II ji ultrapassa a solução analftical•!. Revela en­

tão uma caracterfstica do elemento não conforme, pois os valôres 

podem oscilar ~m tôrno da solução exata. 

O grifico 1!.f-2 permite constafat·u111aripida converge.!!. 

eia .. para os resultados apresentados pelos programas ICES STRUDL­

II e de diferenças finitas. Verifica-se que a partir de uma ma­

lha (6 x 6) o grifico do ICES STRUDL-II permanece quase horizon­

tal. tum fato que deve ser salientado, porque no mêtodo dos el~ 

mentos finitos os erros são maiores para as tensões generalizadas 

do que para os deslocamentos. Isto deve-se a que as tensões sao 
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.,......,,..,- ..... .....,.... ..... -.-...,..,,. -- -· 

expressas em têrmos de derivadas dos deslocamentos e ·~~tes por sua-......._,___~~~- " .,,.-- - -- - - --- ~-------... --· ---~ . 

~vez são aproxímados. 
----.......,._ ~- .-, . .,,,,..,, .. ___ .:..;h· -------~ ·-

Os resultados do programa do professor ALCEBIADES 

VASC0NCELL0S FILHO demonstram uma convergência lenta, e a partir , 

de uma malha de (10 x 10) ê que ela fica bem definida. 

,, 
Neste caso particular (grãficotJ/.3) em que o momen 

to torsor e nulo no centro da placa, os valores do programa de di 

ferenças finitas permaneceram sempre nulos para qualquer malha. 

O ICES STRUOL-II apresenta tambêm melhores resultados que os do 

professor ALCEBIADES VASC0NCELL0S FILHO. 

d) Sentido da Convergência 

r":.; ,...., ~ 

Pelos grãficos fr 1, --~.2 e:J,?J.3 constata-se que para 

elementos nao conformes o sentido de convergência para· momentos 

fl e tores e torsores pode: ser diferente." do apresentado pelas de-
,.)· 

flexões. 

3 - Placa II 

a) w 

No grãfico .D.4 nota-se claramente uma ligeira sup! 

rioridade nos valõres apresentados pelo programa de diferenças fi 

nitas. Os resultados apresentados por uma malha de (8 x 8) de di 

ferenças finitas são equivalentes a uma de (12 x 12) dos progra­

mas de elementos finitos. 
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Verifica-se que a partir de uma malha de (4 x 4)os 

dois programas jã referidos de elementos finitos apresentam grãfl 

cos como se obedecessem a uma mesma lei, diferenciados entre si 

de uma constante. 

,.., 
Os grãficos 7;-5 e:7/.6 indicam melhores resultados 

., 
para diferenças finitas. Nota-se uma melhor convergência do ICES 

STRUDL-11 em relação ao do Professor ALCEBIADES VASCONCELLOS FI-

LHO. r interessante salientar que o grãfico ;!)-6 para o ICES-

STRUDL II a partir da malha (4 x 4) ê praticamente horizontal. 

O grãfi co rj}. 7 mostra que os resulta dos de di feren~ 

ças finitas para Mxy são bem menos precisos do que para momentos 

fletores e deflexões. Os programas de elementos finitos apresen­

tam uma boa convergência. Os melhores resultados foram do Profes 

sor ALCEBIADES V,ASCONCEl:LOS FILHO. 

d) Sentido da Convergência 

/ . 
Convem observar que para uma simples mudança do ã~ 

gulo a houve uma alteração no sentido da convergência dos momen­

tos fletores para o ICES STRUDL-11. 

O sentido da convergência dos momentos torsores p~ 

ra diferenças finitas foi por valôres superiores sendo diferente 

do apresentado pelas deflexões. 
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4 - Placa III 

Os grificos 7.8, 7;9 e 7.10 tornam a revelar uma 

grande superioridade dos resultados de diferenças finitas em rela 

çao a ambos os programas de elementos finitos, sendo da ordem de 

ati 201 essa diferença. Em relaçio a soluçio analitica(
5

} os re­

sultados de diferenças finitas chegam a apresentar erro de atil3%. 

t'. interessante notar) que houve uma certa equiva­

lincia dos resultados de ambos os programas de elementos finitos 

e que a partir da malha (6 x 6) parecem obedecer a uma mesma lei 

com diferença de apenas uma constante. 

Os resultados dos tris programas ilustrados no gr~ 

fico 7.11 aparecem convergir para val5res diferentes da soluçio 

analitica(s)_ Os resultados de diferenças finitas para momentos 

torsores sio inferiores aos de elemento finito. 

Os resultados do programa do professor ALCEBIADES 

VASCONCELLOS FILHO ultrapassaram a soluçio an~litica(s)_ 

c} Sentido da Convergincia 

O sentido de convergincia para a placa III e o mes 

mo que o da placa II. 

/--,e --~ - - - - -~ 

-· --' ~ . -- _J 
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5 - Conclusões 

Examinando o conteudo das observações sobre os gr! 

ficos~ podemos estabelecer certos conceitos, que por terem gener! 

1 idades podem apresentar o carãter de conclusões,.., para flexão de 

placas esconsas: 

a) a medida que o ângulo a diminui (na ordem de 30º), elementos 

não conformes apresentam resultados bastante distanciados dos 

reais. Eles parecem não convergir para a solução analitica.M~ 

rece um estudo detalhado a convergência para ângulos em torno 

de 30°. 

b) coordenadas obliquas para diferenças finitas têm sua precisão 

diminuida no tratamento das placas esconsas para ângulo a pe­

quenos (= 30°). 

c) coordenadas obliquas para diferenças finitas apresentam uma m~ 

lhor convergência para momentos fletores e deflexões que o me­

todo dos elementos finitoi com a utilização de elementos nao 

conformes. Para momentos torsores a melhor convergência e pa­

ra o mêtodo dos elementos finitos ou seja o mêtodo das diferen 

ças finitas nao apresenta bons resultados para os momentos tor 

sores. 

d) os resultados de uma malha (8 x 8) para placas esconsas com o 

programa ICES STRUDL II podem ser considerados equivalentes a 

uma malha (12 x 12) com o programa do Professor ALCEBIADES VAi 

C0NCELLOS FILHO para momentos fletores e deflexões. Salienta­

se que a hipÕtese vista no item 5.2 referente à utilização do 
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programa do Professor ALCEBIADES VASCONCELLOS FILHO deve afe -

tara precisão dos resultados. (para o. n'ão-muifô peii"ueno", > 30) v~·----...--~>., . ..e.·.-. ·-~-.-1 

e) para elementos nao conformes o sentido de convergência para os 

momentos fletores das placas esconsas pode'.-/ser diferente do 
.~ 

apresentado pelas retangulares ou seja,a forma geométrica do 

corpo a ser analisado pode afetar o sentido da convergência. 

6 - Importância do Fator Tempo 

Como o fator tempo e algo preponderante em qual-

quer ramo da ati.vidade humana, toda comparaçao, seja de ·-mêtodos 
. ' ~- --, . 

distintos ou de programas de um mesmo mêtodo, o tempo deve estar 

sempre presente para que a comparaçao torne-se completa. 

A eficiência de um programa estã diretamente liga­

da ao tempo de execuçao. O programa de diferenças finitas foi de 

senvolvido com a preocupação de mi.nimizar o fator tempo. 

Foram surpreendentes os resultados quantitativos de 

fatos conhecidos qualitativamente, conforme mostra o quadro 7.12 

(grãfico 7.12): \ medida que refi~amos a malha o tempo de execu­

. ção do programa de diferenças finitas tende a tornar-se 40 vezes 
--../- -, 

menor que o do programa ICES STRUDL_tI e 10 vezes menor que o do 

Professor ALCEBIADES VASCONCELLOS FILHO. 

Embora esta comparação seja de carãter particular 

porque jamais serã possível encontrar uma relação geral do fator 

tempo entre os dois métodos, dada a multi-aplicabilidade de ambos, 

ela serve para realçar a importância deste fator, mostrando como 
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o mêtodo das diferenças finitas pode ser.programado para proble­

mas particulares com considerãvel economia de tempo. 

7 - Aplicabilidade do Mêtodo das Diferenças Finitas 

Torna-se praticamente impossível com os conceitos atual­

mente existentes, a elaboração de um programa automãtico para a­

plicação do mêtodo das diferenças finitas que seja geral, isto e, 

no caso em pauta, um programa automãticoy que calcule placas para 

os mais variados contõrnos, orifícios e condições de apoio. Entr! 

tanto para o estudo de um problema específico definido, podemos 

empregar o método das diferenças finitas tornando a resolução re­

lativamente simples. O programa apresentado neste trabalho para 

o cãlculo de placas esconsas simplesmente apoiadas, nos dã uma 

ideia do valor do mêtodo. Aliãs, sempre que um novo método de 

calculo se encontra em fase de afirmação pelos resultados aprese~ 

ta dos, hã sempre uma tendência n'à comparação destes resulta dos com 

os apresentados pelo mêtodo das diferenças finitas que parece ser 

uma espécie de referência. 

rum fato inegãvel que este processo numêricov tem 

tido a sua importãncia diminuida com a expansão do mais novo e p~ 

deroso instrumento de calculo que e o método dos elementos fini­

tos. Salienta-se que na epoca em que o mêtodo das diferenças fi­

nitas encontrava-se em fase de desenvolvimento, os pesquisadores 

ainda não possuiam a facilidade de utilização de computadores~ co 

mo atualmente, para o estudo de qualquer outro método. t natural 

portanto que não se conheçam programas específicos publicados pa-
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ra utilização do mêtodo das diferenças finitas. 

Desde que exista um estudo dirigido no sentido de 

automatiza-lo';t~d-;;;:·sj,com êle obter eficientes programas. A . .,pri!!_ 

cipal dificuldade no que se refere à automatização,,;, ê 'a existên­

cia de pontos fictícios externos ao contôrno. Seria tambêm váli­

da uma pesquisa no sentido de se evitar a existência de pontos f~ 

ra do contôrno com a introdução de novos conceitos, isto e, uma 

melhor maneira no tratamento das condições de contôrno. 

Podemos citar os seguintes fatos para caracterizar 

a aplicabilidade do mêtodo das diferenças finitas, mas que jamais 

podem ser considerados como vantagens em relação ao mêtodo dos 

elementos finitos, dada a generalidade deste, principalmente no 

trato das condições de contôrno e disposição das malhas: 

a) menor ordem do sistema de equaçoes para um mesmo numero de 

pontos nodais que o mêtodo dos elementos finitos. Para oca-

soem estudo teremos uma equação por ponto nodal para diferen­

ças finitas e três para elementos finitos. No caso de elemen­

tos mais refinados que os utilizados pelos dois programas de 

elementos finitos já referidos, teremos ~ais equações por pon­

to nodal. 

b) as fases da análise do problema, ao contrário do mêtodo dos 
.,.,,--.... ,_,.. :~ -• .-~-- - -,._ -

elementos finitos'-·; não são laboriosas p1_'.inf . .ip~n.1_e_ntiis_~J)_Dh_E!_-'c 

:cirm~~ is eq~ações d{fer~nciais que regem o corpo em estudo. 
.. -··· ·-. - -.. -

e) pode-se aplicar o mêtodo mesmo que nao se disponha de um pro­

grama inteiramente automático. Monta-se facilmente o sistema 
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de equaçoes, fazendo apenas sua resolução no computador. Para 

o metodo dos elementos finitos e impraticável a sua utilização 

sem um programa completo, mesmo para os elementos menos refina 

dos. 

d) como a automatização e norm~lmente especffica, existe facilid! 

de da entrada de dados em um programa de diferenças finitas.P! 

ra elementos finitos torna-se trabalhosa, principalmente quan­

do utilizamos elementos mais refinados. 

8 - Observações dos Programas ICES STRUDL-II e do Professor ALCE­

BIADES VASCONCELLOS FILHO 

O Programa ICES STRUDL II apresenta uma grande va~ 

tagem na entrada de dados devido ao formato livre e as vãrias o~ 

ções para exprimir um determinado fato, embora não apresente ger! 

ção 'gutomáti ca de coordenadas e i nci denci as. t um programa gera 1 

de boa convergencia: em que sua principal desvantagem reside no 

elevado tempo de execução. 

Levamos a crer que do ponto de vista prático nao 

hã muito sentido o cálculo de estruturas de uso corrente com pro­

gramas de grande campo de ação, dado o elevado tempo de execuçao. 

Entretanto um programa de generalidade como o ICES STRUDL II e vã 

lido como fonte de pesquisa e indicado para problemas de natureza 

relativamente complexa. 

O programa do Professor ALCEBIADES VASCONCELLOS FI 

LHO e ta~6em·ae· fácil utilização, tornando-se um p'ouco trabalhosa ..._... --- .... -

.... .r 
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a entrada de dados, quando somos obrigados a utilizar a divisão 

em vãrias subestruturas. Embora sua convergência, mesmo para o 

caso de a= 90° tenha sido um pouco mais lenta do que o ICES 

STRUDL II, do ponto de vista prãtico podemos considerã-lo como ex 

celente no que se refere a resultados e principalmente no tempo 

de execuçao. 
-....... -- -----~ ,.r -. - - ---- ...... .. ·, 

Leva a vantagem de ter sua generalidade~s9b o ponto\ 
. ~-! ~--~ ---- ..... _ -"-. .... , 

de vista prãtico. 

Deixamos como sugestão.:_, dada a sua reconhecida uti 

lidade, que seja elaborado um programa automãtico que gere os da­

dos para o do Professor ALCEBIADES VASCONCELLOS FILHO,;_,quando em­

_pregamos a divisão em vãri as s_ub-e~ tru-t~}as. ---- -- -- ... _ __. _.,, 

9 - Continuidade da Pesquisa 

O presente trabalho pode ser continuado tornando o 

estudo comparativo mais amplo, utilizando para as placas analisa­

das: 

a) coordenadas triangulares para diferenças finitas 
-- . ' - - - ~ ~ ...,, . ' ...,, - -....... 

b} elementos conformes p~ra o mêtodo dos elementos~flnitos . 
. --- _,.- . ---· -......___ --· ___ ___. -../~.,. ---·. -__ /_J 

-- .,. ... -

c) um novo processo de cãl cufó o·ue no. caso seria o mêtodo das -..._ . . /·-, -, . - . _,, ' -...... ......-,.~~-
e-

quivalências. 

A continuidade pode tambêm ser extendida com a ana 

lise de placas esconsas com outras condições de apoio (bordos li­

vres, engaites). 
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-APÊNDICE-

a) NOTAÇOES UTILIZADAS NO DESENVOLVIMENTO TEÕRICO 

.e., m 

x,y,z 

u,v 

E: 

Txy'Txz' 
Tyz 

co-senos diretores 

coordenadas retangulares 

componentes do deslocamento paralelas aos eixos x e y 
respectivamente 

alongamento unitãrio 

componentes de tensão tangencial em coordenadas retangu-
.~:-., ~·· -

H ares. 
~-- -- •- t.r 

componentes de tensão normal paralelas aos eixos coorde­

nados x,y e z respectivamente. 

0,$ ângulos que definem uma determinada direção. 

S ângulo de esconsidade da placa 

a ângulo do eixo xl com o eixo yl 

E módulo de elasticidade longitudinal 

v coeficiente de Poisson 

X,Y 

X l ,y l 

.e. l , m l 

dl , V l 

projeções do alongamento unitãrio sôbre os eixos x e 
respectivamente. 

y 

componente da deformação tangencial no sistema retangu -
lar. 

componente de força no sistema retangular 

tensão normal e tangencial atuando numa face perpendicu­
lar a uma direção n. 

coordenadas oblíquas 

coeficientes que definem uma determinada direção em rela 
ção ao sistema oblíquo. 

componentes do deslocamento paralelas aos eixos xl e yl 
respectivamente 
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ulx 1 ,vlyl projeções do deslocamento em relação aos eixos Oxl e 
Oyl respectivamente 

Yxlyl 
X 1 , V 1 

'xlyl 
Tylxl' 

ªxl ~yl 
' .. :/ 

rn 

projeção do alongamento unitãrio sôbre os eixos xl e yl 

componente da deformação tangencial no sistema oblíquo 

componentes da força no sistema oblíquo 

componentes da tensão tangencial em coordenadas 
quas 

oblí-

componentes da tensão normal paralel~ aos eixos coorde­
nados xl e yl respectivamente 

declividade da superfície mêdia da placa nas direções x 
e y respectivamente. 

declividade da superfície mêdia da placa nas direções 
xl e yl respectivamente 

raio de curvatura da superfície mêdia da placa em pla­
nos paralelos a xlz e ylz respectivamente 

raio de curvatura numa direção n 

raio de curvatura numa direção normal a n 

momento fletor por unidade de comprimento de uma seçao 
da placa perpendicular aos eixos x e y respectivamente. 

Mxy momento torsor por unidade de comprimento de uma seçao 
da placa perpendicular ao eixo x 

momentoc';pcir unidade de comprimento de uma seçao da pla­
ca perpendicular aos eixos xl e yl respectivamente. 

momento por unidade de comprimento de uma seção da pla­
ca perpendicular ao eixo xl. 

esforço cortante paralelo ao eixo z por unidade de com­
primento de uma seção da placa perpendicular aos eixos 
xl e yl respectivamente. 
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D 

q 

MxT,MyT 

h 

t 

laplaciano 

laplaciano em coordenadas obliquas 

rigidez a flexão da placa 

carga uniformemente distribuida 
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momento fletor verdadeiro atuando no bordo paralelo aos 
eixos Oxl e Oyl respectivamente 

grandeza auxiliar utilizada no processo do Marcus 

diferença central de ordem n para um determinado ponto i 

coordenada de um determinado ponto n 

espaçamento da malha na direção xl ou x 

espaçamento da malha na direção yl ou y, espessura 
placa 

da 

define uma direção normal a n, relação entre os espaça­
mentos das malhas nas direções xl e yl 
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Listagem da programaçao. Referências 

Bibliogrãficas 



b) LISTAGEM DA PROGRAMAÇAO 

SUBROUTINE XMl(PI,ALFA,XK,DELU,XMI,RG,R,A,B,D,El 
e 
C ESTA SUBROTINA DEFINE O OPERA00R PARA O CALCULO 
C CO MOMEhTO MXI 
e 

R=-(RGl/((SINIPI*ALFA/lBO.l**3l*2.*IXK**Zl*(DELU**Zl) 
A=XK*(CCS(PI*ALFA/180.) )*R 
B=(Z.-(l.-XMll*2.*ISIN(PI*ALFA/f80.l**2ll*R 
D=2.*IXK*~'2l*R 
E=4.*( ( 1.-XMI l*! SIN(PI*ALFA/180. l**Zl-( l.+XK**2) l*R 

e 
RETURN 
ENC 

109. 
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SUBROUTINE XMZ(PI,ALFA,XK,DELU,XMI,RG,R,A,B,O,El 
e 
C ESTA SUBROTINA DEFINE O OPERADOR PARA O CALCULO 
C CC MO/iENTO l'Yl 
e 

e 

R=-(RGJ/((SIN(Pl*ALFA/180.l**3l*2.*(XK**2l*lDELU**2ll 
A=XK•ICOS(PI*ALFA/180.ll*R 
B=2. *R 
0=2.*IXK**2l*(l.~ll.-XNI)*(SIN1PI*ALFA/180.)**2ll*R 
E=4.*((XK**2l*ll.-XMil*ISIN(PI*ALFA/180.J**2l-{l.+XK**2ll*R 

RETURN 
ENC 



SUBROUTINE XM12(PI,ALFA,XK.,DELU,XMI,RG,R,A,B,0,E) 
c 
C ESTA SUBROTINA DEFINE O OPERADOR PARA O CALCULO 
C 00 MOMENTO MXlYl 
e 

c 

R=-(RG)/(ISIN(PI*ALFA/180.l**3l*4.*IXK**2l*(DELU**2)l 
A=XK*(2.*(COS(PI*ALFA/180.l**2l 

o+(SINIPI*ALFA/180.l**2l*(l.-XMill*R 
8=4.*ICCS!PI*ALFA/180.ll*R 
C=4.*(XK**2l*(C0S(Pl*ALFA/180.l)*R 
E=-8.*(l.+(XK**2ll*(COS(PI*ALFA/180.ll*R 

RETURN 
ENG 

l l l 
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e 

SUBROUTJNE SM(M,N,NI,Ml,NUI,R,A,B,D,E,W,XMUI 
CJMENSION W(2801,XMU(.2801,T(18,18l 

C ESTA SUBROTINA CALCULA O MOMENTO MXl OU O 
C MOMENTO MYl OU O MOMENTO MXlYl 
e 

CO 62 1=2,N 
co 62 J=2,f"· 
L=CM-l)*(l-2l+(J-ll 
CD 63 K2=1,NI 
CO 63 K3=1,fv,J 

63 T(K2,K3l=O. 
T(J-1,J-l)=-A 
T(I-1,J)=B 
T( I-1,J+l l=A 
TII,J-1)=0 
T(I,Jl=E 
T( I,J+ll=D 
T( I+l,J-l)=A 
T( I+l,Jl=B 
T( 1+1,J+l)=-A· 
XMU(U=O. 
CC 64 11=2,N 
CD 64 J1=2.,M 
Kl=(M-ll*( I1-2)+(Jl-l) 

64 XMU(L)=XMU(L)+T(Il,Jll*(W(Kl)l 
62 CONTiiliUE 

RETURN 
H:C 



SUBROUTINE SP(M,N,ALFA,PI,XMU,XMV,XMUVI 
"DIMENSION XMUl280l,XMVl2801,XMUVl2801 

e 
C. ESTA SUBROTINA CALCULA OS MOMENTOS FLETORES MX E MY, 
C MOMENTO TORSOR MXY E OS MOMENTOS PRINCIPAIS Ml E M2 
c 

WRITE<S,51 
5 FORMAT(///,20X,'MOMENTOS FLETORES E OE TORCAO. 

*MOMENTOS PRINCIPAIS.',//,16X,'MX',13X, 
* ' M Y ' , 14 X , ' M X Y ' , 13 X , 'M l ' , 13 X, 'M 2 ' , 14 X , ' A NG 1 

, /1 
no 61 I=2,N 
no 61 J=2,M 
L=IM-ll*ll-2)+(J-ll 
XMX=XMUILl/{SINIPI*ALFA/180.ll+ 

*XMVILl*ICOSIPl*ALFA/180.1**21/ISINIPI*ALFA/lBO.JI 
*-2.*XMUV(Ll*ICOS(Pl*ALFA/180.1-l/(SIN(Pl*ALFA/180.ll 

XMY=XMV(Ll*(SIN(PI*ALFA/180.ll 
XMXY=XMUVILI-XMV(Ll*ICOS(PI*ALFA/180.ll 
XMl=(XMX+XMYl/2.+ 

*(SQRT((XMX-XMYl**2+4.*XMXY**2ll/2. 
XM2=1XMX+XMYl/2.-

*ISQRT((XMX-XMYl**2+4.*XMXY**21l/2. 
Pl=ABSIXMXJ+ABS(XMYI 
P3=0.000l*Pl 
P=ABS((XMY)-(XMX)l 
IF(P3-Pll,1,2 

2 IF(P3-ABS(XMXYll3,3,4 
4 WRITE(5,7ll,XMX,XMY,XMXY 1 XM1 1 XM2 
7 FORMATII8,5Fl5,5,11X, 1 ----',1 

GOTO 61 
3 ANG=0.785391 

GOTO 20 
1 ANG=ATANll2.*XMXY/IXMY-XMX)ll/2, 
20 ANG=ANG*lB0,/3.14159 

WRITEl5 1 9ll,XMX 1 XMY,XMXY,XM1,XM2,ANG 
9 FORMATIIB,5Fl5,5,Fl5,2J 
61 CONTINUE 

RETURN 
ENG 

• 

113. 
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OIMENSION S(9500l,Ql280l,T(18,181,QEP(30l, 
*NELEGl2801,XMUl280l,XMVl280l,XMUVl280) 

DEFINE FILE 11430,300,U,IK) 
c 
C FRANCISCO SERAPHICO FERRAZ DA NOBREGA 
c 
c 
C TESE MESTRADO 
e 
c 
C ESTE PROGRAMA CALCULA PLACAS ESCONSAS 
C' SIMPLESMENTE APOIADA PELO METOOO DAS 
C OIFERENCAS FINITAS 
c 
C LEITURA 00 NUMERO OE PLACAS A SEREM ANALISADAS 
c 

READt8,1111NP 
111 FORMATIIS) 

WRITEl5,19JNP 
19 FGRMATl//,20X,'NUMERO DE PROBLEMAS=',151 

NL=O 
2000 l\'L=NL+l 

WR1TEt5,29)NL 
29 FORMATl//,20X,'PROBLEMA NUMER0=',191 
c 
C LEITURA DAS CARACTERISTICAS DAS PLACAS 
c 

READl8,10lM,N,UL,VL,ALFA,XH,XMI,XE 
10 FORMATl2I4,5F8.2,Fl2.2) 

WRITE15,11M,N 
1 FORMATl///,20X,•CARACTERISTICA DA MALHA•,//,15X,'M=', 

*I4,24X,'N= 1 ,I4l 
WRITE15,21UL,VL,ALFA,XH 

2 FGRMAT(///,20X,•CARACTERISTICA DA PLACA',//,15X, 
*'UL=',Fl0.2,17X, 1 VL=',Fl0.2,/,15X,'ALFA= 1 ,F8.2 
*,17X, 1 XM= 1 ,Fl0.2) 

WRIT_·E 15 ,3 l XMI, XE 
3 FORMATl///,20X, 1 CONSTANTES',//,15X, 1 XMl=',F8.2, 

*18X,'XE=',El5.7l 
c 
C CARACTERIZACAO 00 OPERADOR A SER APLICADO 
c 

CELV=VL/N 
DELU=UL/M 
XK=OELV/OELU 



II<= 1 
PI=3.14159 
RG=IXE*(XH**3ll/(12.*(l.-XM1**2)l 
R=2.*(XK**2l*(DELU**2l*(SIN(PI*ALFA/180.l**2l 
E=-4.*(l.+XK**2l/R 
F=2.*IXK**2l/R 
E=2./R 
A=XK*CGS(PI*ALFA/180.l/R 
ESP=O.OCOOOl 
1' I=i",+ 1 
Nl=N+l 
i"MI=M-1 
NN l=N-1 
NU I=Mt' l.*NN I 

e 
C CARACTERIZACAO DA MATRIZ DOS COEFICIENTES E 
C ZERAMENTO CA MESMA 
e 

IF(NUI-4)31,31,32 
31 f'IUD=NUI-1 

GOTO 59 
32 IF(M-2)33,33,34 
33 NMX=M+l 

t'f'=M 
NX=M 
t'UO=M-1 
GOTO 59 

34 NMX=2*M+l 
NX=M+l 
fvUC=M 
l'M=M+l 

59 NTT=NUI*ll+2*MUDl-(MUD*(MUC+ll)/2 
MLC=t'UC 
CO 53 I=l,NTT 
S(Il·=O • 

. 53 CONTil'<UE 
NK=O 

e 
C APLICACAC COOPERADOR AOS PONTOS DA PLACA 
e 

CO 62 1=2,N 
CD 62 J=2,M 
l'<K2=0 
NB=O 
IXKl=O 

l l 5 . 



11 6 • 

K=lM-ll*(I-ZJ+(J-1) 
DO 63 K2=1,NI 
00 63 K3=1,MI 

63 T(K2,K3}=0. 
TI I-1,J-l)=-A 
T(I-1,Jl=B 
TI I-1,J+l)=A 
T(I,J-ll=F 
T(I,Jl=E 
TII,J+ll=F 
T{ I+l,J-ll=A 
T(I+l,Jl=B 
T( l+l,J+ll=-A 

e 
C CISPOSICAO DA PRIMEIRA PARTE DA MATRIZ EM 
C VETOR COLUNA 
e 

CO 64 I l=.2,N 
CO 64 Jl=2,M 
NK=NK+l 
IF(NUI-4135,35,36 

36 !F(NX-NMXl37,37,38 
37 S(NK}=T(Il,Jll 

NKl=NKl+l 
IF(NX-NKll41,41,39 

39 GQ TO 64 
41 NX=NX+l 

GOTO 62 
e 
C DISPOSICAO DA SEGUNDA E TERCEIRA PARTE DA 
C MATRIZ EM VETOR COLUNA 
e 
38 I\B=NB+l 

. IF(K-MM-NBl42,43,43 
43 NK=NK-1 

GC TO 64 
42 S(NKJ=T(ll,Jll 

I\K2=NK2+1 
IF(NK2-NMXl45,46,46 

45 GO TO 64 
46 GOTO 62 
35 S(NKl=T(Il,Jll 
64 CONTINUE 
62 CGfflINUE 
e 



c 
C ARMAZENAMENTO DA MATRIZ BANDA DISPOSTA EM 
C VETOR COLUNA NO DISCO MAGNETICO 
c 

WRITE(l 1 IKl(SIIl,I=l,NTTJ 
c 
C LEITURA DAS ORDENADAS DE CARGA NOS PONTOS NODAIS 
c 

DO 17 I=l,NUI 
QIIl=O. 

17 CONTINUE 
NC=O 
REAOIB,1301NG 

130 FORMAT II 51 
IFINGl137,138,139 

137 READl8,80IIQIIl,I=l,NUil 
80 FORMAT(8Fl0.4J 

GOTO 100 
138 REA018,901QP 
90 FORMATIFl0.41 

liO 67 I=l,NUI 
QI I l=QP 

67 CONTINUE 
GOTO 100 

139 00 68 I=l,NG 
REAOl8,llOINEG,QEPlll 

110 FORMATII5,Fl0.41 
REA018,1201(NELEGIJl,J=l,NEGI 

120 FORMATl4l41 
DO 69 J=l,NEG 
K=NELEG(JI 
Q(Kl=QEPIII 

69 CONTINUE 
68 CONTINUE 

WRITE15,8311I,QIIl,1=1,NUil 

1 i 7. 

83 FORMATl///,20X,'0RDENAOA DAS CARGAS NOS PONTOS NODAIS',// 
*41I8,Fl5.511 

GOTO 100 
101 JK=l 

R E li D I l' I K) 1 S ( I I • l= 1, NTT 1 
e 
C CALCULO DAS DEFLEXOES E MOMENTOS 
e 
100 CALL GELB(Q,S,NUI,1,MUO,MLO,ESP,IERI 

NC=NC+l 



118. 

IFINC-ll48,4e,49 
48 DO 11 I=l,NUI 

QCil=-Q{I)/RG 
77 CONTINUE 

GOTO 101 
49 WRITEIS,6111,Qlll,I=l,NUII 
6 FORMATC///,20X, 1 DEFLEXOES',//4118,Fl5.511 
C CALCULO DOS MOMENTOS FLETORES E TORSOR 

CALL XMl(PI,ALFA,XK,OELU,XMI,RG,R,A~B,O,EI 
CALL SMIM,N,NI,MI,NUI,R,A,B,O,E,Q,XMUI 
CALL XM21PI,ALFA,XK,OELU,XMI,RG,R,A 1 8 1 0,EJ 
CALL SMIM,N,NI,MI,NUI,R,A,B,O,E,Q,XMV) 
CALL XM121PI,ALFA,XK,OELU,XMI,RG,R,A,B,O,EI 
CALL SMCM,N,NI,MI,NUI,R,A,B,O,E,Q,XMUV) 
CALL SPCM,N,ALFA,PI,XMU,XMV,XMUV) 
IF(NL-NPJ2000,200,200 

200 CALL EXIT 
ENO 



OIMENSION X(5001,Y(5001,IXl500,31,IR(30,301,INl500) 
*,XN1(500l,XN21500),JN(500l,JN115001,JN215001,JN3(500) 

c 
C FRANCISCO SERAPHICO FERRAZ DA NOBREGA 
c 
c 
C TESE MESTRADO 
e 
C ESTE PROGRAMA GERA AS COORDENADAS E lNCIOENCIAS 
e PARA PLACAS ESCONSAS PARA o ICES STRUOL-II 
c 
C NP- NUMERO OE CASOS A SEREM GERADOS 
c 

REAOCB,llllNP 
111 FORMATII51 

WRITE15,191NP 
19 FORMATI//,' NUMERO DE PROBLEMAS=',I51 

ML=O 
2000 ML=ML+l 

WRITEl5~291ML 
29 FORMAT(//,' PROBLEMA NUMER0=',151 
c 
C XL,YL- OIMENSOES DA PLACA NAS OIRECOES Xl OU 
C X E Yl OU Y RESPECTIVAMENTE 
C ALFA- ANGULO DO EIXO Xl COM O EIXO Yl 
C M,N- NUMERO OE OIVISOES NAS OIRECOES Xl.E Yl 
C RESPECTIVAMENTE 
c 
c 
C A NUMERACAO OOS NOS E ELEMENTOS E DA ESQUERDA 
C PARA A DIREITA E OE BAIXO PARA CIMA 
e 
C AS INCIDENCIAS SAO GERADAS NO SENTIDO 
C ANTI-HORARIO 
c 

REAOIB,l)Xl,Yl,ALFA,M,N 
l FORMATC3f8.3,2I41 

WRITE(5,17JXL,YL,ALFA,M,N 
17 FORMATI///,' CARACTERISTICAS DA PLÀCA',///,lX, 

*'XL= ',FB.2,//,lX,'YL = 1 ,F8.2,//,1X, 
*'ALFA = 1 ,FB.2,//,lX,'M = 1 ,18,//,lX 
*'N =',18,1 

c 
C GERACAO DAS COORDENADAS 

l l 9 . 



l 20. 

WRITE!S,105) 
105 FORMAT(///,lX,•COORDENADAS',l 

PI=3.14159 
111=/l+l 
NI=N+l 
CX=XL/M 
CY=YL/N 
f\Ur-'.NO=/ll*NI 
NUMEL=2*11*f\ 
CD 320 I=l,NI 
CD 320 J=l,MI 
IR(I,Jl=MI*(l-ll+J 

32C COJ\TINUE 
K=O 
CC 20 I=l,NI 
l<=i<+l 
IN(K)=IR( I,ll 
XNl(Kl=(l-ll*DY*(COS(PI*ALFA/180.lJ 
XNZ(Kl=(l~l)*DY*(SIN(Pl*ALFA/180.l) 
K=K+l 
IN(Kl=lR( I,Ml) 
XNl(Kl=XNl(K-l)+M*DX 
XNZ(KJ=XN2(K-1J 

2G CONTINUE 
IK=O 
L=O 

10 IK=IK+l 
NO=IN(IKJ. 
X ( NOJ =XNl( IK) 
Y(NOJ=XN2( IK) 
ZX=NC-L 
IF(Ll22,5,22 

22 CX=(X(NOl-X(LJ)/ZX 
OY=(Y{NC)-Y{Lll/ZX 

5 L=L+l 
IF(NO-Ll7,9,ll 

11 X(L)=X(L-ll+OX 
Y(Ll=Y(l-ll+CY 
GO TC 5 

9 IF(NUMNC-NCl7,13,10 
7 WRITE(5,16lNC 
16 FOR/IATllOX,'PONTO NODAL ERRAD0',110) 

GOTO 200 
13 CONTINUE 

DO 41 l=l,MI 



L=IR{l,I) 
WRITE(5,26)L,X{ll,Y(L) 

41 CONTINUE 
CO 91 1=2,N 
CD 91 J=l,MI 
L=IR(l,Jl 
ll=IR(I,11 
IF(L-Lll55,57,56 

56 L3=IR(I,Mll 
IF(L3-L)55,57,58 

55 WRITE(5,32) 
32 FCRMAT(//,' ERREI',! 

GOTO 200 
58 ~RITE(5,25ll,X(Ll,Y(Ll 
25 FORMAT(4X,14,3X,Fl0.3,3X,Fl0.3l 

GO TO 91 
57 WRITE(5,26ll,X(Ll•Y(l) 
26 FORMAT(4X,l4,3X,Fl0.3,3X,Fl0.3,3X,'S',l 
g 1 CONT If\'UE 

CD 50 l=l,Ml 
L=IR(NI,Il 
WRITE(5,26ll,X(L),Ylll 

50 ·COI\T!NUE 
e 
C GERACAO DAS INCICENCIAS 
e 

WRITE(S,106) 
106 FORMAT(///,lX,'lNCIDENCIAS•,) 

K=O 
l\l=N 
CD 330 I=l,Nl 
K=K+l 
JN(K)=l+2*(1-ll*M 
JNl(Kl=IR( I,21 
JN2(Kl=IR( l+l,ll 
JN3(Kl=!R(I,ll 
K=K+l 
JN{Kl=MI+2*( I-ll*M 
JNl(Kl=IR(I,2) 
Jl\2(Kl=IR(I+l,2) 
JN3(Kl=!R( I+l, 1) 
K=K+l 
JN(K)=(2*Ml+2*(I-ll*M 
JNl(K)=IR( I,MIJ 
JN2{K )=IR( I+l,Kl l 

121. 



1 2 2. 

JN3(Kl=IR(I+l,MI-ll 
330 CCNTil'füE 

N=O 
L=O 

33 L=L+l 
l',EL=JN{ L l 
IX(MEL,l)=JNl(ll 
IX!MEL,2l=JN2(Ll 
IX{MEL,3l=JN3(Ll 

40 f\=I\'+ l 
IFIMEL-Nl30,30,35 

35 IX(N,ll=IX(N-1,ll+l 
IX(N,2l=IX(N-1,21+1 
IX{N,3l=IX(N-l,3l+l 

30 WRITE(5,6JN,(IXIN,Il,I=l,3l 
6 FCRMATl4X,418l 

IFIMEL-NlB0,80,40 
80 IF(NUMEL-Nl90,90,33 
90 CONTINUE 

IF(l'l-NPl2000,200,200 
2CO CALL EXIT 

E 1\ C 
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