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Este estudo apresenta uma andlise de sélidos no Estado Plano, baseada em
Métodos Sem Malhas. Utilizando o Método dos Minimos Quadrados Moveis (MQM)
como funcdo de aproximacao. Exemplos usando o método serdo apresentados a fim de se
verificar sua precisdo, e sua estabilidade, comparando os resultados com solugdes
analiticas ou com solugdes numéricas obtidas com o MEC. Neste trabalho serdo utilizadas
duas formulacGes locais do Método Sem Malhas para a montagem da matriz de rigidez
global e do vetor independente. O primeiro serd o Método de Colocacdo; nesta
formulacdo é utilizado o delta de Dirac como fungdo de ponderacédo, logo, a integracao
numeérica ndo é necessaria. E o segundo método serd 0 MLPG 1. Como funcdo de
ponderacao serdo usadas as func¢des Spline de 42 ordem e a Gaussiana. Para a integragao
numérica, serd usado o raio do suporte local circular igual a menor distancia entre dois
pontos (um dos quais é o ponto base) que esta inscrito, concentricamente, em outro
suporte local de aproximacgdo. Assim, a distribuicdo dos pontos de Gauss estd mais
proxima do ponto base, evitando erros devido a integracdo fora do dominio global. Ndo
€ necessario, pois, a construcdo do suporte para cada ponto de Gauss, diminuindo o custo

computacional do método.
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This study deals with analysis of solids in Plane State, based on the Meshless
Method. To this method, it will be used the Moving Least Squares Method (MLS) as the
approximation function. In order to verify precision and stability, results will be compares
with analytical solutions or numerical solutions obtained by means of Boundary Elements
Method (BEM). Meshless Method formulations will be employed to the assembly of the
global stiffness matrix and the independent vector: the Collocation Method; in which
formulation the Dirac-Delta will be used as the weighting function, thus, the numerical
integration is not necessary and the MLPG-1. As the weighting function, the fourth-order
Spline functions and the gaussiana with radius will be used. To the numerical integration,
the radius of circular local support similar to the shortest distance between two points
(one of them is the base point) and is registered, concentrically, in another approximation
local support. This way, the distribution of Gauss points is closer to the base point,
avoiding mistakes due to the integration of the global domain. So, it is not necessary the
construction of the support for each Gauss point, deacreasing the method’s computational

Ccost.
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1. Introducao

Os métodos numéricos sdo uma importante ferramenta para resolver problemas
para 0s quais nao ha uma solucéo explicita, nem uma viavel realizacdo de experimentos
para indicar o comportamento de um corpo submetido a determinados esfor¢os. Com o
desenvolvimento da &rea computacional, os computadores ficaram cada vez mais rapidos
e acessiveis, tornando os métodos numericos mais difundidos.

Atualmente, existe uma grande quantidade de métodos numéricos disponiveis na
literatura. Dentre os mais conceituados, podemos citar o Método de Elementos Finitos
(MEF), o Método de Elementos de Contorno (MEC) e o Método dos Volumes Finitos
(MVF). Esses métodos sdo baseados na construcdo de malhas para discretizar o dominio
e ou contorno do problema, porém essa etapa pode ter um custo computacional muito
grande para formas geométricas muito complexas. Além disso, para problemas com
grandes deslocamenos, por exemplo, a criagdo de malhas pode ser inadequada, porque a
malha criada inicialmente deixa de representar adequadamente o dominio e o contorno
do problema, gerando erros consideraveis. Assim, 0 processo de remeshing seria uma
tatica usada para evitar as referidas dificuldades, o qual consiste na geracdo de malha de
forma iterativa a medida que o corpo vai deformando, entretanto, tal processo também
apresenta um custo computacional muito alto e pode gerar elementos degenerados.

Tendo em vista o que foi mencionado, uma alternativa que vem sendo estudada
nas Gltimas décadas sdo os Métodos Sem Malha (MSM), os quais permitem a resolucédo
de problemas de valores de contorno (PVC) sem o uso de malhas. Nesse método, o valor
aproximado da varidvel é obtido a partir da interpolacdo ou aproximacéo de um conjunto
de pontos, contidos em um subdominio. Pelo fato de utilizar a mesma formulagéo de
residuos ponderados dos métodos tradicionais com malha, espera-se que o método
apresente 6timos resultados.

No presente estudo, serdo apresentadas duas formulacdes de Métodos Sem Malha.
Na primeira sera usado o Método de Colocacdo diretamente na formulagdo forte do
problema. E na segunda, o Método Local Petrov-Galerkin (MLPG), que utiliza a
formulacdo fraca do problema. As duas formulagOes serdo utilizadas para resolver

problemas de Estado Plano de Tensdo e Deformacéo, afim de atestar sua eficacia.



1.1. Reviséo Bibliogréfica

O primeiro estudo publicado tinha como objetivo aplicar um cddigo
hidrodindmico a um espaco com um ndmero arbitrario de dimenses (GINGOLD e
MONAGHAN, 1977). Tal codigo ficou conhecido como Smoothed particle
hydrodynamics (SPH). Pouco tempo depois, foi publicado outro estudo baseado em um
esquema de particulas de tamanho finito para a solu¢cdo numérica de problemas
gasodindmicos bidimensionais e tridimensionais (LUCY, 1977). Pode-se dizer que esses
dois estudos foram precursores dos Métodos Sem Malhas.

Anos depois, foi apresentado um trabalho que descreve um novo método, o
chamado diffuse element method (DEM), o qual apresenta vérias vantagens em relacédo
ao MEF, especialmente para avaliar as derivadas das fungBes desconhecidas
(NAYROLES, TOUZOT e VILLON, 1992). Essa metodologia pode ser descrita como
uma generalizacdo da aproximacdo do método de elementos finitos, amplamente
utilizada, pois remove algumas das limitacGes relacionadas a regularidade das fungdes
aproximadas e dos requisitos de geracdo de malha. Assim, o0 método de aproximacéo
difusa pode ser utilizado para gerar aproximacdes suaves de funcGes conhecidas em
determinados conjuntos de pontos e para estimar com precisdo suas derivadas, sendo
também (til para resolver equacfes diferenciais parciais. Um ponto importante a
mencionar € o fato desse ter sido o primeiro estudo a utilizar o método dos Minimos
Quadrados Moveis (MQM).

Outro método que ndo utiliza malhas é o Reproducing Kernel Particle (RKP), o
qual opera a reproducdo de particulas do nucleo, com énfase em um sistema que requer
apenas um conjunto de nés ou particulas no espaco. Usando uma distribui¢do gaussiana,
funcgdes flexiveis sdo implementadas para fornecer refinamento no processo de solucgéo,
criando, também, a capacidade de analisar uma faixa de frequéncia especifica em
problemas dindmicos, reduzindo-se, assim, o tempo de processamento do computador.
Essa vantagem é alcangada através de um aumento no intervalo de tempo critico quando
a faixa de frequéncia é baixa e uma janela grande é utilizada. Além disso, ndo ha
elementos explicitos na formulagdo, permitindo que as derivadas também sejam
continuas (LIU, ADEE e JUN, 1993).

J& 0 método Element Free Galerkikn (EFG) surgiu como uma evolucéo do DEM,
baseado no principio variacional de Galerkin. Ele podia ser aplicado a formas arbitréarias,

requerendo apenas dados nodais e foi aplicado em problemas de elasticidade e conducao
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de calor. Nesse método, 0 MQM foi usado para construir a funcao de aproximacao e a de
ponderacdo da forma fraca do problema (BELYTSCHKO, LU e GU, 1994).

Os métodos citados anteriormente, apesar de serem considerados como Métodos
Sem Malhas, ndo sdo verdadeiramente sem malha, uma vez que necessitam de elementos
ou células para resolucdo das integrais de dominio ou contorno que aparecem da
formulacéo variacional global. Somente alguns anos depois, surgiram estudos em que 0s
métodos eram considerados verdadeiramente sem malha. Alguns deles serdo citados a
sequir.

O primeiro método que nao precisava de nenhum tipo de elemento ou célula, seja
na interpolacdo, seja na resolucdo das integrais foi o Local Boundary Integral Equation
(LBIE) (ZHU, ZHANG e ATLURI, 1998). Este apresentava, porém, dificuldades com o
tratamento de integrais singulares. Desse modo, no mesmo ano, foi apresentada uma nova
formulacdo, denominada Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) baseada na
formulacéo fraca local da equacédo diferencial de governo (ATLURI e ZHU, 1998). Tal
formulacdo apresentava vantagens em relagdo ao LBIE, baseada no método de Galerkin,
uma vez que nao apresenta descontinuidade na segunda derivada das funcdes peso e de
aproximacao.

O Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) possui seis variacOes e a diferenca
estd na forma de sua formulacdo fraca e na funcdo peso escolhida (ATLURI e SHEN,
2002):

e No MLPG-1, obtém-se as equacdes de governo do problema discretizado
por meio da formulacéo fraca local. Utiliza-se como funcéo de ponderacéo
a mesma funcdo peso utilizada na aproximacdo por MQM ou na Funcéo
de Base Radial (FBR) para encontrar a fungéo de aproximacéo.

e No MLPG-2, as equacgdes de governo discretizadas sd@o encontradas
atraves de uma formulacdo fraca local ndo simétrica. A funcéo de
aproximacao é encontrada atraves das mesmas técnicas do MLPG-1. A
funcdo de ponderacdo utilizada em cada subdominio € a funcdo de
colocacdo Delta de Dirac. Nesse método, a integracdo numérica ndo é
necessaria, pois a matriz de rigidez global e o vetor independente sdo
obtidos por meio das derivadas das func¢des de aproximagao.

e No MLPG-3, utiliza-se como funcéo de ponderacéo o residuo da equacao

de governo encontrado através do método de MQM discretos. A funcéo de



aproximacdo € obtida de maneira semelhante aos outros dois métodos
anteriores.

e No MLPG-4, também conhecido como Local Boundary Integral Equation
(LBIE), utiliza-se como funcdo de ponderagdo a solugdo fundamental
modificada da equacdo diferencial do problema de governo. A funcéo de
aproximacdao é encontrada similarmente aos outros metodos.

e No MLPG-5, usa-se a funcdo degrau de Heaveside como funcdo de
ponderacdo. O problema € discretizado utilizando uma formulacéo local
fraca simétrica. Uma caracteristica interessante desse metodo é o fato da
discretizacdo do problema envolver apenas integrais de contorno sobre
cada um dos subdominios circulares.

e No MLPG-6, tem-se a variacdo que emprega uma elaboracédo equivalente
a formulacdo de Galerkin, utilizando a propria funcdo de aproximacéo
como funcéo de ponderacdo em cada um dos subdominios. O problema é
discretizado por formulagcdo fraca local simétrica. A funcdo de
aproximacdo, e consequentemente a funcdo de ponderacdo, s&o
encontradas por MQM ou FBR.

No método de colocacdo de pontos baseado na reproducdo de aproximacdes de
kernel, a abordagem de colocacdo de pontos, a atribuicdo de volumes nodais e
implementacdo de condigdes de contorno eram relativamente simples e 0s pontos
poderiam ser alocados de forma aleatoria (ATLURU, 2000). J& no método de colocacao
mista, proposto para resolver problemas de elasticidade, a interpolacdo dos
deslocamentos e das tensdes era feito de forma independente e, para o calculo das tensées,
era utilizado a forma fraca local nos pontos nodais (ATLURI, LIU e HAN, 2006). Estes
métodos, exceto 0 método de colocacdo mista, requeriam o calculo de derivadas de ordem
superior, 0 que causava perda de precisdo e alta instabilidade.

Vale a pena ressaltar os trabalhos que foram desenvolvidos no Programa de
Engenharia Civil (PEC) da COPPE/UFRJ. Essas analises sdo muito relevantes e serviram
como um norte para o presente estudo.

O trabalho apresentado por MIERS (2007) tinha como principal objetivo trazer,
para o contexto de Métodos Sem Malhas, formulagdes baseadas na equacao integral de
contorno — as quais sao ferramentas ja consagradas do MEC para a anélise de problemas

elastoplasticos, de mecanica da fratura elastica e de elasticidade em meios heterogéneos.



Os métodos computacionais apresentados e estudados foram o LBIE e o BEFM, que séo,
respectivamente, formulagdes de dominio e de contorno baseadas na equacao integral de
contorno. Para ambos, foi utilizado o esquema de aproximacgdo Orthogonal Moving Least
Squares (OMLS).

Poucos anos depois, SILVA (2010) realizou uma anélise estatica e dindmica de
problemas elastoplésticos a partir do Método dos Elementos de Contorno (MEC), sendo
os problemas dependentes do tempo. Com o objetivo de evitar a discretizacdo do dominio
dos problemas por meio de células de integracdo empregou-se a aproximacdo OMLS,
tipica de Métodos Sem Malhas, para aproximar as tensdes plasticas e 0s termos inerciais,
simplificando, portanto, a tarefa de constru¢do dos modelos numéricos para analise.

Em 2014, FONTES JR (2014) apresentou um estudo com duas abordagens
diferentes. A primeira foi a utilizacdo do Método das Solucdes Fundamentais (MSF) via
superposicdo da Fungdo de Green Numérica (FGN), com emprego da regularizacdo de
Tikhonov na solucdo do sistema de equacdes lineares, a fim de obter solugfes menos
sensiveis ao posicionamento das fontes virtuais e a presenca de trincas no meio elastico.
A segunda abordagem foi o acoplamento iterativo entre 0 MSF via superposicdo da
Funcdo de Green Numérica (FGN) e 0 MLPG-1. Além disso, FONTES JR (2014) fez um
estudo das técnicas de integracdo do MLPG-1 através de aplicacdes da elasticidade linear,
desenvolvendo uma nova técnica de integracdo eficiente em relacdo as descritas na
literatura.

Em 2018, MELLO (2018) propés uma técnica que utiliza como dominio de
integracdo os proprios subdominios criados pelo MQM, diminuindo a intensidade
computacional do MLPG-1, e avaliando se a utilizacdo da técnica proposta era vantajosa
em relacdo as técnicas tradicionais. No mesmo ano, KONDA (2018) apresentou um
estudo utilizando o MSM para analise do problema de flexdo de placas espessas com
consideracdo das hipdteses de Reissner. Assim, uma proposta inovadora para a avaliagdo
das integrais que descrevem o problema foi utilizada visando reduzir o custo
computacional do método. A formulagdo desenvolvida foi testada para avaliar a
ocorréncia do fenémeno de shear locking quando da utilizagdo do processo de integracéo
proposto.

Os Métodos Sem Malhas apresentam inimeras vantagens, mas ainda precisam de
muito estudo, pesquisa e desenvolvimento, a fim de torna-los competitivos em relagdo
aos métodos mais consolidados. Pode-se citar como exemplos de pontos que precisam ser

melhorados neste método: 0 mapeamento e a busca pelos pontos mais proximos, porque
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geram um custo computacional muito alto; e a dificuldade de determinar a funcao de

forma e de ponderacéo ideal para cada tipo de problema analisado.

Um dos grandes atrativos do MLPG ¢ a sua flexibilidade. O método permite a

utilizacdo de diferentes funcdes de forma, funcdes de teste e 0 uso de subdominios de

qualquer forma e tamanho.

1.2. Objetivos

O presente estudo tem como principais objetivos: implementar o Método de

Colocacdo e 0 MLPG-1, implementar a integragdo numérica desenvolvida por KONDA

(2018) e aplicar os codigos em problemas de estado plano de tensdo e deformacéo.

O desenvolvimento do trabalho seguiu as seguintes etapas:

Implementacdo do algoritmo do método dos Minimos Quadrados Moveis
(MQM);

Implementacdo do algoritmo para o Estado Plano de Tensdo (EPT) e
Deformacdo (EPD), utilizando o Método de Colocacéo;

Implementacdo do algoritmo para o EPT e EPD, utilizando o MLPG-1, com
a interpolacdo direta;

Implementacdo do algoritmo para o EPT e EPD, utilizando o MLPG-1, com
0 método da penalidade;

Implementacdo da integragéo alternativa apresentada por KONDA (2018). A
integracdo utilizada consiste na cria¢do de um dominio de integracédo centrado
no ponto base e com um raio igual & menor distancia entre o ponto base € 0
ponto de suporte;

Anélise dos resultados obtidos e comparagdo dos erros relativos entre os
algoritmos desenvolvidos e a formulagéo analitica. Para os problemas que néo
possuem solucdo analitica, foi usado os resultados obtidos com 0 MEC para

comparacao.

1.3. Organizagao do Trabalho

O Capitulo 1 apresentou uma breve introducdo sobre o panorama histérico de

estudos que antecederam e deram origem ao Método Sem Malha, assim como uma

revisao bibliografica acerca do tema com os principais trabalhos desenvolvidos na area,
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bem como pela COPPE/UFRJ. Para finalizar, apresentou os principais objetivos da
dissertagéo e as etapas de desenvolvimento do trabalho.

No Capitulo 2 séo apresentados os conceitos basicos da teoria da elasticidade e as
defini¢cbes sobre o Estado Plano de Tensédo e Deformacao.

No Capitulo 3 sdo apresentados de forma sucinta 0 método dos Minimos
Quadrados Mdveis (MQM), utilizado como funcéo de ponderacédo. E as funcbes Spline
de 42 ordem e a Gaussiana com raio, utilizadas como funcéo peso.

No Capitulo 4 sdo apresentados 0 Método de Colocacao, o MLPG-1 e a integracéo
numérica adotada no algoritmo.

No Capitulo 5 séo apresentados os resultados obtidos com a formulacdo forte e a
formulacdo fraca. Estes resultados sdo comparados com as solugfes analiticas ou com as
solucdes obtidas com o MEC.

No Capitulo 6 sdo apresentadas as conclusdes da presente dissertacdo e sugestdes

de trabalhos futuros.



2. Conceitos basicos da Teoria da
Elasticidade

2.1. Introducéo

A teoria da elasticidade linear estuda as tensdes, deformacdes e deslocamentos de
um corpo, elastico, sob a acdo de forcas externas. O comportamento das estruturas é
descrito por meio das seguintes hipoteses basicas da teoria classica quanto a distribuicdo
das tensdes ou das deformacdes:

e A matéria de um corpo é distribuida continuamente, isto é, ndo se
considera a microestrutura do material com graos de cristais, poros, vacuo,
fissuras, etc; logo, as tensdes, deformacbes e deslocamentos sdo continuos;

e A matéria é homogénea, pois, 0 menor elemento extraido do corpo possui
as mesmas propriedades fisicas que o todo. E também isotrépica, sendo as

propriedades elasticas as mesmas em todas as direcoes.

Da-se 0 nome de elasticidade a propriedade de um material que, quando
deformado sob acdo de forcas externas e ap6s cessada a acdo das forgas, retorna a sua

configuracao inicial. A Figura 2.1 ilustra tal comportamento.

L8l LS LELL LS

| | Al j{u
Forma macial | | 1 Forma fmal

Figura 2.1: Demonstracdo do comportamento eléstico de um corpo (BARROS, 2004).



2.2. Conceitos basicos da tensao

Seja um corpo submetido a um sistema de forcas externas, como mostra a Figura

2.2, desenvolvem-se forcgas internas entre as possiveis partes divisiveis do corpo.

Figura 2.2: Corpo submetido a um sistema de forcas externas (BARROS, 2004).

Considerando o corpo dividido em duas partes, C1 e C», pela sec¢do transversal Sy
que contém o ponto O. E tomando, por exemplo, a parte C1 do corpo, pode-se afirmar que
ela estd em equilibrio sob acdo das forcas externas Qs, Qs € Q7 e das forcas internas
distribuidas na se¢do transversal S1, que representam as acfes que o material da parte C»
do corpo exercia sobre a parte Ci.

Com o objetivo de determinar o valor da tensdo que atua em uma pequena area
&A, pertencente a se¢do transversal S; e contendo o ponto O, as forgas atuantes nesta area
elementar podem ser reduzidas a §Q. Desse modo, o valor da tenséo € obtido da seguinte
forma:

_ i 5Q
7= a}f?oﬂ' (2.1)

Considere agora um corpo com volume infinitesimal dV, com a forma de um
paralelepipedo, lados dxi, dx2 e dxs e em equilibrio, como mostra a Figura 2.3. A tensdo

o pode ser decomposta em tensdes que atuam em cada face do corpo infinitesimal.



F,
Ty d.
sz: H Yz
L"* 9]
C’i}’fs/’LECX}; Tﬁﬁ_‘_}’c)
Bl-" y

mﬂ dx
dy=dx xdy x d;

Figura 2.3: Tensdes atuantes no corpo infinitesimal.

As tensfes sdo representadas por um conjunto de dois indices, no primeiro €
indicada a direcdo normal ao plano em que atua a tensdo; ja o segundo indica o eixo no
qual a tensdo é exercida (notacdo de VVon Karman). Assim, por exemplo, a tensdo que

atua perpendicularmente as faces BDHF e ACGE sera indicada por a;;. As componentes
oy, 0, € 0, normais serdo consideradas positivas quando estiverem no sentido positivo
do eixo e negativas caso contrario.

Em cada plano, além da tensdo normal, também atuam duas componentes de
tenséo cisalhante 7;;. Logo, a face BDHF esta submetida & componentes gy, T,y € Ty,
podendo o estado de tensdo, em um determinado ponto, ser obtida a partir do tensor de
tensoes:

Oy Txy Txz
[Tyx Oy TyZ] : (2.2)
Tzx sz Oz
Em um corpo atuam forcas de superficie t com componentes t;, t, e t; segundos

oseixosx ,y ez ,conforme a Figura 2.4a.
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dA cosy

X ®)

Figura 2.4: Corpo submetido a forcas de superficie.

Fazendo a projecdo das forcas que atuam no tetraedro na direcao do eixo e fazendo
a altura dh tender a zero, como mostra a Figura 2.4b, obtém-se as equacdes de equilibrio,
também conhecidas como equacdes de contorno:
0,COSA + Ty COSP + T, COSY =t
TyyCoOSQ + aycosﬂ + T,,C08y = {3, (2.3)

T,zCO0SQ + Tyzcosﬂ + o,cosy =t3.
Em notacdo indicial, as equacgdes (2.3) reduzem-se a:

ojin; = t;. (2.4)
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2.3. Relag6es deformacao-deslocamento

Para que seja feita a relacdo entre as componentes de deformacdo e de
deslocamento, admite-se a hipdtese de pequenas mudancas de configuracdo, onde as
componentes de deformacéo e as rotagdes sofridas pelos segmentos elementares sdo
muito pequenas. Por esse motivo, a relagcdo deformacgédo-deslocamento pode ser baseada
na projecdo sobre os planos coordenados dos segmentos elementares na configuracao

deformada que originalmente tinha a direcéo dos eixos.

ov

rd

l

Figura 2.5: Relagéo deformacédo-deslocamento. (VILLACA e GARCIA, 1998)

A partir da Figura 2.5, podem-se escrever as seguintes equagoes, para as proje¢oes

no plano xy:

du
dx +u+ adx =u+ (A")(B*)cose,

dy +v+ S—;dy =v+ (A")(C*)cosy,
. 2.
b+ =5 (CIA)E, (29
ov du
=d —d
_ _Ox ) _ dy
Send =) ™ = ey

Em vista da hipotese de pequenas deformacdes, pode-se fazer as seguintes

aproximagoes:
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(A)(BY) = A'B* =dx(1 + ¢,),
(A€ = A c* =dy(1+¢,),

T[ * 1% * n % Ak P * (26)
E—(C )(4 )(B)EE—C A'B" = Yyy,
seng = ¢, cosp = 1;seny =, cosyp =1.
Assim, a equacdo (2.5) pode ser reescrita da seguinte forma:
du
dx + a—xdx =dx(1+¢,),
Jdv
dy + @dy =dy(l+e),
2.7
p+y = Yxy » (2.7)
du
g—vdx oy
p=—2_ __.y=
dx(1+ &) dy(1+¢y)

Mediante as projecdes para os outros dois planos coordenados e fazendo as

devidas simplificacGes, temos:

du _Ou v

& =50 yxy_6y+6x'
ov Ju Jdw

€y=$, ’sz_E'i_a, (28)
aw _v ow

gZ:a_Z' yyZ_aZ-l-ay

2.4. Equacao diferencial de equilibrio

A distribuicdo de tensdes, deformagdes e deslocamentos de um corpo elastico sob
acao de forcas externas precisa obedecer a trés condicdes: condicbes de equilibrio, relagdo

tensdo-deformacao e condicBes de compatibilidade.
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Figura 2.6: Representagdo de um sélido bidimensional. (MELLO, 2018)

O comportamento de um corpo elastico e em equilibrio, representado na Figura
2.6, submetido a acdo de forcas externas, pode ser demonstrado atraveés das equacdes
diferenciais de equilibrio, as quais, por sua vez, devem ser satisfeitas em qualquer ponto

no interior do corpo.

Gij,j + bi =0 em(). (29)

onde a;; € o coeficiente do tensor de tensdes correspondente ao campo de deslocamentos
e sendo b; a componente das forgas do corpo.
O problema no contorno pode ser descrito através das seguintes condigdes de
contorno:
u,=u eml,,

ti = O'ijnj = Ei emFt . (210)

onde u; representa o deslocamento prescrito no contorno I, t; representa a forca de
superficie prescrita no contorno I, e n; representa o vetor normal unitario.

A relacdo tensdo-deformacdo pode ser demonstrada a partir das relagdes
constitutivas, as quais, por sua vez, devem estar de acordo com o comportamento do
material. Ao se considerar o material elastico, a relagdo tensao-deformacao deve ser uma
expressdo linear. Logo, pode-se expressar as componentes de tensdo como funcoes

lineares de nove componentes de deformacéo:
0ij = Cijri€rt - (2.11)
onde C;jx, representa o tensor elastico de quarta ordem, o;; representa o tensor de tensoes

de Cauchy e g; representa o tensor de pequenas deformacdes.

14



Considerando que o corpo seja constituido de um material homogéneo e
isotropico, as componentes do tensor eléstico de quarta ordem tornam-se constantes e

simétricas e podem ser escritas da seguinte forma:

Cijia = 26;;6k + G811 + 8u6j1c)- (2.12)

Substituindo a equacdo (2.12) na equacdo (2.11), obtém-se a Lei de Hooke

generalizada:

0jj = /15ij£kk + ZGEij . (213)

onde A e G sdo, respectivamente:

1= Ev
T @A+v(a-2v)’ (2.14)
_ E
G= 2040 (2.15)

As equacdes apresentadas somente sdo validas para pequenas deformacoes e
rotacOes. Logo, pode-se relacionar o tensor de deformac6es com os deslocamentos:

1( + ) (2.16)
€kl =§ Ul T ULk ) - .

Substituindo a equacédo (2.16) na equagdo (2.13), obtém-se a equacdo da tensdo
o;; ém termos das derivadas do deslocamento:

O-ij = GVZul- + (/1 + G)uj,ﬁ . (217)

Substituindo (2.17) em (2.9), chegamos a equacao de Navier:
GVPu; + (A+ Gy j; +b; = 0. (2.18)

As condi¢des de compatibilidade garantem que o corpo deforme e desloque de
forma continua. Portanto, quando existe uma deformacdo no corpo, o campo de

deslocamento deve ser representado por funcGes continuas.
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2.5. Estado plano de tensao

3
-3
A

Figura 2.7: Representagdo de um dominio no EPT. (LIU, 2002)

No estado plano de tensdo, a espessura do corpo na direcdo do eixo z € muito
menor se comparado com as dimensfes dos eixos X e y, como mostra a Figura 2.7. As

forcas externas sdo aplicadas somente no plano x-y e as tensdes na dire¢cdo do eixo z séo

nulas, logo:
Uxx
o= {“w]- (2.19)
Oxy
As componentes de deformacao especifica podem ser escritas de forma similar:
gxx
€= {gw}- (2.20)
yxy

Apesar de a tensdo na direcdo do eixo z ser considerada nula, existe deformacéo
especifica na direcdo do eixo z e esta deformacdo pode ser calculada a partir das

deformacdes na direcdo dos eixos x e y:
%

(ex +gy)- (2.21)

£, = —
z 1—v

A deformacdo especifica pode ser obtida a partir da relacdo deformacéo-

deslocamento:

u
1 = gy

dv
Eyy = ay (2.22)

_0u+0v
V"y_ay ox
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onde u e v sdo, respectivamente, as componentes de deslocamento na dire¢do x ¢ y.
Usando a Lei de Hooke para o 2D, pode-se obter as tensdes a partir das

deformacoes especificas:

o = De. (2.23)
onde D é a matriz de constantes do material, dada por:
PRLEN |

1=v*lo 0 (1-v)/2] (2249

2.6. Estado plano de deformacéao

T 1T j

vY Yy
Figura 2.8: Representagdo de um dominio no EPD. (VILLAGCA e GARCIA, 1998)

No estado plano de deformacao, a espessura do corpo na direcdo do eixo z é muito
maior do que as dimensdes na dire¢do dos eixos X e y, vide Figura 2.8, sendo as forcas
externas aplicadas ao longo do eixo z. Os deslocamentos na direcdo do eixo z ficam
restringidos devido a grande dimensdo do corpo na direcdo do eixo z, por isso as
componentes de deformacéo especificas na direcdo z sdo nulas.

A tensdo na direcdo do eixo z pode ser obtida a partir das tens6es na diregdo dos

eixos x ey:
o, = v(oy + o). (2.25)

Usando a Lei de Hooke para o 2D, pode-se obter as tensdes a partir das

deformac0es especificas:
o = De. (2.26)

onde D é a matriz de constantes do material, dada por:
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D = E v 1—v 0
d+n(l-2v) 1-2v|" 2.27)
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3. Funcao de forma e fungao peso

3.1. Meétodo dos Minimos Quadrados Moveis

O método consiste em, a partir de pontos conhecidos, obter valores aproximados
para qualquer ponto do dominio. Partindo do principio de que a funcdo u(x) pertence ao
dominio Q, podemos gerar um subdominio Qg centrado no ponto x;, no qual a funcéo

aproximada 7i(x;) é valida. Esta funcdo aproximada é dada por:

ii(x;) = Z p;(x;) a;(x;) (3.1)
j=1
ou na forma matricial:
u(x) = p" (xa(x) (3.2)

onde p;(x;) € a base polinomial com m termos e a;(x;) séo os coeficientes a determinar

do subdominio Q4 no ponto x;. O nimero de termos da base pode ser obtido a partir das

seguintes expressoes:

+1
my, + 1)(my, + 2
<m:( b )2( b ) - 2D (3.3)
(mp + 1)(my, + 2)(m,, + 3)
\m = 3 - 3D

onde m;, é a ordem do maior termo monomial.

Para a aproximacdo da funcéo i (x;), o ponto x; é escolhido como base e 0s pontos
dentro do subdominio Q. sdo denominados pontos do suporte x,,. Para que sejam obtidos
resultados satisfatorios, o nimero de pontos do suporte deve ser maior do que 0 nimero
de termos da base polinomial. A Figura 3.1 mostra uma representagdo do suporte de
MQM.
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Figura 3.1: Representacdo do suporte de MQM.

Desta forma, podemos reescrever a equacdo (3.1) como #(x;, Xi), Ou seja, cada

ponto x; receberd a contribuicdo do monémio aplicado em xj,. Assim, tem-se:

m
w(x, %) = z p; (%) a; (x;). (3.4)
j=1
Como o método consiste em uma aproximagdo, 0 mesmo gera um residuo

acumulado para cada subdominio Q,. Esta funcdo residuo pode ser calculada da seguinte

forma:
J6) = ) wxi = %) [ %) — el (35)
k=1

onde n é o nimero de pontos no subdominio Qg, w(x; — X;) € a fungdo peso associada

ao ponto x; € U é o valor prescrito da fungdo para o ponto Xx,.

aproximacao para funcdo u

X4
- fungao peso

- -suporte

Figura 3.2: Representa¢do da funcdo peso. (FONTES JR, 2014)
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A funcéo peso, w(x; — x), € utilizada para que o erro seja funcdo da distancia de
x; até o ponto X, desta forma a aproximacdo torna-se local, dependendo apenas do
tamanho do suporte. A Figura 3.2 mostra com detalhes a representacdo da funcao peso.

Substituindo a equacdo (3.4) na equacdo (3.5), tem-se:

2
J(x) = z w(x; — X) Z pj(x) aj(x) — | - (3.6)
k=1 j=1
A equacéo (3.6) pode ser escrita na forma matricial do seguinte modo:
J(x) = [Pa(x;) — a]"W (x;)[Pa(x;) — . (3.7)
Expandindo os termos da equacao (3.7) na forma matricial, obtém-se:
w(x; —x) - 0
W(x;) = [ ‘ : ] (3.8)
0 wowlg —x)l
{171} {u(fﬂ}
u=1ir=4 ¢ :
j a, @) (3.9)
b1 (-f1) “ Pm gfﬂ
P = 3 E ] . (3.10)
p1(%n) - Pm(Xn) nxm
a; (x;)
() = { 5 ] : (3.11)
am (xi) mx1

O parametro a;(x;) pode assumir qualquer valor. Portanto, para minimizar o erro
e garantir que a funcdo #(x;) seja a mais proxima possivel da funcdo u(x;), deve-se
derivar a equacéo (3.7), obtendo-se assim a seguinte expressao:

Y P W) Palx) — 2PTW (). (3.12)
da

Em seguida, devemos igualar a equacdo (3.12) a zero, logo:

PTW (x))Pa(x) — PTW(x;))u=0. (3.13)

A equacdo (3.13) pode ser reescrita da seguinte forma:

A(x)a(x;) = B(x)u. (3.14)
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onde A(x;) = PTW(x;)P e B(x;) = PTW(x;). A matriz A(x;) é simétrica (m x m) e a
matriz B (x;) ndo é simétrica (m X n).
Pré-multiplicando a equagio (3.14) por A~1(x;), resulta-se:
a(x) = A7 (x)B(x)W. (3.15)
Substituindo a equacdo (3.15) na equacéo (3.2), obtém-se:
i(x;) = p"(x) A () B(x ). (3.16)
Dessa forma, pode-se definir a fungéo de aproximagao como:
@ (x) = p" (o)A (x;) B (xy). (3.17)
sendo @7 (x;) um vetor (n X 1).
Uma vez obtida a fungdo de aproximacéo (3.17), é necessario agora obter-se a

primeira e a segunda derivada da mesma.

A primeira derivada é determinada pela seguinte expressao:

T -1 a
axk ( l) = (xl)A 'B + p Ox X (xl)B + pTA 1_(x1) k=1.2. (318)
E a segunda derivada:
62 T asz 2 21-1 ~ aZB
2 (X) X,% (xl)A 1B + p P) ]% (xl)B + pTA 1W(Xi)
2 apT( )2 o+ 2 e 22

(')A‘

(xl) (xl) k=12.

Conhecidas as expressdes, agora serdo apresentadas as derivadas de cada matriz
pertencentes as expressoes (3.18) e (3.19).

Como a matriz PT é construida a partir das coordenadas dos pontos do subdominio
local, a matriz PT permanece invariavel para cada subdominio. Logo, podemos concluir
que:

apP

Er =0, k=1,2. (3.20)

A primeira e a segunda derivada da matriz diagonal W (x;) podem ser escritas da

seguinte forma:
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—— (5~ %) 0
oW (x;) B Xk k=12
0x), 0 ) ow : . ’ al (3.21)
cee — xl — x
axk " nxn
[0°w
Fr (x; — %) - 0
02W (x;) | %%k =12
72 | e e
0 S )
axk nxn

Conhecidas as derivadas das matrizes PT e W (x;), pode-se demonstrar as

derivadas das matrizes A(x;) e B(x;).

A primeira derivada da matriz B(x;) apresenta-se da seguinte forma:

ow
- (x), k=1.2. (3.23)

aB( )= pT
oxe VT 9x

E a segunda derivada:

B\ pr0W
dx2 = Ox?

(xi); k = 1:2 ' (324)

J& a primeira derivada da matriz A(x;) mantém-se do seguinte modo:

0A 0B

a—xk(xi) = a(xi)P, k=12. (3.25)
E a segunda derivada:

024 0%B

@(xi) = a_x]%(xi)P' k=12. (3.26)

Quanto as derivadas da matriz inversa A~ (x;), calculam-se do seguinte modo:

oA~ dA
oxs (x) = —A‘la—xk(xi)A‘l- (3.27)
d2A71 0A~1 0A ~ _0%A _
ox2 (x;) = -2 ox, (Xi)a—xk (x)A™t—A"" 922 (x)A™, (3.28)

Para evitarmos o célculo direto da matriz inversa de A(x;), usou-se o seguinte
artificio.
Primeiro reescrevemos a equacao (3.17) dessa maneira:

@"(x;) = c(x)B(x;) . (3.29)
onde:
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c(x) = PT(x)A™ (x) - (3.30)
Pés-multiplicando a equacéo (3.30) por A(x;), obtém-se:
c(x)A(x) = P (x;) . (3.31)
Em seguida, aplicando a transposta na equacéo (3.31), tem-se:
Alxe(x) = P(xy) . (3.32)

Ap0s a determinacdo da variavel c(x;), multiplica-se a mesma pela matriz B (x;)

para obter a fungdo de aproximacdo ¢7 (x;).

3.2. Funcdes peso

A continuidade das funcdes de forma ¢ (x;) sdo governadas pela continuidade
da base polinomial escolhida, assim como a continuidade das func@es peso utilizadas. A
escolha das fungdes peso é na maioria das situacdes arbitraria, desde que a localidade da
mesma seja garantida; ou seja, que seu valor decresca a medida que se afasta do ponto de
interesse x;, e seja nula quando fora do suporte compacto ou dominio de influéncia
(OLIVEIRA, 2016).

As fungdes exponenciais e do tipo Spline sdo as mais utilizadas na pratica, mas
muitos autores optam por construir suas proprias funcdes peso, com a ordem de
continuidade desejada, dependendo do problema em questdo. Devido a arbitrariedade
dessas funcbes elas podem ser facilmente construidas, desde que a propriedade de
particdo da unidade seja garantida e a primeira e segunda derivada sejam equivalentes a
zero no contorno do suporte compacto. Geralmente as funcfes exponenciais sao
computacionalmente mais custosas, mas sdo menos suscetiveis ao tamanho do suporte
compacto.

A funcdo peso Gaussiana com raio correspondente ao ponto x; pode ser escrita

como.:

Wi(x) = -y’ 0=d<r, (3.33)
1—e \c
0, d>r.

onde d ¢é a distancia entre o ponto base e um ponto do suporte e ¢ € uma constante que

controla a forma da funcéo, cujo valor é arbitrario e sua determinacdo analitica ainda é
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topico de pesquisas. A Figura 3.3 mostra como o parametro ¢ influéncia diretamente no
comportamento da fun¢do Gaussiana.

A funcdo peso Spline de 42 ordem é escrita a seguir:

d\? d\3 dy*
W, (x) = 1‘6(7) +8(?) ‘3(?) 0=d<r, (3.34)
0, d=>r.

=1 ~05 0. 0s

Figura 3.3: Comportamento das func¢des Spline de 42 ordem e da Gaussiana com raio de acordo com 0s
valores de c. (FONTES JR, 2014)
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4. Meétodos sem Malha Local

4.1. Meétodo de colocacéo

Seja a seguinte equacéo diferencial parcial aplicada numa regido Q, envolvida pelo
contorno T', apresentada na Figura 4.1:
Lu)] = f(x) (4.1)
sujeita as condicdes de contornoem I' =T; U T,:

a) Dirichlet em T; (essenciais)

Dlu)] = fa(x) (4.2)
b) Neumann em I, (naturais)
Nu)] = fL(x) (4.3)
sendo &[ [, D[ ]eMN[ ] operadores diferenciais.
)
N L,
I
I
I
! Ty
I
I
I
!
|_ ........................... _)
X

Figura 4.1: Representagdo do dominio do problema.

Adotaremos a seguinte solucao aproximada:

200 = ) 90 44
k=1

onde ¢, (x;) é a funcdo de interpolacdo ou aproximacao, que neste caso sera obtida via
0s MQM..
Aplicando o operador diferencial [ ] na solucdo aproximada #%(x) surge uma
funcdo residuo R(x) no dominio, escrita como:
R(x) =2[ux)] - f(x). (4.5)

Substituindo a equacao (4.4) na equacdo (4.5) chegamos a:
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Rx)=2

> wk(xmk] - (). (46)
k=1

Consideremos a solucdo aproximada atendendo as condicGes de contorno, para
gue ndo existam residuos no contorno.

Definimos a fungédo de ponderagdo w,.(x) como

N
w00 = D Bipi(x) . @4.7)
i=1

onde ; sdo constantes arbitrarias e y; (x) funcdes linearmente independentes.

O produto interno do residuo e da funcdo de ponderacdo deve ser nulo, ou seja:
(R,w,) = fR(x) w,(x)d2 = 0. (4.8)
)

Substituindo a expressdo (4.6) na equacéo (4.8) obtemos:

)

A equacao (4.9) depende do operador diferencial e das fungdes usadas para

Q (Z <pk(x)ﬁk> - f(x)] W, (x)d2 = 0. (4.9)
k=1

ponderar a distribuicdo dos residuos.

Usaremos o Método de Colocacdo, que trabalha com “fungdes” delta de Dirac,
aplicadas nos pontos x;, como func@es linearmente dependentes que compde a fungédo de
ponderacéo wi..

Yi(x) = 6(x;,%) . (4.10)

Assim a equacao (4.7) pode ser escrita como:

w,(xX) = Z Bi6(x;,X) . (4.11)

que substituida na equacdo (4.9), temos:

N
;ﬁifﬂ

Aplicando a propriedade da “fungio” delta de Dirac [ 2 IX)I(x;,x)d = g(x;)]

¢ (Z (pk(x)ﬁk> - f(x)] 5(x;,x)d2 = 0. (4.12)
k=1

na equagao (4.12) obtemos:

N n
> {Z 2l (x0) 1 — f(xa} = 0. (4.13)
i=1 k=1

Para atender a esta equagéo (4.13) temos a solucado trivial (5; = 0) ou:
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Z o) — fF(x) =0, i=1, .., n. (4.14)
k=1

que constitui um sistema de equacdes lineares. Introduzindo as condi¢des de contorno
adequadamente, podemos resolver e encontrar os valores para as incégnitas i, do

problema.

4.1.1. Discretizacdo para o Método de colocagao

Considerando um problema de Estado Plano governado pela equacéo (2.9) e com
as condicGes de contorno da equacdo (2.10). Para resolver o sistema linear ku = f sera
necessario reescrever a equacdo (2.9) de forma que apenas os deslocamentos sejam
incognitas do problema.

Desta forma, as tensdes séo relacionadas com o deslocamento da seguinte forma:

onde D é a matriz de constantes do material, demonstrada nas equacdes (2.24) e (2.27),

para o EPT e EPD, respectivamente. 8 ¢ o operador diferencial, definido como:

3 ]
i 0
a

B=(0 a5 | (4.16)
a 0
0x; 0x

@ ; € amatriz de interpolagdo ou aproximagdo, representada como:

L ®;(x) 0
21 =170 ool 4.17)

E u; € o vetor das incdgnitas do deslocamento, dadas como:

PO (169
u = 2,00|" (4.18)

Desta forma, utilizando o Método de Colocacéo, o sistema sera representado para
0 dominio da seguinte forma:

E para o contorno:
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(pjﬁ] =Uu emFu,

onde N ¢ a matriz com as componentes normais, dada como:
[ 0 mn,
N = [ 0 n, nx] : (4.21)

4.2. Método Local Petrov-Galerkin 1

Diferente dos outros Métodos Sem Malha, o MLPG utiliza a forma fraca local
sobre um subdominio local Qg, contido totalmente no dominio global Q. O subdominio
pode ter uma forma arbitraria e pode se sobrepor.

Considerando a forma fraca da equacdo (2.9) e as condi¢des de contorno da
equacdo (2.10) sobre um subdominio Qg, temos:

aO'ij _

Qs

onde v; ¢ a fungdo de ponderagio.
Expandindo os produtos e aplicando a regra do produto termo a termo na equacédo
(4.22), tem-se:

0 i ;) da b)dQ, =

] a—xj(viaij) - a—xjaij s+ j(vi dQs =0, (4.23)
Qg Qs

Aplicando o teorema da divergéncia na equacao (4.23), obtém-se:

v;
f(njviaij)dl" - f (% O-ij> d'Q's + f(vibi)dﬂs =0. (424)

90, s N 7

N
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-+ = - subdominio de influéncia

subdominio de integracdo
4 pontos de quadratura

e o Pontos utilizados para

® « representar o problema

Figura 4.2: Esquematizagao do MLPG (FONTES JR, 2014).

Como mostra a Figura 4.2, o contorno do subdominio Qg é representado por
00, =T, UT U Lg, onde T, é referente a parte do contorno global onde ¢ aplicado a
condicdo de Dirichlet, Ty, é referente a parte do contorno global onde é aplicado a
condicdo de Neumann e L é parte do contorno interno local onde ndo existem condicdes
de contorno aplicadas. Assim, fazendo a separacdo das trés parcelas que compdem o

contorno do subdominio €, temos:

av;
f(vinjaij)dl" + f(vl-njal-j)dl" + f(vinjaij)dl" - f <a—x]l Uij) d.Qs
S su st Qg

f (4.25)
+ (Uibl')dﬂg =0.
Qs

Aplicando a condigéo de contorno da equagéo (2.10) na equacdo (4.25), temos:

_ dv;
f(vl-tl-)d[‘ + f(vl-tl-)dr + f(viti)dr - f (a_xl Gij) d‘Q‘S
Lg Csu Tst Q !

S

f (4.26)
+ (Uibi)dﬂs =0.
Qs

A funcéo de ponderacdo deve ser escolhida de forma que o seu valor seja igual a

zero no contorno do subdominio Lg, uma vez que ndo existe condicdo de contorno

aplicada neste ponto. Assim, a equacao (4.26) fica da seguinte forma:
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B av;
J.(viti)dr + f(viti)dr - f(a_x]l 0ij> aQs + f(vibi)dﬂs =0. (4.27)
Tsu Tst Q Qs

Como pode ser vista na equacdo (4.27), o deslocamento prescrito ndo aparece
naturalmente. Por isto, pode-se impor tal condigdo usando a interpolacdo direta, onde
deslocamento prescrito é imposto através da utilizagdo do método de colocagdo. Ou
utilizando o método da penalidade que consiste em empregar um valor grande para o
parametro «, normalmente entre 108 e 10%°. Aplicando tal método, a equagio (4.27) fica
desta forma:

_ dv;
f(viti)dr + f(viti)dl" — f <0_xl O-ij> d.Qs + f(vibi)dﬂs
Fou st a7 o

S

(4.28)
-« j(viui)dl“ +a f(viﬂi)dl“ =0.
Fsu Fsu
Reorganizando a equacao (4.28) de forma que as incognitas figuem do lado
esquerdo e os valores prescritos do lado direito, temos:

ov;
f <a—lO'U> d.Q.S - f(vl-ti)dl" +a f(vl-ul-)dl"
Q g Fsu Fsu

S

= f(vibi)dﬂs + f(vit_i)dr +a f(viﬁi)dl“. (4.29)

Qs l—‘st l—‘su

4.2.1. Discretizacdo do MLPG-1

Para que a equagéo (4.29) possa ser implementada computacionalmente, usando
0 Método Sem Malha, a mesma deve ser reescrita de forma que apenas os deslocamentos
sejam incognitas do problema. Desta forma, as tensdes sdo relacionadas com o
deslocamento da seguinte forma:

o = D%(pjﬁj . (4.30)

onde D é a matriz de constantes do material, demonstrada nas equacdes (2.24) e (2.27),

para o EPT e EPD, respectivamente. 8B ¢ o operador matricial, definido como:
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5 ]
5 O
d

B=|0 -l (4.31)
a a
ox, 0x;

@ ; € amatriz de interpolagdo ou aproximagdo, representada como:

L I<Pj (x) 0 l
j 0 el (4.32)
E u; sdo as incognitas do deslocamento, dadas como:
. [a,- ()
j (x| (4.33)
Fazendo as devidas substituicdes na equacéo (4.29), temos:
NP NP NP
z f £,DBe;u;dQ; — Z f w;(x)NDBe;u;dl, + a Z f w;(x)@;u;dly,
J=1Qq, J=1Tg, J=1rg,
(4.34)
= f w;(x)bdQ, + f w;(x)tdl; + a f w;(x)udTy, .
Qg Ts¢ Ly
onde w;(x) ¢ matriz com os coeficientes da fungdo peso escolhida, dada por:
w; O
e &, ¢ a derivada da matriz com os coeficientes da funcao peso:
ow, adw,
| 9x4 dx,
Ew = 0 aWZ aWZ ' (436)
Ax,  Ox;

E importante salientar que a equagio (4.34) é utilizada para 0 MLPG-1 com 0
método da penalidade. Para o uso do MLPG-1 com a interpolacdo direta, a parcela com
0 parametro a deve ser retirada da equagao e nos pontos com a condigdo essencial deve-

se usar a formulagdo do método de colocacao.

4.3. Integragdo Numérica

A técnica tradicional de integracdo do MLPG consiste na criagdo de um dominio

de integracdo £;, centrado no ponto base. Em seguida é feita a distribuicdo dos pontos de
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Gauss em ;. Por fim é criado um novo subdominio de interpolacdo para cada ponto de
Gauss e calculada a fungédo de aproximacao para cada um deles veja Figura 4.3. Nota-se

que o esfor¢o computacional para esta técnica é muito grande.

. T s.ubdommxo de integragado
/
o//. = T . bt *
; ,J(T N .
P 4 B2 + ‘\ . ] .
. (t:'*;& ){0 . .
*\eo +.t?;/, ‘—subdominio local do
. ~=+—~"_  ponto de quadratura+
. ™ .
° .
.
Q ¢ . e ®
* ponto base

*+ ponto de quadratura

* pontos pertencentes ao subdominio
do ponto de quadratura

Qs subdominio local

Figura 4.3: Esquema de integracéo tradicional.

Com o objetivo de diminuir o custo computacional gerado pela técnica tradicional,
neste trabalho serd empregado uma técnica alternativa desenvolvida por KONDA (2018).
Nesta técnica seré criado um dominio de integracdo Q;, centrado no ponto base x;, com
um raio igual a menor distancia entre o ponto base x; e o ponto de suporte mais préoximo,
desta forma, é possivel garantir que o dominio de integracdo sempre estara totalmente
contido no dominio global. Os pontos de Gauss serdo distribuidos dentro deste dominio
de integracdo e serd usada a mesma funcdo de aproximacdo para todos os pontos de
Gauss, variando apenas os valores das abcissas e dos pesos. A Figura 4.4 mostra um
esquema do método de integracdo utilizado.

Subdominio local (€)

Subdominio de integragdo (Qr)

Figura 4.4: Representacdo da integracdo numeérica alternativa.
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Todas as transformacOes de coordenadas necessarias para integracdo Sserdo

apresentadas a seguir.

4.3.1. Transformagao das coordenadas globais para locais

Utilizando o esquema da Figura 4.5 e considerando a seguinte coordenada global:
X=Xi+Xyj. (4.37)
E da coordenada local:
X=r=x;1+x,j. (4.38)

Podemos criar uma relagdo entre as equacoes (4.37) e (4.38) da seguinte forma:

X . . . o (XE+
X = (X;) = (X4 x)i + (X5 + x,)j = (Xi .\ 2)
. 4.39
() -1 - = (B o
X=\x,) = i) 2 2 ) = X, —Xi)
A A
X, X2

X4

Figura 4.5: Relacéo entre coordenadas globais e locais.

4.3.2. Transformacao das coordenadas locais para polares

A partir das seguintes coordenadas locais, para um dominio circular mostrado na
Figura 4.6:
xi+x2 =12, (4.40)
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— /2_ 2
X, = 1% —x7.

E das seguintes coordenadas polares:
0<r(x,x)<r,

61 < 0(x;,x) <0, (4.41)

Podemos escrever a relagédo entre as equacdes (4.40) e (4.41) desta forma:

x; = x,(r,0) =rcosé,

X, = x,(r,0) =rsenf. (4.42)

E o determinante do Jacobiano:

dx,; 0x

or 90 _|cos@ —rsenéd -
dx, O0Ox, senf rcosf

or a0

(4.43)

X

Figura 4.6: Relacdo entre coordenadas locais e polares.

4.3.3. Normalizando as coordenadas polares

A partir do seguinte intervalo normalizado:

—1ST]1S1,

-1<n,<1. (4.44)

Pode-se fazer uma relagéo entre as equacodes (4.41) e (4.44):

35



r=rlnm) =50+ 1), (4.45)

0,—0 0.+ 06 4.46
22 1772_{_12 2. ( )

0 =0m.,n) =

Com o seguinte determinante do Jacobiano:
dr  Or

T
— — E o
_[9m oma) _ |2 _ 16, — 07)
I=100 a0~ o =0T 4 (4.47)
ony 0N, 2

4.3.4. Integrac@o no dominio e no contorno

Para resolver as integrais, foi usado a quadratura de Gauss-Legendre. As integrais
no dominio, j& aplicando as devidas transformacgdes de coordenadas, ficam desta forma:

1

f ff[K1(771:772)»Kz(’lb'lz)]l]nl,nzldmd??z . (4.48)

-1 -1

ﬁ[ f(Xy,X,)dll =

onde, para dominio circulares:

Ki(m,m2) = X1 + 5(1 + ny)cos ?(1 —1n2) + ?(1 +12) |,
T 01 0,
Ko(my,m2) = Xo + > (1 +ny)sen > (1—n)+ 7(1 +n2) |, (4.49)

2
Ty
|]n1,112| = ?(1 + TI1)|92 - 91' .

Discretizando a integral da equacao (4.48), temos:

Nyy Na,

Z Z fIK1(m1,m2), K2(m1,m2)] |]n1,nz |Win . (4.50)

i=1 j=1
onde Ny, e N, sdo os numeros de abscissas de Gauss; 71 € 7, sdo as abscissas de Gauss-

Legendre; € w; € w; sdo os pesos correspondentes.

As integrais no contorno sé@o mais simples e ficam da seguinte forma:
1
[ recxar = [ s o 0, . @451)
r -1
onde:
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1
Ki(ny) = 2 (X1(1) + Xi0) + M X1 — X1(1))) )

1
K,(n1) = 2 (X2(1) + Xo00) + m (X2 — XZ(I))) ) (4.52)
1 2 215
2
Un,| = > [(Xl(Z) - Xim) " + (Xo) — Xo) ] :

Discretizando a integral da equacao (4.51), temos:

Ny,

> AU, Koy, [ (453
i=1
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5. Resultados

Neste capitulo sdo apresentadas as analises dos resultados numéricos obtidos,
utilizando as formulacdes apresentadas no capitulo anterior. Nos exemplos foram
colocados pontos no contorno e no dominio, os quais foram distribuidos de modo
uniforme.

Para representar corretamente a descontinuidade da derivada direcional em
relacdo a normal orientada para fora do dominio nos vértices dos exemplos, foram
inseridos pontos deslocados em 0,1 unidade nas arestas que convergem para o referido
veértice. A escolha deste valor foi feita através de varios testes, por meio dos quais se
constatou que valores menores faziam com que a matriz de rigidez se tornasse singular e
valores maiores ndo apresentavam resultados tao satisfatérios quanto o valor adotado. A

Figura 5.1 mostra mais claramente esse artificio utilizado.
\

R
u L ]

Ponto no contorno

Ponto no dominio

. it

—

0.1

Figura 5.1: Detalhe dos pontos deslocados do vértice.

Para cada exemplo, foram utilizados os mondmios lineares, quadréaticos e cibicos
e para cada tipo de mondémio foram utilizadas a funcdo Spline de 42 ordem e a funcéo
gaussiana com raio. Com excecdo do método de colocacdo, que ndo permite a utilizagdo
da funcédo Spline devido a sua descontinuidade na segunda derivada.

Os mondmios lineares ndo apresentaram resultados satisfatorios para os exemplos
testados. Engquanto que para alguns exemplos 0 monémio quadréatico apresentou melhores
resultados e para outros 0 mondémio cubico apresentou resultados melhores.

A funcdo gaussiana com raio possui um parametro ¢ em sua formulacdo. Existe
pouca informacdo sobre o valor ideal para esse pardmetro, o que afeta de forma
substancial os resultados. A fim de se obter o valor mais proximo do ideal para c, foi

utilizada a seguinte equacéo:
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T
=7 (5.1)
onde r; € o raio do suporte local e t ¢ um valor que varia de 1 até 3.

Para cada exemplo, utilizando-se a funcdo gaussiana com raio, buscou-se variar
apenas 0 t da equagdo (5.1), com incremento de 1,0. Dessa forma, foram obtidos 3
resultados utilizando-se a gaussiana com raio e um resultado com a fun¢do Spline para
cada monomio.

Na andlise dos dados constatou-se que a fun¢do gaussiana com raio, com O
parametro ¢ adequado, apresenta bons resultados mesmo com uma discretizacdo com
poucos pontos. Enquanto que a fun¢do Spline ndo apresenta bons resultados com uma
discretizagdo pobre, mas a medida que a quantidade de pontos aumenta, suas respostas
tendem a ficar iguais as obtidas com a fun¢do gaussiana com raio.

O erro relativo para cada ponto serd calculado da seguinte forma:

|%; — x4
== (5.2)

E = — .
' | %

onde X; ¢ o valor de referéncia do ponto, X4, € 0 maior valor de referéncia dos pontos

considerados e x; ¢ o valor obtido numericamente.

A raiz do erro quadratico médio (RMSE) é dada como:

n

RMSE = %Z(yi —x)?. (5.3)
i=1

Uma caracteristica do RMSE € que o0s erros sao elevados ao quadrado antes de ter
a meédia calculada. Portanto, pesos diferentes serdo atribuidos a soma e, conforme os
valores de erros das instancias aumentam, o indice do RMSE aumenta consideravelmente.
Ou seja, se houver algum ponto fora da curva no conjunto de dados, seu peso sera maior
e consequentemente o valor do RMSE sera maior (REZENDE, 2018).

A integracdo numérica nos pontos do dominio foi feita usando 10 x 10 pontos de
Gauss. A resolugao do sistema linear foi realizada usando a elimina¢ao de Gauss com
pivoteamento parcial. O raio do suporte local inicial adotado foi a menor distancia entre
dois pontos e a partir deste valor foi incrementado 10% até que os dois critérios
estabelecidos fossem atendidos, sdo eles: o nimero de pontos no suporte ser maior do que
o numero de termos do monomio. E os valores da matriz inversa de A serem maiores do

que 107, E foi utilizado 10'? como valor do pardmetro da penalidade a.
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5.1. Chapa em balanco submetida a flexao

O primeiro exemplo representa uma chapa em balanco com um carregamento
parabdlico na sua extremidade livre (TIMOSHENKO e GOODIER, 1977). A chapa
possui as seguintes propriedades: P = 1000 N, E=3x 10’ Pa,v=0,3,D=12meL =48
m.

« .

Figura 5.2: Chapa em balan¢o submetida a flexdo (TIMOSHENKO e GOODIER, 1977).

O deslocamento na diregdo x é dado por:

Py

2
u=—e l(6L —3x)x+ (2+v) <y2 - %)l . (5.4)

onde | é 0 momento de inércia.

O deslocamento na direcéo y é dado por:

P 5 D%x 5
v=@ 3vy (L—x)+(4+5v)T+(3L—x)x . (5.5)

E a tensdo cisalhante xy é fornecida por:
— p DZ 2
Txy = Z T -Vl (56)
A Figura 5.3 mostra a discretizacdo da chapa com 89, 179 e 641 pontos,
distribuidos uniformemente. Os itens (a), (b) e (c) da Figura 5.3, possuem uma distancia

entre pontos de 3, 2 e 1 metros, respectivamente.
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(a) Discretizagdo com 89 pontos. (b) Discretizaciio com 179 pontos

@ Ponto no contorno ® Ponto no dominio

Figura 5.3: Discretizagdo da viga.

Na extremidade engastada (x = 0), os deslocamentos foram prescritos usando os
valores obtidos com as equacdes (5.4) e (5.5). Ja na extremidade livre (x = L), o
carregamento foi aplicado usando os valores obtidos com a equagao (5.6).

Os melhores resultados obtidos para este exemplo foram com a fun¢do Gaussiana,
com t = 3, e usando 0 mondmio cubico. Com a funcéo Spline, os resultados obtidos para
as discretizacdes com 89 e 179 pontos apresentaram um erro relativo superior a 5%,
enquanto que a discretizagdo com 641 pontos apresentou um resultado muito semelhante
ao obtido com a fungéo gaussiana com raio.

A Figura 5.4 mostra os resultados obtidos numericamente para o deslocamento v
na linha neutra da chapa, ou seja, comy = 0. Os resultados sdo comparados com a resposta

analitica.
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Meétodo de colocagao

0.0E+D0 ST
£
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0 4 a8 12 16 20 Ifil : 78 32 36 40 44 48
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Figura 5.4: Deslocamento v ao longo do eixo xemy = 0.

Na Figura 5.5 sdo apresentados 0s erros relativos para cada formulacdo. Nota-se
uma convergéncia nos erros obtidos com a fungdo gaussiana com raio a medida que o
namero de pontos aumenta. Os erros relativos obtidos com a funcdo Spline, para a
discretizagcdo com 89 e 179 pontos, foram grandes comparados aos erros obtidos com a
funcdo gaussiana com raio. Porém, com a discretizagdo com 641 pontos, o erro relativo

para as duas fungdes foi equivalente.
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Meétodo de colocagao
0.016
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h
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o 0.004
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g —8— MLPG1-641-GCR-(r/3)
& 0008
z
2
o 0.004
0.000

Figura 5.5: Erro relativo para o deslocamento v ao longo do eixo xemy = 0.

A Tabela 5.1 apresenta a raiz do erro quadratico médio (RMSE) do deslocamento
v para todos os pontos usados para discretizar a viga, usando a fun¢ao gaussiana com raio
e com o parametro ¢ = /3.

Tabela 5.1: Raiz do erro quadratico médio (RMSE) do deslocamento v para todos 0s pontos usados para

discretizar a viga.

Quantidade | Método de | MLPG-1 com | MLPG-1 com
de pontos | coloca¢do | inter. direta | penalidade
89 7.93E-05 4.62E-05 5.65E-05
179 6.93E-06 2.64E-05 3.01E-05
641 3.43E-06 1.11E-05 1.10E-05
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A Figura 5.6 mostra os erros relativos obtidos para a tensdo cisalhante nos pontos
localizados na extremidade direita da viga, ou seja, com x = 48m e variando ao longo de

Yy, usando a fun¢@o gaussiana com raio € com o parametro ¢ = 1/3.

Método de colocacdo

0.010
—tr—colocacd089-GCR-(r/3)
. —&—colocacd0179-GCR-(r/3)
%]
9 —8—colocaci0641-GCR-(r/3)
5 0.005
e
e
o
& —o ¢
0.000
6 4 2 0 2 4 6
y (m)
MLPG-1 com inter. direta
0.040

—f— VILPG1-inter. direta89-GCR-(r/3)
0.030 | —®—MLPGl-inter. diretal79-GCR-(r/3)

—8— MLPG1-inter. direta641-GCR-(r/3)

0.020

Erro relativo (g)

0.010

0.000

y (m)

MLPG-1 com penalidade

—ar— MLPG1-89-GCR-(r/3)

0.080

0.060 —— MLPG1-179-GCR-(r/3)

—6— MLPG1-641-GCR-(r/3)
0.040

Erro relativo (g)

0.020

0.000

o o

<
=

Figura 5.6: Erro relativo para a tensdo cisalhante ao longo do eixo y em x = 48.
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5.2. Quadrado submetido a diversos carregamentos

No exemplo a seguir, sera considerado um dominio quadrado submetido a
diversos carregamentos, como mostra a Figura 5.7. O problema possui E = 5000 Pa, L =
30m,v=03eP=10N.

Ya Px

<A j

YV vV v

Figura 5.7: Dominio quadrado submetido a carregamentos diversos.
Para obter as solugbes analiticas para as tensdes normais, serd usada a seguinte
equacéo:

Ox = —F = 0y. (5.7)

Para determinar a solucdo analitica referente a tensdo cisalhante, utiliza-se a
seguinte equagéo:
Px
Ty == (5.8)
A Figura 5.8 mostra a discretizacdo do exemplo com 13, 53 e 125 pontos

distribuidos de forma uniforme.
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(a) Discretizagio com 13 pontos. (b) Discretizacdo com 53 pontos.

Ponto no contotno

Ponto no dominio

(c) Discretizagio com 125 pontos.

Figura 5.8: Discretizacdo do dominio quadrado.

Pelo fato de o exemplo ndo possuir solucdo analitica para os deslocamentos, foi
utilizado o Método de Elementos de Contorno, que é um método consolidado, para obter
os resultados usados como comparacdo com o Método Sem Malhas. Para obter os
deslocamentos com o MEC foram utilizados 84 pontos distribuidos no contorno.

Os resultados apresentados abaixo foram obtidos com o monémio quadratico,
usando a funcéo gaussiana com raio, com o parametro ¢ = r/3. Para este exemplo, a fun¢édo
Spline apresentou resultados equivalentes a fungdo gaussiana com raio nas trés nuvens de
pontos.

A Figura 5.9 mostra o deslocamento v ao longo do eixo x com y igual a 1,5, para
as trés nuvens de pontos. Nota-se que mesmo a nuvem de pontos mais pobre apresentou

resultados muito satisfatorios.
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Método de colocacdo MLPG-1 com inter. direta

0.0E+00 0.0E+00
E E
— -2.0E-03 — -2.0E-03
[=] [=]
£ _4.0803 £ _4.0803
3] : o .
E ——MEC E ——MEC
g b0E03 O colocaciol13-GCR-(r/3) 8 60E03 | 5 \ipGieinter. diretal3-GCR-(r/3)
wv wv
& 8.0E03 A colocagao53-GCR-(r/3) & -80E03 | A MLPGI-inter. direta53-GCR-(r/3)

¢ colocacdo125-GCR-(r/3) ¢ MLPGl-inter. diretal25-GCR-(r/3)
-1.0E-02 -1.0E-02
0 1 2 3 0 1 2 3
x (m) x(m)

MLPG-1 com penalidade

0.0E+00
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= 2.0E-03
[=]
T .4.0e-03
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E —MEC
6.0E03
3 O MLPG1-13-GCR-(r/3)
w
& -8.0F-03 A MLPG1-53-GCR-(1/3)
© MLPG1-125GCR-{r/3)
10£02 |
0 1 2 3
x (m)

Figura 5.9: Deslocamento v ao longo do eixo xemy =1,5.

A Figura 5.10 apresentada os erros relativos usando a fungdo gaussiana com raio

com o parametro ¢ = r/3. Todos os resultados obtidos foram muito parecidos.

Método de colocagdo MLPG-1 com inter. direta
2 0E-03 2 DE-03
—B—colocagio13-GCR(r/3) —B— MLPG1-inter. direta31-GCR({r/3)
= —a— colocacan53-GCRIr/3) ) —&— MLPG1-inter. direta89-GCR(r/3)
o o
=3 3
E 1.0E-03 —&— colocacdo125-GCR(r/3) E 10603 | —$—MLPGl-inter. diretal79-GCR(r/3)
2 2 =
2 2
fre] fre]
0.0F+00 ! 0.0F+00 !
0 1 2 3 0 1 2 3
x (m) x (m)

MLPG-1 com penalidade

—B— MLPG1-13-GCR(r/3)

20E-03

—&— MLPG1-53-GCR(r/3)

—&— MLPG1-125-GCR(r/3)

1.0E-03

Erro relativo (e)

0.0E4+00 *

x (m)

Figura 5.10: Erro relativo para o deslocamento v ao longo do eixo xemy = 1,5.
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As Tabelas 5.2 até 5.5 mostram o RMSE obtidos para todos os pontos de cada
discretizacio do exemplo do quadrado. E possivel notar que as trés formulacdes

apresentaram resultados muitos préximos e em alguns casos os resultados foram iguais.

Tabela 5.2: RMSE do deslocamento u para todos 0s pontos.

Quantidade | Método de | MLPG-1 com | MLPG-1 com
de pontos | colocagdo | inter. direta | penalidade
13 1.1376E-09 | 3.8365E-08 5.9243E-08

53 1.1572E-08 | 8.7512E-09 1.1340E-08

125 1.6920E-09 | 1.8418E-09 2.2101E-09

Tabela 5.3: RMSE do deslocamento v para todos os pontos.

Quantidade | Método de | MLPG-1 com | MLPG-1 com
de pontos | colocagdo | inter. Direta | penalidade
13 1.1105E-03 | 1.1108E-03 | 1.1109E-03

53 9.2793E-04 | 9.2792E-04 9.2802E-04

125 8.7147E-04 | 8.7154E-04 8.7162E-04

Tabela 5.4: RMSE da tensdo x para todos 0s pontos.

Quantidade | Método de | MLPG-1 com | MLPG-1 com
de pontos | colocagdo | inter. direta | penalidade
13 1.8490E-05 | 6.3252E-04 | 6.3252E-04

53 4.2461E-05 | 3.4264E-05 | 3.4264E-05

125 1.8135E-05 | 6.8183E-05 | 6.8183E-05

Tabela 5.5: RMSE da tensdo y para todos os pontos.

Quantidade | Método de | MLPG-1 com | MLPG-1 com
de pontos | colocagao | inter. Direta | penalidade
13 1.8490E-05 | 4.2255E-04 4.2255E-04

53 3.0372E-05 | 2.9318E-05 2.9318E-05

125 5.9628E-06 | 4.6284E-05 4.6284E-05
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5.3. Triangulo submetido a carregamentos parabdlicos

O proximo exemplo representa um dominio triangular submetido a forcas
distribuidas (VILLACA e GARCIA, 1998),comP=10N,L=3m, E=1000 Paev =
0,3.

Figura 5.11: Dominio triangular submetido a forcas distribuidas (VILLACA e GARCIA, 1998).

O exemplo possui as seguintes equacgdes analiticas no bordo x = 0:

Px = —0x = _L_Zyz; Py = —Txy =0. (5.9)
E no bordoy =0:

_ ) 2P

Px = —Tyx = O, ,Dy = _O—y = _L_zx . (510)

No bordo inclinado, considerando y = L - x, tem-se:

2P
0 = (L—2%). (5.11)
gy, = ZTP (—L+ 2x). (5.12)
4p (5.13)

Ty = L—Zx(L - Xx).

A Figura 5.12 mostra a discretizacdo do exemplo com trés nuvens de pontos.
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(c) Discretizacio com 139 pontos
Figura 5.12: Discretizagdo do dominio triangular.

As respostas para o exemplo do triangular apresentadas abaixo foram obtidas

usando a fun¢do gaussiana com raio, com um parametro ¢ = r/3 e com 0 mondmio cubico.

Da Figura 5.13 até a Figura 5.15 sdo apresentadas as respostas da tensdo dos

pontos no contorno, obtidas com o Método Sem Malhas.

Tensdo x (Pa)

0

'
wl

=
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-20 ¢

Lado AB - Métado de colocagdo Lado BC - Método de colocagdo
Bmaorr 20 .
S 15
— 10
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& 5
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Figura 5.13: Comparacdo dos resultados obtidos com o método de colocacdo com a resposta analitica.
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Figura 5.14: Comparag&o dos resultados obtidos com o MLPG-1 com interpolacéo direta com a resposta

analitica.
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Figura 5.15: Comparagdo dos resultados obtidos com 0 MLPG-1 com penalidade com a resposta

analitica.
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As Tabelas 5.6 e 5.7 mostram 0 RMSE das tensdes para todos os pontos usados

em cada discretizacéo.

Tabela 5.6: RMSE da tensdo x para todos os pontos.

Quantidade | Método de | MLPG-1com | MLPG-1com
de pontos | colocagdo | inter. direta | penalidade
31 4.1333E-01 | 7.4429E-02 | 7.4560E-02
69 2.3260E-02 5.5188E-02 5.4781E-02
139 2.1895E-02 | 1.4652E-02 | 1.4658E-02

Tabela 5.7: RMSE da tenséo y para todos os pontos.

Quantidade | Método de | MLPG-1com | MLPG-1com
de pontos | colocacdo | inter. direta | penalidade
31 5.7470E-01 | 8.2883E-02 | 8.3222E-02
69 1.4504E-02 | 6.0063E-02 | 5.9836E-02
139 1.8275E-02 | 2.2875E-02 | 2.2890E-02

A Figura 5.16 mostra os resultados obtidos para o deslocamento v, comy =1 e x

variando. Para a obtencdo dos resultados com o MEC, foram utilizados 93 pontos no

contorno. Nota-se que os resultados dos dois métodos foram similares.

Deslocamento v {m)

4.0E-03

0.0E+00

Figura 5.16: Comparagdo dos resultados obtidos para o deslocamento v no eixo x e comy =1 m.
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5.4. Barragem

O ultimo problema considerado serd& um dominio retangular submetido a um
carregamento triangular. Este problema foi obtido do livro TIMOSHENKO E GOODIER
(1977). Foi considerado como propriedade dos materiais E = 1000 Pa, v = 0,3 em estado
plano de deformag&o. Para o carregamento foi considerado P = 10 N. E as dimensdes com
C=15mel=12m.

Yy )
—d
—————— Z
i C ott~ C
SRR TSIV 77T T RO —L
X

Figura 5.17: Barragem (TIMOSHENKO e GOODIER, 1977).

A Figura 5.18 mostra as duas nuvens de pontos utilizadas para discretizar o
problema. Para comparacdo, foram utilizados os resultados obtidos com o Método de

Elemetos de Contorno, com 124 pontos distribuidos ao longo do contorno do problema.

(a) Discretizagdo com 179 pontos (b) Discretizagdo com 641 pontos

Figura 5.18: Discretizacdo do problema da barragem.

Os resultados apresentados na Figura 5.19 mostram os resultados obtidos para o

deslocamento v na direcdo x e y = 1,5 m. Estes resultados foram obtidos com 0 monémio
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quadratico e com a funcdo gaussiana com raio. Para este problema, os melhores resultados

também foram obtidos utilizando o pardmetro ¢ = r/3.

Método de colocagdo MLPG-1 com inter. direta
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Figura 5.19: Deslocamento v na direcdo x ey = 1,5 m.
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6. Consideracoes Finais

6.1. Conclusoes

No presente trabalho, foi implementada a metodologia para solu¢do numérica de
problemas no Estado Plano de Tenséo e Deformacéo, utilizando Métodos Sem Malhas.
Foi desenvolvida a formulacéo forte com o Método de colocacédo e a formulacédo fraca
com o0 MLPG-1. No MLPG-1, as condi¢des de contorno essenciais foram impostas de
duas formas, uma usando a interpolacdo direta e outra usando o método da penalidade.

Com o desenvolvimento do algoritmo, foi constatado que a escolha do tamanho
do suporte local, utilizado para obtencdo da funcdo de aproximacgdo, exerce uma
significativa influéncia nos resultados obtidos, onde, para os exemplos testados, 0s
valores dos raios do suporte local ficaram entre duas a trés vezes a distancia entre o ponto
base e 0 ponto campo mais préximo. Do mesmo modo, além do tamanho, a quantidade
de pontos dentro do suporte local também influencia significativamente os resultados.

Foram utilizados os monémios lineares, quadraticos e cubicos para a obtencao da
funcdo de aproximacdo. O mondmio linear ndo apresentou resultados satisfatérios para
os exemplos testados, enquanto 0 mondmio quadratico apresentou melhores resultados
nos problemas com carga uniformemente e linearmente distribuida e 0 monémio cubico
nos problemas com carregamento parabolico.

Utilizou-se duas funcdes de ponderacdo com o intuito de verificar qual apresenta
melhores resultados para 0 método. A funcdo Spline ndo apresentou bons resultados com
uma nuvem de pontos pobre, diferente da gaussiana com raio, que mesmo com pPoucos
pontos apresentou resultados com um erro relativo aceitavel. Ressaltando que estes bons
resultados foram obtidos com o parametro ¢ = r/3. Com 0 aumento da quantidade de
pontos utilizados na discretizacdo do problema, observou-se que os resultados das duas
funcbes ponderadoras tendem a convergir para 0s mesmos valores e que o valor do
parametro ¢ passa a exercer menos influéncia no resultado.

Também com o intuito de diminuir o custo computacional do Método Sem
Malhas, foi utilizada uma integracdo alternativa apresentada por KONDA (2018). A
integracdo utilizada consiste na criagdo de um dominio de integracdo centrado no ponto
base e com um raio igual & menor distancia entre o ponto base e o ponto de suporte. Tal

método se mostrou eficaz.
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Para a resolucéo do sistema linear Ku = f foi utilizada a eliminacdo de Gauss com

pivoteamento, que se mostrou totalmente confiavel e com um custo computacional muito

baixo.

Os melhores resultados para os exemplos estudados foram obtidos quando a

distribuicdo de pontos foi realizada de forma uniforme e equidistante, ou seja, com 0s

pontos apresentando a mesma distancia entre si tanto na dire¢éo x quanto na direcao y.

6.2. SugestOes para trabalhos futuros

A seguir serdo citadas algumas sugestoes de trabalhos futuros:

Estudar uma alternativa para a obtencdo do tamanho do suporte local e da
quantidade de pontos dentro do mesmo, visto que tais parametros tém uma
significativa influéncia nos resultados finais;

Implementar a Funcdo de Base Radial (FBR) no lugar do método Minimos
Quadrados Moveis (MQM), pelo fato de o FBR ser uma funcdo de
interpolacéo, enquanto o MQM é um método de aproximacao;
Implementar a quadratura de Gauss generalizada, descrita como Regra 3
na Tese de Fontes Jr. (2014), porque pode ajudar a diminuir o custo
computacional do método, uma vez que podera ser reduzida a quantidade
de pontos de gauss utilizados;

Realizar um estudo mais aprofundado sobre o pardmetro c presente na
fungdo Gaussiana com raio;

Desenvolver uma interface gréafica, com o objetivo de tornar o método

mais intuitivo e atraente para alunos da graduacao.
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