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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessarios para
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Este trabalho estuda a solugdo numérica de problemas elastoplasticos e
viscoplasticos bidimensionais através da formulagdao fraca para métodos sem malha
locais.

Para a formulacdo do fendmeno da plasticidade, foram adotados modelos de
endurecimento isotropico e cinematico e regras de fluxo associativas. Para a modelagem
de problemas viscoplasticos, foram adotados os modelos de fluéncia de Perzyna e de
Bailey-Norton. A correcao pléstica ¢ realizada através dos Algoritmos do Plano Secante
e da Proje¢do do Ponto Mais Proximo.

Para as formulagdes de Métodos Sem Malha, uma andlise comparativa de duas
variantes da familia de Métodos de Petrov-Galerkin ¢ apresentada, com a aplicacdao do
M¢étodo dos Minimos Quadrados Moveis Estabilizado, derivadas difusas e diferentes
técnicas de integragdo numeérica.

Devido a auséncia de solucdes analiticas para a maioria dos problemas estudados,
as solugdes numéricas obtidas sdo comparadas com os resultados via métodos numéricos

classicos para atestar seu desempenho e estabilidade.
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This work deals with the numerical solution of two-dimensional elastoplastic and
viscoplastic problems by means of the weak formulation for local meshless methods.

The Plasticity phenomenon is formulated by associative flow laws with isotropic
and kinematic hardening whereas viscoplastic materials are modelled by the Perzyna and
Bailey-Norton creep laws. The plastic correction is performed by means of the Cutting
Plane and Closest Point Projection Algorithms.

For the study of meshless methods, a comparative analysis of two variants of the
Petrov-Galerkin Method is presented with the application of the Stabilized Moving Least
Squares, diffuse derivatives and different numerical integration techniques.

The most of studied problems is compared with classical numerical methods, due

to absence of the analytical solutions, in order to assess the performance and stability.
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Capitulo 1 — Introducao

O estudo da reologia dos materiais deformaveis vem se mostrando crucial para a
analise de estruturas de edificios e de componentes mecanicos. Quando submetidos a
condicdes especificas, tais como tensdes e temperaturas excessivas, diversos materiais
comumente utilizados na industria, com destaque para metais, polimeros e compositos
cimenticios, apresentam relacao tensao-deformagao dependente do tempo e do histérico

de carregamentos aplicados a estes materiais.

A Teoria da Elasticidade Linear, extensivamente utilizada em problemas de
analise estrutural, preconiza que o processo de deformacao ¢ reversivel, ou seja, o corpo
retorna a sua configuracdo indeformada quando cessada a aplicacdo do carregamento
responsavel pela deformagao. Em outras palavras, o processo de deformagao elastica ¢
conservativo, ou seja, a configuracao deformada final do matérial independe do historico

de carregamentos aplicado, o que caracteriza cada estado elastico como independente.

Este trabalho toma como ponto de partida a pesquisa desenvolvida por RIOBOM
NETO [1] no ambito da modelagem numérica de problemas viscoeldsticos. As estruturas
de concreto, por exemplo, apresentam propriedades viscoeldsticas que, uma vez
negligenciadas no projeto estrutural, podem acarretar problemas de seguranca e

adequacdo ao uso, tais como deformacdes excessivas.

Os materiais viscoelasticos apresentam relagdes constitutivas transientes que
dependem do histdrico de carregamentos, resultando em uma deformagao que evolui ao
longo do tempo, mesmo quando o material ¢ submetido a uma tensdo constante, o que
caracteriza o fenomeno de deformacao lenta ou creep. Do mesmo modo, com a imposi¢ao
de uma deformacgao constante, o material apresenta uma redugdo de tensao ao longo do

tempo devido ao fendmeno de relaxacao. A curva 1 da figura 1.1 apresenta um exemplo

da evolugdo da deformagdo lenta &° de materiais viscoeldsticos, sendo um



comportamento esperado para certos materiais quando submetidos a tensdes e

temperaturas normais de utilizagdo.

Figura 1.1 — Curvas tipicas da evolucdo da deformagao lenta em relag@o ao tempo para

materiais viscoplasticos

Quando determinados materiais atingem um estado de tensdes e deformacdes
limite, chamado de limite de escoamento, pode-se observar o fendmeno de plastificagao,
onde ocorrem deformagdes que se revelam permanentes, mesmo quando o carregamento
¢ removido. Este fendmeno de plastificagdo pode ser descrito fisicamente como a quebra
de ligagdes quimicas e formagao de novas ligagdes ou como o movimento relativo entre
particulas do solo, conferindo um carater irreversivel e, portanto, dissipativo ao processo,

diferentemente do que ocorre para materiais elasticos.

Quando se inicia a aplicacao do carregamento, o material elastoplastico classico
desenvolve deformagdes eldsticas. Uma vez no regime plastico, este material pode
desenvolver deformagdes pléasticas permanentes sem permitir o aumento de tensdo, o que
caracteriza o material elastico perfeitamente plastico. E possivel ainda que, no regime
pléastico, este material sofra aumento de tensdo, o que caracteriza o fenomeno de
endurecimento e gera como consequéncia o desenvolvimento de deformacodes elasticas
reversiveis excedentes em conjunto com as deformacgdes plésticas irreversiveis. Um caso
menos comum e ndo explorado neste trabalho ¢ o fendmeno de amolecimento, onde o
material sofre reducao de tensdo a medida que a deformagao pléstica se desenvolve. Estes
casos sao ilustrados na figura 1.2 para um modelo elastoplastico unidimensional, com

limite de escoamento o,, € com a curva 1 representando um endurecimento linear, a

2



curva 2 representando o material perfeitamente plastico e a curva 3 representando um

amolecimento linear.

(e)
1
Ow / 2
3
L €

Figura 1.2 — Curvas tipicas de materiais elastoplasticos

O que difere a Teoria da Plasticidade Classica da Teoria da Viscoplasticidade ¢ o
carater transiente da segunda. Apds a passagem pelo regime elastico e pelo limite de
escoamento, o material desenvolve uma deformacao viscopléstica variavel com o tempo
mesmo com um estado de tensdes inalterado. A curva 2 da figura 1.1 ilustra o
comportamento tipico do fenomeno de fluéncia viscopléstico, que pode ser dividido na
etapa primaria (semelhante a fluéncia viscoelastica — trecho AB), secundaria (com taxa

de deformagdo constante — trecho BC) e tercidria (precedendo a ruptura — trecho CD).

A temperatura absoluta desempenha um importante papel no equacionamento das
relagdes constitutivas plasticas e viscoplasticas, sendo geralmente observado um aumento
do carater plastico com o aumento de temperatura, como pode ser visto na curva 3 da
figura 1.1, tipica de materiais sujeitos a altas temperaturas. Esta pesquisa apresentara uma
formulagdo termoelastoplastica e termoviscoplastica baseada na Teoria da
Termodinamica, o que evidentemente inclui o histdrico de variagdo de temperatura como

variavel necessaria para definir a configuragao deformada final do corpo estudado.

Os Métodos sem malha representam uma alternativa promissora para a solugao de
Problemas de Valor de Contorno em substituicdo a abordagens tradicionais como o
M¢étodo dos Elementos Finitos. Os métodos numéricos que dispensam a divisdo do

dominio em elementos apresentam maior flexibilidade para adaptagdes de malha em



problemas de modelagem de propagagdo de trincas além do custo computacional

consideravelmente menor para a geracao da malha.

O estudo dos Métodos Sem Malha ¢ também motivado pela literatura
consideravelmente menos extensa em comparagdo aos métodos numéricos tradicionais,
0 que garante um vasto campo de pesquisa a ser explorado. Muitos autores apostam no
potencial destas metodologias para atingir popularidade semelhante ao Método dos
Elementos Finitos, conforme serd visto a seguir. Para que este desafiador objetivo seja
atingido, ¢ necessario difundir esta classe de métodos numéricos na cultura académica,
permitindo assim a detec¢do de vantagens que comprovem seu potencial. Parte integrante
da pesquisa cientifica ¢ a simples experimentacdo de solugdes alternativas que,

teoricamente, podem se tornar ferramentas poderosas.

Os proximos itens deste capitulo introdutorio apresentam a notagdo € 0s conceitos
matematicos principais que serdo utilizados neste trabalho além da revisdo bibliografica
que contém um historico geral do desenvolvimento da Teoria da Plasticidade e

Viscoplasticidade e dos diversos Métodos Sem Malha.

No capitulo 2 deste trabalho, serdo apresentados alguns conceitos fundamentais
relacionados a Teoria da Elasticidade Linear, tais como as equagdes constitutivas
elasticas, as relacdes associadas as tensdes principais e aos invariantes de tensdo, muito
uteis em formulacdes de critérios de escoamento, € as equacdes geométricas e de
equilibrio lineares, que também serdo adotadas para os problemas plasticos e
viscoplasticos. Adicionalmente, sera realizada uma breve discussdo sobre os aspectos
termodinamicos dos materiais elasticos, constituindo um ponto de partida para o estudo

da influéncia da temperatura em problemas plasticos e viscoplasticos.

No capitulo 3, serdo descritos os modelos elastoplasticos e viscoplasticos basicos
e os demais conceitos e formulagdes necessarios para as solucdes de problemas desta
natureza, incluindo a apresentagao dos critérios de escoamento tradicionais, das regras de
fluxo e das formulag¢des de endurecimento. A discussdo no ambito da Termodinamica ¢
extendida aos materiais plasticos e viscoplasticos para propiciar a inser¢ao dos efeitos

térmicos.



O capitulo 4 discurrerd brevemente sobre as caracteristicas basicas da familia de
Meétodos Locais de Petrov-Galerkin (MLPG), com énfase na formulacdo da variante
MLPG-1, que sera adotada neste trabalho. Adicionalmente, serdo apresentados os

diversos processos numéricos iterativos para a modelagem da evolucao da plastificagao.

No capitulo 5, serdo expostos os principais problemas estudados, com suas
respectivas solucdes analiticas e numéricas e as comparagdes entre elas para teste da

metodologia discutida na pesquisa.

O capitulo 6 dissertara sobre as conclusdes do trabalho e apresentara sugestoes de

pesquisas futuras.
1.1- Observacoes Gerais

Ao longo do texto deste trabalho, serdo utilizadas as notagdes tensorial e indicial,
cada qual onde for mais conveniente. Na notagdo tensorial, os tensores serdao

representados em negrito.

Na notacdo indicial, os tensores serdo representados sem o negrito com indice
subscrito indicando a componente. A derivada espacial de uma fung¢ao fi serd escrita da

seguinte forma:

2/
o -7, (1.1)

A derivada com relagdo ao tempo de uma fungao f; sera mencionada no texto com

a simbologia a seguir:

9

py =/ (1.2)

O delta de Kronecker o, representa a transformagao identidade, sendo definido

como:

5 1 ,sei=j
1o A E (1.3)



O tensor (ou simplesmente simbolo) de permutacdo de Levi-Civita de terceira

ordem &, pode ser definido da seguinte forma:

1 ,se(i,j,k)=(1,2,3),(2,3,1) ou (3,1,2)
;i/k =<-1, se (i,j,k) =(1,3,2),(2,1,3) ou (3,2,1) (1.4)

0 , para os demais casos (i =j,j=koui= k)

A fungdo de Heaviside (ou degrau) h(t) com descontinuidade localizada no ponto

t =0 ¢é definida como:

[0 re0.0)
O=11 /c[0,40) (1.5)

Uma fungao f, definida no intervalo (—oo, +oo) , ¢ de Classe Heaviside #" quando

{f:O , em (—0,0)
(1.6)

feC”,em[0,+»)

A fungdo Delta de Dirac A(E,x), que pode ser interpretada fisicamente como uma
carga concentrada aplicada em um ponto x =& localizado em um dominio (2, possui as

seguintes propriedades:

A, x)=0,x#§
j A&, x)dQ(x)=1 (1.7)

[/ (x)AExdQ(x) = £ (2)

Q
onde x e § sdo posi¢des de pontos do dominio Q e f¢é uma fun¢do continua definida em
Q.

Considerando a notacdo observada no estudo de fenomenos Viscoplasticos, as

funcdes de Heaviside (ou degrau) podem ser escritas através dos parénteses angulares de

Macaulay <> , tal que

T (1.8)



ou ainda,

0 .x<0
<X>={ s (1.9)

x ,x20

Torna-se pertinente a definicao da funcdo sinal sgn(x) para indicar a derivagdo da

fun¢ao modular:

-1,x<0

d
sgn(x):E|x|=2H(x)—1={1 (1.10)

, x>0

O valor de sgn(0) sera mantido indeterminado, sendo um valor entre -1 e 1.

Dados vetores a e b, o produto tensorial a®b pode ser definido da seguinte

forma:
(a®Db), =ab, (1.11)

Para dois vetores a e b, sempre que a notagdo vetorial for oportuna, os produtos
escalar e vetorial entre os vetores serdo representados respectivamente por a-b ¢ axb,

conforme defini¢des a seguir:
(a-b)=ab (1.12a)

(axb) =¢,a;b, (1.12b)

Uma fungdo f(x), sendo x = (x1,x2,...,xn) 0 vetor das varidveis independentes, ¢ dita

homogénea de grau k sempre que

f(ax)=a"f(x) (1.13)

sendo @ um escalar. O Teorema de Euler para fungdes homogéneas, conhecido também

como Identidade de Euler, determina que, para a funcao f definida acima, tem-se

"9
;M%ﬂ‘f(x) (1.14)
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1.2 — Revisao Bibliografica

De acordo com OSAKADA [2], o estudo do comportamento elastopléastico de
materiais tem sua origem nos experimentos realizados por Leonardo da Vinci para testar
a resisténcia de materiais quando submetidos a esfor¢os. Um mecanismo engenhoso
proposto pelo inventor consistiu no preenchimento gradativo com areia de uma cesta
suspensa por fios de ferro, onde o peso total de areia depositada na cesta definia a
resisténcia do fio quando o mesmo rompia. Os diversos trabalhos de Leonado da Vinci,
desenvolvidos nos séculos XV e XVI, causaram pouca repercussao na comunidade

cientifica e na Engenharia da época, sendo que muitos trabalhos sequer foram publicados.

Segundo LITTLE et al. [3], o primeiro trabalho cientifico que faz referéncia ao
comportamento elastoplastico de materiais foi publicado apenas em 1699 por Guillaume
Amontons. Além de propor uma modelagem para o fendmeno de friccao, este trabalho
apresentou alguns registros dos experimentos de Leonardo da Vinci até entdo ndo
publicados. Em seu estudo sobre ruptura de solos e resisténcia de muros de arrimo,
COULOMB [4] publicou em 1776 um artigo relevante para a evolucdo da formulagdo
tedrica da Plasticidade, onde as leis de fric¢do apresentadas por Guillaume Amontons

foram expandidas e enunciadas como a Lei de Fric¢ao de Coulomb.

Segundo HORSTEMEYER ¢ BAMMANN [5], a Plasticidade surgiu como
ciéncia a partir do trabalho de TRESCA [6] de 1864, onde foram publicados resultados
de experimentos de puncionamento e extrusdo acompanhados da formulacao do critério
de escoamento que provavelmente ¢ o mais antigo j& registrado, sendo baseado na

limitagdo da tensdo cisalhante maxima atuante no material.

Ainda de acordo com OSAKADA [2], diversas observagdes relevantes foram
registradas durante o século XIX. Em 1885, Johann Bauschinger realizou diversos
experimentos para a determinacdo da tensdo de escoamento em casos de ciclos de
carregamentos envolvendo tracdo e compressdo, sendo observadas assimetrias entre
tensdes de escoamento de tragdo e compressdo, fenomeno conhecido atualmente como
Efeito Bauschinger. Otto Mohr apresentou em 1882 uma representagao grafica do estado
de tensdes em um ponto material através de circulos definidos em um sistema de
coordenadas planas cujos eixos sdo as tensdes normais e cisalhantes em cada faceta do
ponto material. Esta abordagem foi aplicada por Mohr para a defini¢do de critérios para
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caracterizar o limite de resisténcia de certos materiais, tais como o ferro fundido, através

de resultados de ensaios de tracdo, compressao e torg¢ao.

Em relevante trabalho publicado em 1900, GUEST apud OSAKADA [2] foi o
primeiro cientista a diferenciar o escoamento de metais ducteis da ruptura de materiais
frageis. Seus experimentos levaram as mesmas conclusdes obtidas por Tresca no que diz

respeito a associacdo entre o limite de escoamento e a tensdo cisalhante maxima atuante.

Importantes contribui¢des foram introduzidas pelo trabalho de Von Mises
(MISES [7]) em 1913, tais como um dos critérios de escoamento mais simples para
caracterizar materiais cuja plastificacdo independe da parcela esférica do estado de
tensdes. Este mesmo trabalho introduz uma proposta para relacionar deformacoes e
tensdes em materiais, similar a publicacdo anterior de LEVY [8] em 1871, que
posteriormente seria aperfeigoada para constituir a primeira proposta de formulagdo que
relaciona a evolucdo das deformagdes plasticas ao estado de tensdes no regime plastico,
chamada pela literatura vigente de regra de fluxo. Em 1928, Von Mises (MISES [9])
apresentou uma primeira versao do Postulado da Dissipacao Plastica Méxima, que ¢
fundamental para diversas conclusdes acerca da formulagdo constitutiva de materiais no

regime plastico.

Em 1924, PRANDTL [10] foi responsavel por aperfeicoar a relagao entre tensdes
e deformagdes no regime plastico proposta por Lévy e Von Mises ao introduzir a parcela
de deformacdo elastica a formulagdo para o estado plano de deformagdes. Em 1930,
REUSS [11] generalizou a formulagdo para problemas tridimensionais, dando origem a
regra de fluxo de Prandtl-Reuss, que ¢ considerada uma das primeiras tentativas de

modelagem tridimensional do comportamento elastopléstico de solidos.

Para a teoria moderna da Plasticidade, ¢ possivel associar o Efeito Bauschinger ao
fenomeno de endurecimento. Entretanto, ODQVIST [12] propds em 1933 uma forma
simplificada de endurecimento que considera a simetria das tensdes de escoamento de
tracdo e compressdo em ciclos de carregamentos, o que impede a formulagdo de
reproduzir as observacdes de Bauschinger. No entanto, este tipo de endurecimento,
chamado isotropico, ¢ utilizado com resultados satisfatorios em casos especificos,
principalmente quando nao ocorrem ciclos de carregamento envolvendo tensdo e

compressao, conforme serd visto ao longo desta pesquisa.
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As diversas propostas de modelos de Plasticidade apresentadas até o inicio do
século XX eram associadas a materiais e areas do conhecimento especificas. Buscando a
unificacdo e generalizagdo das teorias até entdo desenvolvidas, William Prager publicou
importantes trabalhos ao longo das décadas de 40 e 50, dentre os quais esta pesquisa
destaca PRAGER [13] [14], culminando com o lancamento do seu livro em 1959
(PRAGER [15]). Prager [16] também introduziu uma regra de endurecimento alternativo
ao isotropico, conhecida como endurecimento cinematico, que permite uma modelagem
mais satisfatoria do Efeito Bauschinger. Algumas modificagdes do modelo de
endurecimento cinematico de Prager foram propostas, com destaque para o trabalho de

ZEIGLER [17] em 1959.

No inicio dos anos 50, DRUCKER [18] estabeleceu um relevante modelo para a
caracterizagdo do fendmeno de endurecimento em materiais plasticos, enunciando o que
hoje a literatura reconhece como Postulados de Drucker. Em 1952, DRUCKER e
PRAGER [19] propuseram um critério de escoamento que consiste na inclusdo da
influéncia da tensdo hidrostatica a formulagdo de Von Mises [7], adequando a mesma a
Mecanica dos Solos. Durante o mesmo periodo, HILL [20] (1948) e [21] (1950) também
deixou suas contribui¢des para a unificacao e solidificacao dos fundamentos da Teoria da
Plasticidade. NAGHDI [22] apresentou em 1960 uma interpretagdo para os postulados
de Drucker, estabelecendo assim um conjunto de equagdes constitutivas compativeis com

materiais plasticos com endurecimento.

Segundo HORSTEMEYER e BAMMANN (5], a reologia dos materiais pode ser
modelada através de duas diferentes abordagens. Na primeira, as relagdes constitutivas
sdo baseadas em integrais hereditarias, onde o estado atual do material ¢ determinado
através das varidveis atuais juntamente com o historico de evolugdo das variaveis em
tempos anteriores. Esta abordagem ¢ utilizada para a modelagem de materiais
viscoelasticos, conforme apresentado em FLUGGE [23], CHRISTENSEN [24],
GURTIN e STERNBERG [25] e no trabalho que antecedeu esta pesquisa (RIOBOM
NETO [1)).

A segunda abordagem considera que o estado atual de um material pode ser
definido pelas variaveis de estado atuais juntamente com um conjunto de varidveis

internas que seriam capazes de caracterizar o historico de evolugdo das propriedades
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mecanicas destes materiais. Estas varidveis internas ndo estariam associadas diretamente
aos mecanismos microscopicos que regem o fenomeno de plastificacdo, estando as
mesmas relacionadas a observagdes fisicas macroscopicas que indiretamente modelam o
comportamento do material no estado plastico. Para as duas abordagens, as relagdes
constitutivas sdo pautadas por observacdes experimentais e pelas restricdes impostas pela

Termodinimica.

O amadurecimento da modelagem de fendmenos plasticos estd intimamente
relacionado ao desenvolvimento da teoria das variaveis internas, conforme formalizagao
pioneirade COLEMAN e GURTIN [26] em 1967. Este desenvolvimento ocorreu apoiado
pelas evolugdes das relagdes entre a Termodinamica e a Mecanica do Continuo, sobretudo
pelas possibilidades trazidas pela “Termodinamica Racional” pregada por Clifford
Truesdell em 1968 (TRUESDELL [27]) e 1984 (TRUESDELL [28]), com fundamentos
introduzidos por COLEMAN [29] em 1964.

Notaveis contribui¢des a associacao da teoria das variaveis internas ao universo
da plasticidade e viscoplasticidade foram apresentadas subsequentemente, tais como o0s
trabalhos de KESTIN e RICE [30] e KRATOCHVIL e DILLON [31] em 1970, além das
pesquisas de RICE [32] e MANDEL apud HORSTEMEYER ¢ BAMMANN [5] em
1971. Em HALPHEN e NGUYEN [33] (1975), uma formulagdo para problemas plésticos
com variaveis internas foi desenvolvida baseada na definicdo de um potencial de energia

livre e um potencial de dissipacao.

Anteriormente a este periodo, GREEN e NAGHDI [34] (1965) propuseram uma
formulagdo para a Teoria da Plasticidade Classica através da conciliagdo entre a Mecanica
do Continuo e a Termodinamica, aplicando a Segunda Lei da Termodinamica para impor
restrigdes as equagdes constitutivas e assumindo que a deformagao total poderia ser
decomposta nas parcelas elastica e plastica. Esta abordagem permitiu a extensao da teoria

para a aplica¢@o em problemas de grandes deformagdes.

De acordo com HORSTEMEYER e BAMMANN [5], antes mesmo da
formalizacdo introduzida por Coleman e Gurtin em 1967, os trabalhos de Kroner do inicio
da década de 60 (KRONER [35] [36], respectivamente em 1960 e 1963) foram os
primeiros a aplicar o conceito de varidveis internas como forma de representar

indiretamente os efeitos oriundos da plastificagdo de materiais, salientando inclusive o
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fato de ndo ser necessaria a associacdo direta destas variaveis aos fendmenos

microscopicos responsaveis pela plastificagao.

A abordagem da Termodinamica Racional foi severamente criticada por
aparentemente carecer de fundamentacdo tedrica, assumindo arbitrariamente alguns
axiomas sem a apresentacao de argumentacao satisfatoria baseada em aspectos teodricos e
experimentais. Dentre os textos mais questionadores, destaca-se o trabalho WOODS [37],
que encara os axiomas da Termodindmica Racional simplesmente como falsos. Este tema
esta em constante desenvolvimento e existem muitas questdes a serem respondidas,
conforme apresentado no livro de LEBON et al. [38]. Independentemente destes
conflitos, apesar de a referida teoria aparentemente ndo apresentar consisténcia para uma
formulagdo mais generalizada, sua compatibilidade com problemas especificos ¢

explorada nas formulagdes plasticas e viscoplasticas.

Discorrendo especificamente sobre a Viscoplasticidade, que compartilha parte
significativa das teorias associadas a plasticidade classica, destaca-se a origem dos
estudos dos fendmenos de fluéncia priméria com a introdu¢ao da Lei de Andrade
(LEMAITRE e CHABOCHE [39]) em 1910. Através do estudo de escoamento de
solugdes coloidais em tubos cilindricos, BINGHAM [40] introduziu em 1922 uma relagao
constitutiva para fluidos em que o comportamento previsto para fluidos newtonianos seria
registrado apenas para tensoes cisalhantes que excedessem um determinado limite. Em
1929, NORTON [41] desenvolveu um modelo viscopldstico unidimensional,
generalizado para o caso tridimensional por ODQVIST [42] em 1934, que associa a taxa

de deformagao por fluéncia secundaria a tensao aplicada.

Em 1932, HOHENEMSER e PRAGER [43] propuseram um modelo viscoplastico
tridimensional que relaciona a parcela desviadora do tensor de tensdes a taxa de
deformacao de um sélido de Bingham incompressivel. O modelo introduzido por Piotr
Perzyna em 1963 e 1966 (PERZYNA [44] [45]) representou um marco para a formulagao
teorica dos fendmenos viscopldsticos, servindo como base para os demais
desenvolvimentos que seriam apresentados posteriormente. Outros avangos foram
registrados nos anos subsequentes, sendo convenientemente referenciados ao longo deste

texto. Para um historico mais detalhado sobre o desenvolvimento da Teoria da
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Plasticidade e Viscoplasticidade, este texto recomenda a leitura dos artigos de

OSAKADA [2] e HORSTEMEYER e BAMMANN [5].

Conforme sera detalhado ao longo deste trabalho, a Teoria da Viscoplasticidade
pode ser entendida como a eliminagao de algumas restrigdes intrinsecas a plasticidade
classica. Alternativamente, alguns autores consideram que a plasticidade classica ¢ um
acaso particular da formulagao viscoplastica, justamente devido a introdugao de restri¢des
adicionais. Consequentemente, grande parte dos avangos registrados para a Teoria da

Plasticidade sdo aplicaveis também para as formulagdes viscoplasticas.

Como pode ser constatado nesta exposi¢do, a Teoria da Plasticidade vem sendo
desenvolvida através de contribuigdes oriundas de diversos ramos da ciéncia, tais como
a Matematica, Fisica, Metalurgia, Mecanica ¢ Engenharia, cada qual com suas proprias
culturas, modelos, defini¢des e notacdes. Felizmente, existem hoje na literatura diversos
trabalhos que visam apresentar estas teorias de maneira unificada e organizada,
permitindo assim um entendimento mais geral sobre as diversas linhas de pesquisa

associadas ao tema.

Dentre estes trabalhos, ¢ possivel destacar a obra de LUBLINER [46], que
apresenta a Plasticidade do ponto de vista fisico, sobretudo da Termodinamica, e servira
como base para o desenvolvimento tedrico desta pesquisa. O texto de SIMO e HUGHES
[47] destaca os aspectos matematicos dos modelos plésticos e viscoplasticos. Outros
livros se destacam na literatura, tais como CHAKRABARTY [48], MENDELSON [49],
NADALI [50] e NEGAHBAN [51]. O livro de LITTLE et al. [3] apresenta a teoria do
ponto de vista do estudo de pavimentos. Os livros de BATHE [52], ZIENKIEWICZ e
TAYLOR [53], OWEN e HINTON [54] e CRISFIELD [55] enumeram os diversos
esquemas de modelagem computacional de materiais elastoplasticos, tendo como enfoque
0 Método dos Elementos Finitos (MEF). Ja os livros de TELLES [56] ¢ BREBBIA et al.
[57] apresentam uma adaptagdo destas formulacdes para o Método dos Elementos de

Contorno (MEC).

No ambito da modelagem de problemas plasticos e viscoplasticos através de
métodos numéricos, toma-se como ponto de partida a literatura associada ao MEF, visto

que a popularidade deste método garante o acesso a uma vasta bibliografia. A adaptagao
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das formulag¢des numéricas de problemas plasticos via MEF para o universo dos métodos

sem malha ¢ parte integrante dos objetivos desta pesquisa.

Os procedimentos numéricos para a modelagem de problemas plasticos e
viscoplasticos mais utilizados estdo associados a formulagdes incrementais que envolvem
esquemas de predicao-correcao, dentre os quais destacam-se o Algoritmo de Retorno
Radial (Radial-Return Algorithm) e sua generalizacdo conhecida como Algoritmo de
Retorno Mapeado (Return-Mapping Algorithm), introduzido por MAENCHEN e SACKS
[58] e WILKINS [59] em 1964, ¢ o Algoritmo da Tensdo Inicial (/nitial-Stress
Algorithm), apresentado por ZIENKIEWICZ et al. [60] em 1969.

ZIENKIEWICZ e CORMEAU [61] [62] (1972 e 1974, respectivamente)
apresentaram relevante formulagdo para a solugao de problemas viscoplasticos via MEF.
Em 1985, SIMO e TAYLOR [63] apresentam o conceito de tensor tangente consistente
aplicado a problemas de plasticidade com o uso de Algoritmos de Retorno Mapeado.
Maiores detalhes acerca destes algoritmos podem ser encontrados nos trabalhos de SIMO
e HUGHES [47], SIMO e TAYLOR [64], LUBLINER [46], HUANG e GRIFFITHS [65]
e BATHE [52].

Os métodos numéricos tradicionais baseados na discretizagdo do dominio ou
contorno em elementos, tais como o MEF e o MEC, tomam como ponto de partida as
formulagdes globais fracas do Problema de Valor de Contorno (PVC) em estudo. A cada
elemento ¢ associada uma funcao de interpolacao que permite determinar as grandezas
de estudo ao longo do elemento através dos nds que o constitui, propiciando ainda a

integragdo do dominio ou contorno global através da integracdo de cada elemento.

Apesar de consagrados e amplamente difundidos, os métodos com malha podem
apresentar diversas limitagdes, especialmente quando utilizados para o estudo de
problemas de propagacao de falhas, onde sdo necessarias sucessivas adaptagdes nas
malhas para a introdu¢do de descontinuidades a medida que as trincas se desenvolvem. O
proprio pré-processamento do MEF pode representar parte significativa do custo
computacional total, dada a complexidade dos processos de geracdo de malha,

especialmente em regides de concentragdes de tensdes como bordos de aberturas e trincas.
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Os M¢étodos sem Malha, por sua vez, ndo exigem a discretizacdo do dominio em
elementos, sendo especificamente dedicados a interpolagdo de pontos dispostos
aleatoriamente. Adicionalmente, a adocdo de formulagdes fracas locais permite a
dispensa da criagdo de células acessorias para a integragdo espacial intrinseca aos

métodos numéricos baseados em formulagdes fracas.

O desenvolvimento dos Métodos sem Malha (ou Meshless) é consideravelmente
mais recente do que os métodos numéricos tradicionais com malha. Em 1964,
KUPRADZE e ALEKSIDZE [66] apresentaram uma abordagem para a solu¢gdao de PVCs
que consistia na criagdo de fontes pontuais virtuais de intensidades desconhecidas
formando um contorno ficticio exterior ao dominio real. A ideia seria obter valores para
as intensidades das fontes capazes de gerar as condigdes de contorno através da
superposicao das solugdes fundamentais associadas a cada fonte, o que geraria um sistema
linear de equagdes. Uma vez obtidas as intensidades das fontes ficticias, a solugao
aproximada em qualquer ponto do dominio poderia entdo ser calculada através da
superposi¢do dos efeitos das fontes. Este expediente ¢ conhecido como M¢étodo das
Solugdes Fundamentais (MSF) e vem se desenvolvendo para os diversos problemas cuja
solucao fundamental ¢ conhecida ou pode ser obtida numericamente, como no caso de

problemas de Mecanica da Fratura (TELLES et al. [67]).

Em 1977, ¢ registrado no ramo da astrofisica um importante comego para a
disseminag¢do do estudo de Métodos sem Malha com a introducdo do Método de
Hidrodinamica das Particulas Suavizadas ou Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)
por LUCY [68] e GINGOLD e MONAGHAN [69].

Segundo BELYTSCHKO et al. [70], poucos esforgos foram direcionados para o
desenvolvimento de abordagens desta natureza até os anos 1990, quando NAYROLES et
al. [71] (1992) apresenta um método numérico que toma como ponto de partida a
formulagdo fraca do MEF e adota um esquema de interpolacdo através de pontos
aleatorios em substituicdo aos elementos finitos, sendo batizado de Método dos
Elementos Difusos (MED) ou Diffuse Element Method (DEM). O esquema de
interpolagdo do referido trabalho, introduzido por LANCASTER e SALKAUSKAS [72]
em 1981, ¢ conhecido como Método dos Minimos Quadrados Méveis (MQM) ou Moving

Least Squares (MLS), que a rigor se caracteriza por um ajuste de curva e nao por uma
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interpolacdo propriamente dita. Por enquanto, este texto manterda o MQM como uma
técnica de “interpolacdo” para facilitar a compreensao do papel desta metodologia na
formulacdo numérica e assim possibilitar uma comparacdo mais direta com outros
métodos numéricos. O entendimento do MQM como um ajuste de curva ficara mais claro

no capitulo 4.

O MED ¢ entdo aperfeicoado por BELYTSCHKO et al. [73] (1994) com a
apresentacdo do Método de Galerkin Livre de Malha (MGLM) ou Element-free Galerkin
(EFG), onde 0o MQM ¢ aplicado a formulacdo do MEF via Galerkin. Apesar de eliminar
a interpolacdo via elementos finitos, esta técnica nao evita a necessidade da criacdo de
células auxiliares para realizar a integracdo do dominio exigida pela formulacdo fraca
global, razdo pela qual alguns autores (ATLURI e SHEN [74]) salientam que esta
metodologia ndo pode ser classificada como um Método Verdadeiramente Sem Malha.
Apesar do maior custo computacional em relagao ao SPH, o MGLM vem apresentando
satisfatoria consisténcia e estabilidade segundo registros da literatura (BELYTSCHKO et
al. [70]).

Ainda em 1994, o artigo de LU et al. [75] apresenta algumas abordagens
alternativas para 0 MGLM, dentre as quais podem ser destacadas o uso do Método dos
Minimos Quadrados Moveis Ortogonais (MQMO) ou Orthogonal Moving Least Squares
(OMLS), que elimina o esfor¢o computacional de inversao matricial intrinseco ao MQM
tradicional, e o uso de um principio variacional alternativo objetivando substituir a
formulagado via Multiplicadores de Lagrange tradicional para propiciar a imposi¢ao direta

das condicoes de contorno essenciais.

As Fungdes de Base Radial (FBR) ou Radial Base Functions (RBF), propostas
para suportes compactos por WENDLAND [76] e WU [77] em 1995, constituem uma
forma alternativa ao MQM/MQMO para a interpolagdao de uma nuvem aleatoria de pontos
em Métodos Sem Malha (ATLURI e SHEN [74]). Anteriormente a 1995, técnicas
numéricas envolvendo fung¢des de base radial foram propostas, por exemplo, para o
M¢étodo dos Elementos de Contorno de Reciprocidade Dual (MECRD) ou Dual
Reciprocity Boundary Element Method (DRBEM), que foi proposto inicialmente em
1983 por BREBBIA ¢ NARDINI [78] para problemas elastodinamicos.

16



No trabalho de WROBEL ¢ BREBBIA [79] (1987), a técnica da Reciprocidade
Dual ¢ utilizada para a solugdo numérica da equagdo da difusao ndo-linear via MEC, onde
as integrais no dominio intrinsecas a formulagio fraca do MEC' para problemas nio-
homogéneos ¢ transformada em uma integral no contorno através da aproximagao do
termo difusivo pela soma dos produtos de funcgdes temporais e espaciais, sendo estas
ultimas baseadas no conceito de fungdes de base radial. Uma descricdo mais detalhada
do MECRD pode ser encontrada no texto de PATRIDGE et al. [80] (1991). No trabalho
de GOLDBERG [81] (1995), as FBR foram utilizadas na solugao numérica particular da

equacdo de Poisson, ficando a solu¢do homogénea a cargo do MSF.

Diversas metodologias numéricas alternativas baseadas na disposi¢@o aleatdria de
pontos no dominio foram propostas, com destaque para o Método das Particulas
Reprodutoras do Nucleo (MPRN) ou Reproducing Kernel Particle Method (RKPM) por
LIU et al. [82] (1993), onde sdao impostas condi¢des de consisténcia para garantir que as
fungdes de forma da aproximagao reproduzam de maneira exata uma determinada base
de fungodes, e 0 Método dos Elementos Finitos Parti¢ao da Unidade (MEFPU) ou Partition
of Unity Finite Element Method (PUFEM) por BABUSKA e MELENK [83] (1996).
BELYTSCHKO et al. [70] destaca que os trabalhos [83] e DUARTE e ODEN [84] (1996)
representam um grande avango no estudo dos Métodos sem Malha, uma vez que ¢
demonstrada a convergéncia da classe de métodos baseados no MQM e a insercdao da
mesma na familia de Métodos de Particdo da Unidade, como também pode ser visto em

ATLURI e SHEN [74].

A concepcao de técnicas para a interpolacao de pontos dispostos aleatoriamente
como MQM e FBR permite a aplicagdo direta destas aproximagdes na formulacao forte
do problema, o que caracteriza o Método de Colocacdo Pontual (MCP) ou Point
Collocation Method (PCM), com destaque para os trabalhos de ONATE et al. [85] de
1996, ALURU [86] de 2000 e ATLURI et al. [87] de 2006. Apesar de sua simples

implementa¢do, a formulacao forte pode acarretar a aplicagdo de derivadas de ordem

! partindo da aplicacdo do Método dos Residuos Ponderados na formulagdo forte, muitos autores
atribuem a expressao “Formulagdo Fraca” ao resultado da primeira integracdo por partes, em que se
baseia o MEF. O resultado da segunda integragdo por partes, gerando as integrais no contorno que
caracterizam o MEC, é chamada pelos mesmos autores como “Formulacdo Inversa”.
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superior nas funcdes que compdem a solucdo aproximada, o que pode causar

instabilidades numéricas (FONTES JR [88]).

Outros desenvolvimentos paralelos podem ser citados, como o Método das
Diferencas Finitas Generalizado (MDFG) ou Generalized Finite Difference Method
(GFDM), proposto inicialmente por PERRONE e KAO [89] em 1975 e aperfeigoado por
LISZKA e ORKISZ [90] em 1980, que possui a capacidade de lidar com disposi¢des

aleatorias de pontos.

Tendo como base a formulagdo fraca do MEC, foi desenvolvido o Método de
Contorno Livre de Elementos (MCLE) ou Boundary Element-free Method (BEFM)
através dos trabalhos de KITIPORNCHALI et al. [91] (2005) e LIEW et al. [92] (2006),
adotando o MQMO como método de interpolacao em substitui¢do a interpolagao ao longo

dos elementos de contorno.

O Meétodo Verdadeiramente Sem Malha que sera extensivamente explorado neste
trabalho em problemas viscoplasticos pertence a familia de metodologias numéricas
conhecidas na literatura como Métodos Locais de Petrov-Galerkin (MLPG), onde uma
formulacao fraca local ¢ utilizada para eliminar a necessidade de criacao de células para
a integracdo do dominio oriunda de formulagdes fracas globais tipicas do MEF e MGLM.
Sao destacados os trabalhos pioneiros de ATLURI e ZHU [93] [94], ambos em 1998,
onde a versdao local da formulagdo fraca via MEF ¢ aplicada a metodologias de
interpolagdo sem malha. Ainda no mesmo ano, ZHU et al. [95] apresenta o Método da
Equacao de Contorno Local (MECL) ou Local Boundary Integral Equation (LBIE), onde
¢ proposta uma metodologia numérica sem malha baseada na versao local da formulagao

fraca do MEC.

Desenvolvida na COPPE, a tese de MIERS [96] (2007) aplicou o MCLE e MECL
para problemas de mecanica da fratura fazendo uso da Fun¢ao de Green Numérica (FGN),
sendo também aplicado o MCLE para problemas elastoplasticos. Ja a tese de SILVA [97]
(2010) elimina a necessidade da criacdo de células para a integracao do dominio oriunda
da formulacdo via MEC para problemas elastoplasticos dindmicos através da

aproximacao das tensdes plasticas e forgas inerciais via MQMO.

18



O trabalho de ATLURI e SHEN [74] (2002) ¢ uma das mais importantes
referéncias deste trabalho, uma vez que apresenta um panorama geral das diversas
metodologias numéricas desenvolvidas com o intuito de eliminar a interpolacdao e
integragdo do dominio por elementos, listando os diversos mecanismos de interpolagao
(MQM, FBR, Particdo da Unidade, etc.) e ilustrando o MLPG como uma familia de
métodos numéricos divididos em 6 categorias (de MLPG-1 a MLPG-6), conforme sera
apresentado com mais detalhes no capitulo 4 desta pesquisa. A titulo de ilustragdo, a
variagdo MLPG-2 adota a funcdo Delta de Dirac (equacdo (1.7)) como fun¢do de
ponderagdo da versdo local da formulagdo fraca do MEF, o que resulta na formulacao
forte do MCP. J4 a variante MLPG-4 utiliza a versdo local da formulagdo do MEC, o que
resulta no MECL.

A presente pesquisa sera baseada essencialmente na variante MLPG-1, que se
caracteriza basicamente pela formulagdo fraca local do MEF adotando como fung¢do de
ponderacao (ou de teste) a fungdo peso adotada para a interpolagdo via MQM ou FBR,
conforme descricdo em ATLURI e SHEN [74] para problemas de potencial. Dentre os
trabalhos mais recentes sobre a referida variante, destaca-se o artigo de HAN e ATLURI
[98] (2011), onde o MLPG-1 ¢ aplicado em problemas eldsticos com a aplicagdo das
técnicas de interpolacdo para os deslocamentos e deformagdes, o que elimina
completamente a execucdo de derivadas das fungdes do MQM na formulagao fraca local.
Adicionalmente, a abordagem considera que, apesar de serem de mesma natureza, as
fungdes peso e de ponderagdo podem apresentar suportes de tamanhos diferentes e

arbitrarios, o que gera uma matriz global assimétrica.

A utilizacdo de formulagdes fracas locais implica a integracdo numérica dos
subdominios formados pelos suportes das fungdes de ponderacao, constituindo uma etapa
determinante para a precisdo e custo computacional global da metodologia numérica sem
malha. Neste sentido, diversas pesquisas vém sendo desenvolvidas com o objetivo de
melhorar a eficiéncia e a confiabilidade das técnicas de integragdo numérica para os
métodos sem malha. Dentre as formulagdos com aplicabilidade no universo desta
pesquisa, podem ser citados os trabalhos de PEIRCE [99] (1957) MA et al. [100] (1996),
DE e BATHE [101] (2001), PECHER [102] (2006), MAZZIA et al. [103] (2007),
MAZZIA e PINI [104] (2010) e SARADA ¢ NAGARAIJA [105] (2011).
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A tese de doutorado de FONTES JR [88] (2014), desenvolvida na COPPE,
apresenta uma metodologia numérica verdadeiramente sem malha para problemas de
mecanica da fratura com o uso da formulacao do MLPG-1 para problemas eldsticos. A
formulacdo da mecéanica da fratura ¢ introduzida através da aplicagcdo do MSF com
Fung¢do de Green Numérica especificamente para as regides do dominio com presenca de
trincas e o acoplamento com o MLPG-1, utilizado nas regides sob o regime elastico sem
trincas, ¢ realizado através de processos iterativos. Adicionalmente, ¢ feito um
comparativo entre as diversas técnicas de integracao dos subdominios do MLPG-1

supracitadas.

Algumas contribui¢des recentes para a aperfeicoamento do MQM, sobretudo
visando sua aplicacdo no EFG e MLPG de forma mais eficiente e estavel, precisam ser
citadas. Os trabalhos de L1 e LI [106] e L1 e WANG [107] propdem uma simples solugao
para aprimorar a estabilidade do MQM, resultando no Método dos Minimos Quadrados
Estabilizado (MQME) ou Stabilized Moving Least Squares (SMLS). MIRZAEI et al.
[108] apresenta o Método dos Minimos Quadrados Generalizado (MQMG) ou
Generalized Moving Least Squares (GMLS), onde sdo evitadas as derivadas das fungdes
de aproximagdo do MQM nas integragdes espaciais dos Métodos Sem Malha,
introduzindo ainda o conceito de derivadas difusas, que pode contribuir para uma
consideravel reducdo do custo computacional do MQM devido a simplificacdo da

execucao das derivadas das fungdes de aproximagao.

MEHRABI ¢ VOOSOGHI [109] apresentam uma modalidade do MQM que
permite a atualizacao recursiva das funcdes de aproximagao com a ampliagao do suporte
(e, consequentemente, da nuvem de pontos), conhecida como Método dos Minimos
Quadrados Moveis Recursivo ou Recursive Moving Least Squares (RLS ou RMLS).
Adicionalmente, WANG et al. [110] apresenta um processo de regularizacdo do MQM
para melhorias na estabilidade da aproximacdo, gerando o MQM regularizado ou
Regularized Moving Least Squares (RMLS). Este trabalho ainda propde uma versao do
MQM que garante a propriedade do Delta de Kronecker para as fungdes de aproximacao,
chamada de MQM Regularizado Interpolante (MQMRI) ou Regularized Improved
Interpolating MLS (IIMLS).
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Quanto ao uso de Métodos Sem Malha para problemas plasticos e viscoplasticos,
merece mengdo o trabalho de CHEN et al. [111] de 2004, onde 0 MGLM via MQM ¢
utilizado para a solugdo de problemas de Plasticidade Cléssica J» tridimensionais e planos
com propagagdao de fissuras. O trabalho de PENG et al. [112] (2011) propde uma
formulagdo em numeros complexos do MGLM para problemas elastoplasticos com a
adocdo do Método dos Minimos Quadrados com Varidveis Complexas (MQMVC) ou
Complex Variable Moving Least Squares (CVMLS). Esta variante do MQM, proposta
por CHENG e LI [113] e LIEW et al. [114] (2007), adota a representagdo em numeros
complexos para as grandezas vetoriais bidimensionais aproximadas, sendo adotada em

[112] sob a alegacdao de ganhos em precisdo frente ao MGLM via MQM tradicional.
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Capitulo 2 — Conceitos Basicos da Teoria

da Elasticidade

O estudo da Teoria da Plasticidade e Viscoplasticidade desenvolvido neste
trabalho toma como ponto de partida a formula¢do da Teoria da Elasticidade Linear,
conforme apresentada em TIMOSHENKO e GOODIER [115]. O objetivo principal deste
capitulo ¢ apresentar as equagdes de equilibrio e geométricas que serdo utilizadas
juntamente com as equagdes constitutivas elastoplasticas e viscoplasticas, que serdo
estudadas no préximo capitulo. Adicionalmente, algumas observacgdes acerca do estudo
de tensOes principais e invariantes do tensor de tensdes serdao ilustradas devido a sua

utilidade para o desenvolvimento deste trabalho.

Além da ndo-linearidade fisica oriunda dos efeitos da plastificagdo do material, a
formulacao adotada nesta pesquisa sera considerada geometricamente linear, sendo
associada ao sistema de coordenadas Lagrangianas. Deste modo, as equacdes diferenciais

de equilibrio e geométricas serdo consideradas lineares.
2.1 — Equacgoes de Equilibrio e Geométricas

O corpo deformavel estudado esté representado pelo dominio € e a sua superficie
externa pelo contorno I', conforme a figura 2.1. Todas as grandezas em estudo variam
de acordo com o vetor posi¢do x, relativo ao sistema de coordenadas Lagrangianas, € o
tempo t. O campo de deslocamentos ¢ denotado por u(x,t), ndo sendo admitidas

descontinuidades ao longo do dominio Q.
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X2

X4

Figura 2.1 — Corpo deformével de estudo

Para o dominio Q, as equagdes de equilibrio, que relacionam tensdes e

carregamentos, assumem a forma

o, (X,0)+b(x,1)=0 emQ (2.1)

onde ¢ ¢ o tensor de tensdes de Cauchy e b representa a forga de massa ao longo do
volume do corpo. A equacdo de equilibrio sugere a auséncia de forcas resultantes no
sistema além da inexisténcia de movimento de corpo rigido. Porém, em problemas
viscoplasticos, as tensdes e deformagdes sao transientes, o que ndo caracteriza um sistema
estatico. No entanto, o comportamento desta variacao temporal produz forgas inerciais
despreziveis, justificando a adog¢ao de equagdes de equilibrio estaticas. Desta forma, a
formulagdo de problemas viscoplasticos em equilibrio estatico recebe o nome de
formulagdo quasi-estatica. Para situacdes de movimento, as equagdes (2.1) recebem o

acréscimo das forcas de inércia, gerando a formulagdo dinamica
O-!-j’j(x,t)‘Fbl-(X,t):piii(x,t) em €2 (2 2)

onde p ¢ a massa especifica do corpo.
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Para o contorno I", as equacdes de equilibrio relacionam as forgas p aplicadas na

superficie com o estado de tensdes ¢ de acordo com a equagdo de Cauchy
o, (x,0)n;(x)=p,(x,1) emD’ (2.3)

onde n ¢ o vetor unitario normal a superficie I'. A equacdo de Cauchy pode ser aplicada
ainda em cada ponto x interno ao dominio Q para o célculo do vetor tensdo p em uma

faceta cujo vetor normal ¢ n.

As equacdes geométricas, que associam deformagdes e deslocamentos, sdo

apresentadas neste trabalho em sua forma linear
1
&;(x,1) = 5(%,/-("90 u, (x,0)) (2.4)

onde € ¢ o tensor de deformacdes especificas de Green-Lagrange.

Para garantir a unicidade da solucao do problema elastoplastico ou viscoplastico,
¢ necessario definir condi¢des de contorno e iniciais. As condi¢des prescritas no contorno

I'=T", UI', podem ser escritas como:

- Essenciais (deslocamentos prescritos):

u(x,t)=u(x,t) emr, (2.5)

- Naturais (forcas de superficie prescritas):

p(x,t)=p(x,t) eml, (2.6)
2.2 — Equacdes Constitutivas Elasticas

As equagdes constitutivas relacionam as tensdes e deformagdes, ou seja,
caracterizam a resposta em deformagdes provocada por carregamentos aplicados no corpo
deformavel. Estas equacdes compdem o principal tema de estudo deste trabalho, uma vez
que o comportamento elastoplastico e viscoplastico do material influencia justamente a
formulacao destas equagdes. De um modo geral, as relagdes constitutivas sao definidas

através de modelos cujos pardmetros sdo obtidos em ensaios de laboratdrio ou no campo.
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Adotando a hipdtese de material isotropico e homogéneo, as equacdes
constitutivas para materiais elasticos lineares sdo descritas pela Lei de Hooke

Generalizada para problemas tridimensionais

o, (X,0) = Cy, &, (X,1)

Ci/‘kl =G (5ik5jl + 5i15_/k ) + /1654‘/5/{1

2.7)

onde C ¢ o tensor isotropico de quarta ordem para materiais elasticos lineares (com todas

as simetrias associadas), A° e G sdo as constantes de Lamé e G ¢ chamado ainda de
modulo de elasticidade transversal (VILLACA e GARCIA [116]). A equagao (2.7) pode

ser escrita alternativamente como
0, (X,0) = 20,6, (X,0) +2G &, (x,1) (2.8)

As constantes de Lamé se relacionam com o modulo de elasticidade longitudinal

E e o coeficiente de Poisson v de acordo com as relagdes:

Ev

i) (2-92)
E

Para problemas isotrdpicos, pode ser conveniente dividir os tensores de tensdo e
deformacdo nas parcelas esférica e desviadora. A parcela esférica do tensor de
deformacdes ¢ responsavel pela variagdo de volume do corpo, sem distor¢cdes ou
mudancas de forma. Esta variagdo de volume ¢ provocada pela parcela esférica do tensor
de tensdes, também chamada de estado hidrostatico de tensdes. J& a parcela desviadora ¢
responsavel pela mudancga de forma do corpo sem mudanga de volume e ¢ provocada pela
parcela desviadora do tensor de tensodes. Esta divisao se mostra pertinente para o estudo
de materiais isotrdpicos elasticos, viscoelasticos, elastoplasticos e viscoplasticos, tendo
em vista que, para estes tipos de materiais, geralmente se observa comportamentos
diferenciados nas equagdes constitutivas para cada parcela, conforme sera visto no

proximo capitulo deste texto.
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Sendo 6 o tensor de tensdes esférico e S o desviador, estes se relacionam com o

tensor de tensdes ¢ da seguinte forma:

G, = %é;.jakk (2.10a)
1
S; =0y —551;% (2.10b)

Sendo € o tensor de deformagdes esférico ¢ e o desviador, estes se relacionam

com o tensor de deformagdes E da seguinte forma:

g =%a;,gkk (2.11a)
1
e; =& —gdygkk (2.11b)

Para materiais isotropicos, as relacdes constitutivas elésticas lineares separadas

para os efeitos esféricos e desviadores sdo escritas como

G, (X,1) =3KE,(X,1) (2.12a)
e
S, (x,1) =2Ge,(x,1) (2.12b)

onde K ¢ o modulo de dilatacdo volumétrica, que se relaciona com o moddulo de

elasticidade longitudinal e o coeficiente de Poisson de acordo com a relagdo

E

Combinando as equagdes de equilibrio (2.2), as equagdes geométricas (2.4) e as
equacdes constitutivas (2.8), obtém-se uma equacdo de governo que relaciona o campo
de deslocamentos diretamente com as forgas de massa, tendo como parametros as
constantes que definem as propriedades elasticas do corpo em estudo. O resultado das

operagdes ¢ conhecido como a equagdo de Navier, expressa a seguir:

26



Gu, ,(x,0)+(A°+Qu, ,,(x,1)+b,(x,1) =0 (2.14)

A equacdo constitutiva elastica (2.8), que foi utilizada para a obtengdo da equacao
de Navier, esta apresentada na sua forma mais geral para problemas tridimensionais. Para
problemas bidimensionais, nao sdo necessarias adaptagdes para o caso de estado plano de
deformacdes (EPD). Todavia, para o estado plano de tensdes (EPT), adotando uma

notag¢do indicial bidimensional, a equagao constitutiva eléstica (2.8) pode ser escrita como

e

16
1+
2G

o, (X,0) = 0,6 (X,1)+2Ge,;(x,1) (2.15)

Como se pode observar, o parametro G nao sofreu alteracao. Adotando G e v

como parametros para as relacdes constitutivas elasticas, a mudanga no parametro A°

pode ser computada através de uma adaptacao do coeficiente de Poisson na formulagao

original:

p=r (2.16)

l+v
Para as equacdes constitutivas separadas para as parcelas esférica e desviadora, a
adaptacao para o EPT (com notacdo indicial bidimensional) ¢ efetuada através da

substitui¢do do parametro K da equacao (2.13):

o, (X,1) =3KE;(x,1)+2Ge, (x,1)

_E (2.17)
K_3(1—v)

Nos problemas elastoplasticos e viscoplasticos, as equacdes constitutivas elasticas
apresentadas anteriormente sao substituidas pelas relagdes que regem os modelos da
Teoria da Plasticidade, conforme apresentacao do capitulo 3. As equagdes de equilibrio e

geométricas apresentadas neste capitulo serdo mantidas.
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2.3 — Tensoes Principais e Invariantes do Tensor de Tensoes

O objetivo deste item ¢ apresentar alguns resultados uteis para o desenvolvimento
da formulagdo da Teoria da Plasticidade. As tensdes principais do tensor de tensodes

tridimensional podem ser definidas através do problema de autovalor

(2.18)
onde o, ¢ a tensdo principal e n ¢ o vetor unitario da diregdo principal correspondente.

Do ponto de vista da equagdo de Cauchy (2.3), a diregdo principal n é o vetor
normal a faceta cujo vetor tensdo p correspondente possui a mesma direcdo da normal a
faceta. Consequentemente, o procedimento para o célculo das tensdes principais resulta

na equagao polinomial de terceiro grau
det(o, ~0,6,)=0=> 0y — 1,07 1,0, — 1, =0 (2.19)

onde I1, I> e I3 sdo os invariantes do tensor de tensdes, definidos a seguir:

I, =0, =36 (2.20a)
Ja e 2.20b
2 _E(O-g'jaji —14 ) (2.20b)
1 1 3
I, = det(ag./) :gé,ijkéllmno-ilo-jmo-kn = g(o_j/‘o_jko-ki -3L1, -1, ) (2.20c)

onde { ¢ o tensor de permutagdo de Levi-Civita de terceira ordem (equagdo (1.4)). Os

invariantes sdo assim chamados porque possuem o mesmo valor independentemente do
sistema de coordenadas ortonormais escolhido, ou seja, sdo grandezas que caracterizam
o estado de tensdes. O invariante [; representa o proprio estado hidrostatico de tensdes e,

portanto, define completa e isoladamente a parcela esférica do tensor de tensoes.

Alternativamente, os invariantes podem ser escritos em fun¢do das tensdes

principais o,, o, € o, que sdo as solugdes de (2.19):

I,=0,+0,+0, (2.21a)
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I, = —(0'102 +0,0; +O'20'3) (2.21b)
I, =o,0,0, (2.21c¢)

Como o tensor de tensdes estudado nesta pesquisa ¢ simétrico, o Teorema

Espectral garante que este tensor pode se definido através das tensdes principais como
3
6=) oh, ®n, (2.22)

onde cada vetor unitario n, representa a diregdo principal associada a tensdo principal o,

, formando uma base tridimensional ortonormal dos vetores correspondentes as dire¢des

principais, sendo, portanto, chamados de eixos principais de tensao.

Como a formulagdo da Teoria da Plasticidade costuma atribuir comportamentos
diferentes as parcelas esférica e desviadora das relagdes constitutivas, torna-se
conveniente o estudo das tensdes principais do tensor desviador de tensdes (visto que as
conclusdes acerca das tensdes principais do tensor esférico sdo imediatas). Aplicando o
mesmo problema de autovalor (2.18) para o tensor desviador de tensdes, obtém-se a

equacao
Se—J,S;—J,8,~J,=0 (2.23)

onde Sy € a tensdo desviadora principal e Ji, J2 € J3 sdo os invariantes do tensor desviador

de tensdes, calculados a partir das equagdes (2.20):

J,=8,=0 (2.242)
_! )1 2.24b
J, _E(Sijs_/[ ~J, )—ESUS].[ (2.24b)
1 N
J, = g(sﬁsjks,d ~3J,J,-J} )= 35S (2.24c¢)

Igualmente util ¢ a representagdo de J» em fungdo das tensdes principais, relativas

tanto ao tensor de tensdes totais quanto ao tensor desviador:
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=5 (8148248 = (@ -0) +(oi -0 +(02-0n) ) 229

Outra conclusdo conveniente pode ser obtida escrevendo a solug¢do de (2.23) na

seguinte forma (NAYAK e ZIENKIEWICZ [117]):

S, = Asenc (2.26)
Substituindo na equacao (2.23), obtém-se

3
(%/P _JZAJ sena —ATsen3aS =J, (2.27)
Anulando o coeficiente de sena, , obtém-se a expressdo para o coeficiente A e

consequentemente o resultado para o :

3/2
—ZSOtszlsen_l —ﬁ i SZ (2.28)
6 3 2 6

O parametro «g, por vezes chamado de angulo polar de desvio, ¢ um invariante

associado exclusivamente ao tensor de tensOes desviadoras. Finalmente, as tensdes

desviadoras principais podem ser escritas da seguinte forma:

S, =2 /%Sen (aS +27ﬂ(nsk —1)), k=1,2,3 (2.29)

Na equacao anterior, ns ¢ um vetor cujas componentes podem assumir os valores
1, 2 ou 3 em ordem aleatoria e sem repeti¢ao, para manter genérica a ordenacao das
tensdes desviadoras principais. Considerando que qualquer dire¢do ¢ principal para o
tensor de tensdes esféricas, pode-se concluir que as direcdes principais dos tensores de
tensdes desviadoras e totais sao coincidentes. Adicionalmente, cada tensao principal pode

ser separada nas parcelas esférica e desviadora:
o,=c+S,, k=123 (2.30)

Para finalizar este subitem, uma tltima conclusdo se mostrara uma ferramenta ttil

no proximo capitulo. A obtencdo da tensdo cisalhante maxima atuante em um ponto

30



material pode ser obtida de maneira imediata através da representagdo do estado de
tensdes em circulos de Mohr. Considerando uma ordenagdo genérica das tensdes
principais, pode-se escrever a tensao cisalhante maxima de um estado de tensdes da

seguinte forma:

1

,—|O‘1 —0;
2

1 1
T oax =Max(5|0'1 -0, ,§|02 —030 (2.31)

Das equagdes (2.29) e (2.30), pode-se escrever a equagao anterior atraveés das

tensoes desviadoras e, consequentemente, através da formulacdo em fungdo de o :

T = Max(aSl -3,

1
aE|S1_S3

,%|S2 —S3|j:\/J_ZcosaS (2.32)

A tensdao normal atuante na faceta de tensdao cisalhante maxima € obtida

igualmente através dos circulos de Mohr e da formulacdo em fun¢do de o :

Oy, =0 —, /%Senas (2.33)

Diante do exposto, ¢ possivel concluir que o tensor de tensdes desviadoras pode

ser completamente definido pelos invariantes J2 e J3 ou J2 e «;, ao passo que o tensor

esférico ¢ definido pelo invariante I;.
2.4 — Energia de Deformacao Elastica

A energia de deformacao por unidade de volume para um material elastico linear

pode ser definida como

Uzlae

SOy (2.34)

Utilizando as equagdes (2.10) a (2.12), obtém-se o seguinte resultado para

materiais isotropicos:

112 + JZ

= —= 2.35
18K 2G (233)
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Logo, para materiais isotropicos, a energia de deformacdo pode ser dividida nas
parcelas esférica e desviadora, que também ¢ chamada de energia de distor¢do. A
importancia destes conceitos para esta pesquisa reside no fato de que, para certos
materiais, a transi¢ao do regime elastico para o plastico esta relacionada com a quantidade
de energia de deformagdo por unidade de volume que um corpo ¢ capaz de armazenar.
Consequentemente, limitacdes da energia de deformagdo definem diversos critérios de

escoamento, conforme sera visto no proximo capitulo.
2.5 — Tensao Octaédrica

Por motivo de conveniéncia, define-se a tensdo octaédrica de um ponto material
como sendo a tensdo na faceta cujo vetor normal unitario n forma angulos iguais com os
eixos principais de tensdo. Deste modo, utilizando o sistema de coordenadas definido
pelos eixos principais de tensdo (equagao (2.22)) e aplicando a equacao de Cauchy (2.3),

obtém-se
(2.36)

onde p°* ¢ o vetor tensdo octaédrico, associado a faceta chamada de plano octaédrico,

cujo vetor normal associado n°*t define o eixo octaédrico. Este vetor pode ser escrito

oct oct

através das componentes octaédricas normal o, e cisalhante o, relacionadas ao plano

octaédrico. Aplicando a equagdo (2.25), tem-se o seguinte resultado:

oct oct _oct

Oy =p 1y =0=

Como ¢ possivel perceber nas equacdes (2.37), a componente octaé¢drica normal

(2.37)

oct

P

2 _ oct 2 oct 2 oct __ 2J
=\Oy +O'T :>O'T = 52

¢ funcdo apenas das tensdes esféricas, enquanto a componente octaé¢drica cisalhante ¢
dependente apenas das tensdes desviadoras. Este resultado possibilita uma série de
interpretacdes graficas acerca do estado de tensdes de um ponto material, conforme sera

visto no proximo item.
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2.6 — Espaco de Haigh-Westergaard

O espaco de Haigh-Westergaard (WESTERGAARD [118]) ou espago das tensdes
principais € uma representagdo grafica tridimensional de um estado de tensdes cujo
sistema de coordenadas ortonormais € constituido pelos eixos principais de tensdo.
Conforme apresentado na equagao (2.22), o estado de tensdes de um ponto material pode
ser completamente definido através das tensdes principais. Deste modo, o tensor de

tensdes ¢ pode ser representado no Espago de Haigh-Westergaard através do ponto

P(01,02,0'3), cujas coordenadas sdo as tensdes principais (figura 2.2a), e através do

vetor p_, definido da seguinte forma:

p, =3 o, (2.38)

O3 O3

Eixo octaédrico
#

g
#

Po1 P(g+1,02,03)
e

- &{‘.}
po & - { -.,:E)_UT P(O-'l ’02’03)
_// 03 0,1 0-2 i //‘\\1_299/ /\\
. ../ / 02 : . S

(a) (b)
Figura 2.2 — (a) Espago de Haigh-Wetergaard; (b) Plano 7

Aproveitando os resultados do item anterior, pode-se escrever o vetor p_ nas suas

componentes normal e cisalhante com rela¢do ao plano octaédrico:

: : 1
po :poN +p6]‘ :O_X]ct\/gnoct +O_;ct\/§voct :_1noct + 2J2 Voct (239)

NG
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Na equagao anterior, v°¢* ¢ um vetor unitario perpendicular ao vetor octaédrico,
sendo, consequentemente, um vetor pertencente ao plano octaédrico. Portanto, variagdes

na tensdo esférica ndo geram qualquer variagdo na componente do vetor p_ projetada no

plano octaédrico.

No espago tridimensional de Haigh-Westergaard, pode-se utilizar ainda uma
representacao bidimensional através de planos paralelos ao plano octaédrico. O plano
com esta caracteristica onde a tensdo esférica ¢ nula ¢ comumente chamado na literatura
de plano 7 (MENDELSON [49]). Por ser perpendicular ao vetor octaédrico, a proje¢ao

do vetor p_ no plano 7 apresenta apenas as tensdes desviadoras do tensor de tensdes,
conforme representagdo do vetor p_, na figura 2.2b. Esta conclusdo ¢ muito 1til para a

representacao grafica de critérios de escoamento, conforme sera visto no capitulo 3.

Para descrever mais detalhadamente a representagdo do vetor p_, no plano =, ¢é
necessario equacionar o vetor v, sendo promissora a ado¢do do angulo a; como
parametro, dada a sua relagdo com as tensdes desviadoras. Para tanto, sdo definidas trés

dire¢des representadas pelos vetores v, :(—\/5/2;\/5/2;0), v, =(0; —\/5/2;x/§/2) e
vV, = (\/5 / 2;0; 2 / 2) , todos pertencentes ao plano 7, conforme representacao da figura

2.3. De posse das equagdes (2.29), (2.30) e (2.39), a projecdo de p_, em cada vetor vk
(k=1,2,3) pode ser definida como

Por Vi =+/27, %sen(%(nsa —ns, )jcos(as +%(nsa +ns, —2)) (2.40)

onde a e b sdo numeros inteiros diferentes entre si variando entre 1, 2 € 3 € o vetor ns € o

mesmo da equacdo (2.29). A adocdo do angulo g sugere a reparti¢do do plano 7 em 6

regides, dado o intervalo de variagdo do mesmo (ver equagdo (2.28)) e as possiveis
combinagdes dos inteiros a € b. Cada uma destas regides estd associada a um vetor vk
(k=1,2,3) ou a sua respectiva reflexdo -vk, dependendo da disposicdo em ordem
decrescente das tensdes desviadoras principais Si, Sz € S3, conforme figura 2.3. A equagao

(2.40) resulta, portanto, na relagdo
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PorV, =127, cos(as +2T7[(k—1)j (2.41)

O ™™

S

(S2>S3>S1)

REGIAO -V1

——

—— REGIA

"

"

(OF]

Figura 2.3 — Plano 7 com 3 estados de tensdo P1, P2 e P3, localizados respectivamente

Pm” =R, =,/2J, ,sendo J, o2°invariante do tensor

nas regioes vi, v2 € v3 € com

de tensdes desviadoras para cada estado de tensdo (k=1,2,3)

2.7 — Termodinamica dos Materiais Elasticos

O presente item discorrera de forma resumida sobre o carater termodinamico do
comportamento dos materiais elasticos. Posteriormente, os conceitos e formulagdes

apresentados aqui se mostrardo uteis para o estudo da Teoria da Plasticidade. O texto
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apresentado a seguir tem como referéncia principal os trabalhos de LUBLINER [46] e

LITTLE et al. [3].

Para o desenvolvimento deste item, serd considerada a equagdo de equilibrio
dindmico (2.2), para uma maior generalizagdo. Define-se inicialmente o campo de

velocidades de um corpo como sendo a derivada com relagdo ao tempo do campo de
deslocamentos, ou seja, v, (X,t) =1, (x,7). Para simplificar a notagdo, as dependéncias do

vetor posi¢ao e do tempo serdo omitidas. A energia cinética de um corpo pode entdo ser

definida como:

U, = % [ pryae (2.42)
Q

E importante destacar que, devido a deformacao do corpo, as grandezas p e dQ2
sdo varidveis, o que ndo ocorre com o produto pdQ, devido a hipotese de conservagio

da massa, aspecto que devera ser considerado ao derivar as integrais a seguir em relagao
ao tempo. A poténcia externa pode ser definida em funcdo do carregamento externo

atuante no corpo:

P, = [ pvdT+[bydQ (2.43)
r Q

Aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss e a equagao de Cauchy (2.3),

obtém-se:

ext ij i

P, =[((oy,+b)vi+o,v,,)dQ (2.44)

Finalmente, define-se a poténcia de deformacao Py como:

P =P, -U, (2.45)

ext

Substituindo as equagdes (2.42) e (2.44) na equagao (2.45), aplicando a equacao
de equilibrio dindmico (2.2) e a derivada da equacdo geométrica (2.4) com relacao ao

tempo e tirando proveito da simetria do tensor de tensdes, tem-se:
P, = 0,4,dQ (2.46)
Q
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A figura 2.4 mostra o corpo de estudo submetido a fontes de energia térmica,
sendo r(x,t) a fungdo escalar por unidade de volume que representa a taxa de calor
proveniente de fontes localizadas no interior do dominio e q(x,t) ¢ a funcao vetorial por
unidade de area que representa o fluxo de calor no sentido de dentro para fora do corpo
ao longo do contorno (superficie externa) do mesmo, constituindo uma condigdo de
contorno que indica a influéncia da troca de calor com sistemas externos ao dominio do

corpo estudado.

Xz N,/ 4

X1

Figura 2.4 — Fontes de calor aplicadas ao corpo de estudo

A taxa de calor interno no corpo pode ser escrita como:

P, = [ prdQ—[ gndT (2.47)
Q r

A Primeira Lei da Termodinamica afirma que a taxa de variagao da energia interna
do corpo U € igual a taxa de variagdao do calor adicionado ao corpo somada a taxa de

trabalho realizada sobre o corpo, o que resulta na expressao

. d
U, = E;[pu]dQ =P +P, (2.48)

onde u; € a energia interna por unidade de volume ou densidade de energia interna.

Aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss na equagao anterior, obtém-se o

seguinte resultado:
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[(pii; +,,— pr—0,¢,)dQ=0 (2.49)

) i

A equacdo acima representa a conservagao de energia global. Admitindo-se que o
dominio de integracdo ¢ arbitrario, pode-se escrever a equacdo que representa a

conservagao de energia local:
pu; +q,,—pr—o,;&,=0 (2.50)

Os materiais elasticos sdo essencialmente caracterizados por estados locais de
equilibrio termodinamico. Aplicando a Segunda Lei da Termodinamica sob a dtica da
desigualdade de Clausius-Planck, ou seja, considerando que a variagao de entropia em
um processo entre dois estados de equilibrio termodindmico nunca ¢ negativa, pode-se

€Screver:
ijpndgzijpsdg—jﬁdg+j%dr>o (2.51)
dt) dt?, 2T LT

onde s ¢ a densidade de entropia total interna ao corpo, 77 € a densidade de entropia

efetivamente produzida pelo corpo ¢ T ¢ a temperatura absoluta associada ao ponto

material, conforme defini¢ao

_ Os

T'=—
Ou,

(2.52)

Vale salientar que, conforme exposto na equacgdo (2.51), a variacdo de calor
provocada por uma fonte (representada por q e r) contribui negativamente para a entropia

total efetivamente produzida pelo corpo.

E conveniente associar a distribuicdo de temperatura ao longo do corpo através do

gradiente de temperatura ¢(x,7):
4=T, (2.53)
Aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss na equagao (2.51) e apoiando-se

no fato de que o volume de integragdo Q ¢ arbitrario, obtém-se a formulacao local para
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a producdo de entropia, sendo conhecida como a versdo local da desigualdade de

Clausius-Duhem:
ps+T7"(q,, —pr)+qi(T_l)i >0 (2.54)

Uma vez introduzido o conceito de entropia, segue a definicdo da energia livre de

Helmholtz, que representa a parcela da energia interna associada a produgao de trabalho:
h=u,—Ts (2.55)

De acordo com a hipotese de materiais elasticos, as grandezas de estudo c;,5q
e us sdo consideradas dependentes das deformagdes ¢, da temperatura absoluta T e do

gradiente de temperatura ¢, sendo estas variaveis relativas ao estado de equilibrio

termodinamico local vigente. A adog¢do desta ultima variavel se justifica pela introducao
da mesma no equacionamento do problema através da relacao constitutiva (2.53), o que,
pelo Principio da Equipresenca (TRUESDELL e TOUPIN apud LITTLE et al. [3]),
acarreta a introdu¢do da varidvel no problema como um todo. A adocao deste seleto grupo
de variaveis ¢ fundamental para o entendimento do conceito de materiais elasticos e do

que os diferencia dos materiais ineldsticos em geral.

Deste modo, pode-se aplicar a regra da cadeia na energia livre de Helmholtz da

seguinte forma:

h:ﬁgﬁ@hﬂ@ (2.56)
os, ' OT  0g,

Aplicando as equagdes (2.50), (2.55) e (2.56) na desigualdade (2.54) e

considerando ainda que a temperatura absoluta T é sempre positiva, obtém-se:
Oh . oh : oh ). q@
-\ p—-0o, |&,—p| —=+s|T—| p— | ————20 2.57
(pae,, ,,J,, p(aT j (paéjcé T (2.57)

Na equacdo anterior, as expressdes dentro dos parénteses sao independentes das
suas correspondentes expressdes multiplicadas fora dos parénteses. Além disso, estas

grandezas fora dos parénteses sdo independentes entre si. Deste modo, para manter a
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desigualdade, as expressdes dentro dos parénteses devem ser identicamente nulas, o que

gera o seguinte resultado:

o, = ,0ﬂ (2.58a)
6517
s = —% (2.58b)
oT
% =0 (2.58¢)
99,
qi¢i >
—=L1>0 2.58d
T ( )

Da equacao (2.58c), conclui-se que a energia livre de Helmholtz independe do
gradiente de temperatura. Da equagdo (2.58a), conclui-se, portanto, que o estado de

tensdes no regime elastico depende somente das deformagdes e da temperatura.

Deste modo, do ponto de vista termodindmico, os materiais elasticos se

caracterizam pelo fato de que o estado de tensdes o, depende exclusivamente das
deformagbes ¢, e da temperatura absoluta T relativas ao mesmo estado,

independentemente do processo ao qual o corpo foi submetido para atingir este estado,
caracterizando um difeomorfismo® que justifica a reversibilidade das deformagdes
elasticas. Estas variaveis sdo, portanto, variaveis de estado e definem um determinado
estado local de equilibrio termodindmico que independe das grandezas relativas a estados

anteriores. Deste modo, pode-se escrever:
o, (x.1)=0, (8kl(x,t),T(x,t)) (2.59)

Adicionalmente, as demais grandezas em estudo (s, q € ur) dependem tao somente
das deformagdes e temperatura absoluta relativas ao estado vigente. Estas grandezas,
juntamente com o estado de tensoes, sdo ditas fungdes de estado, pois estdo associadas

unicamente as variaveis de estado ¢, ¢ T. As equagdes que relacionam as fungdes de

2 Em Topologia Diferencial, um difeomorfismo entre duas variedades diferencidveis M e N é uma bijec3o
diferenciavel f: M — N cuja inversa f~! também é diferenciavel.
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estado e as varidveis de estado sdo chamadas de “equacdes de estado” ou “equacdes

constitutivas” (HORSTEMEYER e BAMMANN [5]).

A energia livre de Helmholtz ¢ entdo definida de maneira unica para um estado

local de equilibrio termodinédmico elastico em fungdo das variaveis de estado &, e T.

Expandindo a fun¢@o da energia livre de Helmholtz # em Série de Taylor até os termos
de segunda ordem e admitindo a inexisténcia de tensdo residual, obtém-se, a partir da
equagao (2.58a), a formulagdo geral da equacdo constitutiva elastica linear, conhecida

como a Lei de Hooke generalizada:
0, (x,0)=Cy, (£,(x.0)~ ) AT (x,1)) (2.60)

onde o tensor C ¢ definido segundo a equagdo (2.7), AT =T —T representa a variagdo de
temperatura com relacao a um referencial To e ajT ¢ o tensor que equaciona a dilatacao

térmica do material.

Como tensdes, deformagdes e temperatura formam um estado termoeléstico
independente dos demais, € possivel afirmar que, para materiais elasticos, as deformacdes
podem ser escritas em funcdo das tensdes e temperatura, ou seja, as relacdes (2.58a),

(2.59) e (2.60) podem ser invertidas:
g (x,1)=¢, (Jk,(x,t),T(x,t)) (2.61a)
&, (x,1)=Cuo, (x,0)+a;  AT(x,1) (2.61b)

Os materiais inelésticos, por outro lado, possuem relagdo tensdo-deformagdo
dependente de varidveis adicionais, chamadas na literatura simplesmente como “variaveis
internas” (LUBLINER [46]). Como exemplos destas variaveis, pode-se destacar o
historico de deformagdes, ou seja, as deformacdes em estados anteriores ao vigente, as
deformacdes plasticas ou viscoplasticas, entre outros aspectos que podem, inclusive,
conferir carater irreversivel ao processo de deformagao. O estudo destas variaveis e suas

respectivas relagdes evolutivas sera realizado no préximo capitulo.
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Capitulo 3 — Teoria da Plasticidade

Este capitulo se encarregara de apresentar os principais conceitos acerca da Teoria
da Plasticidade, objetivando a construcdo de toda a formulacdo necessaria para
caracterizar os modelos elastoplasticos e viscoplasticos que serdo estudados ao longo

desta pesquisa.

O texto apresentado a seguir toma como base as formulagdes tedricas apresentadas
por diversos autores com vasta experiéncia de pesquisa em Teoria da Plasticidade,

destacando PRAGER [15], LUBLINER [46], LITTLE et al. [3], entre outros.
3.1 — Modelos Elastoplasticos e Viscoplasticos Unidimensionais

Para a confec¢ao de modelos elastoplésticos e viscoplasticos unidimensionais, que
relacionam a tensao o ¢ a deformagao ¢, serdo definidos trés modelos basicos, conforme

figura 3.1.
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Figura 3.1 — Elementos basicos da Teoria da Plasticidade: (a) So6lido elastico; (b) Fluido

viscoso; (¢) Fricgao

O Modelo de solido elastico (figura 3.1a) ¢ regido pela Lei de Hooke, conforme

equacao
o=Ee (3.1)

onde £ ¢ o Modulo de Elasticidade. Desta forma, a deformacdo se desenvolve
proporcionalmente ao carregamento imposto. Cessada a aplicagdo do carregamento, o
corpo retorna a configuracao original, ou seja, a deformacdo se anula, o que ¢ um

comportamento esperado para um modelo elastico.

O Modelo de fluido viscoso (figura 3.1b) ¢ um modelo reoldgico que segue a Lei
de Newton da Viscosidade, tendo como inspiragao o estudo de fluidos newtonianos. Neste
modelo, a tensdo € proporcional a taxa de variagdo da deformagdo ao longo do tempo, o

que resulta na equagao constitutiva

o =yE (3.2)
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onde y ¢ uma constante de proporcionalidade que pode ser definida como moédulo de

viscosidade. A relagdo constitutiva para o elemento de fluido viscoso ¢ apresentada e
estudada neste trabalho na sua forma linear, o que ndo impede a proposi¢ao de

formula¢des nao lineares.

O modelo de fluido viscoso ndo admite deformacao inicial quando carregado
tampouco permite descontinuidades na deformacdo a medida que o carregamento varia.
Aplicando um historico de carregamento ao modelo, a deformacdo se desenvolve
gradativamente ao longo do tempo. Os arranjos entre elementos de solido elastico e fluido
viscoso produzem modelos viscoelasticos com os correspondentes fendmenos de

deformagcio lenta e relaxacdo, conforme andlise apresentada em FLUGGE [23].

O Modelo de fric¢ao (figura 3.1c) ¢ também conhecido como modelo
perfeitamente plastico e se encarrega justamente da modelagem da plastificagdo de
materiais. Explorando o conceito de atrito entre duas superficies, este modelo permite

deformagdo apenas quando a tensdo atinge o limite o,, chamado de tensdo de

escoamento para o caso de modelos plasticos. A partir deste estdgio, o modelo desenvolve

sua deformacdo sem permitir tensdes acima da tensao de escoamento, representando,

portanto, o deslizamento entre duas superficies. A deformacao resultante ¢” ¢ chamada
de deformacdo plastica e ndo desaparece com a retirada do carregamento.
Consequentemente, pode-se equacionar o comportamento anteriormente definido da

seguinte forma:

0,0<0,
= (3.3)
e’ #0,0=0,

Os modelos elastoplasticos mais simples podem ser obtidos através de arranjos
entre elementos regidos pelos modelos de solido elastico e friccao. A adicdo de elementos
de fluido viscoso aos arranjos introduz um comportamento viscoplastico, conferindo
carater transiente ao modelo. Estes elementos podem ser agrupados em série, em paralelo
ou em combinagdes diversas de maneira a aumentar o numero de parametros que definem

a complexidade do modelo constitutivo do material.

A seguir, serdo apresentados alguns modelos elastoplasticos e viscoplasticos que
serdo estudados ao longo deste trabalho. Apesar da simplicidade, estes modelos sdo
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perfeitamente capazes de reproduzir o comportamento esperado de materiais no regime

plastico. Como estes modelos admitem deformagdes elasticas £° e plasticas &7, pode-se

escrever a deformacgao total £ do modelo da seguinte forma:
e=&+¢’ (3.4)
Todos os modelos apresentados possuem trés caracteristicas fundamentais:

¢ Quando carregado, enquanto a tensdo ¢ inferior a tensdo de escoamento, o
material possui comportamento elastico linear regido pela Lei de Hooke,
ou seja, desenvolve apenas deformagdes elasticas;

e Com o aumento do carregamento, para tensdes superiores a tensdao de
escoamento, o material assume comportamento pléstico, ou seja, passa a
desenvolver deformagdes plasticas, podendo ainda desenvolver
deformacdes elésticas adicionais;

e Com o descarregamento, o material retorna ao regime elastico e a
deformagdo elastica diminui até desaparecer, o que ¢ esperado para um
comportamento elastico. Em contrapartida, a deformacgdo plastica ¢

permanente.

A irreversibilidade da deformacao plastica pode ser justificada, por exemplo,
pelos deslocamentos entre os atomos que compdem a estrutura quimica do material,
quebrando as ligagdes existentes e criando outras, ou os deslocamentos entre particulas
de solo. O comportamento plastico ¢ modelado pelo elemento de friccdo e pode ser
interpretado como uma dissipagdo de energia de deformacdo, o que ndo ocorre no
comportamento elastico. Os fenomenos fisicos e quimicos associados a plastificagdo de

materiais sao amplamente discutidos em LUBLINER [46].
3.1.1 — Modelo Elastico Perfeitamente Plastico

O modelo de material eldstico perfeitamente plastico (figura 3.2) se caracteriza

por um comportamento linear eléstico até que o material atinja a tensdo de escoamento

o, (ponto B), desenvolvendo uma deformagao elastica ¢° no processo do trecho AB.

Apos este ponto, o material se deforma plasticamente e nao sdo admitidos aumentos de

tensdao, produzindo assim um trecho horizontal no grafico que relaciona tensdo e
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deformagdo que ¢ comumente chamado de patamar de escoamento. Este patamar ¢é
garantido pelo elemento de friccdo, que também ¢ responsavel por toda a deformagao

pléstica desenvolvida.
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Figura 3.2 — Modelo elastico perfeitamente plastico: (a) no regime elastico (trecho AB);

(b) no regime plastico (trecho BC); (c) grafico tensdo x deformagao

Considerando um descarregamento apds uma deformacao plastica ¢” (ponto C),
o material perde a deformagdo elastica (trecho CD), sendo a deformacdo plastica
permanente. Com uma nova aplicagdo do carregamento, o material recupera a deformacgao
elastica até atingir novamente o patamar de escoamento, desta vez percorrendo o trecho
DC. A partir deste momento, o material acumula uma deformagao plastica adicional ao

valor obtido no primeiro ciclo de carregamento.

O modelo elastico perfeitamente plastico, embora simplificado e limitado, ¢
adotado por diversas normas técnicas como o comportamento constitutivo tedrico do ago
utilizado na construcao civil, sendo, portanto, amplamente considerado no projeto de

estruturas de concreto armado, por exemplo.
3.1.2 — Modelo Elastoplastico Bilinear

O modelo elastoplastico bilinear (figura 3.3) considera, diferentemente do modelo
elastico perfeitamente plastico, que existe aumento de tensdo apds o material atingir o

limite de escoamento o, 0 que caracteriza um processo conhecido na literatura como

endurecimento ou encruamento LUBLINER [46]. No caso do modelo bilinear, como este
aumento de tensdo ¢ linear com relagdo a deformacgdo, este modelo pode também ser

chamado de elastoplastico com endurecimento linear.
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Figura 3.3 — Modelo elastoplastico bilinear: (a) no regime elastico (trecho AB); (b) no
regime pléstico (trecho BC); (c¢) ao final do 1° ciclo de carga, completamente

descarregado (ponto D); (d) grafico tensdo x deformacao

Olhando para o arranjo figura 3.3, ¢ possivel perceber que a associagdo em
paralelo entre os elementos de solido elastico e de fric¢do € responsavel pela deformagao
plastica ao passo que o elemento de solido elastico ligado em série ao conjunto ¢
responsavel pela deformacgdo elastica. Logo, pode-se escrever a seguinte relacao

constitutiva:
c=Es =E(s-¢") (3.5)

Considerando um aumento de carga ap0s o alcance da tensdo de escoamento o,

, ou seja, percorrendo o trecho BC do grafico (arranjo da figura 3.3b), admite-se a seguinte

evolugdo da deformacao pléstica:
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o—-o,=H'¢" oc>0 3.6
Yo YO0

Esta equagdo ¢ consequéncia direta do arranjo em paralelo do elemento de fricgao
com um elemento de solido elastico cujo modulo de elasticidade ¢ H’. O parametro H’ ¢
chamado de Mddulo de Endurecimento Plastico e ¢ responsavel por definir como a
deformacdo pléstica varia em funcdo do aumento de tensdo. Apesar de H’ ser constante
no caso de modelos elastoplasticos bilineares, pode-se definir este parametro de forma
mais geral como sendo a tangente ao grafico da tensao total em fun¢do da deformacgao

plastica:

H'= j; (3.7)

Deste modo, em casos mais gerais, ¢ possivel substituir o sélido elastico ligado
em paralelo ao elemento de friccdo por um modelo nao linear, o que logicamente
conferiria um carater nao linear ao fendémeno de endurecimento plastico. Adicionalmente,
a formulacdo do modelo elastico perfeitamente plastico pode ser obtida fazendo H’ = 0,

ou seja, eliminando qualquer efeito de endurecimento.

E importante ainda salientar que, como o modelo bilinear permite aumentos de
tensao durante o regime plastico, o material continuara a desenvolver deformagdes
eldsticas juntamente com as plasticas, como € possivel observar pelo arranjo do modelo.
Na pratica, conforme pode ser observado no grafico da figura 3.3d, o endurecimento
linear pode ser interpretado como uma redug¢ao no modulo de elasticidade efetivo do
material para um valor Et, chamado moddulo elastoplastico tangente. Este mddulo
relaciona a variagdo de tensao a variagdo da deformacao total (seja ela elastica ou plastica)
apos o escoamento do material. Deste modo, o aumento linear de tensdo no regime

pléstico ¢ caracterizado pela seguinte expressao:

a—am:ET(g—“ng,mam (3.8)

Das equacgoes (3.5), (3.6) e (3.8), tem-se o seguinte resultado:

H'= EE—EITE (3.9)
T
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Supde-se agora que, apods atingir o ponto C, o material sofre descarregamento,
percorrendo o trecho CD do grafico da figura 3.3d. Neste caso, o processo de plastificacdo
¢ interrompido e a deformacao plastica acumulada permanece inalterada. O material ¢
entdo regido unicamente pelo solido eldstico de moédulo de elasticidade E, ou seja, o
material volta ao regime elastico e perde a deformacdo eldstica acumulada. Como a
deformacao pléstica permanece inalterada, uma tensao residual Ao = H'¢” é mantida no
elemento de solido elastico no arranjo em paralelo para ndo violar a relagdo constitutiva.
Ao atingir o ponto D, ou seja, com a remog¢ao completa do carregamento, o elemento de
fricgdo possuird a mesma tensdo residual com sentido oposto para garantir a anulagdo

completa da tensao resultante no modelo, conforme pode ser visto na figura 3.3c.

Considerando que ocorra um novo carregamento, o material desenvolvera uma
deformacao elastica percorrendo o trecho DC, Neste caso, observa-se pela figura 3.3c
que, para ativar novamente o elemento de friccao e reiniciar o processo de plastificacao,

este elemento devera voltar a ser submetido a tensdo de escoamento o, , 0 que significa
que uma tensdo o =o,,+Ac deverd ser aplicada ao modelo. Consequentemente, a

transi¢do entre os regimes eldstico e plastico no novo ciclo de carregamento ocorrera em

uma tensdo superior a oy, , que foi responsavel pela plastificagdo no primeiro ciclo.

Como pode ser visto no grafico da figura 3.3d, esta nova tensdo que reativa a
plastificagdo, que pode ser interpretada como a tensao de escoamento para o ciclo de
carga vigente, ¢ justamente a tensdo maxima atingida no regime plastico no ciclo de carga
anterior (ponto C para o primeiro ciclo). Este fendmeno ¢ consequéncia direta do
endurecimento plastico e esta associado a irreversibilidade da plastificagdo do material,
sendo fungdo da deformacdo pléstica. Deste modo, para o modelo bilinear, pode-se
escrever a tensao de escoamento para um determinado ciclo de carregamento em fungao

da deformagao plastica acumulada:

oy(&")=0y,+H's" (3.10)

49



3.1.3 — Modelo Elastico Viscoplastico

O modelo elastico viscoplastico da figura 3.4, chamado simplesmente de
viscoplastico neste texto, considera que a deformacdo no regime plastico ¢ variavel ao
longo do tempo. Embora seja o modelo viscoplastico mais simples, o arranjo proposto ¢
perfeitamente capaz de reproduzir o fendmeno de fluéncia intrinseco ao comportamento
deste tipo de material. A dependéncia do tempo ¢ a principal caracteristica que separa os
modelos viscoplasticos dos puramente elastoplasticos como os dois modelos

apresentados anteriormente.
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Figura 3.4 — Modelo viscoplastico: (a) no regime plastico; (b) grafico tensao-

deformacao

Observando a figura 3.4, verifica-se que o elemento de solido eléstico ¢
responsavel pela deformagdo elastica enquanto que o arranjo em paralelo entre os
elementos de fluido viscoso e friccdo ¢ responsavel pela deformacdo viscoplastica. Este
arranjo em paralelo ¢ conhecido como modelo de Bingham (BINGHAM [40]). A
formulacao para materiais viscoplasticos que sera apresentada e estudada nesta pesquisa

¢ baseada na teoria proposta por PERZYNA [44] [45].

Com a aplicacdo progressiva do carregamento no regime eldstico, o material

atinge a tensdo de escoamento o, €, a partir deste ponto, o elemento de fluido viscoso
absorvera a parcela da tensdo acima de o, , sofrendo a totalidade da deformagao plastica.
Deste modo, tem-se a seguinte relagao:

o—0y, =y, 0> 0y, (3.11)
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A equagdo (3.5) continua valida ja que representa a relagdo constitutiva do solido
elastico em série no modelo. Combinando a equacdo (3.11) com a derivada em relagdo

ao tempo da equacao (3.5), obtém-se a seguinte equacao diferencial:

. E . E
c+—o=Eé+—o0,,,0>0y, (3.12)
/4
Admitindo que a contagem do tempo se inicia quando o material atinge a tensdo
de escoamento, a condicao inicial para esta equacao pode ser obtida através da relagao

constitutiva elastica aplicada na transi¢ao entre os regimes eléstico e viscoplastico:

a(tzO)zayo
3.13
5(1‘20)2% G

Impondo ao material uma taxa de deformagdo constante &,, como no texto de

TELLES [56], a solucdo para o Problema de Valor Inicial (PVI) formado por (3.12) e

(3.13) pode ser escrita da seguinte forma:
_E,
a(t):aYOJr}/éo(l—e g J,O‘>O‘Y0 (3.14)

Como a taxa de deformagao é constante, tem-se
. O
g(t):got+% (3.15)

Deste modo, pode-se escrever a tensao da equagao (3.15) diretamente em fungao

da deformagao:

1

f("yo—E‘g)
a(g):aYOeréo(l—e”" ],O‘>O‘YO (3.16)
A medida que a deformagio total cresce, a tensdo no modelo cresce, convergindo
assintoticamente para o valor final

o, =lim o(g)=0y,+7, (3.17)

£—>+0
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Portanto, ndo existem limites tedricos impostos para a deformagdo plastica, o que

ndo ocorre para a deformacdo elastica que, por sua vez, possui limite assintotico com o

mesmo comportamento da tensdo, ou seja, ¢, =0, / E.

Diferentemente dos modelos elastoplasticos apresentados anteriormente, o
modelo viscoplastico proposto por Perzyna ndo retorna ao regime elastico no exato
momento em que o processo de descarregamento se inicia. Isto ocorre devido ao fato de
que, apesar da reducdo de carga, a tensdo no inicio do descarregamento ainda € superior

a tensdo de escoamento o,,. Se a plastificagdo fosse interrompida com o inicio do

descarregamento, cessaria o desenvolvimento da deformagdo plastica, ou seja, £” =0.
No entanto, isto anularia a tensdo no elemento de fluido viscoso e, consequentemente, o

elemento de fricg¢do teria que absorver uma tensdo superior a o,,, 0 que ndo seria

possivel. Logo, no inicio do descarregamento, tem-se que £” >0, o que significa que o

comportamento viscoplastico permanece ativo.

Quando a tensdo finalmente atinge valores inferiores a tensao de escoamento, ¢
admissivel a auséncia de tensdes no elemento de fluido viscoso, ou seja, €” =0 ¢ o
material volta ao regime eldstico, sendo permanente a deformagdo viscoplastica
acumulada. Em resumo, o comportamento viscoplastico ocorre apenas quando a tensao ¢
superior ao limite de escoamento. Para ilustrar matematicamente esta proposi¢cdo, a

equacdo (3.11) € reescrita nos moldes da formulagao de Perzyna:

1
N 3.18
¢ = {o-0) (3.18)

Existem na literatura alguns modelos viscoplasticos alternativos ao de Perzyna.
Por exemplo, o modelo viscoplastico de consisténcia, proposto por WANG et al. [119],
considera que o material retorna ao regime elastico assim que o processo de

descarregamento se inicia, assim como ocorre nos modelos elastoplasticos convencionais.

Em linhas gerais, a curva estatica, que, no caso do exemplo, engloba a parte

elastica e a reta o = o,,, corresponde ao limite que separa o comportamento elastico do

viscoplastico. Em outras palavras, o material terd comportamento eldstico para todos os
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pontos abaixo desta curva, do mesmo modo que o comportamento sera viscoplastico para

qualquer ponto acima da curva.

Adicionalmente, existem condi¢des especificas que permitem a reprodugdo do
comportamento do modelo elastico perfeitamente plastico através da formulagao
viscoplastica. Para tanto, basta impor ao modelo uma deformagdo inicial igual a & .
Como esta deformacao € superior ao limite de escoamento do material, seria plausivel
assumir que o material adquiriria uma deformacgao pléstica instantanea. No entanto, o
modelo de fluido viscoso ndo admite deformacgao inicial, o que significa que a deformagao
plastica inicial ¢ nula. Logo, a deformacao inicial imposta serd inteiramente elastica e,

portanto, o modelo permanecera no regime elastico com uma tensdo total igual a o, , que

¢ superior a tensdo de escoamento.

0=0v5+7é0 o o 'E>0

(@) (b)

Figura 3.5 — Comportamento perfeitamente plastico em um modelo viscoplastico: (a)

distribuicao de tensodes ¢ deformagdes no modelo; (b) relagao tensdo x deformagao

No momento da aplicagdo da deformacao inicial, a tensdo no elemento de friccao

¢ o,, eno elemento de fluido viscoso € y¢,, conforme figura 3.5a. Portanto, a taxa inicial
de deformacdo plastica vale &,, mas a deformagdo plastica inicial € nula. Entretanto,

como o elemento de friccao esta submetido a tensdo de escoamento, o material encontra-

se justamente na transi¢do entre o comportamento elastico e viscoplastico.

A partir deste ponto, uma deformagdo ¢ imposta a uma taxa constante &,

mantendo assim a tensdo aplicada no modelo constante e igual a o, ou seja, a
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deformacdo eldstica permanece constante. Em outras palavras, ndo ocorreriam novos
incrementos na deformagdo elastica e a deformagdo plastica cresce sem aumento de
tensdao. Todas estas caracteristicas definem comportamento do material eldstico

perfeitamente plastico, como pode ser visto no grafico da figura 3.5b.

Para escrever esta conclusdo matematicamente, impde-se a deformacao inicial &,
e a subsequente taxa de deformacdo constante &, a equagdo diferencial (3.11), obtendo-

se o resultado esperado:
O'(&‘)IGY0+]/&"0,O'>O'Y0 (3.19)

Para £,=0, tem-se como resultado o patamar de escoamento o =o,,, 0 que

caracteriza o comportamento de um material elastico perfeitamente plastico. Esta
conclusdo reforca a ideia de que, para incrementos suficientemente lentos de carga, o
modelo viscoplastico tende a se comportar de acordo com a Teoria da Plasticidade

Classica, conforme sera ilustrado posteriormente.
3.2 — Critérios de Escoamento

Ja foi apresentado que os materiais elastoplasticos e viscoplasticos possuem
comportamento elastico enquanto as tensdes sdo suficientemente pequenas. No momento
em que o estado de tensdes ao qual um material estd submetido supera um determinado
limite de escoamento, o comportamento constitutivo do material passa a ser regido por
fenomenos da Teoria da Plasticidade. O objetivo de um critério de escoamento ¢
justamente definir este limite de escoamento em fung¢do do estado de tensdes em um ponto

material.

Para o caso de modelos unidimensionais, a definicdo de um critério que
caracterize a transi¢do do regime elastico para o plastico ¢ demasiadamente simples.

Define-se inicialmente a fun¢ao de escoamento F unidimensional como
F(o)=lo]-o, (3.20)

Para materiais elastoplasticos, os casos onde F <0 indicam que o material se
encontra no regime elastico enquanto que o comportamento plastico se verifica para os

casos onde F =0. Como foi visto no item anterior, o fenomeno de endurecimento
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plastico garante a atualizagdo da tensdo de escoamento o, a medida que a tensdo aplicada

ao modelo cresce, mantendo a fun¢do de escoamento nula durante todo o processo de
plastificagdo e voltando a ter um valor negativo quando o descarregamento se inicia € o
material volta ao regime elastico. Logo, ndo sera admitido o caso F' >0 para este tipo de
material. A influéncia do fendémeno de endurecimento na funcdo F sugere que a mesma
depende também das variaveis que regem o endurecimento. No presente item, entretanto,
o estudo dos critérios de escoamento se limitara a analise de tensdes. A introdu¢ao dos

fendmenos de endurecimento sera feita posteriormente.

Para materiais viscoplasticos, entretanto, a fun¢ao de escoamento pode assumir
valores positivos. De acordo com PERZYNA [45], a equagdo (3.11) e (3.18) pode

inclusive ser escrita da seguinte forma:
¢ =—(F (o)) (3.21)

Deste modo, o comportamento viscoplastico se iniciara quando F >0, o que torna
a funcdo de escoamento importante ndo apenas para indicar o inicio da plastificagdo, mas

também para quantificar o desenvolvimento da deformagao viscoplastica.

A generalizacdo do modelo de Perzyna pode ser escrita da seguinte forma

(PERZYNA [45]):

¢ =—(®(F)) (3.22)

onde @ ¢ uma func¢do que caracteriza a variagdo da deformagdo plastica em fun¢do da
fungdo de escoamento e, consequentemente, do estado de tensdes. Deste modo, para o
regime viscoplastico, pode-se escrever a funcdo de escoamento em fungao das taxas de

tensdo e deformacao total:

F=0" (y(é—%)j,a>am (3.23)

Para incrementos lentos de carga, as derivadas das tensdes e deformagdes serdo
proximas de zero, o que resulta em uma fungdo de escoamento aproximadamente nula
para o regime viscoplastico, ou seja, o comportamento do material se aproxima do
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esperado para um modelo elastoplastico. Consequentemente, o fendmeno da plasticidade
ndo transiente, chamada neste texto simplesmente como Plasticidade Cléssica, pode ser
entendido como um limite da teoria da Viscoplasticidade onde os processos de

carregamento sao suficientemente lentos, conforme apresentagao de LUBLINER [46].

Para problemas tridimensionais, a defini¢do de um critério de escoamento ¢ um
pouco mais complexa, visto que o estado de tensdes possui um niumero maior de varidveis
independentes. Felizmente, existem para este fim diversos critérios propostos na

literatura, baseados essencialmente em observagdes experimentais.

A escolha do critério de escoamento apropriado depende, dentre outros fatores, da
natureza do material. O critério de Rankine, por exemplo, limita a tensdo de tracao
maxima admissivel. Por ser um critério adequado para a modelagem de materiais frageis,

esta formulagdo nao sera estudada neste trabalho.

Alguns materiais dicteis comumente utilizados na engenharia, tais como 0s
principais metais, sdo regidos pelos critérios baseados apenas nas tensdes desviadoras,
uma vez que experimentalmente as tensdes esféricas costumam nao influenciar o
comportamento plastico destes tipos de materiais. Os critérios mais difundidos que
consideram apenas as tensdes desviadoras sdo os de Tresca e de Von Mises, que serdo

apresentados nos subitens subsequentes.

A adicdo da influéncia da tensdo hidrostatica no comportamento pléstico do
material aos critérios de Tresca e Von Mises gera, respectivamente, os critérios de Mohr-
Coulomb e Drucker-Prager. Estes critérios sao adequados, por exemplo, & modelagem de

solos e serdo igualmente estudados nesta pesquisa.

Para a elaboragdo de um critério de escoamento para problemas tridimensionais,

¢ necessdrio definir uma funcdo do tipo F=F (aij) que possui aparentemente 6

variaveis, uma vez que o tensor de tensdes ¢ simétrico para a formulagdo apresentada
nesta pesquisa. No entanto, conforme apresentado no capitulo 2, o estado de tensdes de
um ponto material pode ser completamente definido pelas tensdes principais. Mais do que
isso, ao invés das tensdes principais, pode-se adotar os invariantes do tensor de tensdes,
tirando vantagem da isotropia do problema e do fato de que a funcdo de escoamento deve

ser independente do sistema de coordenadas utilizado.
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Finalmente, como evidéncias experimentais comprovam que o comportamento
plastico e viscoplastico para problemas isotropicos € diferente para as parcelas esférica e
desviadora do tensor de tensdes, torna-se conveniente a consideragao desta separacdo no
critério. Como a parcela esférica ¢ completamente definida pelo invariante I; e a parcela
desviadora ¢ completamente definida pelos invariantes J e J3, pode-se escrever a fungio

F das seguintes formas:
F=F(o,)=F(0,,0,,0,)=F(I,,1,,1,)=F (I,,J,,.J;) (3.24)

A representacdo grafica da equagdo F' =0, tanto no hiperespago das componentes

o, do tensor de tensdes quanto no espago de Haigh-Westergaard, ¢ chamada de

superficie de escoamento e determina o limite destes espagos a partir do qual o material
inicia o processo de plastificacdo. As propriedades destas superficies serdo estudadas no

momento oportuno.
3.2.1 — Critério de Tresca

O critério de Tresca (TRESCA [6]) considera que o material atinge o escoamento
quando a tensdo maxima cisalhante atinge um valor limite. Este critério, portanto, leva
em consideragdo apenas a parcela desviadora do tensor de tensdes, sendo uma formulagao

adequada para a modelagem de materiais ducteis, conforme evidéncias experimentais.

Da equagdo (2.31), a funcdo de escoamento pode entdo ser convenientemente

escrita em fungdo das tensodes principais como

1 1 1
F =2Ma)c(5|a1 -0, ,E|O'1 -0, ,E|a2 —@U—Y (3.25a)
ou alternativamente como
1
F =E(|G1 —O'2|+|O'1 —O'3|+|02 —03|)—Y (3.25b)

onde Y ¢ o parametro, a ser determinado experimentalmente, que define o limite de
escoamento para o material, neste caso segundo o critério de Tresca. Alternativamente,
considerando a equagdo (2.32), o critério de Tresca pode também ser escrito em fungao
de outros parametros que também caracterizam a parcela desviadora do estado de tensoes:

57



F=2JJ, cosa;-Y (3.26)

Supondo um ensaio de tragdo unidimensional em um corpo de prova onde se

verifica o escoamento quando o, =o,,0, =0, =0. Neste caso, tem-se:
1
F=E(|GY—0|+|0'Y—O|+|O—0|)—Y:O:>Y=ay (3.27)

Como pode ser constatado pela formulacdo, o critério de Tresca independe da
tensao hidrostatica aplicada no material. Considerando este fato e as equacdes (3.25) e
(3.26), pode-se concluir que, no espaco de Haigh-Westergaard, a superficie de
escoamento do critério de Tresca deve ser representada por uma superficie cilindrica de
diretriz hexagonal paralela ao plano 7 e geratriz pararela ao eixo octaédrico, sendo o eixo
de simetria coincidente com o eixo octaédrico, conforme figura 3.6. Alternativamente,
esta superficie de escoamento pode ser interpretada como a regido resultante da interse¢ao
de 6 semi-espacos gerados através da imposicao F=0 nas equagdes (3.25), resultando no

prisma hexagonal de altura infinita.

O3 O3

Eixo octaédrico

(a) (b)

Figura 3.6 — Superficie de escoamento do critério de Tresca: (a) no espago de Haigh-

Westergaard; (b) no plano 7
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3.2.2 — Critério de Von Mises

O Critério de Escoamento de Von Mises (MISES [7]) ¢ um dos mais utilizados
em problemas de engenharia, ndo apenas devido a sua adequagao ao comportamento de
materiais dicteis, mas também por causa da sua simplicidade e facilidade de manipulacao
matematica. Assim como ocorre no critério de Tresca, o critério de escoamento de Von

Mises leva em consideragdo unicamente as tensdes desviadoras.

O critério de Von Mises pode ser interpretado como a imposi¢ao de um limite para
energia de distor¢do do material (equacao (2.35)). Deste modo, a funcao de escoamento
para este critério depende unicamente do invariante Jo e pode ser escrita da seguinte

forma:

F=3J,-Y (3.28)

onde Y representa o parametro, a ser obtido experimentalmente, que define o limite de

escoamento para o método de Von Mises.

Alternativamente, o critério de Von Mises pode ser interpretado ainda como a
imposicdo de um limite para a componente cisalhante da tensdo octaédrica (equagao
(2.37)). Para um material submetido a um ensaio de tracdo unidimensional, observa-se o

limite de escoamento quando o, =0o,,0, =00, =0. Deste modo, utilizando as equagdes

(2.35) e (2.25), a energia de distor¢cdo do material pode ser definida como

2

O

_ %y
U,

= (3.29)

Igualando este resultado a formula da energia de distor¢do para um estado de
tensdes qualquer (equagdo (2.35)) e comparando o resultado com a funcao de escoamento

(3.28), conclui-se que Y =o, .

Assim como o critério de Tresca, o critério de Von Mises também independe da
tensdo hidrostatica aplicada no material. Consequentemente, no espago de Haigh-
Westergaard, a superficie de escoamento do critério de Von Mises deve ser representada
por uma superficie cilindrica de diretriz circular paralela ao plano 7 e geratriz paralela

ao eixo octaédrico, sendo o eixo de simetria coincidente com o eixo octaédrico. Neste
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caso, conforme pode ser observado na figura 3.7, a diretriz circular do critério de Von
Mises circunscreve a diretriz hexagonal do critério de Tresca, o que torna este tltimo mais
restritivo que o primeiro. Este fato pode ser comprovado fixando o, =7 /6 na equacdo
(3.26), o que associa o critério de escoamento unicamente ao raio da circunferéncia

circunscrita ao hexagono, obtendo assim a formulagdo proposta pela equacao (3.28).

(0! (O k!

Eixo octaédrico

-02 Von Mises “_‘_7’

O1 Tresca o>

-0s
@) (b)

Figura 3.7 — Superficie de escoamento do critério de Von Mises: (a) no espago de

Haigh-Westergaard; (b) no plano =

Adicionalmente, a superficie de escoamento do critério de Von Mises ¢ suave,
removendo as descontinuidades da superficie do critério de Tresca que, por sua vez,
dificultam a modelagem matematica deste critério. Embora diversas solugdes para este
problema tenham sido propostas, conforme sera visto posteriormente, a simplicidade da
formulacao do critério de Von Mises aliada a sua extensa aplicabilidade em problemas de

engenharia justifica a popularidade deste critério frente a proposta de Tresca.

O critério de Von Mises pode ser interpretado como um caso particular do critério
de Beltrami (BELTRAMI [120]), que define um limite para a energia de deformacao total
elastica (equacdo (2.35)), o que adiciona a influéncia da tensdo hidrostatica na

formulagdo. Escrevendo os invariantes I e J» respectivamente em funcdo das
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componentes normal e cisalhante da tensdo octaédrica (equagdo (2.37)) e substituindo na

equagao (2.35), tem-se que, para 0 critério de Beltrami,
F= (0']‘\’,"’)2 / 2K +3(a}’°’ )2 /4G—Y . Logo, no espago de Haigh-Westergaard, o critério

de Beltrami pode ser representado por um elipsoide com simetria cilindrica em relagdo

a0 eixo octaédrico.

Para problemas bidimensionais no estado plano de tensdes e para uma tensao de

escoamento o, para ensaio de tragdo simples, obtém-se as seguintes curvas de

escoamento F (0'1,0'2) =0, respectivamente para o método de Tresca e de Von Mises:

|O'1 —0'2|+|0'1|+|0'2| =20, (3.30a)

2_

ol -o0,+0;, =0, (3.30b)

Plotando estas equacdes no espago bidimensional das tensdes principais para o
estado plano de tensdes, observa-se através da figura 3.8 que a curva de escoamento do
critério de Tresca ¢ representada por um hexagono ndo regular circunscrito por uma elipse
com eixos rotacionados em 45° em relacdo aos eixos principais, que representa a curva

de escoamento de Von Mises.

02

Von Mises

Oy _

Figura 3.8 — Curvas de escoamento dos critérios de Tresca e Von Mises no espaco

bidimensional para problemas de estado plano de tensdes
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3.2.3 — Critério de Mohr-Coulomb

Embora sua forma final ndo tenha sido proposta por nenhum dos dois cientistas
homenageados, o critério de escoamento de Mohr-Coulomb se baseia nas conclusodes
advindas de diversos trabalhos de pesquisa de Christian Otto Mohr e Charles-Augustin
de Coulomb (COULOMB [4]). A formulagdo tridimensional do critério pode tomar como
ponto de partida o problema bidimensional comumente empregado na analise de ruptura

de solos e calculo de empuxo em muros de arrimo.

Considerando um determinado vetor tensao p relativo a uma faceta de normal n
cujas componentes normal e cisalhante a faceta sejam respectivamente o e 7, o critério
de Coulomb estipula um limite para a tensao cisalhante que ¢ fungdo da tensdo normal a

superficie de acordo com a equagao
ré—tg(¢)a+c (3.31)

onde ¢ ¢ o angulo de atrito interno e ¢ € o intercepto de coesdo do material. Esta relagdo

remete ao estudo de resisténcia de solos, onde o angulo de atrito interno ¢ responsavel
por representar o mecanismo de atrito, que impede o movimento relativo entre particulas
de solo quando existe uma for¢ca normal de contato entre elas. O outro mecamismo de
resisténcia dos solos € a coesdo, que representa a forca de atragdao quimica entre particulas
de solo, atuando como mecanismo de resisténcia independente da for¢a normal atuante

(PINTO [121]).

O critério de Mohr, por sua vez, estabelece que a ruptura ndo ocorre enquanto o
circulo de Mohr que representa o estado de tensdes estiver no interior de uma curva
envoltoria de ruptura, chamada de envoltéria de Mohr. Esta curva naturalmente se
caracteriza pela envoltoria de todos os circulos de Mohr representativos de estados de

tensao que experimentalmente conduzem a ruptura do material.

A adocgao da reta do critério de Coulomb (equacao (3.31)) como envoltoria de
Mohr caracteriza o critério de Mohr-Coulomb. Vale destacar que, do ponto de vista da
Mecanica dos Solos, o intercepto de coesdo c, por vezes chamado simplesmente de

coesdo, ¢ tdo somente um coeficiente da reta da envoltoria de ruptura, ndo possuindo o
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sentido de coesdo como mecanismo de resisténcia dos solos independente da for¢a normal

atuante (PINTO [121]).

Para o problema de estado plano de tensdes, o circulo de Mohr que representa o
estado plano de tensdes esta limitado a reta da equacao (3.31), conforme figura 3.9. Deste

modo, pode-se escrever a seguinte relacao para este caso:

(0,-0,)+(0,+0,)senp <2ccosg (3.32)

Ty

Figura 3.9 — Representagdo grafica do Critério de Mohr-Coulomb para problemas

bidimensionais através do circulo de Mohr

Expandindo para o caso tridimensional, ou seja, aplicando o limite definido pela
reta (3.31) ao estado de tensdes tridimensional, definido graficamente por trés circulos de
Mohr no grafico 7xo, tem-se o seguinte resultado para a funcdo de escoamento do

método de Mohr-Coulomb:

F :Max{|0'1 —0'2|+(0'1 +02)sen(o, o, —0'3|+(01 +(73)sen(o,

3.33
|0'2—03|+(0'2+0'3)sen(o}—2Cc05(p 339

Ao contrario dos critérios apresentados até agora, o critério de Mohr-Coumlomb

possui dois pardmetros, ¢ e C, a serem determinados experimentalmente. Como

exemplo, consideram-se os resultados dos experimentos de tragdo uniaxial
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o, =0,,0, =0, =0 e compressdo uniaxial o, =-0,,0, =0, =0. Aplicando os estados

de tensdes na equagao (3.33) e resolvendo o sistema de equacdes resultante, obtém-se:

O.—O,

senp = ——-1 (3.34a)
O'C +O't
Ceosp=—291 (3.34b)
GC +O_t

Outros ensaios como o triaxial e o de cisalhamento puro poderiam ser também
realizados para a obten¢do dos parametros. Como ¢ esperado, para materiais comuns
utilizados na engenharia, que o angulo de atrito seja agudo, conclui-se da equagao (3.34a)
que a tensdo resistente a compressao simples possui moédulo superior a tensao de tragao
simples admissivel. Adicionalmente, para um angulo de atrito nulo, tem-se a formulagao

de Tresca.

Separando o estado de tensdes nas parcelas esférica e desviadora (equagao (2.30))
na fun¢do de escoamento (3.33), conclui-se que, ao contrario dos outros dois critérios
estudados, o critério de Mohr-Coulomb ¢ dependente nao apenas da parcela desviadora
mas também da parcela esférica do tensor de tensdes, o que justifica inclusive a existéncia

de dois parametros na formulagdo do critério. Tem-se, portanto, o seguinte resultado:

F = Max{|S, - S,|+(S, + S, ) senp,

S, = Ss|+(8, +5;) seng,
(3.35)
|S, = S|+ (S, + 8, ) seng} + 26 senp — 2C cos ¢

Aplicando as equacdes (2.32) e (2.33), a equacdo anterior pode ser reescrita na

sua forma compacta:

1 -
F=2J, (cos o — ﬁsenassen(pj + 26 senp —2C cos ¢ (3.36)

Observando as equagdes anteriores, conclui-se que a representagdo grafica da
fun¢do de escoamento do critério de Mohr-Coulomb no espaco de Haigh-Westergaard ¢
uma superficie conica cujas diretrizes sdo hexagonos regulares localizados em planos

paralelos ao 7 (figura 3.10). O eixo desta conica coincide com o eixo octaédrico € o
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vértice esta localizado em um ponto deste eixo que representa a tensao esférica maxima

admissivel, que pode ser calculada através das duas equagdes anteriores:

G s = Ceigo (3.37)

Como o critério, conforme apresentado, nao limita a compressao hidrostatica no
material, € possivel especificar esta compressao experimentalmente. Este limite pode ser
representado no espago das tensdes principais como um plano paralelo ao plano 7,
transformando a superficie resultante no contorno de uma regido fechada com a forma de

uma piramide hexagonal regular reta, conforme figura 3.10.

O3
A

Eixo octaédrico

02

Figura 3.10 — Superficie de escoamento do Critério de Mohr-Coulomb no espaco de

Haigh-Westergaard

Portanto, considerando as equagdes (3.35) e (3.36) e a figura 3.9, pode-se entender
o critério de Mohr-Coulomb como uma adaptac¢ao do critério de Tresca para levar em

consideragdo o efeito da tensdo hidrostatica. Para problemas de estado plano de tensdes,
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tem-se um resultado semelhante ao método de Tresca, tendo como tnica diferenca o fato
de que as tensdes de compressao e tragdo simples possuem modulos diferentes entre si,

conforme figura 3.11.

O2

Ot

Ot O1

Figura 3.11 — Curva de escoamento do Critério de Mohr-Coulomb no espaco

bidimensional para problemas de estado plano de tensdes
3.2.4 — Critério de Drucker-Prager

Apesar da sua popularidade e adequabilidade para a andlise elastoplastica de
diversos materiais utilizados na engenharia, o critério de Von Mises nao considera o efeito
da tensao hidrostatica atuante no material, o que seria incompativel com a modelagem de
problemas de Mecanica dos Solos, por exemplo. Enunciado por DRUCKER e PRAGER
[19], este método adota como ponto de partida o critério de Von Mises e introduz na

formulacgdo a influéncia das tensdes esféricas através de uma simples combinagdo linear:

F=\3J, +ul,—Y (3.38)
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sendo u eY os parametros a serem determinados experimentalmente. Considerando, por
exemplo, os resultados dos ensaios de compressdo uniaxial o, =-0,,0,=0,=0 ¢ 0
ensaio de compressdo triaxial o, =—0,',0, =0, =—p aplicados na equacdo (3.38),

obtém-se um sistema de equagdes cuja solucao define os parametros da seguinte forma:

ﬂ:w (3.39a)
o.'-o.+2p

y—_ 3P% (3.39b)
o, '-o,+2p

A titulo de curiosidade, o critério de Drucker-Prager pode ser interpretado como

uma limita¢do para a componente cisalhante da tensdo octaédrica, considerando ainda o

acréscimo da influéncia da tensdo hidrostatica, ou seja, oy =./2/3Y — ul, /3. Por esta

razao, alguns autores enunciam a equagao (3.38) multiplicando o fator 1/ J6 a parcela da

tensdo hidrostatica, o que ndo causa grandes impactos, visto que o referido fator pode ser

incorporado ao parametro .

Observando a equacao (3.38), conclui-se que a representacao grafica da funcao de
escoamento do critério de Drucker-Prager no espaco de Haigh-Westergaard ¢ uma
superficie conica cujas diretrizes sdao circulos localizados em planos paralelos ao 7
(figura 3.11). O eixo desta conica coincide com o eixo octaédrico e o vértice esta
localizado em um ponto deste eixo que representa a tensdo esférica maxima admissivel,

que pode ser calculada através da equagao anterior:

G = r (3.40)

3u
Assim como no critério de Mohr-Coulomb, o critério de Drucker-Prager ndo
limita a compressao hidrostatica méxima. Este problema pode ser igualmente resolvido
através da definicdo experimental de um limite que pode ser representado no espago das
tensdes principais como um plano paralelo ao plano 7z, transformando a superficie
resultante no contorno de uma regido fechada em forma de cone circular reto, conforme

figura 3.12. Como consequéncia direta da equacdo (3.38), as se¢des das superficies de
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escoamento dos critérios de Von Mises e de Drucker-Prager no plano 7 sao coincidentes

se o parametro Y for o mesmo para as duas formulagdes.

O3
|

Eixo octaédrico

O1

Figura 3.12 — Superficie de escoamento do Critério de Drucker-Prager no espaco de

Haigh-Westergaard

Em qualquer secao paralela ao plano 7, o critério de Drucker-Prager pode ser
representado pelo circulo que circunscreve o hexdgono do critério de Mohr-Coulomb
(figura 3.12). Para tanto, basta fixar o =7 /6 na equacdo (3.36), associando o critério
unicamente ao raio do circulo que circunscreve o hexigono. Deste modo, tem-se o

seguinte resultado:

F=\3J, +u'l,-Y'

e 2seng (3.41)
3—senp

yio 6Ccos@
3—seng
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3.3 — Variaveis Internas dos Materiais Plasticos e Viscoplasticos

No item 2.7, foi apresentado que os materiais eldsticos possuem estado de
deformacgdes dependente unicamente da temperatura absoluta e das tensdes relativas ao
estado de equilibrio atual do corpo. Deste modo, as tensdes, deformagdes e temperatura
em cada estado local formam um sistema local termodinamicamente equilibrado que ¢é
totalmente independente dos estados anteriores do corpo, o que caracteriza processos

conservativos.

Por outro lado, os materiais inelasticos, tais como os plasticos e viscoplasticos,
possuem deformacodes influenciadas ndo apenas por tensdes e temperatura, mas também
por variaveis adicionais chamadas na literatura de “variaveis internas” (LUBLINER
[46]). A partir do momento em que o material ineldstico sofre a aplicagdo de
carregamentos e a consequente deformagao, as diversas variaveis internas sofrem também
alteragcdes, muitas das quais irreversiveis, o que confere um carater irreversivel ao
processo de plastificacdo. Consequentemente, no regime inelastico, cada estado de
tensdes pode depender de estados de tensdes e deformagdes anteriores, ou seja, o historico
de carregamentos pode ser uma das varidveis internas do modelo constitutivo proposto.
O desenvolvimento da deformagao inelastica €, portanto, dependente do processo ao qual
o corpo ¢ submetido, o que confere um carater dissipativo ao fendmeno, em oposi¢ao ao

carater conservativo da deformacao elastica.

A natureza destas variaveis internas esta associada a altera¢des da estrutura fisico-
quimica do material oriundas de movimento relativo entre moléculas (com quebras de
ligagdes e formagao de novas ligagdes quimicas), reacdes quimicas, mudancas de fase,
movimento relativo entre particulas de solo, entre outros fatores. Estas variaveis podem
estar associadas a propria quantificacdo matematica do fenomeno de plastificagdo, ou
seja, as deformagdes plésticas propriamente ditas, por exemplo, podem ser entendidas

como pertencentes ao grupo de variaveis internas.

A teoria que modela os materiais inelasticos através das varidveis internas foi
proposta formalmente por COLEMAN e GURTIN [26], com algumas contribuigdes
posteriores, dentre as quais € possivel destacar o trabalho de RICE [32]. Esta teoria ndo
se prontifica a fazer uma analise baseada na complexidade microscdpica dos fendmenos
associados a natureza das varidveis internas. Alternativamente, a formulacao se propde a
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definir varidveis com o objetivo de avaliar macroscopicamente a evolugdo das fungdes de
estado considerando observacgdes experimentais aliadas a modelos matematicos capazes

de reproduzir satisfatoriamente o comportamento inelastico.

Basicamente, o objetivo final desta teoria € escrever as fungdes de estado de um
sistema termodinamico inelastico local de maneira tinica em fun¢ao das deformacgdes e
temperatura absolutas, ditas variaveis de estado “observaveis”, e das varidveis internas,
que sdo responsaveis por modelar indiretamente os efeitos ineldsticos observados

macroscopicamente no material (HORSTEMEYER e BAMMANN [5]).

Alternativamente, para materiais plasticos e viscoplasticos, ¢ admissivel a adog¢ao
do estado de tensdes como varidvel de estado, o que atribui o status de funcao de estado
as deformagdes. Nomeando as diversas varidveis internas genericamente como

,a=1,..,N , pode-se entdo escrever:

g (x,1)=¢, (le(x,t),T(x,t),§a (x,t)) (3.42)

Neste caso, o,, T e &, sdo as variaveis de estado que caracterizam um

determinado estado termodinamico local, podendo o grupo de variaveis internas conter
registros de estados termodinamicos anteriores. Estas variaveis de estado também sao
responsaveis pela definicdo da evolugdo das variaveis internas, de acordo com as

seguintes relagdes constitutivas, chamadas de equagdes de evolugdo:
£, (xt)=g,(0,(x1).T(x.1).5,(x1)) a=L..N (3.43)

onde g, sdo fungdes de evolugdo associadas a cada varidvel interna &, . Estas variaveis

de estado podem ser escalares, vetoriais ou tensoriais, dependendo dos fendmenos aos
quais estas estdo associadas. Do ponto de vista da termodinamica, um estado local de
equilibrio se caracteriza pela auséncia de variacdo das variaveis internas a tensdes e

temperatura constantes, ou seja, g, =0 para todo o, como é o caso de materiais

elasticos. A ndo observancia desta propriedade caracteriza estados de desiquilibrio local,

0 que caracteriza materiais inelasticos.

De acordo com LUBLINER [46], os materiais elasticos sdo caracterizados por
estados locais de equilibrio termodindmico associado a uma determinada entropia e
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temperatura absoluta, enquanto que os materiais inelasticos apresentam estados de
desequilibrio que se desenvolvem através de processos irreversiveis caracterizados pela
evolugdo das varidveis internas. Por conseguinte, a principio, a teoria desenvolvida no
item 2.7, com a equacao de variacao de entropia local (2.54) e a defini¢do da energia livre

de Helmbholtz (2.55), seria apropriada somente para estados locais de equilibrio elasticos.

Ainda segundo Lubliner, a Termodinamica Racional (TRUESDELL [28]) permite
a definicdo de uma energia livre de Helmholtz de maneira tinica em fungao das varidveis

deestado (&, , T e &, ) para um sistema inelastico sofrendo um processo irreversivel. Esta

corrente permite ainda a aplicagdo da desigualdade local de Clausius-Duhem para
problemas inelasticos, o que foi fortemente criticado por WOODS [37]. Conforme
LEBON et al. [38], dentre outros aspectos, a validade da desigualdade local de Clausius-
Duhem para problemas inelasticos ¢ considerada questionavel, pois a mesma ¢ obtida
para processos entre dois estados de equilibrio termodindmico, o que ndo se verifica para
processos em materiais inelasticos. Para o escopo do estudo de materiais plasticos e
viscoplasticos, no entanto, esta teoria vem se mostrando apropriada para a modelagem
satisfatoria dos processos irreversiveis associados a estes materiais, conforme pode ser

visto nas referéncias bibliograficas desta pesquisa.

Deste modo, sera admitida a existéncia de uma energia livre de Helmholtz aos
moldes da defini¢do proposta para materiais elasticos (equagao (2.55)) com a adi¢ao da

dependéncia das variaveis internas. Consequentemente, pode-se escrever:

h:ﬁg‘ﬁ@mzﬁfa (3.44)
og; = OT > 0
Aplicando na desigualdade da variagao de entropia local (equagdo (2.54)) as

equacgdes (2.50), (2.55) e (3.44), tem-se o resultado

_T-l[p;_h_%)éy_pT-l(g_;H}W(T-l)i_pT-lz%;aZo (.45
i ’ @ Toa

Os termos contidos nos parénteses da equagdo anterior se anulam, pelos mesmos
motivos considerados na andlise da equagdo (2.57), o que gera as equagdes (2.58a,b).

Através da observagdo experimental de que o calor flui do ponto de maior temperatura
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para o ponto mais frio do corpo, pode-se concluir que o penultimo termo da equacio nao
pode ser negativo. Considerando ainda que a temperatura absoluta ¢ estritamente positiva,

tem-se como resultado a desigualdade de Kelvin (ou de dissipa¢ao):

oh ;
-pY>.—<¢,20 (3.46)
= 0,
Para dar continuidade ao desenvolvimento da formulagao constitutiva de materiais
plésticos e viscoplasticos, serdo assumidas as seguintes caracteristicas, que, segundo
LUBLINER [46], s3o compativeis com o comportamento de materiais ineldsticos em

geral:

e As deformacdes elasticas para um determinado estado dependem das
tensdes e temperatura absoluta relativa a este estado, ndo sendo
dependentes da evolugdo das variaveis internas;

e O desenvolvimento das deformagdes plasticas e viscoplasticas ¢ fungdo
da evolugdo das variaveis internas, que, de fato, regem o fenomeno da

plastificagao.

As equacdes apresentadas até o final deste item foram propostas e demostradas
por LUBLINER [46] para o caso geral de materiais inelasticos. Neste trabalho, porém,
estas equacgdes serdo apresentadas especificamente para materiais plasticos e
viscoplasticos para restringir a analise ao escopo desta pesquisa. De acordo com as
proposi¢des anteriores, as deformacgdes totais podem ser escritas como uma soma das

parcelas elastica e plastica ou viscoplastica:
&,(0,.T.&,) =€ (0,.T)+el (£,) (3.47)

Esta proposi¢do ¢ compativel com a hipdstese de que a energia livre de Helmholtz
pode ser igualmente dividida nas parcelas elastica h® e plastica (ou viscoplastica) h? do

seguinte modo [46]:
h(e; 1.8, )=h (&, (£,).T)+h" (&,.T) (3.48)

A desigualdade de Kelvin pode entdo ser escrita como
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S
08, (3.49)

D’ =W’ =0,é]
onde DP ¢ a dissipacao plastica, definida como a taxa de variacao do trabalho plastico WP.

Nos modelos plasticos e viscoplasticos mais simples, como os que serdo estudados
neste trabalho, o grupo de varidveis internas ¢ composto basicamente pelas deformagoes
plésticas propriamente ditas e pelas varidveis de endurecimento, que serao introduzidas

posteriormente.
3.4 — Regras de Fluxo

Enquanto o material se encontra no regime elastico, sua relagdo constitutiva ¢
regida pela Lei de Hooke Generalizada, conforme equacgao (2.7). No entanto, apds atingir
o limite de escoamento, o material passa a desenvolver adicionalmente uma deformagao
pléastica irreversivel. A funcdo das regras de fluxo ¢ justamente definir como as
deformacdes plasticas se desenvolvem em fungdo da aplicagdo de um determinado estado
de tensdes. Trata-se, portanto, de uma relagdo constitutiva para o regime pldstico,
podendo ainda ser entendida como uma formulacdo para a evolugcdo de uma variavel

interna chamada de deformacao plastica irreversivel.

Para o caso de problemas viscoplasticos unidimensionais, por exemplo, pode-se

adotar como regra de fluxo a formulagdo de Perzyna da equagao (3.22), repetida aqui:
&P = —<CD(F)> (3.50)

Para problemas tridimensionais no regime plastico, as deformacdes elésticas sao
completamente definidas pelas tensdes totais aplicadas através do emprego da relagao

constitutiva da equagdo (2.7), ou seja, &; =C,0, . Consequentemente, a relagdo

constitutiva elastica para o regime plastico pode entdo ser definida:
0, (%,0) = Cyyy (&, (x,0) = £ (x.1)) (3.51)

Na tentativa de formular uma regra de fluxo para problemas plasticos

tridimensionais, destaca-se a formulagdo de Prandtl-Reuss (PRANDTL [10] e REUSS
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[11]), inspirada no estudo de fluidos newtonianos. Nesta formulacdo, a evolugcdo da

deformagao plastica ¢ consequéncia direta das tensdes desviadoras aplicadas:
.p _ =
gf =4S, (3.52)

onde A ¢ um pardmetro de proporcionalidade, que ¢ uma funcdo escalar dependente das
variaveis de estado (tensoes, temperatura e variaveis internas). Esta formulacao ¢ baseada
na proposta de LEVY [8] e MISES [7], onde a deformagdo da expressdo (3.52) ¢
considerada total, o que sugere que o material ndo desenvolveria deformacao eléstica
durante o processo de carregamento, razao pela qual HILL [21] classifica estes materiais

como “ficticios”.

Apesar das derivadas temporais, o problema puramente plastico ¢ considerado
independente do tempo. De acordo com o apresentado no item anterior, este
comportamento pode ser entendido como um limite da teoria viscoplastica (transiente)
para aplicagdes de carregamentos suficientemente lentos. A inten¢ao desta derivagdo na
equagdo anterior ¢ caracterizar uma variacao infinitesimal das grandezas, motivo pelo

qual alguns autores preferem a formulagao infinitesimal:
defl =dAS, (3.53)

Diversas conclusdes podem ser obtidas através da andlise desta formulagao.
Primeiramente, ¢ possivel observar que a variagao das deformagdes plasticas possui a
dire¢do das componentes do tensor de tensdes desviadoras no hiperespago. Além disso,

os materiais regidos por esta lei sdo ditos plasticamente incompressiveis, uma vez que
oy J— > —
EL=18,=0 (3.54)

Em outras palavras, para esta regra, apenas a parcela desviadora das relagdes
constitutivas € regida pelo modelo pléstico. Elevando a equagao (3.52) ao quadrado,

obtém-se o seguinte resultado:

a5’ d&
do o

- 3
di== 3.55
5 (3.55)

onde
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&=3J, (3.56a)

dz” = ,/%dg;de,f (3.56b)

Nas equagdes anteriores, & ¢ a tensdo equivalente e £” ¢ deformagdo plastica
equivalente. Evidentemente, esta defini¢ao de tensao equivalente seria incompativel com
materiais que apresentam plastificagao dependente da tensao hidrostatica. Sera verificado
posteriormente que as definicdes das equagdes (3.56) sdo formas particulares de uma

definicao mais geral da tensdo e deformacao plastica equivalente.

Aplicando os resultados de um ensaio de tragdo uniaxial (o, =o, e demais

componentes de tensdo nulas), verifica-se a associagdo com o fendomeno de

endurecimento (ndo necessariamente linear) do modelo unidimensional:

do do,
de? dg,

_ (3.57)

Deste modo, a formulacao de Prandtl-Reuss permite a associacdo do fenomeno do
endurecimento de problemas tridimensionais aos resultados obtidos em um simples

ensaio uniaxial, sendo o modulo de endurecimento plastico uma fun¢do da deformagao

plastica equivalente (H '=H '(E r )) .

Apesar de compativel com o critério de escoamento de Von Mises (como sera
visto posteriormente) € com o comportamento de materiais diicteis comuns na engenharia,
a regra de Prandtl-Reuss ¢ limitada por ndo considerar uma eventual influéncia do estado
de tensdes hidrostatico. Desta forma, a partir deste ponto, sera desenvolvida uma
formulag¢do mais genérica e adequada a uma variedade maior de problemas de sélidos

deformaveis.

No item anterior, as deformacgdes plasticas foram apresentadas como sendo
dependentes apenas das varidveis internas. Consequentemente, pode-se escrever a

seguinte expressao para a taxa de variagdo desta deformacao:

osr . o0&’
2P _ iE — i 3.58
il ;agaéa ;agaga (3.58)
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Como as fungdes g, dependem também das tensdes e temperatura, pode-se

finalmente escrever:

p

&= Py (6T, )= g (3.59)
y aé:

Por motivo de conveniéncia e por razdes que ficardo mais claras posteriormente,

admite-se que a fun¢do gj estd associada a uma funcdo Q( o, T ,§a) chamada de

potencial de fluxo ou potencial plastico:

aQ
g 80 (3.60)

sendo (o(ag./,T , fa) uma fungdo escalar positiva.

Das equagdes (3.59) e (3.60), obtém-se finalmente uma regra de fluxo mais geral

em funcao do potencial de fluxo:

& = —; 0 _lg, (3.61)
0y

onde ﬂ(o;j,T , §a) ¢ uma funcao escalar de proporcionalidade, por vezes chamada de
parametro de consisténcia, cuja taxa de variagdo no tempo serd sempre positiva no regime
plastico e nula no regime elastico. Mais uma vez, a formulagdo infinitesimal (adotada na
equagao (3.53)) pode ser empregada na equagao (3.61) em casos de materiais regidos pela
plasticidade classica. Diferentemente da regra de Prandtl-Reuss, a regra de fluxo da
equacdo (3.61) ¢ suficientemente geral e pode ser aplicada para materiais plasticos e

viscoplasticos, bastando para isso alterar a fun¢do do potencial de fluxo Q.

Como as deformagdes plasticas podem ser entendidas como variaveis internas do
modelo plastico e viscoplastico, as regras de fluxo podem ser entendidas como equagdes
de evolugdo, nos moldes na equacgdo (3.43). O item a seguir discorrerd sobre regras de
fluxo mais especificas para materiais plasticos com endurecimento, ficando as regras de

fluxo de materiais viscoplasticos a cargo de itens posteriores.
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3.4.1 — Materiais Plasticos com Endurecimento - Postulado de Drucker

e Regras de Fluxo Associativas

Como ja foi observado anteriormente neste texto, sobretudo no item 3.1, o estudo
das relagdes constitutivas no regime plastico precisa levar em consideragdo os possiveis
fenomenos de endurecimento do material ou a auséncia deles (no caso dos materiais
perfeitamente plasticos). De uma forma geral, para modelos plasticos unidimensionais
submetidos a situagdes de carregamento e descarregamento, a seguinte definicdo formal

pode ser considerada:

e Para materiais com endurecimento, tem-se €7 >0 ;
e Para materiais perfeitamente plasticos, tem-se 6’ =0

e Para materiais com amolecimento, tem-se 6£” <0 ;

As defini¢des anteriores podem ser escritas também na forma infinitesimal. Os
trés processos anteriores sdo apresentados na figura 3.13, que ¢ apresentada com

frequéncia na literatura [46].

o>0

Figura 3.13 — Processos de plastificagdo com endurecimento, patamar de escoamento e

amolecimento
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Enunciado por DRUCKER [18], o Postulado de Drucker define os requisitos que
um material regido pela plasticidade cléssica precisa atender para ser dito “estavel” e com
endurecimento. Na primeira proposi¢ao do postulado, um material submetido a um estado
de tensdes o, e de deformagdes &, recebe a agdo de um carregamento infinitesimal do;
produzido por um agente externo (nao relacionado aos agentes causadores do estado
original). O trabalho (por unidade de volume) realizado pela parcela elastica do estado de

deformagdes W* =dode; € sempre positivo enquanto que o trabalho da parcela pléstica

das deformagdes W* =do,de; pode ser positivo ou nulo (se ndo houver plastificagio),

0 que torna o trabalho total positivo. Tem-se, portanto, a seguinte proposi¢do para o

carregamento infinitesimal:
G,&; >0 (3.62a)

Na segunda proposi¢do, o carregamento externo ¢ removido, o que remove

instantaneamente a deformacdo eldstica, restando apenas o trabalho plastico

W?=do,de; como o trabalho total do ciclo. Utilizando a conclusdo do paragrafo

anterior, tem-se para o ciclo de carregamento proposto o seguinte resultado:

G.&7>0 (3.62b)

U/}

Como ¢ possivel perceber, este segundo requisito ¢ valido tanto para materiais
plésticos com endurecimento quanto para materiais perfeitamente plasticos, chamados de
“neutramente estaveis” no sentido da defini¢do de Drucker. A primeira proposicao,
porém, restrige o postulado aos materiais com endurecimento, uma vez que os materiais
perfeitamente plasticos ndo permitem incrementos de carga e os materiais com
amolecimento violam a equagao (3.62a), tornando estes materiais “instaveis” em relagao

ao aumento de carga.

Adicionalmente, a proposicao (3.62b) pode ser extrapolada para um processo com

incrementos finitos para um determinado ciclo de carregamento:

Ac,As! 20 (3.63)
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Por exemplo, a variagdo de tensdo pode ser escrita como Ao, =0, — 0, onde o,

i
¢ o estado de tensdo no inicio do carregamento no regime eldstico e o, ¢ um estado de
tensdo pertencente a superficie de escoamento, caracterizando, portanto, o regime plastico
e completando o processo de carregamento. Durante este processo, o material desenvolve
uma deformacao plastica que, segundo a equagao (3.63), ndo se opde a variacao de tensao.

O resultado final pode ser escrito como

(0,-0;)As; >0 (3.64)

Como 0'; pode caracterizar um estado de tensdes no regime elastico, o valor de
Ao, =0, —0'; pode ser escrito como Ao = AO‘; +AO‘; , sendo, portanto, a soma das
variagdes de tensdo no regime eldstico e plastico. Mesmo considerando que Ao /Ag} =0
para materiais perfeitamente plasticos e Ao;/Ag; <0 para materiais com amolecimento,

arelagdo Ao Agf >0 pode ocorrer para estes materiais. Consequentemente, apesar de a

condicdo das equagdes (3.63) e (3.64) ndo infinitesimais ser necessdria para o
endurecimento, esta ndo ¢ suficiente, visto que materiais perfeitamente plasticos e com
amolecimento podem também apresentar este comportamento. Como consequéncia, a
expressdo (3.64) ganha individualmente forca de postulado, sendo conhecida na literatura
como Postulado da Dissipacdo Plastica Maxima. Segundo LUBLINER [46], este
postulado foi individualmente proposto por MISES [9], TAYLOR apud [46] e HILL apud
[46].

A expressao (3.64) pode ser estendida para uma forma infinitesimal, mais

comumente apresentada na literatura. Para tanto, considera-se inicialmente que o material

’ . ~ * . r . ~
esta submetido a um estado de tensdes o, no regime eldstico, sendo entdo carregado para
um estado o, localizado na superficie de escoamento. A partir de um incremento

infinitesimal de tensdo do;, o material desenvolve um incremento de; de deformagéo

ij 2
plastica (ver figura 3.14¢). Aplicando a equagdo (3.64) e sabendo que a parcela do;; tende

*
a Z€ro na presenga de (71.]. € O;

; » tem-se o seguinte resultado final:

(0,-0;)del 20 (3.65)
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Para extrair as consequéncias praticas deste postulado, ¢ conveniente interpretar
os tensoresdg de variagdo de tensdo e deformacdo plastica como vetores de nove
componentes no hiperespago. Deste modo, a equacgdo (3.63) indica que o angulo &

formado por estes vetores no hiperespaco ¢ agudo ou reto.

Acyhe] =|Ac,|[Ae!|cos0 > 0:96{—%,%} (3.66)

Como a variagdo de tensdes representa um processo de carregamento que parte do
regime eldstico rumo a plastificagdo, pode-se dizer que o vetor de variacdo de tensao

possui sempre sentido de dentro para fora da superficie de escoamento, também

o~

representada no hiperespago. Para garantir que o angulo @ seja sempre agudo ou reto,

[ooR

necessario que o vetor de variacdo de deformagdes plasticas seja perpendicular
superficie de escoamento, conforme pode ser visto na figura 3.14a. Esta conclusdo ¢

conhecida como Condi¢ao de Normalidade [3].

Outra conclusdo interessante pode ser obtida supondo uma superficie de
escoamento concava, conforme figura 3.14b. Neste caso, o produto interno entre os
vetores de variagdo de tensdo e deformacgdo plastica violaria o postulado da equagdo
(3.63). Consequentemente, conclui-se que a superficie de escoamento € necessariamente

convexa.
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(c)

Figura 3.14: (a) Condig¢ao de Normalidade; (b) Superficie de escoamento concava; (¢)

Incremento infinitesimal de carga a partir da superficie de escoamento

Vale destacar que as conclusdes advindas dos dois pardgrafos anteriores
consideram que as superficies de escoamento sdo suaves, o que significa que o vetor
normal as mesmas pode ser definido em qualquer ponto ao longo das superficies. No
entanto, os critérios de Tresca e Mohr-Coulomb ndo atendem a este requisito, o que exige

a adocao de técnicas especiais (ver apéndice B).
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Considerando entdo que o vetor de variagdo de deformagdo pléstica ¢
perpendicular a superficie de escoamento no hiperespaco, isto significa que este vetor
possui a dire¢do do gradiente da fungdo de escoamento F. Por conseguinte, pode-se entao
propor a seguinte regra de fluxo para materiais plasticos que obedecem ao postulado de

Drucker:

& =4 oF (3.67)
: ooy
Como pode ser observado, a equagdo (3.67) pode ser obtida fazendo O=F na regra
de fluxo geral da equacdo (3.61). A regra de fluxo que adota a fungdo de escoamento
como funcdo do potencial plastico ¢ chamada de associativa, sendo adequada para a
modelagem de materiais regidos pela plasticidade cldssica. A forma geral da equagdo
(3.61), valida para uma funcao Q genérica, pode entdo ser chamada de regra de fluxo ndo
associativa, podendo ser adotada para descrever comportamentos plasticos alternativos a

plasticidade cléssica.

Aplicando a regra de fluxo anterior para o critério de Drucker-Prager, obtém-se o

seguinte resultado:

.(@

& =1 S+ ud. 3.68
2\/72 ;T ,,J (3.68)

y
Diferentemente da regra de fluxo de Prandl-Reuss, a formulacdo da equagao

anterior prevé compressibilidade pléstica:
&b =34u (3.69)

Elevando a equacao (3.68) ao quadrado, obtém-se o seguinte resultado:

. =P .
A=AJ1+2,4 ‘2‘9_ & (3.70)
o

onde a tensdo equivalente ¢ a deformagao plastica equivalente seguem a mesma defini¢ao

das equagdes (3.56).
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A vantagem de se utilizar o critério de Drucker-Prager reside no fato de que ¢

possivel obter a formulacdo de Von Mises apenas fazendo u=0. Através deste

expediente, € possivel, por exemplo, constatar a incompressibilidade plastica do critério
de Von Mises na equagdo (3.69). Da equacao (3.68), obtém-se a regra de fluxo associada

para o critério de Von Mises:

3

2.7,

&r=4 S, (3.71)

A regra de fluxo anterior difere da regra de Prandtl-Reuss apenas na fungao escalar

A , através da seguinte associagao:

BN

2=
2.7,

(3.72)

Deste modo, comprova-se a compatibilidade do critério de Von Mises e a regra
de Prandtl-Reuss, sendo estas formulacdes encarregadas de associar os efeitos de
plastificacdo apenas a parcela desviadora das relagdes constitutivas. Estas equagdes sdo
comumente referenciadas na literatura como pertencentes a Teoria da Plasticidade J», por
estarem associadas a parcela desviadora das relagdes constitutivas através do segundo

invariante do tensor de tensoes desviadoras.

Para um critério de escoamento qualquer, o vetor gradiente da funcdo de
escoamento pode ser calculado em funcdo dos diversos invariantes, conforme

ZIENKIEWICZ e TAYLOR [53]:

oF _8_F ol +8F oJ, +8F oJy,
60'1.]. ol 60'l,j oJ, 80'1.1. o/, 60'4.].

OF . OF . OF 2 G:73)
2 55,2
ol, V' oJ, " aJ, I T
ou, alternativamente, conforme conveniéncia
oF oF oI, OF &J, OF Oag (3.74a)

— = + +
60'1.]. ol 801.], oJ, 80'1.1. Ooag 6017
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Oarg _ tg3a 5+ tg3a, (SikSk' 2
oo, 27, 7 3y, 173

q

Jzal.jj (3.74b)

A tabela 3.1 a seguir apresenta os gradientes das func¢des de escoamento estudadas
neste trabalho, segundo ZIENKIEWICZ ¢ TAYLOR [53]. O detalhamento completo

destas derivagdes pode ser encontrado no apéndice A.

Como os gradientes das fungdes de escoamento dos critérios de Tresca e Mohr-
Coulomb apresentam descontinuidades, sdo necessarias técnicas especiais para a
aplicacdo das regras de fluxo, tais como a suavizagdo das superficies nas regides de

descontinuidade, conforme descrito no apéndice B.

Tabela 3.1 — Derivadas das principais fungdes de escoamento em relagao aos invariantes

do tensor de tensoes desviadoras

Critério de oF oF
Escoamento aJ, aJ,
T
resca cos O ( I+ tgarig3ar ) \/gsenas
\/J—z J, cos3ag
Von Mises \/§ 0
27,
Mohr-Coulomb cos g [1+ 1gerstg3ats - Bsenag + seng cos a
S S

=

J, cos3ag

- %senqo(tgas —tg3a, )}

Drucker-Prager NE) 0

N

3.5 — Regras de Endurecimento

Conforme conclusdo apresentada no final do item 3.3, os modelos plasticos mais

simples consideram como variaveis internas apenas as deformagdes plasticas
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propriamente ditas e as variaveis de endurecimento. No item 3.1.2, o fendmeno do
endurecimento foi apresentado no modelo elastopléastico unidimensional bilinear, onde
sao permitidos aumentos de tensdo a medida que as deformagdes plasticas se
desenvolvem. Supondo que, ao atingir uma determinada tensdo no regime plastico, o
processo de descarregamento se inicie, esta tensdo maxima atingida serd entdo o novo
limite de escoamento caso um novo ciclo de carregamento seja aplicado. Logo, o aumento
de tensdo permitido pelo endurecimento plastico acarreta o aumento da tensao de

escoamento para um novo ciclo de carregamento, ilustrando o carater irreversivel do

processo de plastificagao.

A discussdo do item 3.1.2, no entanto, ndo avalia o comportamento do material
quando submetido a ciclos de carregamentos envolvendo tracdo e compressao. Mantendo
por hora a unidimensionalidade da analise, considera-se inicialmente um carregamento

de tragdo através do qual a tensdo de tragdo o, supera o limite de escoamento de tracdo
o, - A partir deste ponto, o material € totalmente descarregado e em seguida comprimido

até atingir o limite de escoamento de compressdo —o,. .

No modelo bilinear apresentado no item 3.1.2, o elemento de fric¢ao ¢ acionado a

tragdo quando ¢ submetido a uma tensdo o,, € a compressdo quando a tensdo € igual a
-0y, - Como o processo de carregamento se inicia com a tragdo, tem-se o, = o,,. Com
carregamentos adicionais, o material atinge a tensdo maxima de tracdo o,. Apos o

descarregamento completo, o elemento de friccdo estd submetido a variacdo de tensdo

Ao =0,,—0,. Para atingir o escoamento a compressdo, ¢ necessario adicionar uma

tensdo —o,. =—-0,,—Aoc. Deste modo, tem-se o seguinte resultado, conforme figura

3.14a:
—Oye =0, =20y, (3.75)

O fendmeno descrito pela equagdo acima ¢ chamado de endurecimento cinematico
e se caracteriza pela fixacdo da variacdo entre as tensdes de escoamento de tracdo e
compressao, que, no caso do exemplo, ¢ igual a variacao de tensdo do elemento de fricgao

Ao, =-20,,. Para manter esta variagdo, no caso do ciclo de carregamento proposto,
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como o limite de escoamento a tragdo ¢ aumentado primeiramente, a curva tensao-

deformagdo na compressao ¢ entdo deslocada, conforme figura 3.15a.

o o
o: | . or | .. .
U‘r’D 0‘!‘0
5
« s .
0 ' ~
=0ve B |
/
=Ove==0+ I

(a) (b)

Figura 3.15 — Endurecimento unidimensional: (a) Cinematico; (b) Isotropico

Existe, porém, uma abordagem alternativa para a formula¢do do endurecimento
que considera que, uma vez aumentado o limite de escoamento a tensdo, o limite a

compressao assumira o mesmo valor. Neste caso, tem-se:
Oye =0y (3.76)

Este comportamento ¢ chamado de endurecimento isotropico (figura 3.15b) e ¢
amplamente utilizado na pratica devido a sua facilidade de implementagdo matematica e
computacional. Quando o material ¢ submetido a ciclos de carga que ndo envolvem
variacao de sinal de tensdao, o modelo isotrépico pode ser considerado satisfatorio para a
formulacdao do endurecimento. No entanto, para ciclos com transi¢cdo entre tragdo e
compressdo, ¢ possivel notar experimentalmente uma assimetria entre as relagdes
constitutivas a tragdo e a compressdo, o que aproxima o comportamento do modelo
cinematico. Este comportamento ¢ conhecido como Efeito Bauschinger, em homenagem

ao cientista que observou a assimetria dos limites de escoamento de tragdo e compressao

no estudo da plastificacdo de metais em escala molecular e fricgdo de Coulomb em solos

(LITTLE et al. [3]).
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De um modo geral, de acordo com observagdes experimentais, o comportamento
dos materiais plasticos ndo € corretamente descrito por quaisquer dos dois modelos de
endurecimento apresentados. Uma proposta mais generalizada consiste na combinagao
dos modelos isotropico e cinematico, o que consequentemente introduz novos parametros
experimentais. Este comportamento intermediario, conhecido como endurecimento

combinado, pode ser quantificado através do coeficiente de endurecimento /£, que

determina o grau de assimetria dos limites de escoamento de tracdo e compressao para o
caso de um teste de tragdo uniaxial o, =0,,0, =0,=0:

_Or + 0y~ 20y,

s (3.77)

20, - 20y,

onde as tensdes apresentadas sdo as mesmas definidas na figura 3.15. Deste modo, tém-

se 0s seguintes casos possiveis:

e 0, =0, = =1 (endurecimento isotropico);
e 20,,-0,<0, <0, =0< <1 (endurecimento combinado);

e o0, =20,,—0, = =0 (endurecimento cinematico).

Observando a figura 3.15, € possivel admitir que existe um ciclo especifico de
carregamentos de tragdo e compressao capaz de fazer o corpo retornar ao estagio inicial
apos a aplicacao deste ciclo, ou seja, com tensoes e deformacgdes totais nulas, mesmo com
a passagem pelo regime plastico. Esta conclusao ¢ motivada pelo fato de que compressoes
no regime pléastico podem gerar deformagdes plasticas negativas, o que anularia as
deformacdes plasticas positivas oriundas de um carregamento de tragdo anterior,
conforme pode ser observado na figura 3.16. Este fato poderia sugerir uma casual
reversibilidade do fendmeno da plastificagdo, se nao fosse pelo fato de que, durante todo
o ciclo, as varidveis internas de endurecimento sofreram evolugdes irreversiveis, o que

mantém o carater irreversivel do processo como um todo.
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Figura 3.16 — Ciclo completo com retorno a origem no grafico tensao-deformacao para

endurecimento: (a) Cinematico; (b) Isotropico

Para o caso de endurecimento isotropico (figura 3.16b), pode-se observar que,

apesar de o ciclo de carregamento ter provocado um retorno a origem do grafico tensao-

deformagao, a tensdo de escoamento para um novo ciclo sera o, = |0'Y0 —20,|, superando

a tensdo de escoamento inicial o,,, que, por sua vez, € irrecuperavel, o que ilustra a
evolugdo da variavel interna de endurecimento. Apesar da recuperagdo da tensdo inicial
de escoamento no caso cinematico (figura 3.16a), o ciclo de carregamento promove uma
dissipacdo de energia na forma de trabalho plastico WP, o que também ocorre no caso
isotropico. Conforme serd visto adiante, o trabalho plastico pode ser tratado como
variavel interna, dada a sua capacidade de quantificar a evolucdo dos processos

irreversiveis da plastificacgao.

Para o caso tridimensional, os fenomenos de endurecimento isotropico e
cinematico podem ser compreendidos através dos seus efeitos na superficie de

escoamento. Considera-se inicialmente que o material esteja submetido a um estado de

~ * . J . . , . .
tensao o, no regime elastico e sofra um incremento de carregamento até atingir a
superficie de escoamento com um estado de tensdes o, . Se um novo incremento de carga

for aplicado levando a um estado de tensdes o', externo a superficie de escoamento, o
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fenomeno de endurecimento pléstico determina que este estado de tensdes fara parte de
uma nova superficie de escoamento e definird o limite de escoamento para novos ciclos
de carga. A forma como este deslocamento ocorrera € o que diferencia as diversas regras

de endurecimento.

Considerando a apresentacao do item 3.2, as funcdes de escoamento podem ser

escritas da seguinte forma geral:
F(0,.Y)=f(o,)-Y (3.78)

No sentido da andlise tridimensional através da superficie de escoamento, o
endurecimento isotropico pode ser entendido como uma dilatagdo (expansao isotropica)
da superficie sem qualquer translacdo da mesma no espaco de Haigh-Westergaard. Em
outras palavras, este endurecimento € caracterizado pela variagdo do parametro Y,

conforme figura 3.17a. Definindo a variavel interna escalar do endurecimento isotropico

como ', pode-se escrever a equacdo (3.78) como:

F(oyx")=f(o;)-Y (") (3.79)

02 O2

(a) (b)

Figura 3.17 — Endurecimento para superficies de escoamento no espaco de Haigh-

Westergaard: (a) Isotrépico; (b) Cinematico
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O endurecimento cinematico para problemas tridimensionais, por sua vez, pode
ser interpretado como uma translacao da superficie de escoamento sem qualquer dilatagao

da mesma (figura 3.17b). Definindo a varidvel interna do endurecimento cinematico

como sendo o tensor de segunda ordem Klf, pode-se escrever a fungao de escoamento da

seguinte forma:
F(oy.x5 )= f (o, —&f )Y (3.80)

Obviamente, para o caso de endurecimento combinado, tem-se o seguinte

resultado final:
F(oy.x" x5 )= f (o, —x5 ) =Y (x") (3.81)

Outras modalidades alternativas de endurecimento foram propostas, como a
familia de endurecimentos distorcionais, que podem permitir a expansdo, translacdo,
rotacdo e mudanca de forma das superficies de escoamento, com destaque para o
endurecimento direcional distorcional (directional distortional hardening — DDH) de
FEIGENBAUM e DAFALIAS [122]. Alternativamente, a modelagem do fendomeno do
amolecimento pode ser obtida admitindo a retragdo da superficie de escoamento, em
oposi¢ao ao observado na figura 3.16, ao passo que materiais perfeitamente plasticos

possuem superficie de escoamento estatica.

As deformacgdes e demais grandezas do sistema podem ser escritas em fungdo das
variaveis de estado do modelo pléstico simplificado, que considera como varidveis

internas apenas as deformacdes plésticas e variaveis de endurecimento:
g (x1)=g¢, (a,d (x,1),T(x,1), (x,t), 5" (x,1),K5 (x,t)) (3.82)

A formulagdo estara completa ao serem definidas as equagdes de evolugdo das

variaveis internas de endurecimento:
£ (x1) =g (o, (x1), T (x.2),8] (x.0),6" (x,2),55 (x,1)) (3.83a)

K (x,0) = g5 (o (%), T(x1), 6 (%), (%,2), 55 (%)) (3.83b)
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Para obter estas equagdes, aplica-se o conceito de que, uma vez no regime plastico,
o estado de tensdes estard sempre na superficie de escoamento, nunca ultrapassando os
limites impostos pela mesma. Neste caso, se 0 carregamento continuar, a superficie de
escoamento tera de se transladar e/ou dilatar, dependendo da regra de endurecimento
adotada, de maneira a manter a tensdo na superficie, ou seja, as varidveis de
endurecimento terdo que variar de modo a manter a relagdo F (al_./.,/cl , K‘;) =0. Se um
processo de descarregamento for entdo iniciado, o material volta ao interior da superficie
ja dilatada ou transladada, retornando assim ao regime eldstico. Com um novo ciclo de

carga, o material s6 voltara ao regime pldstico quando o estado de tensdes atingir

novamente a superficie de escoamento ja alterada pelo fenomeno de endurecimento.

Para garantir que o estado de tensdes estard sempre na superficie de escoamento
durante o regime plastico, mantendo constante a relacdio F =0, ¢ imposta a seguinte

condicao:

Ly i+ 2o —0 (3.84)
0o, Ok Ok,

F=

A equacao anterior ¢ conhecida como condi¢do de consisténcia [3] e pode ser
escrita na forma incremental diferencial para evitar o entendimento de que a teoria da
plasticidade classica seria dependente do tempo. A equagdo anterior poderia considerar
ainda a dependéncia da deformacgdo plastica, o que seria consistente com o fato de que
esta seria uma variavel interna do sistema. No entanto, ja foi mostrado que os critérios de
ruptura desta pesquisa ndo considerardo esta dependéncia. Considerando que as fungdes
de escoamento dependem também das varidveis de endurecimento, as regras de fluxo
associativas também serdo afetadas por este fendmeno, o que seria um comportamento

razoavel para materiais plasticos.

Considerando que, para materiais elastoplasticos, tem-se sempre que 4A>0 e

F <0, pode-se escrever a relagao

Fi=0 (3.85)
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uma vez que, no regime elastico, tem-se F <0 ¢ A=0, o que anula a evolugdo da

deformacio plastica, e no regime plastico tem-se F =0 e A>0. Estas relacdes sio

conhecidas como condigdes complementares de Kuhn-Tucker (SIMO e HUGHES [47]).

Aproveitando esta abordagem, pode-se escrever a condigdo de consisténcia de
uma maneira mais geral, abrangendo todos os estados possiveis para um material

elastoplastico:
Fi=0 (3.86)

No regime elastico, ou seja, quando F <0, tem-se que A =0 a partir da relagdo
(3.85) e a condigao de consisténcia (3.84) esta automaticamente atendida. No regime

plastico, ou seja, com F =0, sdo possiveis os seguintes casos:

e Nocaso F <0, acaba de ser iniciado um processo de descarregamento que faz o
material retornar ao regime elastico. Logo, A=0 ;

e No caso F =0, pode-se considerar que A>0, o que caracteriza o regime
plastico, ou ainda que A =0, o que caracteriza um carregamento neutro [47];

e O caso F >0 ndo ¢ possivel, visto que o mesmo produziria o resultado F >0,
ndo permitido para a teoria da plasticidade classica. Se este caso fosse possivel,

haveria deformagio plastica (4 >0), o que violaria a condigdo (3.86).

Como o fenémeno do endurecimento estd intrinsicamente associado a
plastificagdo do material, as varidveis internas do endurecimento costumam ser
convenientemente escritas em funcao de outras variaveis que caracterizam diretamente o
processo de plastificagdo ou a auséncia do mesmo. Na literatura, ¢ comum encontrar duas
abordagens distintas que formulam a evolugao das variaveis de endurecimento em fungao

de variaveis internas alternativas.

Uma primeira abordagem considera que as variaveis internas de endurecimento
sdo dependentes do desenvolvimento da deformagdo plastica. Esta hipdtese pode ser
motivada pelo modelo elastoplastico bilinear unidimensional, apresentado no item 3.1.2.
Neste caso, 0 aumento de tensao durante a plastificacao, que caracteriza o endurecimento,
¢ representado através da formulacdo linear em funcdo da deformacgdo plastica, aqui
repetida:
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oy (") =0y +H's" (3.87)

Para o caso tridimensional, define-se entdo a deformagao plastica equivalente

g = j Erdt =_|.‘/§é§.’é;dt (3.88)

que servira como um parametro escalar capaz de quantificar o processo de plastificagao
tridimensional. Vale destacar que, durante o regime elastico no primeiro ciclo de
carregamento, a deformagao plastica equivalente € nula, assumindo valores estritamente
positivos a partir do momento em que o processo de plastificacdo se inicia juntamente
com a evolugdo das varidveis internas que regem o endurecimento. Com o processo de
descarregamento, a deformagao plastica equivalente permanece inalterada, mantendo

igualmente congeladas as varidveis de endurecimento.

Uma segunda abordagem considera que as variaveis internas de endurecimento
sdo dependentes do trabalho plastico total WP, sendo esta formula¢do conhecida como
endurecimento energético. Pode-se definir este trabalho da seguinte forma:

P
&f

W' = | o,dz (3.89)
0

A adocdo destas varidveis internas auxiliares se mostra vantajosa para a
determinagdo experimental dos parametros do material que regem o endurecimento. No
caso da equagao (3.87), por exemplo, um simples ensaio de tracdo uniaxial ¢ capaz de

definir o parametro H’, responsével pelo endurecimento.

A utilizagdo do trabalho plastico total como variavel regente do endurecimento
agrega uma defini¢do mais geral para a deformacdo pléstica equivamente £” e a
correspondente tensdo equivalente &, tendo como caso particular as defini¢cdes

apresentadas nas equacoes (3.56).

WP =o,él =55
., _ ;00 (3.90)

oo
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Aplicando a regra da cadeia na equagdo de fluxo generalizada (3.61)

. - 00 0o - . . .
gf = /la—ga— e a definicdo anterior, tem-se como resultado a seguinte lei:
' o 0o,

)

G=—0, (3.91)

Para todos os critérios de escoamento apresentados neste trabalho, € facil verificar

que a fun¢do f (aij) ¢ homogénea de grau 1, sendo assim aplicavel o Teorema de Euler

(ver item 1.1). Consequentemente, a seguinte defini¢do para a tensdo equivalente, que ¢

comumente encontrada na literatura, ¢ compativel com a lei da equagao anterior:
5=1(0;) (3.92)

E possivel verificar que, para o critério de Von Mises, as defini¢des das equacdes
(3.90) e (3.92) coincidem com as equacdes (3.56), bastando para isso elevar a regra de
fluxo generalizada (3.61) ao quadrado e aplicar as defini¢des supracitadas. Aplicando o

mesmo procedimento para o critério de Drucker-Prager, tem-se o seguinte resultado:
=p A NP D
z :(1+2,u ) Zgrg (3.93)

Esta expressao difere da defini¢ao da equagdo (3.88) apenas por uma constante.

Aplicando a definigdo de deformacao plastica equivalente da equacao (3.88) e elevando

a regra de fluxo generalizada (3.61) ao quadrado, tem-se que £ =/ g@_Q@_Q
3 do; do,

Conforme observado por NAYAK e ZIENKIEWICZ [123], ¢ possivel atestar que a
equivaléncia das definicoes de deformagdo plastica equivalente das equacdes (3.88) e

(3.90) se verifica para o critério de Von Mises e regra de fluxo associativa.
3.5.1 — Endurecimento Isotropico

Para o endurecimento isotrdpico, tem-se o seguinte modelo para a funcdo de

escoamento:

F(oy.6")=f(o;)-(Y+x") (3.94)
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Neste caso, pode-se escrever diretamente:

oF
ok’

=-1 (3.95)

A condigao de consisténcia (3.84) gera entdo o seguinte resultado:

K’ :aaTFa'ﬁ (3.96)
i

A expressao anterior define a equagdao de evolugdo para o endurecimento
isotropico. Quando o primeiro ciclo de carga ¢ aplicado e o material ainda se encontra no
regime elastico, a variavel x’ assume um valor inicial nulo. A partir deste valor inicial e
da equagdo de evolucdo (3.83a), a modelagem do endurecimento isotrdpico fica
completamente definida para o regime plastico. Quando o descarregamento se inicia € o
material retorna imediatamente para o regime elastico, o valor maximo atingido por &’
¢ entdo mantido inalterado até servir de valor inicial para quando o material for

novamente carregado e os processos de plastificagdo e endurecimento forem reiniciados.

Inicialmente, a equagdo de evolucao do endurecimento isotrdpico sera definida de

forma geral através da fungdo g':
K =18 (3.97)

Aplicando esta equagdo, a relacdo constitutiva eldstica (3.51) e a regra de fluxo

generalizada (3.61) na condicao de consisténcia, obtém-se o seguinte resultado:

OF . | OF 00 OF
a_Ci/klgkl _/1(80 Ci 20, "o glj: 0 (3.98)

i i

Como A >0 quando a deformacdo pléstica se desenvolve no regime pléstico, a
relacdo anterior ¢ valida sempre que o termo entre parénteses for estritamente positivo.
Esta condi¢do ¢ automaticamente atendida se /' = Q (regra de fluxo associativa), uma vez
que o tensor C ¢ positivo definido, e se a equagdo de evolugao (3.83a) for escrita como

. OF

k' =-AD' — =AiD' (3.99)

oK
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onde D' é um pardmetro (ou fun¢io) nio negativo que caracteriza o endurecimento
isotropico e pode ser obtido experimentalmente. Conclui-se, portanto, que a condigdo de
consisténcia, que ¢ associada a Teoria da Plasticidade Cléssica, ¢ atendida pela regra de
fluxo associativa. Para manter a formulagdo mais genérica e nao restrita a plasticidade
classica, permanecera adotada uma funcdo de potencial plastico Q genérica para a regra

de fluxo.

Diretamente da equacdo (3.98), o parAmetro A4 pode entdo ser expresso como

oF )
Py Ciuéu

A= y (3.100)
o C 90 +D'

mnop
oo,, oo,

Tomando mais uma vez a equagao (3.51) e a regra de fluxo (3.61), tem-se:

. ) . 00 )
O, = q/‘kl (5k1 - l_j = C;klgkl
Oy
oF oQ
C. C (3.101)
, ijmn ao_mn opkl ao_op
Cg‘/‘kl = C'/‘kl -

e C 0 +D'

qrst
do,, oo,

Deste modo, durante o regime plastico, ¢ possivel escrever uma equacao
constitutiva semelhante a relagdo valida para o regime elastico (Lei de Hooke
Generalizada - equacao (2.7)). O tensor de quarta ordem CP ¢ chamado de tensor
elastopléstico tangente. A adogdo da regra associativa Q = F garante ndo apenas o

atendimento as condi¢des de normalidade, mas também a simetria do tensor CP.

Para uma formulagdo mais especifica, escrevendo a varidvel de endurecimento
isotropico em fun¢do da deformagdo plastica equivalente, sera adotado nesta pesquisa o

endurecimento linear, aos moldes da equacao (3.87):
«'(g7)=H'z" (3.102)

onde H' é o parAmetro (ndo negativo) do material que rege o endurecimento isotrépico e

pode ser obtido experimentalmente. Deste modo, tem-se:
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dx’

A (3.103)

€ (2)= dz’ o5

Alternativamente, adotando o endurecimento energético e a regra de fluxo

generalizada (3.61), tem-se:

kl(Wp) dK‘[ Wp: dl(‘l 20‘ aQ

- ; (3.104)
dw’ aw’ " b,

E possivel ainda neste caso utilizar como variavel independente a deformagcio
plastica equivalente associada ao trabalho plastico total:
dk' A 00

1 . 1 =P .
& (W)= dK_yp _ AK_de” ypy dE 2 (3.105)
aw?r ds? dw?” ds? ¢ oo,

A grande vantagem de se utilizar a formulagdo da equagao anterior reside no fato
1 X 1 1 ~JcP — p ~ —
de que, para um ensaio de tra¢do uniaxial, tem-se cde” =0, dg/, e 6 =a,0,,, 0 que
resulta em:

dx'  ,do,
—_, — Yr
de’ del

=a,H' (3.106)
onde ar ¢ uma constante de proporcionalidade associada a fun¢do de escoamento F (ar=1
para o critério de Von Mises, por exemplo).

Comparando as formulagdes em funcdo da deformagdo pléstica equivalente £” e

em funcao do trabalho pléstico total, tem-se:

_dk' 0Q dx' 00 _dx'1 00
dz" 66 dw’ oo, dz’ & oo,

D' (3.107)
A substitui¢do da equagdo anterior pode ser feita na formula de CP de maneira a
representar o fendmeno de endurecimento isotropico através do desenvolvimento do
trabalho pléstico total. Para o caso especifico em que as regras de fluxo sao associativas
(Q = F), tem-se o seguinte resultado:
, dx' dk' _

D' == T (3.108)
&
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3.5.2 — Endurecimento Cinematico

No caso do endurecimento cinematico, a funcao de escoamento assume a forma

ij ij

F(O'U.,K;):f(a..—Kc)—Y (3.109)
Logo, pode-se escrever:

oF __oF (3.110)

e
61{{7 Gogj

Diferentemente da regra de endurecimento isotropico, que permite a evolugao de
uma unica variavel, o endurecimento cinematico para problemas tridimensionais assume
infinitas possibilidades de translagdo da superficie de escoamento. Por conseguinte, a
condicdo de consisténcia ¢ insuficiente para determinar a equacao de evolugdo do tensor

C

Kif .

Enquanto o material se encontra no regime elastico no primeiro ciclo de
carregamento, o tensor de endurecimento cinematico ¢ nulo. Quando um processo de
descarregamento ¢ iniciado e o material retorna ao regime eldstico apos ter atingido a
plastificagdo, a varidvel de endurecimento desenvolvida durante o regime pléstico sera
mantida inalterada até servir de valor inicial para um novo processo de plastificagdo em

um ciclo de carregamento subsequente.

Para obter uma regra de endurecimento cinematico satisfatéria, a equagdo de

evolugdo para as variaveis de endurecimento cinematico sera escrita da seguinte forma:

C
i

K =Ag (3.111)

Aplicando esta equagdo, a regra de fluxo generalizada e a relagdo constitutiva

eléstica (3.46) na condi¢ao de consisténcia, obtém-se o seguinte resultado:

oF . .oF . 80 oF ..
—C. &, —A . - -
; ikl ki a ; ijki a . aKle gzj

=0 (3.112)

Como A >0 quando a deformacdo pléstica se desenvolve no regime pléstico, a

relagcdo anterior ¢ valida sempre que o termo entre parénteses for estritamente positivo.

98



Esta condicdo ¢ automaticamente atendida se Q=F e se a equagdo de evolucdo do

endurecimento cinematico for escrita como

. - oF oF
KS =-ADS, ——==ADS,, —— (3.113)

! " oKS " oo

kl Kkl
uma vez que o tensor C ¢ positivo definido. O tensor D€ ¢é igualmente positivo definido
e caracteriza o modelo de endurecimento cinematico. Conclui-se, portanto, que a equagao
de evolucdo ¢ derivada da regra de fluxo associativa e pode ser entdo chamada de regra
de endurecimento associativa. Neste caso, considera-se que a translagdo da superficie de

escoamento tem a dire¢do do gradiente da fun¢do de escoamento no hiperespago.

Com a motivagdo da conclusdo anterior e considerando a dependéncia do
endurecimento cinematico com relagdo a deformagdo plastica equivalente, pode-se
escrever a relagdo comumente utilizada na literatura (SIMO e HUGHES [47] e

AURICCHIO e TAYLOR [124]) derivada da regra de endurecimento associativa:

_ . OF
k(P )=He? — 3.114
(2 = (3.114)

onde HC é um pardmetro (ndo negativo) do material que representa o endurecimento
cinematico e pode ser obtido experimentalmente. Assim como ocorre com o0

endurecimento isotropico, o parametro H® pode ser substituido por uma fungio nio linear

em £”. Aplicando o mesmo expediente utilizado no item anterior, tem-se o seguinte

resultado:
k,f(gp)z/iHca—g@—F (3.115)
' 0o do,
O parametro A pode entdo ser expresso como
oF )
Py Cz‘jklgkl
A= £ (3.116)

OF . 00  oF o OF

mnop qrst
oo,, oo, Jdo, oo,

Tomando mais uma vez a equacdo (3.46) e a regra de fluxo (3.61), tem-se:
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s
o, = Q'jklgkl

oF oQ
o Cmn oo, Con do,, (3.117)
LTS 00  OF pc OF
ao_qr " ao-st aO-uv - aO-wx
ou, alternativamente,
oF c o0
ch =C " 80, " 00, (3.118)
ikl — ik T .
oF c,. o0 N oF 7¢ 679 oF
oo, ° do, Jo, 0o oo,

A partir deste momento, para a aplicagdo do endurecimento cinemdtico na
formulagdo, como nas regras de fluxo, pode-se adotar a notacdo al.j':al.j—/c.c

i 2

considerando que 0Q/do,;'=0Q/0c; .

E possivel ainda definir uma variavel interna alternativa a; , conforme

apresentado em SIMO e HUGHES [47], associada a parcela ineléastica da energia livre de

Helmbholtz:

K =—p (3.119)

Desenvolvendo 7’ em Série de Taylor até os termos de segunda ordem e

considerando «; nulo quando ¢ se anula, o tensor «, ¢é escolhido tal que

Ky =-Dy,a (3.120)

A equacdo de evolugdo (3.113) ¢ entdo escrita como

af =1 oF

3.121

Considerando a definicao (3.119) e o resultado (3.120), a variavel interna do

endurecimento cinematico pode entdio ser escrita através do potencial Q° :
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. 00 (ay)
Ki = oa’
p (3.122)

1
cf .c\_ c _c..C
) (aij)_EDijklaijakl

Utilizando o mesmo principio, o endurecimento isotropico pode igualmente ser

escrito através da variavel interna alternativa o , tal que

K =—p oh?
oa'
k' =-D'a’ (3.123)
ol =i
ok’

Uma formulagdo alternativa para o endurecimento cinematico baseada em
observagdes experimentais foi proposta por ZEIGLER [17], onde se admite que a
translacdo da superficie de escoamento tem a dire¢cdo do vetor que liga o centro da
superficie ao ponto que representa o estado de tensoes localizado na superficie (ou seja,
no regime plastico). A regra de Zeigler sera também utilizada nesta pesquisa devido a sua
simplicidade aliada a sua crescente aceitacdo na comunidade cientifica (LITTLE et al.

[3]). A regra de Zeigler pode ser escrita como
. C - C
Ky =pi(o; -« ) (3.124)

onde u ¢ o parametro de endurecimento cinematico cuja derivada com relagdo ao tempo

¢ ndo negativa e pode ser obtido experimentalmente. Alternativamente, aplicando a
defini¢do (3.124) da regra de Zeigler e a equagao (3.110) na condi¢cdo de consisténcia,

tem-se o seguinte resultado:

or
- _ ao—!f
H="oF

c
(O-kl ~Ku )
doy,

0y

(3.125)

Para adaptagdo do moddulo elastopléstico tangente, introduz-se uma variavel c

(LITTLE et al. [3]) tal que
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(6,—céf)—=0 (3.126)

Considerando a equagdo anterior juntamente com a regra de fluxo associativa

(3.67) e a condicao de consisténcia (3.84), tem-se o seguinte resultado:

. OF OF Ja /I

Ac oF 0 = 0 O, =— 8C K (3.127)
do,; 0o, Joy oK,
O tensor elastoplastico tangente pode entdo ser escrito como
oF oQ
Cg’]’mn ao_ Capkl ao_

P _ . mn op

Ciw = Cia oF oQ te oF OF (3.128)
oo, oo, 0o, 0o,

qr

Combinando a definicdo (3.126) e a regra de fluxo associativa (3.67), obtém-se a

relacao [3]:

< p
O-ijgij

c= (3.129)

T oapap
‘C"ij‘c"ij

O parametro ¢ pode entdo ser obtido através de um teste de tracdo uniaxial:

.. 1.
0-11(511_0-11j
E
c= 5 5 (3.130)
) 1. ) V.
(gll_Eo-llj +2(522+EO-11)

Alternativamente, ¢ possivel utilizar os resultados de um ensaio que submete o

material a uma compressao hidrostatica -p:

C:L‘; (3.131)

Eu +E1'?

3.5.3 — Endurecimento Combinado

No caso do endurecimento combinado, a fun¢do de escoamento assume a forma
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U’

F(oy.x" x5 )= f (0, — x5 )= (Y +x") (3.132)

Para formular o endurecimento combinado, serdo adotadas as mesmas equagdes
de evolucdo e condigdes iniciais para as variaveis associadas separadamente ao
endurecimento isotropico e cinematico. No entanto, como os dois efeitos ocorrem
concomitantemente, ¢ necessario estabelecer uma ponderagdo entre os mesmos, o que

pode ser feito através da introdugdo do coeficiente de endurecimento £, que pode ser

obtido num ensaio simples de tracdo e compressao uniaxial.

Um modelo frequentemente adotado confere o seguinte aspecto aos parametros

que definem os dois tipos de endurecimento:

H' =pH

c _ (3.133)
H =(1-p)H

onde H ¢é um parAmetro (ndo negativo) do material que pode ser definido
experimentalmente. Independentemente dos valores definidos para os pardmetros H’ e

HE€, pode-se escrever o tensor elastoplastico tangente da seguinte forma:

oF c oQ
ijmn ao_ opkl aO-
Ciu=Cu — = - (3.134)
oF o0 o g me OF OF |00
oo, " oo, do,, 0o, )0&

Para o endurecimento isotropico, adota-se a mesma formulagdo introduzida no

item 3.5.1 com a adi¢do da contribui¢do do coeficiente de endurecimento £ :

. oF .
K'=p—o0, (3.135)
oo, '
i
A evolucdo da varidvel de endurecimento cinemético, por sua vez, podera se
manter idéntica a formulacdo apresentada no item 3.5.2, uma vez que a condi¢do de
consisténcia se encarregara de controlar o desenvolvimento do fenomeno em meio a

evolucao das demais variaveis do sistema.
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Por exemplo, adotando a regra de Zeigler (3.124) e aplicando a condigdo de
consisténcia (3.84) juntamente com a equacao (3.135), obtém-se o seguinte resultado para

o parametro de endurecimento cinematico:

oF

- O-,‘j
u=(1—ﬂ)8F(a ) (3.136)

Neste caso, o parametro ¢ pode ser usado mais uma vez, tal que

OF OF oF . oF ., OF ..
= o, =— K - K 3.137
kl aKI 6KC mn ( )

mn

A

C =
do,; do, 0Joy

tornando vélida a formulagdo para o tensor elastopldstico tangente apresentada na

equagao (3.128).
3.6 — Equacoes Constitutivas Viscoplasticas

A diferenca basica entre a Teoria da Plasticidade Classica e a Viscoplasticidade
reside no carater transiente da segunda, conforme foi visto ao longo do item 3.1. Para
obter a formulacdo viscoplastica, pode-se tomar como ponto de partida a formulagdo

plastica desenvolvida nos itens anteriores, fazendo as adaptacdes apresentadas a seguir.

Antes de discorrer sobre a formulagdo viscoplastica tridimensional generalizada,
¢ relevante registrar algumas observagdes adicionais acerca do estudo do modelo
unidimensional apresentado no item 3.1.3. Supde-se, inicialmente, que este modelo ¢
carregado instantaneamente com a tensdo de escoamento o,,. Em seguida, a partir do
tempo ¢ = 0, o modelo ¢ submetido a um carregamento que provoca uma taxa de
deformacdo constante £, no regime viscoplastico. No instante t=t; (ponto C da figura
3.18a), 0o modelo ¢ gradativamente descarregado a uma taxa de deformacao constante —¢,
. Como o histdrico de carregamentos ndo apresenta descontinuidades acima da curva
estatica, o material permanecera no regime plastico até que a tensdo volte a ser inferior

ao limite de escoamento o, .
Tomando a formulagdo do item 3.1.3, tem-se para o tempo ¢ = ¢;:
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E
O'(tl):ayo+yéo{l—e 7‘}a>am (3.138a)

Oy

e(t)=¢t + (3.138Db)
A partir deste instante, aplica-se um descarregamento através da reducdo de

deformagdo —¢, na equagdo diferencial (3.12), com as expressoes anteriores atuando

como condigdes iniciais, o que conduz ao seguinte resultado para ¢ > ¢;:

E E
0(t)=0yo+7éo(2e”—l]e T =¥y, 0 >0y, (3.139a)

g(t):—g'o(t—ztl)+% (3.139b)

E importante salientar que, como o item 3.1.3 conclui que £” >0 no inicio do
descarregamento, entdo o processo de descarregamento deve ocorrer de maneira que

—o/ E—¢,>0. Deste modo, como a deformagao plastica continua se desenvolvendo, o

descarregamento deve ser realizado de maneira a gerar uma perda de deformagao elastica

que torne a deformacao total decrescente.

E

E
—h —h
¥ >2e” -1, é possivel

2
Observando a equacdo (3.139a) e a desigualdade e

perceber que a tensdo retorna ao limite de escoamento o, para um tempo > < 2¢; (ponto

D da figura 3.18a), ou seja, o modelo volta ao regime elastico com uma deformacao
viscoplastica residual, como pode ser constatado pela equagao (3.139b). Com o retorno
ao limite de escoamento, o restante do processo de descarregamento ¢ realizado no regime
elastico (ponto E da figura 3.18a). Com a aplica¢dao de um novo ciclo, o material percorre

o caminho ED no gréfico da figura 3.18a.
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Figura 3.18 — Carregamento e descarregamento em um modelo viscoplastico

unidimensional: (a) Grafico tensdo x deformacao; (b) Grafico deformagao x tempo

Alguns modelos viscoplasticos alternativos ao de Perzyna foram propostos, com
destaque para o modelo de consisténcia de WANG et al. [119], que consiste na imposi¢ao
da dependéncia temporal as fungdes de escoamento, mantendo valida a condicao de
consisténcia para problemas viscoplasticos. Esta abordagem permite que o material
viscoplastico volte ao regime elastico no momento que o descarregamento se inicia,
conforme trajetoria CE’ pontilhada na figura 3.18a. Segundo HEERES et al. [125], este
modelo vem se mostrando eficiente na modelagem de determinados efeitos viscoplasticos

em metais.

Os modelos viscoplasticos podem apresentar o fenomeno de endurecimento,
conforme modelo da figura 3.19. A presenca do elemento de sélido eléstico adiciona a
capacidade de evolucao do limite de escoamento em fung¢do do desenvolvimento da
deformacao viscoplastica. Somando as taxas de deformacdo do elemento de solido
elastico e do arranjo em paralelo, a equagdo diferencial deste modelo pode ser definida

da seguinte forma:

é:3+l(a—ayo—H'gp),a>am (3.140)
E y
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Figura 3.19 — Modelo viscoplastico com endurecimento linear: (a) Arranjo no regime

viscoplastico; (b) Grafico tensdao x deformacao

Para o modelo viscopléstico com endurecimento linear da figura 3.19, considera-

se um ciclo de carregamento que ultrapassa a tensdo de escoamento inicial o, (ponto B)
at¢ atingir um valor o, (ponto C) no regime viscoplastico. Com o inicio do

descarregamento, o elemento de fluido viscoso ndo pode perder instantaneamente a sua

tensdo, pois isto acarretaria uma tensdo no elemento de fricgdo superior a o,,, ou seja,
ainda havera desenvolvimento de deformagdo viscoplastica (£”>0) até o

desaparecimento da tensao no elemento de fluido viscoso.

Com a perda completa da tensdo no referido elemento, tem-se ¢£” =0, com
deformacdo pléstica total armazenada &” e tensdo o, atuante no modelo (ponto D). Neste

momento, cessa o efeito viscoplastico e, persistindo o descarregamento, o material volta

ao regime elastico e atinge o ponto E. A tensdo o, pode ser calculada considerando a

resultante nula no elemento de fluido viscoso, ou seja, o, —o,, = H's”, 0 que resulta

cm
o, =0,,+H'e" (3.141)

Ao iniciar um novo ciclo de carregamentos, o modelo segue a trajetéria ED no

regime elastico, retornando ao regime viscoplastico a partir da tensdo o, . Conclui-se que,
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para o caso de modelo viscoplastico com endurecimento linear, tem-se uma curva estatica

equivalente ao modelo elastopléstico bilinear.

Do ponto de vista matematico, a formulagdo viscoplastica ndo impode restri¢des a
funcdo de escoamento F, diferentemente da plasticidade classica, onde F <0. A auséncia

da restri¢do na fun¢do F ndo permite a imposi¢cdo da condicdo de consisténcia, o que

impede a obtengdo do parametro A como consequéncia desta condi¢ao.

Para a obtencio do pardmetro A e a consequente formulacio viscopléstica
tridimensional, pode-se tomar como ponto de partida a ideia apresentada pelo modelo de
PERZYNA [44] [45] unidimensional, apresentado no item 3.1.3. A deformagao plastica
produzida por esta formulagdo ¢ de responsabilidade do modelo de Bingham, podendo

ser escrita através da forma geral
¢ =—(®(F)) (3.142)

onde @ ¢ uma fungao que caracteriza a variacdo da deformagao plastica através da fungao
de escoamento e, consequentemente, do estado de tensdes. A fungdo @ ¢ mondtona, se
anula para F' = 0, pode ser obtida experimentalmente e pode assumir diversas formas, tais

quais os exemplos apresentados a seguir (PERZYNA [44] [45]):

o(F)= aF (3.143a)

CD(F):iai(eFi —1) (3.143b)

sendo a; constantes reais.

Eliminando a restri¢do da plasticidade classica, o modelo viscoplastico admite que
a funcao de escoamento pode atingir valores positivos e, enquanto F for de fato positiva,
a deformagdo viscoplastica se desenvolvera, retornando o sistema ao regime elastico
apenas quando F volta a atingir valores negativos. Para o caso tridimensional, Perzyna

porpds a formulagao
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oF

el =—(D(F))— 3.144
F= o) (3.144)
que pode ser interpretada como uma variagdo da regra de fluxo associada tipica de

problemas da Teoria da Plasticidade Classica. De fato, para o caso <I>(F ):F , a

expressao anterior pode ser entendida como uma regra de fluxo ndo associativa (equagao

(3.67)) com potencial plastico igual a

1 2
Q_§<F> (3.145)

Alternativamente, devido a impossibilidade de se obter o pardmetro A através da

condi¢do de consisténcia, pode-se fazer a imposi¢ao

A :l<cD(F)> (3.146)

para se obter o modelo de Perzyna. A imposicdo do pardmetro A pode entdo ser
utilizada para o equacionamento dos fendmenos de endurecimento, completando assim a

formulacao basica da Viscoplasticidade (SIMO e HUGHES [47]):

&' =—(®(F))D' (3.147a)
Y
o | OF
Ky =;<®(F )>D,ﬁzg (3.147b)
ki

Essa formulagdo estd em harmonia com o pressuposto geralmente atribuido a

modelos viscoplasticos de que, para estados de tensao internos a superficie de escoamento

(F SO), todas as variaveis internas permanecem congeladas, ou seja, com taxa de

variagdo nula. A existéncia do endurecimento em materiais viscoplasticos pode ser
interpretada conforme andlise de LUBLINER [46]. Considerando a taxa da funcdo de

escoamento para tensdes e temperatura constantes, tem-se:

oF | oF ..
= K+ K. =H 3.148
ok’ 81(; v ( )

F(a.. =0, T=7_“,K1,K.¢)

ij j2 ij
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O parametro H define a influéncia das variaveis internas na fun¢do de escoamento
F. Para H < 0 e H > 0, tém-se, respectivamente, os fendmenos de endurecimento e
amolecimento. O caso H = () esta atrelado a materiais perfeitamente plasticos, dada a

independéncia do fendmeno de escoamento em relagdo as varidveis internas.

Ao longo deste item, a formulacao viscoplastica foi obtida através da Teoria da
Plasticidade Classica. No entanto, muitos autores (como o LUBLINER [46]) consideram
que, na verdade, a Teoria da Plasticidade Classica ¢ um caso particular da Teoria da

Viscoplasticidade, sendo obtida através da imposicao da restricdo F <0.

Para o caso de materiais regidos pela plasticidade classica, basta aplicar a restrigao
F <0 através da imposi¢io F =0 e permitir a variacio das tensdes e variaveis internas,
caracterizando a condi¢ao de consisténcia. A natureza de H definira entdo a relagao entre
as tensdes e varidveis internas, conforme apresentado anteriormente para os tipos de

endurecimento estudados.

O modelo de Perzyna pode ainda ser interpretado como uma generalizagcao do
modelo de Hohenemser-Prager (HOHENEMSER e PRAGER [43]), que, por sua vez, se
carecteriza pela adaptacdo do modelo de Bingham para o caso tridimensional aplicavel a
materiais regidos pelo escoamento de Von Mises. Neste caso, a regra de fluxo pode ser
escrita como

etk \g (3.149)

U:27 \/J_z ij

Trata-se, portanto, de uma regra de fluxo ndo associativa com potencial plastico (ou

potencial de fluxo) baseado no invariante J».

Torna-se conveniente a definicdo do segundo invariante da variagdo das

deformacdes plasticas:
Igp — 1 ~D AP
5 _Eg’jg” (3.150)

Elevando a equagdo (3.144) ao quadrado no regime pléstico, tem-se:
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/12‘”’ :lq)(F) l@_F@_F (3.151)
v
Deste modo, tem-se

-1/2
—( 1 oF OF
F=o" NP | ——— 3.152

A (2 80'1.1. 80'1.]} ( )

Considerando a existéncia de endurecimento isotropico na formulagdo, pode-se

fazer ®(F)— CD(F/KI ), o0 que resulta em

-1/2
—( 1 OF OF
=k {1+ I —— 3.153
f 7N {26% a%} ( )

A expressdo anterior caracteriza o critério de escoamento em sua forma dinamica
s . N2
(PERZYNA [45]). Para o critério de Von Mises ( f =4/3J, e ;¥ =3(5‘”) /4), por

exemplo, a expressdo anterior pode ser escrita como
5:K'{1+cp-l[y§1’]} (3.154)

Segundo LITTLE et al. [3], a modelagem computacional de problemas
viscoplasticos ¢ desafiadora devido a dois aspectos. Primeiramente, as equagdes
constitutivas exigem complexos e dispendiosos ensaios para a obtencdo dos diversos
parametros reoldgicos associados ao material. Além disso, a formulacdo viscoplastica se
caracteriza por um sistema de equagdes diferenciais ndo lineares cuja solucao através de
métodos computacionais tradicionais geralmente se mostra instavel. Consequentemente,
alguns pesquisadores e profissionais consideram que a maior acuracia obtida pela adogao

de modelos viscoplasticos ndo compensa o elevado custo computacional resultante.

Conforme TELLES [56], pode-se definir a seguinte deformagdo -elastica

equivalente e deformacao total equivalente:

(3.155)
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Substituindo este resultado na equagdo (3.154), tem-se:

F=,3J, -« {1+qu [7{5—%}}} (3.156)

Se as taxas de variacdo das tensdes e deformagdes tenderem a zero, tem-se que
F — 0, ou seja, a Teoria da Plasticidade Classica pode ser interpretada como o limite da

formulagdo viscoplastica para incrementos suficientemente lentos de carregamento.
3.6.1 — Fluéncia

A fluéncia (creep) ou deformacao lenta ¢ um fenomeno intrinseco a reologia dos
materiais e se caracteriza pelo desenvolvimento de deformacgdes ao longo do tempo como
resposta a um carregamento, mesmo quando este ¢ constante. Para o caso de materiais

viscoelasticos, a aplicagdo de um carregamento constante o, gera uma deformagdo

transiente caracterizada por uma funcdo de fluéncia J(t) associada as propriedades

reologicas do material (FLUGGE [23]):
e()=J(1)o, (3.157)

Geralmente estas fungdes de fluéncia sdo escritas através de combinagdes lineares
de funcdes exponenciais ou logaritmicas (CHRISTENSEN [24]). Para um caso mais
geral, recorre-se a formulacdo baseada em Integrais Hereditarias (ou de Stieltjes), onde a
deformacao resultante depende diretamente de todo o histdrico de carregamentos ao qual
o material é submetido (FLUGGE [23]):

’ do(t
g(t):J(t)0'0+J'J(t—r)#dr (3.158)
T
0
No caso de materiais viscoelasticos, a deformagdo lenta desaparece

assintoticamente com o descarregamento.

Por outro lado, a formulagdo viscoplastica adotada neste trabalho utiliza o
conceito de varidveis internas para levar em consideracdo todo o histérico de
transformagdes as quais o corpo ¢ submetido, sendo geralmente obtidas deformagdes

irreversiveis.
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Segundo LUBLINER [46], o fenomeno de fluéncia é observado em metais de

forma mais evidente em situagdes onde os mesmos estdo submetidos a altas temperaturas.

Com base em observagdes experimentais, o fenomeno de fluéncia viscoplastica pode ser

descrito de maneira geral em trés etapas distintas, conforme curva 2 da figura 3.20:

A fluéncia primaria ou transiente (trecho AB) se caracteriza por um
rapido declinio da taxa de deformagao e pode ser reversivel com o
descarregamento. Para certos casos que envolvem estudos abrangendo
grandes intervalos de tempo, a parcela de fluéncia primaria pode ser
negligenciada, dada a sua curta duragao;

A fluéncia secunddria ou estacionaria (trecho BC) ¢ geralmente o
principal objeto de estudo em problemas viscoplésticos e se caracteriza
por uma taxa de deformagdo constante minima que gera deformagao
irreversivel no processo;

A fluéncia terciaria ou acelerante (trecho CD) se caracteriza por um
crescimento abrupto da taxa de deformacdao que leva rapidamente a
ruptura. Esta etapa ¢ influenciada pela reducdo na secao transversal do
corpo devido as grandes deformagdes. Assim como ocorre com a
fluéncia primaria, a parcela tercidria pode ser negligenciada devido a

sua curta duragdo face a parcela secundaria.

Para materiais submetidos a baixas tensdes e temperaturas, a fluéncia primaria se

assemelha ao comportamento viscoeldstico linear, com deformagdo crescendo

assintoticamente para um valor limite e sem o aparecimento das fluéncias secundaria e

terciaria, como pode ser observado na curva 1 da figura 3.20. Para altas tensoes e

temperaturas, o0 comportamento viscoplastico pode ser caracterizado pela curva 3, com a

deformagdo de fluéncia dependente de fungdes temporais logaritmicas ou de poténcia

[46].
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Figura 3.20 — Graficos tipicos de evolucdo de deformacdes de fluéncia [46]

Em harmonia com a abordagem de modelagem do comportamento viscoplastico
baseado em observagdes experimentais macroscopicas ao invés do detalhamento
aprofundado dos fendmenos microscopicos que caracterizam o processo, surge uma
simples formulacdo unidimensional para as equacdes de evolugdo da deformacdo de
fluéncia &° que adota o principio de separacdo das variaveis para a tensdo o , temperatura

T e tempo t:
& =g (0.T.1)=gl(0)g (T)g.(1) (3.159)

Em termos praticos, para o projeto de estruturas € componentes mecanicos, a
analise viscoplastica pode se restringir as etapas primaria e secundaria da fluéncia, visto
que a parcela tercidria indica a iminéncia da ruptura. Um modelo amplamente aceito e
compativel com observagdes experimentais para as fluéncias primaria e secundaria ¢ a
Lei de Bailey-Norton (NORTON [41]), também conhecida como a Lei da Poténcia ou

endurecimento temporal
& =K o"t"" (3.160)

onde K¢, m e n sdo pardmetros obtidos experimentalmente. A equagdo de evolugdo para

a deformacao de fluéncia ¢é entdo escrita como
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& =(n+1)K o"t" (3.161)

Para o caso de fluéncia secundaria, ¢ possivel adotar n = () para simular uma taxa
constante de deformagdo de fluéncia, o que elimina a dependéncia direta do tempo na
equacdo de evolugdo. Adaptacdes da expressdo anterior serdo feitas posteriormente para
a consideracdo dos efeitos de variacdo de temperatura. Outras equagdes de evolugao
envolvendo funcdes de diferentes naturezas, tais como fungdes exponenciais, podem ser

obtidas em NAUMENKO e ALTENBACH [126].

Para o caso da fluéncia primaria, isolando a variavel do tempo na equacao (3.161)
e substituindo o resultado na prépria equagdo de evolugdo, obtém-se a formulacio de

endurecimento de deformacao

n

1 m
£ =(n+1)Krom () (3.162)

Segundo PENNY e MARRIOTT [127], a formulagdo anterior costuma apresentar
comportamento mais proximo dos resultados experimentais quando comparada a
formulagdo do endurecimento temporal da equagdo (3.161). NAUMENKO e
ALTENBACH [126] salientam, porém, que estas abordagens possuem algumas
limitag¢des, como a impossibilidade de modelar de maneira satisfatoria o comportamento
do corpo quando submetido a variagdes abruptas de tensdo. Para resolver estes problemas,
modelos baseados nas variaveis internas de endurecimento cinematico e isotropico sdo
apresentados em MALININ e KHADJINSKY [128], CHABOCHE [129] e
NAUMENKO e ALTENBACK [126].

Outra forma de eliminar a dependéncia direta do tempo no caso de fluéncia

primaria ¢ adotar a seguinte substitui¢ao de variaveis:

n+l

t_:jr”a’r:ﬂ_: (3.163)
0

n+l

Para o caso tridimensional, pode-se aplicar o modelo proposto para a tensdo e

deformacao plastica equivalentes, conforme defini¢ao da equacao (3.90):

g =Ka5"t" (3.164)
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Aplicando a transformagao do tempo definida em (3.163), tem-se

s’

=K.G" 3.165
= -k (3.163)

Retornando a formulagdo tridimensional geral aos moldes do modelo de Perzyna,
tem-se entdo a regra de fluxo
de; oF

=Ko"—— 3.166
dr ¢ do, ( )

onde ¢ possivel escrever

da

LoF)=ks (3.167)
[y

A transformacao inversa do tempo ¢ feita de forma imediata:

1

t=[(n+1)7 | (3.168)

A extrapolag¢dao do modelo unidimensional de fluéncia para o caso tridimensional
baseada na tensdo e deformagdo plastica equivalentes pode ser justificada através de
evidéncias experimentais [126]. Considerando que os modelos viscoplasticos podem se
basear no conceito do potencial plastico ou de fluxo, multiplica-se a equagao de fluxo

generalizada (3.61) pelo estado de tensdes o, e, adotando a defini¢do de tensdo e

deformacao plastica equivalentes da equacdo (3.90), obtém-se o resultado

. _.p
i=-2 (3.169)

O. —
y ao_ij

0 que sugere a possibilidade de se escrever 2:2(5, e’ ), conforme equagdes desta
secao.

Para uma formulagdo de fluéncia mais geral, pode-se recorrer a teoria

desenvolvida por ODQVIST [130], baseada no potencial de fluxo Q generalizado da
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equacdo (3.61). Adota-se para esta teoria o potencial de fluéncia Q° baseado na dissipa¢do

plastica DP:

O =0,é =5
80 (3.170)
/A ao_”

Consequentemente, pode-se elaborar uma definicdo mais geral para a tensao

equivalente

A (3.171)

06
0 que gera o seguinte resultado:

e 00 00 _ 20 00 (3.172)

E.. =
" 00 Oo, oo,

Para problemas isotropicos, espera-se que o potencial de fluéncia seja
independente do sistema de coordenadas adotado. Deste modo, pode-se concluir que este
pontencial considera a dependéncia das tensdes através dos invariantes de tensdo, ou seja,
0°=0¢(11,J>,J3), ja considerando a separagao dos efeitos esféricos e desviadores. Deste

modo, adota-se 0 mesmo expediente da equagao (3.73):

g0 5 00 0 (SikSk—lSmnSmd-j (3.173)
TR YRR AV G j

O trabalho de ALTENBACH et al. apud NAUMENKO E ALTENBACH [126]
propde uma defini¢do de tensdo equivalente mais geral apropriada para regras de fluxo

ndo associativas:

o, =ao,+ o, +yo, (3.174)

As tensOes o, podem ser obtidas através de invariantes de tensdo alternativos /,

definidos a partir de tragos de poténcias do tensor de tensdes:
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1

T:zr(c"), i=1,2,3

o, = w1,

_ 5 _ (3.175)

Oy =ty + 131,

oy = u 1 + L L + g I
Aplicando a equacgdo (3.172), tem-se:

e e 11,0, + 11,0,

& =¢ {0%5;/ + ﬂ[%} +

2
(3.176)

_ 1 - o
:u41125ij + 5:”51251']‘ + gfus]lo_ij + 1040y

+
e 5
O caso do critério de Von Mises pode ser obtido fazendo ¢ =y =0 ¢ =1, além

de u, =-1/2 e p; =3/2. Ainclusdo do parametro « ndo nulo produz o caso do critério

de Drucker-Prager. Neste ltimo caso, pode-se escrever o resultado

1
_51154/+0y

& =5 aus, +% — (3.177)
2

que, por sua vez, tem expressao dentro dos colchetes coincidente com a equagao (3.68).
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Capitulo 4 - Meétodos Sem Malha
Aplicados a Problemas Elastoplasticos e

Viscoplasticos

Os métodos numéricos que se dedicam a solucionar um determinado Problema de
Valor de Contorno (PVC) através da sua correspondente formulagao fraca geralmente sao
baseados na discretizagdo do dominio estudado em elementos. A constru¢do de uma

malha de elementos possui dois objetivos principais:

e Definir as varidveis no dominio através da interpolagdo ao longo do
elemento em fun¢do dos valores destas varidveis nos nos que definem o
elemento;

e Viabilizar a integracdo do dominio caracteristica de formulagdes fracas
através da integra¢do de cada elemento, visto que dominios irregulares

podem ser discretizados em elementos de geometria simples.

Apesar da comprovada eficiéncia e popularidade, os métodos fundamentados na
discretizagdo do dominio em malhas de elementos podem apresentar desvantagens
associadas, por exemplo, a geragdo das malhas, sobretudo em problemas de concentragdo
de tensoes e propagacao de trincas, onde podem ser exigidas atualizagdes das malhas ao

longo do processo iterativo.

Neste sentido, os Métodos sem Malha ou Meshless surgem como potenciais
substitutos dos métodos tradicionais, tais como o Método dos Elementos Finitos (MEF)
e M¢étodos dos Elementos de Contorno (MEC), devido a sua flexibilidade, o que pode
gerar maior precisao e menor esfor¢o computacional em alguns casos. Estes métodos sao
caracterizados basicamente pela disposicao teoricamente aleatdria de pontos no dominio
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sem a necessidade de definir elementos, tendo a capacidade de realizar a interpolagdo das
variaveis estudadas no dominio e contorno e as integrais espaciais sem a confec¢do de

elementos.
4.1 — Métodos de Interpolacio Sem Malha

Antes do estudo das formulagdes sem malha para PVCs, ¢ necessario definir o
comportamento da solu¢do aproximada do problema em fun¢do da nuvem de pontos
escolhidos no dominio e contorno. Devido a auséncia de elementos finitos e células para
auxiliar na definicdo das fung¢des aproximadas, pode-se recorrer a diversas técnicas,
algumas das quais se caracterizam tecnicamente por ajustes de curvas, € ndo por fungdes
de interpolacdo. Esta pesquisa se concentrara no estudo de algumas técnicas, reservando

as demais para futuros trabalhos.

4.1.1 — Métodos dos Minimos Quadrados Moveis

O Meétodo dos Minimos Quadrados Mdéveis (MQM) ou Moving Least Squares
(MLS) ¢ um processo de ajuste de curva baseado no tradicional Método dos Minimos
Quadrados. Este método foi proposto inicialmente por LANCASTER e SALKAUSKAS
[72], sendo posteriormente aprimorado em diversos trabalhos, conforme item 1.2 deste

texto.

Considera-se uma func¢ao u definida em um dominio 2 e um ponto x qualquer

deste dominio. Define-se ainda _, um subdominio de Q que contém x e os pontos X

localizados na vizinhanga de x, o que sugere a classificagdo de x como o ponto base do

subdominio Q. A fungdo aproximada # em Q_ ¢ entdo obtida através do ajuste de uma

fungdo de base polinomial utilizando os pontos X € Q2 tendo como base o ponto x:
i (x,X) =2 a (x)p! (%) (.1

sendo a,(x) o coeficiente associado ao polindmio p; (x) da base polinomial de nmp

monomios que constitui a solu¢do aproximada no subdominio € de ponto base x. Estes

coeficientes sdao entdo calculados através do ajuste de curvas do método dos minimos

quadrados utilizando os pontos de €, o que confere um carater local a aproximacao.
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As bases polinomiais podem ser definidas através do conjunto completo de
mondmios de grau ngp, Para problemas bidimensionais, tem-se, por exemplo, a base

linear (ngp=1, nmp=3)

P, (x)=(Lx;x,) (4.2)
e a base quadratica (ngp=2, nmp=6)

p! (X)z(l;xl;xz;xf;xlxz;xzz) 4.3)

O namero de elementos da base polinomial bidimensional pode ser obtido da
seguinte forma:
(ngp + 1)(ngp + 2)

nmp = 4.4
p 5 (4.4)

Considerando que o subdominio € possui nx pontos X; (IS Jj Snx) com 0S

respectivos valores U, conhecidos da fungdo u, aplica-se o método dos minimos

quadrados através da defini¢do da soma do quadrado da diferenga entre a solugdo

aproximada e a exata para os pontos X;, com a ponderagdo de uma fungéo peso w:

nmp

IT =Zw(x—ij)[ﬁ(x,ij)—(7j}2 =§w(x—ij){2ai(x)pf (ij)—UjT (4.5)

j=1 j=1 i=1

Extremizando a expressdo anterior para os coeficientes a, (x) , 1<k <nmp, tem-

S¢:
aair([x) 0= ]Zﬂx;w(x—ij){ﬁ a,(x)p!(X;)-U, }p: (x;)=0 (4.6)
O sistema anterior pode ser convenientemente escrito da forma matricial:
A(x)a(x)-B(x)U=0 (4.7)
onde
A(x)=P"W(x)P (4.8a)
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B(x)=P"W(x) (4.8b)

e as matrizes e vetores apresentados sdao definidos como

Py (_1) p; (i1) p:mp (il)
pP= ol (:iz) )28 (:iz) pZmp:(iz) (4.92)
P (X)) Pi(%) Pop (X))
w(x-X,) 0 0
wg-| R e
0 0 w(x—inx)
a' (x) = (a1 (x) a, (x) Ly, (x)) (4.9¢)
u'=(0, U, - U,) (4.9d)

A solugdo do sistema linear (4.7) compode os coeficientes da base polinomial usada

como func¢do de ajuste, caracterizando a solu¢do aproximada em Q :
a(x)=A"(x)B(x)U (4.10)

E importante notar que, no MQM, os coeficientes da combinagdo linear dos
elementos da base polinomial variam com o ponto base x onde a aproximagao se realiza,
o que confere o carater mével do ajuste de minimos quadrados. No MQM tradicional, o

ajuste de curvando € aplicavel para todo o subdominio €2 , mas € restrito apenas ao ponto
base x. A variacdo de x acarreta a necessidade da defini¢do de um novo subdominio Q_

na vizinhanca de x e a realizagdo de um novo ajuste de curva no novo subdominio
utilizando o expediente acima descrito. Consequentemente, para a obtencdo da

formulacgdo geral do MQM, a equagdo (4.1) ¢ entdo reescrita da seguinte forma:

nmp

ﬁ(x)=;a,~(x)p?(x) (4.11)
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podendo ser escrita ainda através de uma funcdo de aproximacdo aplicada aos pontos

utilizados no ajuste do MQM:

=§@@ﬁ5 4.12)

onde
o(x)=p, (x)A™"(x)B(x) (4.13a)
p. (X)=(p/ (x) P5(x) - P, (x)) (4.13b)

As fungdes de aproximagdo (ou de forma) ¢, do MQM ndo podem jamais ser

confundidas com fungdes de interpolagdo, comuns em métodos numéricos com malha.
Por ser tratar de um ajuste de curva, nao ¢ possivel garantir a propriedade do delta de

Kronecker descrita a seguir:
Z@()Q=_- (4.14)

No ambito desta pesquisa, os subdominios € serdo definidos como circulos

X
centrados no ponto base x e com raio Ry. Porém, ndo existem impedimentos para a adogao
de outras configuragdes, o que pode afetar as caracteristicas das técnicas de integracao e

das fungdes peso que serdo apresentadas a seguir.

As fungdes peso w sdo utilizadas para estipular a influéncia que cada ponto da

vizinhanga de x exerce sobre o ajuste em €2 . Sdo definidas, portanto, em funcdo da

distancia » = |x—i| entre cada ponto de € e o ponto base, sendo nulas para quaisquer

X
pontos externos ao referido subdominio. Além disso, serd adotado que w = 1 no ponto
base (r = 0) e w = 0 para r=R,, o que confere influéncia nula aos pontos do contorno de

Q_ e estabelece assim os limites do ajuste de curva.

A fungdo Gaussiana serd adotada neste trabalho como uma possibilidade de

funcao peso, sendo escrita na forma a seguir para forgar a anulagdo no contorno de
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w(r)=4—"— (4.15)

O parametro prefixado ¢ tem o atributo de modificar a curvatura da fun¢do peso.
Quanto maior o parametro c, maior sera 0 modulo da derivada primeira em » = R, e mais
afastado o ponto de inflexdao da curva estara de » = 0, conforme pode ser constatado na

figura 4.1.

Func¢ao Peso Gaussiana

——¢/R=0.25
——¢/R=05
¢/R=1

r/R

Figura 4.1 — Funcao Peso Gaussiana

Outra possibilidade estudada para fungao peso ¢ a adogao da spline de quarto grau,

definida da seguinte forma:

w(r)=1—6(RL] +8(RL} —3(}%] (4.16)

Além de ndo possuir parametros adicionais, a spline de quarto grau possui
derivadas de primeira e segunda ordem nulas em » = R,, o que amplia a conveniéncia

desta fung¢do, que se encontra plotada na figura 4.2.
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Funcao Peso Spline de Quarto Grau

1
0.8 \

0.6
w
.4 —— Spline
0.2
0 4 e
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

r/R

Figura 4.2 — Funcdo Spline de Quarto Grau

A expressdo final do MQM pode ser diretamente aplicada em equagdes
diferenciais parciais através da defini¢do das suas derivadas espaciais. Para a derivagdo

da inversa da matriz A, conhecida na literatura como matriz momento (momentum

matrix), basta derivar a expressio AA™ =1, obtendo:

A7 (x) (4.17)

As matrizes A e B sdo derivadas de forma imediata:

OAL) _pr W), (4.182)
Oox, ox, :

1 1

8B(x) _pr 8W(x) (4.18b)
ox, ox, :

1 1

A derivada da fun¢do de forma ¢ entdo definida como:

8(; )(CX) _ 5ng(ix) A" (x)B(x)+p! (X)%xi(x)lg(")+ (4.19)
+p. (x)A™ (x) a]Z)E,.X)

Para as derivadas de segunda ordem, basta aplicar novas derivagdes nas equagdes

(4.17) a (4.19).
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Talvez a maior inconveniéncia do MQM seja a defini¢do do subdominio Q ,

mesmo sendo necessario apenas determinar o raio R.. Subdominios excessivamente
grandes ndo apenas contradizem o aspecto local da aproximag¢do como também
aumentam o esfor¢co computacional além de existir o risco de deteriorizagcdo do ajuste,
visto que pontos consideravelmente distantes do ponto base estariam sendo considerados
e o objetivo final do MQM ¢ estimar apenas o valor da fun¢ao aproximada no ponto base.
Subdominios excessivamente pequenos sao igualmente problematicos, pois existe o risco
de o mesmo nao conter pontos suficientes para a realizacao do ajuste. Consequentemente,
¢ preciso obter o menor subdominio possivel que possibilite um ajuste de curva

safisfatorio em fun¢do dos pontos vizinhos ao ponto base.

Uma estimativa inicial razoavel para Q  consiste na defini¢do do menor circulo

de raio R, e centro em X capaz de comportar no minimo nmp pontos em seu interior,
desconsiderando o contorno, uma vez que 0s pontos pertencentes a0 mesmo nao
influenciam o ajuste. Esta estimativa inicial para o nimero minimo de pontos ¢ motivada
pelo nimero minimo teodrico de pontos para um ajuste de uma fung¢do de base polinomial

com nmp parametros.

Entretanto, esta estimativa ndo garante que o ajuste sera bem-sucedido. A falha
do MQM pode ser expressa matematicamente pela obtengdo de uma matriz A com

determinante suficientemente proximo de zero, o que geraria problemas numéricos na

obtencdo de A™".

Como uma entrada qualquer da matriz momento A ¢ definida como

nx

4, (x) =Y w(x-%,) p{' (%) P} (X,) (4.20)

k=1

a singularidade da referida matriz se verifica caso os vetores

(Po(%) Po(%) - Pi(X))
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sejam linearmente dependententes, ou seja, caso as linhas m ¢ n da matriz PT sejam
linearmente dependentes. Deste modo, segundo CAO et al. [131], a ndo-singularidade de

A sera garantida para nx > nmp e Posto(PT) = nmp.

Ademais, apesar de a matriz W conter apenas entradas positivas nao-nulas em sua
diagonal principal, os pontos mais afastados do ponto base terao peso reduzido em relagao
aos pontos mais centrais, o que torna a contribuicao destes pontos periféricos pouco
representativa na formacao de A, razdo pela qual é preferivel que estes pontos sejam
excluidos na anélise do posto de PT. Deste modo, a falta de pontos com peso
representativo insuficientes para a garantia do posto de PT pode gerar mal

condicionamento na matriz A, apesar da auséncia de singularidade.

Desta forma, um possivel expediente para a defini¢ao de um sobdominio 6timo €
partir da estimativa inicial proposta de nmp pontos e aumentar gradativamente o raio Ry
incluindo novos pontos até eliminar a singularidade da matriz A. Este processo possui um
custo computacional razodvel, que podera ser mitigado através de técnicas simples que

serdo apresentadas posteriormente.
4.1.1.1 — Métodos dos Minimos Quadrados Moveis Estabilizado

E possivel detectar potenciais problemas numéricos na geragdo e inversio da
matriz A do MQM decorrentes da utilizagdo das bases polinomiais conforme apresentado
em (4.2) e (4.3), uma vez que variagdes significativas nas coordenadas x ¢ y dos pontos
da nuvem podem gerar mal condicionamento da referida matriz. Para solucionar este
problema, os trabalhos de LI e LI [106] e LI ¢ WANG [107] ¢ MIRZAEI et al. [108]
sugerem a adocdo de uma base polinomial local “normalizada”, apresentando o seguinte

aspecto:
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onde x ¢ o centro do suporte, X ¢ um ponto qualquer dentro do suporte € & € o
espacamento nodal [106] (também chamado de fill distance [108]), que pode ser definido
como

h= max( min

1<i<nx \ I<j<nx, j#i

X -X j\) (4.22)

Deste modo, além do carater local, a base apresenta uma espécie de normalizagao,
uma vez que as coordenadas aplicadas aos polindmios variam entre O € 1 no interior do
circulo centrado em x e com raio 4, onde os pontos exercem maior influéncia no ajuste

do MLS.

Segundo LI e LI [106], o nimero de condicionamento da matriz A depende da
ordem de grandeza de % e a simples adaptagdo da base polinomial indicada em (4.20)
implica a eliminacdo desta dependéncia, o que contribui para a estabilizacdo do MQM,
razdo pela qual este método ¢ nomeado como Método dos Minimos Quadrados

Estabilizado (MQME) ou Stabilized Moving Least Squares (SMLS).

4.1.1.2 — Derivadas Difusas

O processo de derivagao das fungdes de forma do MQM (equagdes (4.17) a 4.19))
possui alto custo computacional, j4 que sdo necessarias diversas multiplicagdes de

matrizes. A derivada espacial da aproximag¢ao via MQM pode ser escrita como

oi(x) op, (x) v/, 0a(x)
= — 4.23
Ox, ox, a(x)+p. (x) ox, (4.23)
Com base na equagao (4.19), tem-se:
-1
() _ A g oeat (0 BM g (4.24)

ox, Ox,

1 1

ox;

Segundo MIRZAETI et al. [108], os coeficientes a(x) podem ser considerados
constantes para efeito de derivacdo espacial, tendo em vista a fraca dependéncia em
relacdo a x. Desta forma, a derivacao espacial da aproximagao do MQM se resume ao

calculo das derivadas da base polinomial, o que reduz significativamente o custo



computacional do processo. Esta formulagdo ¢ conhecida como derivada difusa do MLS

e pode ser escrita como

oi(x) op, (x)
“ 2P a(x) (4.25)

1 1

O trabalho de MIRZAEI et al. [108] demonstra que a aplicagao de derivadas
difusas resulta na mesma ordem de convergéncia em relagdo a derivacao tradicional do
MQM. Os resultados que serdo apresentados no proximo capitulo sugerem que o aumento

do erro da solugao numérica pode ser compensado pela reducdo de custo computacional.

E importante salientar que, como o objetivo deste trabalho ¢ estudar problemas
com nao linearidade fisica, as solugdes numéricas serdo obtidas através de incrementos
de carga e iteragdes, o que sugere que amplificagdes nos erros na formulagdo espacial dos
métodos sem malha podem causar potenciais instabilidades numéricas devido ao acimulo
de erro ao longo dos incrementos e iteracdes. Consequentemente, quaisquer
simplificagdes adicionais em relagdo a formulagdo tradicional, tais como as derivadas

difusas, precisam ser estudadas cautelosamente.
4.1.1.3 — Métodos dos Minimos Quadrados Mdveis Ortogonais

Tendo em vista a inconveniéncia da inversao da matriz A do MQM aliada ao seu
mal condicionamento, o trabalho de LU et al. [75] propde a ado¢do de uma base
polinomial ortogonal, o que caracteriza o Método dos Minimos Quadrados Ortogonais
(MQMO) ou Ortogonal Moving Least Squares (OMLS). Para se obter a base ortogonal,
toma-se como ponto de partida a base do MQM e aplica-se o processo de ortogonaliza¢do

de Gram-Schmidt.

A ortogonalizagdo ¢ realizada através de uma definicdo alternativa do produto

interno entre elementos da base polinomial original do MQM através dos pontos

X, (1 <k< nx) onde a funcdo a ser aproximada ¢ conhecida:

nx

(p ()5 (x)) =2 w(x-%,) pf (%) (X,) (4.26)

k=1
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Para a obtencdo da base polinomial ortogonalizada ¢,, (1 <i< nmp) , define-se o

primeiro elemento como g; = p; € o segundo como
9, = p, —byq, (4.27)

e a constante b2; ¢ calculada de maneira a tornar ¢> ortogonal a g; no sentido da defini¢ao

de produto interno (4.20), ou seja,

<<Z 2’5‘; (4.28)

<Q1a‘]2>20:>b21 =

O terceiro elemento ¢ definido como
q; = p; —by,q, —by,q, (4.29)

e as constantes b3; e b3> sdo calculadas para tornar g3 ortogonal a g; e a ¢2. A

ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt pode entdo ser sintetizada através da expressao geral

(4.30)

Uma vez aplicada a base polinomial ortogonal da expressao da matriz A (4.8a), o

seguinte resultado ¢ obtido:

{q.q) 0 - 0

(4.31)

0 0 - (q,.9,)

As equagdes (4.30) ilustram que a base polinomial ortogonalizada pode ser escrita

através de combinacgdes lineares dos nomdomios da base original, ou seja,

q, (x)=Qp, (x) (4.32)
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onde Q ¢ uma matriz triangular inferior com entradas constantes e todos os termos da
diagonal principal iguais a 1. As fun¢des de forma podem ser calculadas da seguinte

forma:

Ao (x)=QP'W(x)PQ" =QA(x)Q"
B, (x)=QP"W(x)= QB( )
9o (X) =4, (x)Ag (x)Bo (x)

=P, (x)Q'Q7A (x)QQB(x) =p, (x) A" (x)B(x)=¢(x)

(4.33)

Deste modo, as fungdes de forma para o MQM tradicional e 0 MQMO sao
idénticas e a mesma conclusao pode ser obtida para as derivadas espaciais. Todavia, pode-
se considerar que a matriz de transformacao de base Q atua como um pré-condicionador,
reduzindo o nimero de condicionamento da matriz A, o que contribui para a reducao do
seu grau de mal condicionamento. Por esta razdo, segundo [131], acredita-se no potencial

do MQMO para melhorar a qualidade dos resultados numéricos do MQM tradicional.

E importante salientar que, apesar desta crenga, ndo é possivel evitar a
singularidade da matriz Ao caso o posto de PT seja inferior a nmp. O artigo [131] afirma,
no entanto, que em alguns casos ¢ possivel obter melhorias nos resultados numéricos de
Métodos Sem Malha via MQMO caso seja garantido, pela escolha do suporte, que
Posto(PT) = nmp.

Como Q ¢ constante para a aplicagdo do MQMO em um determinado ponto base
X, as derivadas das fungdes de forma podem ser calculadas adotando o mesmo expediente
das equagoes (4.17) a (4.19), com a inclusdo das transformacgdes de base das equacdes

(4.32) e (4.33).
4.2 — Formulacoes Integrais Globais e Locais

A abordagem geral para a formulagdo dos métodos numéricos com malha utiliza
a formulacao fraca dos problemas estudados, obtida através da aplicagao do Método dos
Residuos Ponderados nas equagdes diferenciais de governo. Esta formulagdo ¢ entdo
integrada ao longo do dominio através da malha de elementos para a confec¢do do sistema
a ser solucionado. As formulagdes integrais dos métodos sem malha tomam como ponto
de partida as mesmas abordagens utilizadas em métodos numéricos com malha populares

com o MEF e o MEC.
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Aplicando o Método dos Residuos Ponderados na equagdo de equilibrio (2.1) com
a introdugdo de uma fun¢ao de ponderagdo v e um parametro de penalidade « para
consideracao das condi¢des de contorno essenciais, obtém-se a primeira versio da
Formulagdo Fraca Assimétrica Global (FFAGI1) ou Global Unsymmetric Weak
Formulation 1 (GUSWF1) (ATLURI e SHEN [74]):

[(oy,+b)vdQ-a | (u,~it ) vdl =0 (4.34)

ij.J
Q r,

Aplicando a identidade (al.].vi) =0, v, +0o,v,;, 0 Teorema da Divegéncia ¢ as

equacgdes de equilibrio no contorno (2.3) na equacao (4.26), obtém-se a Formulagao Fraca

Simétrica Global (FFSG) ou Global Symmetric Weak Formulation (GSWF) [74]:

J-plvdl"+_|.plvdl“ j o, ,,dQ+jbde aj (1~ )v,dT =0 (4.35)

l 1—2 1

A equagdo anterior considera a influéncia das condi¢des de contorno naturais
como consequéncia direta do Teorema da Divergéncia e das equagdes de equilibrio no
contorno enquanto que as condi¢des de contorno essenciais sdo impostas a formulagdo
através do parametro de penalidade « . Outras formas de imposi¢do das condi¢des

essenciais sdo discutidas, por exemplo, em LU et al. [75].

Para o caso de problemas elasticos, aplica-se a equacao constitutiva (2.7), obtendo

assim a expressao

jpividF+Jpl Al — J Vi dQ+Ibde aj u—u vdF 0 (4.36)

I I I

Aplicando agora a equagdo geométrica (2.4), tem-se a forma final da formulacao
global simétrica fraca (FGSF) para problemas elésticos, extensivamente utilizada no

MEF:

ijdr+IPVdr _[ ijkl uk1+ulk V; dQ‘f‘IdeQ—

h (4.37)
—a.[ (u,—iz,)v,dT =0

I
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Analisando as equagdes (4.34) e (4.37), fica claro que, no sentido da defini¢ao das
formulagdes fracas conforme ATLURI E SHEN [74], o conceito de “simétrico” esta
associado a coincidéncia entre a ordem de derivagao espacial aplicada a fungdo
aproximada u e a fung¢do de ponderacao v. A equagdo global anterior envolve, portanto,
a derivacdo das fun¢des aproximadas oriundas dos esquemas de ajuste de curvas ou

interpolagdo, o que pode ser um processo complexo e custoso computacionalmente.

Por este motivo, o trabalho de HAN e ATLURI [98] propde uma formulagdo mista

que aplica a aproximagdo via MQM também nas deformagdes &,, usando diretamente a

equacdo (4.36), o que evita a derivagdo das fungdes aproximadas resultantes na
formulacao integral, apesar da inclusao de varidveis adicionais. Para alimentar o sistema
com novas equagoes, as aproximagoes via MQM sao aplicadas diretamente na equagao
geométrica (2.4). Este expediente inclui derivadas espaciais da fun¢do aproximada u, mas

estas sdo aplicadas pontualmente e ndo em uma formulagao integral.

A formulagdo fraca global em integrais no contorno para problemas elésticos ¢

obtida com a consideragdo de que a fun¢dao de ponderacdo v € solu¢do da equacdo de
Navier eléstica para forcas de massa baseadas na funcao Delta de Dirac b;. =A (E, x)é‘l.j ,

[13%2]
1

simbolizando forgas unitarias concentradas na direcao “i” aplicadas em um ponto . Esta

fun¢do, conhecida como solu¢ao fundamental u*, é valida em um dominio infinito
O* 5 Q onde as forcas de massa b* atuam. Através da aplicagdo da equacao de Cauchy
(2.3), da equagdo constitutiva elastica (2.7) e da equagdo geométrica (2.4) na solucio

fundamental u*, obtém-se a correspondente fungao p*:

* 1 * %
Py = Ecjklm (uil,m T U )”k (4.38)

As expressdes finais para as solu¢des fundamentais elasticas podem ser obtidas
em TELLES [56]. Aplicando o Teorema da Divergéncia na primeira integral de dominio
da equagdo (4.37) e considerando as diversas simetrias do tensor C, obtém-se a segunda
versao da Formulagdo Fraca Assimétrica Global (FFAG?2) ou Global Unsymmetric Weak

Formulation 2 (GUSWF2) [74] para problemas elasticos, adotada para o MEC:
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JPJ(X)M;( IP X F,)dr( )— Iﬁ,(X)p;(x,E)dr—

I

—j x%’;)dl“( ) U(E)uj(E)—i—_[bj(x)u;(x,g)d()(x):o

Q

(4.39)

Na equacdo anterior, as variaveis independentes x e & sdo explicitadas para

ilustrar seus papéis na formulacdo integral. O termo com o parametro de penalidade ¢

removido, uma vez que a formulagdo em integrais de contorno se encarrega de considerar
as condigdes de contorno essenciais. O tensor ¢; (E) ¢ responsavel por computar
singularidades associadas & solu¢do fundamental quando o ponto & se localiza no
contorno, conforme TELLES [56]. Para os casos onde & estd no dominio, tem-se
¢, (E) o, , sendo o resultado esperado para o comportamento da fungéo Delta de Dirac
(ver equagao (1.7)).

Através da formulagdo global simétrica fraca (4.35), ¢ possivel obter uma
formulagdo local valida para subdominios €, <€, conforme definigéo da figura 4.3.
Ainda de acordo com a referida figura, L, denota o trecho do contorno Q. dos
subdominios que ndo possuem interse¢do com o contorno global I'. Adicionalmente, I',
representa a intersegéo entre o contorno 02, do subdominio e o contorno global I', ou
seja, 0Q, =L, UL,.

Evidentemente, se a equagdo de equilibrio (2.1) ¢ valida para o dominio global,
esta sera igualmente valida para o subdominio local, o que estende a validade para a

formulacao do Método dos Residuos Ponderados da equagdo (4.34). Tomando o caso

onde ndo existe intersecdo entre o contorno global I' e o contorno de €., ou seja,
0Q, =L,, a Formulagdo Fraca Simétrica Local (FFSL) ou Local Symmetric Weak

Formulation (LSWF) [74] € entao obtida em fun¢do da FGSF:

j pvdl - ja,, v, dQ+ j bydQ =0 (4.40a)

€ € 5

Para os casos onde existe interse¢do entre I' e 0Q2,, tem-se:
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I pvdl + I pvdl' + j pvdl — I oV, dQ+ I bvdQ—
L Q: Q,

he he (4.40b)
—aj(ui—LZ)vidF:O .
Tgy

onde I';, e I',, sdo os trechos de I', onde sdo definidas as condi¢des de contorno

essenciais e naturais respectivamente, seguindo o padrdo das equagdes (2.5) e (2.6) e do
arranjo da figura 2.1. Naturalmente, para os casos em que as fungdes de podenragao se

anulam no contorno do suporte, as integrais em L, sdo nulas e, pontanto, sdo removidas

da formulagao.

Figura 4.3 — Formulagdes fracas locais — dominios locais

As formulagdes tradicionais do MEF utilizam a formulaciao fraca global da
equacdo (4.37), sendo necessaria a divisdo do dominio em elementos para a interpolagao
da solucdo aproximada e a realizacdo da integragdo espacial ao longo de todo o dominio.
Consequentemente, apesar de a divisao de elementos sugerir um carater local ao método,

estes elementos constituem apenas contribui¢des locais para uma formulagao global.

Alguns métodos ditos sem malha, tais como o EFG (Element-Free Galerkin [73]),
também utilizam as formulagdes fracas globais do MEF. Estes métodos basicamente

utilizam técnicas de interpolacdo (ou ajuste de curva como o MQM) que ndo exigem a
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criagdo de elementos, utilizando apenas pontos predefinidos no dominio e contorno, o
que confere a titulagdo de métodos sem malha. No entanto, a aplicacdo deste expediente
em formulacdes globais exige a confecgdo de células para a realizacao da integracao no
dominio, o que impede estes métodos de serem classificados como verdadeiramente sem

malha [74].

Por outro lado, a familia de Métodos Locais de Petrov-Galerkin (MLPG) adotam
a formulagdo fraca local das equagdes (4.40), ou outras formulagdes locais alternativas,

gerando assim uma metodologia verdadeiramente local e sem malha. Para cada ponto &

da nuvem definida no dominio e contorno, as equacgdes (4.40) sdo aplicadas no

subdominio €2, associado ao ponto. A aplicagdo deste expediente para sucessivos pontos

gera um sistema de equagdes cuja solucao € o vetor aproximado dos deslocamentos em

cada ponto &. Nesta pesquisa, os subdominios Q, serdo considerados circulares com

centro em & e raio R,.

Para a integragéo do subdominio €., as fun¢des aproximadas do integrando serdo
definidas em cada ponto x de €, atraves do ajuste de curva do MQM, sendo possivel

adotar outras técnicas, conforme ATLURI e SHEN [74] (ver capitulo 1).
Consequentemente, para cada ponto x, sera formado um suporte circular de raio Ry
associado ao ajuste de curva, que ndo pode ser confundido com o circulo que forma o

subdominio Q.. Conforme pode ser visto na figura 4.4, o suporte de x pode transpor os
limites de €, e os raios Rx ¢ R, ndo precisam ser necessariamente iguais. Embora os

critérios para a defini¢@o de Ry estejam relacionados a convergéncia do MQM, a defini¢do

de R, ndo guarda nenhuma relagdo com estes requisitos, permitindo assim a adogao do

seguinte critério de formagao, de acordo com FONTES JR [88]:
R, =2 [6-X|| (4.41)

onde X, € o ponto mais proximo do ponto & ¢ A, ¢ um fator de escala, que sera discutido

em momento oportuno.
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Figura 4.4 — Discretizagdo do MLPG-1

Mesmo que o subdominio €2, seja significativamente pequeno em comparagao
ao suporte do MQM, a integragdo de €, exige que pontos externos vizinhos ao mesmo

sejam considerados para o ajuste das fung¢des do integrando, o que garante a participagao

de diversos pontos para cada equagdo local, formando assim o sistema de equagdes.

Para a integracdo espacial numérica, serdo utilizados e comparados diversos
esquemas de Quadratura Gaussiana, conforme serd visto posteriormente. Como estes
esquemas implicam o célculo das fungdes do integrando em cada ponto de Gauss
escolhido, a aproximagao via MQM devera ser aplicada para cada um destes pontos, o

que pode resultar em um elevado custo computacional.

O artigo de ATLURI e SHEN [74] apresenta um historico do desenvolvimento
dos Métodos Sem Malha e divide o MLPG em seis categorias:

e A variante MLPG-1 adota a formulagao local simétrica fraca utilizando
como fungdo de ponderacdo a mesma fung¢do peso adotada para o MQM
com suporte coincidindo com o subdominio €., destacando-se o

trabalho de ATLURI e ZHU [93];
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A variante MLPG-2 adota a fung¢do Delta de Dirac (equagdo (1.7)) como
funcdo de ponderagdao, sendo aplicada a forma local da FFAGI
(Formulagdo Fraca Assimétrica Local 1 — FFALI1, versdo local da
equacdo (4.26)), o que resulta no Método de Colocagao Pontual (MCP)
ou Point Collocation Method (PCM). Este método se caracteriza
basicamente pela aplicagdo direta dos métodos de ajuste de curva ou de
interpolagdo sem malha na formulagdo forte, conforme trabalhos de
ONATE et al. [85], ALURU [86] e ALTURI et al. [87];

A variante MLPG-3 adota a mesma formulagado fraca local da variante
MLPG-2 e utiliza como fun¢do de ponderagdo a fungdao de erro da
equagao diferencial usando a aproximagdo via minimos quadrados,
sendo possivel adotar as mais diversas técnicas sem malha para
interpolagao/ajuste;

A variante MLPG-4 adota a versao local da formulagao fraca do MEC
(FFAL2 — versao local da equagdo (4.31)), adotando como func¢do de
ponderacdo uma versao modificada da solugdo fundamental (que se

anula em 0C),) associada a equagdo diferencial que rege o problema,

juntamente com as técnicas de ajuste de curva ou interpolagao sem
malha. Este método ¢ conhecido na literatura como Método da Equacao
de Contorno Local (MECL) ou Local Boundary Integral Equation
(LBIE), conforme trabalho de ZHU et al. [95];

A variante MLPG-5 utiliza a mesma formulacao fraca local do MLPG-
1 com a adogdo da fungdo de Heaviside ou degrau (equagao (1.5)) como
funcdo de ponderacao, sendo igual a unidade no interior do subdominio

Q, enula no seu exterior. O artigo [74] afirma que, tendo em vista a sua

precisdo, estabilidade e rapida convergéncia, o MLPG-5 surge como
uma simples e eficiente alternativa ao MEF e MEC;
A variante MLPG-6 adota a mesma formulagao fraca local do MLPG-1

com fun¢des de ponderacao pertencentes ao mesmo espaco das funcdes
de aproximag¢do numérica ¢ dos esquemas de ajuste de curva ou

interpolagdo sem malha (como o0 MQM), caracterizando assim a versao
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via MLPG do Método de Galerkin verdadeiro, popular em formulacdes

via MEF. Esta variante pode ser encontrada em HAN e ATLURI [98].

Os esforcos deste trabalho se concentrardo na aplicagao das variantes MLPG-1 e
MLPG-5 em problemas de Plasticidade Classica e Viscoplasticidade, conforme itens

subsequentes.

Tabela 4.1 — Variantes dos Métodos Locais de Petrov-Galerkin

Variante | Fungio de ponderagio Formulagao Fraca | Tipo (.ie integracio
Local espacial
MLPG-1 | Fungao peso do MQM FFSL Dominio local
MLPG-2 | Delta de Dirac FFALI1 Sem integracao
MLPG-3 Erro da EDP via minimos FFALI Dominio local
quadrados
MLPG-4 | Solugao fundamental FFAL2 Cpntornp local com
singularidade
MLPG-5 | Funcio de Heaviside FFSL Contomno local sem
singularidade
MLPG-6 | | ungdo aproximada via FFSL Dominio local
Meshless

4.3 — Formulacio do MLPG-1 para Problemas Elastoplasticos

A formulag¢ao do MLPG-1 para o regime elastico pode ser obtida a partir da FFSL,

com a eliminag@o da integral no contorno interno L, , onde as fungdes de ponderagéo se

anulam, juntamente com a introdugdo das equacdes constitutivas elasticas e a equacao de

equilibrio no contorno (2.3) para a substitui¢do da tensdo superficial p na integral em I’

[ 8.Coueunvdl+ | pydT— [ Cpeyy, d+ [ by,dQ—
Ty T, Q. o,
: : : (4.42)

para a formulacdo mista (envolvendo deslocamentos e deformacgdes), sendo ainda

possivel substituir as equacdes geométricas (2.4) para a obtengdo da formulacao
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exclusivamente baseada no campo de deslocamentos u, o que resulta na seguinte

formula¢do matricial bidimensional:

onde

[ V8,NDBudT'+ [ Vpdr - [ V,DBudQ +
O

ey |53

—a [ V8, (u-u)dl =0

u' = (u1 u,

W= T

p =(p P

b" =(b b))
%xl 0

B=| 0 O

=1, com u, prescrito

“ {—O sem u, prescrito’
— Y ip

i=12

j VbdQ —
Q;

(4.43)

(4.449)

(4.44b)

(4.44c)
(4.44d)

(4.44¢)

(4.44f)

O tensor D assume a forma a seguir para o EPD
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D=—-——| v 1-v 0 4.45a
(+v)(1-2v) - (1452
o o —2
2
e assume a forma a seguir para o EPT
I v 0
E
D=——|v 1 0 (4.45b)
I-v i
00 —%
2

Para o regime pléstico, ¢ conveniente a aplicacdo da derivada em relagdo ao tempo

nas equacdes (4.40), obtendo assim a forma

[ pvdr+ [ pydr-[ oy, d0+ [ bydo-
, o

i Vi,
Q;

(4.46)

Considerando a aplicagdo do tensor elastoplastico tangente, tem-se o resultado

[ 8.Chuéunvdl+ | pydT— [ Chéyy, d+ [ by,dQ-
Ty T, Q. o
: : : (4.47)

E pertinente relembrar que, para problemas de plasticidade classica, as derivadas
em relagdo ao tempo representam tdo somente uma modelagem matematica dos
incrementos de carga, sendo o carater transiente reservado apenas para os problemas

viscoplasticos. Colocando a equagao (4.43) na forma incremental, tem-se:

[ V8,ND*BAudT + [ VAPAT - [ V,D'BAudQ+ [ VAbdQ -
B e N % (4.48)
—a [ V8, (Au—Au)dT =0

Ig
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onde DP ¢ a versdo plastica do tensor D, obtido em funcao do tensor plastico CP, conforme

sera visto posteriormente.

Com a substituicdo da formulacdo do MQM, tem-se

i=1

z{ [ V3,ND*B®,dT + [ V,D’B®dQ+ax | V3,0,dT |AU, =
! Q, T,

Ly

(4.49)
= [ VApAT + [ VAbdQ+a [ V3, AudT
Ty, Q;

s

onde

®, =(¢" f)x) ﬁ?x)) (4.50)

e Uirepresenta os deslocamentos dos pontos da nuvem a serem utilizados na aproximacao
do MQM. Na equacao (4.40), os termos do primeiro membro contribuem para a geragao
da matriz global tangente K¢ e o segundo membro contribui para a gera¢do do vetor
independente das forcas externas F, produzindo a seguinte equagao geral com a aplicagdo
da formulagdo integral em todos os pontos da nuvem disposta ao longo do dominio e

contorno:
K AU =AF (4.51)

Seguindo a abordagem apresentada por LUBLINER [46] e BATHE [52] para o
MEF, as formulagdes apresentadas até aqui podem ser interpretadas como um equilibrio
de forcas externas Fg, formadas pelas integrais envolvendo as condi¢des de contorno
naturais e forcas de massa, e forcas internas Fi, representadas pelas integrais que

envolvem tensdes e deformacdes. Para a formulagdo no regime plastico, tem-se:
F =F, (4.52)

Aplicando as aproximacdes via meshless e realizando as integrais numéricas na

formulacao em fun¢do do campo de deslocamentos, o seguinte resultado ¢ obtido:

K, U=F, (4.53)
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A defini¢do da adog¢do de C ou CP na formulagdo depende do regime ao qual a

regido do corpo esta submetida, ou seja, depende essencialmente do pardmetro de
consisténeia A, sendo A =0 para o regime elastico, onde é usado C e a matriz global é
constante e simplesmente conhecida como K, ¢ A >0 para o regime plastico, onde é
utilizado CP e a matriz tangente K¢ varia com as grandezas em estudo, o que acusa a ndo

linearidade do problema.

Evidentemente, quando o processo de carregamento se desenvolve, algumas
regides com tensdes mais concentradas entram no regime plastico, enquanto outras
permanecem no regime eldstico. A transi¢cdo do regime eldstico para o plastico afeta a
forma como as tensdes se distribuem no corpo nas regides plastificadas, o que gera uma
redistribuicao de tensdes que afeta também as regides sob o regime eldstico. O processo
para a defini¢cdo das regides plastificadas em cada incremento de carga ¢ iterativo, sendo
necessaria uma defini¢do inicial destas regides seguida de adaptagdes para o mapeamento
final das regides plastificadas. Supondo inicialmente que ndo existe plastificagdo em

nenhum ponto, tem-se:

T _ g O-1y;
U =KO'F,

KO _K (4.54)

Com as taxas dos deslocamentos calculadas, ¢ possivel calcular as taxas de

deformacdes. As taxas de deformagdes possibilitam, através das equagdes (3.100) e

(3.116), por exemplo, verificar se o parametro de consisténcia A € nulo ou positivo, sendo

possivel verificar se as defini¢cdes iniciais da existéncia de plastificacdo estdo corretas.
Caso contrario, calcula-se uma nova matriz global tangente K com a nova configuracio
> t

de plastificacdo e entdo ¢ determinado um novo campo de taxas dos deslocamentos:
12 -1y,
U® =K"'F, (4.55)

O processo ¢ entao repetido até a convergéncia, o que, segundo LUBLINER [46],
ndo costuma requerer muitas iteracdes. Uma vez atualizada a matriz global tangente, o

objetivo € obter o comportamento do sistema para um incremento de carga AF,, através

da seguinte estimativa inicial:

AR =K AU = AF, = AU =K|'AF, (4.56)
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Com o célculo de AU?, as deformacdes sdo calculadas diretamente através das
equagoes geométricas (2.4). Através dos Algoritmos de Retorno Mapeado, que serdao

apresentados a seguir, sao calculados os incrementos das variaveis internas e tensoes, o

que vai gerar novo incremento de forgas internas AF". A principio, este incremento de
forgas internas ndo se igualard as forgas externas AF;, gerando assim uma forga residual

AF" = AF" — AF, que dever4 ser adicionada a AF, na iteragio subsequente. Desta

forma, a iteracao seguinte possui o seguinte aspecto:

AF"” =K AU = AF, + AF{’ =

(4.57)
= AU = AU +K{'AFY
As forcas residuais podem ser calculadas como
AF, = [ V,AcdQ+ [ V3,NAcdl (4.58)
Q, [
onde
Ac' =(Ao,, Ao, Aoy,) (4.59)

representa o vetor de tensdes da correcdo plastica, aproximada ao longo do dominio e
contorno através da aplicacdo direta da aproximagao via MQM nas corregdes plasticas

dos pontos da nuvem.

O processo ¢ entao repetido até que haja convergéncia da variagao do campo de
deslocamentos, ou seja, até que a forca residual se anule. Para o processo de incremento
de forcas externas, existem diversas estratégias para o processo de atualizagdo da matriz

global tangente, dentre as quais podem ser destacadas [46]:

e O Me¢étodo da Matriz Global Tangente (ou Tangent-Stiffness Method para o MEF),
equivalente a metodologia de Newton-Raphson, segue metodologia apresentada
anteriormente, com a atualizacao da matriz global tangente a cada iteracdo, o que
acelera a convergéncia, mas gera maior esforco computacional;

e O Me¢étodo da Matriz Global Tangente Modificado (ou Modified Tangent-Stiffness
Method para o MEF) atualiza a matriz global tangente apenas a cada incremento
de carga;
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e O Método da Matriz Global Tangente Inicial (ou Initial-Stiffness Method para o
MEF) utiliza a matriz global elastica K (usando apenas o tensor C) como matriz
global tangente em todos os passos, o que resulta em uma convergéncia mais lenta,

apesar da maior simplicidade.
4.3.1 — Integracao Numérica do MLPG-1

A variante MLPG-1 exige integragdo numerica do dominio local €., que pode

ser realizada utilizando o tradicional Método da Quadratura Gaussiana bidimensional. A
rigor, tendo em vista o carater movel da aproximagao via MQM, ¢é necessario calcular o
suporte, as fungdes de forma e suas derivadas para cada ponto de Gauss. Adicionando o
fato de a complexidade das fungdes de forma exigirem um nimero razoavel de pontos de
Gauss para garantir resultados numéricos satisfatorios, pode-se suspeitar que o processo
de integracdo numérica do MLPG-1 apresenta custo computacional superior ao de
métodos tradicionais como o MEF, mesmo para problemas elasticos. Logicamente, a

adocgdo de técnicas como as derivadas difusas pode mitigar estes efeitos.

Como os suportes adotados neste trabalho sdo circulares, torna-se conveniente a

integracdo em coordenadas polares, como apresentado a seguir:

0, R:
2 ¢ R 0 _ H npg npg
j F(x,,x,)dQ = j j F(R,0)RdRAO = %Zzl F(R,.g,ef )R,.gcoiga)_f (4.60)
Q. 6 0 i=l j=

onde npg ¢ o nimero de pontos de Gauss, @ sdo os pesos de Gauss e os pontos de Gauss

&f sdo distribuidos ao longo das coordenadas R e € como

(4.61)

J

9f=91+@(1+§¥)

A rotina do MLPG-1 proposta nesta pesquisa preveé somente circulos completos
ou setores circulares como dominios locais (figura 4.5a,b,d,e), sendo necessaria a redugao

do valor de R, pré-definido pela equagdo (4.41) sempre que ocorrerem casos como o da

figura 4.5c, evitando assim a integra¢ao de dominios envolvendo poligonos.
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(d) (€)

Figura 4.5 — Distribui¢do de pontos de Gauss para a integragdo numérica do MLPG-1 -

Integragéo classica: (a) de dominio circular; (b) de setor circular; (¢) Redugéo de R,

para evitar dominios de integracdo poligonais; (d) Integragdo em anéis: (d) de dominio

circular; (e) de setor circular

Ao transportar os pontos gerados para o plano cartesiano, ¢ possivel observar
imperfei¢des na distribuicdo dos pontos ao longo do dominio local, efeito colateral da
adocdo de coordenadas polares para a distribui¢do dos pontos de Gauss, como pode ser
visto na figura 4.5. Para solucionar este problema, pode-se adotar a formulagdo proposta
por PIERCE [99], onde a integracao ¢ executada através da divisdo do dominio circular
em anéis, permitindo a adocdo de um espagamento angular constante entre as fileiras
radiais de pontos de integragcdo. Deste modo, o processo de integracdo se transforma da
seguinte forma:

6 ke nps 1y

| j F(R, e)Rdee_ ZZF(Rf,@é) (4.62a)

6 0 i=l j=1
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(re) = (1ve)
0° =6, +M(j_lj

2n, 2

(4.62b)

onde n, ¢ o numero de divisdes angulares do dominio de integracdo.

Tendo em vista a simplicidade aliada aos excelentes resultados obtidos com esta
técnica alternativa, principalmente em relagdo a quadratura tradicional, este trabalho se
limitard a aplicagdo das duas técnicas detalhadas neste subitem. Outras técnicas de
integracdo alternativas podem ser encontradas na literatura, com especial referéncia a
Quadratura Gaussiana generalizada (MA et al. [100]). Um estudo comparativo mais
aprofundado sobre diversas técnicas de integragdo adequadas para o MLPG-1 pode ser

encontrado em FONTES JR [88] e MAZZIA et al. [103].
4.4 — Algoritmos de Retorno Mapeado

No item anterior, foi ilustrado um processo iterativo para problemas plasticos
baseado em incrementos sucessivos do campo de deslocamentos. Para cada incremento
aplicado, ¢ necessario identificar se o ponto material do corpo se encontra no regime
elastico, plastico ou na transi¢do entre os dois regimes, o que indicara efeitos diferentes

para o incremento de deslocamentos.

Para a constru¢ao desta formulagdo, sdo tomadas como ponto de partida as
estratégias comumente adotadas para o MEF, onde sdo utilizados procedimentos
numéricos incrementais que envolvem esquemas de predigdo-corre¢do. Basicamente,
estes métodos consideram que o incremento de deslocamentos resultard em um
incremento de tensdo no regime eldstico, constituindo assim a predi¢do elastica. Caso os
testes da fungdo de escoamento indiquem que o material esta de fato no regime eléstico,
o efeito do incremento de deslocamentos esta corretamente computado € um novo
incremento podera ser aplicado. Caso contrario, devera ser aplicada uma correcao plastica

para a consideracao dos efeitos de plastificacao.

Serdo estudadas inicialmente as metodologias pertencentes a familia de
Algoritmos de Retorno Mapeado (Return-Mapping Algorithm), que sao uma
generalizagao do Algoritmo de Retorno Radial (Radial-Return Algorithm), introduzido
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por MAENCHEN e SACKS [58] e WILKINS [59], que envolve um esquema de predi¢ao
elastica seguida de uma correcdo plastica, podendo ocorrer através de incrementos de
deformacao ou tensdo (strain control e stress control, respectivamente - LUBLINER

[46]). Serao estudadas duas variagdes destes algoritmos [46] [47] [65]:

e Algoritmo do Plano Secante — APS (Cutting-Plane Algorithm — CPA);
e Algoritmo da Projecido do Ponto Mais Préoximo - APPMP (Closest-Point
Projection Algorithm - CPPA).

Para a aplicacdo dos Algoritmos de Retorno Mapeado (ARM), sera considerado
inicialmente o Método de Euler para a discretizagdo das derivadas temporais, conforme

exemplo a seguir aplicado para o tensor de deformacoes:

‘éi' _ Agij _ +arCii T 1 Gy (4.63)
Tt At

E importante salientar que, para o caso de problemas elastoplésticos, os instantes
de tempo ¢ e t+ At podem ser interpretados como diferentes passos no esquema
incremental de evolucao da plastificacdo, ndo tendo relacao concreta com uma variagao

temporal propriamente dita. Considerando conhecidas as grandezas em estudo para um

determinado passo ¢ (,al.j, (s K tl(';) , aplica-se um incremento de carga AF, e obtém-
se um novo incremento do campo de deslocamentos e deformagoes (Aui,Agij) através da
formulagdo incremental discutida anteriormente, podendo esta ser no regime elastico ou

plastico.

A primeira etapa do processo ¢ admitir inicialmente que este incremento de
deformacao ¢ eldstico, o que caracteriza o seguinte problema (LUBLINER [46]),

chamado de predigao eléstica:
A —l(A +Au,, ), As) =0,Ak" =0,AKk =0 (4.64)
&y =5\ Al Al ), A8 =U,AK =T,AK; = :
Consequentemente, as tensdes e as varidveis de endurecimento podem ser

atualizadas da seguinte forma:
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QY] _
w805 =05t Cg/klAgkl

M ap _
&, = 8
t+At t
o ”I "1 (4.65)
t+AlK = IK
m, .c c

Ky = K

)

t+At

Ml Dy

o K s t+At

Caso seja verificado que F ( Y 1o

)< 0, conclui-se que o
incremento foi realmente elastico e o processo pode prosseguir com um novo incremento
(Aui,Agﬁ). Caso contrario, serd necessaria a aplicagdo de uma corregdo plastica, que

pode ser entendida através do seguinte Problema de Valor Inicial (PVI) com restri¢ao

[46]:

ot (2)=g' (o, (4).x" (4) 5 (2))
o (A) =g (o ()" (4).55 (2)) (4.66)
0, (4=0)= No,ix' (1=0)= Ox"sx] (4=0)= k]

Ploy (1) (A)x5 (1)) =0

A partir deste momento, as abordagens do APS e APPMP diferem. Para o
Algoritmo do Plano Secante, as variaveis internas (incluindo as deformacdes plasticas)
de uma iteracao sao calculadas em fun¢ao das varidveis obtidas na iteracdo anterior,
caracterizando um esquema explicito. Consequentemente, a correcao plastica ¢ aplicada

através do seguinte processo incremental:

(2)

t+At O-ij

_ M (2) M .p
- t+AtO- Cykl ( t+At gkl t+At Sy )
t+At <ij t+At <ij t+At o t+AE 00 AT 0 AL
i (4.67)
2), .1 _ (1) 1 M 1 M @O D,.C
a®K = K + z+AtAﬁ“|: (t+At0ij’ racK s t+AtKij ):|

Ol = D 4 “)A/l[ U( Og Wl (I)K;)}

t+At Tt t+At t+At 0 t+ A > t+At

0
@Qegp — Ogpr HAg aQ( DG Mgt (I)K‘;)

@

O célculo de ,, ;A4 pode ser realizado através da expansdo de F em Série de

Taylor até os termos de primeira ordem:
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Q)
or ( (2) (O]

Q) _ O
F= F+ t+Ato-ij_t+Ato-ij)+

t+At t+At

M
oF ) I Wy I

7\ t+At —aK +
AL i t+At 61(

® OF( 2),.C 0 c)

C \e+ary T oy (468)
t+At i
Q) _ (2) @, .1 ,.C
t+AzF_F(z+Ato-jjﬂt+AtK ’HAtKij)
O — (O] O, M,.C
t+AtF_F(t+Ato-ij’t+AtK ’t+AtKij)

Substituindo a formulagio das equagdes (4.67) e impondo ,J'F =0, tem-se:

0 (I)F
Ad = (+A? (4.69)
(+A! 0) ) ) [0) ’
ijkl I t+At C t+Mt Sjj
AL i A 80k, t+At oK oK,

t+At y

DF realmente

Com as grandezas calculadas na itera¢do (2), pode-se verificar se |,

¢ suficientemente proximo de zero (conforme tolerancia adotada), o que geralmente
ocorre nos modelos mais simples com incrementos suficientemente pequenos. Caso
contrario, uma nova correcao plastica pode ser aplicada. Segundo SIMO e HUGHES [47],
este método garante que cada iteracdo obterd um estado de tensdes na superficie de

ruptura ou além dela, visto que a convexidade de F implica que

t+A (+At +M i T A 1+Al T A

1) OF ()] OF
(Z)F_ (I)F_ ( (Z)O_ (I)O-[j)_ ( (Z)K.I (I)K' )_

(4.70)

A

c \r+ae i _t+AtKij
1+At i

@ 6F( 2) .C 1) C)ZO

Para o caso particular do critério de Von Mises com regra de fluxo associativa e

endurecimento isotropico, tem-se a seguinte formulagao:

& =3K&

S, =2G(¢;—¢)

F=\3J,-(Y+«") (4.71)
L s B

e{;—ﬂ,z\/J—zSij

k' =AH
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Com a aplica¢do da equacdo (4.69), tem-se:
o Ad = A (4.72)

A predigao elastica (1) e a correcao plastica (2) sdo indicadas a seguir:

o) ~ 1) ~ ~ ~
AO'Z.]. = a0y~ .0, = 3KA5ij
(€3} _ _
ASU = HA,Sg./ - ,Si/ = 2(?Ae4./

V3

(2) _ @ Og _ 2),p M,pr\ _ ) M
ASij i t+AtSij - t+AtSij - _2G(1+Ateij - t+Ateg‘/ ) - _2G1+AtAﬂ“ 9 [_J 1+At Sy (473)
2
3
@ = Wer . DAy V3 g

t+At i t+At ~ij t+At 2 (J t+At ~ij
2

Ol = Ok, OAIH

t+At t+At t+At

Considerando que /S, —®'AS, = ,1'S, e tendo em vista os resultados das

equacdes (4.73), observa-se que a correcao plastica do estado de tensdes ocorre na dire¢ao

~ (2) ~
do vetor que representa a tensdo final ,,\'S; no plano 7, razdo pela qual, para o caso do

critério de Von Mises e regra de fluxo associativa, o método em questdo ¢ conhecido
como Algoritmo de Retorno Radial ou Radial-Return Algorithm, conforme € ilustrado na
figura 4.6. Segundo BATHE [52], a figura 4.6 evidencia os erros numéricos provenientes

de desvios do vetor que representa as tensdes desviadoras.
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O1 02

-03

Figura 4.6 — Algoritmo do Retorno Mapeado para o critério de Von Mises, regra de

fluxo associativa e endurecimento isotropico — Algoritmo de Retorno Radial

Com a predigdo eléstica, pode-se entender que o estado de tensdes atinge uma
superficie de ruptura ficticia, associada a uma varidvel de endurecimento ficticia,
retornando a superficie real apos a correcao plastica. Considerando a segunda equagdo do
grupo (4.67) para o caso Q = F, fica claro que a condi¢dao de normalidade estd imposta
nesta superficie ficticia, no passo da iteragdo anterior a corre¢ao plastica. Deste modo, a
corre¢do plastica ocorre em uma trajetoria perpendicular a superficie ficticia (ver figura

4.7), o que resulta no retorno radial para o caso do critério de Von Mises.

Para a corregdo plastica do Algoritmo da Proje¢do do Ponto Mais Proximo, as
variaveis internas (incluindo as deformagdes plésticas) de uma iteracao sio calculadas em
funcdo das variaveis obtidas na propria iteracao, caracterizando um esquema implicito.

Consequentemente, a correcao plastica € aplicada da seguinte forma:
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(2) _ M _ 2 pop . Dpp
t+At O-ij T t+Ar 0@/ Cijkl ( t+At gkl t+At gkl)

2)op _ (Mgap (2) 5 (2) 2,1 2),.C
t+Atgij _t+At8ij + Aﬂ“[gij(t o K K )]

t+At FAL G At 0tk AL N
Ao = K+ Qa8 (e o Sk )] (4.74)
Sl = s+ Daa] & (e S k)]
SF=F( oy S Q) =0

Diferentemente da formulacdo explicita do APS, a formulagdo anterior representa
um sistema algébrico ndo linear para o calculo das variaveis internas na iteragdo (2). O

(2)

calculo de ;) AA pode ser realizado através do processo de Newton-Raphson aplicado a

cada equagdo de (4.74). Para tanto, para a iteragao (2), sera introduzido um novo processo
iterativo com sobrescrito (k). Para despoluir a notacdo, serd usada a simplifica¢do

“”Aaij = ("t)fiZAal.j para todas as varidveis. Adicionalmente, para maiores simplificagdes,
sera dado retorno a notagdo de potencial plastico g; = GQ/ 0o . Considerando as tensdes

e variaveis internas como variaveis para o processo de Newton-Raphson, tem-se entdo a

definicao dos seguintes residuos para o Método de Newton-Raphson:

R =C Ao, +ALg,
R =—Ax"+ALg"

xC _ C ~C
R =-AK; +AAg;
F=0

(4.75)

O desenvolvimento da matriz Jacobiana para este sistema ndo linear resulta na

formacgao do sistema algérico linear

*)
o5, 85, 05,
Cl+AL| =L AL —L A —L o
o (80,{1 J (87{’ j (axjn j &
Al Al Al (k) (k) -
ail 2 a8 . AL 8gc g | [ R;
oo, oK oK. ok’ R*
c |77 xC
08¢ 08¢ o€ OK R;
AL : AL : -0, 0, +AA : 5¢ ‘
oo, o’ inin oxC | S| Lo F
oF oF oF 0
oo, ok’ oK<
(4.762)

153



cuja notagdo pode ser simplificada como

onde

“OM, Pox=-"R (4.76b)

Bgx = FDAx - ® Ax 4.77)
A atualizagdo das deformagdes plésticas ¢ feita através da correcao plastica:

(kD) op _ () op | (K) A P _ (K) P -1 (k)
g ="+ Ag; ="¢e; —Cy Aoy, (4.78)

O inconveniente desta formulagdo ¢ a necessidade da derivada de segunda ordem

em relagdo ao potencial plastico Q ou F', conforme apresentado no apéndice A. Em SIMO

e HUGHES [47], ¢ demonstrado que a corregado plastica descrita nas equagdes anteriores

pode ser interpretada geometricamente como uma trajetoria reta que parte da tensdo

elastica prevista e reencontra a curva de escoamento na dire¢do normal a mesma e no

ponto mais proximo da previsao eldstica, razao pela qual este método € conhecido como

Algoritmo da Projecao do Ponto Mais Proximo, conforme figura 4.7.

Figura 4.7 — Comparativo entre o APS (esquerda) e APPMP (direita). No APS, a

condicdo de normalidade ¢ aplicada a partir da superficie de escoamento ficticia (apds a

predicdo elastica), enquanto que, no APPMP, a condi¢ao de normalidade ¢ imposta a

superficie de escoamento final (ap0s a corre¢do plastica)
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De fato, conforme salienta HUANG e GRIFFITHS [65], a segunda equacdo do
grupo (4.74) para o caso Q = F deixa claro que a condi¢ao de normalidade esta imposta
ao final da iteracdo, apds a correcdo plastica, ou seja, estd imposta a superficie de
escoamento real final. Deste modo, a correcao plastica ocorre em uma trajetdria
perpendicular a superficie de escoamento real ao final da iteracdo, o que justifica o nome

do algoritmo.

Adicionalmente, segundo [52] [46] [47], para manter a convergéncia quadratica
do método de Newton-Raphson, a formulagao plastica precisa adotar um tensor plastico

algoritmico, que € consistente com o processo incremental utilizado. Neste caso, tem-se:

0, 0.
C;)k(lalg) _ ( t+ae i ] (4.79)
0, 0 En

t+At

O tensor plastico algoritmico é gerado através do resultado da aplicagdo do

APPMP, através da inversdo da matriz Jacobiana do Método de Newton-Raphson:

do, de, doy, de,
dK] 0 dK[ -1 0 : plalg)
M, < =1 o dIFa M, 0 =0, =Ch “&y (4.80)
d(AR) 0 d(AA) 0

Logicamente, conforme serd ilustrado no proximo capitulo, a formulacdo explicita
do APS exige menor esfor¢o computacional por iteracao quando comparada a formulagao
implicita do APPMP, com a contrapartida da necessidade de um maior numero de
iteragdes para garantir a convergéncia da correcdo plastica. Apesar da aparente
superioridade do APPMP em relagdo a acurdcia da correcdo plastica, a escolha do

algoritmo mais eficiente para as iteragdes plasticas ¢ consideravelmente menos obvia.
4.4.1 — Consideracoes sobre os Algoritmos de Incrementos de Carga

A combina¢ao do Método da Matriz Global Tangente Inicial, usando o tensor C
elastico para qualquer incremento de carga, com o APS constitui o algoritmo mais simples
que esta pesquisa apresenta para as iteragdes plasticas e, conforme serd visto no proximo
capitulo, pode apresentar resultados satisfatorios, embora seja necessaria uma grande

quantidade de iteragdes plasticas e um incremento de carga suficientemente pequeno.
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Considerando ndo haver a necessidade de atualizacdo da matriz global, a inversa da
mesma pode ser armazenada, o que garante esfor¢o computacional minimo para cada

iteracao.

A adocao do APPMP em conjunto com o tensor plastico algoritmico e o critério
de atualizacdo da matriz global pléstica em cada iteracdo plastica e incremento de carga
(Método da Matriz Global Tangente) se caracteriza pelo Método de Newton-Raphson
verdadeiro e constitui o algoritmo mais completo apresentado por esta pesquisa. Apesar
da promessa de maior acuracia e de menor nimero de iteragdes necessarias para a
convergéncia, se nao forem tomados os devidos cuidados na definicdo dos valores da
iteracdo inicial, esta metodologia pode apresentar problemas para o caso de
descarregamento, onde o retorno ao comportamento elastico ¢ esperado (ver figura 4.8d),
para o caso de variagdes bruscas de carregamentos ou para histéricos de carregamentos
complexos que podem gerar regides que oscilam entre os regimes elastico e plastico ao
longo dos incrementos de carga. Em alguns casos, estes problemas de convergéncia e
oscilagdes de regimes elastico e plastico podem ocorrer até mesmo durante iteragdes em

historicos de carregamento simples.
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Figura 4.8 — Algoritmo de incrementos de carga: (a) Método da Matriz Global Tangente
Inicial (K eléstica); (b) Método da Matriz Global Tangente Modificado; (c) Método da
Matriz Global Tangente; (d) Obtencdo de Kt incorretas para o caso de descarregamento

elastico

Ademais, conforme salientam HUANG e GRIFFITHS [65] e CRISFIELD [132],
o método de Newton-Raphson verdadeiro para a solucdo de problemas plasticos através
do Mc¢étodo dos Elementos Finitos pode apresentar problemas de convergéncia
dependendo dos parametros adotados para o método numérico e para os incrementos de
carga, exigindo a adocdo de algoritmos de /ine search para computar o tensor plastico
algoritmico nos pontos de Gauss da integracdo espacial numérica, o que aumenta ainda

mais o custo computacional e ndo necessariamente garante a convergéncia.

Pelos motivos descritos acima, alguns autores, tais como [65], defendem a adogao
do APS em conjunto com o tensor plastico CP (chamado também de tensor plastico
continuo), uma vez que esta metodologia ndo exige tratamentos especiais, €
suficientemente acurada e possui convergéncia mais rapida que os algoritmos mais
simples (apesar do maior esforco computacional). O algoritmo supracitado poderia ser
vantajoso, uma vez que incrementos de carga maiores poderiam ser adotados. No entanto,

0 mesmo artigo salienta que, para garantir a convergéncia do referido algoritmo via MEF,
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a matriz global tangente precisa ser atualizada a cada incremento de carga e iteragdo
plastica, sendo necessario evitar o Método da Matriz Global Modificado, o que aumenta

ainda mais o custo computacional.
4.5 — Algoritmos para Problemas Viscoplasticos

Para o estudo de metodologias para a solu¢ao de problemas viscoplésticos, pode-
se tomar como ponto de partida os trabalhos de ZIENKIEWICZ e CORMEAU [61] [62].
Conforme item 3.6, a formulagao viscopléstica de Perzyna define uma forma explicita

para o parametro de consisténcia:

o1
ﬂ:;@(F» (4.81)

Como o parametro de consisténcia depende da fungdo de escoamento, a adogao

de um esquema implicito se torna necessaria, conforme formulagdo a seguir:

tJr(Zt)O-ij = t+(Alt)o-g‘/ - Cijkl ( t+(A2t)€1§ - t+(Alt)‘C"1§)

ey = el + 0] &, (Do L k)]

o= O Qaal g (Yo kL k)] (4.82)
S = s+ aa g5 (e S Qx|

Sz (o 2F))

Deste modo, conforme SIMO e HUGHES [47], o APPMP adotado para problemas
elastoplésticos pode ser utilizado, substituindo a restri¢ao ' = 0 da fungdo de escoamento
pela equagdo (4.81). Neste caso, o estado de tensdes viscoplasticas podera transcender os
limites da superficie de escoamento, mesmo com a presenca dos fendmenos de
endurecimento. Adicionalmente, a formulacdo garante que eventuais descarregamentos

manterao o material no regime viscoplastico quando F>O0.

O M¢étodo de Newton-Raphson pode ser entdo aplicado, conduzindo ao seguinte

resultado:
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R =C Ao, +ALg,
R =—Ax'+ A1’

xC C ~AC
R =—Ak{ +AASS (4.83)
R = —M+Azl<cp(F)>
4
(k)
og. 05 s,
Col+AL| 2L AL| =L AL 2L
" (ao-kl j (aK’I j (aKrSn ] gU
Al N Al () (k) .
M( og j _1+M(6g1J M( o8’ ] p 50,7 R
80'kl oK GKmn oK ~ RKI
og¢ ag¢ ag¢ oS | RX€
AL| =2 AL 2L —5. 5 +A| =L | g€ " Y
(aak,] (61«’ A = R
£8<®(F)> At 8<CD(F)> £6<CD(F)> »
y Oo, y ok’ y Ok.
(4.84)

O APPMP para problemas viscoplasticos pode ser utilizado em conjunto com os
mesmos métodos de atualizagdo da matriz global apresentados para problemas

elastoplasticos, usando o mesmo expediente para a produgdo do tensor plastico

algoritmico.

Para a utilizagdo de uma matriz global diferente da elastica, considera-se o

problema
d'g; = Cijkl (‘ékl _‘ézf;) = Cijkz (ékl _gkl)
1 .
8ij :;<®(F)>gij
4.85
K’ =l<cD(F)>g’ (4.85)
e
) 1 .
Ky :_<CD(F)>gzyC'
4
que, na forma matricial, pode ser escrito como
F,=KU-G=F, (4.86)
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Adotando o Método de Euler para as derivadas temporais, tem-se

Ael = At,g, = KAU-A(G = AF, (4.87)
Expandindo para o Método de Euler Generalizado, tem-se o seguinte resultado:

Agtf = At[(l_at) 1 8ij +(az)t+Azgg;]

0 0 0
Agy :_CifklA{gkl ta, (%A@m + gkll Ax" + glg Ak, J]

o, oK 0K,

I I 1 (4.88)
A’ =0t g va| B po, + %8 ax'+ 8 kS
do,, oK ox,, "

- oK 0K,

og¢ og¢ Og¢
AK‘;:AZ|:g§+at(%AGW+ gljl Axl + glé AK‘gq

A manipulagdo algébrica deste sistema resulta no tensor viscoplastico continuo
Cr:

Ao, =C (Mg, —Mig ) = KPAU-AIG™ = AF, (4.89)

4.6 — Formulac¢ao da Variante MLPG-5

Com o objetivo de ampliar a andlise dos diversos Métodos Sem Malha, este
trabalho adiciona o estudo da variante MLPG-5 para problemas elastoplasticos e
viscoplasticos. Esta variante se caracteriza pela ado¢do da funcdo de Heaviside como

fun¢do de ponderagao:

1,er§ 490
v(x)= 0,xgQ, (4.90)

Na FFSL, observa-se que as derivadas da funcdo de ponderagdo se anulam no

dominio local Q.. Em contrapartida, a integral no contorno interno L, permanece ndo
nula, resultando na seguinte formulagao integral:

[ pdr+ [ pdr+ [ pdT+ [ bdQ-a [ (u,-it)dT =0,i=1,2 (4.91)
. L Q. Le

T Ly

Desta forma, a versao matricial da formulagao do MLPG-5 pode ser escrita como
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| - [ ,ND’B®,dT"— | ND'B®,dT +a [ ,®,dT" (AU, =

i=1 T L L (492)
= [ ApdT+ [ AbdQ+a [ 8,AudT
T Q; T

A grande vantagem desta variante ¢ a auséncia da integral no dominio local para
a geracdo da matriz global, sendo necessarias apenas integrais no contorno local para o

caso de auséncia de forcas de massa.

Para o calculo das forgas residuais oriundas da correg¢do plastica, a expressao

(4.58) deve ser adaptada da seguinte forma:

AF, = [ NAedQ+ [ 5,NAcdT (4.93)
L r.

&1

4.7 — Adaptacdes para Problemas Planos

A formulagdo elastopldstica e viscoplastica apresentada até o momento ¢é
adequada para problemas tridimensionais generalizados. Nesta sec¢do, serdo apresentadas
as adaptacdes necessarias para a modelagem de dominios planos, nas modalidades Estado

Plano de Tensoes (EPT) e Estado Plano de Deformagdes (EPD).

Para o regime elastico, a consideracao destes estados esta contemplada pelo tensor

D (equagdes (4.45)), com o desaparecimento da tensdo o,, e deformagdo ¢,, da

formulacao. Para o regime pléstico ou viscoplastico, as tensdes e deformagdes no eixo
perpendicular ao plano estudado inicialmente sdo mantidas na formulagdo, sendo

adicionadas as restricdes apresentadas a seguir.

Para problemas elastoplasticos e viscoplasticos, o EPD pode ser definido através

da seguinte restri¢do:
Ep=6,185=0 (4.94)

Naturalmente, esta restrigdo gera uma tensao nao nula na direcao normal ao estado
plano. Através das equagdes constitutivas eldsticas, obtém-se a seguinte expressao para a

tensao transversal:
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oy, =v(0y, +0,)—Eel (4.95)

Derivando a expressdo anterior com relacao ao tempo e aplicando as regras de

fluxo, tem-se:

Gy, =v(6,, +6,)—EA 00 (4.96)
00,
Para a aplicag@o da corregdo plastica, a tensdo o, ¢ a deformagdo plastica &,

sdo mantidas como incognita dos sistemas (4.74) ou (4.82), com a substituicao da equacao

original relativa a tensdo pela restri¢do da equacdo acima.

Ainda aplicando a restricdo da equagdo (4.96), seguem abaixo algumas adaptacdes
de expressdes necessarias para a corre¢ao plastica ou para o calculo do tensor pléstico CP,

seguindo o formato apresentado por TELLES [56]:

d, 00/00,, +a,
d 0Q/0o,, + o
dl.].:Cl.jkla—Q—>d: ?1=2G 0/00, + @,
. oo, d, 0Q/oa,, 497
dss 00/003; + @, .

0, = 14 00 N 00 N o0
1-2v\ 0o,, ©0O0,, 0o,
Para o EPT, a restricdo o,; =0 ¢ aplicada normalmente nas formulagdes da

corre¢do plastica, sendo a deformagdo plastica &;; mantida como incognita. Para as

adaptagdes adicionais, tem-se [56]:

d, 00/00,, + @y
d 0Q/0o,, +
T 0/ +a,
o ) ol (4.98)
d33 0 ’
®, = v [0, o0
l1-v\do,, OJo,,

O tensor DP pode ser calculado em fun¢do do tensor plastico CP utilizando o

mesmo expediente de adaptacao do tensor elastico C para D, atentando-se para o fato de
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que, para estes casos, a deformagdo transversal adotada ¢ a distor¢do y,, =2¢,.

Considerando regras de fluxo associativas e o tensor plastico CP da equacao (3.134), tem-

se o seguinte resultado para problemas planos:

d®d
a- d+H’+Hca a
, OF OF j

P_

0oy, 80‘22 0o, 00y,

(e
E OF aFj

(4.99)

ooy, 60‘22 0o, 00y,

d,)

Segundo DRUCKER e PRAGER [19], quando os materiais regidos pela
Plasticidade Classica atingem a carga limite responsavel pelo colapso, este ocorre num

regime de estado de tensOes constante. Consequentemente, a taxa de variacdo das
deformagdes € puramente plastica, ou seja, &, =&/ . De posse desta conclusdo, para o
EPD, tem-se &,; = £;; = 0 no momento do colapso. Aplicando a regra de fluxo associativa

para o critério de Drucker-Prager (equagdo (3.68)), obtém-se
S \/_ 2 (4.100)

Substituindo o resultado na func¢do de escoamento do critério de Drucker-Prager
(equagdo (3.38)), ¢ possivel concluir que, para problemas de EPD, no momento do
colapso, o critério de Drucker-Prager pode ser utilizado para simular o critério de Mohr-

Coulomb através da seguinte adaptagao de parametros [19]:

_ 3tgg
(9+12tg%)"
33C

(9+12tg%9)”

(4.101)
Y =

Fazendo ¢ =0, a conclusao anterior pode ser extendida para a simulacdo do

critério de Tresca através do critério de Von Mises, com =0 e ¥ = C\3.
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4.8 — Carregamento de Temperatura

Adicionando uma variagdo uniforme de temperatura ao sistema, as equacdes

constitutivas no regime elastico podem ser escritas como na equacao (2.60), repetida aqui:
0, (x%,0) = Cyyy (8, (%, 1) = AT(x,)) (4.102)
No regime plastico, tem-se:
0, (x%,0) = Cyyy (8, (. 1) = £, (x,0) — ) AT (x,1)) (4.103)
Considerando a isotropia do material, pode-se definir que

a; =a,,6; (4.104)

y

onde a,, € o coeficiente de dilatacdo térmica. Consequentemente, tem-se:

Cyuay AT =3Ka,,ATS, (4.105)

y

Substituindo esta relacdo na equagao (4.40b), obtém-se, além da formulagao fraca
local tradicional, uma forga equivalente ao efeito da variagdo uniforme de temperatura, a
ser somada ao vetor independente do sistema global:
Fy =3Ka AT| - [ 8;nvdlU— [ 8nvdT+ [ 8,9, ,dQ (4.106)
Ly L¢ Qg

A formulacdo deste subitem ¢ valida para problemas tridimensionais e para o

EPD. Para o EPT, é necessario substituir o pardmetro K por K , conforme equagao (2.17).
4.9 — Discussoes sobre os Parametros do MLPG

A familia de métodos MLPG via MQM/MQMO exige a defini¢ao de diversos
parametros que, de certa forma, substituem os dados de conectividades que caracterizam
as malhas de métodos numéricos tradicionais. Apesar da auséncia de necessidade de
geracdo de malha, o ajuste dos pardmetros do MLPG pode impactar a qualidade dos
resultados numéricos. Desta forma, uma andlise cuidadosa da variagao destes parametros

se faz mandatoria.
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O primeiro parametro a ser analisado ¢ o raio R, do dominio local de integragéo,

onde ¢ sugerida a definicdo da equagdo (4.41), aqui repetida:

R, =4, (4.107)

onde d; rerpresenta a distancia do centro & do circulo ao ponto da nuvem mais proximo.
Para os problemas numéricos estudados, sera adotado um fator de escala 4, =1, que ¢

suficientemente pequeno para manter o cardter local da formulagdo fraca e
suficientemente grande para garantir a integra¢dao total do dominio e do contorno na
formacdo da matriz global e do vetor independente. Para a variante MLPG-5, alguns
autores, tais como ATLURI e SHEN [74], defendem a utilizagdo de fatores de escala do
dominio de integracdo inferiores a 1, como sera testado para alguns problemas nesta

pesquisa.

Ainda mais importante ¢ o ajuste do raio R, do suporte do MQM/MQMO, que
precisa ser pequeno o suficiente para manter o cardter local do método e grande o
suficiente para conter o nimero minimo de pontos necessarios para garantir o sucesso do
ajuste de curva do método. Conforme foi visto no item 4.1.1, a inversibilidade da matriz
momento A depende do posto da matriz PT ¢ o mal condicionamento de A depente da
representatividade dos pontos na aproximagao do MQM, o que depende da distribui¢ao

dos pesos do método.

Para reduzir o esfor¢o computacional geral do MLPG, algumas abordagens
simples vém sendo adotadas para definir o suporte do MQM. O modelo mais basico

define um novo fator de escala A, nos mesmos moldes da equagdo anterior:

R =2, (4.108)

X x1

Na pratica, o fator de escala da equacao anterior estipula a magnitude do peso

atribuida ao ponto mais proximo do ponto base do suporte do MQM.

Uma segunda abordagem, que foi extensivamente testada por FONTES JR [88],
consiste em atribuir a magnitude do peso ao nmp-€ésimo ponto mais proximo do ponto
base, o que garante a representatividade de pelo menos nmp pontos dentro dos limites do

suporte do MQM, definindo assim o fator de escala alternativo A_

xnmp
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R=2_ d (4.109)

X xnmp ™" nmp

onde d.np representa a maior distdncia entre o ponto base € os seus nmp pontos mais

proximos.

Outros autores, tais como MIRZAETI et al. [108], preferem a defini¢ao do suporte
através da atribui¢do de um fator de escala ao espacamento nodal %, definido pela equacgdo

(4.22), gerando o seguinte resultado:
R =4,-ngp-h (4.110)

O trabalho de NIE et al. [133] sugere alguns valores otimizados para o fator de

escala A4, para o MQM com base polinomial até o segundo grau e considerando uma

distribuicao retangular uniforme para a nuvem de pontos. Esta pesquisa utilizara as faixas
de fatores de escala padronizados sugeridos conforme experiéncias ilustradas pela revisao

bibliografica apresentada.

Finalmente, a necessidade da utilizagdo de um parametro de penalidade & paraa
imposi¢do das condi¢des de contorno essenciais pode gerar problemas numéricos, visto
que valores pequenos deterioram a qualidade dos resultados, ao passo que valores muito
grandes geram problemas de mal condicionamento da matriz global do MLPG. Segundo
[88], normalmente sio adotados parametros de penalidade entre 10® e 10?°. Este trabalho
adotou o =10", sendo observados casos de mal condicionamento em alguns problemas
quando foram adotados valores maiores. A decomposi¢do da matriz global em valores
singulares (DVS) permite a verificagdo da ordem de grandeza dos termos da matriz,

viabilizando a adogao de um parametro de penalidade adequado para cada problema.
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Capitulo 5 — Exemplos Numéricos

Este capitulo objetiva a apresentacdo dos resultados da aplicacdo das
metodologias numéricas propostas neste trabalho em alguns problemas classicos. Apesar
da simplicidade e recorréncia destes problemas em analises lineares elasticas empregadas
em projetos de Engenharia, a adicdo do comportamento constitutivo elastoplastico e
viscoplastico inviabiliza, na maioria dos casos, a obteng¢ao de solugdes analiticas. Deste
modo, muitas comparagdes de solucdes numéricas via Meshless serdo feitas em relagao
as correspondentes solu¢des via Método dos Elementos Finitos (MEF) e Método dos
Elementos de Contorno (MEC), onde todos os resultados via MEC sdo oriundos do

trabalho de TELLES [56].

E importante salientar que estas comparagdes podem atuar apenas como
referéncias, ndo sendo pertinente a comparagao minuciosa de erro entre elas, uma vez que
o carater nao linear do modelo fisico conduz a resultados numericamente diferentes,
embora fisicamente compativeis. Alteragdes na metodologia de incremento de carga,
atualizacdo da matriz global, correcdo pléstica e variagdes nas taxas de incremento de
carga ou passo no tempo podem gerar resultados numéricos distintos, embora

suficientemente proéximos para a afericdo do comportamento fisico do problema.

Observagao semelhante pode ser atribuida as solu¢des analiticas propostas, uma
vez que as mesmas sO podem ser obtidas através de simplificagdes ndo reproduzidas
fielmente pelos modelos numéricos. Portanto, apesar da compatibilidade fisica entre as
solucdes analiticas e numéricas apresentadas a seguir, nao se pode esperar a convergéncia
entre elas. As solucdes analiticas das versdes simplificadas de alguns problemas

estudados neste capitulo sao discutidas no apéndice C.

Diante do exposto, as comparagdes das respostas numéricas via Métodos Sem

Malha com as solucdes analiticas ou com as solu¢des produzidas por outros métodos
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numéricos servirdo apenas para a analise qualitativa dos resultados, avaliando a coeréncia
do comportamento fisico da resposta numérica. Adicionalmente, serdo acrescidas
comparacgoes entre as variantes MLPG-1 e 5, APS e APPMP, variagdes no incremento de

carga e passo no tempo, entre outros aspectos.

Para a caracterizacdo das modelagens numérica, sdo introduzidos os seguintes

parametros:

e NN ¢ o namero de pontos da nuvem da aproximac¢ao sem malha,
incluindo pontos internos € no contorno;

e NX ¢ o niumero de pontos adotado na formag¢ao do suporte do MQM;

e ppéacargado limite de escoamento e py ¢ a carga Ultima, responsavel
pelo colapso estrutural;

e NP ¢ o numero de incrementos de carga partindo da carga nula,
abrangendo os regimes elastico e plastico, ou seja, o incremento de
carga ¢ Ap = p/NP, onde p ¢ a carga final, que pode ndo ser atingida
se€p > pu,

e [P ¢ o indice do incremento de carga, onde 1<IP < min{IPU,NP} e

[Py € o incremento onde o modelo numérico diverge, indicando o
colapso;

e NT ¢ o numero de passos no tempo das iteragdes viscoplasticas;

e NG ¢ o nimero de pontos de Gauss adotado para a integragdo

numérica.

A alternativa de adogdo de incrementos de carga NP a partir da carga nula no
regime eldstico foi escolhida para manter um carater geral para o historico de
carregamentos. Para historicos simples, com carregamento gradual crescente, pode-se
partir de uma solugdo elastica inicial com a detec¢ao do ponto com o valor maximo da
func¢do de escoamento F. Através da proporcionalidade da formulagao no regime elastico,
¢ entdo definida a carga py responsavel pela plastificagdo, que corresponde a carga que
anula a funcdo F para o ponto detectado. Deste modo, a iteragdo seguinte pode partir
diretamente de po, j& no regime pléstico. De qualquer modo, as iteragcdes elasticas
possuem custo computacional baixo em comparacgao as iteragdes plasticas, sobretudo nas

proximidades da carga de colapso.
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Para evitar excesso de variacdo de parametros do MQM, sera dada preferéncia a
base polinimial quadratica (ngp=2) e a spline de quarto grau como fun¢ao peso, exceto
onde indicado de outra forma. Como foram escolhidos fatores de escala padronizados
para a defini¢do dos tamanhos do suporte do MQM, os exemplos testados a seguir
acusaram variagdes insignificantes entre 0 MQM e o0 MQMO, razdo pela qual apenas os

resultados via MQM sao apresentados.

A distribui¢do de pontos de Gauss foi igualmente fixada, com NG=10x10 para o
MLPG-1 e NG=40 para MLPG-5, sendo adotada a integracdo anelar, por
consistentemente apresentar resultados melhores em comparagao a integragao tradicional
em coordenadas polares. Apesar do fato de os valores de NG indicados anteriormente
serem baseados em experiéncias de pesquisas anteriores, foi realizado inicialmente um
estudo de convergéncia com variacao de NG, sendo atestado que os valores supracitados
sao suficientes para garantir a precisdo da solugdo numérica para todos os exemplos que
serdo apresentados a seguir, sendo registradas variagcdes insignificantes para valores
maiores. além do registro de degradagdes da solucdo numérica para valores de NG

inferiores a 8x8 para 0o MLPG-1 e 30 para o MLPG-5.

Para a plotagem das zonas plésticas, serd utilizado o software View 3D,
desenvolvido na COPPE, para a visualizacao de resultados de analises numéricas via
MEF. Neste caso, para quantificacao da plastificagdo, ¢ definido o coeficiente kr, tal que
a plastificagdo ocorre para kr = 1:

kp =1+

F
£ (5.1)

5.1 — Cilindro Submetido a Pressao Interna

O classico problema de Estado Plano de Deformacdes (EPD) caracterizado por
um cilindro de paredes espessas submetido a pressdo interna ¢ estudado considerando a
adicdo do comportamento elastoplastico classico. E considerado que o material obedece
ao critério de escoamento de Von Mises sem endurecimento. Para a aferi¢cao das solugdes
numéricas apresentadas, serd adotada como referéncia uma solucdo analitica
simplificada, obtida através da adaptacdo da formulacdo do critério de escoamento,

conforme exposto no apéndice C.
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(a) (b)

Figura 5.1 — (a) Cilindro submetido a pressao interna; (b) Modelo de calculo

Foi adotada uma nuvem de pontos com distribui¢ao em coordenadas polares, com
10 divisdes na direcao radial ¢ 20 na diregdo transversal, totalizando NN=11x21=231

pontos. Os dados numéricos adotados sdo apresentados a seguir.

Tabela 5.1 — Cilindro submetido a pressdo interna — dados numéricos

Dados geométricos a=100mm b =200mm
Parametros elasticos E = 1200N/mm? v=20,3

Critério de Von Mises Y =2,4N/mm? H'=H¢=0
Pardmetros do MLPG-1 Ae =1 NG =10x10 | A, =2,0
MLPG-1 com derivadas difusas Ae =1 NG = 10x10 | Axnmp =2,0
Parametros do MLPG-5 Ae =1 NG =40 Axnmp = 2,0

Da solugdo analitica do apéndice C, tem-se que o inicio do escoamento do critério
de Tresca adaptado ocorre para p/Y=0,433, ao passo que p/Y=0,4323 para o inicio do
escoamento do critério de Von Mises. O colapso tedrico ocorre para p/Y=0,8004. Os
resultados numéricos a seguir apresentam conformidade com os valores previstos pela

solu¢do analitica adaptada.
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Tubo submetido a pressao interna
- //.7
0,7 /
0,6

0,5

Sol. Analitica

= MLPG-1 APS NP=20

p/Y
=
'\\
\\\L

0,3 MLPG-1 APS NP=50
- --- MLPG-1 APS NP=100
0,2 /
0,1
O T T T
0 1 2 3

4Gu,/Ya

Figura 5.2 — Tubo submetido a pressao interna — Comparativo de incrementos de carga

para o APS
Tubo submetido a pressao interna
0,8 m
0,7
0,6
0,5
E 0,4 / Sol. Analitica
03 s MLPG-1 APS NP=10
0:2 + MLPG-1 APPMP NP=10
01 -
0 o ; ; ;
0 1 2 3
4Gu,/Ya

Figura 5.3 - Tubo submetido a pressao interna — Comparativo entre o APS ¢ APPMP

Os resultados dos graficos das figuras 5.2 e 5.3 mostram que o problema em

questdo ¢ pouco sensivel a variagdes de incremento de carga, gerando resultados
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praticamente coincidentes para NP=20, 50 e 100. Insignificante também foi a diferenga
entre 0 APS e o APPMP para este exemplo, como mostram os resultados para NP=10.
Para valores maiores de NP, as diferengas entre os algoritmos tornam-se ainda mais
insignificantes para este exemplo. Para uma carga final p = 2,4N/mm? e NP=100, a
primeira iteracao plastica ocorreu em [P=44 e o ltimo incremento de carga convergente

ocorreu em IP=80, o que estd de acordo com a teoria.

Os erros relativos dos deslocamentos em relagdo a solugdo analitica adaptada
foram inferiores a 1% até p/Y=0,7, chegando a 5% para p/Y=0,79 e 8% para p/Y=0,8.
Vale destacar, porém, que os resultados se tornam pouco representativos a medida que a
carga se aproxima do colapso assintotico tedrico, principalmente considerando que a
solugdo analitica adota um critério de escoamento adaptado, ou seja, apesar de a carga de

colapso ser equivalente, os deslocamentos podem apresentar desvios maiores, sobretudo

nas proximidades do colapso.

Figura 5.4 — Tubo submetido a pressao interna — Zona plastica — Valores de kr para

p/Y=0,75 (raio plastico r, =1,6a)
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O grafico da figura 5.5 apresenta um comparativo com as formulagdes via MLPG-
5 e e o método simplificado do MLPG-1 com derivadas difusas, onde pode ser observada
uma leve degradacgdo dos resultados para a formulagao com derivadas difusas, sobretudo
para os incrementos de carga proximos ao colapso assintético. Para o presente exemplo,
o menor esfor¢o computacional das derivadas difusas compensa a perda de precisdo, pois

esta degradagdo ndo compromete a qualidade dos resultados.

Tubo submetido a pressao interna
0,8 ‘ .'_,1—-'-'-“'_
0,7 ot
0,6 | K _
0,5 | -/ ——5ol. Analitica
2 04 | J/
0.3 | ,/ ) = MLPG-5 APS NP=100
ool
01 ‘ MLPG-1 APS derivadas
v difusas NP=100
0 = T T T
0] i g 2 o
4Gu,/Ya

Figura 5.5 — Tubo submetido a pressao interna — Resultados para o MLPG-5 e MLPG-1

com derivadas difusas

Adicionando um endurecimento isotropico linear com A= 0,1N/mm?, observa-se
grande compatibilidade com a solucao analitica adaptada, conforme pode ser observado

no gréafico da figura 5.6, sendo Yo a tensiio de escoamento inicial igual a 2,4N/mm?.
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Tubo submetido a pressao interna
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0] 1 2 3
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Figura 5.6 — Tubo submetido a pressdo interna — Efeito do endurecimento isotropico

linear

Para simular as diferengas entre as formulagdes de endurecimento, € realizada uma
comparagio com o modelo de endurecimento cineméatico com H¢ = 0,1N/mm?, onde o
carregamento ¢ realizado até p/Yo = 0,79, com posterior descarregamento € compressao
até p/Yo=-0,42. Para o caso sem endurecimento, a plastificacao ¢ reiniciada para p/Yo=
-0,08, com os correspondentes valores -0,21 e -0,08 respectivamente para os
endurecimentos isotropico e cinematico. Tendo em vista as tensdes residuais
remanescentes apos o completo descarregamento (p=0), a simetria entre os limites de

escoamento na tracao e compressao nao se verifica para nenhum dos 3 modelos.
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Figura 5.7 — Tubo submetido a pressdo interna — Carregamento e descarregamento para

modelos sem endurecimento e com endurecimento isotropico e cinematico
5.2 — Chapa Tracionada com Furo Circular

Este problema tradicional de Estado Plano de Tensdes (EPT) se caracteriza por
uma chapa tracionada com um furo circular em seu centro, onde ¢ prevista pela Teoria da
Elasticidade uma concentragdo de tensdes que desencadeard o inicio do processo de
plastifica¢do. E considerado que o material obedece a Plasticidade Classica, com a adogéo

do critério de escoamento de Von Mises com endurecimento isotropico.
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Figura 5.8 — (a) Chapa tracionada com furo circular; (b) Modelo de calculo

Tabela 5.2 — Chapa tracionada com furo circular — dados numéricos

Dados geométricos Lx=10mm Ly=18mm R=5mm
Parametros elasticos E = 7000kgf/mm? v=0,2

Critério de Von Mises Yo=24,3kgf/mm? | H=224kgf/mm? | H*=0
Parametros do MLPG-1 Ae =1 NG =10x10 Axnmp = 2,0
MLPG-1 com derivadas difusas | A¢ =1 NG =10x10 Axnmp = 1,9

Para larguras de chapa (Lx) suficientemente grandes em relacdo ao didmetro do
furo circular, a solucao analitica eléastica prevé um pico de tensdo vertical na regido do
furo igual a 3p. No entanto, esta magnitude ndo ¢ esperada para as medidas indicadas na

tabela 5.2, que, por sua vez, foram definidas nas analises numéricas de diversos trabalhos
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da literatura para permitir comparagdes com os resultados experimentais de THEOCARIS

e MARKETOS apud TELLES [56].

Dada a dificuldade para reproduzir numericamente o pico de tensio na regido do
furo circular, serdo testadas nuvens de pontos com diversos niveis de refinamento. As
nuvens #1, #2 e #3 adotam distribuicao retangular com distancias minimas entre pontos
de, respectivamente, Imm, 0,625mm e 0,5mm, totalizando, respectivamente, NP=190,

452 e 700 pontos.

Os graficos das figuras 5.9 e 5.10 mostram a distribui¢do de tensdes ao longo da
secdo transversal y = 0 e o grafico da figura 5.11 mostra os deslocamentos longitudinais
da barra, onde pode ser observada pouca sensibilidade dos resultados com o maior
refinamento, exceto para carregamentos acima de p/Y=1,0. Para uma carga final
p=14,375kgf/mm? e NP=100, a primeira iteracio plastica foi registrada em IP=37 para a

nuvem #1 e [P=38 para as demais nuvens.

A solugdo via MEC [56] para 2p/Y¢=0,95 apresentou compatibilidade com os
resultados via MLPG-1, exceto para a regido proxima ao furo circular. Esta solu¢ao via
MEC foi obtida a partir de uma malha com 33 elementos de contorno com interpolagao
linear, sendo 15 elementos para a modelagem do conjunto formado pelos contornos do
furo e da se¢do y = 0, garantindo uma satisfatoria modelagem da concentracdo de tensdes.
Além disso, células de integracdo foram distribuidas nas regides do dominio onde ¢

esperado o desenvolvimento de plastificacao.

Os resultados para a formulacao com derivadas difusas foram satisfatorios, sendo
necessario reduzir levemente o fator de escala do suporte do MQM para a obtencao dos
melhores resultados, conforme tabela 5.2. No entanto, a resposta dos deslocamentos para
carregamentos acima de p/Y=1,0 se mostrou sensivel a variacao do fator de escala do
suporte do MQM. Em fung¢do da dependéncia da precisao das tensdes para uma evolugdo
estavel do processo de plastificacao e considerando ainda os picos de tensdes intrinsecos
a este exemplo, a adog¢do da simplificacdo das derivadas difusas para este caso deve ser

tratada com cautela.
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Chapa tracionada com furo circular
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Figura 5.9 — Chapa tracionada com furo circular — Tensdo vertical na se¢do y=0 —

Comparativo entre nuvens
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Figura 5.10 — Chapa tracionada com furo circular — Tensao vertical na se¢do y=0 —

Comparativo com o MEC
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Chapa tracionada com furo circular
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Figura 5.11a — Chapa tracionada com furo circular — Deslocamento longitudinal u para

o ponto (x=Lx;y=Ly) — Comparativo entre nuvens e derivadas difusas
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Figura 5.11b — Chapa tracionada com furo circular — Deslocamento longitudinal u para

o ponto (x=Lx;y=Ly) — Ampliacdo até p/Y=1,0
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Figura 5.12 — Chapa tracionada com furo circular — Zona plastica — Coeficiente kr para

2p/Yo=1,06 (MLPG-1 APS nuvem #3)

5.3 — Chapa Tracionada com Ranhura

Este problema, modelado neste trabalho tanto no EPD quanto no EPT, consiste
em uma chapa tracionada com uma ranhura, conforme figura 5.13, onde se espera a
formagio de uma zona plastica no estrangulamento da se¢do transversal tracionada. E
considerado que o material obedece a Plasticidade Cléssica, com a adogao do critério de

escoamento de Von Mises sem endurecimento.

A solug@o via MEC [56] utilizada para comparagdo foi obtida a partir de uma
malha com 13 elementos de contorno com interpolacdo linear, tirando proveito da dupla
simetria do problema. Além disso, 50 células de integragcdo foram distribuidas nas regides

do dominio onde ¢ esperado o desenvolvimento de plastificagdo.
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Figura 5.13 — (a) Chapa tracionada com ranhura; (b) Modelo de célculo

Tabela 5.3 — Chapa tracionada com ranhura — dados numéricos

Dados geométricos L=18mm h=5mm c=5mm
Parametros elasticos E = 7000kgf/mm? v=0,2

Critério de Von Mises Y=24,3kgf/mm? H'=H¢=0
Parametros do MLPG-1 Ae =1 NG =10x10 Axnmp = 1,8
Parametros do MLPG-5 Ae =1 NG =40 Axnmp = 1,8

Para a discretizagdo via MLPG, a nuvem de pontos foi disposta de forma

retangular com Ax = Ay =1mm , totalizando NN=194 pontos A seguir sao apresentados

os resultados do deslocamento horizontal no ponto (x=L,y=0) para o EPT e EPD.
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Chapa tracionada com ranhura - EPT
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Figura 5.14 — Chapa tracionada com ranhura no EPT — Compara¢do entre métodos

numéricos
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Figura 5.15 — Chapa tracionada com ranhura no EPD — Comparacdo entre métodos

numéricos
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Figura 5.16 — Chapa tracionada com ranhura no EPD — Zona pléstica — Coeficiente kr

para 2p/Y=1,2 (MLPG-1 APS NP=100)

Figura 5.17 — Chapa tracionada com ranhura no EPD — Zona pléstica — Coeficiente kr

para 2p/Y=1,4 (MLPG-1 APS NP=100)
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Os gréficos apresentados ilustram a grande compatilibilidade entre os resultados
dos diversos métodos numéricos, tanto para o EPT quando para o EPD. Segundo [56],
para o EPT e EPD via MEC, foram registrados colapsos em 2p/Y=1,21 e 1,64,
respectivamente. Para as variantes 1 ¢ 5 do MLPG, no EPD, foram registrados colapsos
para 2p/Y=1,66 e 1,68, respectivamente. Para o EPT, os limites encontrados foram

2p/Y=1,28 e 1,26, respectivamente.

Para uma carga final p = 24,3kgf/mm? e NP=100, a modelagem no EPD acusou a
primeira iteracdo plastica para IP=33 e 35 para as variantes 1 ¢ 5 do MLPG,
respectivamente, € o ultimo incremento de carga convergente foi registrado para [P=82
e 83 para as variantes 1 e 5, respectivamente. Para o EPT, os correspondentes incrementos
foram IP=29 e 28 para a primeira iteragao plastica e [P=63 e 62 para o ultimo incremento

de carga convergente.

Vale ressaltar que este problema pode ser consideravelmente mais sensivel a
metodologia numérica adotada quando o carregamento se aproxima do limite. Em
TELLES [56], ¢ apresentado um comparativo dos resultados do MEC com uma solugao

via MEF, sendo observada uma carga de colapso 2p/Y=1,85 para o MEF.

Para este exemplo, foram registradas diferengas pouco significativas nos
resultados com a adocao de diferentes incrementos de carga. As diferencas entre o APS
e APPMP sao insignificantes para este exemplo, existindo apenas uma menor quantidade

de iteragdes para o APPMP em alguns incrementos.
5.4 — Solo Submetido a uma Carga Distribuida

E também objeto de estudo desta pesquisa o problema classico de Mecanica dos
Solos e projeto de fundagdes superficiais que consiste em um trecho de solo submetido a
uma carga distribuida. Considerando a formulacdo elastoplastica classica no EPD sem
endurecimento, serd adotado o critério de escoamento de Mohr-Coulomb, amplamente
utilizado em modelos de ruptura de solos. O critério de Drucker-Prager também sera
adotado para efeito de comparacgdo, onde sera testada a simulag@o do critério de Mohr-

Coulomb descrita no subitem 4.7, equacao (4.101).
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Figura 5.18 — (a) Solo submetido a uma carga distribuida; (b) Modelo de célculo

Tabela 5.4 — Solo submetido a uma carga distribuida — dados numéricos

Dados geométricos Lx=12ft Ly=244t L=5ft
Parametros elasticos E =30000psi v=0,3

Critério de Mohr-Coulomb C=10psi $=20° H'=H®=0
Parametros do MLPG-1 Ae =1 NG =10x10 Axnmp = 1,8
Parametros do MLPG-5 Ae=0,5 NG =40 Axnmp = 1,8
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A solucdo via MEC [56] utilizada para comparacdo foi obtida a partir de uma
malha com 14 elementos de contorno com interpolacdo linear, tirando proveito da
simetria do problema e da solug¢ao fundamental para dominios semi-infinitos. Além disso,

células de integragdo foram distribuidas em todo o dominio modelado.

Para a modelagem via MLPG, foi adotada uma nuvem de pontos com distribui¢ao

retangular Ax = Ay =1ft , totalizando NN=325 pontos. Para a verificagdo da carga de

ruptura, serd adotada como referéncia a solugdo encontrada em VESIC [134], onde a

carga de copaso pu € calculada como
Dy = Ccotg¢[e’”g¢tg2 (% + gj — lj (5.2)

Para ¢ =0, a equagdo acima resulta na classica solu¢gdo de Prandtl

Pu_9yr=514 (5.3)
C
Solo submetido a uma carga
distribuida
16
P il — T
ii e —— MLPG-1 APS Drucker-
0 / Prager NP=100
@ = —— MLPG-1 APS Mohr-
o g / Coulomb NP=100
/:"
4 . MLPG-5 APS Drucker-
2 / Prager NP=100
0 - <  MLPG-5 APS Mohr-
0 0,05 01 0,15 Coulomb NP=100
12u/L

Figura 5.19 — Solo submetido a uma carga distribuida — Deslocamento vertical para o

ponto (x=0;y=0)
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Figura 5.20 — Solo submetido a uma carga distribuida — Deslocamento vertical para o

ponto (x=0;y=0) — Comparativo com a formula¢do via MEC

Os graficos das figuras 5.19 e 5.20 apresentam os resultados numéricos de
diversas analises envolvendo os critérios de Mohr-Coulomb e sua simulagdo através do
critério de Drucker-Prager, com cargas de ruptura de pu/C=14,8 e 14,6, respectivamente,
sendo muito proximas da referéncia da equagdo (5.2) (puv/C=14,83). Apesar da
proximidade entre as cargas de ruptura dos critérios, o que ¢ esperado pela teoria, notam-
se diferencas no campo de deslocamentos, tendo em vista que as regras de fluxo sdo
diferentes ao longo do desenvolvimento das deformacdes plasticas. A comparagao com a
formulacao via MEC apresenta grande compatibilidade com o MLPG, exceto pela carga

de ruptura sensivelmente maior (pu/Y=14,9).

Para uma carga final p = 200psi e NP=100, para as variantes 1 ¢ 5 do MLPG, as
primeiras iteragdes plasticas foram registradas para [P=21 e 18 para o critério de Mohr-
Coulomb e Drucker-Prager, respectivamente, e os correspondentes valores para o ultimo
incremento de carga convergente foram [P=73 e 72. A maior diferenca entre as cargas de
inicio da plastificacdo dos dois critérios ¢ esperada, visto que a simulacdo da equivaléncia

entre os métodos se refere tdo somente para a carga de colapso.
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Figura 5.21 — Solo submetido a uma carga distribuida — Zona plastica — Coeficiente kr

para p/C=4,6 (MLPG-1 APS NP=100 para o critério de Mohr-Coulomb)

Figura 5.22 — Solo submetido a uma carga distribuida — Zona plastica — Coeficiente kr

para p/C=8,4 (MLPG-1 APS NP=100 para o critério de Mohr-Coulomb)
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Figura 5.23 — Solo submetido a uma carga distribuida — Zona plastica — Coeficiente kr

para p/C=12,2 (MLPG-1 APS NP=100 para o critério de Mohr-Coulomb)

Figura 5.24 — Solo submetido a uma carga distribuida — Zona plastica — Coeficiente kr

para p/C=14,2 (MLPG-1 APS NP=100 para o critério de Mohr-Coulomb)
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Para este exemplo, os resultados para 0 MLPG-5 estdo suficientemente proximos
do MLPG-1, o que concede vantagem a variante MLPG-5, dado o seu menor esfor¢o
computacional. No entanto, para este exemplo, foi necessario utilizar um fator de escala

4; =0,5 para o dominio local de integragéo. Tecnicamente, a spline de quarto grau como

funcdo de ponderacdo do MLPG-1 garante integracdes proximas de zero para a coroa

circular do dominio local onde R/ R, >0,5.

5.5 — Viga Biapoiada com Carga Uniformemente Distribuida

O problema cléassico da viga biapoiada submetida a uma carga uniformemente
distribuida ¢ modelado no EPT, com a ado¢do do modelo viscoplastico de Perzyna com
o critério de Tresca e sem endurecimento. A medida que a carga distribuida aumenta, o
momento no meio da viga provoca a plastificacao das fibras inferiores e superiores da
regido, mantendo a regido proxima a linha neutra ainda no regime eléstico até a completa

plastificacdo da secdo transversal e a formagao da rotula plastica.

Para este exemplo, seréd feita uma simulagdo da Teoria da Plasticidade Classica
através da aplicacdo de sucessivos incrementos de carga suficientemente pequenos na
formulacao viscoplastica. Para cada incremento, o passo no tempo ¢ mantido até a taxa
de deformagdo viscoplastica se tornar estacionaria, onde atinge valores despreziveis,
conforme descrito no subitem 3.6, sendo o somatdrio das deformagdes ao longo do tempo
igual & deformacdo plastica relativa ao incremento de carga. O resultado desta analise

sera comparado ao modelo elastoplastico classico.

Para a andlise qualitativa das solugdes numéricas apresentadas, serd adotada como
referéncia a solugdo analitica da Teoria de Vigas da Resisténcia dos Materiais, conforme
descrito no apéndice C. Vale destacar que a modelagem numérica proposta € incapaz de
reproduzir as simplificagcdes impostas para a obtencao da solugdo analitica adotada, tais

como a hipotese das se¢des planas e a consideragdo apenas das tensdes longitudinais.

Além disso, o problema de flexdo de vigas ¢ muito sensivel as aplicacdes das
condigdes de contorno naturais e essenciais, 0 que ocasiona perturbagdes proximas aos
apoios em funcao da ndo observancia, por exemplo, da distribui¢cdo parabolica das tensdes

cisalhantes oriundas das rea¢des nos apoios. Consequentemente, a solu¢ao analitica serve
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tdo somente como uma referéncia para a andlise qualitativa do comportamento

elastoplastico do problema.

L b
(a)
p
=
X,u 75}7
A 3 <
Y.V A
L/2 ]
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Figura 5.25 — (a) Viga biapoiada com carga uniformemente distribuida; (b) Modelo de

calculo

Tabela 5.5 — Viga biapoiada com carga uniformemente distribuida — dados numéricos

Dados geométricos L=16in h=4in b=lin
Parametros elasticos E = 30x10%psi v=0,3

Critério de Tresca Y=36000psi H'=H®=0
Parametros do MLPG-1 Ae =1 NG =10x10 A =15
MLPG-1 com derivadas difusas Ae =1 NG =10x10 An=14
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O modelo viscoplastico de Perzyna adotado ¢ tal que ®(F)=F/Y e y=1s".

A solugdo via MEC [56] utilizada para comparacao foi obtida a partir de uma
malha com 36 elementos de contorno com interpolagdo linear e 68 células de integracao

distribuidas nas regides do dominio onde € esperado o desenvolvimento de plastificacao.

Para a modelagem numérica, foi adotada uma nuvem de pontos com distribuig¢do
retangular uniforme com espacamentos Ax = Ay =0,5in, totalizando NN=153 pontos.
Para a modelagem viscoplastica, foi adotado passo no tempo Af=0,ls. Para os dados
numéricos da tabela anterior, os valores tedricos do carregamento para o inicio da
plastificagdo e o colapso sdo, respectivamente, po/Y=0,0833 e pu/Y=0,125, conforme

apéndice C.

Viga biapoiada com carga distribuida
0,14
0,12 - /(_ A
0,1 “ ——5Sol. Analitica
&= 0.08 - 7 = MLPG-1 Viscoplastico
20,06 / Y NP=100
0,04 - /- MLPG-1 APS
002 +/ Elastoplastico NP=100
/ MEC
0 - ; : ;
0 0,002 0,004 0,006
2v/L

Figura 5.26 — Viga biapoiada com carga uniformemente distribuida — Deslocamento

vertical no meio do vao — Comparativo entre formulacdes elastoplastica e viscoplastica

O grafico da figura 5.26 indica divergéncias entre as solu¢des numeéricas e
analitica da Teoria de Vigas ja no regime elastico, o que ¢ previsivel, tendo em vista as
simplificagdes dos resultados tedricos. E possivel observar, no entanto, grande
compatibilidade entre as solu¢des via MLPG-1 e os resultados via MEC, exceto para
carregamentos proximos da ruptura. A formulagao com derivadas difusas (figura 5.28)
apresentou resultados satisfatorios com a adog¢dao de um fator de escala do suporte do

MQM ligeiramente inferior, conforme tabela 5.5.
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Para uma carga final p = 5000psi ¢ NP=100 para a modelagem elastoplastica, a
primeira iteragdo plastica foi registrada para [P=61, ao passo que o ltimo incremento de

carga convergente foi obtido em IP=90.

As formulagdes elastoplastica e viscoplastica adaptada apresentaram diferencas
minimas em seus resultados numéricos, exceto para a carga de ruptura sensivelmente
maior para a formulagao viscoplastica (p/Y=0,126 ¢ 0,128 para os modelos elastoplastico

e viscoplastico, respectivamente).

Figura 5.27 — Viga biapoiada com carga uniformemente distribuida — Zona plastica —

Coeficiente kr para p/Y=0,125 (MLPG-1 APS NP=100)

193



Viga biapoiada com carga distribuida
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Figura 5.28 — Viga com carga uniformemente distribuida — Deslocamento no meio do

vao — Comparativo com derivadas difusas
5.6 — Disco com Nucleo Rigido Submetido a Tracao

O problema de EPT do disco de nucleo rigido submetido a tracdo ao longo da
superficie externa sera modelado com comportamento viscoplastico regido pela Lei da
Poténcia de Bailey-Norton. Com a tragdo p aplicada instantaneamente, o material entra
no regime viscopldstico em toda a extensdo deformavel do disco, desenvolvendo

deformacdes viscoplasticas na dire¢ao radial ao longo do tempo.

A solugdo via MEC [56] utilizada para comparacdo foi obtida a partir de uma
malha com 12 elementos de contorno com interpolagdo linear, tirando proveito da dupla
simetria do problema. Além disso, 48 c¢lulas de integracao foram distribuidas ao longo

do dominio modelado.
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(b)

Figura 5.29 — (a) Disco com nucleo rigido submetido a tragdo; (b) Modelo de calculo

Tabela 5.6 — Disco com nucleo rigido submetido a tragdo — dados numéricos

Dados geométricos a=0,16in b=0,25in
Parametros elasticos E = 17x10%psi v=10,33

Critério de Von Mises Y=0 H'=H =0

Lei de Barley-Norton K.=5,8x10""® m=44 n=0
Parametros do MLPG-1 Ae =1 NG =10x10 Aen=15
Parametros do MLPG-5 Ae =1 NG =40 A =15

A nuvem de pontos do MLPG foi definida através de uma distribui¢do polar, com

5 divisdes na direcdo radial e 16 divisdes na dire¢do transversal, totalizando NN=

6x17=102 pontos.
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Figura 5.30 — Disco com nucleo rigido submetido a tragcdo externa — Deslocamento

radial para r=b — Comparag¢ao entre métodos e variacdo de passos no tempo

O grafico da figura 5.30 mostra grande semelhanca entre os resultados via MEC

e as variantes 1 € 5 do MLPG para At =2,5s, sendo a MLPG-5 mais proxima da solugao

via MEC. Variagdes no passo no tempo foram testadas, onde maiores passos no tempo

acarretam maiores desvios em relacdo a referéncia ao longo do tempo.
5.7 — Chapa Submetida a Retracio

O problema de EPT em questdo consiste em uma chapa retangular impedida de se
deformar ao longo de um dos seus lados e submetida a retracdo, que sera modelada através
de um carregamento de variacdo de temperatura equivalente. O material serd regido pela
formulacao elasto-viscoplastica, com a ado¢do do modelo de Perzyna e o critério de

escoamento de Von Mises.

A retragdo ¢ aplicada instantaneamente, gerando um estado de tensodes eléstico
inicial decorrente do impedimento de deformac¢des em uma das faces laterais da chapa.
Como haverd a formacdo de uma regido plastificada, com o desenvolvimento de
deformacgdes viscoplasticas ao longo do tempo, espera-se uma variacdo temporal do
estado de tensdes como consequéncia da restricdo de deslocamento, com uma

convergéncia assintotica tipica de modelos viscoplasticos.
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Figura 5.31 — (a) Chapa submetida a retragdo; (b) Modelo de calculo
Tabela 5.7 — Chapa submetida a retragdo — dados numéricos
Dados geométricos a=1m
Parametros elasticos E = 100bar v=0,32
Critério de Von Mises Y=1bar H'=H®=0
Parametros do MLPG-1 Ae =1 NG =10x10 Aen=1,5

O modelo viscoplastico de Perzyna adotado ¢ tal que ®(F)=F /Y e y=1s"".

Para a modelagem via MLPG, foram adotadas duas nuvens de pontos com

distribuicdo retangular, sendo a nuvem #1 com Ax=Ay=0,1lm, totalizando NN=121
pontos, € a nuvem #2 com Ax = Ay =0,05m , totalizando NN=441 pontos. A deformacgao

imposta de retragao elf =-0,015; aplicada em toda a placa ¢ modelada através de uma

variagio uniforme de temperatura AT =—-1000°C, com «,, =107/°C . Para a obtengdo

do estado de tensdes viscopldstico estaciondrio (convergéncia assintotica), foram

adotados passos no tempo At =0,01s e At=0,001s.

Para avaliacdo qualitativa da resposta numérica via MLPG, foi adotada como

referéncia para o regime eléstico a solu¢do numérica via Método das Diferencas Finitas
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de BAUER e REISS [133]. Para a solugdo viscoplastica estacionaria, foi adotada a

solugdo numérica via MEC [56], que, por sua vez, foi obtida a partir de uma malha com

26 elementos de contorno com interpolacdo linear, tirando proveito da simetria do

problema. Além disso, 39 células de integracao foram distribuidas nas regides do dominio

onde ¢ esperado o desenvolvimento de plastificagao.

Chapa submetida a retragao (x=0)

|

0,75 j/
0,5 4

t;. 0,25 7
0 ; ; -

0,2 0,4 £ 0,8 1

y/a

«  Elastica Bauer e Reiss

- . = MLPG-1 Elastico nuvem
#1

——— MLPG-1 Elastico nuvem
H2

----------- MLPG-1 Viscopléstico
nuvem #1

—— MLPG-1 Viscoplastico
nuvem #2

«  MEC Viscoplastico

Figura 5.32 — Chapa submetida a retragdo — Tensdo o para a face x=0
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Figura 5.33 — Chapa submetida a retragdo — Tensdo o, para a face x=0
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0 0,2 0.4 0,6 0.8 1 nuvem #2
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Figura 5.34 — Chapa submetida a retragdo — Tensdo o, para a face x=0

Nos graficos das figuras 5.32 a 5.34, os resultados viscoplasticos sdo referentes a

configuragdo estaciondria para Af=0,0ls, exceto onde indicado de outro modo. Os

resultados mostram grande concordancia entre as referéncias elastica e viscoplastica,

sendo observada maior concordancia para a nuvem de maior densidade de pontos. Foram
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registradas diferencas pouco relevantes entre as solugdes viscoplasticas estacionarias para

os dois passos no tempo empregados, exceto para as tensdes o,, onde 0 passo

At =0,001s foi necessario para garantir maior aproximag¢ao em relacdo a referéncia.

E importante salientar que os valores proximos ao vértice (x = 0, y = a) devem
ser negligenciados, dada a impossibilidade de os métodos numéricos simularem o
resultado teorico da tendéncia ao infinito do estado de tensdes eldsticas nesta regido. As
mudangas profundas no estado de tensoes ao longo do tempo demonstram a relevancia da

teoria viscoplastica na modelagem deste problema.

0750278
il E
0.250833

Figura 5.35 — Chapa submetida a retragdo — Zona plastica estacionaria — Coeficiente kr

para o MLPG-1, nuvem #2 ¢ At =0,001s
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Capitulo 6 — Conclusoes

Conforme apresentado na revisdo bibliografica do subitem 1.2, a literatura
apresenta uma extensa variedade de aplicagdes de procedimentos numéricos iterativos
para a simulacdo do efeito de ndo-linearidade fisica da Teoria da Plasticidade Classica e
Viscoplasticidade na analise estrutural via métodos numéricos tradicionais, tais como o
M¢étodo dos Elementos Finitos (MEF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC). A
presente pesquisa foi capaz de mostrar a adequabilidade da adaptacdo destes
procedimentos para sua aplicagdo em formulagdes fracas locais via métodos
verdadeiramente sem malha, de modo especial para as variantes 1 e 5 da familia de

M¢étodos Locais de Petrov-Galerkin (MLPG).

Ademais, as analises elastoplasticas e viscopldsticas via MEF geralmente
apresentam algumas patologias e dificuldades adicionais que aparentemente puderam ser
superadas de maneira simplificada através dos métodos sem malha estudados. Um
exemplo de fenomeno de locking do MEF associado a problemas elastoplasticos ndo
detectado nos resultados desta pesquisa ¢ decorrente da deteriorizacdo da interpolagdo a
medida que as deformagdes se tornam majoritariamente plasticas, o que ocorre nos

carregamentos proximos ao colapso.

Outra patologia comum do MEF igualmente superada de forma simples pela
variante 1 do MLPG ¢ o shear locking, que costuma afetar os resultados das anélises
numéricas de placas. Esta tlltima patologia foi igualmente superada de forma simples pelo
MLPG, conforme KONDA [136]. O estudo da presenca das patologias numéricas tipicas
do MEF nas formula¢des do MLPG ainda carece de maior desenvolvimento, sobretudo
no que concerne a consolidacdo das estratégias a serem tomadas para mitigar ou

eventualmente evitar estes problemas.
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Apesar da semelhanca da formulacdo das variantes do MLPG estudadas com o
MEF, o que ¢ consequéncia do fato de que todos estes casos estdo relacionados a
integragdes de dominio, a maioria dos exemplos mostrou maior concordancia com os
resultados via MEC apresentados em TELLES [56]. O proprio trabalho supracitado
ilustra em alguns casos diferencas consideraveis entre os resultados do MEC e solugdes
classicas via MEF encontradas na literatura para carregamentos proximos ao colapso. De
um modo geral, o MEC nao apresenta as patologias descritas nos paragrafos anteriores, o
que amplia a confiabilidade da comparacao entre 0 MEC ¢ o MLPG realizada nesta

pesquisa.

A sensibilidade do modelo numérico em relagdo a carga de colapso pode ser
verificada ndo apenas entre métodos diferentes, mas até mesmo para um mesmo método,
dependendo dos parametros adotados, tais como incremento de carga e discretizagao da
malha ou nuvem. Do ponto de vista matematico, esta sensibilidade ¢ compreensivel, visto
que esté associada a tentativa do modelo numérico de simular um comportamento teorico
assintotico que caracteriza o limite de um modelo matematico. Felizmente, em uma
situagdo real de projeto no regime plastico, ¢ recomendéavel manter o estado de tensdes
dentro das faixas iniciais e intermediarias do comportamento plastico, evitando estados
de tensdes proximos ao colapso, assim como se costuma evitar a fluéncia terciaria em

modelagens viscoplasticas.

Uma clara desvantagem do MLPG, no entanto, ¢ o maior custo computacional em
comparagdo aos métodos tradicionais, sobretudo para a geragdo da matriz global. A
adog¢do da variante MLPG-5 ou a aplicagdo de técnicas de integracdo numeérica especiais
no MLPG-1 reduzem o custo computacional sem necessariamente comprometer a
precisdo e convergéncia. Outras técnicas estudadas, tais como as derivadas difusas,
garantem redugdes adicionais no custo, sob o risco de causar instabilidades adicionais,
sobretudo para o potencial acimulo de erro intrinseco as iteragdes do regime plastico ou
viscoplastico, o que ressalta a necessidade de investigacdes exaustivas para comprovar

sua aplicabilidade em anélises nao-lineares.

Apesar do crescente interesse da comunidade cientifica no estudo de métodos sem
malha para a solugdo de Problemas de Valor de Contorno, existem diversas lacunas a

serem preenchidas na procura por um algoritmo otimizado, estavel, preciso e, portanto,
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confidvel. Conforme apresentado no subitem 4.9, o MLPG exige a calibracdo de diversos
parametros para a definicdo do tamanho do dominio local de integra¢do, do tamanho do
suporte da funcao de interpolacdo ou ajuste da func¢ao aproximada, da metodologia de
imposic¢ao das condi¢des de contorno essenciais, das fungdes de ponderacao, das técnicas

de integracdo numérica, dentre outros aspectos.

Dentre os pardmetros supracitados, as defini¢des referentes ao ajuste de curva da
funcdo aproximada sdo definitivamente as mais impactantes para o resultado final da
metodologia. Suportes demasiadamente pequenos impedem a obtencao de um ajuste
satisfatorio, ao passo que suportes consideravelmente grandes deterioram a aproximagao
em decorréncia da perda do carater local do método. As experiéncias desta pesquisa
mostram que tamanhos de suporte inadequados podem causar instabilidades at¢ mesmo

nas analises no regime elastico.

Embora ocasione incremento no custo computacional, a versdo ortogonal do
M¢étodo dos Minimos Quadrados Méveis (MQMO) contribui para uma maior estabilidade
da formulagao, mas a solucao definitiva para a otimizagdo do tamanho do suporte ainda
parece distante. Outras técnicas especiais como a redu¢do de base (CAO et al. [131])
aliada ao MQMO ainda precisam de estudos mais aprofundados para verificacdo da sua
real eficacia na estabilizacao do método. Conforme demonstrado teoricamente no subitem
4.1.1.3, quando o tamanho do suporte produz uma aproximacao satisfatoria para o MQM

tradicional, ndo existem diferengas perceptiveis nos resultados em relagdo ao MQMO.

Estes problemas ndo podem ser traduzidos como impedimentos ao uso das
metodologias numéricas sem malha como alternativas aos métodos numéricos
tradicionais. A literatura sobre o tema aliada a esta pesquisa e demais teses desenvolvidas
recentemente na COPPE apresentam resultados encorajadores que destacam o potencial

destas abordagens.

Todos os métodos numéricos possuem vantagens e desvantagens, cada qual sendo
mais adequado para naturezas especificas de problemas. Por conseguinte, o especialista
em métodos numéricos deve conhecer e dominar as principais técnicas referentes a cada
tipo de método, seja ele com ou sem malha, para possibilitar a escolha mais apropriada e

otimizada para cada problema estudado. Técnicas de acoplamento entre métodos podem
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ser usadas para tirar vantagem das especificidades de cada formulagdo em analises mais

complexas.

Uma aparente vantagem dos métodos sem malha que vem sendo explorada ¢ a sua
flexibilidade para a adaptacdo da nuvem de pontos, com a movimentacao, adi¢ao ou
remogao de pontos para aumentar a precisdo da modelagem de problemas que envolvem
concentragdes de tensdes e propaga¢do de fissuras. A aplicagdo destes procedimentos
juntamente com a modelagem do fendmeno da plastificacdo constitui ferramenta

poderosa e versatil para a solugdao de problemas complexos.

Os algoritmos de retorno mapeado para a corre¢do plastica se mostraram
eficientes em conjunto com a formulacao fraca local incremental, nao sendo observadas
diferencas significativas nos resultados para o APS e o APPMP. Para problemas
viscopléasticos, no entanto, a formulacdo implicita do APPMP se mostrou
consideravelmente mais estavel, mesmo com a adoc¢ao da matriz global elastica para a

formulacao fraca local.

A adocdo da matriz global elastica para os incrementos de carga nos regimes
pléstico e viscoplastico se mostrou estavel e suficientemente precisa, tendo como tnico
inconveniente a realizacdo de um niimero maior de iteragdes para cada incremento de
carga, apesar do custo computacional minimo para cada iterag@o, pois sdo economizados

0s tempos para geragao e inversdao da matriz global.

As metodologias que incluem a atualizagdo da matriz global tangente possuem
custo computacional consideravelmente maior, o que, em alguns casos, acaba eliminando
a vantagem do menor numero de iteragdes. Este problema ¢ particularmente mais
acentuado em métodos sem malha, que geralmente exigem tempos de processamento
maiores para a geracdo da matriz global em relacdo aos métodos tradicionais.
Adicionalmente, o processo de obtengcdo da matriz global tangente pode se mostrar
desafiador, existindo o risco de erros numéricos, sobretudo para variagdes abruptas de

carregamentos ou para casos de descarregamento.
6.1 — Sugestoes para pesquisas futuras

Dentre as ramifica¢des de aplicagdes dos métodos sem malha geradas a partir
desta pesquisa, as seguintes propostas merecem destaque:
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e Anadlise dindmica de materiais elastoplasticos e viscoplasticos;

e Estudo de propagacdo de ondas em meios elastoplasticos e viscoplasticos;

e Inclusdo do efeito da temperatura, conforme formulagao do apéndice D;

e Inclusdo da formulacdo com nao-linearidade geométrica, para a analise de
grandes deslocamentos em problemas elastoplasticos e viscoplasticos, sobretudo
com inclusdo do efeito de temperatura;

e Estudo de formulagdes de acoplamento de métodos sem malha com formulagdes
numéricas tradicionais;

e Estudo de formacdo e propagacdo de fissuras, considerando a flexibilidade

trazida pela auséncia de malha.

Sobre os desafios do desenvolvimento das formulagdes dos métodos sem malha

em geral, os seguintes aspectos merecem atengao:

e Estudo de otimizagdo do suporte de interpolacao ou ajuste da fungao aproximada,
definindo critérios para garantir a inexisténcia de singularidade ou mal-
condicionamento. Uma possivel estratégia ¢ a aplicagdo de algoritmos genéticos,
tal como apresentado em OLIVEIRA et al. [137];

e Estudo comparativo de técnicas de integragcdo espacial numérica otimizadas para
a aplicagdo em métodos sem malha, sobretudo para a familia do MLPG,
objetivando a reducdo do nimero de pontos de integracdo sem comprometimento
da qualidade dos resultados numéricos, tal como ocorre em FONTES JR [88];

e Estudo comparativo da aplicagdo de formulagdes para a imposi¢ao das condig¢des
de contorno essenciais, tais como Multiplicadores de Lagrange e imposigao direta
pelo Método da Colocagao;

e Amplificagdo do estudo de técnicas alternativas para 0o MQM e MLPG, incluindo
redugdo de base (CAO et al. [131]), derivadas difusas, formulagdes mistas, entre
outras possibilidades listadas no item 1.2;

e Estudo de técnicas de paralelizagdo dos algoritmos computacionais dos métodos
sem malha, tendo em vista a independéncia das equagdes que compdem o sistema

linear como consequéncia da aplicacao de formulacdes fracas locais.
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Apéndice A — Derivadas das Funcoes de

Escoamento

Este apéndice objetiva apresentar as derivadas de primeira e segunda ordem das
funcdes de escoamento estudadas nesta pesquisa. As derivadas de primeira ordem sao
amplamente aplicadas nas formulagdes no regime plastico e viscoplastico, ao passo que

as derivadas de segunda ordem sdo necessarias apenas para a rotina do APPMP.

Para um critério de escoamento qualquer, o vetor gradiente da funcdo de
escoamento pode ser calculado em fungdo dos diversos invariantes (que sdao variaveis

independentes para efeito de derivagdo), conforme ZIENKIEWICZ e TAYLOR [53]:

OF _OF o,  oF aJ, oF &

— (A.1)
60'1.]. ol 601.], oJ, 80'1.1. o/, 6017

ou, alternativamente, conforme conveniéncia
oF :8_F ol, . oF 0dJ, N oF Oa (A.22)
60'1.]. ol 601.], oJ, 80'1.1. Ooag 6017
day _day 0J, +6a5 oJ, (A.2b)
do, 0J, do, dJ, doy
dag B tg3a
o/, 2J, (A20)
Oag g3y '
oJ, 3J,

E pertinente lembrar que, como o objetivo final é obter derivadas de segunda

ordem, para efeito de calculo das derivadas, as tensoes o, € o,, sdo variaveis diferentes,
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apesar de assumirem sempre o mesmo valor. As derivadas dos invariantes sdao definidas

como:
% =9
.
&/, =S, (A.3)
ao_ij J
oJ 2
80_3“ = SmiSjm _EJzé:j

As derivadas de segunda ordem das fungdes de escoamento podem ser escritas na

forma geral

o’'F  O°F doJ, dJ, N O°F aJ, aJ, L OF 0°J,
do,00y, oJ,’ do,; 0o, dJ,J, 0o, do,, 0J, 0,00,
O°F oJ, oJ, O°F dJ, oJ, OF 0°J,
+ + +
oJ,’ oo, 0o, 0dJ,J; 0o, 0o, 0J, 0o, 00y,

(A.4)

Por conveniéncia, sdo definidas as seguintes fungdes auxiliares:

F=\J,
F, = \/J_zcos o (A.5)
F, = \/J_256na5

Os critérios de escoamento estudados nesta pesquisa podem entdo ser reescritos:

- Tresca: F =2F,-Y;

- Von Mises: F=\/§FI—Y;

- Mohr-Coulomb: F =2F, —isemﬁF3 + %senﬂ1 —2Ccosg;

V3
- Drucker-Prager: F = \/§Fl +ul -Y.

Para as fung¢des F; e I;, as derivadas sao imediatas. A tabela a seguir apresenta as
derivadas de primeira e de segunda ordem das demais fungdes auxiliares que compdem

os critérios de escoamento.
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Tabela A.1 — Derivadas das fungdes auxiliares dos critérios de escoamento

F> F3
P J 12 J 12
o, () cosag [1+tgastg3ag] (V) cos a [tgarg —tg3 o]
0 ﬁ sena _ﬁ cos &g
o/, 2J, cos3ay 2J, cos3ay
o’ B (/, )_3/2 cos g +3senatg3ag B (/, )_3/2 sena, —3cos o tglag
aJ,’ cos” 3a cos” 3a
2 —L[cosa tg3a, + —L[sena te3a, +
0 4J,’cos3a; e 4J,%cos3a; S
oJ,J.
o +sena (3secz3a5 —1)} +cos a; (1—3secz3a5ﬂ
3(,)" 3(s,)7"
0° —%[cos o cos3a + %[kos%seﬁ ag —
4cos 3o 4cos’ 3a
aJ 2 N S
3
+3sena sen3ag | —sena;cos3ag |
As derivadas de segunda ordem dos invariantes de tensao sao escritas da seguinte
forma:

2
i = 51‘15/‘ _lgz‘jé‘kl
do,00y, 3

0°J,

0o ,;00y,
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Apéndice B — Suavizacao de Funcoes de

Escoamento Multissuperficie

Do universo de critérios de escoamento estudados nesta pesquisa, os modelos de
Tresca e Mohr-Coulomb apresentam descontinuidades nos gradientes das suas
respectivas superficies. Apesar da existéncia de diversas abordagens para o tratamento
destas descontinuidades, conforme descrito no capitulo 3, este trabalho se concentrard no
processo de suavizagao proposto por ABBO et al. [138], por se tratar de uma formulacao
simples e satisfatoria para os objetivos da pesquisa. Toda a formula¢do descrita neste
apéndice ¢ baseada no critério de Mohr-Coulomb, sendo o critério de Tresca tratado como

um caso particular onde ¢ =0.

O critério de Mohr-Coulomb possui descontinuidade no gradiente da superficie

para |aS| =7/6. O artigo supracitado apresenta uma aproximagio com continuidade C2

para uma regido ag, < |as| <7/6, sendo @ um angulo suficientemente proximo da

descontinuidade, definido nesta pesquisa como

T T
Qg == ——— =29° B.1
= T 180 (B.1)
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o
i ;
AR __Eixo
- \e ~,|O( = Octaédrico
A | i E—
(@) (b)

Figura B.1 — Suavizacao C2 para o critério de Mohr-Coulomb: (a) Descontinuidade em

|aS| =7/6 ; (b) Suavizagdo hiperbolica para o vértice do eixo octaédrico

A continuidade C2 do critério de Mohr-Coulomb, indispensavel para a aplicagao

do APPMP, ¢ garantida através da seguinte adaptacdo da fungdo de escoamento:

F= 2\/J_2K(ozs)+§sen¢]1 —2Ccos ¢

(B.2)

cosag ——= aS|SaST

K (ag)= NG

A+ Bsen3ag +Csen’3ay,

sengsena,

as|> ag

Impondo as condig¢des de continuidade C2 em |as|=aST, tem-se o seguinte

resultado para os coeficientes A, B e C:
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1
D=cosay ——F—

N

sen¢<aS>senaST

1
E= <aS>senaST + ﬁsenqﬁ CoS g,

3 D<as > senbag, —6Ecosba,,

18cos’ 3a,

—-Dcos3ag, — 3E<aS > sen3 oy,

18¢

1
A=cosagy ——=

NG

3
0s” 3ag,

sen¢<as > sena, — B <a5 > sen3a,, —Csen’3ay,

(B.3)

A tabela B.1 a seguir detalha as derivadas de primeira e segunda ordem das novas

funcdes apresentadas na equacao (B.2).

Tabela B.1 — Derivadas das fung¢des de suavizagdo do critério de Mohr-Coulomb

\/J—zsen3 o

JJosen?3a

0 sen3a;

oJ, NA

sen’3a

5
N

0|33

33

~ ———sen3a
8‘]3 2J2 2 ’
0’ -3)2 35 -3
o 2(J,) " sen3ay T(JZ) sen’3a

1543

sen3 o
oJ,Jy | 2J,2 ) g
82 O 2(] )—5/2
aJy 2 V2

Para problemas com previsao de ruptura a tracao, o artigo [131] sugere ainda uma

suavizac¢do do vértice da piramide da superficie de ruptura do critério de Mohr-Coulomb
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através de um hiperboldide cuja intersecdo com o eixo octaédrico estd localizada a uma

distancia a do referido vértice (ver figura B.1b):

F= 2\/J2 [K(as )]2 +a’sen’d +§sen¢[1 —2Ccos¢ (B.4)
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Apéndice C — Solucoes Analiticas para

Alguns Problemas Elastoplasticos

A seguir serdo apresentadas as solugdes analiticas das versdes simplificadas de
alguns problemas estudados no capitulo 5. Tendo em vista o carater ndo linear do modelo
fisico adotado, as simplifica¢des que serdo introduzidas sdo necessarias para viabilizar a
obten¢do de uma solugdo analitica e nao poderao ser reproduzidas em sua totalidade na
analise numérica, razdo pela qual as formulas desenvolvidas aqui servirdo apenas como

uma referéncia para avalia¢do qualitativa dos resultados numéricos.
C.1 — Tubo Submetido a Pressiao Interna

Para o problema descrito no item 5.1, com a adogdo do critério de Von Mises, a
solucdo analitica foi apresentada por HODGE e WHITE apud PRAGER ¢ HODGE [139]
e ¢ extensivamente detalhada por LUBLINER [46]. Esta solu¢dao envolve um sistema de
equagdes diferenciais parciais ndo lineares que precisa ser resolvida numericamente. O
artigo e livro supracitados apresentam os resultados numéricos graficamente. Para
viabilizar a obten¢do de uma solucdo analitica que nao envolve solu¢des numéricas de
equagoes diferenciais, sera utilizado um critério de Tresca adaptado, conforme NADAI

[50] e LUBLINER [46], que sera apresentado a seguir.
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(b) (c)

Figura C.1 — (a) Cilindro submetido a pressdo interna; (b) Zona plastica; (c) Zona

elastica

Inicialmente, a solugdo para o problema no regime eléstico no Estado Plano de

Deformagoes (EPD) pode ser escrita em coordenadas polares conforme [115]:
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_pa (v
ur(r)—bz_az( Z j{(l 2v)r+ r}

2 2
pa b
- 1-=

2
b (C.1)
2 2
pa b
2vpa’
O-z(r): b2 _a2

O tensor de tensoes elésticas, que, devido a natureza axissimétrica do problema,
possui apenas variagdo radial, indica uma maior concentracdo de tensdes ao longo da
superficie interna, com reducao ao longo da direcdo radial até a superficie externa.
Consequentemente, com o incremento da pressao interna, a plastificacdo se inicia na
superficie interna e a regido plastificada se expande radialmente de dentro para fora da

se¢do do cilindro.

Para a regido plastica, no intuito de viabilizar uma solu¢do analitica, serd adotado

o critério de Tresca adaptado, considerando o, <o <0,:

F:ﬁ(%j—ho (C.2)

Como a plastificacdo se inicia no raio interno (» = a), a pressao py de inicio da

plastificagdo pode ser escrita como

0 :%(1_2_2] (C.3a)

Na figura C.1, o raio plastico r, define o limite da regido plastificada a <r<r, e
Pe € a pressdo de interface entre as regides plastica e elastica. Na regido r, <r<b, que

permanece no regime elastico, a solugdo analitica ¢ idéntica ao campo de deslocamentos

e estado de tensdes das equagdes C.1, com a substituicdo do raio a por r, e da pressdo p

por pc.

Aplicando o critério de escoamento (equacao (C.2)) no estado de tensdes eléstico

na interface de plastificagdo r=rp,, obtém-se a pressao na interface
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p.= %(1 —(%”H (C.3b)

do, o.-0,
+

dr r

-0 (C4)
permanece valida no regime plastico, a tensao radial ¢ calculada como

o;(aﬁrﬁrp)z—p—i-len(Lj (C.5)

Vo \a

Igualando a tensdo radial plastica e elastica na interface » = r,, obtém-se a equagao

para o célculo do raio plastico 1p, que pode ser resolvida numericamente:
r : r
1-| 2| +2m| 2 |-32=0 (C.6)
b a Y

A regra de fluxo associada ao critério de Tresca adaptado (C.2) garante que a

deformacgdo na direcdo z seja totalmente eldstica. Deste modo, a tensdo o, pode ser

calculada usando a mesma formulagdo do EPD para problemas elésticos, gerando o

seguinte estado de tensdes na regido plastificada:

Y r r
<r<r)=—4|-1+2+2In| —
O-r(a r rp) \/g( bZ (FPJJ
o a<r<r)=-_ N (C.7)
AN b? r, .

2
cwsrepetasa-w y{ (2]

P

Finalmente, considerando que, no regime plastico, a regra de fluxo garante uma

variacao volumétrica puramente eldstica, ou seja,
3K(¢, +¢,))=0,+0,+0, (C.8)

e as equagdes geométricas para problemas axissimétricos
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(C.9)
&, =

N|§ %.

permanecem validas, e considerando ainda a continuidade do campo de deslocamentos
na interface r=r,, tem-se o deslocamento radial para a regido plastica:
(1-2v)(1+v)  2¥(1=v?)

2
ro, + £ (C.10)

u(as<r<r )= S+
r( p) E 7 \/§E r

A partir da equacdo (C.6), a pressdo maxima tedrica que o tubo pode suportar sera

atingida quando o mesmo estiver totalmente plastificado (r,=b):

Pu =2%1n(§j (C.11)

No subitem 4.7, foi demonstrado que, na situagdo de colapso, o critério de Von
Mises pode ser utilizado para simular o de Tresca, o que, para o problema em estudo,
resulta no critério de Tresca adaptado da equacao (C.2). Consequentemente, para a analise
numérica via Von Mises espera-se uma pressao de colapso suficientemente proxima da

expressao anterior.

Ademais, para o caso do critério de escoamento de Von Mises, a pressao de inicio

da plastificacdo pode ser calculada como

(C.12)

Como o tubo ¢ de parede espessa, o denominador da expressdo anterior ¢
aproximadamente igual a 1, o que garante a proximidade entre as pressodes de plastificagdao
para os critérios de Von Mises e Tresca adaptado. Diante do exposto, espera-se uma
resposta numérica da formulacdo do critério de Von Mises proxima aos resultados

analiticos apresentados aqui, o que pode ser comprovado no subitem 5.1.
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C.1.1 — Efeito do Endurecimento

Adicionando a influéncia do fendmeno do endurecimento isotrdpico, tem-se

Y=Y (K‘I ) =Y (E P ) As regras de fluxo associativas para o critério de Tresca adaptado

garantem a relagao
gl =-¢} (C.13)

Logo, utilizando as defini¢cdes apresentadas no subitem 3.5, a deformacgdo

equivalente pode ser escrita exclusivamente em fungao da deformacgao transversal como

g :ig';’ (C.14)

NE]

De posse da relagdo anterior, das equagdes geométricas (C.9), das relagdes
constitutivas elasticas em coordenadas polares (considerando a axissimetria) e da equagao
de equilibrio (C.4), obtém-se a equacdo diferencial
dej 1=V dy (e}

dr T E 2Y(85)+r dr

260 +7 (C.15)

onde Y (55 ):2Y (85 ) / NER Multiplicando a equacdo anterior por 7, integrando o

resultado e impondo a condi¢do &, (r = rp) =0 na interface entre as zonas elastica e

pléstica, tem-se:

ggzl—Evz !Z(%] f(gg)] (C.16)

onde ¥, =Y (55 = 0), 0 que ocorre na interface r=rp.

Voltando a equacao de equilibrio (C.4), considerando a derivada da equagao

anterior em relacao a 7 e impondo as condi¢des
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O'r(r:rp):—é( _ZLEJ (C.17)
tem-se:

7 1% E+(1—v2)[—_l(g§’ _
p_?{l_b%}LE}[E€5+(1—v2))7(g§)y(€5)d85 (C.18)

onde ﬁ(gg):df(gg)/deg ee,=¢)(r=a).

Deste modo, combinando as equagdes (C.18) e (C.16) para r=a, pode-se obter
numericamente (através, por exemplo, do Método de Newton-Raphson) o raio », em

funcdo da pressdo p. Adotando uma regra de endurecimento isotropico linear, tem-se
Y(2")=Y,+H's" (C.19a)
ou, alternativamente,
Y(&p)=Y,+H's] (C.19b)

onde H' =4H' / 3. Com o endurecimento linear, a integral da equagao (C.18) pode ser

calculada analiticamente de forma imediata, gerando a seguinte relagdo entre p e r,:

= 2 = Ty 2
P :%{1_%}12 1EY02 q m(g} g : (r_pz_lj (20
+(1-v a gl |\ 4
(1-v7) 2(2+Hfj

1-v

Como ¢, =0, ou seja, ¥ =Y, para a interface r=r), as equacdes para o regime

elastico apresentadas anteriormente permanecem validas.
C.2 — Viga Biapoiada com Carga Uniformemente Distribuida

A solugado analitica para o problema elastopléstico da viga biapoiada submetida a
um carregamento uniformemente distribuido ¢ baseada no modelo de flexao de vigas da
Resisténcia dos Materiais, conforme PRAGER ¢ HODGE [132] ¢ LUBLINER [46].

Deste modo, a formulagdo obtida pode ser utilizada apenas como uma referéncia para
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analise qualitativa do comportamento fisico apresentado pela solugdo numérica, uma vez
que ndo € possivel reproduzir na formulagcdo numérica as simplificagdes sugeridas pela

Teoria de Vigas da Resisténcia dos Materiais, tais como:

e Secoes transversais permanecem planas;

e Consideragdo apenas das tensdes longitudinais provocadas pela flexao;

e Consideragdo de apoios simples, desprezando as perturbacdes geradas
pela aplicagdo de condigdes de contorno ao longo das secdes transversais

das extremidades da viga, conforme modelagem numérica do item 5.4.

Y

(a)

Lbfl
=1
<
o

Figura C.2 — (a) Viga biapoiada com carga distribuida; (b) Modelo de Teoria de Vigas
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(b) (c)

Figura C.3 — Tensdes longitudinais na se¢ao transversal segundo a Resisténcia dos
Materiais: (a) Regime elastico; (b) Plastificagdo parcial da se¢do; (c) Plastificacdo total

da se¢do — formagao de rétula plastica

Com o aumento do momento fletor no meio do vao provocado pelo aumento
gradual da carga distribuida q, as fibras superiores e inferiores iniciardo o processo de
plastificagdo, mantendo a regido proxima da linha neutra ainda no regime elastico (figura
C.3b). Com o aumento do momento até um valor limite, a plastificagdo da se¢ao do meio
do vao gera uma rotula plastica, caracterizando o momento do colapso (figura C.3c). As
cargas po € pu responsaveis, respectivamente, pelo inicio do escoamento e a formagao da

rotula pléastica no meio do vao sao calculados como

b= 4Ybh*
0 2

231;;12 (C.21)
Py = 2

O comprimento L, do trecho plastificado ¢ calculado da seguinte forma:

2 2
L, =,/%— Y,fh (C.22)
p

A altura 2c da se¢do elastica na regido plastica pode ser calculada da seguinte

forma:

342 3p(L2 —4x2)

C.23
4 8Y ( )

c(OSxSLp)z\/
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Na regido plastificada, as tensdes longitudinais na zona elastica da secdo

transversal (ver figura C.3b) podem ser escritas como:
Y
o, (—cSySc):—yzng (C.24)
c

Da Resisténcia dos Materiais, tem-se a seguinte equacao geométrica para

pequenos deslocamentos:

& =ky=- dx;’ y (C.25)

onde v, ¢ a deflexdo na regido plastificada.

Das equagdes (C.24) e (C.25), adicionando a Equagdo da Linha Elastica para a
regido elastica, com deflexdo ve e considerando as condigdes de contorno para as
extremidades e a interface entre as regioes elastica e plastica, tem-se o seguinte Problema

de Valor de Contorno:

2
dvzp:_ Y ,0<x<L
dx Ec(x) r
d*v, 3Yp
ARy (L —4x*).L, <x<L/2
dv
22 (0)=0
dx( ) (C.26)
vp(Lp):ve Lp)
dv dv,
o)
v, (L/2)=0

A solucdo final possui o seguinte aspecto:
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v,(®) =@ (x)+v,(L,)-p(L, ),OSxSLp

4 3
v, =-— p3 3sz2 x| EbA —o(L)+— —2L3 x—£ -
Ebh 2 q 2
4
L L, <x<LJ2
32

Yz (ax senh™ (%) —Na’x* +b* j
a

X

Y
o,(x)= ——senh (?j

a—‘/3p b= 3pL
2Y

o (x)=-
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Apéndice D — Termoelastoplasticidade e

Termoviscoplasticidade

O objetivo deste apéndice ¢ introduzir a influéncia da temperatura no
comportamento pléstico e viscoplastico dos materiais. Para atingir este objetivo, faz-se
necessario adicionar a formulacao desenvolvida as equagdes das Leis da Termodinamica
juntamente com a inser¢ao da influéncia da temperatura nas equacdes de evolucao

plasticas e viscoplasticas. O desenvolvimento desta se¢do segue exposicao de LITTLE et

al. [3].

De acordo com o exposto no item 3.3 (equacdo (3.44)) e considerando o modelo
plastico e viscoplastico proposto neste trabalho, a energia livre de Helmholtz pode ser

escrita da seguinte forma:

h=h(g,.T.&,x' x5 (D.1)

Considerando a Lei de Hooke Generalizada com a presenga de variacdo de
temperatura (equacao (2.60)) juntamente com a equacao (3.51), resultante da suposicao
de que o tensor de deformagdes pode ser dividido nas parcelas elastica e pléstica, tem-se

a seguinte adaptacgdo para materiais plasticos e viscoplasticos:
o, (x,1)=Cyy (8, (x.0) = [ (x.) — ) AT ) (D.2)

A equagdo anterior ¢ obtida através da aplicagdo da expansdo em série de Taylor
até os termos de segunda ordem da energia livre de Helmholtz na equacao (2.58a), que
também ¢ valida para materiais plasticos e viscoplasticos, conforme tratativas do item

3.3. Para conduzir os resultados desta abordagem para a equacao anterior, duas suposicdes
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sdo necessarias. A primeira consiste em uma simplificacdo da equacdo (D.1) que, segundo
LITTLE et al. [3], ¢ suficiente para os materiais estudados nesta pesquisa:

hzh(g

ij°

T, g;) (D.3)

A segunda suposicdo ¢ baseada em evidéncias experimentais [3] e afirma que,
para processos isotérmicos, a deformacao plastica produz uma energia livre de Helmholtz
desprezivel. Aplicando a regra da cadeia na equacdo anterior, considerando que o
processo ¢ isotérmico e separando o tensor de deformacdes nas parcelas elastica e

plastica, tem-se:

fr= O ge | O Oh s (D.4)
og;, ' \og; Os )"

g y

Como a deformagao plastica produz uma energia livre de Helmholtz desprezivel,

pode-se considerar a aproximagao

oh _ Oh (D.5)

—=——
854.]. 88,]

que, por sua vez, define o resultado final da segunda suposic¢ao.

Tomando a equagdo da conservagdo da energia local (2.50) e a definigdo da

energia livre de Helmholtz (2.55), obtém-se
p(h+Ts+T5)+q,,— pr—o,é, =0 (D.6)

Aplicando a regra da cadeia da derivada temporal da equacao (D.3) bem como as
equacgdes (2.58a,b), também validas para problemas plasticos e viscoplasticos, a equagao

anterior se transforma em

pTs+p oh el +q,—pr=0 (D.7)

4
0¢;

A equagdo (2.58b) garante que a densidade de entropia total interna s possui as
mesmas variaveis independentes da energia livre de Helmholtz h. Aplicando entdo a regra

da cadeia da derivada temporal de s bem como as equagdes (2.58a,b), tem-se
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ooy ooy 0 o*h . .
pT| — T &+ poe & o7 T|-o0,6f +q,—pr=0 (D.8)

Para a obtenc¢ao da forma final da equagao anterior, sdo necessarias trés definicdes
associadas as propriedades fisicas do material. Define-se primeiramente que, dada a
isotropia assumida para o material, a expansao térmica do mesmo pode ser descrita da

seguinte forma:

ol = a8, (D.9)

)

onde «,, € o coeficiente de dilatacdo térmica. Consequentemente, pode-se escrever:

%: Cpo (- ) == (327 +2G) a5, (D.10)

Expandindo o fluxo de calor q em fun¢do do gradiente de temperatura, tem-se a

seguinte defini¢ao:

g ==k;"7, (D.11)

onde kl.fT ¢ o tensor de condutividade térmica. A expressdo ¢ conhecida como a Lei de

Fourier quando o referido tensor € constante, o que ¢ compativel com diversos materiais,
visto que, na maioria dos casos, este tensor ¢ uma fun¢do fraca da deformacdo e

temperatura [3]. Considerando a isotropia do material, tem-se que
kg?T =kyr 0y = q; =k, (D.12)
Finalmente, define-se o calor especifico a volume constante cy:

2
c, :—ST@ T (D.13)

Substituindo as equagdes (D.10), (D.12) e (D.13) na equacao (D.8), tem-se:

pe,T+(32° +2G) ay T (&, —éf ) =0,6) = (kyT,) + pr (D.14)

A aplicagao da isotropia do tensor de dilatagao térmica (equacao (D.9)) transforma

a expressao (D.2) da seguinte forma:
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o, =2 (&4 &l )0, +2G (&, — & )= (32° +2G ), ATS, (D.15)

Como ¢ possivel observar nas duas equagdes anteriores, as formula¢des mecanica
e termodinamica sdo acopladas, o que significa que as mesmas ndo podem ser resolvidas
separadamente. Segundo LITTLE et al. [3], esse acoplamento pode ser maior em
problemas plasticos e viscoplasticos quando comparado a problemas elasticos, devido a

presenga da taxa do trabalho pléstico.

Para certas classes de materiais, tais como os que serdo estudados nesta pesquisa,
as parcelas dependentes das deformacdes na equacdo (D.14) podem ser desprezadas, o

que resulta na formulagao desacoplada
pe,T =(kyT,) +pr (D.16)

A equacdo anterior pode ser obtida através da aplicagdo da conservagao de energia
considerando a temperatura T como a Unica variavel, caracterizando a teoria desenvolvida
por Fourier. Considerando a homogeneidade dos materiais estudados neste trabalho, ¢
razoavel considerar que a condutividade térmica ¢ constante ao longo do dominio do

corpo, o que gera o seguinte resultado:
pe,T =k, T, + pr (D.17)

Através da simplificacdo trazida pelo desacoplamento, um Problema de Valor de
Contorno (PVC) pode ser resolvido para a equacao anterior, obtendo assim a distribui¢ao
de temperatura no corpo. De posse deste resultado, o PVC formado pelas equagdes
mecanicas plasticas ou viscoplasticas pode ser resolvido, tendo a distribuicdo de

temperatura como dado de entrada.

Para problemas viscoplasticos, sobretudo para os casos de fluéncia, pode-se

considerar a seguinte fator de temperatura g’ (T ), conhecida como Lei ou Equacao de

Arrhenius [46] [126] ortundo da hipdtese de separacao de varidveis (ver equagao (3.159)):

AE

gl (T)=e ¥ (D.18)
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onde k=1,38x10"2 J/K é a Constante de Boltzmann e AE ¢ a energia de ativacdo do

processo, que ¢ fun¢do da temperatura. De um modo geral, o fator de temperatura g. (7')

pode ser obtido experimentalmente, sendo adotada por BATHE [52], por exemplo, a

seguinte forma simplificada:

gf(T)ze r (D.19)
onde a, ¢ uma constante a ser determinada experimentalmente.

Para problemas plasticos em geral, este ou outros fatores de temperatura podem
ser aplicados as equacdes de evolucdo (regras de fluxo e de endurecimento), alterando a
relagdo entre a tensdao equivalente e a deformagao plastica equivalente, conforme figura a

seguir.

'6-' A

Figura D.1 — Variacdo da curva tensdo equivalente x deformacao plastica equivalente

em fung¢do da variagdo da temperatura
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