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Resumo

Nocoes de Distancia no Universo Como Um Teste Para a Relatividade
Geral

Marcus Vinicius Bomfim de Jesus

Orientador: Ribamar Rondon de Rezende dos Reis

RESUMO DO TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO SUBMETIDO AO OBSERVATORIO DO VALONGO, UNI-
VERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO, COMO REQUISITO NECESSARIO PARA A OBTENCAO DO TiTULO

DE ASTRONOMO.

O trabalho explora a intersecao entre geometria diferencial e cosmologia, focando
na compreensao das distancias no universo. A geometria diferencial fornece ferramen-
tas para descrever estruturas complexas, como variedades Riemannianas, fundamentais
na relatividade geral. Solucoes cosmoldgicas da equagao de Einstein sao discutidas, in-
cluindo a métrica FLRW. O estudo das medidas de distancia, como a lei de Hubble, é
essencial na cosmologia observacional. A substituicdo do fator de escala por observaveis
cosmologicos é destacada como um teste robusto para a teoria da relatividade geral,

evidenciando a importancia dessa intersecao para a compreensao do universo.

palavras chave: Cosmologia, Relatividade Geral, Geometria Diferencial, Distancias

no Universo, Equacao de Finstein, etc.
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Abstract

Notions of Distance in the Universe as a Test for General Relativity
Marcus Vinicius Bomfim de Jesus

Advisor: Ribamar Rondon de Rezende dos Reis

ABSTRACT SUBMITTED TO THE VALONGO OBSERVATORY, FEDERAL UNIVERSITY OF RIO DE JANEIRO,

IN FULFILLMENT OF THE REQUIREMENTS FOR THE DEGREE OF ASTRONOMER.

The work explores the intersection between differential geometry and cosmology,
focusing on the understanding distances in the universe. Differential geometry provi-
des tools to describe complex structures, such as Riemannian manifolds, fundamental
in general relativity. Cosmological solutions to Einstein’s equation are discussed, inclu-
ding the FLRW metric. The study of distance measurements, such as Hubble’s law, is
essential in observational cosmology. Replacing the scale factor with cosmological ob-
servables is highlighted as a robust test for the theory of general relativity, highlighting

the importance of this intersection for understanding the universe.

keywords: Cosmology, General Relativity, Differential Geometry, Distances in Uni-

verse, Finstein Equation.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho explora a intersecao entre a geometria diferencial e a cosmologia,
com um foco especial na compreensao das nogoes de distancia no universo. A geometria
diferencial, discutida nos capitulos 2 e 3, fornece as ferramentas matematicas necessarias
para descrever estruturas complexas, como variedades diferencidveis e variedades Rie-
mannianas. Estas estruturas sao fundamentais para a descricao do espago-tempo na

teoria da relatividade geral.

No entanto, estabelecer uma nocao de distancia no universo é um desafio quando
o universo ¢ interpretado como uma variedade pseudo-Riemanniana. Esta dificuldade
surge devido a natureza curva do espago-tempo, que é uma caracteristica central da

teoria da relatividade geral.

A teoria da relatividade, discutida no capitulo 3, é a base para a nossa compreensao
moderna da gravidade e da dinamica do universo em larga escala. Ela nos permite

formular a equacao de Einstein, que é a chave para descrever a evolugao do universo.

No capitulo 4, exploramos solugoes cosmolédgicas para a equagao de Einstein, in-
troduzindo o principio cosmolégico e a geometria do espacgo-tempo. Aqui, a geometria
diferencial se torna crucial, pois nos permite descrever a métrica de Friedmann Lemaitre
Robertson Walker (FLRW), que é a solugdo mais geral para um universo homogéneo e

isotrépico.
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No capitulo 5, aplicamos essas teorias para entender as medidas de distancia no
universo. A lei de Hubble, tanto em sua forma geométrica quanto observavel, é discu-
tida, juntamente com conceitos como distancia de luminosidade e distancia de diametro
angular. Essas medidas de distancia sao fundamentais para a cosmologia observacional,
permitindo-nos interpretar observagoes de supernovas do tipo Ia, radiacdo césmica de

fundo e oscilacoes acusticas de barions.

Apés derivarmos uma expressao para a(t), por meio de imposi¢oes muito severas
quanto a natureza do espaco-tempo, ainda nao somos capazes de observar o fator de
escala. Em Cosmologia, qualquer medida depende do fator de escala, quantidade im-
possivel de ser observada, ja que esse elemento é quem torna a métrica uma descricao
fisica e ndo somente matematica. Por conta disso, veremos que, em sua versao observa-
cional, a Cosmologia nos exigird substituir o fator de escala pelos chamados observaveis
cosmolégicos. Quantidades que sao, em tultima andlise, um teste robusto para a teoria

da Relatividade Geral.

Em resumo, a geometria diferencial fornece a linguagem matematica que usamos
para descrever o universo em grande escala, enquanto a teoria da relatividade e a cosmo-
logia nos dao o contexto fisico para aplicar essa linguagem. Juntos, eles nos permitem
entender conceitos fundamentais como a distancia no universo. Esta intersecao entre a
geometria diferencial e a cosmologia é fundamental para a nossa compreensao do uni-
verso e das distancias dentro dele. A geometria diferencial, em particular, desempenha

um papel crucial na descricao e compreensao dessas distancias.



Capitulo 2

Elementos de Geometria

Diferencial

Diferentes conjuntos matematicos nao compartilham necessariamente as mesmas
propriedades, pois essas dependem das caracteristicas especificas de cada um. Em muitos
casos, simples operagoes bindrias, como a soma entre seus elementos, podem nao ser
permitidas. Se quisermos estender as ferramentas analiticas a espagos mais gerais que
R"™, precisamos ser capazes de compreender as caracteristicas geométricas desses espacos

em cada vizinhanca de seus pontos.

A Geometria Diferencial é a disciplina matemética que nos possibilita descrever
e analisar a nogao de curvatura local e seus efeitos nos mais variados conjuntos ma-
tematicos, empregando calculo diferencial e integral. Essa area combina conceitos de
geometria, andlise e dlgebra para entender a estrutura e o comportamento das chama-
das wvariedades diferencidveis, que sao espacgos que podem ser descritos localmente por

coordenadas e fungoes diferenciaveis.

O Universo se enquadra no conjunto das variedades diferencidveis com geome-
trias distintas da geometria plana do espaco Euclidiano. As leis fisicas que descrevem o
Universo precisam ser generalizadas para ambientes com curvatura significativa. Neste
capitulo, apresentaremos as ferramentas da Geometria Diferencial necessarias para re-
presentar espagos curvos e descrever leis fisicas aplicaveis a eles. Para obter maiores

detalhes formais sobre o estudo da Geometria Diferencial, consulte Nakahara (1990);
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do Carmo (1988); Wald (1984); Weinberg & Steven (1972); Misner et al. (1973); Lima
(1973).

2.1 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

A geometria diferencial é um ramo da matemédtica que estuda a geometria dos

espagos que nao sao necessariamente planos ou curvos.

Definicao 2.1. Sejam X e Y duas classes que possuem sobre si algum tipo de estrutura
matematica. Um morfismo é a associacao entre elementos de X e Y, representada por
f: X — Y, que preserva as estruturas originais de ambos. f é membro da classe das

aplicacoes, ou mapeamentos, de X em Y.

Além de morfismo a associacao entre os elementos de duas classes pode ser cha-

mada de "mapa”’ou de ”aplicacao”.

Definicao 2.2. Dados os elementos z € X, y € Y e o morfismo entre eles f : x — y, caso

exista, o morfismo inverso é denotado como f~!:y — z.

Funcoes, por exemplo, sao morfismos entre uma classe arbitraria e o espaco eu-
clidiano R!. De tal sorte que as propriedades e caracteristicas das funcdes estendem-se
aos morfismos, sendo esses generalizagoes das fungdes. Quando outras condigoes sao

impostas tem-se o que chamamos de morfismos especiais.

Defini¢ao 2.3. Um morfismo f : X — Y entre duas classes ¢ um homeomorfismo se tiver
as seguintes propriedades:
(i) f é bijetiva;
(ii) f é continua;
(iii) a aplicacdo inversa f~1 é continua.

Duas subclasses importantes de homeomorfismos sao as dos que podem ser dife-

renciados e as dos que associam elementos de um conjunto a si préprios.

Defini¢ao 2.4. O homeomorfismo f: X — Y entre X e Y é um C"—difeomorfismo se f

for r vezes diferencidvel.
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Defini¢ao 2.5. O homeomorfismo idy : a — a Va € X definido sobre um conjunto X

qualquer é chamado de identidade desse conjunto.

Outra subclasse 1til é a dos homomorfismos, s6 que sua definigao requer o emprego

de outro morfismo importante a composicao.

Definicao 2.6. Dado um conjunto X chamamos o morfismo o de regra de composicao se

Va,b € X sempre é possivel encontrar ¢ € X tal que a o b =c.

E dito que através de o dois elementos de um conjunto sao levados a um terceiro
elemento do mesmo conjunto. Logo, o é definido e avaliado no mesmo conjunto, sendo,

portanto, um morfismo interno ou uma estrutura interna deste.

Defini¢ao 2.7. Suponhamos que os elementos dos conjuntos X e Y relacionam-se por
meio da atuacdo de f : X — Y, ou seja Va € X, f(a) € Y. Seja o a regra de
composicao de X no qual a o b = ¢, onde a,bec € X. Entao, se Va,bec € X, sempre
que for possivel encontrar f(a), f(b)ef(c) € Y tais que f(a) o f(b) = f(c) chamamos f

de homomorfismo e os conjuntos X e Y sao ditos homomérficos entre si.

Um homomorfismo é um mapa que preserva a estrutura algébrica ao aplicar um

conjunto sobre outro.

Defini¢ao 2.8. O homomorfismo f : X — Y entre os conjuntos X e Y é um isomorfismo

quando for sobrejetivo e tiver um inverso f~!: Y — X que também seja sobrejetivo.

Em outras palavras um isomorfismo é um homomorfismo bijetivo.

Assumiremos neste trabalho que se um mapa f, definido sobre um conjunto X,
for um difeomorfismo ele serd infinitamente diferenciavel, isto €, pertencera ao conjunto

C*°(X).Classificamos mapas desse tipo como suaves.

A classe no qual tem-se interesse aqui é a das variedades diferencidveis, que é, na
verdade, subclasse de outras que serao definidas antes para que alguns de seus aspectos

mais importantes nao sejam suprimidos.

Definigao 2.9 (Espagos Topolégicos). Consideremos um conjunto X e uma cole¢ao Y =
{Ui}i, , de dimensao n € N, dos seus subconjuntos abertos (ou apenas abertos) U; €

X.0 par (X,Y) é chamado de espago topoldgico quando:

(i) O conjunto vazio () e o préprio X pertencem a Y.
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(ii) A uniado de um nuimero arbitrario de abertos,
Jus.
J

pertence a 1.

(iii) A interse¢@o de um numero finito de abertos,

m Uka
k
pertence a 1.

Defini¢ao 2.10 (Cobertura). Uma colegao Wi, com [ € I C N, é chamada de cobertura
do espaco topoldgico X se:

Um:x
lel

Definicao 2.11. Um subconjunto V' do espaco topoldgico arbitrario M ¢é chamado de
vizinhanca de do ponto p € M se sempre for possivel encontrar ao menos um conjunto

A talquepe AC M.

Se V' for um conjunto aberto o chamamos de vizinhanca aberta.

Ao par (U, ¢) formado pelo homeomorfismo ¢ : U € M — U’ C R" e o aberto U
damos o nome de carta. Uma colagao de cartas {Uy, ¢, @ € I C N*} nomeamos como

atlas.
Defini¢do 2.12. Se existirem vizinhangas V}, e V}y respectivamente de p, p’ € M, tais que
sua interseccao seja vazia, V, UV = 0, entdo M ¢é, além de um espaco topolégico, um

espaco de Hausdorff.

Em espacos de Hausdorff consegue-se vizinhangas independentes umas das outras.

Defini¢ao 2.13. Seja J C I um subconjunto do conjunto I de indices de uma cobertura
{Up,ao € I C N*} de M. Se a subcolegao{U,, € J} de abertos for também uma

cobertura entao M é um espago compacto.

Definicao 2.14. Um espago topoldgico M é chamado de variedade caso possua um atlas

{Ua ¢y € I CN*} onde | JUs = M.
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Variedades de dimensao m, portanto, sao espacos topoldgicos cujo os abertos de
sua cobertura sdo homeomorfos a abertos de R™. Em outras palavras, variedades sdo
espacos topoldgicos localmente equivalentes a espacos euclidianos. Ja variedades dife-

rencidveis requerem condicoes adicionais as da definicao 2.14.

Definicao 2.15. O conjunto M, de dimensao m, é uma variedade diferenciavel se:

(1) For um espago topoldgico;

(2) possuir um atlas {Uy, o, € I C N*} em que U U, = M;

«

(3) Yaef, com U, NUg =W # (), os conjuntos ¢o(W) e ¢g(W) forem abertos em
R™;

Y

(4) dados U, e Ug € {Ul,¢5',a € I C N*} 0 mapa a5 = ¢q © qﬁlgl, de ¢pg(W) a

¢ (W), for um difeomorfimo;

(5) a colecio {U’, ¢, a € I C N*} é méxima relativamente as condigoes anteriores.

Dentro da classe de espagos topoldgicos existem membros que sao de enorme valia
para a Fisica, como os espagos métricos. Esta classificagao ocorre por abrigarem a funcao

métrica.

2.2 CAalculo sobre Variedades Diferenciaveis

2.2.1 Vetores, Formas Diferenciais e Tensores

A peculiaridade em lancar méao do cédlculo diferencial em conjuntos que nao pos-
suem espaco ambiente nos obriga a substituir a nocao de que vetores tangentes a curvas
em R" sdo as velocidades dessas curvas no ponto de tangéncia. Para tal, alguns aspectos

usuais de vetores que motivarao a definicao subsequente se fazem necessarios .

Seja v : I C R — R"™ uma curva diferencial de R", onde v : 0 — p. De maneira
que, dado € € I obtém-se o ponto v(e) = (1(€), ..., z,(€)) € y(I) € R™. E simples notar
que uma funcao diferencidvel qualquer f : V C R" — R, definida em uma vizinhanca V'

de p, quando restringida a curva (), pode ter sua derivada calculada como
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d(f o)

de

B "/ Of dx;
- Z (ax, de )

=0 i=1

. (2.1)
e=0

O lado direito da equacao é a derivada direcional de f ao longo da curva ~(I) segundo

o vetor

(2.2)

oo (120, )

e=0

B= {(;ﬁ)ﬂ - (82):0} (2.3)

a base associada devido as coordenas {z;};",. Portanto, um vetor é uma aplicacao sobre

sendo o conjunto

o conjunto de funcgoes diferencidveis D, avaliada no espaco R. Pode-se evidenciar essa

afirmacao reescrevendo a equagao (2.1),

d(f o)
de

/ (2.4)

Deste ponto em diante serd adotada a notacao de Einstein Einstein (1916) com a

soma sendo realizada entre fatores com indices repetidos

X:(i){i a.):X@' ainei (2.5)
— ox* ozt

A generalizacdo para vetores tangentes em variedades diferenciaveis é imediata e
intuitiva.
Definicao 2.16. Sejay : I C R — M uma curva suave sobre a variedade diferenciavel M,
e seja f: M — R uma fungao pertencente ao conjunto D(M) das fungdes diferencidveis
em M. Denota-se como f : v(I C R) — R a restrigdo de f a curva y(I). O vetor

tangente a curva y(I) no ponto v(0) = p € M é a derivada direcional de f, neste ponto,

ao longo da curva

Pelo fato de, em variedades diferenciaveis, o vetor ser a aplicacao sobre o conjunto
D de suas funcoes diferenciaveis nao ha a necessidade da adocao de um sistema de

coordenadas.
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Para o caso de existirem a coordenatizacido ¢ : U C M — U’ C R™ e a funcdo
f : M — R automaticamente existe a composicdo fo ¢ ' : U C R™ — R, que serd
chamada de F = fo¢ ! A limitacio de F a curva o~y : y(I ¢ R) ¢ M — R™

produz o conjunto imagem em R de coordenadas {z;};"; parametrizadas por € € I,

(Fogoy)(e) = F(x,ly(e), oy w0 (€)).
A composicao de fungoes diferenciais é uma fungao diferencial, logo,

d(Fo¢ory)

N [F] = X[ (26)

e=0

Em analogia direta ao resultado (2.1) vé-se que a derivada direcional de F' no
ponto v(0) = p da imagem de ¢(y(I)), em R™, é o vetor X = X’e;. As componentes de

X de {x;(e),e € I C R}, estdo relacionadas a base coordenada {e;}!" ;.

Importante notar que de acordo com a definicio 2.5 pog¢~! : U’ ¢ R™ — U’ c R™

¢ a identidade em U’ C R™. Assim sendo,

X[(Fodo)(e)] =X[(fod opor)(e)] = X[(for)(e).

Proposi¢ao 2.1. Sejam (U, ¢) e (V,v) duas cartas de M, homeomorfas aos abertos
U, V' ¢ R™, em que os homeomorfismos sdo as aplicacdes ¢ e 1. Suponhamos que
exista o ponto p € UNV com representacao em ambos os sistemas de coordenadas como
sendo, respectivamente, ¢(p) = (z',...,2™) e ¥(p) = (y',...,y™). A transformacdo entre
as representacoes de um mesmo vetor definido sobre p e U NV é

oy’

ox?

Demonstracio. Para mostrar a transformacio entre as coordenadas ¢(p) = (z', ..., 2™)
e ¥(p) = (y',...,y™) é preciso primeiro evidenciar a relacio entre ambas. O modo mais
simples de fazer isso é por meio da coordenatizacio composta o ¢~ : U' NV’ —
U'NnV'. De sorte que, o conjunto de coordenadas de p € U NV é agora (¢ o ¢*1)(p) =
(!, .., 2™, y™ (@t L 2™) = (v (2%). Como na equacdo (2.2) a funcdo suave
f:M —- Reacurvay : I C R — M que passa por v(0) = p, possibilitam a

parametrizacao das coordenadas, ou seja,
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logo,

(Wos ™)) = (7 (+(9))
da’ 3yj8F<y(W) F(y(a ().

Oy
X[F]) = , = X'=¢;
L] < de Ox* 0y; =0 ( di )

Assim fica claro que as componentes X na base {€;}7.; sdo

— X ayj

Xt = :
oxt

Observemos que a expressao de X em (¢ ov)(0) = p é diferente,

v (85 2422)

- (x'e)
e=0

[ ((e))]

e=0

onde nota-se que os conjuntos de coordenadas nas duas bases diferem entre si a menos

do fator de transformagao, o que prova a proposicao. O

O conjunto dos vetores tangentes a uma variedade diferencial M em p € M é um

espago vetorial, chamado de espaco tangente a variedade M em p, simbolizado por T,,M.

Espacgos tangentes também possuem sobre si aplicagoes importantes. Um dos
mais importantes mapas definidos nos conjuntos 7, M com valores em R ¢ o das formas

diferenciais.

Definicao 2.17. As fungoes suaves do tipo w : T, M — R sao chamadas de vetores duais

ou vetores adjuntos, ji que apresentam propriedades andlogas as dos vetores tangentes.

O conjunto formado por essas aplicagoes é um espaco vetorial simbolizado como
T,*M chamado de Espago Vetorial Dual ou Espago Cotangente. No contexto das va-
riedades diferencidveis é comum chamar as fungoes w de formas diferenciais. Notemos
que, tal qual ocorre com os vetores, a definicao dos vetores duais nao requer o uso de

nenhuma coordenatizacao.

Um vetor dual em termos de uma carta (U, ¢) da variedade diferenciavel M terd
como representacao

w = widx’, (2.7)
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pois, para p € M, ¢(p) = = = (x!,...,2™). Nota-se que as componentes {w;}"™,

estao associadas a base coordenada {dz'}", chamada de base dual ou base cotangente.

A forma explicita da atuacdo de w € T,"M sobre um vetor X € T,M requer
o emprego da fungao (,) : T, M ® T,M — R que opera no espaco produto tensorial

T,*M ® T, M da maneira como segue

w(X) = (w, X) = <wjdxﬂ',Xia>

oz’
.0
== X’Ld ]74
Wit O Gy (2.8)
:ijiég
:U)ij

As caracteristicas dos elementos de T),*M sao analogas as dos vetores em T, M.
De maneira que, dadas as cartas (U, ¢) e (V, 1), caso exista um ponto p e UNV C M,
pode-se levar um vetor dual w € T),*M representando em uma coordenatizagao para
outra, '
oz’

5 dyf’ (2.9)

w = w;dz’ = w;

Defini¢ao 2.18. Seja M uma variedade diferenciavel, na qual T, M e T,"M sao seus
espagos tangente e cotangente no ponto p € M, respectivamente. O conjunto for-
mado por por ¢ espagos cotangentes independentes, e r espagos tangentes indepen-
dentes ®1T,"M ®" T,M é chamado de espago produto. Neste espaco um elemento
Te®!T,"M ®" T,M é um multilinear nomeado de tensor, cuja defini¢do coordenati-

: 11...0q | . q am T jim .
zada exibe as componentes 7""7; _; na base ®7{e;};2; ®" {dz’}].;:

T =Th %, g Qdr'' @ ... ® daI",

]1--~jr@ ®...R

Ox'
O tensor T é classificado como um tensor de posto (g,r) em fungao dos fatores

que formam o espaco produto de onde ele é proveniente.

Por construcao as propriedades dos elementos dos espacos T,M e T," M que for-
mam o espago produto nao se alteram. Neste caso, dadas duas cartas (U, ¢) e (V, 1)),
nas quais seus abertos possuam interse¢ao, a transformacao de um tensor do tipo (g, r)

em p € UNV é bem definida
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aykl aykq 81'.71 8qu T’Lllq

_ mqki..k
a9t Gyl L dede = T

Iy (2.10)

2.2.2 O Mapa Diferencial e o Retrocesso

Em posse do que j4 foi estabelecido até aqui nada impede que espacgos tangentes e
cotangentes de variedade diferencidveis distintas sejam mapeados uns nos outros. Este

fato motiva a seguinte definicao.

Defini¢ao 2.19. Consideremos um mapa f : M — N entre as variedades diferencidveis
M e N onde Vp € M, 3q € N tal que f(p) = q. Se f € C(M)*™ entao este induzira

sobre M o mapa df = f. : T,M — T}y N chamado de mapa diferencial.

Sob esta definicao estabelecem-se relagoes entre os elementos de M e N, ja que
decorrem da presenca do mapa f : M — N. Logo, dada a curva suave v: I CR - M
existe a curva fo~vy: I C R — N. Da mesma forma a fungdo g : N — R compoe a
funcao go f : M — R. Portanto, a atuacao explicita de um vetor (f, V') € Trpy N

resulta destas correspondéncias, isto é,

(fiV)lgl=Vige fl. (2.11)

Para o caso de estarem presentes as cartas (U, ¢) de M e (1), V) de N, nas quais ¢(p) =

z= (' 2™ =) evp)=y=u.y") =),

-0 .0
(X5m) = oy (212

Agora sobre os pontos g o1 (y) = (/) e go f oy () = (7 (2%)) a definicdo (2.11) é
exibida em sua versao coordenatizada
(folX'e)) [gov7 ()] = (Y'a) [gov™ ()]
= (Xielgo f 07 (@)
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logo,
dy’ Ay’ (z")
179 kYT \ T
viog =X o
: Ay’ (")
l gt k
Yo = X" (2.13)
. Oy (zF .
Y = Xkyaif ) — XFer()

ex(y’) é o inverso do Jacobiano da transformacio entre as cartas para o qual (ex(y”))mxn

¢é a matriz associada. Se f for um difeomorfismo entao a matriz sera quadrada.

Defini¢ao 2.20. Consideremos um mapa f : M — N entre as variedades diferenciveis
M e N onde Vp € M, 3qg € N tal que f(p) = q. Se f € C(M)*™ entao este induzira
sobre M o mapa (df) ™t = f*: T,*M — Ttp)*N chamado de retrocesso.

A presenca de espagos tangentes garante a existéncia de espacgos cotangentes, que
sao difeomoérficos entre si. Entao, nada impede que os espacgos tangentes mencionados
nesta definicdo sejam os mesmos dos da definicao de mapa diferencial. De sorte que,
tendo o mapa diferencial e o retrocesso sempre sera possivel encontrar um vetor Xe um

vetor dual w no qual

Frw(X)=w(fX) (2.14)
VX eT, M.

Ao existir entre as variedades diferenciaveis M e N o difeomorfismo f : M — N
e existir a funcao g : N — R sempre serd possivel encontrar cartas sobre M e N tais
que a equacao (2.14) seja exibida na sua forma coordenatizada. Assim sendo, tomando

X=Xl e fuX =Y =Ye;, onde Y7/ = 9y’ /02" X",

oy’

w(f:X) = widy® (Y/e;) = wy, D

X (2.15)

no entanto, f*w =wv € T,,* M, logo

ffw(X) =y X! (2.16)
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supondo que X ¢é arbitrario e igualando os dos lados das equagoes (2.15) e (2.16),

oyF

v =

Vemos que as componentes de da representagao vetorial dual mudam com a matriz
Jacobiana, em quanto que as componentes de um vetor tangente mudam com a inversa
da matriz jacobiana. Por essa razao, em fisica, é comum chamarmos o objeto (2.7) de

vetor covariante e o objeto (2.5) de vetor contravariante, respectivamente.

2.2.3 Campos Vetoriais

Proposi¢ao 2.2. Seja M uma variedade diferencidvel. O conjunto A = {(Uy, ¢a), @ €
I C N} é um atlas de M, no qual Vp € M 3U!, C R™ tal que ¢o(p) = (z') € U.,. Para
todo a a existéncia de ¢, induz o mapa diferencial dg,, : TyM — Ty (,) R™. O conjunto
TM = {(p,V);p € MeV € T, M}, chamado de fibrado tangente, é uma variedade
diferencidvel, no qual AF = {(Uy C M) @ T, M, (¢a,d¢a)),p € Uy C Mea € I C N}

é um de seus atlas.

Demonstragdao. No espaco produto (U, C M)®T), os fatores sao independentes para todo
a e para todo p € Uy, C M. Uma vez que Ua(Uy C M) =M e (dd)a)*l(T%(p) R™) =
T, M, logo,

UUWe c )@ T, M =TM

a p

o que verifica as duas primeiras condi¢oes da definicao 2.15. Seja agora,
p,V)e (UaCcM)T,MN{UBCM)®T,M
entdo dado o mapa ® = (¢, do)
Du(p, V) = @5(p, V) = (0a(p), dpa(V)) = (¢5(p), dds(V)),
portanto,

(I)El © (I)a(pa V) - (I)El<¢a(p)v d(ba(V)) - ((ﬁgl © (ba(p): d(b[;l o d¢a(v))
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As aplicagoes ¢, e ¢g sao diferencidveis, entao, por defini¢ao, d¢, e d¢g também
sao diferencidveis, assim como suas inversas. A conclusao é que Vo os mapas @, e
<I>;1 sao diferenciaveis. Os abertos de T'M, portanto, sao difeomoérficos aos abertos de

R™® Ty, »R™, para todos os p € M. O que satisfaz as 3 tltimas condigoes da definigao

2.15 provando a proposicao. O

Antes de abordar a nocao de derivada de Lie, ferramenta 1til no célculo das inte-
grais dos campos vetoriais em variedades diferencidveis, convém introduzir a importante

nocao global de orientagao em uma variedade diferenciavel.

Definicao 2.21. Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que M ¢é orientavel se

admitir uma estrutura diferencidvel, um Atlas, {Uy, ¢o , @ € I C R} tal que:

(i) UsNUg #0,YVaep;

(ii) A diferencial da mudanca de coordenadas tem determinante positivo. gzbgl 0 Qg

O atlas cujos os mapas satisfazem a condi¢ao (i) sdo chamados de orientagoes de
M. Duas ou mais orientacoes sao a mesma orientacao, quando a sua uniao é também
uma orientagdo. A concepcao de orientacao auxiliard o estabelecimento das integrais em
fibrados, mas para isso é preciso relacionar formalmente estes tltimos a nogao de campo

vetorial.

Defini¢ao 2.22. Um campo vetorial X em uma variedade diferenciavel M é a atribuigao
de um vetor V' € T, M a cada ponto p € M. Na linguagem das aplicagoes, X ¢ uma
aplicagao de M no fibrado T'M.

Uma fungao f € C°°(M), de uma variedade diferencidvel M, pode ser operada
por mais de um campo vetorial. Ou seja, dados os campos X e Y de M é possivel
calcular X[Y[f]] e Y[X[f]]. Tais operagoes sao de, no minimo, segunda ordem e por
defini¢do nao sdo campos vetoriais. Entretanto, com o devido tratamento a combinagao

das atuacoes de campos vetoriais pode levar a um novo campo vetorial.

Lema 2.1. Uma vez que o conjunto M seja uma variedade diferencidavel, em um dado
ponto p € M, serd sempre possivel encontrar campos vetoriais X e Y, onde Vf €
C*(M), 3Z tal que:

(XY =Y X)[f] = [X, Y][f] = Z[f].

Sendo o mapa [, | : T,(M) ® T,(M) — T,,(M) chamado de colchetes de Lie.
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Demonstragao. Primeiro devemos provar que se o campo vetorial Z existe ele é tnico.

Assim sendo, dado p € M e dada uma parametrizacdo em p ¢ : p — (ml) se Z existe

oxd Oxd ) Ox'
jaAque X =X Fer e Y =Y. Logo, Z s6 depende de derivadas de ordem 1, além disso,
as coordenadas dos pontos sdo unicas, consequentemente as derivadas também o sao.

Isto garante a unicidade de Z.

A existéncia de Z segue diretamente do fato de X e Y serem campos vetoriais, ja
que, por definicao, cada um atribui um tnico vetor a cada ponto dos abertos do atlas
(Uq, ¢o). Como nao hé restrigoes sobre a atuacao de X e Y sobre nenhum ponto de M
entao dada uma base e; sempre serd possivel encontrar componentes de vetores de X e

Y tais que Z' = X7e;(Y") — YVe;(XY). O

2.2.4 Derivadas de Lie

Campos vetoriais relacionam vetores definidos sobre espagos tangentes distintos.
O que nos leva a crer ser possivel comparar tais vetores. Geometricamente o colchete
de lie [X, Y] fornece-nos uma pista de como fazer isso ja que representa o transporte do
campo vetorial Y ao longo da trajetoria do campo vetorial X. Para melhor elaborar
esta ideia é preciso definir antes o que sao trajetorias sobre uma variedade diferenciavel,
para em seguida ampliar o conjunto das propriedades dos colchetes de Lie que tornara

possivel comparar nao sé vetores como os proprios campos vetoriais.

Defini¢ao 2.23. Seja M uma Variedade Diferencidvel. A curva v : (—d,0) — M é dita
ser uma trajetéria do campo X : F(M) — D(M) se Ve € (—0,9)

dy(e)
de

= (X 0)(e)

Em uma variedade diferenciavel M sempre é possivel encontrar um aberto VC M
vizinho a um ponto p € M qualquer, isto é, com p € V. Seja ¢ um ponto do aberto U
que pertenga a trajetéria v : I C R — M do campo vetorial X € X(M), nos termos da
defini¢ao (2.23). Com isso, percebe-se que sobre pontos da vizinhanga aberta U de p s6

é possivel que passe uma Unica trajetéria de X. Por seu turno, uma coordenatizacao
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¢:UC M — U CR™entre U e o aberto U’ nos garante o difeomorfismo local entre
M e R™. Haja vista, como ja mencionado, é possivel entdo estender localmente a M
as nocoes do calculo diferencial de R*. Pode-se, desse modo, compreender a definicio
(2.23) como uma equagao diferencial de quem o ponto v(0) = r € U é condigao inicial.
Sendo, portanto, uma representacao do Teorema de Existéncia e Unicidade das Equacoes

Diferenciais (TEU) do Carmo (1988); Nakahara (1990).

Por conveniéncia, sempre que necessario, adotaremos para a trajetoria o : I C

R — M do campo vetorial X € X' (M) a representagao
o(q) = olt,q), Vi€ I (2.18)

onde 0(0,q) = g é a condigao inicial.

Definicao 2.24. Seja X um campo vetorial sobre a variedade diferenciavel M. o :
(=6,0) CR — M é a trajetéria de X ao longo de M. Chama-se de curva integral de X

ou fluxo gerado por X, que passa por p € M, o seguinte conjunto de pontos:

(i) a(0,p) = p;

d
(ii) Ox <dt> = Xg(m,) S TU(LP)M’ Vit e (—(5, (5) CcR

A segunda condigao da definigao (2.24) é melhor compreendida com o auxilio da
coordenatizacio ¢ : U € M — U’ C R%, cuja a definicio é ¢'(o(t,p)) = o'(t,p) =

z'(o(t,p)), i € {1,...,m}. De maneira que, dada a funcio f € F(M),

o) () =on (8) 10 = FEED (B g

em que do = o, é o mapa diferencial induzido pela existéncia da curva integral. Porém,

Xoy ] = X' (o4(p))esl f1,

ou seja, as componentes de X, ;) coincidem com as componentes o.(d/dt), entao,

4 doi(p) = X'(04(0)) = X*(o(1.9)) (2.20)
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Este resultado estard garantido sempre que houver uma coordenatizacao bem de-
finida sobre um aberto U C M. O valor limite ¢ na condicao (i7) da definicao (2.24)
dese ser escolhido de modo a garantir que todos os os pontos de uma curva estejam den-
tro do aberto coordenatizado Nakahara (1990); do Carmo (1988); Isham (1999); Nash
& Sen (1988). Ocorre que , a partir de o(0,p) = p, os pontos de uma curva integral
o((—0,0),p) sdo obtidos na medida em que ¢ assume valores permitidos pelo intervalo
(—0,0). Onde, como ja mencionado, o par o(0,p) = p e o.(d/dt) satisfaz localmente
Teorema de Existéncia e Unicidade das Equagoes diferenciais e Ordinarias. No entanto,
nao ha garantia de existirem solugoes para valores ¢ € R Isham (1999). Isto motiva a

definicao que segue

Defini¢ao 2.25. O campo vetorial X € X (M) é classificado como campo vetorial com-

pleto de M se possuir uma curva integral c : R® M — M, Vp € M eVt € R.

Variando o ponto p obtém-se outras curvas integrais correspondendo aos valores
que o campo vetorial assume nos novos pontos. Ou seja, para cada campo vetorial
existe uma, e somente uma, familia de curvas em que ele é o vetor tangente em cada
ponto. E como se as condigoes iniciais o (0, p) = p dessas curvas fossem seus indices, de
maneira que, {o(t,p),¥p € M} é, entao, uma familia de curvas associadas ao campo
vetorial em questao. No entanto, conhecendo um ponto da curva conhecesse todos, pois
um ponto é levado em outro continuamente. Logo, todo ponto de uma curva integral
pode desempenhar o papel de condicao inicial. Em outras palavras, curvas geradas
por campos sao invariantes por escolhas de condigoes iniciais. E simples verificar essa

propriedade. Sejam s e t parametros, tais que

d . ,
—o'(t+s,p) = o' (t+ s,p)

dt

d(t+s)
— Xi(o(t+5,p))

e também

o(0+s,p) =o(s,p)

No entanto, a equagao de trajetéria do campo vetorial X em respeito ao parametro

s resulta em:

%a%t,o(o,p)) = X'(t,o(s,p))
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, onde

0(0,0(s,p)) = o(s,p).

Ja que a curva integral é a mesma aparentemente existem duas equagoes diferenci-
ais distintas com a mesma condigao inicial. Contudo, o TEU garante serem as equagoes

iguais, o que implica na condigao o(t,o(s,p)) = o(t + s,p).

A propriedade de invariancia das curvas integrais por escolha de condicdo inicial
permiti-nos enxergéd-las de outra maneira. Para ver como se d4 a nova interpretacao

adotaremos por conveniéncia, deste ponto em diante, a notacao o(t,p) = o¢(p).

Ao fixar t e variar o ponto p o resultado obtido anteriormente,

oi(0s(p)) = ot45(p) (2.21)

que também é um difeomorfismo de M em M, revela-se como uma lei de composigao.
Assim obtemos uma estrutura de grupo comutativo a 1 parametro que representa trans-
formacoes ao longo de M, sendo og(p) = p a identidade e o_; = (0y)! a inversa do
grupo. Para maiores detalhes sobre as condigoes que caracterizam um conjunto como
sendo um grupo é 1til consultarNakahara (1990). Para e € R infinitesimal
i i d ;
oe(p) = op(p) + ‘i’ o
= o' 1 eX(0(0, p)) (2.22)

=1' 4+ eX'(x)

Nesse contexto o campo vetorial é chamado de gerador infinitesimal da trans-
formagao o4(p). Generalizando para uma transformagao finita:
. d . 27/ d\?% .
— 7 ti 2 _ . 3
o) = o+ toln)| + 5 (1) it

d 12 /d\?
l4t——+—(—] +..

ds 2! \ds

:mei)é@>

= exp (tX) ol(p)

s=0 (2.23)

s=0

s=0
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Nesta expressao estao preservadas todas as propriedades das trajetérias dos campos
descritas acima, com a revelacao de que sao andlogas as da exponencial. No ambito da
teoria de grupos exp (tX) é elemento de um grupo de transformagoes, t é o parametro
dessas transformagoes e os campos X Sao os geradores das transformacoes, também
conhecidos como algebra do grupo. Muitos autores chamam o conjunto de campos X

de pequeno grupo.

Neste ponto jd reunimos as condigoes para compararmos campos, mas antes de o
fazermos, para nao ser necessario o uso de nenhuma coordenatizagao precisaremos do

seguinte lema do célculo:

Lema 2.2. Seja M uma variedade diferencidvel e U C M um de seus abertos. Dado o
mapa diferenciavel h : (—0,0) ® U — R, onde h(0,q) = 0, Vq € U, existe um mapa
g:(—0,0) ® U — R também diferencidvel, tal que h(t,q) = tg(t,q)

Demonstragao. A forma integral de g(t,q) em respeito s é escrita como segue:

1 Oh(ts, q)

g(t,q) = ; st

logo, temos

tg(t,q) = t/o a}é((tz;)q)ds

B L Oh(ts,q) .
=)y o)

= h(tl,q) — h(t0,q)

= h(t,q)
0

Proposicao 2.3. Sejam X e Y dois campos vetoriais de uma variedade diferencidvel M.
Se nesta variedade existir o fluxo o.(p) : (=9,0) CR®QU C M — M em p € M, gerado
por X, entao,

X, Y)(0) = i~ [Vlo.) — ((d0)¥ )l

e—0 €

Demonstragao. Consideremos f : U C M — R, f € D(M). E também, levemos em

conta o fluxo o¢(p) : (=9,6) CR®U C M — M em p € M gerado por X em uma
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vizinhanca aberta U de p € M. De modo que possamos escrever

h(t,q) = f(oi(q)) — f(q)-

Aplicando o lema (2.2),
flo1(q)) = f(q) +tg(t, q)

impondo o limite ¢ — 0 a definicdo de vetor (2.16) implicard em ¢(0,q) = X|[f](q) =
X (f(p)). Substituindo f por ((doc)Y|,)[f] e g por p,

((do)Y]p)(f(ae(p)) = YIp(f(p)) + (Y p(g(t,0)))-

Porém,

((do)Yp)(f(01(p)) = Yo (f(a:(P)))

Assim sendo,

tim 2 (V0o = (@)Y })] (Fn(p)) =t o TOODZVGTED 3y 00,
= XY[p(f(p)) = YX|p(f(p))
— (XY, ~ YX|,)(/0)
XY,
OJ

A figura 2.1 ilustra a motivagao de representar a derivada de Lie em fungao do fluxo
do campo Vetorial X, ja que o mapa diferencial associado a esse fluxo possibilita-nos

comparar o campo Y |, com o campo Y| oe(p)-

2.3 Variedades Riemannianas

As nogoes bem definidas e mensuraveis de distancia entre elementos de um con-
junto e a geometria intrinseca desse conjunto, essenciais em fisica, nao sao caracteristicas
comuns a todas as variedades. Na presente secao estabeleceremos, portanto, um critério

formal, que permita-nos identificar dentro da classe das variedades aquelas capazes de
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(s, p) (s, 4)

LfGE (flee)Y[p)ld({p}

Yl Ylo, )

a(t.p)

FIGURA 2.1. Comparando os vetores Y|, e Y|, () por meio do mapa diferencial doe.

abrigar tais nogoes. Estabelecido esse conceito seremos capazes de selecionar as varie-

dades mais adequadas para representar sistemas fisicos.

2.3.1 Meétricas Riemanniana e Pseudo Riemanniana

Defini¢ao 2.26. A variedade diferencidvel M é chamada de Variedade Riemanniana (VR)
quando sobre ela, em cada ponto p € M, pudermos definir a funcao g : T, M®T, M — R,
conhecida como métrica, que satisfaz as seguintes condicoes:

(i) VX, YeT, M, g(X,Y) =g, X),

(ii) VX € T, M, g(X,X) > 0, onde a igualdade é valida apenas quando X = 0.
Definicao 2.27. A variedade diferencidvel M é chamada de Variedade pseudo-Riemanniana
(VPR) quando sobre ela, em cada ponto p € M, pudermos definir a funcao g : T, M ®
T, M — R, conhecida como pseudo-métrica, que satisfaz as seguintes condicoes:

(1) VXaY S TPM7 g(Xv Y) = g(YaX)v

(i) VX €T, M, g(X,Y) =0, quando Y = 0.

Por um abuso de linguagem, que nao ocasionard nenhum prejuizo, tanto a métrica

como a pseudo-métrica serao chamadas apenas de métrica. Deixaremos claro quando
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se fizer necessdria eventuais distingoes entre elas. A diferenciagdo entre variedades Ri-
emanniana e variedades pseudo-Riemanniana sé sera trazida a discussao quando parti-
cularidades entre ambas forem pertinentes. Do contrario, consideraremos ambas como

sendo apenas Variedades Riemannianas.

Somente um tensor de posto 2 é capaz de satisfazer as condigoes de ambas as
defini¢oes (2.26) e (2.27), ja que ele é quem leva elementos de T, M ® T), M em elementos
de R. Em outras palavras, g € T (M). Com efeito, dada a carta (U, ¢), indutora da
base coordenada {e;}i;, em uma VR M, em que as coordenadas de p € U C M sao

d(p) =z = (z*,...,2™) € U' € R™, a métrica terd como representacio:
9p = 9ij(p)da’ @ da? (2.24)

Para nao carregar a notacao, quando necessario, o ponto p serd omitido. Dados os

vetores, portanto, X = XFepeY = Ylel, tem-se:

gp(X,Y) = gij(Xkek, Ylel)dxi @ da?
= ginleekdxi X eldltj
- (2.25)

= gi; XY/

Vetores duais levam elementos de T),M em elementos de R, entao considerando o
vetor Y = Y7 ej € T, M sempre ¢é possivel encontrar um vetor dual w = widz! = Yida' €
T, M, tal que,

w = Yida' = g;;Ydx’ (2.26)

Pois, tomando o produto interno entre w e V = V¥e,
(gijyjdl'i, Vk€k> = dxiekginij = (Skigijijk = gijij

(2.27)
=Y.,VFeR.

vé-se que de fato w = ginj dz'trata-se de um vetor dual.
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Os mesmo raciocinio se estende aos vetores. Considerando o vetor dual v =

vjdmj € T;M sempre é possivel encontrar um vetor X = X'e; = v'e; € T,M, tal que,
X =v'e; = gvje;. (2.28)
Pois, tomando o produto interno entre u = updz® e X,

(ukd:ck,viei) = <ukda?k,gijvjei> = ukvjdwkeigij = ukvﬁkigij = vkngkj
(2.29)
= ukvk e R.

Percebe-se que a métrica também pode ser encarada como um mapa entre 7, M
e T, M, como mostram as operagoes (2.26) e (2.28). Em Fisica estas operagdes sao
chamadas, respectivamente, de chamada de abaixamento e levantamento de indices pela
métrica Weinberg & Steven (1972); Misner et al. (1973); Nakahara (1990). A genera-

lizagao para tensores é imediada e segue da definigao (2.18),

jll1gj212 L gjs—lls—1gjslsTi1i2.--ir—1ir

Gi1k1Yicks "~ Gir_1kr_19irkr 9 J1j2.-Js—1Js —

(2.30)

lilo.ds 1l
=Tk koo kb 2757

Por definicao percebemos que a métrica em uma VPR é nao degenerada, dado o
fato de que pela condicao (ii) da definicao (2.27) vé-se que s6, e somente s6, um vetor de
7 2 = 4 :

norma’zero faz com que o resultado de atuacao da métrica sobre este e qualquer outro
vetor seja identicamente nula. Esta propriedade é importante para contornar eventuais

ambiguidades em céalculos sobre as VPR.

Definicao 2.28. Sejam M e N duas VR. O difeomorfismo local f: U C M — U C N é
classificado como uma isometria local se o seu mapa diferencial associado df : T,M —

Ty(p) N satisfizer a igualdade:

9p(X,Y) = gy (df (X), df (Y)) (2.31)

E dito, portanto, que as VR M e N sao localmente isométricas. Para o caso
em que se possa afirmar a isometria dessas VR Vp € M e V f(p) € N, entao elas sdo

isométricas entre si do Carmo (1988); Lima (1973).
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Definicao 2.29. Sejam M e N duas VR. O difeomorfismo f : M — N ¢ classificado
como uma isometria se o seu mapa diferencial associado df : T,M — T, N satisfizer a

igualdade:
0(X.Y) = gy (df (X).df (Y)), Yp € M e ¥ f(p) € N. (2.32)

Na defini¢ao (2.29) a relagao entre os pontos p de M e f(p) de N é biunivoca,
por definicao. De maneira que, o mapa diferencial atribui a N as propriedades e objetos
de M relacionados aos seus espacos tangentes, sendo a métrica um desses objetos. Em
outras palavras, o mapa diferencial induz sobre N a métrica gy por conta de em M

estar definida a métrica gys. Com efeito,

df (gm) = gn (2.33)

Onde, na versao coordenatizada utiliza-se a transformagao tensorial (2.10) por ser a

métrica um tensor de posto 2,

ox' Ol
Tykaiylgij(x) = gr(y)- (2.34)

onde ¢(p) =z € R™ e f(é(p)) = f(z) =y € R" sdo as coordenadas atribuidas a
p e f(p), indutoras das bases coordenadas {e;};“; e {e;}7_;, respectivamente.

O retrocesso associado ao mapa suave f : M — N, por seu turno, induz a métrica

gyv em uma VR M devido a existéncia da métrica gy definida sobre N,

gMm = (df)_lgN. (2.35)
Onde, na versao coordenatizada,
oYk oyt
ii(x) = - 2.36
9ii(2) = gu(y) 5= By (2.36)

pois ¢(p) =z € R™, f(é(p)) = f(z) =y € R™.

A isometria entre uma VR M e R™ permite estender até M a nogdo de volume.

Porém antes é preciso entender o que é a orientacao em uma VR.
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Seja p € M e seja ¢ : U C U'R™ uma coordenatizacio , em que p € ¢ L(U').
Vamos assumir que M satisfaz os requisitos da defini¢ao (2.21) e portanto orientével.
O vetor X = X'e; € T, M, em respeito a base ortonormal positiva {e;};~;, permite-nos
calcular

9(X, X) = gij(X'ei, X'¢e;) (2.37)

no entanto, sempre é possivel encontrar um tensor T = T/dz’ ® ej € THM) cuja

imagem em T),M (projegao) é um vetor X € T, M. Isto é,
T[dz*) = T/ da' @ e;[da™] = Tijéjl?dxi = T;*da? (2.38)
logo, T € TH(M) tal que X7 = T;/dx’. Entéo,
9(X", X7) = T TY g(da*, da') = T}, T 6}, (2-39)
O volume do paralelepipedo formado pelos vetores do conjunto {X;(p), ..., X;n(p)}

é igual ao volume formado pelos vetores da base ortornormal {e;};"; multiplicado pelo

determinante de T;’, temos, portanto,

vol(X1(p), - Xm(p)) = det(T3) = | /det(gi;) (p) (2.40)

Este resultado ¢é invariante por mudanca de coordenadas. Utilizando uma coordena-
tizacao definida como ¥(p) = y = (y', ...,y™) em que a métrica é representada da forma

h= hz-jdsvi ® dz?, temos

det(gi;) = det (gij) JJdet(hij) = Jy/det(hij) (2.41)

em que J é determinante da mudanca de coordenadas assim como mostrado na equagao

(2.13).

Seja V' C M um subconjunto aberto e conexo da da VR M, ou seja, V nao possui
buracos e quaisquer dois de seus pontos podem ser ligados por um caminho inteiramente
contido em V. Vamos assumir que a interse¢ao de todos os subconjuntos fechados que
contém V é compacta (fechada e limitada). Dados U € M e V C ¢ 1(U’) e por fim

impondo que a fronteira ¢(V) C U tem medida nula em R™, o volume Vol(V) serd
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definido pela seguinte integral em R™:

Vol(V) = /QS(V) \/det(gij)dat...dz™. (2.42)

A igualdade (2.41) imediatamente nos revela, como esperado, a invariancia do volume

por mudanca de coordenadas,

Vol(V) = /¢ " det <§i{j> vJdet(hi), (2.43)

uma vez que o determinante é um mapa definido no espaco das representagoes matriciais

quadradas dos tensores, avaliado no espaco R™. Logo, o determinante é uma funcao, que
por definigao ndo depende do sistema de coordenadas adotadodo Carmo (1988); Nash

& Sen (1988); Lima (1973).

A classificacdo de um um multilinear em quanto vetor, vetor dual ou tensor é
realizada mediante suas propriedades de transformacao. Uma densidade tensorial é uma
quantidade cuja lei de transformagao sob mudanca de base é igual a transformagao
tensorial multiplicada pelo determinante da matriz de transformacao elevada por um
expoente. Com efeito, a transformacao de uma densidade tensorial entre os sistemas de

coordenadas {z" }izl e {y}3_, se da do seguinte modo:

oy 1\ aykr  oyka ozt Padr
Thikq = ( det _ e T 2.44
by dr ( ¢ |:8xm:|> oxtt  Oxla 6yll aylr J1eeeJro ( )

onde W é o peso da transformagao. Esses s@o os objetos mais gerais em uma VPR.
Tensores sdo um caso particular de densidade tensorial quando W = 0 Weinberg &

Steven (1972); Spivak (1999).
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2.3.2 Conexao Afim

Como j4 discutido um vetor X € T,M, p € M ¢é a derivada direcional de f €
FM, X : f— X[f]. Ou seja, a evolucao de f na direcdo de um vetor é mensurada
pela atuacao desse vetor sobre f. Decorre deste fato a pergunta: Existem aplicacoes
semelhantes que sejam capazes de atuar sobre os préprios vetores, sobre vetores duais e
sobre tensores de posto arbitrario? De fato, em primeira andlise, parece ser a derivada
de Lie a resposta a essa pergunta como mostra a proposigao (2.3). Porém, se olharmos
atentamente veremos que a derivada de um vetor ao longo do fluxo gerado por outro nao
esta projetada sobre a direcao tangente a este fluxo, portanto nao é intrinseca a nenhum
dos espacos tangentes a curva em cada um dos seus pontos. Por defini¢cao, a projegao
sobre a direcao tangente a curva definida por um campo vetorial é condicao essencial
para reconhecer uma operacao de derivacao como sendo uma derivacao direcional. Sera
necessario, portanto, o estabelecimento de uma nova entidade capaz de transportar um
vetor ao longo da direcao tangente a curva definida por um campo vetorial em cada um

de seus pontos.

Ao longo dessa segdo M representard uma VR, onde o conjunto de campos de
vetores que admite infinitas diferenciagoes serd denotado por X'(M). Por seu turno, o

conjunto de fungoes de classe C*° (M), serd denotado como D(M).

Defini¢ao 2.30. o mapa V : X(M) ® X(M) — X(M) é chamado de Conexao Afim se
dados os campos XY e Z € X(M) sua atuagao, representada como V(X,Y) = VY,

satisfizer as seguintes propriedades:
() Vixtgy Z=fVxZ+gVyZ, f,g € D(M);
(i) Vx(Y+Z2) =VxY +Y +VxZ;
(i) Vx(fY) = [VxY + X[f]Y.
Em outras palavras, em uma VR conexoes sao operadores derivadas que atuam so-
bre campos vetoriais. Compreenderemos melhor como se d4, de fato, essa atuagao na me-
dida em que as conexdes forem utilizadas para explorarmos as propriedades geométricas

de M. Porém, antes é preciso particularizar quais as conexdes uteis a geometria Rie-

manniana.
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Proposi¢ao 2.4. Seja X € X (M) um campo vetorial longo de uma curvay : I C R — M,
em uma VR M, dotada de conexao Afim V. Existira ao longo de v uma, e somente uma,
correspondéncia entre X e o campo vetorial D/dt(X) = Dy(X), induzido pelo operador

derivava Dy, chamado de derivada covariante de X ao longo da ~, tal que:

(a) DX +Y)=D,X +D,Y, X eY € X(M);
(b) Di(fX)=0,fX + fD;X, onde f € D(M);

(©) DiX(v(t)) = Vay W, se X(t) = W(y(1))-

Demonstragdo. Sejam ¢ : U C M — U' Cc R™ e~ : I C R — M, respectivamente,
um sistema de coordenadas locais e uma curva definidos sobre a VR M. Se ~(I) N
qﬁ*l(U ") # (), entdo as coordenadas locais no ponto v(t), dado um t € I qualquer, serdao
d(v(t)) = (z'(t),...,2™(t)). Como consequéncia ¥V t 3 {e;(t)}™,. Portanto, o campo
vetorial X € X(M) ao longo de ~(I) é representado em U’ C R™ como X = X'e;(t).
Imponto a X a correspondéncia descrita na proposicao (2.4), tem-se,

DX DX . De;
a - @ et

Da definigao (2.30)

De; )
dtz = Vd%ei = Vxei = XJVejei,
logo,
DX DX!' o
T oar TNV

Pelo fato de vetores serem operagoes de derivacdo, como estabelece a definigao (2.16),

se existir uma correspondéncia ela sera inica para cada valor det € I C R.

Seja W C M um aberto sobre o qual estejam definidas a coordenatizacdo ¢ : W C
M — W' C R™ e também D;. Teremos em ¢(W) o mesmo resultado da derivacio D; X,
obtido em ¢(U) se (W) N ¢(U) # (. Pois qualquer ponto da curva pode representar
uma condicao inicial da equacao, inclusive os que pertencem a intersecao. De modo
que, pela unicidade, as derivagoes em ambos os sistemas de coordenadas concordam
por possuirem as mesmas condic¢oes iniciais. Nada impede serem U e W elementos da

cobertura de M, logo, é imediato notar que D; se estende para todo M. ]
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A atuagao da conexao Afim sobre uma fungao f € F(M), seja ela parametrizada
ou nao, é idéntica a que vimos em (2.4), ou seja, trata-se apenas do operador derivada
parcial usual. Embora na proposicao (2.4) fosse assumido implicitamente que a conexao
afim é definida localmente, pode-se verificar esta suposicao valendo-se do fato de uma
coordenatizagao ser um difeomorfismo local entre M e R™. Com efeito, dado o sistema
de coordenadas ¢(U C M) = (U' € R™) ao redor de p € U, em que X = X'¢; e

Y =Ye;, temos,

VxY = X'V, (Ye;)
= X' (Ve,Y?)e; + X'YIV.,e;
= Xi(Vein)ej + Ffjek (2.45)
= (Xi(Vein)ej + Ffj)ek

= (X"(0,Y7)e; + T} e

Aqui a localidade da conexao se traduz por sua dependéncia das bases coordenadas,
locais por definicao. Neste resultado Ffj sao os parametros de afinidade conhecidos
como coeficientes da conexao. Eles representam o quao diferente é a derivacao vetorial da
derivada parcial das componentes, por conta das bases coordenadas serem possivelmente
diferentes em espacos tangentes distintos. Sendo assim, Ffj ¢ a medida da k-ésima

componente da variacao do vetor e; ao longo da diregao do vetor e;.

Revela-se, com isso, como uma base coordenada em um ponto modifica-se ao ser
levada a outro ponto por meio da atuacao da conexao. Conhecida a base coordenada
eventualmente estarao determinadas as componentes de um campo qualquer no ponto
em respeito a esta base. Vé-se que VxY também depende das componentes dos campos
X e Y. Em resumo, ocorre que V mapeia X e Y no vetor VxY. Logo, a conexao afim
nao é unica. Escolhendo novos vetores, via de regra, teremos um novo operador V. O

conjunto de conexdes afim é, entao, infinito Wald (1984); Nakahara (1990).

Uma vez que esteja bem definida uma nova entidade sobre uma VR, o passo
seguinte é sua classificacao por meio de suas propriedades de transformacao. Embora
saibamos que conexodes sao, em ultima andlise, vetores, a classe ao qual pertencem os

coeficientes I' ainda nao é conhecida.

Para melhor compreender a natureza dos coeficientes sejam (V1)) e (U, ¢) duas
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cartas do mesmo atlas de uma VR M, tal que C = UNV # (). Um ponto p € C é
representado em funcao das duas coordenatizacoes como: %(p) = (y',...,y™) e ¢(p) =

(z!,...,2™). As bases induzidas por essas coordenatizacdes sio, respectivamente, {eyity

e {ehily-

A barra em cima dos simbolos na atuacao da conexao em
_ Al
Ve e =T el (2.46)

representa que o dominio no qual estdo definidas as quantidades ¢ ¢(V) =V C R™.

Empregando a regra de transformagcao (2.10) entre as duas cartas, temos

~ ox™
Vo= s, (Gien )
O™ ox™ dx™
g . . o en 2.47
8y18yke + By aykv e (2.47)
(0% n ox™ Ox" I .
\oyioyk oy oykT ™" !

finalmente igualando a equagao (2.46) obtemos

- %" oz™ Ox"
I _ l

Se a transformagao entre as componentes fék e T, fosse completamente definida
pelo segundo membro do lado direito da igualdade (2.48) significaria que ambos os
coeficientes seriam componentes de um mesmo tensor, apenas representados em bases
coordenadas diferentes. Ocorre que a mudanca de coordenatizagao naturalmente corrigiu
0 que seria a transformacao tensorial entre fé»k e I‘lmn adicionando um termo ao primeiro
membro do lado direito da igualdade. O que nos mostra que ambos os coeficientes sao
componentes de tensores diferentes dados em funcao de operadores derivadas parciais
especificos de cada coordenatizacdo. Dai o surgimento natural do termo de correcao
do Carmo (1988); Nakahara (1990); Weinberg & Steven (1972),

o™

a2 n
i = Dyl Oyk

; (2.49)

Dada a equagdo (2.45) pode-se computar a conexao sobre um vetor dual w =



Capitulo 2. Elementos de Geometria Diferencial 42

widx' € T,"M. Lembrando que w : T, M — R é um mapa que leva vetores V = V'e; €
T,M em numeros reais, encararemos o resultado da operacao de w sobre X como uma

funcao

f=w(X)=wX = X/w, (2.50)

sobre a qual a conexao V., = V}, pode agora atuar, de modo a produzir:

O O (Xiwy) =

an -Bwj
dzk — zk dzk

j& que conexoes (derivadas covariantes) atuando sobre fungoes escalares sao idénticas as

derivadas parciais dessas funcoes. Por outro lado

Vk(ijj) = (Vka)wj + Xj(kaj)

0X7

o . (2.52)
- ( + 1-%in> w; + X] (kaj)

ozk

Tgualando ambos os resultados vemos que os termos proporcionais as derivadas de X7 se
cancelam. Renomeando os indices contraidos e fatorando a componente X7, descobrimos

que para a igualdade ser verdadeira dado qualquer X7 devemos ter

ow; ;
Viw; = aTJi — Tjws (2.53)
J& para um elemento da base dual induzida dz',
Vidae! = —T% da'. (2.54)

Generalizando, a conexao sobre um tensor de posto (r, s) serd igual a uma derivada
parcial somada a r coeficientes de conexao referentes aos indices da base coordenada,
subtraida de s coeficientes de conexao relacionados aos indices da base coordenada dual,

dada independéncia dos elementos das bases. Com efeito,

i1 dr 01 e i1 lig...1
va le...]s - 8kT le...js +T le le.,.js + -

+ Firleil...ir_lljlmjs . Flkleil...irlest . (255)

I o L s A
Dorga T 5t
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em que T, . representa as componentes do tensor T € ®@°T,*M ®" T,M.

2.3.3 Transporte paralelo

Definicao 2.31. Seja M uma VR dotada de conexao afim V. Em M v: I CR —- M é
uma curva diferencidvel, ao longo da qual esta definido o operador Dy, t € I. Um campo

vetorial X ¢ paralelo a v se V, ()X =0,Vtel.

Dado o vetor Xo € T4,y M,to € I do campo X = X/, definido pelo menos em
cada ponto da curva, existe um tnico campo vetorial V = V\,y(t) = Dy, Vt € I, ao longo

de v(t) onde V (tp) = X, tal que:

VyX=0,Vtel (2.56)

Esta equacao expressa o fato da distancia relativa entre os vetores dos campos X
e V nao mudar em nenhum ponto de 7(¢). Seria o equivalente na geometria Euclidiana
quando o dngulo # entre os vetores v e x de R"™ nao muda ao longo de uma dada curva

c: I cR—-R".
(v,x)

[l ]

cosf = = cte (2.57)
Esta condicao poderia ser flexibilizada para casos em que Vy X o« X, uma vez
que a equacao (2.56) mede o quanto um campo vetorial deixa de ser paralelo a direcdo

tangente a curva. Para isso, seria suficiente determinar se Vi, X e X sao proporcionais.

No entanto, mostraremos na seccao seguinte, quando tratarmos de transporte

paralelo, que uma simples reparametrizagao recupera o o resultado (2.56)

V= V], € tnico em virtude do fato da a equagao (2.56) ser uma equagio

diferencial, em que V (tg) = Xo é a condicao inicial.

Sob a optica da Geometria Riemanniana, é dito, neste caso, que o vetor Xy foi

paralelamente transportado ao longo da curva 7(t).
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V(t) Y
y(t)

V(o)
Vitg) = Xp

FI1GURA 2.2. Transporte paralelo de V (tg) = Xo ao longo da curva diferencidvel .

Dadas a carta (U C M, ¢) e a base coordenada induzida {e;}7";, a representacio

de suas componentes no ponto componentes p = y(t) sera:

4| _dd0) e; (2.58)

Vho = Gl dt NG

Em fungado da mesma coordenatizacdo, e da mesma base coordenada, a equagao (2.56)

terd como componentes em (y(t)):

MJF i da?(y(t)
dt ikt

XF=0 (2.59)
2.3.4 Equacao da Geodésica

No caso em particular onde um campo vetorial V = V]V(t) ao ser transportado,
ao longo de uma curva $: I C R — M definida por ele préprio, modifica apenas seu

comprimento, teremos como analoga a equagao (2.56) a seguinte igualdade:
VyVxVVtel. (2.60)

Curvas em que se possa encontrar campos que satisfacam essa equacao sao chamadas

de geodésicas. Formalmente definidas como segue:
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Defini¢cao 2.32. Uma curva diferencidvel parametrizada v : I C R — M, em que exista

o operador derivada Dy, t € I(vetor tangente), é chamada de curva geodésica se V¢ € I,
D ( Dy D~
— =) x —.
dt \ dt dt

A equagao (2.60) e a definigao (2.32) s@o consistentes, pois

_Dv_dv

Viy] = 7 dl (2.61)

A vista disso, em resumo, por toda extensao da geodésica v o vetor D; se manterd

na direcao tangente.

A reparametrizacao t — [(t) nos permitird simplificar a relagao (2.60). Contudo,
adotando o sistema de coordenadas ¢(U) = U’ € R™ = {2}, sobre o aberto U C M
e a funcao teste f : y(I) — R, iremos impor que a reparametrizagao deve ser tal que

nao mude a maneira como atua o vetor tangente a curva. Com efeito,

of _ dz'(y(t)) Of

VNVl =Viui = ar  ow (2.62)
v i _da'(y(l) of '
WNef=W or' — dl Oz

em que W < V.

E comum, por abuso de linguagem, nomearmos como geodésica a imagem (1) da
geodésica «y. Por hora, sempre que necessario, omitiremos ~ nas derivagoes subsequentes

com o intuito de nao carregar demais a notacgao.

Conhecida a fungao de proporcionalidade g(t) a relagao (2.60) é levada a igualdade

D (dvY dy
7 <dt) = g(t)a

ViV, VIl = g(t)V ]

(2.63)

Por conta do operador D; esta é uma equacao diferencial de primeira ordem.
Expressando a conexao afim em termos de derivadas covariantes e de I', solucionar uma

equacao desse tipo é simples por meio do método dos fatores integrantes Boyce et al.
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(2017). Fazendo V'e; ¢+ exp — (/g(t)dt) Vie;,

d . .
d ( —[gt dtvz) + Fz (e—Qfg(t)dthVk> _ g(t)e—fg(t)dtvz
e (VZ + T (e_Qf 9<t>dtvjv’“) =0 (2.64)

)
o2/ t)dtva (Vz) (e—2fg(t)dtvjvk> _

Definindo dl = exp ( / g(t)dt) dt fica determinada a relacao entre os vetores V e

W em (2.62),
_dx® 9 pgwadr® 0
W="a g =€ dt 0zt

= ¢~ J9Wdtyae, (2.65)

Entao, o que chamaremos de equacao da geodésica, a partir de agora, sera:

Wy (WY +T% (WIWF) =0
) ]k( ) (2.66)
VWi =0

Pois sempre é possivel reparametrizar a equagao ViV = g(t)V, reescalando o
vetor tangente, de modo a satisfazer a igualdade (2.66). Os parametros capazes disso

sao chamados de parametros afim.

Dados os parametros afim t e t da mesma geodésica, 3 a e b € R tal que t = at +b.

A alternancia entre parametros é, desse modo, simples de ser realizada Nakahara (1990).
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2.3.5 Conexao Riemanniana

Como dissemos em principio a quantidade de conexoes que podem se definidas
sobre uma VR é infinita. Do ponto de vista geométrico muitas conexoes sao equivalen-
tes e nao trazem informacoes adicionais ao serem comparadas a muitos de seus pares.
Quando se deseja aplicar conceitos de Geometria Riemanniana que envolvam o uso de
uma conexao, é razoavel estabelecer algum critério que torne finito, e se possivel nao

muito grande, o niimero de conexoes.

Ja que VR assim foram classificadas por abrigarem estruturas métricas, enunciadas
nas definigoes (2.26) e (2.27), natural que busquemos conexoes que, de algum modo, se

relacionem com a métrica. Como faremos nesta segao.

Seja V € XM um campo vetorial tangente a imagem de uma curva v qualquer
na VR M. Imporemos que por toda extensao da curva o produto escalar g(X,Y") dado
pela métrica g de quaisquer dois vetores X e Y, sera invariante por atuagao de V. Dada

a carta (U C M, $), de coordenadas ¢(p) = (z',...,2™),p € M, temos

0= Vy[g(X,Y)] = VE[(Vig)(X,Y) + (Vi X,Y) + g(X, ViY)] 2.67
= VkXin (ng)ij
J& que X e Y solucionam a a equacdo (2.56) entdao Vi X = VY = 0. Desde que essa

afirmacao seja verdadeira para todas curvas e campos em M, entdo, necessariamente, a

métrica é invariante sob esta operacao

Vigij =0 (2.68)

Na presenca de torcao, sobre a qual trataremos na secao de curvatura, o resultado
da equagao (2.68) nao seria verdadeiro. Estd implicito, portanto, que uma VR M deve
ser livre de torgao para que possa abrigar uma conexao que nao modifique o produto
interno entre vetores. Essa imposi¢ao é chamada de compatibilidade métrica. Veremos,
mais adiante, que a simetria de uma conexao, definida na sequéncia, é¢ dependente dessa

condigao.
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Defini¢ao 2.33. Uma conexao afim é dita ser simétrica quando dada a carta (U C M, ¢),

de uma VR M, que induz a base coordenada {e;}i":

Veiej — Vejei = [ei,ej] = [ej,ei] = O; A €, e € {6,};11

Traduz-se a simetria de uma conexao afim por meio dos seus coeficientes como:
k k
¥ =T%. (2.69)

Teorema 2.3. Em uma VR M existird uma, e somente uma, conexao afim capaz de

satisfazer as seguintes condigoes:

(i) V é simétrica,

(ii) V é compativel com a métrica.

Demonstragao. Inicialmente vamos assumir que exista V em uma VR M. Dados os

campos X,YeZ € X(M)

(1) Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + (Y,VxZ)
(2) Yg(Z2,X) =9(VyZ,X) + (Z,Vy X)

Ao subtrairmos a expressao (3) do resultado da soma das expressoes (1) e (2), obtemos:

XQ(K Z) —I—Yg(Z, X) - Zg(va) = g([X, Z],Y) —i—g([Y, Z]7X)+

+9([X, Y], Z) +29(Z,Vy X)

portanto,

9(Z,VyX) = %{Xg(Y, )+Yg(Z,X)—-Zg(X,Y)—

—g([X, Z],Y) _g([}/a Z]aX) - g([X, Y]7Z)}

No entanto, sempre é possivel expressar os vetores em suas versoes coordenatizadas, isto

é, X =X'e,Y =Ye;,Z = Z¥e. O que torna simples evidenciar que as comutacoes
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entre esses vetores sao identicamente nulas, por conta da simetria. Logo,
1
9(Z,VyX) = {Xg(Y,2) + Yg(2,X) - Zg(X,Y)}

Esta expressao determina V em funcao da métrica g, que é univoca, existe e é bem

definida. O que prova o teorema. O

Sao os coeficientes das conexoes que, de fato, devem depender da métrica, em vir-
tude de, como mencionado, representarem a diferenca entre o operador derivada parcial
e a conexao em uma dada carta. Com efeito, aplicando o teorema (2.3) para os vetores
ek, e; e e da base coordenada {eq},-, induzida pelo sistema de coordenadas¢ da carta

(U C M, ¢), temos

1
g(ex, 0je;) = 5{51‘9(% er) + 0jg(er, ei) — Org(ei, e5)}
1
gler, Tiiler) = 5{319(63‘, er) + 0jg(er, i) — Okg(ei, e5)} (2.70)

1
gler, )it = 5{@'9(6;', ex) + 059(ex, ei) — Orglei, ej)}

porém g(ema en) = 9mn, 10g0,
;1
gul’ji’ = 5199k + 09k — Okgis} (2.71)

O produto da métrica (gx;) por sua inversa (g*') resulta em gy g™ = 6F = 1. Multipli-

cando ambos os lados da igualdade por gkl,
! l L g
Li'=4q ¢ = 59 {0igjx + 0jgri — Okgis} (2.72)
ji

Esta expressao nos diz que os chamados Simbolos de Christoffel,
=T (2.73)

(coeficientes das conexoes), associados a imagem de V em ¢(U) C R™, dependem apenas
do conhecimento que temos da métrica neste aberto. Iremos impor que o aberto em
questao pertenca a cobertura da VR M na qual exista uma coordenatizagao equivalente

em cada um de seus abertos. De modo que, esse resultado se estenda a toda variedade a
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medos de uma transformacao entre coordenadas. Deste ponto em diante empregaremos
I" para simbolizar o préprio simbolo de Christoffel, uma vez que estamos interessados

em conexoes compativeis com a métrica.
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2.3.6 Curvatura

Alguns espacos mais gerais se diferenciam do espaco euclidiano por possuirem
curvatura, torcao e contorgao intrinsecos. O que leva a necessidade de mensurarmos a
geometria na vizinhanca de seus pontos, se sobre eles desejarmos realizar algum tipo de
operagao matemética. Logo, pela presenga de Curvatura e/ou Torgao devemos encontrar
uma maneira de corrigir as operacoes matematicas definidas sobre R"”. Conhecendo
e computando a Curvatura de um espaco, naturalmente emanam as condi¢Oes para

acrescentar termos as entidades analogas do espago Fuclidiano.

Uma coordenatizagao é atribuida a um ponto de uma V R por razoes puramente
técnicas. A nogado de curvatura, portanto, ndo deve depender de nenhum sistema de
coordenadas em especial. A mudanca de geometria entre dois pontos de uma variedade
pode ser representada, suavemente, pelos simbolos de Christoffel, porém esse depende
das coordenadas adotadas, logo nao é um bom candidato a computar a curvatura de
um espaco. O que nos motiva a definir o que é curvatura em termos tensoriais, que por

definicao, nao privilegiard nenhum sistema de coordenadas em detrimento dos demais.

Definicao 2.34. A curvatura R de uma VR M é uma correspondéncia entre um trio de
campos, X, Y, Z € X(M) quaisquer, e um tnico campo, R: X(M)®@ X (M) X (M) —
X (M), dada por:

R(X,Y,Z)=VxVyZ -VyVxZ — V[X,Y]Z

Pelo modo como foi definida, a curvatura aparenta ser um operador derivada
diferente de derivadas parciais, vetores e vetores duais. EM primeira andlise, temos a
impressao de que R nao é um objeto intrinseco, portanto. Sua aparéncia é de uma
combinacao linear entre duas poténcias de conexoes afim. Os elementos intrinsecos das
VR que dao conta de representarem suas carateristicas localmente dependem de tensores,
em especial do tensor métrico. Ou seja, desejamos uma nogao de curvatura multilinear

como sao os tensores e seus derivados.
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Sejam f,g, h € D(M), implementando as substituigoes fX < X, gY < Y e

hZ < Z, na expressao definida em (2.34), teremos

R(fX.gY)hZ = [Vx{gVy(hZ)} — gVy{fVx(hZ)}
= [X[g|Vy (hZ) + gY [fIVx (hZ) — fgV|x y)(hZ)
= fgVx{Y[hZ + hVyZ} — gfVy{X[h]Z + hV x Z} (2.74)
— f9lX,Y][h]Z — fghV x y1Z

= fghR(X,Y)Z

Logo, vemos que R apresenta propriedades tensoriais. E comum escrever R(X,Y)Z ao
invés de R(X,Y, Z), de modo a evidenciar que na defini¢ao (2.34) escolhidos os campos
vetoriais X,Y € X (M) as propriedades de R estardao completamente determinadas. O

que motiva a seguinte proposicao:

Proposi¢cdo 2.5. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes pro-

priedades:

(i) R é bilinear em X' (M) ®@ X (M), isto é,

R(fX1+9X2, Y1) = fR(X1,Y1) + gR(X2, Y1)
R(Xy, fY1 + gYe) = fR(X1, Y1) + gR(X1, X2) (2.75)

fvg € D(M)a X1>X2aY17Y2 € X(M)
(ii) R(X,Y) é linear VX,Y € X (M), isto é,

R(X,Y)Z+W)=R(X,Y)Z+ RX,Y)W
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z, (2.76)

feDM),Z,W € X(M)
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Demonstragdo. Verificando a propriedade ():

R(fX1+9X2,Y1)Z = (Vix, + Voxo) Vi Z — Vv, (Vix, + Vx,)Z
—VirxinlZ — Vigxon)4
=Vix,VvZ = Vv Vix,Z = Virx, vi)Z (2.77)
+ ngszlz - v5/1 ngZZ - v[gX27Y1]Z
= R(le, Yl)Z -+ R(QX27 Yl)Z

- fR(X17 H)Z + gR(X27 H)Z7

as fungdes foram fatoradas da mesma forma que no resultado (2.74). A primeira parte da
propriedade (i7) é imediata e ndo requer demonstracao. A segunda parte da propriedade

(7i) é apenas um caso particular da equacao (2.74), j4 demonstrada. O

Quando R atua sobre os elementos e; e; e ej, da base coordenada {e, },~, induzida
pela coordenatizagao ¢(U) C R™ a partir de p € U C M, sua expressao é simplificada,

pois vetores da base coordenada comutam,

R(ei,ej)er = (Ve; Ve, — Ve, Ve, )er (2.78)

Definigao 2.35. A tor¢ao de uma VR M é uma correspondéncia T : X (M) ® X (M) —
X (M) definida por:
T(X, Y) = ny - VyX - [X, Y]

A torcao mede a diferenca que surge pela mudanca na ordenacao da aplicagao de
duas conexoes afim sobre um mesmo vetor, ou seja, 1" nos diz se conexdes comutam ou

nao em uma dada regiao de uma VR M.

Proposicdo 2.6. A torgao T de uma VR M é linear em cada um de seus argumentos:

T(fX1+9gX2,Y)=fT(X1,Y)+ gT(X2,Y)
T(X, fY1+gYs) = T(X,Y1))f + T(X,Y2)g (2.79)

f,g€D(M), X1,Xo,Y1,Ys € X(M)

Demonstragao. Os argumentos de T sdo equivalentes. Logo se a linearidade for verificada

em um argumento, automaticamente se estenderd ao outro argumento. Na primeira
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parte da proposicao basta calcularmos explicitamente a atuacao de T sobre fX; + gXo.

Com efeito,

T(fX14+9X2,Y)=Vix4gx,Y — Vy (fX1 +9Xo) — [ X1+ 9X2,Y]
- vaIY - VY(le) - [thY]
+ Vyx, Y — Vy (9X2) — [9X2, Y]

= fVx,Y = Y[f]IX1 - fVy X1 — fX0Y + Y[fI X1 + fF(YX1)[f]

utilizando uma funcao teste h € D(M)

T(fX1+9Xo,Y)[h] = (Vyx,Y)[h] = Y[f]X1[h] = f(Vy X1)[h] — [ X1, Y][R]
+ (Vgx, Y)[h] = Y9l Xa[h] — g(Vy Xa)[h] — [9 X2, Y][R]
= [(Vx,Y)[h] = Y[fIXa[h] = f(Vy X1)[h] = fX0[Y[h]]
+Y[f1Xa[h] + fY X0 [h])
+9(Vx,Y)[h] = Y[glXs[h] — g(Vy Xa)[h] — g Xo[Y[h]]
+ Y[g]Xa[h] + gV [Xs[h]]
= H(Va,Y)[h] = (Vy X1)[h] — f[X1, Y][h]}

+ 9{(Ve,Y)[h] = (Vy X2)[h] — g[Xo, Y][h]}

= fT(X1,Y)[h] + gT(X2,Y)[h]

logo
T(fX1+9X2,Y) = fT(X1,Y) +gT(X2,Y),

o que conclui a demonstragao O

Quando T" atua sobre os elementos e; e e; da base {e,},.;, induzida pela coorde-
natizagao ¢(U) C R™ a partir de p € U C M, o resultado é simples ja que vetores da

base coordenada comutam,

T(ei,ej) = Veej — Ve,e; (2.80)

Ja que R e T sao tensores, o modo como atuam sobre fungoes e outros tensores é bem
definido. O que nos fornece uma maneira de conhecermos as componentes de ambos.
Dada a carta (U C M, ¢), ao redor de p € U C M o produto interno entre o resultado

da equacio (2.74) e dz' € {dz®}™ ,, exprimem as componentes do tensor de curvatura
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chamado de Tensor de Riemann,

Rlyi; = (da', (Ve, Ve, — Ve, Ve, Jer)
= <d:1:l, Ve, (Imjken) — Vej (Iijem)) (2.81)

=0T — 0T i + T™ Ty — T T

J4 o produto entre a expressio (2.80) e da’ € {dz®}"™ ;, na mesma carta, resulta nas

seguintes componentes do tensor de torgao:

Tijk = <dxk, Ve,e; — Veje;)
= <dl‘k, Flijel - I‘lﬂel> (2.82)

k k
=T, - Tk,
Permutando os tltimos indices de R! Kij:

Rlyji = 0T — 0Ty + Ty Ty — T 5T,

Rlyji = — (0T 5 — 0;T ik + T Ty — T T 0)

(2.83)
—Rlyji = 0T, — 0T i + T™ Ty — T T
— Rl = —Rlyji
A permutagao de ij em Tkij também atribui um sinal negativo compoentes:

k k k

T =175 — 1
k k k

T = —(T"; = T%3) (2.8

k k k
T =10 =1y
J J
Dizemos que esses tensores sao antissimétricos nesses indices.
Por serem tensores R e T também estao sujeitos a operagao mostrada na igualdade

(2.30):

I
gsiB iy = Rspij
S 1] SK1) (2'85)

GukTFi; = Toij
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Nao ha distincao entre os indices de um tensor, quaisquer dois indices das compo-
nentes na expressao (2.30) estarao sujeitos a mesma simetria descrita na equagao (2.83),
portanto:

Rijri = —Rjirt = Rjrit = —Rjrii = Rijii = —Riji = Ry (2.86)

2.3.7 Curvaturas Seccionais

Em geral variedades Riemannianas possuem um ntimero arbitrario de dimensoes,
o que faz com que as componentes do tensor de curvatura R representem intmeras
equacoes diferenciais. Para contornar esse problema é conveniente derivar expressoes

para as curvaturas das subvariedades que constituem a VR em questao

Para obtermos as expressoes dos tensores de curvatura das subvariedades, dados
os vetores X,Y,Z e W € T,M, e a métrica g da VR M, sempre que necessario, se nao
houver prejuizos a compreensao, utilizaremos a notagao g(X, R(Y, Z)W) = (X,Y, Z,W).
Defini¢ao 2.36. Dado p € M ,um subespaco bi-dimensional o C T,M e uma base {e,, ey}

de o chamamos de curvatura seccional de o em p o mapa:

k(a) _ K(ex,ey) _ (€z7€ya€x7€y) eR

\/|€z|2|€y’2 - g(ex,ey)

onde h é a métrica em M.

Curvatura é uma caracteristica intrinseca, e como ja mencionado, nao deve depen-
der do sistema de coordenadas escolhido. Com efeito, a independéncia de K (e,,e,) em
respeito a base coordenada {e,,e,} é verificada quando notamos que sempre podemos

passar para outra base, com as seguintes transformagoes:

a) {ex ey} — {ey, ez}
b) {ez, ey} = {Aez, ey}, A €R
c) {ex ey} = {Aex +ey, ey}, A €R
Algebricamente é possivel decompor uma VR em subvariedades. Entao é razoavel
assumirmos que a cole¢ao de nimeros reais { K (o)}, indexada pelos subespacos tangentes

de TpM, em cada p € M, 1éva-nos a conhecer a curvatura R de M completamente. Em

do Carmo (1988) comprova-se a validade dessa hipétese.
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Lema 2.4. Seja p € M um ponto da VR M. E dito que M tem curvatura seccional
constante igual a Kj se, e somente se, dado tensor de curvatura R de M, uma outra

definigao de curvatura R’ : T,M @ T,M @ T,M — T,M, satisfizer as igualdades:

(i)

(X,Y.Z,W) = g(R(X,Y)Z,W) = g(X,W)g(Y, Z) — g(Y,W)g(X, Z)
VX,Y,Z,W € T,M.

R=KoR

Demonstragao. A demonstracao é imediata, pois assumindo que Vo C T,M, dado um

par de vetores x,y € o, K(z,y) = Ky

g(R (z,y)z,y) = g(z,2)g(y,y) — 9(z,y)g9(z, y)

=V/|z2ly2 — g(z,y)?

logo, da defini¢ao (2.36)

(z,y,2,y)

K(Q?,y>:K0: (ZE Y,z y),

= (x,y,x,y) = KO(%Z/v»Tay),
A métrica é um mapa linear nos seus argumentos, logo
(.CC, Y, T, y) = K()(lB, Y, x, y)/

g(R(.%',y), .%',y) = g(KOR/('T7y)7 x7y)
— R=FkyR
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2.3.8 Tensor de Ricci e Escalar de Curvatura

Algumas curvaturas seccionais sdo tao frequentes e importantes em campos de
estudo da Matematica e da Fisica que motivam uma discussao mais detalhada, além de
nomenclaturas particulares. E o caso do tensor de Ricci e do escalar de curvatura. Seja
TpM um espago tangente em p € M, e seja {e;}i; a base coordenada induzida pela
carta (U, ¢), ao redor de p. O subconjunto {e;}j_; C {e;};Z;,n < m pode representar
a base do subespaco tangente o C T, M em p. Um hiperplano ortogonal a e,,, por seu

turno, é um subespaco tangente, cujo a base pode ser dada por {ek}zn;f.

O tensor de curvatura em o é o traco do tensor de Riemman R, ou seja, ¢ o tensor

que resulta da contragao de indices. O traco das componentes como na igualdade (2.81),

R — Rk'k'
o (2.85)
= ¥ )i — ;T %y + T il oy — T T i

resulta nas componentes da curvatura seccional do hiperplano ¢ chamada de tensor
de Ricci do Carmo (1988); Wald (1984); Nakahara (1990); Weinberg & Steven (1972).
Interessante notar que aqui o trago representa a soma de matrizes que compunham a

diagonal principal de R.

A curvatura escalar R é obtida contraindo-se os indices do tensor de Ricci, sendo
assim, utilizando a mesma carta de quando obtivemos a expressao (2.85):
— R..4Y
R = Rijg

- (2.86)
= (6kF’“ji — 3jrkki + ijirkkm - kaiijm)gw

A proposicao a seguir nos revela importantes propriedades do tensor de curvatura
chamadas de identidades de Bianchi. As equagoes de campo de Einstein devem seu
formato a essas identidades, ja que é a partir delas que se pode derivar o tensor de

Einstein capaz de solucionar as equacoes.

Proposicio 2.7. Seja M uma variedade diferencidvel munida de uma conexao afim V.

Entao as seguintes identidades sao validas V X,Y,Z € T,M:
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i) Primeira identidade de Bianchi:

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0

ii) Segunda identidade de Bianchi:

(VxR)(Y,Z2)V + (VzR)(X,Y)V + (VyR)(Z, X))V = 0;

V elT,M.

Demonstracao. Para realizar a demonstracao da primeira identidade proposta basta

utilizar a definigao 2.34 e as simetrias da conexao afim, (2.45), logo:

R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y =VyVxZ -VxVyZ — V[ZX]Z-F
+VzVy X —VyVzX — V[Y,Z]X +VxVzY —V,VxY — V[Z,X]Y
- VY[X, Z] + VZ[Y, X] + VX[Z, Y] - V[Z,X}Y - V[Z,X]Z - V[KZ]X ==

= [Y, [Xv ZH + [Zv [YvXH + [X’ [Zv Y“

Aplicando a identidade de Jacobi,
Y [X, Z]]+ [Z,[Y, X]| + [X,[Z, Y]] =0

A demonstracao da segunda propriedade é mais facilmente construida com o emprego
da carta (U, ¢) de M, onde Vp pertencente a VR M 3 T,M nos quais os vetores de

quaisquer uma de suas bases ortogonais satisfazem a igualdade V,e;(p) = Vie;(p) = 0.
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Logo, temos que,

(VenR)(ei, ej)er + (VeiR)(ej, en)er + (Ve R)(en, e;)er, =
ViViVjer — Vi V;Vier — ViV pext
ViV;Vier — ViViVjer — ViV per+
ViVaVier — V;ViViher — ViV aer =
RpiVjer + VipgVier — ViVinert
RijVher + Vi Ve — ViV jext+
R;ipVier + VijnViex — ViVijper =
Rin,ijek + Vina g1ent

Ry j)nek + Vi) neet

Rjpier + Vipger = 0

Em particular considerou-se uma conexao com torcao identicamente nula.

igualdade segue da identidade de Jacobi.

As componentes das identidades de Bianchi s&o:

R+ Ry + R, =0

(VihR) i+ (VeR) 'y + (ViR) 5y, = 0

A ltima

O

(2.87)

Pela contracao de indices da segunda identidade de Bianchi chega-se a uma im-

portante relagao:

(VrR) ijil + (ViR) ijlh + (ViR) ijhi =
(ViR)ji + (ViR)"jyy, = (ViR)jn = 0

”erguendo”o indice [ com a métrica e ”contraindo-o” com o indice j, temos

Vi(R6 —2R)", =0

ou
V,G*" =0

(2.88)

(2.89)
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onde G sao as componentes do tensor de Einstein definido como

g 1
G=G"¢®ej = ('R” - 29”73) e @ ej. (2.90)

2.3.9 Desvio Geodésico

A medida da posigao relativa entre um feixe de geodésicas em uma VR é um modo
alternativo de caracterizacao de curvatura. Portanto, deve haver alguma relacao entre

os desvios sofridos por uma geodésica ao longo de uma variedade que abriga o tensor R.

Seja y(s,t) = vs(t) uma geodésica de uma familia de geodésicas a 1-parametro
sobre a VR M, onde Vs € R, a curva 75 é uma geodésica cujo o parametro afim é ¢ € R.

Logo, o vetor tangente a geodésica s em ~,(t),t € R, é dado por

_ dys(t)

T
dt

(2.91)

sendo T' € T, M, onde T, M ¢ o espaco tangente a M no ponto p € M. O feixe de
geodésicas é uma colecao. Pode-se levar, continuamente, uma geodésica s da colecao
{'ys}le em outra impondo que o parametro que as indexa seja continuo. Neste caso,
fixado o valor do parametro ¢, o vetor de posigao relativa entre duas geodésicas vizinhas

em uma variedade é dado por

_dnlt) _ dr(s.t)

N
ds ds ’

(2.92)
para tal é preciso que N se estenda de p até (s, t), portanto N também é vetor de
T, M. Sempre é possivel escolher ¢ e s tal que g(T', N) = 0, sendo g a métrica.

A quantidade v* = Tbveb(s)N“ = T°V,N%(s) = T°V,N® é a velocidade rela-
tiva entre geodésicas vizinhas. Consequentemente o fato da conexao ser um operador

derivada faz com que a aceleracao entre geodésicas seja da forma:

a' =TV = TFVL(TIV;NY). (2.93)
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Logo, temos,

a' = T*Vi(T'V,;N') = TFV(NIV;T)
= (T*V.N))(V,;T") + NI (T*V,,V; T
= (N*V,T9) (V1Y) + NI (TFV VT — Ry NI THT (2.94)
= N*VL(TIV,;TY) — Ry NP TFT!

= — Ry ' NIT*T!

Esta equacao é conhecida como equacao de desvio da geodésica, que evidencia a
equiparagao entre as nogoes de aceleracao e curvatura Nakahara (1990); Wald (1984).
Um conjunto de geodésicas apresentard aceleragao relativa entre si se, e somente se, o
espago em que residem possuir curvatura, ou seja, apenas se Rklji # 0 na expressao

(2.94).

Dada a equagao (2.86) e em observancia as propriedades da métrica e da conexao
afim, Teorema 2.3, temos

1
V4R = 5 VaR. (2.95)

Portanto, a conservacao das componentes do tensor de Ricci s seria possivel se o

escalar de curvatura fosse identicamente nulo, ou seja,

1
V,R* = §vaR =0.



Capitulo 3

Teoria da Relatividade

Embora seja facil enunciar as equacoes de campo de Einstein, é muito mais compli-
cado combinar a Fisica e a matemética envolvidas na motivacao dessa teoria. Assume-se,
como hipdtese inicial, que a Geometria Diferencial é suficiente para representar uma te-
oria da gravidade consistente e fisicamente significativa. Embora este pressuposto ainda

seja objeto de muita pesquisa.

Inicialmente trataremos da relatividade especial, que trard consigo a nocao de
espago-tempo, um espago de quatro dimensoes dotado de uma métrica 1 com assinatura
(=, +,+,4). Esta entidade nos permitird alcangar uma descri¢do geométrica da gra-
vitagdo onde esteja naturalmente computada a contribuicao da curvatura para as leis
fisicas. Entao para atingirmos este objetivo mostraremos como descrever o movimento
ao longo de um espaco ambiente com esta caracteristicas, Este formalismo Einstein no-
meou de Relatividade Restrita. Em seguida generalizaremos esta descricao para espagos
ambientes quadridimensionais com curvatura diferente de zero. Assim mostraremos o

desenvolvimento da relatividade geral Einstein (1952).

3.1 Relatividade Especial

A fisica pré-Relativistica assumia ser o espago plano, tridimensional e munido de
um relégio universal externo. A ideia chave da relatividade especial foi incorporar o
tempo ao espago 3D plano levando a concepgao de um espaco-tempo 4D sobre o qual

deveriam ser formuladas as teorias da Fisica.
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A Teoria da Relatividade constréi-se entdo apoiada sobre dois postulados. O
primeiro anuncia que as leis da Fisica s@o as mesmas em todos os referenciais inerciais,
ou seja, nao existe nenhum sistema de referéncia inercial preferencial. J4 o segundo

postulado diz que a luz possui o mesmo valor ¢ para todos os referenciais inerciais.

Logo, se todos os referenciais inerciais sao equivalentes entre si, entdo nao hd mu-
dangas em algumas observagoes quando as coordenadas de um referencial sdo convertidas
em coordenadas de outro referencial (invariancia). J& outras observagoes apresentam
transformacoes especificas bem definidas. de acordo com a mudancga entre sistemas de
coordenadas (Covaridncia). Historicamente a primeira pista da Relatividade Especial

sao as propriedades de invariancia espacial e temporal das equagoes de Maxwell.

O espaco caracteristico da Relatividade Especial é o espaco de Minkowski M* =
R(1’3), onde um ponto, chamado de evento, possui coordenadas X* = {xo, zt, 2, :CS} =
{ct,z,y, z}. De acordo com a defini¢ao 2.26 um elemento de linha quadratico do espago

de Minkowski pode ser representado como

ds® = 1, dXPdY" = —Pdt? + da® + dy? + d2? (3.1)

O espaco euclidiano R? possue simetria sob rotacoes dos seus eixos e sob translacoes,
por conta de sua planicidade. Analogamente, também por sua planicidade, a métrica
Ny POSSul simetrias espaciais e temporais que garantem sua invariancia por rotagoes 4D

e translacoes 4D. Significa dizer que existem matrizes L”g tais que

Tlap = L“aLyﬁnuu (3.2)

Uma representacao da matriz de transformacao associada deve assegurar que

det (L”g) = %1,para que seja garantida a igualdade acima, assim sendo

v =By 00

, =By v 00
(L")i = (3.3)

0 0 10

0 0 01



Capitulo 3. Teoria da Relatividade 65

onde B = v/c é a velocidade do corpo, observado de um referencial em M*, normalizada
pelo valor da velocidade da luz ¢. A quantidade v = 1/ \/m é o fator de Lorentz,
elemento central das transformagoes de Lorentz. Um giro no plano x — ¢ (boost) resulta
da aplicagao direta da matriz (3.3) sobre eixos de um sistema de coordenadas Weinberg

& Steven (1972); Wald (1984); Misner et al. (1973).

FIGURA 3.1. Representagao da transformacdo de Lorentz no plano z — ¢t. O angulo de boost « é
determinado por 8 = v/c = tan ().

Neste plano dois eventos conectados por uma linha horizontal possuem o mesmo
valor de coordenada vertical,ou seja, mesmo valor de tempo. Deslocar-se través de pontos
que diferem apenas na componente espacial(horizontal) é descrever uma trajetéria de
simultaneidade. O conjunto eventos simultdneos para ¢t = 0 formam o eixo z'. Como
indica a razao 8 = ¢/v, no fator de Lorentz, essa a no¢ao de simultaneidade ird depender

da velocidade do observador.

Segundo a Relatividade Especial, somente corpos nao massivos movem-se na ve-
locidade da luz, portanto, o maior valor possivel de 3 = v? / ¢ é B =1. Uma trajetéria
com velocidade igual a ¢ no plano da figura 3.1 se constituiria em uma linha com in-
clinacdo de 7/4 radianos em relacao a diregao horizontal, pois quando 5 — 1 temos que

tan (o) = 1, assim « = 7/4.

Como abordaremos no capitulo 4, no espaco-tempo 143 o lugar geométrico dos
eventos de mesma coordenada temporal e diferentes coordenadas espaciais é a chamada

hiper-superficie de simultaneidade.

Seja ' — 27 um hiper-plano que passa pela origem de um sistema de coordenadas
(posigao do observador) no espaco de Minkowski 1+2. Ao revolucionarmos em torno do

eixo Ot a linha associada a trajetéria de um raio de luz emitido pelo observador dividimos
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sua percepcao do espaco de Minkowski em duas regioes disjuntas, como mostra a figura

3.2

futuro

—

F1aura 3.2. Cone de Luz no espago 1+2.

Particulas que viajam com velocidades v < ¢ descrevem trajetorias do tipo tempo

onde ds® < 0.

Intervalos do tipo espaco ds® > 0 s6 poderiam representar trajetérias de particulas
de velocidades v > ¢, o que nao é permitido pela Relatividade Especial. De modo que
dois eventos conectados por este tipo de intervalo nao possuem relagao causal, ja que

sinais luminosos nao conseguiram viajar entre eles.

Para que teorias fisicas sejam consistentes com a relatividade especial todo o mo-
vimento de corpos massivos entre eventos no espaco de Minkowiski deve ocorrer com o
emprego de velocidades menores do que a velocidade da luz. Satisfazer essa condigao é
manter a teoria invariante por transformagoes de Lorentz como a da equagao (3.3). Além

disso, no limite v << ¢ a teoria devera ser capaz de recuperar a mecanica Newtoniana.

Em respeito ao seu proprio referencial um observador nao se movimenta, sendo
capaz de perceber apenas a passagem do tempo. O intervalo de tempo medido por

um observador em seu referencial é chamado, entdao, de tempo préprio e denotado por
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dr? = —ds? / ¢?. De sorte que, dadas as coordenadas locais X* de um observador, onde

ds? = 1, dX"dz", é possivel escrever

1

dr = =\/= 1 dXrdX". (3.4)
C

3.1.1 Dilatacao Temporal

Fica claro que para um observador em repouso a componente espacial do elemento
de linha é identicamente nula levando o tempo préprio e o tempo coordenada a coincidi-
rem, d7 = dt. A mudanca de posicao de um observador é ocasionada por uma velocidade
nao nula. Quando por meio da velocidade v, o movimento de um observador realizasse

apenas na direcao do eixo OX tem-se

. 2 dt
dr = —/@d —2d? = \[1- Zar = =, (3.5)
c ¢ v

O intervalo de tempo medido por um observador dt, isto é, o tempo coorde-
nadaWeinberg & Steven (1972); Wald (1984) serd igual ao intervalo de tempo dr medido
no referencial do objeto, ou seja, igual ao tempo proprio do objeto, multiplicado pelo
fator de Lorentz, dt = ydr. Assumindo que o objeto observado é massivo, necessaria-
mente v, < ¢, consequentemente v > 1. Portanto, o intervalo percebido pelo observador
serd maior do que o intervalo de tempo préprio do objeto. A este fendmeno damos o

nome de ”dilatagao temporal”.

Velocidades cotidianas sdo muito inferiores a ¢, fazendo com que 1 — v?/c? = 1.

Neste regime o efeito de dilatacao temporal nao é aprecidvel.

3.1.2 Contracao Espacial

A matriz de transformagao (3.3) representa uma ”rotagao espago-temporal” chamada
de boost. Da mesma forma como fazem as rotacoes em R? que relacionam pontos deste
espaco, dois pontos do espaco de Minkowiski x e 2’ associam-se por meio de um boost

da seguinte maneira: z’ = y(z — Sct).

. . / _ . , .
A medida do comprimento de uma barra I’ = ' — 2/, no referencial préprio S’,

pode ser relacionada a medida [ = Z — x, desta mesma barra, no referencial S de um
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observador qualquer. Para obter a relacao entre as medidas consideremos que ambas as
medidas das extremidades das barras foram feitas no mesmo instante de cada referencial,
isto é, em S’ as extremidades 2’ e &’ foram medidas no instante ¢, j4 no referencial S as
extremidades x e T foram mediadas no instante t. Tomemos v como sendo a velocidade
relativa entre S e S” ao longo do sentido positivo do eixo OX, de maneira que, sem perda
de generalidade, nada impede que t e ' estejam relacionados por uma transformacao de
Lorenz t' = t/~, como na equacao (3.5). O que leva as medidas de comprimento nesses
referenciais a estarem correlacionadas por um boost, I' = ' — 2’ = v(Z — x) = 1. Como
ja mencionado, uma vez que o corpo seja massivo a velocidade imprimida nao podera ser
maior do que a velocidade da luz, de sorte que, v > 1. Logo, o movimento da barra em
relacdo ao observador S faz a medida de seu comprimento ser menor neste referencial,

por conta do fator de Lorentz [ = I’ /. Este fenomeno é chamado de contracio espacial.

3.1.3 Energia Relativistica

Uma curva do tipo tempo ¢ : I C R — M no espaco de Minkowiski pode repre-
sentar a trajetéria de uma particula massiva. Para isso basta que o intervalo sobre o
qual a curva esteja avaliada seja o conjunto de valores possiveis de tempo préprio desta
particula, ou seja, 7 € I C R. Dessa maneira, a imagem da curva ¢(7), V7 € I é o que,

no contexto da Relatividade Restrita, nomeia-se de ”Linha de Universo”da particula.

Como veremos mais adiante o espago de Minkowiski M desempenharé o papel de
espaco tangente do Universo, que matematicamente é uma variedade diferencial. Logo,
M abrigara sobre si vetores tangentes a variedade em um ponto p. Com auxilio de uma

coordenatizacao de M, pode-se derivar explicitamente ¢(7) em relacao a 7

de(r)  dxt de(T)
/ — —
=4 T ar

= XFe,lc(T)]. (3.6)
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O conjunto de componentes u* = X* | segundo a base {eu}g, é o que chamamos

de quadrivelocidade,

Cc UO
dzt dxt dxt/dt vl
dx?/dt v?

A mudanca entre as derivadas em relacdo a 7 e t é possivel e imediata como atesta a

igualdade (3.5).

A quadrivelocidade é o vetor tangente a linha universo da particula, logo, re-
presenta a velocidade da particula em um dado ponto de sua trajetoria. Em perfeita
analogia a mecanica Newtoniana o momento linear relativistico de uma particula de

massa m, nomeado de 4-momentum, é definido como p* = mur.

Interpreta-se p° = F /c como sendo a energia de um mével, de massa m. As
co t iai L p?, p*} des h 1d to li
mponentes espaciais, por sua vez, {p-, p°, p°} desempenham o papel de momento linear

Newtoniano nas diregoes ortogonais.

2

E = p% = ymc® é a energia em funcio de p° = ye¢. Expandindo essa relagio em

série de Taylor em torno de v?/c?

me? m v?
E = 2 _ _ — 200024102 ). 3.8
yme e me” + ST+ 3 (3.8)

O primeiro termo da expansao, € = me?

, conhecido como energia de repouso é o
resultado da Relatividade Restrita onde equiparam-se massa e energia. Ja o segundo
membro do lado direito é a energia cinética nao relativistica de um corpo de massa m
e velocidade de médulo v. Nesse contexto, a energia total de um corpo, aproximada, é
soma de suas energias relativisticas e nao relativisticas,

E =mc* + %02. (3.9)
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3.1.4 O Fluido Relativisitico

Em mecénica do continuo os sistemas fisicos sao ambientados em um espago eu-
clidiano R®. Portanto, as condicdes de tensdo de um ponto em um meio material sio
definidas pelo tensor de Cauchy o = aijd:z:i ® da’, um tensor de posto 2, e nove com-
ponentes. Os elementos ;i da diagonal principal sdo chamados de tensoes normais as
superficies x; — x;,7 # j, em quanto que as componentes o;;,% # j sao as tensoes de

cisalhamento paralelas as superficies x; — x;,7 # j.

Nesta abordagem um fluido em equilibrio hidrostatico é aquele em que nao estao
presentes tensoes de cisalhamento, sendo o tensor de Cauchy, neste caso, proporcional a

identidade, isto ¢, 0;; = £p d;;, p € R.

Um meio material relativistico terd como ambiente o espago de Minkowski. O
estado de tensao de seus pontos, portanto, serd descrito por um tensor de posto 2,
porém, com o acréscimo de uma dimensao representativa do tempo. Esta versdao do
tensor de Cauchy tem, em principio, um total de 16 componentes, sendo uma delas a
nova tensao na diregao na dire¢ao da componente temporal, normal ao volume espacial.

Além de 8 novas componentes de cisalhamento, do tipo espago-tempo.

A tensdo temporal entdo representa o fluxo de energia. De modo que, esta versao

do tensor de Tensao é chamada de Tensor de Energia e Momento (TEM).

As componentes do TEM séao frequentemente representadas por T, em que u, v =
u, i, sendo i = 1,2,3 os indices da parte espacial do espaco de Minkowski. T*” abriga
as informacoes sobre densidade de energia e fluxo de matéria satisfazendo as quatro
equagoes de conservacao 0,7"” = 0. Podemos interpretar a equacdo quando v = 0
como a conservacao da energia. As equacoes em que v = 1,2,3 assumem o papel de

conservagao do momento linear.

Dada a métrica 1,, = diag(—1,1,1,1), um 4 — vetor, de componentes u", é
unitario se satisfizer a relagao 7, u*u” = —1. Tal vetor pode representar um obser-
vador instantaneo. A colecdo de observagoes instantaneas é a linha de universo (ou
linha de mundo) de um observador. u", neste contexto chamado de quadrivelocidade,
simbolizard um observador instantaneo se for tangente a linha de universo relativa ao ob-
servador, em um dado instante Nakahara (1990). Assim, a densidade de energia medida

por esse observador, isto é, a massa por unidade de volume é entao 7),,u”u".
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Se x = xle, é ortogonal a quadrivelocidade do observador, entao T, ufz" é
tida como a densidade de matéria ao longo da direcao x medida por este observador.
Caso a quadrivelocidade representativa do observador também seja ortogonal a direcao
y =y"e,, e se x e y foram ortogonais entre si, entao as projecoes 1),,x,y, representam as
tensoes de cisalhamento nos pontos do material contidos nos planos z* —y”. Fluidos em
equilibrio nao apresentam tensoes de cisalhamento, que em se tratando das componentes
espago-temporais seriam a perda de energia na forma de calor. Logo, o equilibrio de um
fluido, nao confinado, no espago de Minkowski é um equilibrio termodinamico. Desta

forma seu TEM é dado por

pc2 0 0 0
0 00
T— P (3.10)
0 0 p O
0 00 p

onde p denota a densidade de energia e p a pressao normal do fluido. Deste ponto
em diante adotando unidades naturais em que ¢ = 1, com o emprego da quadrivelocidade

u® o TEM é expresso da seguinte maneira,

Ty = puptty + p(Muw + uptty). (3.11)

No referencial do fluido sua quadrivelocidade possui apenas a componente u° = 1,
u* = (1,0,0,0). Neste referencial os dois termos do lado direito da expressao (3.11) sao
as componentes ortogonais de 7. De sorte que, a equagdo de conservagao d,T"" = 0

também pode ser separada em duas componentes.

Para auxiliar nessa tarefa vamos definir o tensor ¢, = n*, + u*u,, de modo que

satisfaca a seguintes relacao

ahqy = (65 + u'wy) (0 + u"uy)
= 08 + uluy + uu, + uFPuyuuy

= oM + ulu, = ¢t (3.12)
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e também
ghu” = (08 + utuy) v’ = u + vu,u” = 0. (3.13)

Chamaremos de projetor o tensor ¢*, ja que projeta vetores em uma superficie normal

a u.

Escrevendo a equagao de conservacao do tensor de Emergia e Momento (TEM),
0,T"" = 0, em termos de p, p, v/ e projetando nas dire¢oes perpendicular e paralela a
ut, temos, respectivamente:

uOup + (p+ p)0Hu, =0
! ! (3.14)

(p + p)utOpuy + (hyw + uyu,)0p =0

Ainda que u" representasse a quadrivelocidade de um observador externo, isto é, u*, seria
necessario o que o mesmo estivesse viajando com uma velocidade préoxima a velocidade
da luz, para que suas medigoes se distanciassem, apreciavelmente, da condicao de fluido
perfeito. Portanto, vamos impor que o observador apresente uma velocidade pequena
quando comparada a velocidade da luz, logo, p << p e vdp/dt << |Vp|. O que nos leva

as equagoes

op =

N + V- (p¥) =0 (3.15)

ov -

— _’. = — -1
,0<at+v V)p Vp (3.16)

A equagao (3.15), chamada de Equacao de Continuidade, é conhecida na mecanica de
fluidos. Ela nos mostra que os fluxos de matéria para dentro do sistema e para fora
dele se equivalem, isto €, o sistema fisico aqui representado nao possui nem fontes nem

sorvedouros.

A equagao (3.16) da mecénica dos fluidos chama-se equagao de Euler e estabelece
a conservacao de momento linear, de modo analogo a conservacao da matéria expressa

na igualdade (3.15).

Se o Tensor de Energia e Momento possuisse elementos fora da diagonal principal
(ou seja, os elementos com p # V) esses representariam os fluxos de energia e momento

entre diferentes direcoes. Por exemplo, 79! representaria o fluxo de energia na direcéo
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z! =z, e T2 representaria o fluxo de momento na direcao 22 = y, devido ao movimento
na direcio x. J4 para T°' #£ 0, isso indicaria que haveria um fluxo de energia na direcio
x. Logo, 0,T #L £ 0 representaria a mudanca com o passar do tempo da quantidade de

energia fluindo na direcdo x, o que violaria a conservacgao local de energia e momento.

3.2 Relatividade Geral

3.2.1 A Teoria da Gravitacao de Newton

Em sua versao vetorial a lei universal da atracao gravitacional de Newton é geral-
mente descrita da forma

mimsa

Fip=-G TSP 12 (3.17)

onde G é a constante constante gravitacional, mi e mo as massas de duas particulas
pontuais em interacao gravitacional e rjo = ro — r; é o vetor de posicao da massa ms

laga lidiano R3. Para facili i
em relagdo a massa mp no espaco euclidiano R”. Para facilitar os passos seguintes
e discussoes futuras é ttil estabelecer a posicao de mj como origem do sistema de
coordenadas. Deste ponto em diante, objetivando simplificar a notagao, serd utilizada,

sempre que necessario, a seguinte associagao: mi; = M e mg = m.

De acordo com a segunda Lei de Newton, para um corpo de massa m na proximo

a superficie da Terra, F = mg. Logo, a lei de gravitacdo pode ser reescrita como

F=mg=-G—f (3.18)

em que r ¢ a distancia euclidiana em respeito a origem e M assumi o papel de

massa da Terra. Assim sendo,
M

Se
& BB

r. (3.19)

O rotacional do vetor forca gravitacional é identicamente nulo, ja que a mesma é
conservativa. Em outras palavras, o trabalho da forca gravitacional entre dois pontos é
independente do caminho que os conecta. Consequentemente a aceleragao da gravidade,

de quem a forca depende, pode ser expressa como o gradiente do potencial gravitacional

¢N7
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g=—-Von, (3.20)
A letra N em ¢y faz referéncia de estarmos no contexto da gravitacdo Newtoniana.

Sem perda de generalidade a fonte do campo gravitacional, massa M, pode encerrar-
se dentro de um volume V', de geometria esférica. Nesta situagdo a integral da equacao

(3.20) neste volume, de borda 9V, é a lei de Gauss da gravidade

y{g .dS = —4xGM. (3.21)

Usando a (3.20) e o teorema de Gauss (3.21) obtém-se a equagao de Poisson para

0 campo gravitacional

VZpn = 4rGp (3.22)

sendo V? o operador laplaciano e p a densidade de matéria em V.

Para um corpo de densidade constante, e simetria esférica, o potencial gravitaci-
onal em um ponto qualquer do espago dependera apenas da distancia entre o centro do

corpo e o ponto em questao, logo, ¢n = ¢(r). Assim teremos,

Vigy = 5o (220

= ﬁﬂ( dr) = 47 Gpy. (3.23)

Significa que o potencial gravitacional é dado por

o = —G—. (3.24)

Sé foi possivel igualar a segunda lei de newton a forga gravitacional na expressao
(3.18) assumindo que as massas inercial e gravitacional de um corpo sao idénticas, o que
na literatura é chamado de principio da equivaléncia Weinberg & Steven (1972), consis-
tindo com o que se observa experimentalmente. Como consequéncia dessa equiparacao
percebe-se que a aceleracao de um corpo e a gravidade sao equivalentes, como enunciado

por Einstein. Como era de se esperar vemos que a equagao (3.24) mostra que a tnica
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massa do qual depende o campo gravitacional é a massa M do corpo que o originou, pois
se ¢ é a propria aceleracao da gravidade é construido como sendo forga por unidade

de massa.

3.2.2 Equacao de Einstein

A relatividade geral propoe outra abordagem, partindo da ideia de que particulas
que se movimentam na vizinhanca de corpos massivos na realidade descrevem tra-
jetorias localmente inerciais em espacos curvos. A gravidade é a impressao de curvatura
intrinseca no espago-tempo pela presenca da massa, o que leva as trajetorias inerciais

encurvadas como observamos.

Em outras palavras, a teoria da Relatividade Geral atesta que uma particula
movimentando-se nas vizinhangas de um corpo massivo, apenas sobre a influéncia do
campo gravitacional desse corpo, descrevera no espago-tempo uma curva geodésica, que

é uma sequéncia de eventos representativa sua trajetéria chamada de linha de Mundo.

Na teoria da Relatividade Especial, a trajetéria de uma particula livre (ndo sujeita
a forgas externas) também é uma linha de mundo que segue uma geodésica. No entanto,
a diferenga crucial é que, na Relatividade Especial, o espaco-tempo é plano, enquanto

na Relatividade Geral, o espaco-tempo é curvo devido a presenca de massa e energia.

Portanto, na Relatividade Especial, uma particula em movimento retilineo uni-
forme (sem forgas externas atuando sobre ela) seguird uma linha de mundo reta. Isso
é uma consequéncia direta do primeiro postulado da Relatividade Especial, que afirma

que as leis da fisica sao as mesmas em todos os sistemas inerciais.

A Relatividade Geral é uma teoria geométrica da gravitacao e deve concordar com
a gravitagdo newtoniana nos regimes em que esta é bem testada, isso geralmente ocorre
em situagoes com campo gravitacional fraco, velocidades baixas e distancias pequenas
em comparagao com escalas cosmoldgicas. Um modo de construir tal teoria é mostrar

como as aproximacoes levam a RG a coincidir com a Gravitacao de Newton.

Para isso primeiro consideremos uma particula de massa m com quadrivelocidade

u = u%eq, que descreve uma trajetéria no espaco-tempo. Nesta situacio sua linha de



Capitulo 3. Teoria da Relatividade 76
mundo é uma geodésica cuja equagao é
ouP
UV’ = u® <a:a + rﬂa,,u”) = 0. (3.25)
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Utilizando a defini¢ao de vetor da geometria diferencial, equagao (2.5), e de pardametro

afim, equacao (2.45),

d 0

—(Z_ + T, u%u” =0 (3.26)
dud 4

TZ— + IV u*u” =0 (3.27)

onde j = 1,2, 3 representa o indice da parte espacial do espago-tempo. O espago
de Minkowski M é um espaco plano que abriga uma métrica pseudo Riemanniana.
Formalmente encurvar o espago-tempo terd como contra partida a necessidade de corrigir
a métrica, adicionando um termo responsavel por medir o quanto o espaco-tempo deixa
de ser plano. Dizendo de outro modo, matematicamente a massa perturba a métrica de

Minkowski.

Em um ponto x = (xo,xl,xQ,xg) do espaco-tempo, influenciado pela presenca

de massa, suficientemente distante da fonte de campo gravitacional, a métrica sera o
resultado da soma entre métrica de Minkowski 7, = diag(—1,1,1, 1) e uma perturbagao

em primeira ordem de aproximacao,

Yuv = M + Iy (3.28)

onde |h,,| << 1.

Em segundo lugar vamos impor que variacoes temporais dos campos tensoriais
em uma teoria geométrica da gravitacao sejam despreziveis frente as variagoes espaciais,
isto é,

|Othy | << |0y, (3:29)

pois de acordo com a gravitacdo newtoniana variagoes no campo gravitacional seriam
instantaneas em todos os pontos do espago, ao mesmo tempo. Isto nao é possivel, se-
gundo a relatividade restrita pois do contréario representaria o envio de informacao com
velocidade acima da velocidade da luz. Logo, devemos impor que os campos gravita-
cionais nao variem muito rapido no tempo, limite no qual uma teoria geométrica da

gravitacao é consistente com a gravitagao de Newton .
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Por tdltimo, como jé discutido na secao sobre a relatividade especial uma particula

teste sera nao relativistica se, em unidade naturais em que ¢ = 1,

[v/] << 1. (3.30)

De modo que a condicdo de normalizacio de u = (u’,v!,v%,v?), empregando a

métrica perturbada, nos forneca:

1= g;w“““y = (UW + hw)uuuy = 7700(“0)2 + O(h[v], UQ)

— u’ =1+ O(h[v],v?) ~ 1 (3.31)

Feitas as consideragoes agora devemos mostrar explicitamente como estas apro-
ximagoes quando impostas a equacao da geodésica a fazem recair, necessariamente, na

equacao de Poisson aplicada a Gravitacao Newtoniana (3.22).

A coincidéncia de ambas as teorias se d4 por meio do emprego dos simbolos de
Christoffel particularizados pelas aproximacoes |h,,| << 1 e pelo resultado da derivada
parcial da componente do tipo tempo-tempo da métrica de Minkowski 0,100 = 0, nas

equagoes (3.26) e (3.27). Logo,

w1
2

Lup (Oahpy + Oghye — Ophap) + O(R?).

Onde tomando apenas o termo dominante:

nh

Faﬁ“ ~ 5 (8ah5,, + (95hya — 8yha5) . (3.32)

Aplicando esse resultado a equacao (3.26)

du® 00
0= 4 0 puru” =T 0u'u’ + O(hv) = %

I (Gohoo)- (3.33)

Portanto, a componente temporal de h,,, é fungao apenas do espaco, hop = hoo(z7).
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Jé& quando substituimos o simbolo de Christoffel (3.32) na geodésica do tipo espago

(3.27) obtemos o resultado para o gradiente de hgo,

dud . dv? . dv? ,
0= = + D’ = w0 + Dgo()? + O(v,0%) = — = /"0 oo
v 12

A derivada temporal do vetor velocidade de uma particula teste di//dt, medida por um
observador inercial, é a aceleracao relativa entre ele préprio e a particula observada. De
maneira que a equacao (3.34) nos revela que o gradiente da componente hyy é igual a
aceleracao medida por este observador. Pra que este resultado seja consistente com a

mecanica Newtoniana é preciso que a relacao entre hgyp e o campo escalar seja
hoo = —2¢. (3.35)
consequentemente, dada a equacao (3.22)
V2hoo = —87Gp (3.36)

A componente temporal da métrica de uma teoria geométrica da gravitacao terd de res-
peitar essa aproximacao. Nos resta saber qual equacao satisfeita pela métrica completa

pode ser particularizada para a igualdade (3.36).

Se a equagao (3.34) estivesse associada a um sistema fisico inicialmente de massa
m = 1 entao Vhgg/2 seria a forga externa atuando sobre esse sistema. O que é consistente

com a aproximagcao de hgy como campo escalar.

A fonte da expressao (3.36) é igual a densidade de matéria, a menos do fator —87G.
Via de regra, quando se aplica uma forga sobre um sistema fisico troca-se energia com
esse sistema. O que sob a ética da relatividade é o mesmo que alterar a densidade de

matéria do sistema, pois como é mostrado na equacio ¢ = mc?

, massa e energia estao
relacionadas. Matéria é energia, de modo que, p pode ser interpretado como a densidade
de energia do sistema fisico. Logo, o candidato ideal a fonte da equacao gravitacional

relativistica proveniente de uma teoria geométrica é o Tensor de Energia e Momento

(TE) (3.11).
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Impondo que Tpy = p levamos a projecdo de T' = [T;, 5| na diregao da quadrivelocidade

de um observador a satisfazer a equagao (3.22) do seguinte modo:

— V2hoo = —81GTppuu® = —87GToou'u’ = —87Gp. (3.37)

Isto é, o regime Newtoniano coincide com a componente tempo — tempo de T =
T8 eqeg. Para que a nova equacao de gravitacao nao dependa do sistema de coorde-
nadas, como o TE nao depende, é necessaria que o lado esquerdo de uma equacao do
tipo (3.36), para toda a métrica, também nao dependa do sistema de coordenadas. Em
outras palavras, assim como o TE, o lado esquerdo dessa equacao deve ser um tensor
de posto 2 simétrico nos seus indices, levando toda a equagdo a ser tensorial. O cami-
nho adotado para se chegar a equacao (3.36) valeu-se de derivadas parciais de segunda
ordem da métrica. E presumivel que o tensor procurado seja definido em funcao des-
sas derivadas parciais de segunda ordem da métrica que resultardo, a menos de fatores

multiplicativos, nas componentes de T' = T €atg.

Adotando passos semelhantes aos que foram empregados na obtencao da expressao
(3.34) percebemos que o tensor de Ricci recuperaria a gravitacao Newtoniana no regime
de campos fracos, isto é,

1
Ry = 75V2h00. (3.38)

O que nos levaria a pensar ser o tensor de Ricci o candidato ideial a completar a equagao
dinamica onde TE multiplicado por uma constante seria fonte. De fato, esta foi a

primeira ideia tida por Einstein que o fez propor a equacgao:

Rop = 4rGTyp (3.39)

Embora fosse matematicamente possivel logo percebeu-se que esta equacao sofria
de alguns problemas que ocasionariam restri¢oes fisicas muito severas. O estudo da
Geometria Diferencial nao era comum entre os fisicos da época em que Einstein propos
esta equacao. De maneira que, Einstein desconhecia os importantes resultados das
identidades de Bianchi (2.87), que s6 lhes foram apresentadas em Zuric, entre os anos
de 1912 e 1913 pelo seu amigo e colaborador o matematico Marcel Grossmann Sauer

(2014).
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Dada a equagao (2.87) e em observancia as propriedades da métrica e da conexao

de Levi Civitta teorema 2.3, temos que:

1
Vo R = igaﬁvan (3.40)

Portanto, a a equacdo de conservacao do tensor de curvatura sé seria possivel se

o proprio escalar de curvatura fosse identicamente nulo, pois

1
59“5%7% =0 (3.41)

Vo R =

apenas se V,R = 0. Fisicamente este resultado representaria um espaco-tempo
plano ja que sua curvatura escalar é nula em todos os pontos. De sorte que, o Universo
nao poderia ser como nés o conhecemos apresentando flutuacoes da matéria que levariam

a flutuacdes na curvatura escalar.

Ainda que o resultado (3.41) tenha condenado a candidatura do tensor de Ricci
a integrante da equagao dinamica da Relatividade Geral, ao mesmo tempo ele traz o
seu substituto ideal, o tensor de Einstein (2.90), derivado da manipulagao da equacao

(3.41). Assim propos-se uma nova equagao:
1
Gag = Rag - §ga5R = KTaﬁ. (3.42)

no qual k é uma constante a ser determinada novamente pelo regime de campos fracos.
No entanto, a componente tempo — tempo (componente 0 — 0) desta equagao parece nao

resultar no que se esperava

1 1 1 1 g
Roo — 5900R = 5 V?hoo — 5 V(0 hag) + 50:0;h"
2 2 2 2
1 g 1 g
= —§V2(77Uhij) + §8¢8jh”. (3.43)

Notemos, porém, que tomando o trago da expressao (3.42) chegamos a

1
Rop = <Taﬂ - 2ga5T> (3.44)
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onde T := gaﬁ T,3- Em regimes nao relativisticos as componentes do tipo ¢ — j de 1" sao

pequenas quando comparadas a p, logo a expressao (3.43) adquire a forma:

1 1 1 N K
- §V2h00 = Roo =K <T()0 — 2900T> ~ K |:,0 + 5 (—p + 7’]”Tz‘j) = ?P (345)

De modo que, a consisténcia entre a equacao (3.42) e a condicao (3.28) sé é possivel

por meio da expressao (3.38), verificando que k = 87G.
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Por fim, estabelecida constante de proporcionalidade, chegamos a equagao de Eins-

tein da Relatividade Geral,

1
Gap = Rap — §ga,3R =K = 871G 1,3, (3.46)
que é quem determina o modo como o conteudo de matéria influencia a geometria
do espaco-tempo, através de sua influéncia sobre a métrica. Esta equacao é também
a responsavel por determinar como a energia movimenta-se ao longo do espacgo-tempo,
sendo, portanto, uma equagao dinamica da energia. Wald (1984); Weinberg & Steven

(1972).



Capitulo 4

Solucoes Cosmolodgicas da

Equacao de Einstein

A cosmologia enquanto ciéncia, do modo como a conhecemos hoje, foi desenvolvida
de modo muito recente. No entanto, suas bases e muitos de seus elementos sao datados
de tempos imemoriais. A humanidade sempre se perguntou sobre a origem do Universo

e o que faz ele ser da maneira como ndés o percebemos.

Durante muito tempo a nica fonte de dados do universo era as observagoes a olho
nu. De modo que, s6 era possivel conhecer estrelas astronomicamente préximas a Terra.
A escassez de dados capazes de fornecer informagoes sobre o funcionamento da natureza
e do Universo era compensada pelas explicacoes mitologicas. Mitos sobre a criacao do

mundo estao presentes em todas as culturas de que se tem noticia.

O desenvolvimento da Cosmologia Cientifica comega com o advento do telescopio
6ptico, aperfeigoado por Galileo Singer (1941). Ele foi o primeiro a publicar resultados
astronomicos usando um telescopio, nomeado de Telescépio de Gallileu. Mais tarde,
Kepler propoe uma melhoria criando o chamado Telescopio Kepleriano. Melhorias como
essas se sucederam até o final do século XX, quando chegamos a era da Astronomia de

precisaode Souza Oliveira Filho & de Souza Oliveira Filho (2000).

Os telescopios espaciais permitiram contornar o problema de visdo astronéomica, se-

eing atmosferico, e possibilitaram imagens com resolugoes muito mais ajustadas quando
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comparadas aos telescopios terrestres. Os radiotelescopios, por sua vez, através de so-
fisticadas técnicas de interferometria e preciso controle do tempo de exposi¢ao foram
capazes de construirem juntos imagens antes impossiveis para um unico telescopio, dada
a quantidade de informacao do astro imageado. Esse conjunto de telescépios é um exem-
plo do chamado VLA, e foi por meio de um aparato dessa natureza que o buraco negro

da galaxia M87 foi observado Medeiros et al. (2023).

Sob o aspecto tedrico o formalismo que melhor explica, ou se ajusta, aos dados
observacionais coletados é a Teoria da Relatividade Geral RG. Neste capitulo investiga-
remos algumas das solugdes da equagao de Einstein (3.46), originadoras dos chamados
modelos cosmoldgicos, cujo a motivacao se da pelo interesse em compreender a origem

evolucao, forma, e o destino final do Universo. Mukhanov (2005)
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4.1 Principio Cosmoloégico.

Em 1912 Slipher observa que a maioria das linhas espectrais das galdxias tem
seus comprimentos de onda deslocados para valores maiores, fenémeno conhecido como
redshift.Sendo Ag o comprimento de onda observado e A\, o comprimento de onda da luz

quando emitida, o redshift é calculdado, em primeira ordem de aproximacao, como:

)\0—)\6 (%
= —— & - 4.1
iy (4.1)

o

em que v ¢ a velocidade relativa entre a galdxia emissora e a Terra, ja ¢ =
299.792.458 m/s representa a velocidade da luz no vacuo. Tal relagao é o efeito Doppler

manifesto por ondas eletromagnéticas.

No ano de 1929 Hubble percebe que as medidas das velocidades das galaxias sao
proporcionais as medidas de suas distancias, entao, quanto maior a distancia maior é o
redshift. Esta famosa relacao de proporcionalidade é chamada de Lei de Hubble-Lemaitre

observacional, que podemos considerar como uma lei cinematica,
v = Hd, (4.2)

onde d é a distancia entre a Terra e a galaxia observada. H, por seu turno, representa
uma constante de proporcionalidade que a época foi chamada de Constante de Hubble.
Atualmente sabe-se que H varia com o passar do tempo, de modo que, é mais prudente
adotarmos o nome parametro de Hubble ao invés de constante de Hubble. Olhando a

dimensao de H temos:

[H] = [v]/[d] = (m/s)/m=1/s = s~ (4.3)

Ja que o afastamento continuo das galdxias e é um fato observacional, entao é
razoavel supormos que em um passado suficientemente remoto o Universo era mais
denso e mais quente. A depender do modelo cosmolégico empregado, e conteido do
Universo previsto por esse modelo, H quem nos fornece a ordem de grandeza da idade

do Universo, Como veremos mais adiante, Mukhanov (2005); Weinberg (1972).
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O Universo visto em grande escala possui uma distribuicdo média de matéria e
de Radiacao Césmica de Fundo (RCF) similares em todas as diregoes, salvo pequenas

oscilagoes. Até entdo as variacoes medidas sio da ordem de 107°.

Tal caracteristica é chamada de isotropia.
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Uma vez obtida a evidéncia da expansao do Universo chegou-se a ideia de que
em algum momento no passado este era menor e mais denso e, de acordo com a termo-
dinamica, mais quente. Nesta época, entao, a quantidade de energia devia ser tal que
prétons, elétrons e néutrons nao estavam organizados em atomos, pois tinham energia
demais para isso. A radiagdo produzida imediatamente colidia com alguma dessas trés
particulas em seu caminho (espalhamento Thompson), isto é, possuia um livre caminho
médio pequeno. Logo, os fétons nao conseguiam se propagar livremente pelo Universo.
Em algum momento a expansao do Universo resfriou as particulas a tal ponto que os
elétrons puderam ser ”capturados”por nicleos atéomicos , dando origem aos primeiros
elementos quimicos neutros Mukhanov (2005); Weinberg & Steven (1972); Misner et al.
(1973). Neste momento a radiagdo pode propagar-se livremente em todas as dire¢oes do
Universo logo apds se espalhar por uma tltima vez. Alguns desses fotons dirigiram-se,
e ainda se dirigem, a regiao onde mais tarde se formaria a Via Lactea. O conjunto
de todos os pontos ao longo do intervalo de duracao do ultimo espalhamento da ra-
diagao primordial, ao redor da nossa posicao de observagao, forma uma casca esférica
de dltimo espalhamento. Ocorre que, para muitas aplicagoes, pode-se assumir um inter-
valo de tempo suficientemente pequeno, de maneira que, a casca tenha uma espessura

desprezivel e seja caracterizada como uma superficie de dltimo espalhamento.

e B g
'

Caosmic PN
Microwave ’
Background A\
(CMB)

Expansao do Universo

@ Vialdctea

FIGURA 4.1. A Linha pontilhada representa a projecdo no plano da superficie formada pela CMB,
vista da via Léictea.A circunferéncia maior, de linha cheia, ilustra a expansao do Universo vista da Via
Lactea.
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Esta radiacdo é conhecida como radiacdo césmica de fundo (Cosmic Microwave
Background - CMB). Atualmente as observagoes de temperatura da CMB sao de 2, 73k, Aghanim
et al. (2020), e concordam com a previsao do espectro de corpo negro Mukhanov (2005).

Sendo esta mais uma evidéncia da isotropia do Universo, pois para onde se olha a ra-

diagao possui as mesmas caracteristicas com precisao de 1 parte em 100.000.

Algumas regides do Universo afastam-se de nés com uma velocidade consideravel,
mesmo quando comparadas a velocidade da luz. De acordo com a relagao (4.2). Se em
uma dada localidade do Universo uma fonte emissora tiver velocidade v < ¢, entao sua
luz ja foi detectada ou um dia sera. Do contrario, se v > ¢ entdo nunca receberemos a

informagao desta regiao.

No capitulo anterior v expressava a velocidade relativa entre dois observadores.
Agora v simboliza a velocidade de afastamento da fonte devido a expansao do Universo,
e por isso nao tem os limites estabelecidos na RG. Além disso, nada impede que essa
velocidade de expansao seja varidvel, ou seja, v = v(t) em que t é o tempo cosmoldgico.

De maneira que, a lei de Hubble-Lemaitre exata seja

o(t) = H(t)d(t) (4.4)

FIGURA 4.2. A imagem é uma proje¢ao mollweide (projegdo cilindrica) das variagbes de temperatura
sobre a esfera celeste. Estes dados foram coletados em todo o céu ao longo de 7 anos pelo projeto
Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP). A temperatura média é de 2,725 k, e as cores
representam as pequenas flutuagbes de temperatura, como em um mapa meteorolégico. As regides
vermelhas sd0o mais quentes e as regides azuis sdo mais frias em cerca de 0,0002 k. Neste mapa as
contribuicoes de outras fontes (galdxias, estrelas etc.) foram classificas como ruido e subtraidas. Fonte:
https://wmap.gsfc.nasa.gov/media/101080/
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Sé6 nos resta assumir que mesmo sem ser detectada a regiao do Universo desco-
nectada causalmente de nds possui a mesma estrutura do Universo observado. Esta é a
hip6tese de partida dos modelos cosmolégicos chamada de Principio Cosmoldgico(PC),

que estabelece:

1. Em um mesmo instante de tempo todas as direcoes espaciais do Universo apresen-

tam as mesmas caracteristicas fisicas, isto é, o Universo é isotrdpico.

2. Assumindo que todos os pontos do Universo confirmam a isotropia, entdo dizemos
que o Universo é também homogéneo. Em outras palavras, a isotropia em todos
os pontos implica homogeneidade, pois isso decorre da hipdétese de que somos
observadores tipicos e, portanto, se o Universo parece isotrépico para nés deve

parece para qualquer outro observador em qualquer ponto do Universo.

Nas se¢oes subsequentes construiremos o modelo cosmolégico padrao e alguns ou-
tros modelos, para uma dada geometria espacial do Universo, a partir do PC. Confron-

taremos as previsoes desses modelos com os dados observacionais.
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4.2 A Geometria Do Espaco-Tempo.

Do modo como os observadores sao representados no espaco-tempo a dire¢ao tem-
poral é privilegiada em detrimento das demais. Um observador fisico ird, necessaria-
mente, evoluir no tempo, independentemente do que faga. Ao redor de cada instante de
sua evolucao estendem-se as trés direcOes espaciais. Antes de construirmos um modelo
cosmolégico é preciso checar as restricoes trazidas por essa construcao dos observadores

inerciais.

Do ponto de vista da relatividade geral em um instante ¢ uma familia de obser-
vadores é uma convergéncia de linhas de mundo do tipo tempo — tempo. Observadores
esses que movimentam-se com 4 — velocidade u = (u°,u!, u?, u®) = (¢,0,0,0)A secio
espacial do universo medida por esses observadores ¥y = ¥; é isotrépica e homogénea,

por abuso de linguagem dizemos que o préprio Universo é isotrépico e homogéneo.

F1GURA 4.3. Feixe de geodésicas ortogonais a hiper-superficie do tipo espago ¥+, em um dado instante
t.

i, t € Ry, é uma regido de simultaneidade. Assumindo existir uma superficie
dessas para cada instante de tempo ¢, o préprio Universo como um todo nada mais é do
que a uniao de hiper-superficies do tipo espaco, indexadas pelos instantes t. O ato de

descrever conjuntos como unidao de subconjuntos, que sao hiper-superficies, indexados

por uma varidvel continua é chamado de folheacao Wald (1984).

Duas hiper-superficies ¥y e X7 associadas, respectivamente, aos instantes de tempo
distintos t e £ nao possuem pontos em comum, ou seja, X;NX; = (). As folhas percebidas
pelos observadores inerciais sao, portanto, subconjuntos abertos e disjuntos do Universo.
Entao a uniao dessas hiper-superficies é, em tltima analise, uma cobertura do Universo,

como estabelece a definicao 2.10. Ou seja, Universo é representado pelo conjunto
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M=) (4.5)

teR4

e por abrigar uma métrica, é uma Variedade Riemanianna, nos termos da defini¢ao 2.26.

Um modelo cosmolégico que esteja de acordo com a relatividade geral traduz-
se em solucgoes para as equagoes de Einstein. Essas solugoes sao as componentes do
campo dinamico da teoria, que é a métrica, junto das componentes do tensor de energia
e momento associadas. Assim sendo, apds restringirmos as possibilidades de tensores
de energia e momento com a aplicacao do principio cosmoldgico, nos resta como tarefa

definirmos as métricas sobre as hiper-superficies >.

As folhas sdo subespacos seccionais do Universo. Em outras palavras, hiper-
superficies X; sao secgOes espaciais do espago-tempo, de maneira que, sao elas proprias

Variedades Riemannianas.

Encontrar uma métrica sobre uma Variedade Riemanniana, seja ela qual for, é um
exercicio puramente matematico Nakahara (1990); Nash & Sen (1988); do Carmo (1988).
A homogeneidade e isotropia pretendidas, nas solugbes que desejamos, ja restringem
significativamente a busca pelo tensor métrico, pois em um instante ¢ a distribuicao de
matéria é uniforme, nos levando a um Universo de curvatura secional contante, caso
particular de curvatura seccional, 2.36. Com isso nos resta apenas trés possibilidades
de tensor métrico sobre as quais nos debrucamos agora, partindo do estabelecimento de

referenciais sobre esses espacos.

4.2.1 As Possiveis Geometrias Da Secao Espacial.

8y =8P x=0

FIGURA 4.4. Hiper-superficie esférica, sobre a qual estendem-se as coordenadas ortogonais x e S.
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A hiper-superficie de curvatura constante positiva é uma hiper-esfera, ¥; = S°.
Uma secgao espacial dessa natureza é mostrada na figura 4.4, onde notamos que o
subscrito tx de Sy, representa a medida da coordenada S do sistema de coordenadas
S x x quando x e t sao fixados(sdo constantes). A quantidade originada dessa restri¢ao
¢ uma esfera, Sy, = S?, que também pode ser coberta com um sistema de coordenadas.
Adotando um sistema de coordenadas polares sobre S;, = S?, a tupla (0,6) desempenha
o papel de coordenadas azimutal e polar, respectivamente. Na hiper-superficie como um

todo, portanto, o elemento de linha infinitesimal, de onde obtém-se a métrica é:

di* = dx* + sin(x)? (d6” + sin(0)*d¢?) (4.6)

Imediato notar que para a esfera 3; = S® a quantidade sin(x) é andloga a medida

do raio na esfera S.

I, = E?

FIGURA 4.5. Hiper-superficie plana, sobre a qual estendem-se as coordenadas ortogonais x e S.

Um espaco qualquer de trés dimensoes que nao apresente curvatura, ou seja, que
possua curvatura nula é indistinguivel do espaco Euclidiano E* = R3, j4 que trata-se de
um espaco plano. O sistema de coordenadas que adotaremos sobre esse espaco é tal que
um ponto qualquer sobre uma das esferas S, tém como coordenadas, nessa esfera, o par
(¢,0) que sao, respectivamente, as coordenadas azimutal e polar do mesmo. As linhas

perpendiculares as esferas concéntricas S, sao as coordenadas x de X; = E?, de maneira
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que um ponto nesse espago esta completamente caracterizado pela tupla (¢, 8, x), como

ilustra a figura 4.5. Com isso um elemento de linha sobre ¥; é dado da seguinte maneira:

di* = dx* + x* (d6” + sin(0)*d¢?) (4.7)
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x=0

StX = Sz

@x@;{

FI1GURA 4.6. Hiper-superficie hiperbdlica, sobre a qual estendem-se as coordenadas ortogonais x e S.

Et—:Hg

Definida a origem de um sistema de coordenadas para localizarmos um ponto
3 o . ~ . ~ ;.

sobre um espago Y; = H° de trés dimensdes com curvatura negativa sao necessarias
trés coordenadas. Na figura 4.6 as linas que divergem a partir da origem representam
a coordenada y. O lugar geométrico dos pontos com o mesmo valor de x é a esfera
Siy = S?, onde as coordenadas, assim como nos dois outros casos anteriores, sio os
angulos azimutal ¢ e polar §. Observado da origem, em que xy = 0, um ponto é localizado
por uma 3-upla do tipo (¢, 6, x). O elemento de linha deste espaco pode ser escrito do

seguinte modo:

di? = dx* + sinh x? (d6? + sin(0)d¢?) (4.8)

4.2.2 A Métrica de Friedmann—Lemaitre-Robertson—-Walker (FLRW).

As geometrias das hiper-superficies tridimensionais (se¢oes espaciais do espago-
tempo) do Universo foram estabelecidas para tempos fixos. Extrapolar esta nogao para

todos os instantes requer concordancia com as observacoes de um Universo em expansao.

Na segao anterior vimos que as superficies esféricas concéntricas, nos trés casos,

séo idénticas a S?, cujo elemento de linha é
dQ = d#* + sin® Odg? (4.9)

A partir de agora, para fins de simplicidade, levaremos em conta que os elementos de

linha sao as préprias métricas de seus espacos ambientes.
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A métrica em S? é dada em funcao da métrica (4.9), ja que S* é um espaco secional

de S5.
dr? 4 r2d§)?
(1+ (k/4)r2)?

Onde k é uma constante a determinar e r é a distancia da origem. O motivo da utilizagao

ijda'dz? = (4.10)

de k se deve ao fato de desejarmos que o trago do tensor de Ricci, associado a essa
métrica, seja constante. Sendo justamente o escalar de curvatura R, como definido em

2.36 e calculado na expressao (2.86).

A métrica (4.9) é simplificada apreciavelmente ao utilizarmos a nova coordenada

radial
1 —1
p=r (1 + 4r2> (4.11)

cuja justificativa de uso, que exporemos mais adiante, nao limita-se apenas a questoes

operacionais.

No sistema de coordenadas z' = {p, 0, ¢} a métrica, assume a seguinte forma:

.y d
Yijdar'de! = —— + p*dQ? (4.12)

Esta é uma das possiveis métricas da secao espacial do espago-tempo ¥, vista por um
observador inercial em um instante ¢ qualquer. A figura 4.3 ilustra a percepcao de um

observador nessas condigoes.

Impusemos que a diregao temporal do espago-tempo fosse ortogonal a se¢ao espa-
cial do mesmo . Portanto, a folheacao do espaco-tempo é possivel ja que uma mudanga
no tempo, por menor que ela seja, fard o observador mudar de secao espacial. Isto é,
para t # t as folhas associadas necessariamente, serao diferentes, ¥y # ;. A ortogona-
lidade ¢ inviolada por evolugao temporal. Logo, 7 e ¥; sao iguais a menos de um fator
multiplicativo, ou seja, X7 = a(t)X;. O que nos permite intuir a seguinte métrica para

todo o espago-tempo, em unidades naturais (¢ = 1),

2

d
Japdrdz® = —dt + a*(t) (1_’)kp2 - p2d92> (4.13)

onde o fator a(t) é a aplicacdo que leva um espago seccional ¥; em outro espago

seccional ¥z, a(t) : ¢ — Xg.
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A métrica é quem imprime o conceito de distancia no espaco onde estd ambientada.
Ela é portanto a escala de medida desse espago. O segundo termo do lado direito na
expressao (4.13) é a métrica (4.12) multiplicada por a(t). Por este fato chamamos
a(t) de fator de escala, j4 que ao multiplicar a métrica espacial modifica-se a escala
de medida nesse espaco seccional. A quantidade (4.13) é conhecida como a métrica de

Friedmann-Lemaitre-Robertson—Walker (FLRW).

O fato de utilizarmos a identidade (4.11) nos permite agora compararmos as
métricas de FLRW para todas as trés possiveis geometrias espaciais (4.6), (4.7) e (4.8)

de acordo com o valor de k,

dx? + sin? xdQ?, se k=1
guyd$ud$y = _dt? + a’ (t) dX2 + deQZ’ sek=0 (414)
dx? + sinh? ydQ?, se k = —1

onde bastou que impuséssemos as igualdades p = sin(x), p = x e p = sinh(y), para
os respectivos valores de k e sendo x a distancia comdvel. Vemos que a dindmica do
Universo é dada pelo fator de escala a(t), que por seu turno é func¢do apenas do tempo
cosmoldgico. Por conveniéncia imporemos que o valor do fator de escala hoje é igual a

1,isto é,ap=1.

4.2.3 A Equagao de Friedmann

Embora a métrica (4.14) nos parega, em primeira anélise, uma hip6tese razodvel,
frente a dinamica observada no Universo é necessario verificarmos se esta métrica satisfaz
as equagoes de Einstein (3.46). De maneira que, o tensor de Energia e Momento associado
seja tal que a solucao procurada traga consigo significado fisico, e nao apenas seja possivel
matematicamente. Logo, a justificativa para o emprego de a(t) deve ser consistente com
a necessidade de satisfazer as equagoes de Einstein (3.46). Isto sé é possivel quando sao
conhecidas as expressoes das curvaturas seccionais tensor de Ricci (2.85) e escalar de

curvatura (2.86). em fungdo da métrica (4.14).
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Antes de obtermos as curvaturas nos espacos seccionais substituiremos p por r na

métrica (4.13). Logo, a métrica

dr?
1— kr2

gudatds” = —cdt® + a(t)? < + r2dQ2> (4.15)

tem como componentes temporal e espacial do tensor de Ricci, respectivamente,

i
Ry = —-3— 4.16
0 =3 (416

onde a = a(t), 4 = d*a/dt*. O termo

lda a
= =- 4.18
a dt a ( )

é o parametro de Hubble tedrico que mede a taxa de variacao da secao espacial
do Universo. O traco do tensor de Ricci é o escalar de curvatura
@ H*> &k
R=6—+—5+— 4.19
<a02 2 a? ) (4.19)
Importante notarmos que mesmo para k = 0 o espago-tempo sé serd plano se a — o0.

Na equacao (2.85) vemos que o tensor de Ricci para uma dada métrica é obtido
por meio dos simbolos de Christoffel que sao funcionais dessa métrica. Como mostrado
em (2.72). O principio cosmolégico que motivou a escolha da métrica (4.15) nos fez
obter um tensor de Ricci diagonal, como mostram os calculos de suas componentes
(2.85). Consequentemente o lado direito da equacao de Einstein (3.46) devera abrigar
um tensor de energia-momento diagonal, em que a parte espacial seja proporcional a

métrica tridimensional d2.

Como vimos, um fluido perfeito relativistico tem um tensor de energia momento
associado do tipo (3.11), que depende apenas da densidade p e da pressao p. Estes
sdo termos diagonais desse tensor, ja que nao ha perda de energia do fluido. logo é um
otimo candidato a satisfazer as condigoes impostas pelas componentes do tensor de Ricci
(2.85) e pelo escalar de curvatura (4.19). No entanto, é importante ressaltar que, assim

como foi discutido ao final da subsecao 3.1.4, um Tensor de Energia e Momento mais
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geral com elementos nao nulos fora da diagonal principal poderia indicar a existéncia de
fluxos de energia ou momento em certas diregoes. O que poderia ser interpretado como

a existéncia de “diregoes privilegiadas” no Universo.

Substituindo o tensor (3.11), as componentes do tensor de Ricci (4.16) e (4.17) e
o escalar de curvatura (4.19) nas equacoes de Einstein (3.46) obtemos duas expressoes

provenientes das componentes 0 — 0 e ¢ — ¢ do espaco-tempo, respectivamente,

2
_Qé_H2_k762_87TG
a a? c2

a partir das quais chegamos as chamadas equagoes de Friedmann

rG kc?
a 4G
Piairyoy (p+3p) (4.21)

A primeira equagao de Friedmann (4.20) é quem nos dé a medida da taxa de
expansao do Universo. J& a segunda equacdo (4.21) nos diz a taxa de variacao da

velocidade de expansao do Universo.

Desde o inicio quem se queria encontrar era o fator de escala a(t), porém, agora
as equagoes de Friedmann (4.20) e (4.21), de modo como as derivamos, no impuseram a
determinacao da pressao p e da densidade de energia p. Em principio podemos assumir
serem ambas as quantidades sensiveis a variacao do tempo. Entao, deste ponto em

diante, o objetivo passard a ser obter as expressoes de trés funcoes do tempo, que sao:

a=a(t), p=p(t) e p = p(t).

Multiplicando (4.20) por a e em seguida derivando em respeito ao tempo cos-

moldgico t, obtém-se
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@ _ 4 [ontr _k
2 (@) dt(362pa ¢

S d (pa2) (4.22)

24 = 222
W=32 0t

ao multiplicarmos (4.21) por 2aa e compararmos com a equagao (4.22) temos,

% (pa®) = —aa(p + 3p)
d
d—':aQ + 2aap = —aa (p + 3p)
d
dfft) +3H(p+p)=0 (4.23)

Este resultado mostra a taxa de variagao da densidade de energia do Universo
como funcao da proépria densidade de energia, da pressao e do parametro de Hubble
H. Além disso, vemos que esse resultado também sai da conservagao do tensor energia

momento, como comentado antes.

Para melhor visualizar a conservagao trazida por (4.23) basta multiplica-la por a’

e aplicar a regra da derivada do produto obtendo:

d 3 d 3
= 4.24
T (pa”) +pa” =0, (4.24)
integrando esta expressao em t,
d(pa®) + pda® = 0 (4.25)

O espaco seccional espacial da métrica (4.14), chamado de se¢ao espacial, é quem
carrega significado fisico por conta do fator de escala. Sem este elemento a métrica seria
apenas o resultado de operacoes diferenciais sobre os eixos do sistema de coordenadas
escolhido, em outras palavras, seria apenas um resultado matemadtico. Pensando da
mesma forma, um volume que seja, de fato fisico, ndo é outro se nao V(t) = a3(t).
Consequentemente isto nos leva a uma medida de energia em um dado tempo t como
sendo: €(t) = p(t)a’(t). Podemos entdo reescrever a equacao (4.25) em fungio da energia

e do volume do Universo
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d(€) + pdV = 0. (4.26)

Como suspeitavamos trata-se da primeira Lei da Termodinamica para processos
adiabéticos, pois o tensor de energia-momento 7' = T}, dz" ® dz” representa um fluido
perfeito de um sistema sem fontes e sem sorvedouros de quantidade de calor, ja que
assumimos um Universo contido dentro apenas dele préoprio. Portanto, o Universo nao

é capaz de trocar calor com agentes externos.

O sistema formado pelas equagoes de Friedmann (4.20) e (4.21) é capaz de nos for-
necer inumeros resultados importantes e evidenciar consequéncias interessantes sobre a
adocao da métrica FLRW (4.14) e sobre o principio cosmolégico, enunciado na se¢ao 4.1.
Porém, o objetivo de encontrar expressoes para a(t), p(t) e p(t) ndo pode se alcancado
apenas com as equacoes de Friedmann. Para determinar 3 incognitas sao necessérias,
pelo menos, 3 equagoes. Logo, é preciso alguma relacao que junto das equagoes (4.20) e

(4.21) ird fechar o sistema de 3 equagoes.

Dado o fato de, por motivos fisicos, termos empregado o tensor de energia-momento
de fluidos perfeitos (3.10), a aproximagao mais comum em cosmologia é especificar o
conteiido de matéria e energia do Universo por meio de uma equacao de estado linear,

prépria de fluidos perfeitos,

p=wp (4.27)

onde fator de proporcionalidade w é o parametro da equacao de estado ou, sim-
plesmente, parametro de estado Weinberg & Steven (1972); Mukhanov (2005); Misner
et al. (1973). Na mecanica cldssica w corresponderia, por exemplo, a raiz quadrada da

velocidade do som no fluido em questéao.

Os valores de w determinam o tipo de contetido do Universo, em um dado instante
t. Matéria despressurizada (nao relativistica), ou seja, com p = 0 ¢ classificada como
poeira, sendo justamente p = 0 a equacao de estado de um Universo preenchido por
poeira. Ja o conteiido dominante sendo a radiagao implica em um parametro de estado

w = 1/3, uma vez que, radiacdo carrega momento que resulta em pressdo. Matéria
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regular como a que estd presente em galaxias, seres vivos e nas plantas possui parametro

de estado na faixade 0 > w < 1

Outros valores de w levam a Universos dominados por contetidos menos comuns.
Um Universo cujo parametro de estado fosse w = 1 estaria preenchido por matéria
rigida, onde a densidade e a pressao seriam iguais implicando em uma velocidade do
som igual a velocidade da luz. Modelos cosmolégicos que admitem parametros de estado
—1 > w < —1/3 abrigando, predominantemente, energia escura, assunto sobre o qual

nos debrucgaremos mais adiante.

Na literatura existem familias de modelos cosmoldgicos em que w < —1. Esta

faixa de valores do parametro de estado representa um fluido fantasma Farnes (2018).

Utilizando o parametro de estado w = p/p pode-se reescrever a equagao (4.23)

como

d
d—f — “3Hp(1 + w). (4.28)

Integrando do instante de tempo atual ¢t = tg até t # ty obtemos a densidade em

funcao do fator de escala a e do parametro de estado w,

p = poa S0+, (4.29)

Alguns modelos admitem w varidvel no tempo, consequentemente, entre os ins-

tantes g e t, a densidade dependeria do tempo por conta de w = w(t), ou seja

t
p(t) = po/ dt o301 +w®) (4.30)
¢

0

4.2.4 A Adogao da Constante Cosmoldgica A.

A previsao de um Universo em expansao desagradou Einstein, que viu-se obrigado
a adotar um termo de correcao a dinamica dos fluidos perfeitos, dada pela equacao

(3.46), como segue:
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1
Gap + Mgy = Rap — iga/ﬂ% + Agu = 81GT,p (4.31)

Segundo Einstein, A seria uma constante fundamental da natureza chamada de
Constante Cosmolégica. Assim ele consegue que seu novo termo se contraponha a ace-
leracao do Universo levando suas equacoes a uma solugao estatica, que congelava o estado

do cosmos.

Este novo termo nao modificaria as equagOes sensivelmente, pois combinagoes
lineares de G, e g, conservavam a propriedade de divergéncia nula, discutida na secao
3.2.2. Além disso, a presenca de A ainda resguardava o fato do lado esquerdo da equagéao

de Einstein possuir apenas a métrica e aproximacoes de suas derivadas de segunda ordem.

Nao havia, portanto, matematicamente maiores complicages, uma vez que A é a
apenas uma constante de integracao. Os maiores empecilhos foram as restricoes fisicas
implicadas pela adogao deste novo termo. O valor de A deveria ser pequeno o suficiente
para que se pudesse recuperar a mecanica Newtoniana no limite de baixas velocidades,
isto é, para uma velocidade v << ¢. Um outro aspecto era de que embora a solugao fosse

estatica ela também era instavel, ou seja, era muito sensivel a pequenas perturbagoes.

Entretanto, com a descoberta da expansao do universo através de uma hipodtese
tedrica do astronomo neerlandés Willem de Sitter, utilizando das equagoes da Relativi-
dade Geral em 1917, com as contribuicoes de Friedmann e Lemaitre, A acabou sendo
descartada. Ideia esta que fora depois reforcada em 1929 pelo astronomo americano
Edwin Hubble com a observacao do afastamento de galdxias através do Desvio para o
Vermelho ”redshift” (que obedece a Lei de Hubble-Homason). Assim Einstein admitiu a

falha e disse ter cometido “seu maior erro” Weinstein (2013).

Atualmente sabe-se que o Universo apresenta expansao acelerada Kamionkowski &
Riess (2022); Riess et al. (2022). O que s6 é possivel se o Universo for impulsionado por
alguma fonte de energia desconhecida contida nele. Tal fonte de Energia é chamada de
Energia escura. Para que sejam derivados modelos cosmoldgicos capazes de contabilizar
os efeitos dessa nova energia é preciso que as equagoes de Einstein sejam novamente
corrigidas. Portanto, um termo de aceleracao positiva, que impulsiona a expansao do

Universo, deve ser somado ao lado esquerdo da equagao de Einstein (3.46).
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Existem intimeras tentativas de encontrar uma expressao para esse termo, dentre
as quais esta, mais uma vez, A, s que agora interpretada como energia escura. Logo,
consideraremos a equagao (4.31) como a mais geral que se pode ter, com base nos
dados observacionais. E simples vermos como o emprego de A modifica as equacoes de

Friedmann:

_ 837G kc? A702

2

Hr=—ar—e*3 (4.82)
a A7 Ac?
@ _ _ 3p) + 2 4.33
" 3.2 (p+3p) + 3 (4.33)

Ainda nos resta encontrar expressoes independentes de a(t) e p(t) se possivel, j4 que
com a equacao de estado obtivemos p(t) e m fungao de a(t). As solugoes buscadas farao

uso de algumas hipéteses adicionais nos levando aos chamados modelos cosmolégicos.
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4.3 Modelos Cosmoldgicos.

As naturezas dos constituintes do Universo sao quem determinam sua geometria
e evolucao, uma vez que alteram as equagoes de Einstein. Portanto, dada as equacoes
de Friedmann (4.32) e (4.33) fixar valores para as constantes w, k e A é, em ultima
analise, estabelecer o tipo de Universo descrito. Este é o modo mais direto e simples
de construcao de modelos cosmolégicos. Dizendo de outro modo, esta é a maneira mais
simples de encontrarmos quem sao, de fato, a(t) e p(t), e anualizarmos as consequéncias

que suas expressoes trazem para o Universo que representam.

4.3.1 Universo Dominado por Matéria

J4 que em um Universo dominado por matéria w = 0 a expressao (4.26) faz com
que a densidade seja p = poa_?’. Substituindo esta densidade na primeira equacao de

Friedmann (4.32) encontramos

8¢ k2 Ac?
H?> = ——pp— — + —. 4.34
303270 T g2 + 3 (4.34)
Resolvendo essa equagao para a(t) por meio da separagao de varidveis e integrando

em t,

~1/2
da. (4.35)

. / 8rG ke 4 Aa?c?
— — - — C
3ac2”? 3

onde ¢ é uma constante de integracao que representa o tempo inicial do Universo.

O objetivo de encontrar a(t) é agora um exercicio puramente matemético. Con-
tudo, a integral (4.35) é de dificil resolucao, nao sendo possivel, portanto, encontrarmos
uma solugao explicita para a(t) em funcdo de k e A. E preciso restringir e particularizar

ainda mais o modelo.

Imaginemos um Universo constituido de matéria, s que sem constante cosmoldgica,
isto é, um Universo em que A = 0. Suponhamos que esse mesmo Universo tenha secao
espacial plana, ou seja, com k = 0. Neste cendrio somos capazes de resolver a integral
(4.35) e encontrar a expressao do fator de escala. Assumindo, para tal, que o volume do

Universo em ¢t = ¢ é zero, a(t = 0), encontramos,
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t—1 / [SWG }_1/2 d 2 3
—t= — 4= ————q¢
3qc2”° 31/8mGpo/3c?

. 1/3
—at) = (Tn) -0 (430

O fato de a(t) #*/3 implica na existéncia de um limite de até onde poderia
estar um observador capaz de medir uma particula emitida na origem do Universo.
Esse limite é chamado de horizonte de particulas Mukhanov (2005); Weinberg & Steven
(1972); Misner et al. (1973).

Substituindo o resultado (4.36) na expressio p = ppa > obtemos a relacio p(t) o

t72, que diverge quando avaliada em t = .

Um outro caso com solucao conhecida para um Universo preenchido apenas por
matéria é quando a curvatura da segao espacial é k = 1. Integrando a equagao (4.34)

para este Universo,

t—t= / [M;po — 02} da = / va da (4.37)
3ac /8mGpo/3c? —a
Essa integral pode ser calculada usando a substituicao
8tG . /u
a = 5 posin (§> (4.38)

em que u é desempenhard o papel de variavel independente. Porém, a ficarad na
forma paramétrica, ou seja, nao sera possivel explicitar a em funcao de t, ainda que este

também termine como funcdo do parametro u, assim sendo:

_ 1 .o (U A7 G
logo,
4rG
a==5 po(1 — cos (u)) (4.40)
4G .
t= ?po(u — sin (u)) (4.41)
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Vu € [0,27], cos (u) e sin(u) € [—1,1].

O Universo, segundo este fator de escala, portanto, expandird até um tamanho
limite imposto pelo intervalo de validade das fungoes cos (u) e sin (u). Também como
consequéncia do comportamento periddico dessas duas fungoes, deste ponto em diante
ele diminuira até o momento em que o fator de escala seja identicamente nulo, ou seja,
quando t = 87 Gp/ 3¢?. Esta etapa é conhecida como o grande colapso do universo (Big

Crunch).
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4.3.2 Universo Dominado Por Radiagao.

Para que o Universo sem energia escura, A = 0, seja predominantemente pre-
enchido por radiagao, como discutido na sub-secao 4.2.3, é necessario que tenhamos o
parametro de estado w = 1/3. Segundo a expressao de densidade (4.29) isto implica em
p = poa~%. De modo similar ao que fizemos na secéo 4.3.1, substituindo a expressao da

densidade na primeira equagao de Friedmann (4.32) e integrando

/ ada
/871G po/3c2 — kcta?

(4.42)

_ 8rG 1/2
t—t:/[wpo—kCQ] da =

Caso o Universo tenha curvatura positiva ou curvatura negativa, isto é, para k =

+1

_ 1 /87G

t—t= —E 37p0 — kC2a2, (443)
em quanto que para k = 0 temos
- srG \ V1 2
t—t=|—= — 4.44
(5m) 30 (1.44)

A depender do tipo de curvatura apresentada pelo espaco seccional espacial do

Universo o fator de escala terd trés formas explicitas como funcao do tempo cosmolégico:

V2 (87TGp0/302) /2 se k=0,

at) = \/87Gpo/3c2 — (t —1)2 se k=1, (4.45)

V(=12 —81Gpo/3c2 se k= —1.

Percebe-se que o Universo fechado com k = 1 matematicamente pode apresentar
um volume imaginario, pois, inevitavelmente, para além de algum determinado instante
de tempo ¢, maior do que Z, teremos 87Gpg/3c? — (t —)? < 0. Um volume desta espécie

nao tem sentido fisico.
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O caso hiperbdlico em que k = —1 s tem significado fisico quando (¢t — 5)2 >
8nGpo/ 3¢?. Assumindo que em 7 o volume do Universo era muito menor quando com-
parado com o volume atual, em ¢, devemos ter uma densidade pg muito grande quando

comparada a densidade atual do Universo.
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4.3.3 O Universo De de Sitter

Consideremos uma situacao na qual as equagoes de campo de Einstein possuem
A # 0 e nenhuma fonte de matéria relevante, sendo p = p = 0 seja uma boa aproximagao.

Este modelo é chamado de Universo de Sittert, e tem como tnica equagao:

a a?

22 2 2
(“) - A; ke (4.46)

Resolvendo essa expressao por separacao de variaveis,

Ac? da
V3<t_a:/,/a2—3k//\’ 440

a solucgao geral dessa equacao é dessa forma

a(t) = ag cosh (Mt) +agy /1 — f::% sinh ( A/3) t. (4.48)

em que a(t) = ag é a constante de integragao.

Um caso interessante seria é o de um Universo de de Sitter que seja plano, com

k = 0, pois resulta imediatamente em

a(t) = agexp (Mt) (4.49)

Assim, o elemento de linha, em coordenadas espaciais retangulares, também conhecidas

como pseudo-cartesianas, torna-se

ds® = 2dt? + adeVAP (da? + dy? + d2?) . (4.50)

Aparentemente a se¢ao espacial do Universo é dindmica, porém, se realizarmos
uma translacao temporal, isto é, se realizarmos a mudanca de varidveis ¢ — ¢t + 7', onde

T é uma constante arbitraria, temos:
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ds? — d5® = —2d(t + T) + aZe®V A/3(HT) (dCL‘2 + dy? + dz2)
= —c2d(t +T) + aje*V A/3E g2/ A/3T (dz® + dy* + dz?) (4.51)

Multiplicar coordenadas de um sistema significa apenas reescalonar o sistema de
coordenadas em questao. Isto é exatamente a situagao que temos aqui, pois exp \/MT
é uma constante multiplicativa da secao espacial do elemento de linha. Considerando
que a secao espacial da métrica é independente da escolha do sistema de coordena-

das ela também pode ser expressa em funcao das coordenadas espaciais (Z,7,Z) =

exp+/A/3T(z,y, z), ou seja,

ds? = Adi? + ade>V A3 (42 + di? + dz?) . (4.52)

Na secao 4.2 definimos observadores inerciais como aqueles que deslocam-se no
espaco tempo ao longo de linhas de mundo ortogonais a secao espacial do espaco-tempo,
em um dado instante t. Sem perda de generalidade, podemos classificar o espago-tempo
de secao espacial plana como uma variedade pseudo Riemanniana, segundo os requisitos
da defini¢ao 2.27, em que a curvatura seccional da parte espacial é k = 0. Significa que
para um dado instante ¢ qualquer ponto da secao espacial ¥; tem a medida de curvatura
identicamente nula. Em outras palavras, as translagoes ao longo de uma hiper-superficie
ortogonal a um observador inercial sao percebidas por ele como operagoes de simetria.
O comportamento da métrica (4.50) frente a translagao temporal nos leva a concluir que
deve haver uma dimensao a mais, ortogonal as outras quatro. De modo que, a evolucao
temporal percebida por um observador ortogonal a secao 4D desse espago enxergue essa
translacado como uma simples mudanca de referencial, uma operacao de simetria,como

evidenciado pela métrica (4.52).

4.4 Parametros Cosmologicos.

O tensor de energia-momento (3.10) dos fluidos relativisticos perfeitos e a métrica

(4.15) foram capazes de satisfazer o principio cosmoldgico 4.1. Consequentemente, junto
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da correcao exigida pela presencga da energia escura, originaram-se as equagoes de Fri-
edmann (4.32) e (4.33). Estas expressoes foram acrecidas da equacao de estado p = wp
e formaram um sistema representativo da dinamica do Universo. Portanto, esse sistema
além de depender da densidade de Energia do Universo p(t) e do fator de escala a(t),
depende também dos parametros chamados de parametros cosmolégicos w, k e A, sobre

0s quais tratamos na secao 4.2.3.

O passo seguinte ao estabelecimento do modelo é a comparagao entre suas previsoes
e os dados observacionais e/ou dados experimentais. No entanto, em se tratando de
modelos cosmolégicos, medir a(t) diretamente nao é possivel, ja que por ser fungao do
tempo cosmoldgico t o intervalo de tempo da observacao também seria em escala de
tempo cosmolédgico. Tempo do qual a humanidade nao dispoe, por isso tal observacao
é impossivel. Em vista disso, precisamos medir elementos dinamicos do modelo, como
a(t), em funcdo dos parametros cosmolégicos a partir do tempo atual, chamado aqui
de ty. Este é um exercicio puramente algébrico, pois expressaremos as equacgoes de
Friedmann em fungéo desses parametros de modo a podermos medir estas quantidades

dinamicas.
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4.4.1 Os Parametros de Densidade do Universo.

Para facilitar as comparacoes entre as medidas e as previsoes é conveniente, sempre
que possivel, tornar as equacoes adimensionais. Inspecionado a primeira equagao de

Friedmann, com energia escura,

&rG Ac? kc?
2 _ oL aAc her
H” = 32 p+ 3 5 (4.53)

percebe-se que ao dividi-a pela quadrado da medida atual do parametro de Hubble Hy

a tornamos adimensional,

a2 G Ac? kc?

- HBE" T B T HE

(4.54)

Os termos contidos no lado direito da equagao (4.54) sao chamadas de pardmetros
cosmologicos de densidade ou simplesmente pardametros de densidade. E conveniente
adotarmos notagoes que nos permitam simplificar esta equacao ao ponto de enxergarmos
com mais facilidade as consequéncias fisicas provenientes das escolhas e imposicoes feitas,

que nos fizeram chegar a essa equagao dinamica do Universo.

Tomando a medida atual do parametro de Hubble Hy definimos a constante conhe-
cida como densidade critica, responsdvel por escalonar as densidades dos constituintes

do Universo:

 H@3c?
Pe = 8@

(4.55)

Uma vez definida a densidade critica, para simplificar a equacao (4.54) podemos

reescrever o parametro de densidade de energia da seguinte maneira:

8rG P

Analogamente definimos, respectivamente, os parametros de densidade de energia escura

A e de curvatura k, como seguem:
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Ac?
Qpr = —— (4.57)
H33
kc?
Qr(t) = . 4.58
k( ) Hga2 ( )

Os registros da dependéncia temporal dos parametros das densidades Qe () e Q(t)
devem-se a densidade de energia p = p(t) e ao fator de escala a = a(t), respectivamente,
contidos em suas expressoes. Por estar associado a constante cosmoldgica, o parametro
de densidade de energia escura nao varia com no tempo. No entanto, se considerarmos
modelos mais gerais de energia escura onde sua densidade nao é constante ao longo do
tempo (por exemplo, modelos de quintesséncia), entao py também serd funcao do tempo,
e a expressao de 2, (t) serd mais complicada. Equagoes dinamicas especificas do modelo
fariam-se necessarias para determinar o aspecto funcional do parametro de densidade de

energia escura, nessa situacao.

A equacdo (4.54) torna-se, portanto, muito mais simples quando expressa em

funcao dos simbolos representativos dos parametros de densidade,

H2

e Qe(t) + Qn + (L) (4.59)

Este novo formato evidencia algumas informagoes relevantes. A titulo de exemplo
percebe-se que, em um Universo sem a presenca de constante cosmoldgica, a medida
atual da curvatura da sua secao espacial é determinada apenas pelo valor do parametro

de densidade critica. Ou seja, dado A = 0 terfamos:

H? 8rG kc?

— = —5-—pt) + =5 4.60

72~ me’ T e (4.60)
1= Qe(to) + Qk(to) — Qk(to) =1- Qﬁ(t()). (461)

onde ty é o instante de tempo atual. Por conta da expressao (4.55), Se o valor de p,.
fizer com que Q.(tg) > 1, entao, de acordo com as possibilidades da métrica (4.14), a
secao espacial é plana, pois para satisfazer essa condicao k teria de ser igual a 1. Se ao

invés disso tivermos € (tp) < 1, entdo consequentemente k = —1, o que representa um
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Universo de se¢ao espacial hiperbdlica. Existe, ainda, a possibilidade de que Q(to) seja
igual a 1, assim sendo, (tp) —1 = 0. Desta forma, terfamos um Universo espacialmente

plano.

Generalizando para o caso em que A # 0,

Qulto) = 1 — Qelto) — Qn (4.62)

a curvatura passa a depender de A e de k. Para simplificar a notacao a partir daqui

omitiremos a dependéncia temporal, isto é, Q(t) = Q.

A densidade de energia total do Universo é naturalmente resultado da contribuigao
de varias fontes, pois o Universo é formado por matéria, radiagao etc. Portanto, dadas

as n fontes de energia do Universo,

p=> 0 (4.63)
j=1

0=> 9, (4.64)
j=1

De maneira que, a conservagao da energia total nos obriga a supor que os tensores

energia-momento das componentes sao separadamente conservados.

Lembrando das consideragoes feitas na sub-secao 4.2.3 sobre os valores que o
parametro de estado w poderia apresentar, é razodvel assumirmos que a j—ésima com-
ponente da densidade de energia deverd ter o seu préprio parametro de estado w;. As
hipéteses sobre os valores de w podem agora serem melhor justificadas. Notemos que o
parametro de estado do Universo é a soma dos parametros de estado de todos os seus

constituintes, ou seja,

P D Pwy Dl Py

v Yipi 2iri P (463)

O parametro de estado total é a média ponderada dos j—ésimos parametros de

estado. Entao, se a medida de uma dada componente [ é dominante em detrimento das
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demais, configura-se em uma boa aproximacao a expressao

w s wy = P (4.66)
P

Deste modo, a densidade de energia é, por seu turno, aproximadamente igual a densidade

de energia do constituinte dominante:

p = p = poa 0T (4.67)

Em que pg; é a densidade inicial da [—ésima fonte de energia. Entao, como ja discutido
na secao 4.3, em um Universo dominado por matéria com w = 0 a densidade vale
p ~ poa~>. J4 um Universo dominado por radiacio possui w = 1/3, ou seja, p = poaa4.
Assumindo serem essas as duas fontes que contribuem para a densidade de energia total

do Universo, podemos escrever

Hy rG n rG n Ac? n kc?
_Hg362a3p0M H§302a4p0R Hg?) Hga2

Hj
H
H? Pm,0 -3 Pr,0 —4 Ac? kc? —2
H2
h

2 L Qmo 4 Q.0
at al a?

+ Qa, (4.68)

onde

Qr,() . <pr,0) —4
1 — ] a
a Pec
a Pe
=—a
a? H?

Lembrando que H = a/a, se conhecermos (ou medirmos) os valores dos parametros

) para cada componente do Universo, podemos determinar a forma de a(t).

a Qr 0 Qm 0
— = : : Q Qpra? 4.69
Hy \/ a? + a + 0+ e ( )
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A forma mais geral da equacao de Friedmann paramétrica, sem que particularize-
mos as componentes, é dada em respeito ao somatério dos parametros de densidade das

véarias fontes de energia do Universo. Com efeito,

H2

R U (4.70)

Jj=1
A escolha de tornar ou néo explicitos os termos que compoe {2 ird depender da

riqueza de detalhes desejada para o modelo cosmoldgico e do objetivo da investigacao.

4.4.2 Parametro de Desaceleragcao do Universo.

Embora tenhamos derivado alguns modelos cosmolégicos com base em justificati-
vas fisicas na se¢@o 4.3, uma expressao para a(t) pode ser obtida através de motivagoes
puramente matematicas. Em razao do fator de escala ser uma funcao do tempo podemos
expandi-lo em série de Taylor, ao longo de um intervalo §t =t — tg pequeno o suficiente

para que os primeiros termos sejam uma boa aproximagao:

da 1 d?a 2
t) =~ alt - t—t o1 442 b=t
alt) ~alte) + G |_, (= t0) + 5], (=10
1 da 1 da
t) = a(to) |1 —| (t—t)+ s | (t—t)? 4.71
a(t) ~ a( 0)[ + o) t:to( 0)+a(t0)2! dt2 t=t0( o) } e

No lado direito da igualdade o fator multiplicativo que compoe o termo linear em
t é a medida atual do parametro de Hubble Hy = a(to)/a(to). Definimos o chamado

parametro de desaceleracao do Universo com base no terceiro membro dessa expansao:

aa a
_ _ga_ a4 472
1=7%2 = "am? (4.72)

Entao, quem surge naturalmente na expansao 4.71 é o valor atual do parametro de
desaceleragao ¢(to) = qo = ql¢,- O fator de escalar também é dependente desta medida,

ou seja,

1
a(t) = ag + Ho(t — to) — 5(10H3(t — tg)?. (4.73)
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onde a(ty) = ag

A expansao em série de Taylor acima nao se baseia em nenhum modelo de Universo
especifico. Hy e qo somente modelam a expansao do Universo em tp, sem nenhuma

hipétese sobre seus componentes e sua dinamica.

Embora o tenhamos definido somente agora, o parametro de desaceleracao nao

é completamente desconhecido. Dividindo a segunda equacio de Friedmann por H?

temos:
LSO S (1 B = — 2 S 01+ 3uy) (4.74)
H?%a ~ 20232 & U T o ’
Logo,
__a _EZQ (14 3w;) (4.75)
qO - H2a t=to - 2 i 40 i ‘

Como mencionado na sub-se¢do anterior a predominancia de um constituinte do
Universo, em detrimento dos demais, conduz o pardametro de desaceleracao a depender
com mais relevancia do elemento dominante. O somatério pode incluir a densidade de
energia escura pois ha uma equacao de de estado para ela, um Universo com predo-
minancia dessa componente tem desaceleracao negativa, logo, tem expansao aceleradal

Misner et al. (1973)

4.4.3 A cinematica dos Raios de Luz: O Redshift.

Do ponto de vista observacional, como ja mencionado, o tempo cosmoldgico nao
é uma escala de medida de tempo conveniente. De sorte, é necessario alguma grandeza
observavel adimensional, capaz de caracterizar a passagem do tempo. Esta nova quan-
tidade deve evoluir monotonicamente com o tempo a partir do instante ¢ = 0 para nao
ocorreram medidas ambiguas ou fisicamente invidveis. Devemos utilizar o movimento
da luz para encontrar essa nova grandeza, dada a sua relagao com a passagem do tempo,

como vimos na secao 3.1 que trata da relatividade especial.
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Ao moverem-se pela extensao do espago-tempo raios de luz imprimem linhas de
mundo que sao curvas geodésicas do tipo Luz ou nulas. O intervalo relativistico carac-
terfstico da luz é identicamente nulo, ds* = 0. Vamos imaginar um feixe luminoso cujo

a propagacao é um caso particular da métrica (4.14) com d¢ = df = 0:

ds* = —c*dt* + a(t)dx?

0 = —c2dt* + a(t)dx*

dt
dy = c—— 4.76
= ax Ca(t)7 ( )

onde dt é o tempo transcorrido entre o instante de emissao t = t. e o instante de deteccao
t = tg do feixe luminoso. O sinal negativo constituiria uma emissao hoje, em ¢t = to,

detectada em um instante t; > to.

Impondo dx > 0 e lembrando que x(t9) = 0, j& que esta é a origem do nosso

referencial, podemos integrar ambos os lados de t. até t:

x(to) = x(te) = —c / i Oz)
Xe = X(te) = C/t i aC(li) (4.77)

Importante notarmos que y. é apenas o valor da coordenada da fonte emissora no
instante da emissdo, portanto, nao representa uma distancia fisica. Entao precisamos
comparar essa medida com outra similar. Para tal, suponhamos que a partir da posicao
Xe, duas frentes onda foram emitidas respectivamente nos instantes t. e t. + dt., onde
Ote e Oty sao as medidas dos periodos da frente nos instantes t. e ty. Posteriormente
essas frentes de onda foram detectadas respectivamente nos instantes tg e dtg. A figura

a seguir ajuda a ilustrar essa situacao.
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Xe = cte

t. +0t,

FIGURA 4.7. Frentes de onda emitias em t. e te + 0te, detectadas em tg e te + dtg respectivamente.

Dada a frequéncia da onda emitida v, queremos descobrir com qual frequéncia v

essa luz serd observada. Usando o fato do valor da coordenada de emissao ser constante:

o qt
e[
‘ te a(t)
to+dto dt
X :/ = —
‘ tet6te a(t)’
temos,
/t0+5t0 dt /to dt
B te+6Ote a(t) te a(t)
t

to to+dto te+dte to dt
tetote 0 te tette] alt)

to+dto dt /te+6te dt
t

— ), al) a(t)’

Ja que o periodo 0t de uma onda é uma escala de tempo estreita comparada a
escala de tempo cosmoldgica, a(t) ndo muda significativamente entre os instantes ¢ e

t + dt. Logo as integrais podem ser aproximadas por:

oto Ote
i)~ at)’ e

os periodos associados sao dados como v, = 1/6t. e vy = 1/dty. Entao a razao entre o

fator de escala no instante da emissao e o fator de escala no instante da detecgao é dada
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em funcao das frequéncias nesses instantes,

140 . 5te . a(te)

Ve B % B a(tO).

(4.80)

O que permite obter um modo de identificar a expansao ou contracao do Universo. Se
vy > Ve, entao a(ty) < a(te) e o Universo esta se contraindo. Do contrario se vy < v,

implica em a(tg) > a(te) que é resultado de um Universo em expansao.

Levando-se em conta que a velocidade da luz é constante, e de posse das frequéncias,
define-se o parametro adimensional chamado de redshift, como funcao do comprimento

de onda:

—XA  Xo v a(to)
A A Vo a(t)

2 —1 (4.81)

onde \g é a medida do comprimento de onda no instante da deteccao ty. J& A é a medida

do comprimento de onda da luz em um instante de emissao t qualquer.

O redshift z ndo pode ser menor do que zero. Uma fonte vizinha a nds possui
valor de redshift z = 0, entdo z < 0 implicaria em distancias negativas, o que nao faz

sentido fisicamente.

De agora em diante estimar o valor do fator de escala no instante ¢ ¢ uma tarefa
simples,

a(t) = : (4.82)

Além de ter uma relacgao simples com a(t), por conta da ado¢ao da métrica (4.14),
vemos que o redshift é uma varidvel muito mais conveniente do que o fator de escala,
ja que noés a observamos diretamente. Podemos inclusive reescrever as equagoes de
Friedmann para que ndo mais dependam do fator de escala, basta que para isso utilizemos

o resultado (4.82). Assim sendo, a nova versao da equagao (4.67) é da forma:

3(1+w;) 3(1+w;)
a(t a(to)(1+ 2 w
pi(z) = puo < a((f))) = L0 ((OX)> = pro (1427 (4.83)
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Substituindo na equagao (4.68) obtemos a equagao de Friedmann em fun¢ao apenas

dos parametros cosmoldgicos, isto é é,

H2

m = Qro(1+2)* + Qo1+ 2)* + Qo1 + 2)% + Qa (4.84)

Esse resultado é a primeira equacao de Friedmann observacional. Uma vez medido
o parametro de Hubble Hy, a partir dessa igualdade recuperar a equacao de Friedmann
tedrica (4.53), e aferir os valores de t, a(t) e p(t), torna-se um exercicio puramente

algébrico.

O calculo de Hy requer o estabelecimento da nocao de distancia no Universo.
No entanto, este conceito ja se faz presente, pois a dindmica do Universo é dada pelas
equagoes de Einstein (4.31), que sao equagoes diferenciais relativas a métrica do Universo
(4.14). Em vista disso, para obtermos meios de calcular distancias, nossa tarefa é lancar
mao de particularizagoes fisicas convenientes para adquirirmos expressoes, bem definidas,
da medida de distancia no Universo. Wald (1984); Weinberg & Steven (1972); Misner
et al. (1973); Weinberg (1972)



Capitulo 5

Medidas de Distancia no Universo

Em 1929, Edwin Hubble apresenta a lei observacional que leva seu nome, a lei de
Hubble (4.2). Com a qual, nos é mostrado que a velocidade média v de afastamento das

galdxias é proporcional a distancia d entre elas e nés.

A verificagdo da lei de Hubble necessita de métodos independentes de medida de
velocidade, como o redshift da luz emitida pelas galdxias observadas. E claramente foi
preciso utilizar um outro modo de medir distancias. Velas Padrao sao fendmenos em
respeito aos quais somos capazes de conhecer ou estimar a poténcia intrinseca em seus
referenciais inerciais locais. Além disso, emitem uma quantidade massiva de radiacdo
em um curto periodo de tempo, e por isso sao bons marcadores de distancia, alternativos

a lei de Hubble.

Embora a lei de Hubble tenha surgido em um contexto diferente do modo como
concebemos as Equacgoes de Friedmann (4.32) e (4.33), dadas através das equagoes de
Einstein (4.31), ambas nos conferem meios para medirmos o parametro de Hubble atual
Hy. Entao, devemos agora nos perguntar se ha compatibilidade entre as duas expressoes.
Devemos verificar se, e como, a Lei de Hubble observacional se encaixa no contexto da
cosmologia homogénea e isotropica. Ou seja, a mensuragao de distancia é influenciada

pelo Universo onde ela foi imprimida.



Capitulo 5. Medidas de Distancia no Universo 124

5.1 A Lei de Hubble Geomeétrica.

A versao geométrica da lei de Hubble (4.2) é expressao da expansao do Universo,

fato este ilustrado pela imagem que segue:

F1GURA 5.1. Dindmica de expansao do Universo.
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Aqui utilizamos as mesmas suposi¢oes que motivaram as hipéteses de homoge-
neidade e isotropia do Universo, sobre as quais tratamos na se¢do 4.1. Os pontos de
intersec@o entre as folhas ¥; Vt € RT e as linhas de mundo, indexadas pelos valores da
coordenada y, representam as galdxias. Impondo que as galaxias sejam comoveis, suas
linhas de mundo sao geodésicas do tipo tempo-tempo. Assumiremos que em qualquer

instante t, a folha 3; associada serd homogénea e isotrépica.

Assim como na secao 4.2 sobre geometria do espaco-tempo, a coordenada y é quem
indexa as geodésicas de um mesmo feixe. Na figura 5.1 o ponto com y = xo = 0 ¢ a
nossa galaxia. A distancia coordenada da galdxia em y = cte até a nossa, medida ao

longo da hiper-superficie ¥; no instante ¢, é dada entao por:

Ax=Xx—X0=X- (5.1)

Seria preciso calcular yo e x instantaneamente, isto é, esses calculos seriam si-
multaneos, do ponto de vista do espago-tempo, o que nao é permitido de acordo com
a Teoria da Relatividade especial, se¢ao 3.1. A distancia prépria é definida sobre uma
hipersuperficie de tempo constante. O fator de escala indexa a superficie em questao
e fixa os eventos ao longo das linhas de mundo dos observadores envolvidos. Conse-
quentemente a distancia real observada é funcao da distancia coordenada e do fator de

escala,

D(t) = a(t)x. (5.2)

Em Fisica costumamos chamar D(t) de distancia prépria, y, por seu turno, é

frequentemente nomeada de distancia comével.

A velocidade de recessdo das galdxias é a derivada da distancia fisica em funcéao

do tempo cosmoldgico,

dD da a
= — = — = 0 = — = H .
o= o = X = ax = —ax = Hay, (5.3)
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onde utilizamos a definicao de parametro de Hubble H(¢) := a/a. Vemos que em cada

instante ¢ a velocidade é proporcional a distancia entre elas

vy = H(t)a(t)x = H(t)D(t). (5.4)

Essa é a velocidade de recessao das galaxias obtida através da lei de Hubble
geométrica. Sempre que uma quantidade cosmoldgica é obtida em funcao do fator de
escala é preciso encontrar meios de substituir essa dependéncia. Como vimos na secao

4.4, a(t) é uma grandeza impossivel de ser medida diretamente.
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5.2 A Lei de Hubble Observavel.

A expressao (5.2) nao oferece meios vidveis de medigao. Por isso em 1929 Hubble
infere a distancia das galdxias por meio do das luzes emitidas por varidveis cefeidas ao

longo do nosso cone de luz passado, como mostra a figura

FiGURA 5.2. Cone de Luz passado de uma Galéxia vizinha.

Na qual y representa a medida da distancia coordenada entre os instantes ¢ e #.
A distancia percorrida pela luz, também chamada de distancia de luminosidade, é, neste
caso, calculada a partir da métrica de FLRW, fazendo o intervalo relativistico igual a

zero e fixando as coordenadas celestes (angulares) levando a relagao:

dpy, = ca(t) /t ’ ac(l%' (5.5)

Usar a relacao entre o fator de escala e o redshift a = ag/(1 + z) permiti-nos reparame-

trizar esta integral, logo,

ao

N

dz, (5.6)

assim sendo, supondo que todos os observadores sdo comoveis e, portanto, o redshift é
devido apenas a expansao do Universo, no instante tg o redshift é identicamente nulo,

assim temos
c  dz

dpyz = —~ - 5.7
w2 o HG -7
H(z) é o parametro de Hubble em funcao do redshift, ou seja,
a(t)
H(z) = 23| 5.8
(2) (D) i (5.8)

Ao contrério do que ocorreu na lei de Hubble geométrica (5.4), a relagao entre
diu» € z depende da historia de evolucao do Universo contada pelo parametro de Hub-
ble, e nao somente de seu valor em um dado instante. Se por um lado seja justamente o
que possibilita investigarmos a solu¢ao do Universo, por meio da relacao entre distancia
e redshift, por outro a solucao da integral (5.7), em geral, ndo é exata e depende da

aparéncia funcional de H(z). Como por exemplo na sub-se¢ao 4.4.3 do capitulo 4 onde
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derivamos uma expressao para H(z) em fungao dos parametros de densidade de energia
(1,, densidade de energia escura {5, densidade de curvatura €2, e do redshift cosmoldgico
z. Um outro problema é o fato de dj,, nao ser diretamente mensuravel em escalas cos-
molodgicas. Por isso surge a necessidade de definicoes mais convenientes de distancia, do
ponto de vista observacional, uma vez que H(z) ja tem garantida sua versao mensuravel,

e nao somente estimavel.

5.2.1 Distancia de Luminosidade.

Suponhamos que, por alguma razao, conhecamos a quantidade de energia luminosa
por unidade de tempo emitida isotropicamente por uma fonte luminosa qualquer, em
seu referencial local. Essa quantidade é chamada de luminosidade. Essa energia por
unidade de tempo é distribuida pela frente de onda ao se afastar do objeto que a emitiu
Jackson (1999); Zangwill (2013). Para melhor entendermos esse efeito vamos assumir
que a fonte luminosa é pontual, de modo que o lugar geométrico dos fétons emitidos em

um mesmo instante ty € RT é a superficie esférica imaginaria S2.

lembrando do conceito de distancia fisica, expressao (5.2), em um dado instante
t € R" a distancia fisica e a distancia coordenada sdo iguais a menos de uma constante

multiplicativa que é o fator de escala avaliado nesse instante, ou seja

D(t) = a(t)x. (5.9)

Logo, em um dado instante a distancia fisica coincide com a distancia coordenada for-
mada pelo produto entre a(f) e a distancia coordenada . Para tal é preciso que o fator
de escala seja igual a 1. Tipicamente escolhemos o fator de escala em ¢ = t, portanto

hoje, como sendo ag = 1 . Nesse caso, essas distancias coincidem hoje, ou seja,

D(to) = D = apx = x (5.10)

A distancia coordenada (ou comédvel) D = x entre a fonte pontual e a posi¢do
dos fétons, emitidos em %y, no instante t > ty qualquer é justamente o raio da esfera

2, modo que em um dado instante, no referencia préprio da fonte emissora, o lugar
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geométrico das frentes de onda emitidas isotropicamente é justamente a esfera de drea
47D?. Vemos que a medida em que a energia se afasta da fonte emissora o fluxo F,
energia por unidade de tempo e area, diminui. Em outras palavras, se o espago onde
se d4 a propagacao dessa energia fosse plano, e a fonte estivesse parada, a relacao entre

distancia comével D, o fluxo de energia F' e a luminosidade L seria simplesmente

L
F=_"_
A7 D?

(5.11)
Caso a segao espacial do Universo apresente outras geometrias a relagao entre F', L
e D nao serd tao simples. De fato, nao existe lei fundamental independente da evolucao

do Universo que relacione essas grandezas.

A luz percorre distancia dj, que nao é exatamente a distancia coordenada D entre
a fonte e a deteccdo, d; # D. No entanto, luzes emitidas por fontes que nao estejam tao
distantes de nds a eventual curvatura do Universo pode ser desprezada ao longo do seu
caminho. Aliado a esse fato, se o intervalo de tempo cosmolégico entre a emissao e a

deteccao for suficientemente pequeno a evolucao também pode ser desconsiderada.

L L
dmd? TN anF (5.12)

Num espago-tempo genérico, essa equacao é a definicao de distancia de luminosidade.

Aplicar essa expressao para o cdlculo da distancia luminosa dj, exige conhecimento da
luminosidade L. Como mencionado no inicio deste capitulo fontes cujas caracteristicas

de emissao sao bem conhecidas sao chamadas de velas-padrao.

A distancia de luminosidade é uma grandeza ideal para a relacionarmos com o
redshift z em uma lei de Hubble observacional. Contudo, isso ird requerer que contabili-
zemos os efeitos produzidos pela geometria do Universo. Para melhor compreendermos
esse fato na figura que segue, por conveniencia, a linha de mundo de uma vela-padrao,
esta posicionada em y = x. = 0 e nossa linha de mundo encontra-se na posigao x = cte,

como mostra figura 5.3.

FI1GURA 5.3. Emissao e detecgao de feixe de fétons no Universo.

Onde, sem perda de generalidade, vamos supor que os fétons emitidos da posicao

X = 0 nos instantes t.2 e t1 possuam a mesma frequéncia v,. De modo que, a energia
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de um tinico féton emitido é da forma € = hv,, onde h é a constante de Plank Cohen-
Tannoudji et al. (2019); Sakurai & Napolitano (2011). A energia total resultante da
soma das energias individuais de um conjunto de N fétons emitidos do mesmo ponto

entre os instantes t.2 e to1 ¢, portanto, Ne = Nhv,.

A luminosidade é a razao entre o total de energia emitida e o intervalo de tempo
no qual durou a emissao. Para o conjunto de N fétons emitidos ao longo do intervalo de

tempo te2 — te1 = Ote, a partir de x = 0, a medida de luminosidade ¢ calculada como:

Nhv,
Ote

L= . (5.13)

Logo o nimero de fétons emitidos em um intervalo de tempo dt., na posicao xy =0 é

Lét,
N="5 14
i (5.14)

Apés a emissao, o percurso até o momento da detecgao desses fétons em x = cte ird mo-
dificar suas frequéncias, por conta do refshift cosmoldgico. Os fétons que antes possuiam
frequéncia v, foram detectados entre os instantes £o 1 e 92 com frequéncia vy. De ma-

neira que, a medida de luminosidade nesse ponto seja

_ Nhyy  Nhiy
to,2 —ton Sty

(5.15)

O lugar geométrico da deteccao é a hiper-superficie do tipo espago ;. Ainda
que superficies de simultaneidade diferentes sejam indexadas por instantes diferentes o
intervalo tg 2 — to1 = 0ty é pequeno quando comparado a escala de tempo do Universo,

logo ¥y, = Xy, = Xy,

O fluxo F detectado é a razdo entre a luminosidade L e a medida da drea A através
da qual a energia emitida Nhig fluiu durante o intervalo de tempo tg 2 — to,1 = dto, isto

é

L Nhyy

A StgA”

(5.16)

Esta definicdo quando aplicada ao nosso problema tem a drea A representando um

subconjunto da superficie de simultaneidade (hiper-superficie) ¥;,. Em outras palavras,



Capitulo 5. Medidas de Distancia no Universo 131

A é a medida da drea da esfera S? ambientada em ¥y,. A forma explicita dessa drea
requer o conhecimento do raio de S2. Como j4 tratado na secdo 4.2 sobre a geometria do

espago-tempo, a depender do tipo de curvatura, as trés possiveis expressoes de A séo:

4r(sinx)?ad % =83
A=A(x) = 47rx2a% , 2 = E? (5.17)

4r(sinh x)%ad %, = H?

Onde a quantidade x — xo = x é a distancia comédvel entre a galaxia emissora e
o ponto de deteccdo. Agora podemos obter uma expressao observavel para distancia
de luminosidade em funcao do redshift z. Com efeito, supondo serem os intervalos de
tempo dt. e dty os periodos dos fotons durante a emissao e a detecgao, respectivamente,

a defini¢ao (4.80) aplica-se a medida do fluxo detectado do seguinte modo:

F

_ Nhwy  Létchwy Loty (w\°L L (5.18)
N 0tpA N hv.0tg A a OtoreA N A A(l + 2)2’ '

Ve

onde utilizamos o nimero de fétons dado pela fungao (5.14). Substituindo esse resultado
na expressao da distancia de luminosidade somos levados a trés possiveis resultados por

conta das trés possiveis dreas, mostradas em (5.17),

(1+ 2)agsin (x) ,%; =S
Al + 2)?

o=\ = = (+2)ax) 5y = E3 (5.19)

(1+ 2)agsinh (x) ,%; = H3;

onde, assim como na se¢ao 5.2,

Z dz
o H(z)

X=c

5.2.2 Distancia de Didmetro Angular.

Tomar a medida de uma fonte extensa de luz contida em um espago curvo, em
principio requer o conhecimento sobre a curvatura intrinseca desse espaco ambiente,
como vimos na secao sobre Variedades Riemannianas 2.3, do capitulo 2. No entanto,

se principio cosmolégico que assegura isotropia e homogeneidade do Universo estiver
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correto, entao a métrica (4.15) é valida. Dada a simplicidade desta métrica, e inde-
pendéncia dos eixos coordenados dos quais foi derivada, podemos fazer aproximacoes

que tornam facil a tarefa de tomar medidas de fontes extensas distantes de nds.

Imaginemos uma fonte extensa distante de nds, em outra galaxia, por exemplo.
Estamos interessados em saber o valor d4 do percurso dos raios de luz que saem das
extremidades dessa fonte e chegam até nds, ja que esta é uma medida de distancia do

Universo.

Seja D o valor do didmetro da fonte extensa em seu proprio referencial. A métrica

com respeito a esta observacao é simplesmente dada como:

gudatda” = ds* = D? (5.20)

Uma vez que D é um comprimento préprio, um seguimento de geodésica que se estende

ao longo de uma superficie de simultaneidade em que dt = 0.

Sem perda de geralidade vamos rotacionar o sistema de coordenadas {ct,r,0, ¢}
de modo que para nés seu diametro seja perpendicular a direcao radial r e a coordenada
azimutal ¢. Consideremos que os raios de luz das extremidades da fonte foram emitidos
em um instante t1, e que nds os detectamos no instante ty > t;. O valor da coordenada
radial no momento da emissao era r1, ja a detecgdo deu-se em r = rg = 0. A rotacao dos
eixos coordenados faz com que a linha de visada também seja perpendicular ao diametro
da fonte. Além disso, convenientemente, o angulo entre a linha de visada e os raios de
luz das extremidades passa a ser a medida 6 da coordenada polar, como mostra a figura

5.4

F1GURA 5.4. Relagao entre as quantidades usadas no calculo do didmetro angular e do didmetro préprio
da fonte extensa.

O valor § = 20 é a medida do angulo entre os raios de luz detectados em 7y no
instante tg, que partiram das extremidades da fonte. No nosso referencial o didmetro é

observado da seguinte maneira:

gudrtds” = ds* = a(t)? (r1d6?) . (5.21)
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lembrando que para nés que a medida do diametro se estende apenas ao longo
da coordenada polar, logo d¢ = 0. Como mostra a figura 5.4 as extremidades tem
distancias iguais em relacao ao ponto de deteccao, ja que estao sobre a mesma superficie
perpendicular a linha de visada, logo nao ha razao para supor que os raios de luz cheguem
em instantes diferentes, exatamente por isso que dt = 0 em (5.21). Igualando as medidas
nos dois referenciais

D = a(ty)r1df = a(ty)r1 (5.22)

O diametro angular percebido por nés é, portanto,

(5.23)

A medida d4, que desejamos, poderia perfeitamente representar o tamanho do raio de
uma circunferéncia no espago euclidiano. De modo que, o perimetro D de um arco que
limita o setor circular de angulo § nesta circunferéncia nos permite definir a seguinte
expressao para d4:

dad =D = dy =

Sl

(5.24)

Chamamos d 4 de distancia angular que é calculada em fungao de objetos com diametro

conhecido chamados de régua padrdo. Usando o resultado (5.23),

dA = CL(tl)T’l. (5.25)

Entao, no espago-tempo completo o esquema dos raios de luz mostrado na figura
5.4 se d4 de acordo com a figura que segue:
FIGURA 5.5. Relacao entre as quantidades usadas no célculo do diametro angular e do diametro préprio
da fonte extensa no espago-tempo completo.
As extremidades da fonte sao as intersecoes das linhas de mundo em y, e x; com
a hiper-superficie ;. N6s estamos posicionados em y = 0. Como consequéncia existem

trés possibilidades para o aspecto funcional explicito do didmetro préprio, de acordo

com a nocao de curvatura intrinseca constante. Com efeito
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a(t)(sinx(t)d, ¥;=S°
D = ¢ a(t)x(t)6, ¥ =E? (5.26)

a(t)(sinh x(¢))0, ¥, = H?.
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Conhecida a relacao entre o fator de escala e o redshift (4.82)

alto) (sinx(1))0/(1 +2), %y =S8
D = Qa(to)x(t)0/(1+ 2), 5 =E? (5.27)

a(to)(sinh x(£)0/(1 4 z), ¥; = H.

Sendo assim, temos:

apsin (x)/(1+2) % =S
da = ap(x)/(1+ 2) , % = E3; (5.28)
apsinh (x)/(1+2) ,%; = H>

onde, assim como na se¢ao 5.2,

Z dz
X=c -
o H(Z)
A dificuldade de se utilizar essa medida reside no fato de ndo conhecermos com

precisao as medidas das réguas padrao Ryden (1970); Harrison (2000).
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5.3 Cosmologia Observacional.

Nos capitulos anteriores discutimos os observaveis em cosmologia, como os di-
ferentes tipos de distancia, tais como: co-movel, didmetro angular e as distancias de
luminosidade. Além disso, definimos os volumes fisico e matemético, bem como, a co-
ordenada de tempo cosmolégico. Todas essas quantidades foram derivadas a partir da
métrica (4.14). O parametro de Hubble e todos esses observaveis, em um primeiro mo-
mento, foram representados como funcgoes do fator de escala, mas como em qualquer
instante diferente de ¢y ndo conhecemos a(t), reescrevemos as expressoes em fungao do

redshift z por meio da derivagao de a = a(z), (4.82).

Ao contrario do fator de escala o redshift de diferentes épocas pode ser medido.
A partir desses dados pode-se conhecer o didmetro, luminosidade e tempo de uma fonte

de alto redshift do tamanho angular observado, fluxo e redshift.

Se somos capazes de obter o didmetro, luminosidade etc. independentemente,
entao podemos usar esses numeros para restringir o espaco de parametros do modelo
cosmoldgico como base em observagoes em que redshifts sao medidos. Chamamos esses

procedimentos de testes cosmoldgicos Mukhanov (2005).

Neste capitulo trataremos brevemente sobre observacoes mais utilizadas para vin-
cular e restringir o espago de parametros cosmoldgicos: Supernova do tipo Ia (SN Ia),
Radiacao Césmica de Fundo (RCF) e Oscilagoes Actsticas de Bérions (BAO - baryon

acoustic oscillations).

5.3.1 Supernovas do Tipo Ia.

Em Astronomia ”velas padrao”sao objetos com perfil de brilho bem conhecido,
usados para medir distancias no Universo. Uma supernova do Tipo Ia é uma supernova,
Branch & Wheeler (2017), que ocorre em sistemas bindrios (duas estrelas orbitando uma
a outra) em que uma das estrelas é uma ana branca que explode apds acretar matéria
da outra estrela, que pode ser desde uma estrela gigante até uma ana branca ainda
menor. As SN Ia s@o consideradas velas padrao confidveis porque tém um brilho de

pico consistente, podem ser vistas a grandes distancias, tém caracteristicas espectrais



Capitulo 5. Medidas de Distancia no Universo 137

distintas e desempenharam um papel fundamental na descoberta da expansao acelerada

do universo Goldhaber & Perlmutter (1998).

Em ultima anédlise os dados observacionais produzidos pelas SIA constituem-se
de ondas eletromagnéticas do qual o espectro visivel, a luz, faz parte. A medida da
intensidade da luz observada é obtida da quantidade chamada de magnitude. Em astro-
nomia, tal grandeza é uma medida do brilho ( fluxo que atinge a Terra) de um objeto,
geralmente no espectro visivel ou infravermelho. A escala é logaritmica e definida de tal
forma que uma estrela de magnitude 1 é exatamente 100 vezes mais brilhante que uma
estrela de magnitude 6. Assim, cada passo de uma magnitude é aproximadamente 2,52
vezes mais brilhante que a magnitude 1 maior. Quanto mais brilhante um objeto apa-
rece, menor o valor de sua magnitude, com os objetos mais brilhantes atingindo valores

negativos.

A magnitude possui duas defini¢bes diferentes: magnitude aparente e magnitude

absoluta.

A magnitude aparente (m) é o brilho de um objeto conforme ele aparece no céu
noturno da Terra. A magnitude aparente depende da luminosidade intrinseca de um
objeto, sua distancia e a da absorcao da radiagao emitida ao longo do meio interestelar,

extinc¢ao, que reduz seu brilho.

A magnitude absoluta (M) descreve a luminosidade intrinseca emitida por um
objeto e é definida como sendo igual a magnitude aparente que o objeto teria se fosse

colocado a uma certa distancia da Terra, 10 parsecs para estrelas.
As expresstes matematicas para a magnitude aparente e absoluta sdo:

Magnitude aparente:

m = —2.5logo(F) +C
onde F é o fluxo de luz do objeto e C é uma constante.

Magnitude absoluta:
M =m —5logo(d) + 5

onde d ¢é a distancia ao objeto em parsecs. Entao, meio das magnitudes absoluta M e

da imposicao de que d = df,
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pw=m—M =5(og,(dr)) + 5. (5.29)

Notemos que p depende da distancia de luminosidade que, por seu turno, depende
do modelo cosmoldgico empregado. As distancias de luminosidades para K < 0, K =0

e K > 0 sao dadas respectivamente pelas expressoes que particularizam a métrica (4.14).

Para supernovas do Tipo Ia, a magnitude aparente m ¢é observada, e a magnitude
absoluta M é aproximadamente constante (M ~ —19.3). A relac@o entre dy, e o redshift

z é dada por:

_c(l4z) [* dY
dL(Z) - H, 0 E(ZI)

onde ¢ é a velocidade da luz, Hy é a constante de Hubble e FE(z) é a funcao de

densidade de energia, definida como:

E(2) = V/Qun(1 +2)3 4+ Qp + Qi(1 + 2)2

A observacao de supernovas do Tipo la permite determinar o parametro de Hubble
Hy. Usando dados de supernovas, podemos ajustar a curva de dr(z) e obter Hy. Por
exemplo, observacgoes do programa SHOES (Supernovae and HO for the Equation of
State) indicam um valor de Hy ~ 74km/s/Mpc, enquanto dados da CMB do satélite
Planck sugerem Hy ~ 67km/s/Mpc.

Para aumentar a precisao das medigoes de distancia, varias correcoes sao aplicadas:

1. Correcgao K: Ajusta a magnitude observada para compensar o efeito do redshift
na distribui¢do espectral da luz da supernova Hogg et al. (2002). 2. Corregao de
Extingao: Compensa a absor¢ao de luz pela poeira interestelar Holwerda et al. (2015).
3. Corregao de Estiramento: Ajusta a magnitude absoluta da supernova com base
na largura da curva de luz, uma vez que supernovas mais brilhantes tendem a ter curvas

de luz mais largas Goldhaber et al. (2001).

A corregao de estiramento é dada por:
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Meory = M — a(s — 1)

onde s é o fator de estiramento e a é um parametro ajustavel.
Vamos considerar algumas supernovas do Tipo la observadas:

1. SN1997ff: Observada pelo Hubble Space Telescope com z = 1.7 Riess et al.

(2004). Calculando a distancia de luminosidade:

26.4—(—19.3)
%

dr, =10 ~ 14 Gpc
2. SN2006gz: Observada com z = 0.23, m = 15.8 Hicken et al. (2007). Calcu-

lando a distancia de luminosidade:

15.8—(—19.3)

dr, =10 5 +1 ~ 780 Mpc

Supernovas do Tipo la s@o observadas por diversos surveys, como:

- Sloan Digital Sky Survey (SDSS): Fornece um grande niimero de supernovas
observadas em diferentes redshifts, permitindo o estudo da expansdo do universo Lam-
peitl et al. (2010). - Dark Energy Survey (DES): Foca na medicao da aceleragao
da expansao do universo, utilizando supernovas como uma das principais ferramentas
Vincenzi et al. (2024). - Pan-STARRS1: Realiza observacoes profundas e largas de

supernovas, contribuindo para a precisao das medigoes de Hy Jones et al. (2018).

As medigoes de supernovas do Tipo Ia sdo usadas para validar e ajustar modelos
cosmologicos. Comparando as distancias de luminosidade observadas com as previsoes
tedricas, podemos ajustar parametros como Hy, €, € Q. Esses dados sdo cruciais
para testar a consisténcia do modelo padrao ACDM e investigar possiveis discrepancias,

como a tensao de Hubble.

Podemos dizer que Supernovas do Tipo Ia sdo ferramentas essenciais na cosmo-
logia observacional. As técnicas modernas de observacao e corregoes permitem medir
distancias cosmoldgicas com alta precisao, fornecendo insights valiosos sobre a expansao

do universo e ajudando a validar modelos tedricos. As discrepancias observadas entre
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diferentes métodos de medicao destacam a importancia continua de refinamentos e novas

observacoes para entender melhor a natureza do cosmos.

5.3.2 Radiacao Césmica de Fundo (CMB)

A radiacao coésmica de fundo é uma radiagao eletromagnética de espectro de corpo
negro com temperatura de 2,725 k que preenche todo o Universo. E uma radiacao
isotrépica até uma parte em 10° e as variacdes de seu valor efetivo sdo somente 184K .
Prevista inicialmente por G. Gamow em 1946, foi detectada pela primeira vez na década
de 60 por A. Penzias e R. W . Wilson Gamow (1948). Dado o fato da RCF ter sido
observada intimeras vezes desde entao, qualquer modelo cosmoldgico proposto deve ser
capaz de prever tal quantidade, como o corre com um dos modelos mais empregados, o

ACDM Weinberg & Steven (1972).

Segundo esse modelo, até um periodo chamado de recombinacao, o Universo era
composto de um plasma de fétons, elétrons e barions, de alta temperatura. Durante
esse periodo, essas particulas estavam em constante interacdo umas com as outras, o
que significa que os fétons tinham um caminho livre médio muito curto - eles estavam
constantemente sendo espalhados pelos elétrons via Efeito Compton. A medida que o
Universo se expandia, ele também esfriava. Isso levou a uma diminuicdo na densidade
do plasma, o que por sua vez aumentou o caminho livre médio dos fétons. No entanto,
os fotons ainda estavam fortemente acoplados aos elétrons e nao podiam se propagar

livremente.

A situagao mudou drasticamente na época da recombinacgao. Quando o universo
tinha uma temperatura aproximada de 3000K e 380000 anos de idade (z ~ 1088),
os elétrons e os barions puderam se combinar para formar atomos neutros. Isso efe-
tivamente removeu os elétrons livres, assim a ocorréncia de espalhamentos Compton
diminuiu drasticamente, o que permitiu a a propagacao livre pelo Universo de uma
quantidade importante de fétons. Esta é a radiagao césmica de fundo que observamos
hoje. Portanto, embora possa parecer que nao houve muita mudanga até a recombinacao,

a recombinagao marcou uma transicao fundamental na histéria do Universo.

Com relagao a Terra, o local geométrico dos fotons que foram espalhados mo-

mentos antes do desacoplamento forma uma casca esférica conhecida como superficie de
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daltimo espalhamento. Em uma primeira aproximacao, a espessura dessa casca pode ser
considerada insignificante, fazendo com que ela se assemelhe a uma superficie esférica,

conforme ilustrado na figura 4.1.

Desde entao o processo de esfriamento dos fétons continua. Atualmente a tem-
peratura da RCF é de 2,725 K com variacoes da ordem de 10™° k. Descontando essas
minusculas variagoes a proveniente de todas as diregoes é uniforme. As anisotropias sao

originadas devido a variacoes de densidade, velocidade e potencial gravitacional.

Se existiram pequenas variagbes no potencial gravitacional na ultima superficie

de espalhamento, os fétons podem ter sido emitidos a partir de diferentes niveis de
)

potencial e, consequentemente, sofrido diferentes perdas de energia de acordo com o

local da emissao, processo conhecido como anisotropia primaéria.

Apos propagar-se livremente, até a deteccao por nds, a radiacdo sofre intmeros

outros processos fisicos, que se retinem sobre o nome de anisotropias secundérias.

As anisotropias contém informagoes sobre a distribuicao de matéria no Universo
jovem. Logo, estao relacionadas as sementes das estruturas cosmoldgicas vistas no céu
atual. Em outras palavras, a percepcao que temos dessas estruturas é fruto de anisotro-

pias na ordem de 107 %k.

Dada a dependéncia angular das anisotropias podemos separa-las em respeito as
escalas angulares pequena (9 < 10’), intermedidria (10’ <0< 20) e grande (6 > 2°). Em
cada uma dessas escalas hd a predominancia de diferentes processos fisicos Weinberg

(1972).

Para os primeiros picos do espectro de poténcia dessa radiacao, oriundas da ultima
superficie de espalhamento z;; ~ 1090, temos que, o horizonte sonoro desses picos de

radiagao rs (z;5) é dado por

o] Cs
s s) — d 5.30
rs (21s) 1000 H (%) ‘ ( )

onde ¢ é a velocidade do som e H(z) o parametro de Hubble usual.
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O horizonte sonoro, em termos simples, ¢ a distancia médxima que uma perturbacao
(como uma onda sonora) pode percorrer em um determinado periodo de tempo. No
contexto da cosmologia, o horizonte sonoro é a distancia maxima que uma onda so-
nora poderia ter viajado desde o inicio do universo até a época da tultima superficie de

espalhamento.

Conhecendo o horizonte sonoro, e dadas as equagoes (5.23) e (5.24), pode-se definir

a seguinte caracteristica angular

HA = —— (5.31)

onde 75 (z5) é a escala do horizonte sonoro na ltima superficie de espalhamento

e d5 (z15) é a distancia angular comével dada por

9(z) = = (1+2)da(z) (5.32)

A posicao do primeiro pico do espectro de poténcia da radiagao césmica de fundo,
representa a escala angular do horizonte sonoro no periodo da tltima superficie de es-
palhamento, pois quanto menor é a distancia entre os pontos de emissao e deteccao da

radiagao, menor é a anisotropia sofrida. Este pico é dado por

T dCOmOU (le>
A 04 Ts (le) ( )

Os principais satélites e surveys que contribuiram para o estudo da CMB sao:

e COBE (Cosmic Background Explorer): Lancado em 1989, foi o primeiro

satélite a detectar as anisotropias na CMB Mather et al. (1994).

e WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe): Langado em 2001, for-
neceu um mapa detalhado da CMB, permitindo a determinagdo de parametros

cosmoldgicos com maior precisao Bennett et al. (2013).
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e Planck: Lancado pela Agéncia Espacial Europeia (ESA) em 2009, mediu a CMB
com uma resolucao e sensibilidade sem precedentes, fornecendo o mapa mais de-

talhado da CMB até hoje Collaboration (2020a).

Os dados da CMB sao obtidos através de medicoes da intensidade e polarizacao

da radiacao em diferentes direcoes do céu. As principais técnicas incluem:

e Mapeamento de Temperatura: Medicao das variagoes de temperatura da
CMB, que fornecem informacoes sobre a densidade de matéria e as flutuagoes

de densidade no universo primordial.

e Polarizagao: Medigao dos modos E e B da polarizagao da CMB, que fornecem

informacoes sobre a reionizacao e a fisica do universo primordial.

Os dados do satélite Planck forneceram valores precisos para os principais parametros

cosmologicos. Alguns resultados importantes incluem:

Idade do universo: 13.8 4= 0.02 bilhoes de anos

Constante de Hubble: Hy = 67.4 £ 0.5km/s/Mpc

Densidade de matéria: ,, = 0.315 £ 0.007

e Densidade de energia escura: 2y = 0.685 + 0.007

Indice espectral das perturbacoes primordiais: ng = 0.965 4 0.004

Os dados da CMB sao usados para testar e ajustar modelos cosmolégicos. Com-
parando as observacgoes com as previsoes tedricas, podemos ajustar parametros como
- N . e iz : vacionai
Hy, Qn, e Qp. O ajuste é feito minimizando a diferenga entre os dados observacionais

e as previsdes do modelo ACDM.

Os picos no espectro de poténcia da CMB fornecem informacdes sobre a densidade

de matéria barionica (€2,) e a densidade de matéria escura (€.):

Qh? = 0.0224 £+ 0.0001, Q.h? = 0.120 £ 0.001
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A constante de Hubble Hj é derivada das medigdes de anisotropias da CMB. A
discrepancia entre os valores obtidos pelo Planck (Hy = 67.4km/s/Mpc) e os obtidos
por métodos baseados em supernovas (Hy =~ 74km/s/Mpc) é conhecida como a ”tensao

de Hubble.”

O indice espectral das perturbagoes primordiais ns fornece informacoes sobre as
condigoes iniciais do universo e é consistentemente medido em ng = 0.965 £ 0.004,

apoiando a teoria da inflagao.

A Radiacao Césmica de Fundo (CMB) é uma ferramenta crucial para a cosmologia.
As medigoes de satélites como o Planck fornecem dados precisos que permitem testar e
refinar modelos cosmoldgicos. A comparacao entre observagoes e previsoes tedricas ajuda
a ajustar parametros cosmoldgicos chave e a investigar possiveis novas fisicas além do

modelo padrao ACDM.

5.3.3 Oscilagoes Actsticas de Barions (BAO)

Assim como a radiacao césmica de fundo, as Oscilagoes Actsticas de Barions
(BAO) sao perturbagbes que originaram ondas sonoras no plasma relativistico do Uni-
verso primordial. Como discutido na segao anterior, em uma determinada fase de sua
evolugao, o Universo entrou no estagio de recombinacao. Este estigio resultou em uma
queda repentina na velocidade do som e interrompeu a propagacao das ondas sonoras
Mukhanov (2005); Weinberg (1972). Devido ao fato de que as frentes de ondas congela-
das eram regioes de maior densidade de matéria, elas tinham uma maior probabilidade

de formacao de galdxias.

A matéria barionica observada no Universo é proveniente do plasma primordial,
de modo que, o espectro de poténcias representativo das flutuagoes de matéria (anisotro-
pias) é a impressao das BAO. De acordo com o modelo cosmoldgico padrao, o periodo
compreendido entre o inicio das perturbagoes e o fim das BAO, que marca a fase de
recombinacao, abriga uma série de maximos e minimos dessas oscilacoes. Nesse ponto o
estado de equilibrio da matéria baridnica é instavel, pois encontra-se em um pico de po-
tencial. A matéria baridnica, quando apresenta uma dada escala de perturbagoes acaba
sendo ”arrastada” e acumulada nesses pocos de potenciais de matéria escura, ocorrendo,

assim, o término da propagacao da onda. Esse fenomeno nao ocorre imediatamente,
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sendo realizado em um intervalo de aproximadamente §z ~ 70 depois do periodo da
dltima superficie da casca de espalhamento, ou seja, quando zg =~ 1020. Este periodo é

chamado de época de arraste.

A medida da variacao da escala do horizonte sonoro co-mével na época de arraste
rs(24) é um dado observacional proveniente das BAO, onde z4 é obtido por meio de

ajuste numérico.

o [1/0tz) da
P (za) = -5 / ~153,342,0Mpe  (5.34)
V3 Jo a’H(a)/1+ (30/49,)a

com a distancia efetiva de cada pico de BAO, através de uma escala de dilatagao

Dy (2) = [(1 + 2)%d%4(2)

(5.35)

)
=

I
S—

onde d4 € a distancia diametro angular prépria, ¢ a velocidade da luz no vacuo
e H(z) o parametro de Hubble usual, medido em fungao do redshift z. Notemos, que
quando z tende a zero, a escala de dilatagao (5.35) se reduz a Lei de Hubble. Ou seja,
a menos que estejamos observando fenomenos cosmoldgicos com redshifts significati-
vamente maiores do que 0 nao notaremos os efeitos caracteristicos desses fenomenos.
As BAO sao diretamente relacionadas as anisotropias observadas na CMB. As ondas
sonoras que criaram os picos actsticos na CMB também criaram um padrao de agrupa-
mento nas galaxias, visivel em grandes levantamentos galacticos. O horizonte sonoro, a
distancia que uma onda sonora pode percorrer antes da recombinacao, é uma medida

crucial tanto para a CMB quanto para as BAO.

® csdz

nE) =) HR

onde ¢, é a velocidade do som no plasma primordial e z, é o redshift de recom-

binagao (z« ~ 1090).

Os principais surveys que contribuiram para a deteccao das BAO incluem:
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Sloan Digital Sky Survey (SDSS): Forneceu dados detalhados sobre a distri-

buicao de galdxias, permitindo a deteccao das BAO.

e Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (BOSS): Parte do SDSS, mediu

as BAO em um volume maior e com maior precisao Anderson et al. (2012).

e Dark Energy Survey (DES): Observou a distribui¢ao de galdxias para mapear

as BAO e estudar a energia escura Rosell et al. (2021).

As técnicas para detectar e medir as BAO incluem:

e Mapeamento de Galaxias: Observacao da distribuicao espacial de milhoes de

galdxias para identificar padroes de BAO.

e Lentes Gravitacionais: Medicao da distribuicao de matéria escura através do

efeito de lente gravitacional, que também revela padroes de BAO.

Com os atuais resultados das oscilagoes as mediadas de distancias estao mais preci-
sas, e os valores dos parametros cosmoldgicos possiveis mais restritos. Alguns resultados

importantes incluem:

e Distancia até o redshift z = 0.35: Dy (0.35) = 1370 + 14 Mpc

e Distancia até o redshift z = 0.57: Dy (0.57) = 2056 + 20 Mpc

Tais observagoes sao usadas para testar e ajustar modelos cosmoldgicos. Compa-
rando as observagoes com as previsoes tedricas, podemos ajustar parametros como Hy,
Qm, e Qp. O ajuste é feito minimizando a diferenca entre os dados observacionais e as

previsoes do modelo ACDM.

A medida da escala de dilatacao fornece informagoes sobre a expansao do universo:

1
cz /3

H(z)

Dy (2) = | (1 + 2)*d%(z)

As medigoes de Dy (z) em diferentes redshifts permitem tracar a histéria da ex-

pansao do universo.
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As medigoes das BAO ajudam a determinar a densidade de matéria (€2,) e a

densidade de energia escura (£25). Por exemplo, os dados do BOSS indicam:

Qm =0.31+0.01, Qp=0.69=£0.01.

Também sdo usadas para determinar a constante de Hubble Hy. Comparando os da-
dos de BAO com os obtidos pela CMB, podemos verificar a consisténcia dos modelos

cosmoldgicos e investigar a ”tensao de Hubble.”

Hp = 67.6+0.5km/s/Mpc (Planck + BAO)

As Oscilagoes Acusticas de Barions (BAO) fornecem uma régua césmica que é
essencial para medir a expansao do universo. As técnicas modernas de observacio,
como o mapeamento de galdxias, permitem detectar as BAO com alta precisdo. A
relacao das BAO com a Radia¢ao Césmica de Fundo (CMB) fortalece a consisténcia do
modelo padrao ACDM e ajuda a ajustar parametros cosmoldgicos chave. Comparagoes
entre os dados das BAO e da CMB sao fundamentais para investigar possiveis novas

fisicas além do modelo padrao.

5.3.4 Dados Cosmolégicos Atuais e Futuros.

A determinacao precisa dos pardmetros cosmoldgicos é essencial para a compre-
ensao da evolugao do universo. As observagoes da radiagdo césmica de fundo (CMB),
particularmente as medigoes de alta precisao da anisotropia, tém desempenhado um pa-
pel crucial nesse processo. O satélite Planck, por exemplo, é uma das principais fontes
de dados, oferecendo medicoes detalhadas da temperatura e polarizacao da CMB, supe-
rando seus predecessores, como o WMAP Collaboration (2020a,b); Bennett et al. (2013);
Hinshaw et al. (2013). Essas observagoes permitiram determinar muitos dos parametros

cosmologicos com uma precisao sem precedentes.

Para descrever a dindmica do universo, utilizam-se diversas equagcoes fundamen-
tais. A Equacao de Friedmann (4.70), por exemplo, integra os parametros de densidade
das diferentes constituintes do Universo, como barions, fo6tons, neutrinos, matéria escura

e a constante cosmoldgica Kolb & Turner (1990). Pois, como mostrado, relaciona esses
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parametros de densidade (2; para cada espécie e 2 para a constante cosmolégica) com

a curvatura espacial k, o fator de escala a e o parametro de de Hubble H.

O parametro de Hubble hoje, Hp, é frequentemente normalizada na forma h,
onde Hy = 100h km s~! Mpc™!. Esta normalizacio é 1til porque h é uma quantidade
adimensional que facilita comparacoes entre diferentes estudos e modelos cosmolégicos
Hubble (1929). A utilizagdo de h também ajuda a separar a medicao da constante de
Hubble das incertezas associadas as unidades de medida astronémicas, permitindo uma

andalise mais clara e direta dos dados cosmoldgicos.

Outro aspecto crucial é a caracterizacao das perturbacoes da curvatura, expressa

pela férmula

A3 (F) = A (k) (,f)

onde A2R(k‘) representa o espectro de poténcia adimensional dessas perturbacoes, com k
sendo o nimero de onda e ng o indice espectral Liddle & Lyth (1992). Para descrever a

evolugao do campo inflaton, durante a inflacao, utilizam-se os parametros de slow-roll e

2
c_mn (V'
160 \ V

mg, V"
8t V

e 1, definidos como

onde V' é o potencial do campo inflaton Lyth & Liddle (2009).

O parametro de densidade dos neutrinos, dado por

Q2 = 2=

93.12eV
¢é essencial para entender a influéncia dessas particulas na formacao de estruturas no
universo. O valor 93.12 eV provém da relagao entre a densidade de energia dos neutrinos
e suas massas Lesgourgues & Pastor (2006). Este valor é derivado considerando que
os neutrinos sao particulas relativisticas no universo primitivo e que sua densidade de
energia depende diretamente da soma de suas massas. Assim, a constante 93.12eV é uma
conversao padrao que permite relacionar a soma das massas dos neutrinos a densidade

de energia critica do universo.
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Essas férmulas e parametros sao fundamentais para a compreensao tedrica das
perturbagdes que levam a formacao das estruturas no universo. As ferramentas com-
putacionais, como o CAMB (Code for Anisotropies in the Microwave Background) e o
CLASS (Cosmic Linear Anisotropy Solving System), sao amplamente utilizadas para cal-
cular o espectro de poténcia das anisotropias da CMB Lewis (7?777); Lesgourgues (2011);
Lewis et al. (2000); Blas et al. (2011). Essas ferramentas, juntamente com pacotes de
andlise estatistica como o CosmoMC, permitem a modelagem precisa das perturbacoes

cosmoldgicas Lewis & Bridle (2002).

O futuro das observagoes da CMB promete avancos ainda mais significativos. A
préxima fronteira é o estudo detalhado da polarizacao, especialmente a deteccao das
anisotropias do modo B primordial, que sao assinaturas de ondas gravitacionais geradas
durante a inflagdo. Projetos como o Simons Observatory e o LiteBIRD estao na van-
guarda dessa pesquisa, buscando melhorar nossa compreensao do universo primordial

Collaboration (2019b,a).

Além das medigoes da radiagao césmica de fundo (CMB), a exploracao da linha
de 21 cm do hidrogénio redshiftado emergiu como uma técnica promissora para sondar
0 universo primitivo e a estrutura em larga escala. A linha de 21 cm refere-se & emissao
de radio de atomos de hidrogénio neutro, e sua observagao permite estudar o periodo da
reionizagao, quando as primeiras estrelas e galdxias ionizaram o hidrogénio neutro no

universo Pritchard & Loeb (2012).

Atualmente, instrumentos como o Low-Frequency Array (LOFAR) e o Canadian
Hydrogen Intensity Mapping Experiment (CHIME) estdo na vanguarda da exploragao
da linha de 21 cm. O LOFAR, uma rede de radiotelescépios de baixa frequéncia na
Furopa, e o CHIME, um radiotelescépio no Canadéa, focam em mapear a distribuicao
de hidrogénio neutro em grande escala ao longo do tempo césmico van Haarlem et al.

(2013); Bandura et al. (2014).

Esses instrumentos permitem estudar o universo em diferentes épocas, desde o
periodo da reionizacao até épocas mais recentes. A técnica de mapeamento de intensi-
dade do hidrogeénio usa a emissao da linha de 21 cm para medir a distribuicao em larga
escala do hidrogénio neutro, proporcionando um tracador direto da matéria e da estru-
tura do universo. Isso é particularmente 1til para estudar oscilagoes acusticas barionicas

(BAOs) e a estrutura da rede césmica.
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As oscilagoes acisticas barionicas (BAOs) sao oscilagoes na distribui¢ao da matéria
causadas por ondas sonoras no plasma quente do universo primordial. Essas oscilacoes

fornecem uma ”régua cosmica’para medir a expansao do universo.

No futuro, o Square Kilometre Array (SKA) promete levar esses estudos a um
novo patamar. O SKA serd o maior radiotelescépio do mundo, com uma area coletora
de um quilémetro quadrado, permitindo uma sensibilidade e resolucao sem precedentes.
Com o SKA, serd possivel mapear a linha de 21 ¢cm com uma precisdo extremamente
alta, desde a época da reionizacao até a formacao das primeiras estruturas galacticas

Braun et al. (2015).

O SKA permitira estudos detalhados das BAOs, e a precisao nas medicoes das
BAOs com o SKA ajudara a melhorar significativamente as estimativas dos parametros

cosmolégicos, como a densidade de matéria escura e a constante de Hubble.

Os dados coletados por esses instrumentos sao fundamentais para a estimativa
precisa dos parametros cosmoldgicos. As medicoes da linha de 21 cm complementam os
dados da CMB, proporcionando uma visao mais abrangente do universo. Enquanto a
CMB nos da uma imagem do universo quando ele tinha cerca de 380.000 anos, a linha
de 21 cm nos permite estudar periodos posteriores, especialmente durante a reionizacao

e a formacao das primeiras estruturas.

Essas observacoes ajudam a entender melhor a distribuicao de matéria escura, a
formagao de galdxias e a evolugdo da estrutura césmica. Além disso, a combinagao dos
dados da linha de 21 cm com outros observéveis, como as BAOs e o efeito de lente
gravitacional fraca, permite restringir o espaco de parametros dos modelos cosmolégicos

de forma mais robusta et al. (Particle Data Group).

As fontes de dados que fundamentam essas pesquisas incluem nao apenas o satélite
Planck, mas também uma variedade de observatérios terrestres e espaciais. Para CMB,
temos observatérios como o COBE (Cosmic Background Explorer), WMAP (Wilkinson
Microwave Anisotropy Probe), Planck satellite e o ACT (Atacama Cosmology Telescope)
Collaboration (2020a,b); Bennett et al. (2013); Hinshaw et al. (2013); Collaboration
(2019b,a); Group (2023). Para supernovas, podemos mencionar SDSS (Sloan Digital
Sky Survey), SNLS (SuperNova Legacy Survey), DES (Dark Energy Survey), PanS-

TARRS (Panoramic Survey Telescope and Rapid Response System) e o futuro Vera
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Rubin Observatory Group (2023). Para BAO, temos BOSS (Baryon Oscillation Spec-
troscopic Survey), eBOSS (Extended Baryon Oscillation Spectroscopic Survey), DESI
(Dark Energy Spectroscopic Instrument), LSST e Euclid Eisenstein et al. (2005); Group
(2023).

Essa confluéncia de observacOes permitird um avango continuo na precisao dos
parametros cosmolégicos, proporcionando uma visao mais clara e detalhada da evolucao
do universo. A complementaridade entre diferentes tipos de dados observacionais é

crucial para resolver questoes sobre a composicao, estrutura e evolucao cosmologica.



Capitulo 6

Conclusao

Ap6s explorar alguns dos principais conceitos da geometria diferencial e da cosmo-
logia, pudemos ver como forma-se uma clara percepcao da profunda interconexao entre
os fundamentos matemaéticos e as teorias fisicas que dao forma a nossa compreensao do

universo.

Mostramos, inicialmente, a geometria diferencial, como disciplina matematica, de-
sempenhando um papel fundamental na descrigdo da estrutura do espago-tempo. Desde
as variedades diferenciais até o cdlculo sobre essas estruturas, incluindo vetores, formas
diferenciais e tensores, e como cada um desses conceitos contribuem para examinar as

leis que regem a realidade fisica.

Vimos que a relatividade especial, com sua dilatacao temporal e contracao espa-
cial, redefiniu nossa percepcao do tempo e do espago em contextos de altas velocidades
e campos gravitacionais intensos. Ja a relatividade geral transcendeu os limites da
relatividade especial, apresentando a gravidade nao como uma forga, mas sim como
uma curvatura do espaco-tempo. As equagoes de Einstein e os modelos cosmolégicos
baseados na métrica pseudo-Riemanniana de Friedmann-Lemaitre-Robertson—Walker
(FLRW) nos levaram a uma exploragao profunda das origens e do destino do universo,

por meio de extrapolacoes na escala de tempo.

Os modelos cosmoldgicos nao apenas teorizam sobre o cosmos, mas também nos
ajudam a compreender a natureza e a distribuicao da matéria e da energia em escalas

cbésmicas. A inclusao da constante cosmoldgica A e a compreensao dos parametros
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cosmoldgicos, como densidade e desaceleracao do universo, sao cruciais para entender a

dinamica evolutiva do cosmos.

Em paralelo, a cosmologia observacional nos conecta diretamente as estrelas e
galdxias, fornecendo evidéncias tangiveis para nossos modelos tedricos. Ferramentas
como supernovas do Tipo Ia, radiacdo césmica de fundo e oscilagoes actsticas de barions
permitem-nos mapear o universo em suas escalas mais vastas e compreender sua estru-

tura em larga escala.

E importante ressaltar que a compreensao da distancia no universo varia depen-
dendo do contexto. A distancia de luminosidade é crucial para estimar as distancias
de objetos astrondmicos distantes, enquanto a distancia de didmetro angular fornece
informacoes sobre o tamanho angular de objetos celestes. A lei de Hubble, tanto a
geométrica quanto a observavel, nos oferece insights valiosos sobre a expansao do uni-

verso e a relacao entre distancia e redshift.

Em dltima anélise, a jornada desde a geometria diferencial até a cosmologia ob-
servacional nos permite apreciar nao apenas a complexidade dos temas abordados, mas
também a beleza intrinseca e a elegancia das teorias que permeiam nossa compreensao
do cosmos. Esta interdisciplinaridade entre matemaética pura e fisica aplicada nos ofe-
rece uma visao mais profunda e abrangente do cosmos, destacando a harmonia entre os

principios abstratos e as observagoes concretas do Universo.
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