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Resumo

Estudo de solugoes nao-triviais para Teorias f(R) de gravitagao

Alexandre Sampaio da Cruz

Orientador: Sérgio E. Joras

Resumo do Trabalho de conclusao de curso/Projeto final submetido ao Curso de Gra-
duacao em Astronomia, Observatorio do Valongo, da Universidade Federal do Rio de

Janeiro, como parte dos requisitos necessarios & obtengao do titulo de Astrénomo.

Apesar de estar em grande acordo com as observagoes, o modelo padrao da cosmologia
(ACDM) sofre de dificuldades teéricas quanto a origem fisica da componente de Cons-
tante Cosmoldgica (A) introduzida para descrever a expansao acelerada tardia. Surge
como alternativa, a busca por uma teoria modificada de gravitagao, que reproduza a
expansao acelerada observada sem a necessidade de acrescentar componentes fisicas des-
conhecidas. Dentre as diferentes teorias de gravitagao modificada existentes, as teorias
f(R) se apresentam como uma das mais simples modificagdes a serem feitas a Relati-
vidade Geral (RG). Para cada teoria f(R), a Lagrangeana da RG, dada pelo escalar
de Ricci (R), é generalizada por uma fungao nao-linear f(R). Em geral, exige-se que
tal fungao se comporte como f(R) — R nos regimes de alta curvatura para que seja
recuperado o comportamento de Relatividade Geral no universo primordial. De fato,
na RG, ha um vinculo algébrico entre R e a densidade do universo, porém, em teorias
f(R), esse vinculo é substituido por uma equacao diferencial para R, na qual a densi-
dade aparece como um termo de fonte. Assim, no universo primordial, a densidade é
alta, mas o mesmo nao é necessario para R como em RG. Neste trabalho, procuramos
solucoes nao-triviais para as equagoes de campo modificadas, para as quais R tenha

comportamento distinto daquele previsto pela RG.

Palavras chave: Teorias modificadas de gravitacao, cosmologia, energia escura, teorias

f(R).

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2021
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Abstract

Study of non-trivial solutions for f(R) theories of gravity

Alexandre Sampaio da Cruz

Orientador: Sérgio E. Joras

Abstract do Trabalho de conclusdo de curso/Projeto final submetido ao Curso de Gra-
duacdo em Astronomia, Observatério do Valongo, da Universidade Federal do Rio de

Janeiro, como parte dos requisitos necessarios a obtenc¢ao do titulo de Astrénomo.

Altough in good agreement with the observational data, the standard model of cosmo-
logy (ACDM) suffers from theoretical dificulties related to the physical origin of the
Cosmological Constant (A). In this context, many attempts to modify General Re-
lativity (GR) in order to describe the late accelerated expansion without the need to
introduce a new physical component of unknown origin have been made. The f(R) the-
ories of gravity are one of the most simple modifications one can make to the equations
of General Relativity. For each f(R) theory, the lagrangian density of GR, given by the
Ricci Scalar (R), is generalized by a non-linear function f(R). In general, it is required
that f(R) — R in the high curvature regime in order to recover the GR equations in the
early universe. In GR, the trace of Einstein’s Equations constrain R as being proportio-
nal to the density of the universe. However, in f(R) the trace of the modified equations
yield differential relation between R and the density. In this sense, it is not necessary
to assume that R increases as the density increases to the past. In this work, we search
for non-trivial solutions for the modified field equations, for which R behaves differently
than predicted by GR.

Key-words: Modified gravity, cosmology, dark energy, f(R) theories.

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2021
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Definicoes e Formulas

1. Velocidade da Luz no Vacuo: ¢ =1
2. Constante Gravitacional: G

3. k=8nG

4. Tensor Métrico: g,

5. Assinatura da métrica: (—,+,+,+)
of

6. Derivada Parcial: 0,f = f, = pm

7. Simbolos de Christoffel: pr%g”)‘(g)\#,y + v — G \)
8. Derivada Covariante: V1%, = 9,\T", + ", T%, —T*, T,
9. Tensor de Riemann: RAWW

10. Tensor de Ricci: R, = R)\;,L)\V

11. Escalar de Ricci ou Escalar de Curvatura: R = g"" R,

12. Parametro de Hubble: H = g
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Capitulo 1

Introducao

Com a descoberta da expansao acelerada tardia do universo [1], as equagoes da
Relatividade Geral (RG) em sua forma mais pura se tornaram incapazes de descrever
a cosmologia observada sem a adicao de termos extras responsaveis por tal aceleragao.
Nesse contexto, diversos novos modelos foram e continuam sendo propostos a fim de
descrever a nova fase acelerada no universo. De maneira geral, esses modelos podem ser
agrupados em duas categorias abrangentes: (i) os que adicionam uma nova componente
fisica ao contetido de matéria do universo e (ii) os que modificam a parte geométrica das

equagoes da RG (isto é, modificam a gravitacdo em si).

O modelo padrao da cosmologia, A-Cold Dark Matter (ACDM) é o mais simples
modelo capaz de descrever a cosmologia observada. Esse modelo consiste em adicionar
um termo extra, denominado Constante Cosmoldgica (A), as equagoes da Relatividade
Geral. A contribuigdo desse termo para a dinamica cosmoldgica pode ser interpretada
como proveniente de uma nova componente fisica com densidade de energia constante
e pressao negativa que permearia o universo. Apesar de estar em grande concordéancia
com os dados observacionais [2; 3], o modelo ACDM sofre da dificuldade em se deter-
minar uma origem fisica para o valor observado de A, além do chamado problema da

coincidéncia cosmica. Esses problemas serao discutidos ao fim do Capitulo 2.

Dentre os modelos que se propoem a modificar a gravitagao, as chamadas teorias
f(R) se caracterizam como uma das mais simples modifica¢oes a serem feitas a Relati-
vidade Geral. Apesar do nome, as teorias f(R) sao, na verdade, uma classe de teorias,
onde cada uma delas é definida pela fungao nao-linear f(R) utilizada para generalizar a

Lagrangiana da RG, dada pelo escalar de Ricci (R).

Neste trabalho, estudamos, no contexto das teorias f(R), o comportamento do

chamado background cosmolégico, que consiste na evolucao das densidades das diferentes
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componentes que permeiam o universo e dos parametros que quantificam sua expansao.
Particularmente, estamos interessados em investigar o comportamento de R ao longo da

evolugao cosmoldgica no periodo pds-inflacionario.
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Capitulo 2

O Modelo Padrao ACDM

O modelo padrao da Cosmologia (ACDM) é construido a partir da Relatividade
Geral (RG) com adicdo de uma constante cosmoldgica (A), responsdvel por gerar a
expansao acelerada tardia observada hoje. Nesta secao, sao obtidas as equacoes de
campo para o modelo ACDM, bem como a evolugao do background cosmoldgico descrita

por esse modelo.

2.1 Equacoes de Campo

As equagoes de campo da Relatividade Geral podem ser obtidas a partir da acao

de Einstein-Hilbert dada por:

1
SEg = o /R\/—g d*x (2.1)

Onde k = 87G, G é constante gravitacional, g é o determinante do tensor métrico e R

é o escalar de Ricci (ou escalar de curvatura), dado pelo traco do tensor de Ricci (R,,).
R=g¢"R,,. (2.2)

O tensor de Ricci é definido em termos do tensor de Riemann pela seguinte contracao:

R, = R/\MU. O tensor de Riemann, por sua vez é dado por:

R, =R, = 0.0, — 0,10, + T, T = T, T, (2.3)

onde T uv sd0 os coeficientes da conexao de Levi-Civita:

1
Fp;w = 59'0)\(9)\“,1/ + Pwp — g;w,/\)' (2.4)
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A agdo do modelo padrao da cosmologia (ACDM) é obtida adicionando & Sgp o

termo de constante cosmoldgica (A) e a agao relativa aos campos de matéria (S,).

1

S=5- /(R —2A)/—g d*z + S, (2.5)

As equactes de campo sao obtidas a partir do principio da minima acgao. Isto é,
exigimos que a variagao da agao com respeito ao tensor métrico seja nula (65 = 0). De

maneira explicita:

1

55 =5 [(R-2mpy=gato s o [a(R-20)y=g d'a 55, =0 (20)

Utilizando a férmula de Jacobi, §(det M) = (det M) Tr(M ~16 M), a variacio 6v/—g

é facilmente reescrita como

1
- 2yg

1
0/ —g dg = 5,/—gg"”(?g”,,. (2.7)

O que permite reescrever o primeiro termo da equacao (2.6) explicitamente:

1 1 [1
P /(R —2M)6/—g d*z = P / 59" (R~ 20)3g,uv/—g dix (2.8)

Por definigao, JA = 0. Portanto, §(R — 2A) = dR. A variagao do escalar de Ricci

é reescrita em termos da métrica, do tensor de Ricci e de suas variacoes:
OR = 0(9" Ru) = Rudgh” + g"" Ry, (2.9)
A variagao da métrica inversa (g'”) é obtida variando sua defini¢ao, g"*ga, = -
59" = —g"g" 5 gap. (2.10)
Neste trabalho, utilizamos o formalismo métrico, isto é, a variagdo dos simbolos
de Christoffel é calculada em termos da variacao de (2.4) com respeito a métrica. O

célculo da variacao dos simbolos de Christoffel e do Tensor de Ricci é desenvolvido no

Apéndice A. Obtém-se:

1
5R;w = §gM(vau5gw - vyv)\égn,u + vAvuég/w - v)\vfﬂ&gul/ - vuvu(;gn)\ + anuéguk)y
(2.11)



Capitulo 2. Fquacgoes de Campo 16

de modo que:
9" SRy = g" g (VAV 100k — VaVidgu) = Vg™ 9™ (Vu0gry — Vidguw) (2.12)

Aqui, foi utilizada a simetria do tensor métrico para manipular os indices mudos.

A variacao de escalar de Ricci é obtida substituindo os resultado das equagdes
(2.10) e (2.12) em (2.9):

OR = —Ruyg“agﬁl’égag + ng‘“’g)‘” (Vg — Vidguw) (2.13)
Utilizando esse resultado, a segunda integral da equagao (2.6) é reescrita como:

1
o / —R"™ g, —9 + Vav—g g“l’g“)‘(vpégw — Vdguw) d*z (2.14)

=V

O segundo termo tem a forma Vy,/—gV? e corresponde a uma derivada total. Isto é

Va/—gV?* = 0\/—g¢V?. Portanto, podemos reescrever a integral anterior como:

1
o / —R" 69,/ —g + o/—gV* d*x (2.15)

A integral do termo de derivada parcial corresponde a um termo de superficie, que pode

ser anulado ao fixar as varidveis de modo a anular suas variagoes sobre tal borda.

A variagao da acao de matéria define o tensor energia-momento (7, w,)lz

1
0Sm = B /T‘“’(sgw,\/—g diz. (2.16)
Por fim, a variagao da agao pode ser escrita explicitamente em termos da variagao da
métrica:
1 1
08 = - / {2gW(R —2A) — R™ + KT“V}égum/—g d'z =0 (2.17)
K

Portanto, o termo entre colchetes deve ser nulo:
1
59W(R —2A) - R" + kT" =0 (2.18)

Rearranjando os termos e descendo os indices, sao obtidas as Equagoes de Campo de

Einstein em sua forma covariante usual:

1
Ruu - §R G + Agm/ = ’iT;uz (2'19)

! Aqui expressamos em termos da forma contravariante do tensor energia momento T = g‘“"g”BTag
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2.2 Dinamica Cosmolégica

Para a descrigao da dinamica cosmolégica, assume-se a validade do Principio Cos-
moldgico, que estabelece a homogeneidade e isotropia espacial do universo em largas es-
calas. Além disso, assume-se também a geometria espacial plana para o universo. Essa
ultima hipétese é corroborada por limites observacionais recentes para a tri-curvatura

do universo [2].

Sob essas hipdteses, temos como solucao das equagoes de campo de Einstein, a

métrica de Friedmannn-Lemaitre-Roberston-Walker (FLRW) plana:
ds* = —dt* + a*(t) (dr® + rd6” + r* sin® 0dp?) (2.20)

Aqui, a(t) é o fator de escala, que quantifica a expansao das dimensoes espaciais. Essa
quantidade é definida de maneira que a(tp) = 1. Onde t( é o instante de tempo referente

ao presente.

Os simbolos de Chirstoffel nao-nulos da métrica FLRW plana sao:

F011 = aa F022 = aar? F033 = aar?sin’ 6
a
[y = T2y = TPy = p Iy =—r Iy, = —rsin?6 (2.21)
1
F212 — F313 — ; F233 - — Singcose F323 — COte

Onde o ponto representa a derivada de uma quantidade com respeito ao tempo. Desses
simbolos de Chirstoffel, obtém-se as componentes nao-nulas do tensor de Ricci, bem

como seu trago (o escalar de Ricci, R):

Roo = —3g R11 = 2&2 + aa
a

Ryy = r2(2a% + ad) Rs3 = 12(24° + ai) sin? (2.22)

(2.23)

A taxa de expans@o é comumente expressa em termos do pardmetro de Hubble,

a
definido por H = —. Da equagao (2.23), temos a seguinte relacao entre H e R:
a

R= 6(2H2 + H) (2.24)
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A equagao de Friedmann é obitda tomando a componente tempo-tempo (00) das

Equagoes de Campo de Einstein (2.19):

3H? = KTy + A (2.25)
Enquanto o traco das equacoes de campo de Einstein fornece a seguinte equacao:

R = —krT 4+ 4A (2.26)

Onde T é o traco do tensor energia-momento. Essa equacgao pode ser expressa também

em termos de H utilizado a equagio (2.24):

2 = g(—T + 4Tho) (2.27)

2.2.1 Tensor Energia-Momento

Modelando toda a matéria do universo como um fluido perfeito, o tensor energia-
momento 7T}, pode ser escrito em termo da densidade total (p) e da pressao total (p)

medidas por um observador comével com quadri-velocidade:
u =(1,0,0,0). (2.28)

Sob a hipétese de homogeneidade e isotropia espacial, o tensor energia momento no

referencial comovel é dado por:

(2.29)

S O O
o o3 o
o o O
" O O O

Dessa maneira, Too = pe T = —p + 3p.

Os fluidos que compdem a densidade total de energia p sdo, inicialmente, as den-
sidades de energia em forma de matéria relativistica e nao-relativistica. A pressao de

cada uma dessas componentes satisfaz uma equacao de estado do tipo:
p=wp (2.30)

Onde w é um parametro diferente para cada uma das componentes. A matéria nao-

relativistica (incluindo matéria baridnica e matéria escura fria) possui pressao desprezivel
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Wy, &~ 0. Dessa maneiras:
Pm =10 (2.31)

Enquanto a matéria relativistica, composta principalmente de radiagao eletromagnética

é caracterizada por:

wT — — p,,. = 7p7' (2.32)

E conveniente considerar o efeito da constante cosmoldgica como o efeito de um
terceiro fluido de pressao negativa, denominado energia escura, com as seguintes propri-

edades:

==

PA DA = —pA (2.33)

Com essas defini¢oes, podemos incluir a contribuicao da constante cosmolégica em 7),,,

removendo o termo A explicito nas equagoes (2.25) e (2.26). Essas equagoes sao reescritas
como:

K K

H?2="2p="

3773

R =—kT = k(p — 3p) = k(pm + 4pp) (2.35)

(Pm + pr =+ pa) (2.34)

De agora em diante, p e p incluem a contribui¢ao do fluido de constante cosmoldgica

(energia escura). A equagao para R pode ser reescrita em termos de H como em (2.27):

. 4 4
—2H =kr(p+p) = /1<pm + gpr + Pee —i—pee) = /ﬁ(pm + 3pr> (2.36)

A conservagao da energia é expressa pela relacao V,T*” com v = 0. Exigimos
que cada uma das componentes se conserve de maneira independente das demais (isto
é, nao hé conversao entre as componentes). Dessa maneira, cada uma das componentes

satisfaz uma equacao de conservacao dada por:
Pz +3H(wy +1)py, =0 (2.37)

Onde = = m,r e A, representando matéria, radiacdo eletromagnética e constante cos-
moldgica, respectivamente. A solugao dessa equacao para as diferentes componentes

resulta nas seguintes evolugoes com respeito ao fator de escala:

Pm = pmoa > pr = proa” " PA = PAO (2.38)
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O subscrito 0 representa o valor da quantidade medido no presente.

E conveniente definir quantidades adimensionais para medir as densidades de ener-
gia relativas das componentes. Para isso, é preciso definir a densidade critica p., a
densidade para qual o universo possui geometria espacial plana. Como tomamos como
hipétese a curvatura nula do universo, a densidade critica é igual a densidade total:

_ 3H?

Pe=——"=F (2.39)

Os parametros adimensionais de densidade para as diferentes componentes sao
definidos como:

Pz
Pe

0y

x=m,r, A (2.40)

A evolugao dessas quantidades pode ser expressa em termos de seu valor hoje e do fator

de escala:

2
foe _ Ho g st (2.41)

e = 352 = g2 a0

Por defini¢ao, temos que €, + 2, + Qy = 1. As equagoes de Friedmann (2.34) e do

trago (2.35), podem ser entao expressas como:

H? = Hg (Qroa_4 + Qmoa_3 + QA()) (242)
R = 3HZ(Qmoa ™3 + 4Q40) (2.43)

Os valores observacionais dessas quantidades no presente de acordo com os dados

da colaboragao Planck [3] sao:

Hy=67.4+0.5 km s* Mpc!  Q,,0 = 0.315£0.007 Q0 = (5.38+0.15) x 1075
(2.44)

Por fim, define-se o parametro de estado efetivo, weg, correspondente a equacao
de estado efetiva do universo. O valor desse parametro ao longo da evolugao cosmoldgica

indica qual componente rege a dinamica cosmoldgica:

p 1
F=L=20,-0 2.45
we == 3 A (2.45)
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-15

-10 -5

N = Log a

Ficura 2.1: Evolugao os Parametros de Densidade em ACDM com respeito ao loga-
ritmo do fator de escala. €2, em azul com tracejado longo, €2, em laranja com linha
continua e espessa, {1y em lina preta e menos espessa e weg em roxo com tracejado

curto.

1000

— Hity RIRy

F1curA 2.2: Evolugdo de R, H com respeito a loga em unidades de Hy em ACDM

Como ilustrado na Figura 2.1, a evolugao cosmoldgica passa por trés fases dis-

tintas caracterizadas pela dominacao sucessiva de cada uma das componentes sobre a

dindmica cosmolégica. Essas trés eras seguem a ordem cronoldgica: (i) Dominagao da

Radiacao, (ii) Dominagao da Matéria e (iii) Dominagao da Energia Escura ou Constante

Cosmoldgica.

Essa particular sucessao de eras cosmoldgica é fundamental para a descricao de

certos observaveis fisicos. Em particular, a era de dominacao da radiacao esta associada

a observéveis de universo primordial como a Radiagao Césmica de Fundo, a era de

dominacao da matéria é necessaria para a formacao de estruturas em larga escala e a
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era dominacao da energia escura ¢é responsavel pela expansao acelerada observada hoje.
Dessa maneira, qualquer modelo alternativo a ACDM deve produzir uma trajetéria

similar do background cosmoldgico para ser considerado vidvel.

2.3 Limitagcoes do Modelo ACDM

A maior limitagdo do modelo ACDM esta na auséncia de concordancia entre pre-
visOes tedricas para o valor de A e seu valor observado. O principal candidato para origem
fisica da densidade de energia ps é a densidade de energia de ponto-zero do vacuo pg.
Porém, a previsao da Teoria Quéntica de Campos para o valor dessa quantidade possui

uma discrepancia de cerca de 40 ordens de grandezas com o valor o observado [4].

Outro problema acerca do valor de py é o chamado problema da coincidéncia
cdsmica, que consiste na coincidéncia entre as ordens de grandeza de pag € pmo. Caso
a razao pao/pmo fosse uma ordem de grandeza menor, a aceleragao nao seria observada,
caso fosse poucas ordem de grandezas maior, a coincidéncia aconteceria em altos redshifts

(isto é, no passado distante) [4].

Recentemente, um terceiro problema do modelo tem tomado destaque na litera-
tura: o problema da tensdo da medida de Hy. Os valores obtidos para esse parametro
através de diferentes observaveis astrofisicos e cosmolégicos resultam em valores discre-

pantes [3; 5].
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Capitulo 3

Teorias f(R)

Diante das dificuldades teéricas do modelo ACDM. Surge como abordagem al-
ternativa a ideia de se modificar as equacoes da Relatividade Geral, as ditas teorias
modificadas de gravitacdo. Dentre essas teorias, as familia de teorias f(R) de gravitacdo
se apresentam como uma das mais simples modificagoes a serem feitas & Relatividade
Geral.

As teorias f(R) aparecem pela primeira vez na literatura com o intuito de explicar
a era inflaciondria [6]. Com a descoberta da expansao acelerada tardia, o interesse nesse

tipo de teoria foi renovado, agora com o objetivo de descrever esse novo observavel.

3.1 Equacoes de Campo Generalizadas

Consideramos a seguinte generalizagao da agao de Einstein-Hilbert:

Sen = ;/{/R\/ig dtz — S= ;/{/f(R)\/ig dz (3.1)

Onde f(R) é uma fungao nao-linear do escalar de Ricci. As equagoes de campo sdo, no-
vamente, obtidas a pelo principio da minima ac¢ao. Novamente, é utilizado o formalismo

métrico.

55 = 22/5]0(5:)\/—7, i+ i / F(R)OV=g diz + 6Sm = 0 (3.2)

Por simplicidade de notacao, de agora em diante deixa-se implicito argumento R

de f e suas derivadas. Denotamos fr = df/dR e utilizamos definicao de 7" como dada
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pela equagao (2.16). A variagdo da agao toma a forma:

08 = i / {fR5R¢jg+ f 5\/jg+ HT/W\/TQ(SQ/LV} d4.%' =0 (3'3)

Utilizando a variagao do escalar de Ricci da equagao (2.13), o primeiro termo da variac¢ao

da agado pode ser escrito como:

/ { -V _ngRleqlw + va)\\/ -9 guug’i)\(vuégnu - vndg,uu) }d4:(} (3'4>

VA

O segundo termo desse integrando tem a forma frV,V?*. Realizando uma integracao

por partes e desprezando o termo de superficie ( fr/ 8,\V)‘), obtém-se:

/ { -V _ngR/w(Sg;w — Vv _gguygﬁ)\(vuégm/ - vnéguu)vAfR}d4x (3'5)

Renomeando os indices de modo a evidenciar a derivada covariante:

/{_ V _ngRMV(ngV —Vev—yg (gm/.glv\ég;w - glwgn)\ég;w) vAfR}d4$ (3'6)

=Wk

Novamente, realiza-se uma integracao por partes e despreza-se o termo de superficie
(Vafr [ 0.W"). Obtém-se:
/ {—V=9frRB" 89, + /=4 (g"“’g‘“égw — g“”g“fmu) ViVafrid'a
= [{= 1B 8gu + (V97 = g0 f 390}/ =% (37)
Onde O ¢ o operador de D’Alembert (O = ¢g"*V,V,).

Utilizando o resultado obtido na secao anterior para a variagao de v/—g, a equacao

para 0.5 (3.3) pode ser, por fim, escrita evidenciando dg,.,

1
2k

1
55— [ {—fRRW + (VIV = g D) fr+ 59+ m”} bguv/=g d'c  (38)

As equacoes de campo generalizadas sdo obtidas em sua forma covariante como:

L (R) g — (Vu¥s — D) fr(R) = KT, (3.9)

fR(R)RlW - 2
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3.2 Dinamica Cosmoldgica em f(R)

Assim como no capitulo anterior, a dindmica cosmoldgica é descrita sob as hipdteses
de homogeneidade, isotropia e de universo plano. Novamente, temos como solugao das

equacoes de campo a métrica FLRW.

A componente tempo-tempo das Equagoes de Campo Generalizada (3.9) d4 origem

a equacao de Friedmann generalizada:

3FRH? = k(pr + pm) + 5 (/R ~ f) — 3H fn (3.10)

O trago das equagdes modificadas nao fornece mais uma relacao algébrica entre
o escalar de Ricci e as densidades de energia como expresso pela equacao (2.26) da

Relatividade Geral. Esse vinculo é substituido pela seguinte relagao diferencial:
FR(R)R — 2f(R) + 30fp(R) = KT, (3.11)

o que evidencia um grau de liberdade extra na teoria. E esperado portanto, que as
equagoes das teorias f(R) admitam uma quantidade maior de possiveis solugoes que as

teoria de Einstein.

Sob a hipdtese de isotropia e homogeneidade, temos que Llfp = — fR Utilizando
esse resultado e a relagao entre R e H dada por (2.24), a equagao do trago (3.11) pode

S€r expressa Comao:

) 4 3 )
—2fRH:/£<pm+3pr> +F—-HF (3.12)

Os parametros adimensionais de densidade para matéria e radiacao sao definidos

de maneira similar a Relatividade Geral a partir da equagao (3.10), como:

— _HPm
" 3 frH?

(3.13)

Assim como feito para a contribuigdo da constante cosmoldgica em ACDM, pode-
se interpretar a contribuicao dos termos extras que surgem na equacao de Friedmann
generalizada (3.10) como o efeito de um fluido de energia escura. Define-se a densidade
adimensional de energia escura como:

R f [r

Qee - -
6H2 6frH?2 frH

(3.14)
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Toma-se o cuidado de utilizar o novo subindice ee para denotar as quantidades relativas
a energia escura e nao A, uma vez que essas quantidades nao mais se comportam como
constante cosmoldgica. Diante dessas defini¢oes, a equacao de Friedmann generalizada

(3.10) pode ser expressa como:

Qo + Q)+ Qe =1 (3.15)

Novamente, é exigida a equagao de conservacao (2.37) sobre o conteiddo do uni-
verso. Para obter a equacao de estado do novo fluido do energia escura, é necesséario
escrever sua densidade de energia e a pressao em funcao dos termos extras de curva-
tura. Devemos obter p.. de modo a equacao de Friedmann Generalizada tenha a forma
analoga a ACDM:

3froH? = K(pm + pr + pec) (3.16)

Onde fro é fr calculada hoje. A equagao da RG é obtida quando f é uma fungao
linear de R. Isolando kpee € substituindo as demais densidades utilizando equagao de

Friedmann Generalizada (3.10), obtém-se:

Kpee = —3H*(fr — fro) + %(fRR_f) ~3H fg (3.17)

Para obter a pressao pe. do fluido de energia escura, é necessario reescrever a
equacao (3.12) de maneira que possua a mesma forma que sua contraparte da Relativi-
dade Geral (2.36), isto é:

. 4
—2froH = "i(pm + gpr + Pee +pee> (318)

Diferente do que acontece para a constante cosmolégica, em geral, pee # —Pee- Analo-
gamente ao feito para a densidade, isola-se pe. € reescreve-se os termos extras utilizando

as equacoOes da dinamica generalizada (3.10) e (3.12). Obtém-se:

Kpee = 2H fr + fr — %(fRR— )+ (2H+ 3H2><fR — fRro) (3.19)

Da razao das equagoes (3.19) e (3.17), obtém-se o parametro de estado da energia

escura Wee:

2fr — 2H fr + 4H (fr — fr,)

Wee = —1 + .
(frRR— f) —6H fr —6H? (fr — fR,)

(3.20)
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O parametro weg da equagao de estado efetiva do universo é obtido isolando a
densidade total de energia e a pressao total das equagoes (3.16) e (3.18) e calculando
sua razao.

2H

p
=-=-1-— 3.21

3.3 Consideragoes sobre a escolha de f(R)

A principio, pode-se escolher f(R) como qualquer fungao nao-linear do escalar de
Ricci. Porém, algumas condigoes foram ja foram estabelecidas na literatura para que
as equagoes de campo sejam condizentes com certos observéveis fisicos [7]. Destaca-se
aqui, a seguinte condicao:

lim f(R)=R (3.22)

R—o00

Em Relatividade Geral, tem-se que R é proporcional as densidades de energia pela
equagao do trago (2.35). Portanto, essa condi¢@o se resume em exigir que a Lagrangeana
tenda a RG no passado, onde os observaveis fisicos sao bem descritos pelas equagoes de

Einstein.

E importante notar que o fato da Lagrangeana modificada se aproximar da La-
grangeana de Einstein-Hilbert no passado nao garante que as solugoes se comportem
como as solugoes da RG. A generalizacao das equagoes de campo as levam de equagoes
diferenciais de segunda ordem & quarta ordem na métrica. Como serd mostrado a se-
guir, uma mudanca de ordem das equacOes diferencias, mesma que acoplada por um
parametro pequeno, pode fazer com que as solucbes se tornem muito diferentes das

originais.
Exemplo: Oscilador Harmoénico Perturbado

Como feito em Jords (2011) [8], consideramos a seguinte equagao diferencial dada
pela equacao do oscilador harmoénico acrescida de uma pequena perturbagao proporcio-

nal & derivada terceira da varidvel dependente (Z):
A\E + 7 4 w?z = 0. (3.23)

Onde X é uma constante real. Essa equacao diferencial pode ser resolvida exatamente.
No limite em que o termo de perturbacao é muito pequeno, isto é € = Aw < 1, esperaria-

se ingenuamente que a solugao tendesse a solugao do oscilador harmonico.
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— e =0.05 e=02 e=10

Figura 3.1: Solucao da equacao de movimento do oscilador harmoénico perturbado
com condigao inicial 2(0) = 1 para diferentes valores do parametro e.

Como visto na Figura 3.1, o comportamento esperado nao é obtido. A solucao
cresce exponencialmente para t < 0. Tal crescimento é mais acentuado quanto menor

for a perturbacao introduzida (quanto menor for €).

A generalizagdo da equagao do trago transforma a relagao algébrica de R com as

densidades cosmoldgicas em uma equacao diferencial.
R=-kT — fr(R)R-2f(R)+30fgr(R) = kT (3.24)

Portanto, nao é mais necessério (nem suficiente) que R — oo conforme p — oo no pas-
sado para que o comportamento da Relatividade Geral seja recuperado. Dessa maneira,
o esforgo nesse trabalho se concentra em investigar a viabilidade de soluc¢Ges para teorias

f(R) para as quais o comportamento R — oo no passado nao seja satisfeito.
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Sistema de Equacoes e Evolucao

Numeérica

As equagoes generalizadas da dindmica em f(R) nao podem ser resolvidas direta-

mente. Neste trabalho foi utilizado o sistema de equagoes e as ferramentas de andlise

desenvolvidas em Amendola et al. 2007 [9]. Sao definidas as seguintes varidveis adimen-

sionais:

o= B
Hfr
M
6 fpH?>
R H
BT m
g — K2 Dy
3 frH?2

(4.1)
(4.2)
(4.3)

(4.4)

A evolugao dessas quantidades é obtida através de sua derivada com respeito a N = log a:

dl‘l

AN
dZCQ _
AN
dxg .
AN
d.%'4
AN

*1*$3*31‘2+l‘%*$1$3+$4

xr1T3

— X2 (21‘3 —4—%1)

13

— 23 (z3 — 2)

= —2x3x4 + T124

(4.5)
(4.6)
(4.7)

(4.8)
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Onde:
_dinfr  Rfgrr
m=TR = T (4.9)
dlnf RfR 3
_ _ _Nr_ a3 41
"= TdmR F o (4.10)

Em Relatividade Geral (ACDM), m = 0, uma vez que frr = 0. Dessa maneira, o
parametro m quantifica o afastamento da dinamica generalizada daquela da Relatividade
Geral.

Para realizar a evolucao das equagoes é necessario expressar m em termos das
varidveis do sistema, particularmente, expressa-se explicitamente! m = m(r) . Como
serd apresentado a diante, o comportamento da curva m(r) é fundamental para o estudo

analitico da dinamica cosmoldgica de cada teoria f(R).

As quantidades fisicas podem ser expressas em termo das variaveis adimensionais

da seguinte maneira:

Qn=1—21 —29— 23— T4 (4.11)
Q=24 (4.12)
Qee = 21 + 29 + 23 (4.13)
et = %(1 ~ o). (4.14)

R e H podem ser escritos a partir de r e x3; para isso, é necessario inverter a definigdo
(4.10).

4.1 Analise de Pontos Fixos

O estudo analitico da dindmica do sistema auténomo pode ser feito a partir do
comportamento na vizinhanca dos pontos fixos (pontos onde dx;/dN = 0). Perto des-
ses pontos, a evolucao do sistema é aproximadamente linear e pode ser descrita pelas

ferramentas da édlgebra linear.

Para funcées f(R) complicadas, isso pode ser muito complicado ou impossivel. No tltimo caso, é
pode-se tentar obter uma expressao aproximada ou paramétrica para m(r).
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Os pontos fixos do sistema para x4 = 0 s@o obtidos em [9] como:

Py (x1,29,23) = (0,—1,2) Qo =0, weg = —1 (4.15)
Py : (z1,22,23) = (—1,0,0) Qm =2, weg =1/3 (4.16)
Py : (x1,22,23) = (1,0,0) Qn =0, weg =1/3 (4.17)
Py : (z1,22,23) = (—4,5,0) Qpn =0, weg =1/3 (4.18)

3m 1+4m 1+4m
o _ - 4.19
5 (21,22, 23) <1—i—m7 2(1+m)2’2(1+m)> 1
1
szl_w’ weﬁ‘:—L
2(1+m)? 1+m
200—m) 1—4m  (1—4m)(1+m)
o _ 3 4.2
6 : (71,72, 73) < 1+2m ’m(1+2m), m(1+ 2m) (4.20)

2 — 5m — 6m?

Q - 07 w = —_—
" T "3m(1 + 2m)

Em geral m(r) nao é necessariamente constante. Dessa maneira, P5 e Ps sdo, na

verdade, uma familia de pontos fixos para cada valor de m. O cédlculo de r = x3/x9 para

P5 e Ps mostra que ambos satisfazem a equacao:
m=—-r—1 (4.21)

Portanto, existe um ponto fixo P5 e um ponto fixo Ps para cada raiz da expressao acima

com m dado pela expressao m(r) particular a cada modelo.

Das definigoes do sistema dinamico, pode-se obter a evoluc¢ao de r = x3/z9 como:

dr R
—=r(l4+m+r)— 4.22
Quando m intercepta a reta critica —r — 1, a derivada dr/dN = 0 e, portanto, r perma-
nece constante. Dessa maneira, a evolugao do sistema estard sempre confinada a regiao

entre duas raizes da equacao (4.21).

Para obter a evolucao do sistema na vizinhanca desses pontos, é necessario realizar
a linearizagao do sistema de forma a obter sua matriz Jacobiana (.J). Isso significa rea-
lizar uma expansao de primeira ordem em série de Taylor no lado direito das expressoes

(4.5—4.8) em torno dos pontos fixos do sistema (4.15—4.25) e escrever o resultado na
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forma matricial (dxgl)/dN = JZ).

21’1 — X3 -3 -1 - I 1
2 /
I3 T1Tq M I r1x3 m
=2 42 52— — 2a3+ 4+ 11 — - — 2m 0
J = m Ty m m g m
= 2 12 !/
T3 X1Tq ™M I r1r3 m
—= -—32— -= — +4 —4das 0
m Ty M m T2 m
Ty 0 —2.%4 xr1 — 2.1‘3

(4.23)
Aqui z; sdo os valores das varidveis adimensionais do sistema auténomo calculados nos

pontos fixos do sistema e ’ é a derivada como respeito a r.

Os autovalores da matriz J para cada ponto fixo definem o comportamento do
sistema em torno desses pontos. Autovalores de parte real negativa representam uma
atracao no sentido do autovalor associado, enquanto os de parte real positiva, repulsao.
Dessa maneira, pontos fixos que possuem apenas autovalores negativos ou positivos sao
atratores ou repulsores respectivamente, enquanto pontos fixos que possuam pelo menos

um autovalor de cada sinal sdo pontos de sela.[10]

4.1.1 Era de Dominagao da Radiagao

Considerando z4 # 0, s@o obtidos 2 pontos fixos extras associados as possiveis eras

de dominacao da radiacao:

P;: (z1,22,23,24) = (0,0,0,1), Qy, =0, Wegg = 1/3 (4.24)
4m 2m 2m 1 —2m — 5m?
Ps: , = ,— , , 4.25
8 (1131,1}2,1'3 '174) (1 +m (1 +m)2 1+m (1 +m)2 ) ( )
1—-3m
Q = 0 =
m 9 weﬁ 3 +3m

O ponto Py corresponde a uma era de dominacao da radiagao exata, enquanto Py

é uma era de dominacgao da radiacao aproximada para m — 0.

4.1.2 Era de Dominacao da Matéria

Numa analise superficial, os pontos fixos P> e P5 sao identificados como possiveis
candidatos a pontos fixos de dominacao da matéria. No entanto, em P, apesar de
Q,, ser a componente de maior densidade adimensional, a equacao de estado efetiva
do universo permanece como aquela da radiacao (weg = 1/3). Portanto, P» representa

uma “falsa era de dominagao da matéria”’. Veremos a diante que essa era é comum em
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modelos f(R) para os quais uma “legitima” era de dominacdo matéria é inexistente ou

inacessivel dadas as condigOes iniciais.

Como discutido anteriormente, P se trata de uma familia de pontos dada pelas
raizes de (4.21). Os valores de €, € weg nos pontos Ps dependem do valor de ms = m ‘Ps'
Uma era “exata”’ de dominagao da matéria (Q,, = 1, weg = 0) é obtida para ms = 0.
Portanto, no limite m — 0, Ps5 pode representar uma era da matéria vidvel e mais
préxima de ACDM, quanto menor for m neste ponto. Dada a reta critica (4.21), temos

que m — 0 quando r — —1.

Para que o sistema passe por P5 apds a era de dominacao da radiacao e deixe-o
para uma posterior era acelerada, é necessario que Ps5 seja um ponto de sela. Para isso,

é necessario analisar os trés autovalores de P5. Esses sdao dados por:

/ —3ms & ms (256m3 + 160m2 — 31ms — 16)
A =3(1 e = 4.26
1=3(1+ms) + dms (ms + 1) (4.26)

Aqui m' é a derivada com respeito a r.

Re{i_ Refd,

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

FI1GURA 4.1: Parte real de A_ em FIGURA 4.2: Parte real de A em
funcao de m. fungao de m.

O comportamento da parte real dos autovalores AL é divergente quando m se
aproxima de zero pela esquerda. Nesse caso, o autovalor de parte real positiva é muito
grande? e o sistema é fortemente repelido por Ps. Dessa maneira, torna-se dificil encon-
trar condigoes iniciais para as quais a evolucao do sistema possua uma era de dominacao

da matéria com duragao consideravel.

Por outro lado, se m se aproxima de zero por valores positivos, temos que os
autovalores Ay possuem parte real negativa. Portanto, para que P5 seja um ponto

de sela, deve-se exigir que o autovalor restante (A1) seja positivo, o que implica em

2 Aqui, considera-se grande |[Re(\)| > 1.
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m’ > —1. Dessa maneira, modelos com m — +0 sdo menos dependentes do ajuste
fino das condicoes iniciais (i.e. mais “robustos”). Neste trabalho, estamos interessados

apenas em modelos desse tipo.

Resumo das condicoes para que P; seja uma era viavel de dominacao da matéria:

e Existéncia: m(r —» —1) =0
e Ser Ponto de Sela: m/(r — —1) > —1

e Ser “robusto”: m(r — —1) ~ 40

4.1.3 Era de Expansao Acelerada

Os pontos relevantes para uma era de expansao acelerada sao P e Ps. Para que a
evolugao cosmolégica nao dependa de um ajuste fino das condicGes inciais, é necessario
que esses pontos sejam atratores. Nesta subsecao sao brevemente resumidas as condicoes

para a existéncia desses pontos como era de expansao acelerada.

P;: Corresponde a uma solugao do tipo de Sitter, compativel exatamente com

o comportamento de constante cosmoldgica. Da razao x3/x2, tem-se que o P; estd

localizado em » = —2. Os autovalores de P; sao:
£/25 — 16
{—3, —; + 2/ml} (4.27)

P; é um atrator para 0 < mq < 1. Caso contrario, um dos autovalores sera positivo e,

portanto, P; se torna um ponto de sela.

Ps: E uma familia de pontos para cada raiz de m(r) = —r — 1. Possui comporta-

mento dependente do valor de m e m’ no ponto fixo. Seus autovalores sao:

{ | 9 3mg— sm2 z<m%—1><1+m'6>} (4.28)

44—, -
me me (1 —|—2m6) me (1+2m6)

P é um ponto de aceleracao estavel nos seguintes regimes:

o my > —1:
(A) mg < —(1++/3)/2 com weg > —1
(B) —1/2 < mg < 0 com weg < —7.6
(C) mg > 1 com —1.07 < wegg > —1
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o my < —1:

(D) (V3 -1)/2 <mg <1 com —1.07 < wegg > —1

Além disso, a era de dominagdo da energia escura deve ser acessivel a partir da
era de dominagao da matéria. Isto é, a curva m(r) deve conectar continuamente Ps e
Py ou Fs. E importante notar que as condi¢des mf; > —1 e mf; > —1 ndo podem ser ser
simultaneamente satisfeitas por uma fungao m(r) continua para P; e Py consecutivos
(i.e. se a curva intercepta a reta no primeiro ponto com derivada maior que a da reta,
deve passar por uma inflexdo e adquirir uma derivada menor que a da reta para que

possa intercepta-la novamente). Portanto, Ps s6 pode se conectar a Ps na regiao (D).

Por fim, as unicas trajetérias cosmoldgicas vidveis para o sistema apods a era da
radiagao sao P; — P; ou P5; — Py na regiao (D). Utilizando a equagao da reta critica,

é possivel reescrever a desigualdade que define a regiao (D) como:
1
—2<r<—3 (1 + \/§) ~ —1.37. (4.29)

Portanto, temos que r necessariamente diminui entre a era de dominagao da matéria

(Ps com r — —1) e a era acelerada acelerada (P; ou Pg; com 2 <r < —1.37).

4.2 Mapeamento das Condicoes Inciais

As condigoes iniciais para as varidveis adimensionais devem ser dadas durante a era
de dominacao da radiacao. E interessante mapear as condigoes iniciais para as varidveis

adimensionais em termos de quantidades fisicas.

=1 — Qi — 22(N;) — 23(N;) — z4(N;)

(
R;, H;, Qpi, Qpy = (
(
(

)
) (4.30)
)
)

onde o subindice ¢ se refere ao valor da quantidade no instante inicial. Para a era da
radiacdo, 2,; = 1 e Q,; < 1. As demais condicoes iniciais sao definidas pelos valores de

R;, H; e comportamento da funcao r(R).
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4.3 Estudo de Casos Especificos

Nesta secao é estudada a viabilidade cosmoldgica de diferentes fungdes f(R). Ini-
cialmente, sdo revisitados modelos j& discutidos em Amendola et al. (2007) [9]. Ao fim

da secao é feita andlise de um modelo proposto pelo autor.

Para os casos estudados nesse trabalho, veremos que a fungao r(R) possui dois
comportamentos distintos dependendo da funcao f(R). Esses dois comportamentos sao
ilustrados na Figura 4.3. Os casos para quais r(R — co0) — —1 correspondem a evolugoes
cosmologicas similares a RG. Isto é, a era de dominagao da matéria ocorre no regime
de altas curvaturas (altos valores de R). Enquanto os casos em que r(R = 0) — —1
correspondem a evolucoes no qual a evolucao de R é distinta da cosmologia padrao. Isto

é, o valor de R cresce da era de dominagao da matéria para a era acelerada.

r(R)

FIGURA 4.3: Gréfico esquemético de dois comportamentos distintos da funcdo r(R). O
caso onde r(R) — —1 para R — oo (painel esquerdo) corresponde a um comportamento
similar a RG. Isto é, a era de dominacao da matéria corresponde ao regime de altas
curvaturas (altos valores de R).

E importante notar que para que R seja crescente entre essas eras, é necessario que
a(t) se comporte de maneira distinta do previsto em ACDM nessa época. Uma simples
lei de poténcia a o t* nao pode resultar em R positivo crescente pela equagao (2.23).
Porém, é possivel obter a(t) e R(t) crescentes para dependéncias mais complicadas do
fator de escala3. A viabilidade fisica de tais possiveis dependéncias nio é abordada neste
trabalho. A anélise aqui desenvolvida é restrita as condigoes de viabilidade provenientes

do sistema autéonomo de equacoes.

3No universo primordial, por exemplo, pode-se obter a(t) e R(t) crescentes desde que a(t) cresca
mais rapido que e'.
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4.3.1 Casos Anteriormente Conhecidos

4.3.1.1 f(R)=R+aR™

Comegamos a andlise pela classe fungoes f(R) = R+ aR™", que ja foi discutida
na referéncia [9]. Antes de tudo, é preciso escrever m(r). As expressoes para m(R) e

r(R) sao obtidas como:

a(n+1) a(n+1)
R) = = 4.31
m(R) TS — n(R"+1+a) —a(n+1) (431)
a(n+1)
R)+1
A expressao para m(r) pode ser obtida calculando u:
m(R)
r+1 1 a (1+n) 1+
m  n (1 T Rntl —|—a> — mlr)=-n— (433)
———
r+1
Observa-se que m(r) nao depende do valor escolhido para a constante a.
Igualando m(r) a reta critica m = —r — 1, obtém-se as seguintes raizes para r:
Tg = —1 T, =n (434)
Que correspondem aos seguintes valores de m e m/:
mg =0 my =—(n+1) (4.35)
/ , n
= = 4.36
mg n my (Tl + 1)2 ( )

Era de Dominacao da Matéria

Os pontos Py, e Py, respectivos as duas solugoes my, my sao caracterizados por:

11
Ps, (551,2172,1'3) = (0, —5, 2> , Qg =1, Wesrg =0 (4'37)
3in+1) 4n+3 4n+3
Psp (1, x9,23) = (— ( - ), 57 o >, (4.38)

8n2 +13n+3 1
o3 Weip = —1 ——

Oy = —
mb 2n2 n
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O ponto Ps, corresponde a uma era de dominagao da matéria exata. Dada a
- . ;L : -
expressao para a derivada nesse ponto (m/, = n), temos que Ps, satisfaz a condigao para

ser um ponto de sela para n > —1.

Ps;, pode representar uma era da matéria aproximada para n =~ —1. Porém, temos
que a derivada nesse ponto sé satisfaz a condi¢ao mj > —1 paran < —2.61 oun > —0.38.
Portanto Ps, nao pode ser ao mesmo tempo uma era de dominacao da matéria e um

ponto de sela.
Era de Expansao Acelerada

Os possiveis pontos para uma era de expansao acelerada sao P, Ps, € Pg,. Pelo

célculo de m no ponto P,
(4.39)

temos que P; existe como atrator para —2 < n < 0.

Das coordenadas do ponto P (4.20), temos que o mesmo existe no infinto para
m = 0. Portanto, FPs, ¢é inalcancavel pelo sistema e pode ser imediatamente descartado

4.0 ponto Py, é caracterizado por:

(4.40)

2(n+ 2 4dn +5 n(4n +5
Pep - (x1,22,23) = < ( ) ( ) >

241 (n+1)2n+1) (n+1)(2n + 1)
6n%+Tn —1
3n+1)(2n+1)

szoa Weff = —

4Note que esse comportamento independe da f (R).
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_4 -2 ]

— m

— m.

FIGURA 4.4: m e m' em fungéo de n para f(R) = R+ aR™™. Em fundo colorido, as
diferentes regices estaveis possiveis para existéncia de um ponto do tipo Pys. Para esse

modelo, Pg, pode existir em trés regioes distintas dependendo do valor de n.

O ponto Py, pode existir em trés das quatro regices possiveis de acordo com o valor

do expoente n. Como ilustrado na Figura 4.4. Py, pode ser um atrator nas regioes:

e (A) paran > (1++/3)/2~0.37

e (C) paran < (-3 —+/5)/2 ~ —2.62

e (D) para —2<n < —(1++/3)/2~ —1.37

Como discutido na subsecao 4.1.3, apenas a regiao (D) pode ser conectada a era de

dominagao da matéria.
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Evolugao Cosmolégica

r{R} para n=-2

— a=0 — a<0

FIGURA 4.5: O comportamento da funcao r(R).
R — 0, enquanto para n > —1 ocorre para quando R — +o0o. O comportamento das
curvas depende do sinal de a. A escolha do médulo de « influencia apenas na escala
no eixo horizontal. Por simplicidade, aqui |a| = 1. Na andlise, ndo sdo considerados os

casos que R < 0.

r(R) para n=1
T ———T T } ———— —T
\|/
- _____H».\ — T
\ [
L 1 A I L L
-4 -2 ] 2 4
— a0 — a<0

Paran < -1, r —

—1 ocorre para

Como ilustrado na Figura 4.5, para essa classe de fungoes podemos ter os dois

comportamentos distintos de r(R). Paran > —1, temos as evolugoes de comportamento

usual (era da matéria para R — oo, R(loga) decrescente), enquanto para n < —1, temos

0s casos nao-triviais. A seguir, serd analisada a viabilidade dos dois casos distintos.

n>-—1

Para n > —1, Ps, é um ponto de sela e pode representar uma era de dominacao

da matéria viavel. Se n < 0, o ponto P; existe como atrator acelerado. Portanto, uma

trajetdria cosmolégica vidvel pode existir para —1 < n < 0. A curva m(r) e evolucao do

background para uma trajetoria desse tipo podem ser vistas nas Figuras 4.6 e 4.7.

FI1curA 4.6: Curva m(r) para
n = —0.9. Em vermelho, o ponto
Ps, referente a era de dominacgao
da matéria. Em preto o ponto P;.

0E

0.0

fRI=R+a R

loga

— am

Qr — Qee — Wy

Ficura 4.7: Evolucao das densida-

5

x 101 a5,

des cosmologicas para n = —0.9 com
condicoes inciais R = 102°0° H =
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Ainda para essa subclasse do modelo (n > —1), é possivel obter uma era acelerada
na regiao invidvel (A) para n > 0.37. Como nao hé era da matéria vidvel a ser conectada
com esse ponto (Figura 4.8), a era acelerada é precedida de uma falsa era de dominagao

da matéria em torno do ponto P, como ilustrado na Figura 4.9.

loga

-2 -1 ] 1 2

F1GURA 4.8: Curva m(r) para n = 2.
Em vermelho, o ponto Ps, referente
a era de dominagao da matéria. Em
preto, o ponto FPg,. Esses pontos nao
podem ser conectados continuamente
pela curva m(r).

FiGURA 4.9: Evolucao das densidades
cosmoldgicas para n = 2 com condigoes
inciais R = 1073a!/3, H = 4x 107a/6.
O sistema passa por uma “falsa era de
dominagao da matéria” antes de ir para
o atrator acelerado Pg,

n<-—1

Para n < —1, a condi¢gdo mj > —1 nao é satisfeita. Portanto, o ponto Ps,,
referente a uma possivel era de dominagao da matéria, é um atrator. Dessa maneira,
caso o sistema passe por Ps, a evolucao cosmoldgica termina nesse ponto, tornando o
modelo inviavel. Um atrator acelerado pode existir em torno dos pontos P, ou Fg, nas
regides (C) ou (D). Dessa maneira, existem solugoes similares a Figura 4.9, na qual uma

era acelerada é precedida por uma falsa era de dominagao da matéria.

F1GURA 4.10: Evolugao de R em uni-
dades de o~ ! para n = —2. Percebe-se
que R cresce durante a evolugao cos-

Ficura 4.11: Evolucao das densida-

moloégica ao contrario do que se espera
em RG.

des cosmolodgicas para n = —2 com
condicdes inciais R = 107 %o~ !, H =
6 x 1010a71/2,
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Nas Figuras 4.10 e 4.11, temos a evolucao cosmoldgica para n = —2, que corres-
ponde a f(R) proposta por Starobinsky [6]. Para esse modelo, a era acelerada acontece
em P; ap6s uma falsa era de dominacao da matéria. Nesse caso, R é uma funcao cres-
cente de a ao longo de toda evolugao cosmoldgica ao contrario do que acontece para

n > —1 ou em Relatividade Geral.

4.3.1.2 f(R) = aRPexp(qR)

FIGURA 4.12: Gréfico da funcdo r(R) FIGURA 4.13: Curva m(r) para o mo-
para f(R) = aRexp R. Esse modelo delo f(R) = aRexpR. Em verme-
possui o comportamento r(R = 0) = lho, o ponto Ps, referente a era de do-
—1. minacao da matéria.

Assim como o caso anterior, essa f(R) ja foi analisada na referéncia [9]°. As

fungoes m(R) e r(R) para esse modelo sao dadas por:

p
r(R) =—p—qR m(R) =p+qR — 4.41
(R)=-p—q (B) =p+qh - =% (4.41)
Dessa maneira, a funcao m(r) é facilmente expressa como:
_ p
m(r)=—r+= (4.42)
r

A evolugao do sistema independe do valor de q. Obtém-se apenas uma solucao para a

interceptacao de m(r) com a reta critica:

p

Uma possivel era da matéria existe para p — 1. Porém, a derivada m’ s6 satisfaz a
condicao m’ > —1 para p < 0. Portanto, para esse modelo, o ponto de era de dominacao
da matéria é um atrator, tornando o modelo invidvel. E importante notar que essa

condigao é a mesma que descarta o modelo f(R) = R+ aR ™ paran < —1.

®A definicdo de f(R) utilizada neste trabalho difere por uma constante c, adicionada para que f(R)
preserve a dimensao de R.
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4.3.2 Caso Proposto: f(R) = aRPexpqR"

Foi considerada a seguinte generalizagao do modelo da subsecao anterior
f(R) = aRPexp(¢R") (4.44)

Para n = 1, obtém-se o modelo discutido anteriormente. Além disso, para n = —1,
obtém-se o modelo f(R) = RPexpq/R também abordado em Amendola et al. (2007)

[9].

A funcao m(r) para o modelo proposto é dada por:

m(r) :—1+n—r+$ (4.45)

Era de Dominacao da Matéria

A curva m(r) intercepta a reta critica em r = —p, nesse ponto m = —1 + p.
Portanto, uma era de dominagdo da matéria pode existir para p = 1. A derivada em P;

¢é calculada como:
my=—1—— (4.46)

Portanto, P5 é ao mesmo tempo uma era de dominacao da matéria e um ponto de sela

parap=1en <0.
Era Acelerada

Para p = 1, a fungdo m(r) em P; é dada por:

(4.47)

3
=
=
Il
|
N2
Il
[
+
|3

Portanto, P; é um atrator acelerado para —2 < n < 0.
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Evolugao Cosmolégica

n=0 n=0
ol 1 of ]
T N
|
00 05 70 TE 20 oo 05 10 TE 20
R R
Ficura 4.14: Comportamento da Figura 4.15: Comportamento da
funcao r(R) para f(R) = aRe??" com fungdo r(R) para f(R) = aRe™" com
n < 0. n > 0.

Como ilustrado nas Figuras 4.14 e 4.15, a fungao r(R) possui dois comportamentos
distintos dependendo do sinal do expoente n. A condicao para que Ps; seja um ponto de
sela é satisfeita apenas para n < 0, isto é, para os casos onde R se comporta como em
Relatividade Geral (decresce com o tempo). Caso o expoente seja positivo (casos onde

r(R=0) = —1), o ponto P5 se torna um atrator.

Exigindo simultaneamente as condigoes para a existéncia da era de dominagao da
matéria e da era acelerada, temos que uma trajetéria cosmoldgica vidvel pode existir

para —2 < n < 0. O célculo do autovalor positivo de P5, dado por
A =3(1+m5)=3(1-1-n)=—3n, (4.48)

fornece mais uma restricado para o valor de n. O expoente n deve ser escolhido de
modo que A\ < 1 para que a evolugdo sistema passe suficientemente préximo ao ponto
Ps5. Caso contrario, as solugoes sao repelidas de Ps antes de chegarem consideravelmente
perto desse ponto. Esse resultado é coerente com a discussao feita para o modelo f(R) =

Rexp q/R na referéncia [9], onde o modelo é descartado pois \; = 3.

Portanto, ainda que nao possua o comportamento de R que se desejava investigar
inicialmente, o modelo proposto pode produzir uma evolugao cosmoldgica aceitavel. A
evolucao do background cosmolégico para dois valores diferentes do expoente n pode ser

vista nas Figuras 4.16 e 4.17.
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FicUurA 4.16: Evolugdo cosmoldgica
para f(R) = Rexp(¢R") com n =
—0.2
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Ficura 4.17: Evolugdo cosmoldgica
para f(R) = Rexp(¢R") com n =
—-0.4
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas Futuras

Observa-se que, para os modelos investigados, uma trajetéria cosmologica com R
crescente é descartada, uma vez que para as f(R)s das quais se espera esse comporta-
mento, o ponto fixo de dominagao da matéria nao é um ponto de sela. Mais especifica-
mente, para esses modelos, a derivada m/(r = —1) nao satisfaz m; > —1 e, portanto, a
era de dominacao da matéria se torna um atrator. O passo seguinte é verificar se essa
condigao é geral para qualquer f(R) com o comportamento desejado. Isso pode ser feito
escrevendo a derivada m/(r) em termos de derivadas com respeito a R.

dm(r)  (dm/dR)

ar  (drjdR) = (5:1)

Parar(R=0)=—-1em(R=0)=0.

Durante andlise desenvolvida, foi proposto o modelo f(R) = aRP exp(qR™) como
uma generalizagao para dois outros modelos abordados anteriormente em [9]. Apesar
de nao satisfazer as caracteristicas que procurdvamos, esse modelo pode reproduzir uma
trajetéria cosmoldgica viavel. E necessério um estudo posterior para verificar a viabili-

dade desse modelo quanto observaveis locais, perturbagoes e solugoes de estrela.
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Calculo da Variacao do Tensor de

Ricci

A.1 Variacao dos Simbolos de Christoffel

Calculamos a variacao dos simbolos de Christoffel:

1 1
5Fp#y = §gp)\(5g)\u,u + 5g>\u,u - 5g,u,u,>\) + §5gp)\(g/\,u,u + 9w, — g/ﬂ/,)\)
Da definigao da derivada covariante para um tensor de posto (0,2):

K K
Vo = Wuva — g wus — T oWk

K K
W = Vawuw + T wpus + 17w

Dessa maneira, o primeiro termo da equagao A.1 é reescrito como:

2

Quando w,, = g, a equagao A.3 se reduz a:
g,u,u,a = Fﬁoa/glm + F’iuaglﬂ/
Temos, entao, o segundo termo de A.1 como:

1
509”93 + D = G n) = =9 Dng T 0000 = —g" T, 005

(A1)

1 1
*gp)\(égku,l/ + 69Au,u - 6gpy,)\) = 59[»\ (VV(SQ)\;L + vuégku - v)\ég/u/ + QFHuyégAn)

(A4)

(A.5)
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Esse termo cancela com o tltimo termo da equagao (A.4). Aqui, foi utilizada a variacdo
da métrica inversa dada pela equacao ?77. Dessa maneira obtemos a variacao dos simbolos
de Christoffel:

1
5Fp;w = §gp>\ (vvdg)\u + V09 — V)ﬁQ;w) (A.7)

A.2 Variagao do Tensor de Ricci

A variacao de R, com respeito a métrica resulta em:
0Ryy = 0x0T*,, — 0,61 5 + 01" \T* 4+ T% 6T, — 61" T\ —T%, 0T, (A.8)

Utilizando a definigao da derivada covariante para um tensor de posto (1,3),

Va6l = 0a0T7,, + 17 5617, —T7 617 — TP, 617 (A.9)

00017, = V0¥, —T7 56T7 , +T7 617 +T7,,6T° (A.10)
Calculando os termos de derivada parcial da equagao A.8

ONOT?,, = Va0T?,, — T\ 6T, + T% 0T, + 17 0T, (A.11)

0y 0T \ = V0T )\ = T2, 6T 5 + 17,007\ +T7%,,0T,, (A.12)

Temos que todos os termos exceto os de derivada covariante se cancelam ou com os

demais termos da equacao A.8 ou entre si. Portanto:
SRy, = VAT?,, = V6T, (A.13)
Utilizando a expressao obtida para a variacao dos simbolos de Christoffel:

1
VAo, = 59)‘“ (VaVuOGipu + VaV,ugiw — VaVidguw) (A.14)

1
V6T, = ig)‘“ (Vo VrbGuu + ViV ,udgir — Vi Vg (A.15)
Portanto a variacao do Tensor de Ricci é:

1
SRy, = ig’\“(V)\V,,@q,w — Vo Va0gku + VaVu6Gk — VaVidguw — ViuVudgin + Ve Vidg,)
(A.16)
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