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RESUMO

Este artigo apresenta uma nova aplicagao desenvolvida para a comunidade académica da
UFRJ, com o objetivo de auxiliar os alunos de Calculo Numérico a compreender me-
lhor a disciplina, elevar o Coeficiente de Rendimento (CR) médio e reduzir a taxa de
evasao. O site oferece explicacoes tedricas e ferramentas praticas interativas para refor-
¢ar o entendimento. O artigo inicia com um resumo do contetdo abordado, seguido de
uma explicagao sobre a metodologia de desenvolvimento e implementacao do site. Além
disso, discute-se o potencial do site para futuras expansoes, tanto para outras disciplinas
do curriculo de Ciéncias da Computagao quanto para outros cursos e niveis de ensino. A
aplicacao encontra-se atualmente em estado Beta, representando um primeiro passo signi-
ficativo para o desenvolvimento continuo do projeto e sua contribui¢ao para a comunidade
académica.

Palavras-chave: UFRJ; Calculo Numérico



ABSTRACT

This article presents a new application developed for the academic community of UFRJ,
aimed at helping Numerical Analysis students better understand the subject, improve the
average Grade Point Average (GPA), and reduce dropout rates. The website offers theo-
retical explanations and interactive practical tools to reinforce understanding. The article
begins with a summary of the content covered, followed by an explanation of the devel-
opment and implementation methodology of the website. Additionally, it discusses the
potential for future expansions of the site, both for other courses in the Computer Science
curriculum and for other programs and educational levels. The application is currently in
Beta status, representing a significant first step towards the ongoing development of the
project and its contribution to the academic community.

Keywords: UFRJ; Numerical Analysis
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1 INTRODUCAO

Este relatorio detalha o processo de criacao e desenvolvimento de um site dedicado ao
aprendizado de calculo numérico. O objetivo principal deste projeto é fornecer uma plata-
forma interativa e abrangente para estudantes que buscam compreender os fundamentos
e aplicacoes do calculo numérico.

O estudo do calculo numérico é essencial para diversas areas, incluindo engenharia,
ciéncia da computacao, fisica e matematica aplicada. No entanto, muitos estudantes
enfrentam desafios ao tentar dominar os conceitos e técnicas envolvidos nesse campo.
Reconhecendo essa necessidade, este projeto foi concebido com a intengao de oferecer
uma abordagem inovadora e acessivel ao aprendizado do célculo numérico.

Ao longo deste relatério, serao apresentados os principais aspectos do processo de
criacao do site, desde a concepcao inicial até a implementacao final. Serao discutidos
os objetivos do projeto, as metodologias utilizadas, os recursos empregados e os desafios
encontrados durante o desenvolvimento. Além disso, serao destacadas as caracteristi-
cas principais do site, incluindo a estrutura, os contetidos disponiveis e as ferramentas
interativas oferecidas aos usuarios.

Espera-se que este relatorio forneca uma visao abrangente do trabalho realizado, desta-
cando nao apenas os resultados alcangados, mas também o processo criativo e as decisoes
tomadas ao longo do caminho. Mais importante ainda, espera-se que o site resultante
deste projeto seja uma ferramenta valiosa para estudantes interessados em aprimorar seus
conhecimentos em calculo numérico e, assim, contribuir para o seu sucesso académico e
profissional.

Existe um site parecido do Instituto Federal de Sao Paulo (IFSP) que também possui
calculadoras numéricas. Porém, diferente do site apresentado neste relatorio, o da IFSP
¢ muito mais voltado para a utilidade préatica do que pro ensino de novos estudantes,
além da interface e usabilidade menos intuitiva e a falta de conteudo tedrico ou videos
demonstrativos. A aplicacao da IFSP é voltada para profissionais ja formados.

Existem também outros como symbolab e wolframalpha, mas eles sao mais genéricos,
voltados pra matemarica em geral, além de que o usuério precisa pagar uma mensalidade

para ter acesso completo a plataforma.
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2 A TEORIA

Este capitulo tem como proposito apresentar de forma resumida a teoria de célculo
numeérico que foi incorporada ao site. Embora esta se¢ao nao esteja diretamente ligada
a estrutura e funcionamento do site em si, é de suma importancia para compreender os
fundamentos subjacentes aos recursos e ferramentas disponiveis.

A teoria abordada neste capitulo foi elaborada pelo autor com base em suas anotagoes
de aula e discussoes com o orientador. Destaca-se que todo o contetido tedrico é original,
nao tendo sido reproduzido de qualquer outro lugar.

Ao explorar esta secao, os leitores terao acesso a uma compreensao abrangente dos
principios fundamentais do célculo numérico, incluindo conceitos-chave, métodos de re-
solugao de problemas e aplicacoes praticas. Dessa forma, este capitulo serve como um
alicerce para a compreensao e utilizacao eficaz do contetido apresentado no site, propor-

cionando uma base tedrica para os usuarios.

2.1 FONTES DE ERRO

No contexto do calculo numérico, é fundamental compreender que seu objetivo prin-
cipal é obter uma solucao aproximada para problemas que sao desafiadores ou mesmo
impossiveis de resolver de forma analitica. Nesse sentido, é essencial reconhecer as fontes
potenciais de erros que podem distanciar nossa solucao do resultado ideal.

1-Dados: Para quem trabalha com Calculo Numérico, muitas vezes ele precisa retornar
um resultado com base em dados previamente obtidos e esses dados, muitas vezes, sao
aproximados devido a falhas na coleta dos dados ou devido ao uso de dispositivos de
medicao que, por si s0, fornecem resultados aproximados. Esses erros podem ser minimos
e, em uma primeira impressao, serem inofensivos. Porém, ao aplicarmos métodos nméricos
esse erro inicial pode influenciar negativamente o resultado final.

2-Representacao numérica na maquina: A grande maioria dos problemas envolvem
numeros decimais. Na maquina, esses nimeros sao representados na base 2. Como o
sistema numérico dos computadores tem um quantidade finita, mesmo que grande, de
bits para representar os nimeros, normalmente é necesséario efetuar arredondamentos
para que a informacao seja armazenada, fazendo com que o nimero na memoria nao seja
exatamente o ntimero original.

3-Operagoes Matematicas: Considerando dois ntimeros com imprecisoes, sejam elas
causadas pela coleta de dados ou pelo armazenamento no computador, ao efetuarmos as
quatro operacoes entre esses nimeros a imprecisao cpode aumentar. Assim, depois de

diversar operagoes, o erro pode se acumular e tornar o resultado inviavel.
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4-Substituir o problema por um problema aproximado: A modelagem numérica con-
siste, de um modo geral, em rescrever o problema original de uma forma que seja viavel
a implementagao computacional da solucao deste problema aproximado. Dessa forma,
ao aplicarmos um método numérico obtemos uma solugao aproximada para o problema
original. Para nossa sorte, ao aplicarmos a maioria dos métodos numéricos é possivel
também estimar o erro da solucao aproximada ou, ao menos, controlar parametros do
método de forma a obter uma solucao aproximada com um erro aceitavel.

A primeira fonte de erro citada acima, devido a coleta de dados, nao é fonte de
estudo do Célculo Numérico. Assim, consideraremos sempre que os dados fornecidos
sao minimamente confidveis. Para diminuir o erro da segunda fonte, podemos optar
pela representacao extendida dos ntimeros (double). Ja os erros causados pela terceira
fonte podem ser amenizados com estratégias que envolvem uma ordem apropriada das
operacoes matemaéticas como, por exemplo, priorizar divisoes com o valor em modulo do
divisor consideravelmente maior que o valor em moédulo do dividendo.

J& os erros referentes a quarta fonte podem ser minimizados com a escolha apropriada
do método numérico para resolver o problema. ¢ nesta diregao que podemos atuar de

forma a obter resultados numeéricos com consideravel precisao.

2.2 RAIZES DE FUNCOES REAIS

No primeiro tépico abordado na disciplina de Calculo Numérico, exploramos métodos
para encontrar as raizes de fungoes reais com variavel real.

Na pratica, ha diversas abordagens para encontrar uma raiz de uma funcao. Por exem-
plo, se tivermos acesso ao grafico da funcao em questao, podemos visualmente identificar
os pontos onde ela cruza o eixo x. No entanto, essa é uma abordagem simplificada e
bastante imprecisa, servindo apenas para termos uma ideia da localizacao das raizes.

Além disso, essa abordagem nao é viavel para computadores. Eles nao tém capacidade
para analisar infinitos pontos, sua memoria é limitada e a representagao numérica também
possui suas restricoes. Além disso, nem sempre é possivel utilizar formulas fixas, como a
formula de Bhaskara, para encontrar as raizes das fungoes reais.

Diante dessas limitacoes, neste contexto, sao apresentados os quatro métodos numéri-
cos com os quais é possivel determinar um valor aproximado para as raizes de uma fungao

real.

2.2.1 Meétodo da Bissecao

Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua e possuindo uma e apenas uma raiz { em [a, b]
e f(a) e f(b) tém sinais opostos, seguindo o teorema do valor intermediario. Queremos
determinar &.

O Método da Bissecao consiste em:
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1. Fazemos z,, = ((a + b)/2 e verificamos se a raiz esta na metade esquerda, ou seja
la, z,,], ou na metade direita do intervalo original, ou seja, [x,,,b]. Fazemos isto
testando o sinal de f(a) * f(z,,). Se for menor ou igual a zero entdo a raiz £ esta

no intervalo [a, x,,], caso contrario esta no intervalo [z,,, b].

2. Dado um € tal que 0 < ¢ < 1 (muito proximo de 0), aplicamos o passo 1 até que
()] <eoula—bl <e.

Dessa forma, ao fim do processo teremos um valor z,, tao proximo da raiz £ quanto
menor for e.
O método da bisse¢ao ¢ um método lento, mas tem convergéncia garantida, ou seja,

sempre encontrard um valor aproximado para a raiz.

2.2.2 Meétodo da Falsa Posicao

Este método é similar ao método da bissegao. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua
e possuindo uma e apenas uma raiz  em [a,b] e f(a) e f(b) tém sinais opostos. Queremos

determinar &.

1. Geometricamente, tragamos uma secante entre a e b (segmento de reta com extremos

em (a, f(a)) e (b, f(b)))-

3 6 — f(®)—f(a)
2. A equagao desta reta secante é f(x) = f(a) + (z — a) ===
3. No eixo z, a reta passa pelo ponto (z,,,0), com z,, = %

4. Se f(a) x f(z,) <= 0 faca b = x,,, ou seja, a raiz esta no intervalo [a, z,,], caso

contrario a raiz estd no intervalo (z,,,b] e entdo faca a = z,.

5. Dado um € tal que 0 < € < 1 (muito proximo de 0), continuamos a iteragao 4 até

que f(§) <eoula—b| <e.

2.2.3 Teorema do Ponto Fixo

Este nao é um método muito pratico para se achar uma raiz, mas é importante que se
entenda o teorema do ponto fixo para entender o proximo método.

Dada uma funcéo ¢ : [a,b] — R continua, dizemos que £ é ponto fixo de ¢ se £ é tal
que (&) = ¢.

Dada uma equagao f(z) = 0, por algebrismo chegamos a z = ¢(x). O Método do

Ponto Fixo consiste em gerar uma sequéncia x; onde

Tpe1 = @(zg), k=0,1,2, ...

sendo a fungao ¢ chamada de funcao de iteragao.
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3 —x —5 =0, podemos chegar a v = (x + 5)1/3, ou seja, neste caso
temos (1) = (z + 5)1/3.

A ideia é, ao invés de determinar £ com a fungao f, vamos determinar £ como o ponto

Por exemplo, se x

fixo de z = p(x). Isto é possivel porque, considerando a forma geral da fungao de iteragao
como p(z) = x—A(x) f(z), com A(§) # 0, é possivel mostrar que f(§) =0 <= p(§) =&,
ou seja, £ é raiz da equagao f(z) = 0 se e somento de £ é ponto fixo de .

Se p(x) = (x4 5)/3 e 2y = 0, temos entdo z1 = p(xg) = 1.709975, zy = p(x;) =
1.886138, x3 = p(w) = 1.902502 e x4 = ¢(x3) = 1.904008, que coincide com a raiz da
equacao até a terceira casa decimal.

Mas nem toda funcao de iteragao gera uma sequéncia convergente. Por exemplo, a
partir da mesma equagiao podemos definir ¢(¢) = 23 — 5. Considerando x5 = 0, obtemos
1 = p(rg) = =5, T3 = p(r1) = —130 e x3 = @(xy) = —2197005.0, indicando que a
sequéncia nao convergira para a raiz £ = 1.904160 (com 6 casas decimais).

E possivel mostrar que, entre todos os métodos de ponto fixo possivel para uma dada
equacao f(z) = 0, o método mais rapido sera aquele em que ¢'(§) = 0. Usaremos esta

informacao para estabeler o proximo método.

2.2.4 Meétodo de Newton-Raphson

O teorema do ponto fixo é tal que p(z) =2 — A(x) f(x), com A(§) # 0, logo, ¢'(x) =
1 — A'(z)f(x) — A(x)f'(x). Fazendo x = £ e igualando a expressdo a zero, obtemos

P'(§) = 1= A f(§) = A& f'(§) = 0= A(&) = 75, pois f(§) = 0.
Assumindo que A(x) = %, obtemos a fungao de iteragao p(z) = = —

funcao de iteragao do Método de Newton-Raphson (MNR).

f(@k)
(=)
dentro das condigoes de convergéncia. E importante ressaltar que o MNR ¢é ainda um

f(z)
fr(z)?

que € a

Assim, o MNR é dado por xpy1 = xp — com z sendo um valor inicial qualquer
Meétodo do Ponto Fixo e, por isso, esté sujeito a critérios de convergéncia.

Como teste de parada temos |f(zg11)] < € ou |zgr1 — x| < €, com 0 < € < 1. Além
disso, para garantir a parada do algoritmo, incluimos o teste £ > n, com n sendo um
nimero maximo de iteragoes definido.

Graficamente, este método funciona pegando a reta tangente no ponto (xq, f(xg)) e
determina xy; como o ponto de intersecao desta reta com o eixo x. No passo seguinte,
consideramos a reta tangente no ponto (z1, f(z1)) e x5 sera a abcissa do ponto onde esta

reta corta o eixo x e assim por diante.

2.2.5 Meétodo da Secante

Este método tem o proposito de evitar o célculo da derivada da fungao f(z), como é
feito no MNR. Porém, ele é similar ao método da falsa posicao, uma vez que esses dois

métodos utilizam retas secantes para encontrar a raiz.
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Reta Tangente

Figura 1 — Exemmplo grafico do método de Newton-Raphson

Dados z( e x; iniciais, fazemos

R CIO
k+1 k Sap)—f(zr—1)
Tp—Tp_1
onde a expressao % é a secante que aproxima a derivada de f(xy).

Como condigao de parada temos |f(zx41)| < € ou |xpy1 — 2k < €, com 0 < € < 1.
Ainda aqui é importante considerar um nimero maximo de iteragoes.

Gaficamente, este método traga a reta secante entre os pontos (o, f(zo)) e (x1, f(z1))
e xy serd a abcissa do ponto onde esta reta corta o eixo x. Em seguida, repitimos o
processo para os pontos (z1, f(z1)) e (x2, f(22)), sendo z3 a abcissa do ponto onde esta
nova reta corta o eixo x. Este precesso é repetido até que algum critério de parada seja

satisfeito.

2.3 POLINOMIO DE TAYLOR

O polinémio de Taylor é uma forma de representar uma fung¢ao por um polinémio.
Claro, essa representacao vem com um custo, ja que se trata de uma aproximagao. Porém,
muitas vezes é preferivel fazer essa transformacao para resolver certos tipos de problemas.
Além disso, ha muitos métodos numéricos derivados do polinémio de Taylor.

Seja f uma fungao C™ em um determinado intervalo aberto I = (by,b) CR e a € I.

O polindémio de Taylor de grau n de f em torno de a sera:

f(@) ~ f@)+ (@) a—ay L Q@ =" @@ —af | @0

2! 3! .« e T, vxEI.
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Figura 2 — Exemmplo grafico do método da Secante

Se f(*1) existe no intervalo I e a € I, entdo, para x € I temos

f(z) = Pa(z) + Ry(2)
onde P,(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + W +...+ fn(“)g#, um polindémio de grau
menor ou igual a n, e

PV —
(n+1)!

para algum & entre x e a. A fun¢do R, (x) é chamada de fungao erro.

Ry(z) =

Se o ponto a, chamado de centro da série, é igual a zero, a série é chamada de Série

de MacLaurin.

2.4 PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

Considere o Problema de Valor Inicial de primeira ordem y/(t) = f(¢,y(t)) com o valor
inicial y(to) = yo
Queremos determinar valores da fungao y(t) em determinados pontos. Devido a apli-

cacao dos métodos numeéricos, esses valores serao aproximados.
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Dado h suficientemente pequeno, criamos a discretizacao t; = tg+ih, comi =1,2,3, ....

Vamos entao determinar valores y; =~ y(t;).

2.4.1 Método de Euler

Este método consiste em, uma vez que se sabe derivada de y, dada pela funcao f,
"caminhar"pela derivada da funcao utilizando um passo h. Quanto menor o passo, mais
preciso sera a estimativa. Em outras palavras, a cada passo dado de ¢; para t;,1, o valor da
fungao varia de y; para y;y1, com este valor sendo determinado por meio da reta tangente
ao grafico de y no ponto (t;, ;).

Assim, dado y; ~ y(t;), determinamos o proximo valor y; 1 por

Yis1 = Yi + hy; = yir = vi + hf (L, vi)
pois, pelo PVL, v = f(t;, vi).

Podemos chegar a esta mesma expressao se considerarmos o Polindmio de Taylor de
grau 1 para a fungdo y na vizinhanga de um ponto ¢, dado por y(t) = y(t) + (t — t)y'(t) +
Ry (t). Fazendo agora t = t;41 e t = t;, obtemos y(t;11) = y(t;) + (tiv1 — t)y'(t;) + Ry(t)
e entdo yi + 1 =y hf(t;,y;), que é a mesma expressao acima.

Assim, o Método de Euler é dado por: parai=0,1,2,3,...,n, yix1 = vy; + hf(ti,v:).

2.4.2 Método de Euler Melhorado

O método de Euler Melhorado segue o mesmo principio do anterior, mas em vez de
estimar o valor da funcao seguindo a derivada, ele utiliza a reta que passa pela bissetriz do
angulo formado entre a reta tangente (aproximada) a y no ponto (¢;,y;) e a reta tangente
(aproximada) a y no ponto (t;11,¥iy1), com y; 11 = y; + hf(t;,yi), ou seja, este é o valor
de y;11 que é obtido ao aplicarmos o Método de Euler.

Assim, o Método de Euler Melhorado é dado por

h _ )
Yit1 = Yi + §[f(tiayi) + f(tiv1, %)), i=0,1,2,..,n—1,

onde g1 =y + hf(ts, y;)

2.4.3 Meétodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta sao métodos tais que:

1. Sao de passos singulares, ou seja, para determinar y;,; utilizamos apenas informa-

¢Oes no passo anterior i.

2. Nao precisam das derivadas da funcao f, mas precisam determinar o valor desta

fungao varias vezes.
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3. Apos desenvolvermos a funcao f em série de Taylor, convenientemente, encontramos

a expressao do método baseado na série de Taylor.

E facil verificar que o Métoto de Euler ¢ um Método de Runge-Kutta de ordem 1, ja
que ele pode ser obtido diretamente da Série de Taylor e a funcao erro é da ordem de h2.

Também é possivel mostrar que o Método de Euler Melhorado é um Método de Runge-
Kutta, mas de ordem 2. Para mostrar isso, basta desenvolver a parcela f(t;11,7;+1) em
Polindémio de Taylor de grau 1 na diregao ¢ e na dire¢do y, na vizinhanga de (t;,y;),

Outros métodos de Runge-Kutta:

Ordem 3:
2 1 4
Yntl = Yn T §K1 + §K2 + §K3
Kl - hf(xnvyn)
h K
K2:hf (xn—i_a)yn—i_?l)
3h 3K,
Ks=h nt =Y+ ——
Ordem 4:

1
Yn+1 = Yn + E[Kl +2K5 + 2K5 + K4

Ky = hf(xn,yn)

h K
KZth (xn+_7yn+_1)

2 2
h K.
K?):hf (xn+§7yn+72)

K4 = hf(xn + h7yn + K3)

2.5 PROBLEMAS DE VALOR DE CONTORNO (PVC)

Vamos resolver numericamente uma EDO de segunda ordem do tipo:

y' = flz,y(x),y'(2))

dadas condigoes de contorno em dois pontos a e b.
Vamos estudar apenas os casos em que f é uma funcao linear em y e y'. Na verdade,

vamos resolver apenas quando a EDO for do tipo:

y"(v) + Ay'(z) + By(x) = g(z)

com n = 2 condi¢oes de contorno.
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ary(a) + b1y'(a) = 0
azy(b) + bay' (b) = 02
onde ay,as, by, be,d1,02 € R e a; e by ndo podem ser simultaneamente iguais a zero (o
mesmo para as e by).
Se by = by = 0, temos as condigoes de contorno y(a) = 2—11 e y(b) = 2—?, chamadas de

condicoes de contorno de Dirichlet ou prescritas.

Se a; = ay = 0, temos as condigdes de contorno y'(a) = g—ll ey (b) = 5—22, chamadas de

condicoes de contorno de Neumann ou de fluxo.
Qualquer outra condicao de contorno é chamada de mista.
Para ilustrar a aplicacao das diferencas finitas para resolver o PVC, vamos considerar

o exemplo a seguir.

2.5.1 Problema de Dirichlet

Considere o problema de valor de contorno

y'(z) + Ay'(z) + By(r) = g(z)
y(0)
y(1)

0

I
<

1

para x € [0, 1].
1

P seja r; =

Vamos considerar a seguinte discretizagao do dominio [0, 1]: com h =
hxi, i=0,1,2,....n+1.

NN I N N O N A
o

0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 1

Figura 3 — Discretizacao com n = 9

O P.V.C na sua forma discreta é dado por

y; + Ay; + By; = g(x;)

para ¢ = 1,2, ...,n, pois ¥y e 41 sao dados do problema.
Nesse caso, pode-se perceber que dividimos o problema em 11 diferentes pontos. Desses
11 pontos, 7y € ¥; ja nos foram dados, mas vy, ¥z, . . ., Yy, sao incognitas. Temos, neste caso,

n = 9 incégnitas, entao precisamos de n equagoes!
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As n equagoes vém da forma discreta do problema. Porém, aparecem ali y! e y..
Precisamos entao reescrever a forma discreta da equacao de forma a conter apenas as
incognitas y;,7 = 1,2, ...,9 do problema.

Euler Avancado

A Série de Taylor para y em torno de z € R é dada por

y(x) = y(z) + ' (2)(x — 7) + y//(x)(; i) y”’(x)(;'" — o(h).
Com T = z; e x = x;,1, temos entao
h? h3
Y(ziv1) = y(@:) + hy'(2) + ?y”(%) + gym(%) +o(h")
Entao: ) i )
() = y(x +1)h y(z:) O(h ‘

Esta é uma aproximacao de ordem 1 chamada de Euler Avancado.
Euler Atrasado

Com = = z; e x = x;_1, temos entao

y(zi1) = yla;) — hy'(2;) + o(h®)

Assim,
(o) = HEZIE o)
e al
Y~ Yi — Yi-1
! h

Esta é uma aproximacao de ordem 1 chamada de Euler Atrasado.
Euler Centrado
Vimos que:

2

Y(rn) = (o) + g/ () + 'y ) + o)

2

wia) = () — /() + oy ) — o)

Subtraindo uma da outra, temos:

Y(@i1) — y(xim1) = 2hy' () + o(h?)

Logo,

y/<xi) _ y(xi-i-l)z_hy(xi—l) . O(hZ).

e ai
/o Vit — it
iR Ton
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Esta é uma aproximagao de ordem 2 para a primeira derivada e é chamada de Euler
Centrado.
Segunda Derivada

Para a derivada de ordem 2, vamos considerar as Séries de Taylor ja apresentadas

anteriormente
/ 2 " h " — 4
Y(rip1) = y(@;) + hy'(x;) + oY (z) + 1Y (Z) +o(h”)
e
/ h2 Vi h3 "/ — 4
y(zio1) = y(x;) — hy'(x;) + Y (z5) — 37Y (Z) + o(R").

Somando as expressoes acima termo a termo, obtemos
y(@ip) +y(zi) = 2y(x;) + h*y" (z;) + o(h?).
Logo,

(e = L) T2 VT ey

Assim,
n o Yit+1 — 2yi + Yi-1
yz ~ h2 )

que ¢ uma aproximacao de ordem 2 para a segunda derivada.

Resolvendo o problema discreto
Substituindo a primeira derivada y; pela Diferenca Centrada e a segunda derivada

y! por sua aproximagao de ordem 2 na forma discreta do PVC, obtemos, considerando

yi = y(z;),

i1 — 2Y; + Vi i1 — Yie
Yi+1 y+y1+Ay+1 Yi—1

"+ Ayl + By = g(x;) =
y; + Ay; + By, = g(x:) 12 57

parai=1,2,....n.
Simplificando, obtemos

h h
(1- Ai)yi—l + (Bh* = 2)y; + (1 + A§)yi+1 = h?g(x;),

parai=1,2,....n.
Na primeira equacao, ¢+ = 1, aparece 1y, que, no caso do problema, ¢é igual ao valor
dado 7y. Assim, a primeira equacao é dada por
h

h
(BR? = 2)y1 + (1 + A5)92 = hg(x1) — (1 - Ag)@o-

Na dltima equagao, ¢ = n, aparece y,+1 que, neste caso, & um valor dado e igual a ;.

Logo, a tltima euqacao é dada por
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h h
(1= AZ)yn-1 + (BR® = 2y = Pg(xn) = (14 A1

Assim, obtemos o sistema linear com n equagoes, dado por

(Bh? — 2)y1 + (1 + ALy, = h2g(z1) — (1 — AL)go
(1- A%)yi—l + (Bh2 -2y + (1+ A%)Z/i—i—l = h29(5’7i)7 i1=2,3,..,n—1
(1= AS)yn—1 + (Bh® = 2)y, = hPg(wn) — (1 + A5)7

Ao resolver o sistema linear acima, obtemos os valors y;, que sao as aproximagcoes para

y(ﬂh‘)-
2.6 SISTEMAS LINEARES

Seja A uma matriz n X n e b um vetor n x 1. Queremos determinar x, n x 1, tal que

Ax = b, se det(A) # 0.

2.6.1 Meétodo da eliminacao Gaussiana

O método da eliminacao Gaussiana, também chamado de método da adigao, consiste

em:

1. Substitua a segunda linha pelo resultado da soma desta segunda linha com a primeira
linha multiplicada por um fator conveniente, de forma que o primeiro elemento da
segunda linha fique zerado. Atencao, tudo que for feito nas linhas da matriz A tem

que ser feito com os elementos do vetor b.

2. Repetir o mesmo processo com a terceira linha, quarta linha, e assim por diante
até a ultima linha, de forma que todos os elementos da primeira coluna abaixo da

diagonal principal fiquem zerados.

3. Vocé farad o mesmo que fez com a primeira coluna, mas agora com a segunda coluna,
ou seja, zerar todos os elementos da segunda coluna que estao abaixo da diagonal
principal. Isso sera feito substituindo cada linha a partir da terceira por ela mesma

subtraida da segunda linha multiplicada por um fator conveniente.

4. Repetir todo esse processo até a pentultima coluna. O resultado final serd uma
matriz em que todos os elementos abaixo da diagonal principal sao iguais a zero, ou

seja, uma matriz triangular superior.

As operagoes entre as linhas que foram descritas acima sao chamadas de operagoes
validas, uma vez que, quando realizadas entre as equagoes do sistema linear (ou seja, entre

as linhas da matriz A e do vetor b) nao alteram o resultado do sistema linear.
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Resumindo, as operagoes validas entre as equacoes de um sistema linear (ou entre as

linhas da matriz aumentada [A|b] sao:

e Trocar duas linhas de posicao, ou seja, L; <+ Lj;.

e Multiplicar uma linha por um escalar diferente de zero, ou seja, Li < al;, com

a # 0.

e Substituir uma linha pela soma desta linha com outra, ou seja, L; < L; + Lj;.

Essas operagao sdo entdo aplicadas para transofrmar a matriz aumentada [A|b] em
uma matriz m|a tal que A é uma matriz triangular superior. Assim, obtemos o sistema
linear equivalente ao original dado por Ax = b, cuja sol pode ser obtida pelo Método da

Retro-substituicao, descrito a seguir.

2.6.2 Algoritmo da Retro-Substituigao

Uma vez que vocé ja aplicou a eliminagao Gaussiana, é possivel resolver o Sistema
Linear por meio da retro-substituigdo. Como a tultima linha da matriz A (ou seja, a
linha n, equivalente & n-ésima equagao) possui um unico elemento que nao esta zerado, o
elemento a,,,, é possivel descobrir o valor de x,,. Depois, passaremos para a linha superior,
n — 1, onde ha 2 elementos, a,_1 -1 € ap_1,, mas o elemento z,, nés ja sabemos o valor,
entao podemos determinar x,_;. Esse processo se repetira até a primeira linha e, com
isso, acharemos todas as incoégnitas.

Abaixo segue o algoritmo da retro-substituicao:

Algorithm 1 Resolugao de Sistema Linear Triangular Superior
Entrada: Matriz A de dimensao n x n e triangular superior, vetor b com n elementos.
Saida: Vetor z tal que Ax = b.

1. Calcule x,, ab—”

nn

2. Parai <+ n—1 até 1 faga:

a) Defina Soma < 0
b) Para j < i+ 1 até n faga:

i. Atualize Soma <— Soma —a;; X z;

b;—Soma
Qi

c¢) Calcule x; «+

O método da substituicao é idéntico ao da retro-substituicao, mas a entrada ¢ uma
matriz triangular inferior e as substituicoes comecam a partir da primeira linha e vao

descendo, ao invés de comecar da tltima linha e ir subindo.
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2.6.3 Fatoragao LU

Dado o sistema linear Ax = b, com det(A) # 0, fatoramos a matriz A na forma
A = LU, onde L (do inglés lower) é uma matriz triangular inferior com 1 na diagonal
e U (do inglés upper) é triangular superior. Assim, Ax = b se torna LUx = b. Se

considerarmos y = Ux, temos Ly = b. Dessa forma, obtemos dois sistemas lineares:
Ly=b

Ux=y

Resolvemos o sistema linear Ly = b usando o método da substituicao, obtendo o
vetor y. Com este vetor, resolvemos o sistema linear Ux = y com o método da retro-
substituicao.

Obs: A fatoragao LU faz mais operagdes do que a elimina¢ao Gaussiana. Porém, a
fatoracao LU tem mais vantagens quando precisamos resolver varios sistemas lineares,

todos com a mesma matriz A, pois a fatoragao LU é feita apenas uma vez.

2.6.4 Como determinar LU

Para ilustrar a fatoracao, vamos considerar A e b, respectivamente, matriz 3 x 3 e

vetor 3 x 1, dados por

11 a2 13

A = 21 (Ag2 A3

a31 32 as3

b = b2

Na eliminagao Gaussiana, para zerar o elemento as; fazemos mq; = % e, em seguida,

Lo < Ly — mg1 Ly, e para zerar o elemento as;, fazemos mz; = Z—ﬁ e Ly <= L3 —mgz1 L,
sendo Ly, Ly e L3 as linhas da matriz aumentada [A|b].

Apos essas operagoes, obtemos

a11 Qa2 Q13
A1 =10 axn ax
0 asp ass
Se definirmos a matriz
1 00

M1 = —m31 1 0

—M31 0 1
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entao M1 A = Ay, ou seja, a aplicagao da matriz M7 sobre a matriz A; resulta na matriz
obtida pela eliminagao dos elementos da primeira coluna, da mesma forma que obtida
pela Eliminagao de Gauss.

Tendo A;, determinamos ms, = % (agora estamos utilizando os elementos de Aj,

nao mais de A). Repetindo o procedimento anterior,

1 0 0
Mz = |0 1 0
0 —MmM32 1

e entao

aix Qa2 a3
MAi =As= | 0 agp asx
0 0 :(l33

Assim, M2M1A = A2 = A = M271M171A2.

Mas

1 00
le = M3y 1 0 5

ms1 0 1

1 0 O

My '=1{0 1 0

0 ms3o 1

€

1 0 0

Ml_le_l = | ms31 1 0
m3r Mz 1
Como a matriz acima é uma matriz triangular inferior com 1 na diagonal, vamos
chamé-la de L. Como a matriz Ag é uma matriz triangular superior, vamos chamé-la de
U.
Assim, chegamos a A = My 'M; 'Ay = A = LU, com

1 0 O
L= msq 1 0
m31 mzy 1

a matriz que armazena os fatores multiplicativos do Método de Eliminagao de Gauss e

aix aiz Qi3
U - O C_LQQ C_ng
0 0 :&33
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a matriz resultante da aplicagao do Método de Eliminacao de Gauss em A.

Obs: det(A) = det(LU) = det(L)det(U). Como det(L) = 1 (pois é triangular com 1
na diagonal), det(A) = det(U).

Os métodos da eliminagao Gaussiana e fatoracao LU sao classificados como métodos
diretos, ou seja, apés uma quantidade finita de operagoes mateméticas (que depende
da dimensao do sistema linear) o método fornece a solugao exata. Na pratica, s6 nao
obtemos o valor exato porque, ao usar um méaquina para realiar os calculos, hé erros de

arredondamento.

2.6.5 Meétodos Iterativos

Nesta classe de métodos, os algoritmos fornecem, a cada iteragao, um vetor. A sequén-
cia de vetores formada, a partir de um vetor inicial x(®), pode ou néo convergir para a

solucao do sistema linear.

2.6.6 Meétodo de Gauss-Jacobi

Vamos considerar um sistema linear 3 x 3, dado por:

a1171 + a12%2 + a1373 = by
9171 + G99T2 + G23T3 = by
az1%1 + azaTs + azzxrs = bz

com solu¢ao tnica, ou seja, det(A) # 0.

.. ~ bi—
Da primeira equacgao, temos x; = w se ay; # 0.

= _ ba—(a21z1+az3xs)
Da segunda equagao, temos @y = =——= === se ag # 0.

. - ba—
E da terceira equacio, z3 = B-l@nritents) o g0 o ().

ass
k+1

Assim, dado um vetor x*), determinamos o vetor x*+1 fazendo

xgk:—}—l) — bl—(amxgk)—i-al;g:r:gk))

all
x(k+l) _ bz—(agla:(lk)—l—agg,xgk))
2 a2
xék-}—l) _ bgf(aglmgk)+a32x(2k))

as3
Assim, a partir de um vetor inicial qualquer x(%), geramos uma sequéncia de vetores
{x®} k=0,1,2,... que, sob certas condi¢des, converge para a solucao do sistema linear.

Como exemplo, considere o sistema linear

211—?[)2:1

$1+31’2:4

Temos entao, para este sistema,
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L 2
Rl 4 I’f
2 3
com k=0,1,2,....
Considerando
0
x! = ,
0
temos

1—‘,—% 13
3 _ 2 _ |12
X = 47% = 17

3 18

Aparentemente, a sequéncia esta convergindo para 1 =1 e xo = 1.

Porém, se considerarmos agora o sistema linear equivalente ao anterior, obtido apenas

com a troca de posigao das equagoes, ou seja,

ZE1—|—3ZL‘2:4
2()’21—1’2:1

o método nos fornece as expressoes

ot =4 — 3,
$§+1 = 25131 —1

com k=0,1,2,....

iniciando com o mesmo vetor inial obtemos entao
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, l4a-3x7] [-17
2x7—1 13

Dessa vez, a sequéncia gerada nao parece convergir para a solucao.

2.6.7 Critério de convergéncia do Método G-J

Para que o método de Gauss-Jacobi funcione, a matriz A do S.L precisa Estritamente
Diagonalmente Dominante. O que é isso? O maior elemento, em moédulo da linha precisa
fazer parte da diagonal principal e, além disso, o somatoério de todos os outros elementos
da linha tem que ser menor, em moédulo, que o elemento dominante.

Assim, temos que ter

n

lail > > ay]

Jj=1,j#i
2.6.8 Meétodo de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel é similar ao Método de Gauss-Jacobi, mas a cada iteragao,

k+ k+1

depois de calcular o z™", 0 novo valor ja entra no calculo de z}}.

Assim, ainda considerando como exemplo um sistema linear 3 x 3, temos

LD b1— (a2 +arzal?)
1 arl
LR ba—(azal" " azsall)
2 a2
$(k+1) _ bg—(a3115k>+1+a32rgk+l))
3 as3
k+1) .. o .
Repare que, ao calcular xé 1) j& temos o novo valor do primeiro elemento, ou seja,

k+1 AP . : -
:r;g ). Este valor é entdo utilizado ainda na mesmo iteracao k.

O aproveitamento dos novos valores calculados na mesma interagao tem como objetivo
aumentar a velocidade de convergéncia, caso a convergéncia ocorra.
Vamos comnsiderar o mesmo exemplo anterior
2!E1 — Ty = 1

r1+ 3y =4
Temos entao, para este sistema,

k
k1 _ 1+ 25

k+1
k1 4 —ay
Ty = —3

com k=0,1,2,....
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Considerando
0
x? = ,
0
temos
1
1_ |2
x =17,
3

1+3 7] [ 7

2 2 _ 6 _ 6
XZ a3 | Tl T |

3 3 L1

1438 35 [ 35

3 _ 2 o 36 _ 36
N PR B I - R BT
3 3 L 105

Aparentemente, a sequéncia esté convergindo para a solu¢ao x; = 1 e x5 = 1, porém mais
rapidamente que o método G-J.

E facil verificar que se considerarmos o sistema linear equivalente

5E1+3£L'2:4
2.T1—I2:].

a sequéncia gerada pelo método G-S também nao sera convergente.

2.6.9 Critério de convergéncia para o método G-S

Agora, nao basta apenas conferir se a matriz é diagonalmente dominante. No método
de Gauss-Seidel, além da matriz ser diagonalmente dominante, também precisa atender
ao critério de Sassenfeld:

O critério de Sanssenfeld consiste em, uma vez que a matriz do sistema linear for
diagonalmente dominante (pois se nao for ja nem passa do primeiro critério), calcular os
b1, Pa, ..., Bp da matriz, sendo 31 a razao do somatoério dos modulos de todos os elementos
da linha que nao fazem parte da diagonal principal dividido pelo elemento da diagonal

em modulo, ou seja,

D =g la]
a1

J& [ é similar, porém o elemento da coluna 1 serd multiplicado por (1, ou seja,

b=

 Bilan] + 3075 lasy|
’ | a2

Por usa vez, 3 é determinado de forma analoga, com os dois elementos da matriz a

esquerda da diagonal sendo multiplicados, respectivamente, por 81 e 35, ou seja,
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 Bilasi| + Bolaze| + 327, las;]
’ |as3]

Assim, de um modo geral, temos entao

_ 23;11 Bilaij| + Z;L:Hl |ai;]

Bz‘ |a| s i:1,2,...,n.
i

Se f =max;—12. {8} <1 entdo a sequéncia gerada pelo método G-S converge para

a solucao do sistema linear.

2.6.10 Teste de parada para os métodos iterativos

Vamos supor que um dos métodos acima, G-J ou G-S, gerem uma sequéncia {x*}
convergente para a solu¢ao de um sistema linear.

Assim, para cada k, temos

Ax®) £ b

Seja entao o vetor residuo dado por r* = b—Ax*. Assim, dado 0 < € << 1, calculamos

1] = ||b — Ax"|

para alguma norma ||.|| de vetores. Se ||r¥|| < ¢, encontramos uma solugao x* aproximada
para Ax = b.
Outro teste de parada bastante utilizado consiste em comparar duas solugoes aproxi-

k

mas consecutivas x* e x*T1 ou seja,

k1

[I*]]

x|

Ix 3
€

Os critérios acima sao validos quando a sequéncia gerada converge. Para evitar calcu-
oos desnecessarios no caso da divergéncia, é conveniente incluir como teste de parada um

nimero maximo de iteragoes, ou seja, o algoritmo para quando

k> Nmaw

, onde N,,., ¢ uma quantidade previamente definida.

2.6.11 Numero de condicionamento

No comeco do documento foi dito que erros na obtencao de dados a serem tratados
numericamente podem comprometer todo o sistema, caso o sistema nao tenha um bom

numero de condicionamento.
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O nimero de condicionamento é uma medida que indica se um sistema linear tem
boas condic¢oes para ser tratado numericamente. Como sabemos, os métodos numéricos
tém muitas estimativas e aproximagoes e, quanto maior for o nimero de condicionamento,
maior sera a diferenca de solugao para qualquer pequena mudanga nos valores dos ele-
mentos da matriz ou do vetor do sistema linear.

O nimero de condicionamento pode ser calculado da seguinte como

k(a) = [|[AH]] -] Al

, onde A é a matriz do sistema linear.

2.7 INTERPOLACAO POLINOMIAL

Sejam n + 1 pontos (z;, f(z;)), i = 1,2,3,...,n com z; < x;,;. Queremos encontrar
um polinémio que interpole esses pontos, ou seja, o grafico de polindémio deve passar pelos

pontos dados. Obs: Com n + 1 pontos, o polinémio P, tem grau menor ou igual a n.

2.7.1 Forma Direta

Estamos interessados em, dado um conjunto de pontos (z;, f(x;)), comi =0,1,2,....n
eryg < <..<uax,, determinar um polindmio que interpola esse conjunto de pontos, ou
seja, determinar p(x) tal que p(x;) = f(x;) para todo i.

Como o conjunto acima possui n + 1 pontos, podemos determinar um polinémio de
grau menor ou igual a n, uma vez que um polinémio de grau n possui n + 1 coeficientes
a serem determinados.

Dessa forma, seja

() = ag + a1 + apz® + ... + apz”

Como queremos que este polindmio interpole os pontos dados, temos entao
Pu(20) = ag + a1mo + axxy + ... + apxf = f(x0)

(1) = ag + a171 + axxt + ...+ a2t = f(x1)

pol(Tn) = ap + a1, + agxi + ..+ agz = f(z,)

1z 22 ... x} ao f (o)
1 x z3 .. 2l a f(z1)
1z 23 ... 2% ay | = | f(xe) (2.1)

1z, 22 .. 2" an, | f(zn) ]
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Figura 4 — Exemplo de interpolagao de 8 pontos. Repare que o grafico do polindémio passa
por todos os pontos.

A matriz do sistema linear acima ¢ uma matriz de Vandermonde e, como x; # x; sem-
pre que i # j, seu determinante é diferente de zero. Logo, o sistema linear tem solugao

anica.

Assim, resolvendo o sistema linear determinam-se unicamente os coeficientes ag, a1, ..., a,

do polinémio interpolador p,(z) que, dessa forma, também é tnico.

Esta forma de determinar o polindémio interpolador é chamada de forma direta.

Exemplo 2.1 : encontrar o polinémio interpolador dos pontos (0,0),(2,3),(3,1).

1 00 ag
1 2 4 ay =
1 3 9 a9

Resolvendo, temos ag = 0,a; = 23/6 e ay = —7/6. Logo, pa(x) = —T/6x + 23/6x
Outra solugdo: sabemos que o grdfico do polinémio interpolador passa pela origem, logo
ag = 0. Utiliza-se 0s dois outros pontos para determinar o polinémio py(z) = a1z + asz?.

Assim,
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Figura 5 — Gréfico do polinémio interpolador do exemplo.

2 4 aq . 3

3 9 a9 1
cuja solugao fornece os coeficientes a; = 23/6 e ay = —7/6, ou seja, obtemos o mesmo
polinémio py(z) = —7/62% + 23/6x

2.7.2 Forma de Lagrange

Dado um conjunto de pontos (z;, f(z;)), com i = 0,1,2,...ne xy < 21 < ... < Ty, a

ideia é representar o polindémio interpolador p,(z) na forma

pn(x) = fz0) Lo(z) + f(21)La(x) + f(22) La(z) + ... + f(20) Ln ()

onde L;(z),i =0,1,2,...,n sdo polindbmios de grau menor ou igual a n.
Nota-se que, como p,(z) é o polindémio interpolador (tinico, como visto em 2.1), entao
Pn(x0) = f(z0) e al Lo(xg) =1 e Lj(xg) =0,7=1,2,...,n.

Além disso, p,(z1) = f(z1) eal Li(z1) =1e Lj(z1) =0,7=0,2,...,n.

Generalizando para todos os pontos do conjunto dado, temos entao

{ Lz(%)
Lj(;)

(2.2)

1
0  Vj#i



33

parai=0,1,2,...,n.

Definem-se entao os polindmios de Lagrange como

(x —zo)(x —21)...(x — i) (x — 2i31)...(x — )
(.Z‘Z' — l’o)(.fz — .131)(.%’1 — Ii—l)(xi — 'rz—l-l)(xz — ZEn)

Li(z) = (2.3)

para:=20,1,2,...,n.

Exemplo 2.2 : encontrar o polindmio interpolador dos pontos (0,0),(2,3),(3,1) pela
Forma de Lagrange.
O polinémio intepolador € tal que pa(x) = f(xo)Lo(x) + f(x1)L1(z) + f(z2)La(x).

Substituindo, temos py(x) = 3Lq(z) + Lo(x), com

o) — (x — x0)(x — 29) _ (x —0)(x — 3) _ —z? + 3z
La(z) (21 — z0)(z1 — 12)  (2—0)(2—3) 2
_ (w—m)(z—x)  (z—-0)(z—-2) a*—22
Lalw) = (r2 —20)(ms — 1)  (3-0)3-2) 3

Logo, pa(z) = 3_122+3x + ZQEM = —7/62% 4 23/6x, como era esperado.

2.7.3 Forma de Newton

Na forma de Newton o polindémio interpolador dos n+1 pontos (z;, f(z;)), com i =
0,1,2,...nexyg <z <..<umxy,, é¢dado por

pn(x) = do + di(z — x0) + do(x — o) (x — 1) + ... +dp(x — x0)(x — 27)...(x — 2,)

Os coefecientes d;,i = 0, 1, ..., n serao deduzidos com o auxilio das diferencas divididas.

Definigao: Diferencas Dividias
As diferencas divididas sao definidas de forma recursiva da seguinte forma:
Diferenga dividida de ordem zero: f[xo] = f(xo)

flea]—flzo] _ flz1)—f(zo)

T1—T0 T1—x0

Diferenga dividida de ordem um: fxg, 21| =

Diferenca dividida de ordem dois: f[zg, 1, o] = W

_ flzr,xe,zn] = flro,@ . Tn 1]
Tpn—T0

Diferenga dividida de ordem n: flxg, z1, %2, ..., Tn_1, Tp)

Uma propriedade importante das diferencas divididas ¢ a indiferenca em relagao a
permutagao dos pontos, ou seja, f[P;] = f[P], onde P, e P, sdo quaisquer permutagoes
dos pontos (z1, 23, ...,x,). Para ilustrar esta propriedade, a diferenca dividida de ordem

um é tal que
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| = flzal=flzo] _ fl@)—f(zo) _ flzo)—f(z1) _ flwo]—flza] _ fl

xr1—x0 Tr1—x0 ro—x1 To—x1 1, xo]

f[-To,im

Deve ser citado também que a diferenca dividida de ordem n é uma aproximacao para
a derivada de ordem n de f(x). Ainda considerando a diferenga dividida de ordem um,

vemos que

flzo, x1] = flza]=flwo] _ flz)—f(z0) ~ df()

pap— pp— - para algum x € [z¢, 71]

De outra forma,

flza]—Flzo]

1 —x0o

flz1)—f(zo) __ df

= limg, 0 =5 =7 = 4 (%0)

limwl—ﬂco f[x(b 'Il] = lim:cl—mo 1—20 dx

Esse raciocinio pode ser estendido de forma que

~ d"’
flxo, 1, 22, ooy 1, Ty = %ﬁfﬁ) para algum x € [zg, z,]

De fato, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1 sejam xg < x1 < g < ... < x, n+1 pontos. Seja f(x) com derivadas de
ordem até n + 1 para todo x em |xo,x,|. Entio dado um x € (xg,x,) qualquer, existe
¢ € (xg,xy,) tal que

frD(E)

f[x07x17$27 "'axnax] - (77/+ 1)' ) T e (anxn)'

OBS.: o indice x para & se justifica pois, neste caso, & depende de x. Repare que o teorema,

nada fala sobre este £, apenas que ele existe.

Dado um conjunto de pontos (x;, f(x;)), com i = 0,1,2,....n e xyg < 1 < ... < Ty,
constroi-se uma tabela chamada tabela de diferencas divididas, como pode ser visto no

exemplo 2.3.

Exemplo 2.3 : Construir a tabela d ediferencas divididas para o conjunto de pontos
(0,0),(2,3),(3,1)

z; flo] = fx;) ordem]1 ordem2
] = flro,x1] =3/2 flao, 1,25 = =7/6
floa] =3 floy,wo] = =2 -
=1

w
=

IS
[\
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Para determinar o polinomio interpolador, inicialmente consideramos o polinémio in-
terpolador da grau zero para f(x) que passa pelo ponto (xg, f(zg)). Este polinémio é

facilmente definido por

po(z) = f(wo) = flzo]

Para todo x € [x¢, x,] temos

floo, o1 = L =100,
ou seja,
f(z) = f(zo) = (x — 20) flwo, 7]

f(x) = po(x) = (x — x0) f[wo, ].

Dessa forma, o erro obtido ao aproximar a fungao f(z) pelo polinémio de grau zero

que interpola o ponto (xg, f(zg)) é dado por

Ey(z) = f(x) — po(w) = (v — o) flxo, 7], Va € |10, 7).

A reta que interpola f(x) pelos pontos (xg, f(zo)) e (x1, f(z1)) é dada por

() = Jloo) + (o — ro) LI,

ou seja,

pi(z) = po(z) + (x — 20) [0, 1] = flwo] + (T — 20) f 20, 21].

Queremos encontrar uma expressao para o erro, ou seja, para £y (z) = f(z) — p1(x) =
f(z) = flzo] — (x — o) flxo, z1]. De modo anélogo ao que fizemos para o polinémio de
grau zero acima, partiremos da defini¢do de f[xo, 21, x] e usaremos as propriedades das
diferencas divididas.

Temos entao,

Vr € [zo,],  flzo,z1, 2] = fla1, w0, 7] = f[%,xx]:ﬁl“hxo] _ f[xoﬁi - Qﬁo,ﬂﬁ] N

(x—21) flwo, 21, 2] = w—ﬁxowl] = (z—z1)f[zo, 21, 2] = f) - f(%)x—_(ﬂio— Zo) 10, 21] =

(z—20)(x—21) f70, 21, 7] = f(2)— fl30] = (T—20) f[T0, T1] = f(7)=[f[20] + (¥ — T0) f[70, 21]] =

(x - 950)@ - xl)f[xoahﬁ] = f(x) —pl(x) = (95 - Io)(x - I1)f[$o,$1,$]
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Logo,

Ei(z) = f(r) — pi(z) = (v — 20) (2 — 21) f[20, 71, 7], VT € [0, T8

Aplicando o mesmo raciocinio sucessivamente obtemos

pn() = flzol+ flzo, x1])(To—2)+ f 20, 21, 2| (x—20) (x—21)+... f [0, T1, ooy T (x—20) (x—21)...(x— 1)

com o erro sendo dado por

E,(z) = (x —xo)(x — x1)...(x — z,) f|xo, 21, .oy Ty ], VI € [m0, 2]

Exemplo 2.4 Encontrar o polinémio interpolador dos pontos (0,0), (2,3), (3,1) pela Forma
de Newton.

Dados o0s 3 pontos acima, o polindmio intepolador é tal que pa(x) = flxo]+ f[zo, x1](zo—
x)+ flro, x1, z2](x — x0)(x — 21). Logo, € preciso construir a tabela de diferencas divididas

para 0s pontos dados. Como visto antertormente, a tabela é dada por

v flz] = f(z:) ordem]1 ordem?2

0 flzo)=0  flzo,z1] =3/2 flag, 21, 20) = —7/6
2 flm] =3  flo,z] = -2 _

3 flra]=1 — _

Assim, tomando os valores da primeira linha da tabela, temos ps(x) = 0+ 3/2(x —
0) —7/6(x —0)(z —2) = =7/62*+23/6x e o erro € dado por Ey(z) = (x —0)(z — 2)(x —
3)f[0,2,3,z],Vx € [0, 3].

Exemplo 2.5 Encontrar o polinémio interpolador dos pontos (—1,—3/2),(2,3),(4,6)
pela Forma de Newton.

Dados os 3 pontos acima, o polindmio intepolador terd grau igual ou menor do que 2,
ou seja, temos que determinar os coeficientes ag,ay € as do polindmio ps(x) = ag+ a1z +
asz?.

A tabela de diferencas divididas para estes pontos € dada por

z;  flx;) = f(x;) ordeml ordem2
1 —3/2 3/2 0

2 3 3/2 -

4 6 — —
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Dessa forma, o polindmio interpolador é dado por pa(x) = flxo] + flxo, x1](xo — ) +
Floo, 1, 22)(x — 20) (& — 1) = —3/2 + 3/2(x — (—1)) + 0z — (~1))(z — 2) = —3/2 +
3/2(x +1) = 3/2.

Por sua vez, o erro é dado por Ey(x) = (v — (—=1))(x — 2)(z — 4)f[-1,2,4,z] =
(x+1)(z—2)(x—4)f[-1,2,4,z], Vz € [-1,4]. Supondo, por exemplo, f(0) =1, temos
E>(0) = (04 1)(0 — 2)(0 — 4)f[—1,2,4,0] = 8f[—1,2,4,0]. Incluindo o ponto (0,1) na

tabela de diferencas divididas, temos

x; f(z;) ordeml ordem2 ordem3
1 -3/2 32 0 1/8

2 3 3/2 1/8 -

4 6 5/4 . .

0 1 — —

Logo, o erro no ponto x =0 € dado por Ey(0) = 8f[—1,2,4,0] =8x1/8 =1, como de
fato era esperado pois pa(0) = 0.

Exemplo 2.6 Encontrar o polindémio interpolador dos pontos (—3,5), (—=2,3), (—1,1), (2, 2), (3.5, 2),

(5,3),(8,1),(10,4) pela Forma de Newton.

Neste caso, a tabela de diferencas divididas € dada por

x;  flx;] ordeml ordem2 ordem3 ordem4 ordemsb ordemb ordemT
-3 5 -2 0 7/60  —1403/38610 1751/231660 —544/521235 872/6776055
-2 3 -2 /12 —71/594 43/1782 —629/160380  328/521235 -

-1 1 1/3 —2/27 4/81 —11/729  7567/2084940 - -

2 2 0 2/9 —7/81 523/21060 - - -
/2 2 2/3 —8/27 197/1755 - - - -

5 3 -2/3  13/30 - - - - -

8 1 3/2 — — - - - -

10 4 — — — - - - -

Com os wvalores representados com 4 casas decimais e truncamento, a tabela € dada

por
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flz:) = f(x;)) ordeml ordem2 ordem3 ordem4 ordemb ordem6 ordem7
5 -2 0 0.1166 —0.0363 0.0075 —0.0010 0.0001
3 -2 0.5833 —0.1195 0.0241 —0.0039 0.0006 —
1 0.3333 —0.0740 0.493 —0.0150 0.0036 — —
2 0 0.2222  —0.0864 0.0248 — — -
2 0.6666 —0.2962 0.1122 — — — -
3 —0.6666 0.4333 — — — — —
1 1.5 — — — — — —
4 _ _ _ _ _ _ _

Assim, o polinomio interpolador é dado por pz(z) =5 —2(z +3) +0(x + 3)(x + 2) +
0.1166(x +3)(x +2)(x +1) — 0.0363(z + 3)(z + 2)(z + 1) (z — 2) + 0.0075(x + 3) (x +2) (x +
)(z—2)(z—3.5) —0.001(z + 3)(x +2)(z+ 1)(z — 2)(x — 3.5)(z — 5) + 0.0001(z + 3)(z +
2)(z+ 1)(z —2)(z — 3.5)(x — 5)(x — 8).

Exemplo 2.7 : Dados os pontos (—3,5),(—2,3),(—1,1),(2,2),(3.5,2), (5,3),(8,1),(10,4),

encontre um valor aprorimado para f(0) utilizando um polinémio interpolador de grau 2.

Neste caso, ha mais pontos na tabela do que o necessdrio, jd que para determinarmos

um polinémio interpolador de grau 2 bastam 3 pontos. Neste caso, os 3 valores de x dados

na tabela mais prorimos do valor x = 0 sao v = —2, v = —1 e v = 2. Dessa forma,

vamos considerar os 3 pontos (—2,3),(—1,1) e (2,2) para determinar ps(x). Na tabela ja

determinada, destacamos os valores de interesse:

10

flzi] ordeml ordem2 ordem3 ordem4
) -2 0 7/60 —1403/38610
3 -2 7/12 —T1/504  43/1782
1 1/ —2/21  4/81 —11/729
2 0 2/9  —7/81  523/21060
9 2/3  —8/27 197/1755 -
3 —2/3  13/30 - -
1 32 - - .
4 _ _ — _

ordemb
1751/231660
—629/160380
7567 /2084940

ordem6 ordem7
—544/521235 872/6776055

328/521235 —

Logo, utilizando os valores acima destacados temos pa(x) = 3 — 2(x + 2) + 7/12(x +

2)(x + 1), cujo grdafico pode ser visto na figura a sequir, juntamente com o grifico do

polinémio interpolador p;(x). Logo, pa(0) = 1/6.
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Figura 6 — Polindmios interpoladores de grau 2, em vermelho, e de grau 7 do exemplo.

Quando temos a func¢ao f que gerou as ordenadas dos pontos dados fica facil determinar
o erro, bastando para isso incluir o ponto (Z, f(Z)) na tabela de diferencas divididas e
utilizar a definicao do erro, como vimos no Exemplo 2.5. Porém, nas aplicacoes praticas
isso normalmente nao ocorre. Nesses casos, podemos usar o teorema que associa a derivada
com a diferenca dividida para estimar o erro.

Logo, com as condic¢oes desse teorema o erro pode ser escrito como

FrD ()

E.(x) = (x —zo)(x — 21)...(x — ) TER

Va € [zo, Tp)

para algum &, € (xq, z,).

Novamente considerando que nao temos a fungao f (muito menos suas derivadas),

podemos considerar a seguinte estimativa:

Buo)] < o = a0)e = 1) = )]

onde
M = maz{f"*V(x)}, Vaz € [zo, z,)

Quando temos apenas os pontos discretos usamos o maior valor em modulo da dife-

renca dividida de ordem n + 1 para aproximar % no intervalo [xg, z,].

Exemplo 2.8 Dados os pontos (—3,5),(—2,3),(—1,1),(2,2),(3.5,2),(5,3),(8,1) e (10,4),
encontre um valor aprozimado para f(0) utilizando um polinémio interpolador de grau 2

e estime o erro.
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Ja vimos que, considerando os pontos (—2,3),(—1,1) e (2,2), obtemos ps(z) = 3 —
2(x 4+ 2) + 7/12(x + 2)(z + 1) e entdo p2(0) = 1/6.

Para estimar o erro, como nao temos f e nem mesmo f(0), vamos utilizar a tabela
de diferencas divididas considerando todos os pontos mas apenas até a ordem 3 (jd que o

polinémio € de grau 2):

x;  flz;] ordeml ordem2 ordem3

-3 5 —2 0 7/60
-2 3 2 7/12  —71/594
1 1 1/8 —2/27  4/81
2 2 0 2/9  —7/81
7/2 2 2/3  —8/2T 197/1755
5 3 —2/3  13/30 -
8 1 3/2 - -
10 4 - - -

Com /4 casas decimais, a tabela acima € dada por

ordeml ordem?2 ordem3

&
=
&

|
~
—
8

-3 ) -2 0 0.1166
-2 3 -2 0.5833 —0.1195
-1 1 0.3333 —0.0740 0.0493
2 2 0 0.2222 —0.0864
3.5 2 0.6666 —0.2962 0.1122
5 3 —0.6666  0.4333 —
1 1.5 — —
10 4 — — —

Assim, a estimativa do erro € dada por
|En(x)] < |(z = (=2))(x — (=1))(x — 2)| x (maior valor, em mddulo,

da diferenca dividida de ordem 3)

Logo,

1E,(0)] < ](0+2)(0+1)(0 — 2)| x 0.1195 = 4 x 0.1195 = 0.4780

A tabela de diferencas divididas também é muito ttil para determinar o grau do

polindémio interpolador. Como visto anteriormente, a diferenga dividida de ordem m é
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uma aproximagao para a derivada de ordem m da fungao f(z). Assim, se em uma tabela

obtivermos uma coluna j cujos valores sao zero ou proximos desse valor, isso siginifica

que a derivada de ordem j de f(x) é zero ou proximo de zero. Dessa forma, usamos a

tabela até a coluna j — 1, ou seja, o polinomio interpolador tera grau j — 1, ja que, pelo

menos aproximadamente, a inclusao de parcelas de grau maior ou igual a j nao trara uma

contribuicao significativa ao polinémio, ja que os valores dos coeficientes sao iguais ou

muito proximos a zero. Os exemplos a seguir ilustram este fato.

Exemplo 2.9 : Com os pontos (—3,9), (—2,4),(—1,1),(0,0), (1,1),(2,4),(3,9) e (4,16)
obtemos um polinomio de grau 2 dado por pa(x) = 9+5(x —3)+ (z —3)(x —2). Veja que,

na tabela de diferencas divididas, a coluna referente a ordem tem todos os valores iguais

a zZero.

x;  flx;) ordeml ordem2 ordem3 ordemd ordem5 ordem6 ordem7

-3 9 )
-2 4 -3
-1 1 -1
0 0 1
1 1 3
2 4 5
3 9 7
4 16 —

Exemplo 2.10 : Considerando os pontos (-2, 3.0016), (-1, 3.0001), (0, 1), (1,

1

—_ = e e

0
0
0
0
0

0

0
0
0

0
0
0

0
0

(2, 15.0016) e (3, 43.0081), a tabela de diferengas finitas é dada por

i fli]
-2 3.0016
—1 3.0001
0 1

1 3.0001
2 15.0016
3 43.0081

Podemos ver entao que o polindmio que interpola os 6 pontos dados é

ordeml
—0.0015
—2.0001
2.0001
12.0015
28.0065

ordem?2 ordem3 ordem4 ordemb
—0.9993  0.9998
2.0001
5.0007
8.0025

1.0002
1.0006

0.0001
0.0001

pa(z) = 0.00012* + 2° + 227 —x + 1

uma vez que a diferenca dividida de ordem 5 € igual a zero.

0

0

3.0001),
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Porém, vemos que o coeficiente de grau 4 € 0,0001 e podemos assumi-lo pequeno o
suficiente quando comparado com os outros coeficientes. Assim, podemos considerar o
polinémio p3(x) = x3 + 22% — x + 1 como uma aproximacao para o polinémio de grau .

A figura a sequir mostra os dois polindomios, de grau 3 e de grau 4. Em sequéncia, a

prozima figura mostra o grdfico de |ps(z) — pa(z)| .

20

Figura 7 — Polinémio de grau 4.

0,008
0,007 4
0,006
0,005
0,004
0,003
0,002

0,001 4

Figura 8 — Diferenca, em modulo, entre os polinémios de grau 3 e 4 do exemplo.

2.7.4 Interpolacao inversa

Em algumas aplicag¢oes, dado um conjunto de pontos {(zo, o), (Z1,%1), s (Tn, Yn) },
com 71 < Ty < ... < x, ey; = f(z;) sendo f(z) uma fungao, e dado também um valor 7,
estamos interessados em determinar T tal que f(7) = 7.

Se os valores y; formam uma sequéncia estritamente mononota, ou seja, yo < y1 < ... <
Yn OU Yo > Y1 > ... > Yp, entao podemos supor que existe uma fungao g(y) tal que x; =

g(y;). Neste caso, basta considerar o conjunto de pontos {(vo, o), (Y1, 1), s (Yn, Zn)} €
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determinarmos o polindémio interpolador p,(y) desse conjunto. Em seguida, calculamos T
como T = ¢(¥).

Caso a condigao acima nao seja satisfeita determinamos o polinémio interpolador
pn(z) do conjunto de pontos original e, em seguida, determinamos algebricamente ou

numericamente T tal que p,(T) = 7. Os exemplos a seguir ilustram esse tipo de problema.

Exemplo 1.14: dados os pontos (—3,9),(—2,4),(—1,2),(0,1),(1,0), estimar T tal
que f(7) = 3.

Como a sequéncia de valores de y; ¢ uma sequéncia estritamente decrescente, passamos
a considerar o conjunto de pontos {(0,1)(1,0), (2, —1), (4,—2),(9,—3)}, cujo polinémio
interpolador ¢ dado, com 6 casas decimais, por ps(y) = —0.006349y* + 0.086111y> —
0.213888y% — 0.865873y + 1. Logo, T = p(3) = —1.711905.

Apesar da condicao de monotocidade ter sido satisfeita, vamos resolver o mesmo pro-
blema pela segunda solucao proposta, ou seja, utilizamos o conjunto de pontos originais
para determinar py(z) = 0.041667x* — 0.0833342 — 0.0416662? — .916666665z + 1. Em
seguida, com o auxilio de algum método numeérico para determinagao de raizes (ver ca-
pitulo sobre isso), determinamos x que satisfaz a equagdo ps(x) = 3 e que pertenga ao
intervalo [—3, 1], obtendo T = —1.612086.

A diferenca entre os valores calculados pelas duas propostas acima deve-se ao fato de
que os polinémios interpoladores determinados acima sao, na verdade, aproximacoes para

as fungoes f(x) e g(x).

2.7.5 Comparacgao entre as formas de interpolacao

Vamos inicialmente citar algumas caracteristicas de cada uma das formas de interpo-

lacao apresentadas.

i. Forma direta: bastante intuitiva teoricamente; a matriz do sistema é mal condicionada,
o que acarreta em erros numéricos na solucao do sistema; fornece a demonstrgao
de unicidade do polinémio interpolador. a complexidade computacional depende do

método de resolucao de sistema linear adotado.

ii. Forma de Lagrange: de facil implementagao; pouca utilizagdo de memoria (nao ne-
cessita de armazenamento de matrizes); poucas operagoes numéricas; nao fornece

n

a expressao do polindémio na forma p(x) = ag + ez + asz? + ...a,x™; Gtil quando

precisamos determinar o valor do polinémios para poucos valores de x.

iii. Forma de Newton: implementacao um pouco mais dificil que a Forma de Lagrange;
muitas operagoes de divisao; fornece expressao para o erro cometido na interpolagao;
facil determinar polinémios de grau maior quando mais pontos sao acrescidos ao

conjunto..
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2.7.6 Fenomeno de Runge

Este é o nome dado a oscilagao nao desejada que os polindmios apresentam em alguns
casos de interpolagdo. A funcao classica que ilustra este fendmeno é dada por f(x) =

1+25$2 As figuras 9, 10 e 11 ilustram tal fato.

-0.21

Figura 9 — Grafico de f(z) = == e polinémio interpolador de grau 4.

1+25:p

0.5

-0.21

Figura 10 — Grafico de f(z) = m e polinémio interpolador de grau 9.

Como pode ser visto nos graficos acima, o aumentro do grau do polindémio interpolador

fez com que surgisse oscilagoes proximas aos pontos r = —1 e x = 1. Em outras palavras,
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—_—

0.5

Figura 11 — Grafico de f(x) = mﬁ e polinémio interpolador de grau 19.

o aumento do grau do polinémio interpolador faz com que o erro E,(z) = f(z) — pn(x)
aumente proximos a esses valores.
Hé& algumas formas de resolver este tipo de problema. Nelas serao considerados sempre

10 pontos.

i. dividir o intervalo original [z, z,] em subintervalos e, em seguida, determinar polino-
mios interpoladores em cada intervalo. Esta solucao tem a desvantagem de nao
garantir a continuidade da derivada da func@o interpoladora obtida, como pode
ser visto na figura 12. Neste exemplo consideramos uma parti¢ao regular do inter-
valo [—1,1] com 10 pontos e dividimos este intervalo em trés subintervalos, dados
por [—1,—5/9] com os 3 primeiros pontos da partigao, [—5/9,5/9] com 6 pontos
e [5/9,1] com os 3 ultimos pontos da partigao. Em seguida obtivemos polindmios

interpoladores de grau 2, 5 e 2, respectivamente, em cada subintervalo.

ii. redefinir os pontos da interpolacao de modo a concentra-los proximos aos pontos onde
ocorre a oscilagao e, em seguida, determinar o polindmio interpolador, neste caso
de grau 9. A figura 13 apresenta esta solugao concentrando os pontos a serem
interpolados préximos aos extremos do intervalo. Como pode ser visto, isso resolve
o problema do fenémeno de runge, porém hé uma perda de precisao na parte central
do intervalo. Além disso, nas aplicagoes praticas nem sempre podemos escolher

livremente os pontos da interpolacao.

iii uma outra solucao consiste em combinar as duas solugoes acima: concentra-se os

pontos da particao nas regioes de maior oscilagao e, além disso, determinam-se
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<
[
—

Figura 12 — Divisao do intervalo e polindmio interpolador em cada subintervalo: grau 5
em [-5/9,5/9] e grau 2 em [-1,-5/9] e em [5/9,1]. Repare a descontinuidade
da derivada no quarto e no sétimo pontos.

0.5

—_

Figura 13 — Concentrando pontos a serem interpolados préximos aos extremos do inter-
valo.

varios polinéomios de grau menor, considerando-se subintervalos.

Um leitor atento percebe que nas solugoes apresentadas acima o polindmio interpolador
nao representa bem a fungado f(x) na regiao central do intervalo [—1, 1], apesar de terem
solucionado o problema do fenémeno de Runge proximo dos extremos. Para resolver

este outro problema é necessirio aumentar a quantidade de pontos no subintervalo do
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meio, porém corre-se o risco de novas oscilagoes indesejaveis. E preciso entao, nos casos
1

de fungbes como f(x) = 1557 decidir cuidadosamente quantos e quais serao os pontos
utilizados, bem como se serao determinados mais de um polinémio interpolador o intervalo
dado.

Por fim, vale mencionar que o polindémio interpolador nao é muito 1util quando o
objetivo é extrapolar, ou seja, encontrar um valor estimado para f(z) quando x & [xg, z,,].
Na verdade, em aplicagoes préticas a interpolacao pode nao fornecer bons resultados.
Para ilustrar estes fatos, suponha que o grafico do exemplo 3, reproduzido na figura
23, represente valores de alguma grandeza fisica que deve ser sempre positiva. Para
x > 10 o polindémio interpolador cresce de forma bastante réapida, comportamento este
que nem sempre esta relacionado com os dados reais de uma aplicacao, o que mostra que
o polindmio interpolador nao é muito util para estimar valores de f(z) com z > 10. Se
analisarmos para r < —4 vemos que o polindmio assume valores negativos, que no caso
nao teriam significado fisico. Além disso, reparamos que entre x = 8 e z = 10 o polinémio
também assume valores negativos, ilustrando que até mesmo para regioes do interior do
intervalo dado o polindmio interpolador pode assumir valores indesejaveis.

Para contornar o problema de valores indesejéveis ou sem significado fisico no interior
do intervalo [zg,x,], algumas vezes causados pelo fenomeno de Runge, podemos langar

mao da interpolagao spline.

2.8 AJUSTE DE CURVAS

O meétodo da interpolagao é um 6timo método para estipular o valor de uma fungao
em um ponto dentro do intervalo, mas nao é confidvel caso o ponto esteja fora das ex-
tremidades. Para isso, existe o Ajuste de Curvas. Diferente do método da interpolacao,
ele nao ird retornar uma funcao que passa exatamente pelos pontos, mas ele retornara
uma funcao que representa o comportamente do conjunto de pontos, sem necessariamente

passar pelos pontos. |

2.8.1 Meétodo dos minimos quadrados

Temos m pontos (z;, f(z;)),i = 1,2,...,m e queremos determinar uma func¢do ¢ que
represente o conjunto de pontos. Vamos considerar ¢ tal que ¢(x) = a191(x) + azg2(x) +
oo+ angn(z), onde a; € R e g(z) sao fungdes pré-determinadas.

Como a funcao ¢ é linear nas incognitas a;, o método é chamado de linear. Para
avaliar a proximidade de ¢ com os pontos, vamos considerar d = Y | d;, onde d; =
(o(x;) — f(x;))? é chamado de desvio ao quadrado no ponto i e, consequentemente, d é
o desvio total. Queremos determinar os coeficientes aq, ao, ..., a, de forma que o desvio
total seja o menor possivel.

Vamos definir uma fungao F': R" — R dada por
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Flon,an, o] =Y (p(x:) = f(2:)* = _[ongi () +aaga(w) +. . .4 omgn (i) — f (1)),
i=1 i=1
Temos que determinar aq,as, ..., «®, de modo que F' seja o minimo possivel. Como

a funcao F' é quadratica, basta calcular o ponto critico que, neste caso, é um ponto de

minimo. Queremos entao encontrar onde o gradiente de F' seja igual a zero. Para isso,

com F(aq,aq,. .., ap), iremos calcular a derivada direcional.
6F m m
o~ 0= > longi(w)gi(@:) + asga(wi)gn () + .. + angn(@)gr (@)] = D f(w:)g1(w:)
i=1 i=1
6F m m
oy 0= > longi(@)ga(w:) + asga(@i)ga(w:) + ..+ angn(@)ga()] = D f(wi)ga(w:)
i=1 i=1
5F m m
5o —0=> > longi (@) ge(wi) + aga(@)ge(x:) + - + angn(@i)gs(@)] =Y f(@:)ge(:)
" i=1 i=1
Obtemos entao n equagoes. Como sao n incognitas aq, as, . . ., a,, temos um sistema

linear n X n que pode ser representado do seguinte modo:

[ 2111 g1(x:) g (5171) 221 91(552)92(5171) Z?ll a1 (xz)gn(xz)
Z;L 92(zi) g1 (z:) ZZZI 92(xi)ga(wi) .. Zin; 92(i) gn ()
i gs(@da() L ga(@i)ge(z) o D0 g3(wi)ga(T)

2211 Gn—1(7:) g1 () 27@11 In—1(75)g2(2:) ... Z;L Gn—1(2:) gn ;)
L Zzl gn(ﬂfi)gl (3%) Zzl gn(xi>92($i) Zﬁl gn(xi)gn(xi) i

[ Zzl f(zi)gr(z:) |
>oim f(@i) g2 (i)
Z:;L f(xi)gs(z;)

2211 f(xi)gn—l<xi>

i Z:il f (i) gn(x:) i

e o vetor incognita
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Op—1

Qp

Ao resolver o sistema linear acima obtemos os coeficientes «; e, com eles, determinamos

a funcao de ajuste p(z).

2.8.2 Ajuste nao linear

¢(r) = a1 + asx + azz? ¢ linear nas variaveis «;, j = 1,2,...,n. Vamos supor agora
que os pontos aparentam seguir um padrao dado, por exemplo, por ¢(z) = a;e** Vamos
linearizar o problema.

Considere y = a1e™*. Logo y = a1e®® = In(y) = In(a;) + In(e®*) = In(y) =
In(a) + agz.

Sejam In(y) = z, In(a;) = 51 e ay = B2. Entao obtemos z = 1 + fox.

Vamos considerar @(z) = 51 + oz, que é a fungao de ajuste dos pontos linearizados,
ou seja, {(z;,In(y;)),i=1,2,...,n}.

Aplicamos o ajuste de curva linear a este conjunto para determinar (5, e f. Em
seguida, determinamos os parametros originais a; = €' e ay = f3;.

Por fim, determinamos op(x) = a;e®™".

H& varias formas diferentes de linearizar os pontos originais, a apresentada acima
¢ apenas uma delas. Para verificar se a linearizacao é adequada, plotamos os pontos
linearizados. Se eles estiverem seguindo o padrao de uma reta, é sinal que a linearizacao

fol bem feita.

2.8.3 Outras Linearizagoes

Ly~ =)

Logo, y = a1j-2x = a; + ayr = i = z e al P(r) = a; + axx para os pontos

{(zi, 2)} se g #0,Vi=1,2,...,n.

2.y~ ax™ = p(x).
Logo, y = a12®,In(y) = In(a2®?) = In(ay) + In(z*) = In(ay) + axln(z) = 2.
Fazendo In(a;) = 51, ag = B2 e In(z) = t, temos z = 1 + Pot.

Assim, @(x) = 51 + faot com [ = In(ay) e P2 = aq, para os pontos {(In(z;),In(y;))}.
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2.9 INTEGRACAO NUMERICA

Inicialmente, vamos estudar uma familia de métodos chamada de Newton-Cotes. Dada
uma fungao [ integravel em [a,b], queremos determinar fab f(x)dz. Nesta familia de
métodos, vamos discretizar [a, b] em sub-intervalos de mesmo tamanho e determinar um

polinémio P, que interpole esses pontos. Em seguida, fazemos:

/:f(x) do ~ /ab P, (2) de

Obs: quando a e b fazem parte da discretizacao, temos métodos de Newton-Cotes fechados.

Caso contrario, sao ditos abertos.

2.9.1 Regra dos trapézios

Vamos considerar a seguinte discretizagao: xg = a, x1 = b, apenas. Nesse caso,

/abf(x) do ~ / Pu(x) da.

Escolhendo a forma de Lagrange para encontrar P,:

1

/ " o) Lo(@) + f(e) La(a)) do = / [f (o)

o o

r — I r — Tg

1
To — 1 1 — Zo

) [ PP et floy) [ e -

— 0

) [y e 200 [ g

Realizando o método da substituigao:

2= —T1 € Z2=T—X

para as duas integrais, respectivamente

@C}S)/Oh(z—h) dz—i—f(}fl)/oh(z) dz =

flxo) [22 " fla) [22]"
— {T’”]ﬁ h Ho -
f(l'o) h? 2 f($1) 2

"y T_h}+ on (1) =
 Fao) + 2 (o) =

h h h

§f(5130) + Ef(ml) = §[f(9€o) + f(21)]
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Logo :
/ (o) do~ 2 [f(ao) + fla)]

Mas olha s6, essa é a formula da area de um trapézio. Por isso, é chamado de Regra dos
trapézios. E o erro? Sabemos que f(z) = Pi(z) + Ei(x) . Assim:

b 1 1
/ f(x)da::/ P (x)dx + Ey(x)dx

0

Entao o erro na integragao ¢é

/ Ei(z)de = /(;p — 20)(z — x1>f”2<f) dx

Onde Ee(xg,z1) e & = &(x) Vamos supor que f € C*([a,b]). Além disso, vemos que
g(x) = (x — zo)(x — 1) € tal que g(z) < 0 em [z, 2]

Obs: Teorema do valor médio para integrais Se f é continua em [a,b], entao existe

c € (a,b) tal que .
| @y =s0)- 00

Se f & continua em [a,b] e g ndo muda de sinal neste intervalo, entao existe ¢ € (a,b) tal

h [ s@swa =10 [ otw) e

Logo, aplicando o T.V.M para integrais, existe ¢ € (a,b) tal que

/: Ey(r)dr = f"z(c) /b(:z: — 20)(z — 21) dx

z

realizando o método da substituicao visto anteriormente:

f"(c) /abz(z_ By ds = 1) [_ B hZ_Q] _ (e {h_?’ _ h_T

2 2 3 2 2 3 2
f'(c)=n*  —f"(c)h?
2 6 12
Assim, [E| = ‘—#‘ghd LI < B Ar Onde M = max{| f”(«)|} em [a, ]

12
Mas nesse caso foi utilizado apenas um tnico intervalo, nos dando uma faixa de erro

muito imprecisa.
2.9.2 Regra dos trapézios Repetidos

Tip1 —x;=h,i=1,2,...,n—1 (discretizagao regular)

Temos entao n sub-intervalos. Aplicando a Regra do Trapézio a cada um deles, temos:

/abf(x)da::/zjlf(a:)dx—i—/:?f(:c)dva...—|—/zj:f(x)dx
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n—1
h
=5 f (o) +22f($z‘) + f(@n)
i=2
E o erro nesse caso?
Para cada sub-intervalo i = 1,2, ..., n, temos E; = —%h:ﬂ, com ¢; € (x;_1,%;). O

erro total seré a soma de todos os Ej;:

IEESRE

Como assumimos f € C?([a, b]), existe ¢ € (a,b) tal que f"(c) =+ 3", f"(c;).
Logo:

Et — _nf//(c) h37
12
e ai
n " c h3
;= ‘—fl—;)h ,eaf| By < —2M

com M = max{|f"(x)| |z € [a,b]}.

2.9.3 1/3 de simpson

A partir do ponto a e b, tracar x no ponto médio entre eles e encontrar um polinémio

de segundo grau que passe pelos 3 pontos.

/abf(x) iz = / Py(z) da

Usando o método de Lagrange para encontrar P, fica:

/3:2 [f(xo)Lo(z) + f(z1)L1(2) + f(22)La(x)] dx

o

/E:Qf(xo)((a:—xl)x—xg d—i—/ fﬂfl (x — xo)(x — d+/ fa x—xo)(x—xl) e

1'0—951) 0—1'2 $1 —1’0) X —$2 $2—$0)(952—$1)

— fz(ig) /IQ(J?—I1)(ZL’—JI2)dI—f<h:B21) /xQ(ZE—Io)(ZE—JJQ)dJJ—i-f;z;) /m(x—xo)(x—xl)dx

X0 xo o

Realizando o mesmo método das substituicoes para resolver as integrais:

= Fa)s +4f(@)5 + f(m2)s = & [F(w0) + 4f(00) + F(2)]
E o erro dado por:
B= -l
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2.9.4 1/3 de simpson repetido

Assim como na Regra do Trapézio repetido, vocé divide o intervalo em sub-intervalos
e aplica a Regra do Trapézio em cada um dos sub-intervalos, no Simpson Repetido vocé
fard o mesmo. Mas fique atento, diferente do M.T, o M.S precisa de 3 pontos, 2 sub-
intervalos, em outras palavras, o nimero de sub-intervalos que vocé pode usar na Regra

de Simpson Repetido precisa ser sempre par.

b Tn
/ f(z)dx %/ fz)de = g[f(xo) +4f(xy) + 2f (o) +4f(x3) + 2f (xg) + ...

F2f (Tn—2) +4f(wn1) + f(20n).

Erro: Ko
— _%f(‘*)(c) com ¢ € (xg,xy,)
nh’®
Bl < 250, onde M = max{|f ()]}

2.9.5 Quadratura Gaussiana

De um modo geral, os métodos de Newton-Cotes sao capazes de integrar, sem erro,
polinémios de grau menor ou igual a n, onde n é a quantidade de pontos que definem P,.

RT: n=2

RS:n =3

Com a quadratura Gaussiana, com n pontos, somos capazes de integrar, sem erro,
Ps,_1, pagando o preco de nao saber quais os pontos da discretizagao.

Por exemplo, seja n = 2. Temos entao que determinar os dois pontos da discretizacao

e seus pesos associados, ou seja:

/_1 g(w) dv = Wig(&) + Wag(&2),

onde os pesos de Gauss Wy, W5 e os pontos de Gauss &1, & tém que ser determinados.
Sao 4 incognitas. Mas com esses 2 pontos queremos ser capazes de integrar P3 sem erro.
Como P3(z) = ap+a1z+asx?+azx®, para integrar sem erro este polinémio, basta integrar

sem erro as funcoes 1, z, 22, z3.

1
/1d$:2:W11+W21 = Wi+Wy=2

1

1
/ xdsz:W1~§1+W2-§2

1
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1
2
/ x2dx:§:W1-§f+W2-5§
-1

1
/ dr=0=W,-&+W,-&

1

Temos entao 4 equagoes:

Wi +Wy=2
Wik + Wi =0

2
Wig+ Wag} =

Wi& + Waés =0

Isso nem sistema linear é, entao nao precisa se preocupar em resolvé-lo, a solucao é:
— 3 _ V3 _ —
fl——%,fz—?ymﬁ—WQ—l-

Logo, a quadratura gaussiana com 2 pontos é:

/1g(§)d§%1-g<—g> +1-g(\§>
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3 A IMPLEMENTACAO DO SITE

Este capitulo tem como propoésito detalhar o processo completo de implementacao do
site dedicado ao aprendizado de célculo numérico. Desde a concepgao inicial até a sua
realizacao final, serao abordados aspectos cruciais, como a definicao da ideia, a selecao
e aplicacao de métodos e ferramentas, bem como os desafios enfrentados ao longo do
caminho.

Exploraremos cada etapa do desenvolvimento do site, desde a definicao dos requisitos
e a estruturagao da arquitetura até a implementacao das funcionalidades e o design da
interface. Serao discutidas as escolhas de tecnologias e plataformas, os processos de de-
senvolvimento utilizados e as estratégias adotadas para garantir a qualidade e a eficiéncia
do produto final.

Ao longo deste capitulo, sera possivel compreender nao apenas os aspectos técnicos e
praticos envolvidos na implementagao do site, mas também a visao e o esfor¢o por trés
da transformacao de uma ideia em realidade.

Esse capitulo sera narrado em primeira pessoa, pois ele sera contado sob a perspectiva

do desenvolvedor do site.

3.1 A CRIACAO DO PROTOTIPO

Inicialmente, optei por seguir uma abordagem semelhante & metodologia adotada pela
empresa em que estagio, comecando pela criacao de um prototipo da tela inicial do site
(landing page) para submeté-lo a avaliagdo do meu orientador. Este método baseia-se
em um processo iterativo, onde o projeto é discutido, um protétipo é desenvolvido e
apresentado ao cliente (neste caso, o orientador), e somente apos sua aprovagao é que o
desenvolvimento completo do site é iniciado.

Este primeiro passo, no entanto, trouxe consigo um desafio significativo: a parte vi-
sual do site. Reconhecendo que o design nao é minha especialidade, levei um tempo
consideravel apenas refletindo sobre como o site deveria ser estruturado e apresentado.
Dado o carater matematico do site, busquei referéncias em plataformas semelhantes, como
Geogebra, Symbolab e Wolfram, além de outros sites com estilos genéricos.

Apos realizar essa pesquisa de referéncias visuais, decidi que o site deveria ter um
design simplista, porém objetivo, com o uso de cores fortes e contrastantes para facilitar
a navegacgao e a compreensao do contetudo.

No entanto, surgiram novos desafios relacionados & obtencao de imagens para o site.
Consciente da importancia da originalidade e da ética no trabalho académico, decidi nao

utilizar imagens encontradas na internet, mas sim criar minhas préprias ilustracoes. Para
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isso, instalei a ferramenta de desenho Adobe Illustrator e dediquei-me a criar ilustragoes
personalizadas para cada topico de célculo numérico que seria abordado no site.

O resultado desse processo inicial pode ser visualizado na tela inicial do site, composta
por diversos cards, cada um representando um topico especifico de calculo numérico,

ilustrados com desenhos criados por mim mesmo.

B 2 r
s/ Calculo Numérico

. .
|

Polinmio de Raizes de. Problema de
Taylor fungdes reais valor inicial

Figura 14 — Protoétipo feito em Figma

Uma barra azul em cima que é o topo do site, a logo da UFRJ e como eu ainda nao
tinha decidido um nome para o site, simplesmente coloquei “calculo numérico”. Como a
ideia é de que depois de clicar em qualquer um dos cards, o usuario entraria em uma outra
péagina, a logo e o titulo do site serviriam como uma ancora para ele voltar para a pagina
inicial. Eu também fiz questao de deixar os outros cards da fileira de baixo cortados
na imagem, mostrando que para baixo tem mais itens. O prototipo foi feito usando a

ferramenta Figma.

3.2 IMPLEMENTANDO A TELA INICIAL

Apos a aprovagao do prototipo pelo meu orientador, dei inicio & fase de implementagao
do projeto. Optei por utilizar o framework Angular para o desenvolvimento do site, uma
escolha motivada pela minha familiaridade com essa tecnologia, adquirida durante meu
estagio profissional.

O Angular é um framework que se baseia no conceito de componentes, onde cada
componente representa uma segao distinta do site. Essa abordagem modular facilita a
organizacao e a manutencao do codigo, além de proporcionar uma experiéncia de desen-

volvimento mais fluida.
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Além disso, para auxiliar no aspecto visual do site, integrei a biblioteca Bootstrap ao

projeto para garantir uma interface limpa e moderna.

3.3 O PROBLEMA COM AS EQUACOES

Agora chegou o momento de implementar as paginas para cada teoria. Quando o
usuario clicar em qualquer card, a URL sera alterada dinamicamente. Por exemplo,
se a tela inicial possui a URL "www.tcccaiocohen.com.br"e o usuéario clicar no card do
polinémio de Taylor, a URL se tornara "www.tcccaiocohen.com.br/taylor". Isso acionara
o carregamento de uma nova pagina, juntamente com um novo componente do framework.

No entanto, surgiu uma nova dificuldade: o HTML nao oferece suporte nativo para
equacoes matematicas. Dado que a teoria do site é rica em equagoes, tabelas e gréficos,
este se tornou um desafio significativo.

Apo6s uma extensa pesquisa na internet sobre ferramentas de interpretagao de LaTeX
para HT'ML, nao encontrei nenhuma solucao que atendesse as minhas necessidades, especi-
almente considerando o uso de um framework. Inicialmente, tentei criar mini componentes
usando CSS para estilizar o texto e simular o LaTeX, mas isso se mostrou complexo e
ineficiente.

Diante dessa dificuldade, tive uma ideia: decidi utilizar um documento temporario no
Google Docs para escrever as equagoes necessarias e, em seguida, salvar as equagoes como
imagens. Dessa forma, as equagoes seriam exibidas no site como imagens, contornando a

limitagao do HTML e garantindo uma representagao precisa das férmulas matemaéticas.

3.4 VIDEOS DEMONSTRATIVOS

Quando chegou o momento de explicar a teoria por tras dos métodos para encontrar
raizes de funcoes reais, percebi que apenas equacoes escritas nao ofereciam uma com-
preensao visual suficiente. Decidi entao complementar a explicagao tedrica com videos
demonstrativos, mostrando cada método sendo aplicado passo a passo na préatica.

Inicialmente, considerei procurar na internet por videos que atendessem &s minhas
necessidades. No entanto, em respeito a ética profissional, optei por criar os videos eu
mesmo. Utilizando o Adobe Illustrator, a mesma ferramenta que empreguei para desenhar
os cards da pagina inicial, criei graficos genéricos representando o estado inicial de cada
método. A ideia era ilustrar, passo a passo, o funcionamento de cada método, salvando
imagens de cada etapa. Posteriormente, compilei essas imagens em um editor de videos
para criar as videoaulas correspondentes.

Durante esse processo, foi crucial selecionar cuidadosamente as funcoes e os pontos
iniciais para evitar uma quantidade excessiva de etapas, o que prolongaria demasiada-

mente a producao dos videos. Além disso, era importante escolher fun¢des genéricas para
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nao influenciar negativamente o aprendizado dos alunos. Meu orientador desempenhou
um papel fundamental ao auxiliar nessas escolhas.

Ao abordar os problemas de valor inicial, também optei por criar videos demonstra-
tivos. Nesse momento, meu orientador destacou um erro em minha abordagem: todos
os videos iniciavam a demonstracao a partir da origem, o que poderia induzir os alunos
a acreditarem que essa era a Unica maneira correta de iniciar os métodos. Consequente-

mente, precisei refazer todos os videos para corrigir esse equivoco.

3.5 IMPLEMENTACAO DOS GRAFICOS

Tipicamente, ao realizar anélises de dados e representéa-los graficamente, recorro ao
Python ou ao R. Entretanto, dado o contexto de um site em um navegador, precisava
encontrar uma solu¢ao em JavaScript.

Embora ja tivesse experiéncia anterior com graficos em JavaScript, encontrei desafios
com as bibliotecas disponiveis. Muitas delas eram complexas e pouco flexiveis, além de
nao estarem atualizadas para a versao do framework que estava utilizando. Além disso,
nao tinha uma ideia clara de como integrar essas bibliotecas aos métodos do site, correndo
o risco de descobrir sua insuficiéncia durante a implementacao.

Por esses motivos, optei por desenvolver manualmente meu proprio componente de
grafico, utilizando o canvas do HTML. Embora nao me arrependa dessa escolha, reconheco
que foi a parte mais desafiadora da implementagao do site.

Tive que lidar com alguns conceitos especificos do canvas: ele utiliza um sistema de
coordenadas em pixels, onde a origem esta no canto superior esquerdo. Meu objetivo era
passar uma lista de pontos no eixo X e no eixo Y e desenhar um gréafico com base neles.
Para isso, criei uma func¢ao que traduzia o valor de um ponto (no eixo X ou no eixo Y)
para sua posi¢ao em pixels no canvas.

Essa funcao calculava dinamicamente o valor de input multiplicado pelo tamanho do
passo, que era calculado com base na largura do canvas. No entanto, o grafico resultante
ocupava todo o canvas e nao havia espaco para os rotulos, entao adicionei uma variavel
chamada "padding"a fungao para resolver esse problema.

Com isso, criei as fungdes LGX(pos) e LGY(pos) (LG refere-se a local-global), permi-

tindo que o grafico fosse desenhado corretamente.



59

Figura 15 — Fungoes de transformacao dos intervalos

Entretanto, ainda era necessario desenhar os eixos e representar os valores em cada
ponto, o que também se mostrou uma tarefa trabalhosa.

Para determinar quais pontos seriam representados nos eixos, foi necessario definir um
critério claro, ja que nao seria viavel mostrar o valor de milhares de pontos. Optei por
exibir cinco pontos distintos: os valores minimo e méximo do intervalo, o ponto médio
entre eles e os pontos médios entre o ponto médio e os extremos. Por exemplo, se a funcao
estiver no intervalo de 0 a 10, os pontos exibidos no eixo X serao 0, 10, 5, 2.5 e 7.5.

Essa logica foi implementada na funcao getLabelPositions:
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getLabelPositions(array: number
retorng = |(g,d9,8,0,8
retorno(8] = +Math.min(...array).toFixed(2
retorno[4] = +Math.max(...array).toFixed(2
if(retorno[@]==retorno[4]

retorno[@] -= retornof[@]

retorno[4] += retornol4]

f |

retorno| 2| =+((retorno|@|+retorno[4]1)/2).toFixed(2
retorno(1l] = +({retorno[8l+retornof{2])/2).toFixed(2
retorno[ 3] = +((retorno|2l+retorno[4])/2).toFixed(2

urn retorno;

Figura 16 — Funcao que recupera os valores que serao mostrados nos eixos

O .toFixed(2) serve para arredondar o valor para duas casas decimais depois da virgula.
E depois, para desenhar os eixos Y e X eu usei as func¢oes LGX e LGY para definir o ponto
de origem no 0,0. Além disso, o tamanho do ntimero nas labels interfere no tamanho do
espaco que deve ser dado entre o grafico e as bordas do canvas, com isso eu coloquei
que o padding (em pixels) seria 10 vezes o valor do maior nimero das labels do eixo Y.
O componente de grafico que eu desenvolvi suporta apenas 2 fungoes de input (o que
na verdade seriam 4 listas de ntmeros, 2 para cada eixo X e duas para cada eixo Y),
pois era o suficiente para o que eu mostraria no site. Uma seria a funcao analitica e a
outra a aproximada. Depois eu também fiz ele aceitar até dois pontos extras, que seriam
desenhados como circulos no grafico, para os simuladores dos métodos das raizes.

Durante o desenvolvimento dos simuladores de ajuste de curvas, decidi aumentar sig-
nificativamente a quantidade de pontos que poderiam ser desenhados, tornando-a pra-
ticamente ilimitada. O componente de gréfico foi ajustado para receber uma lista de
coordenadas e, para cada coordenada, desenhar um ponto, respeitando as relagoes entre
os sistemas de coordenadas local e global.

Adicionalmente, foram implementados dois botoes na lateral do grafico (presentes em
alguns dos graficos) para permitir zoom-in e zoom-out. Esses botoes ajustam o intervalo
exibido no grafico, mantendo o ponto médio constante, e redesenham o grafico conforme

necessario.
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3.6 IMPLEMENTACAO DOS SIMULADORES

Apobs concluir o desenvolvimento do componente grafico, decidi implementar simula-
dores interativos para o usuério. Essa ideia foi concebida para que os alunos pudessem
experimentar na pratica como os métodos numéricos funcionam. Ao testar diferentes en-

tradas em diversas situagoes, os alunos podem aprofundar seu entendimento dos métodos.

3.6.1 Meétodos de Runge Kutta

O primeiro simulador que desenvolvi foi o dos métodos de Runge-Kutta. O objetivo
desses métodos é prever o valor de um ponto em uma funcao desconhecida, utilizando o
valor de sua derivada e um ponto inicial. O propésito do simulador é, além de demonstrar
o comportamento do método ao longo da funcao, enfatizar a importancia de escolher um
valor adequado para o "passo".

Com isso em mente, foram feitos 4 diferentes simuladores. Os 3 primeiros sao para
fins puramente educativos, a funcao da EDO e o intervalo da amostra sao fixos e o aluno
pode definir a quantidade de passos que caberao dentro do intervalo (alterando, assim, o
tamanho do passo)

O ultimo é para fins experimentais, o aluno podera colocar a f’(x) que ele desejar,
definir o ponto inicial, o tamanho e a quantidade de passos, e o gréafico a seguir mostrara
o comportamento dos métodos RK1,RK2 e RK4.

Os algoritmos 1,2 e 3 sao os pseudo-codigos das implementacoes dos RK1,RK2 e RK4:

Algorithm 2 RK1
Entrada: h,zq,y9,n
Saida: Vetores x e y contendo as aproximacoes.

1. Defina z[0] < x
2. Defina y[0] < yo
3. Para i + 1 até n faga:

a) Defina z[i] < x[0] +i x h
b) Defina y[i] < y[i — 1] + h x f'(x[i — 1])

3.6.2 Raizes de funcoes reais

Os préximos simuladores desenvolvidos foram para os métodos de encontrar a raiz de
uma funcao real. O objetivo desses simuladores é permitir que os alunos insiram qualquer
funcao e pontos iniciais que desejarem, observando como cada método se comporta a cada

passo.
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Algorithm 3 RK2
Entrada: h, zg,yo,n
Saida: Vetores x e y contendo as aproximacoes.

1. Defina z[0] < x
2. Defina y[0] < yo
3. Para i < 1 até n facga:

a) Defina z[i] < z[0] +i x h
b) Calcule K,  h x f'(z[i — 1))
c) Calcule Ky « h x f'(x[i])
d) Defina y[i] ¢ yli — 1] + #1552

Algorithm 4 RK4
Entrada: h, zg,yo,n
Saida: Vetores x e y contendo as aproximacoes.

1. Defina x[0] < zq
2. Defina y[0] < yo
3. Para i < 1 até n facga:

a) Defina z[i] < x[0] +i x h

)
b) Calcule Ky < h x f'(z[i — 1])
c) Calcule Ky + h x f'(z[i]) + 2
d) Calcule K3+ h x f'(z[i]) + 2
e) Calcule Ky < h x f'(z[i])

)

f) Defina y[i] + y[i — 1] + K1+2XK2J(§2XK3+K4

E importante notar que o simulador permite ao usuério inserir funcdes ou valores
iniciais invalidos. Isso é intencional, para que os alunos percebam e se lembrem dos
requisitos especificos de cada método.

Nao h& um critério de parada predefinido; o aluno pode continuar avangando no mé-
todo até ficar satisfeito com os resultados.

Exceto pelo método de Newton, todos os outros métodos iteram a partir de dois
pontos distintos. Portanto, ha dois campos para o usuario inserir os valores dos pontos.
Ao selecionar o método de Newton, o segundo ponto seré ignorado.

Ao lado do grafico, a partir da primeira iteragao, serao exibidos os novos valores que
cada ponto estd assumindo. Isso é ttil para os alunos que estao implementando seu

proprio método ou testando no papel, permitindo comparar o resultado de seu trabalho
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com cada iteragao no site e verificar a consisténcia.
Como o objetivo é apenas ilustrar o comportamento dos métodos, os valores dos pontos

apresentados tém uma precisao de apenas duas casas decimais.

Algorithm 5 Método da Bissecao

Entrada: Fungao f, intervalo [a, b].
Saida: Aproximacao da raiz.

1. Se f(a) x f(b) > 0 entao:
a) Retorne "Os pontos a e b devem ter sinais diferentes".
2. Calcule ¢ + (b+a)/2.
3. Se f(c) x f(a) < 0 entao:
a) b+ c.
4. Senao:
a) a < c.

5. Retorne (a+0)/2  (Aprozimagdio da raiz).

Algorithm 6 Método da Falsa Posicao

Entrada: Fungao f, intervalo [a, b].
Saida: Aproximagao da raiz.

1. Se f(a) x f(b) > 0 entao:

a) Retorne "Os pontos a e b devem ter sinais diferentes".

ax f(b)—=bx f(a)
F6)—F(@)

3. Se f(xg) x f(a) < 0 entao:

2. Calcule zy +

a) b« xo.
4. Senao:
a) a < xo.

5. Retorne xy (Aproximagao da raiz).

3.6.3 Ajustes de curvas

O simulador de ajustes de curvas foi desenvolvido para auxiliar os alunos na com-
preensao de como a distribuicao dos pontos de dados e o grau do polindmio de ajuste

impactam a precisao das previsoes.
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Algorithm 7 Método de Newton
Entrada: Funcao f, aproximacao inicial z,,_;.
Saida: Aproximagao da raiz.

1. Calcule z,, + 2,1 — f/((fci__ll)).

2. Retorne z, (Aprozimacao da raiz).

Algorithm 8 Método da Secante
Entrada: Fungao f, intervalo [a, b], contador de iteragoes.
Saida: Aproximagao da raiz.

ax f(b)—=bx f(a)
F6)—F(@)

2. Se contador %2 = 0 entao:

1. Calcule xq <

a) a < xo.
3. Senao:
a) b« xo.
4. Atualize o contador: contador < contador + 1.

5. Retorne zy  (Aprozimacgao da raiz).

Inicialmente, o usuario pode definir o intervalo do grafico que deseja visualizar. Em
seguida, ¢ possivel inserir os pontos de dados manualmente, um a um. Embora este
método nao seja pratico para grandes volumes de dados, o objetivo do simulador é dida-
tico, focando na ilustragao do processo de ajuste de curvas, e nao em aplicagoes préticas
extensivas.

Apos a insercao dos pontos, o usuario seleciona o grau do polindémio de ajuste desejado.
O simulador entao gera e exibe um gréafico da fungao estimada com base nos parametros
fornecidos, permitindo aos alunos visualizarem como diferentes configuracoes afetam a

precisao do ajuste.

3.6.4 Interpolagao

O simulador de interpolagao foi criado para ajudar os alunos a compreenderem o
comportamento de uma func¢ao interpolada a partir dos pontos fornecidos.

Existem varias técnicas para obter a interpolacao de uma fun¢ao, como o método de
Newton, de Lagrange e a forma direta. No entanto, todas essas técnicas levam ao mesmo
resultado, pois a fungao interpolada é tnica para um conjunto dado de pontos. Por essa
razao, nao oferecemos a opc¢ao de escolher entre diferentes métodos de interpolacao no

simulador, a fim de evitar confusoes. Permitir a escolha do método poderia levar o aluno
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a pensar que o resultado da interpolacao seria diferente dependendo do método escolhido,
0 que nao é o caso.

Os alunos podem definir o intervalo do grafico e adicionar ou remover pontos conforme
desejarem. O simulador inclui um exemplo padrao para facilitar a compreensao inicial.
Apos ajustar os pontos, um botao permite gerar a interpolacao, que é exibida no gréfico
junto com a definicao da funcao interpolada.

Além disso, hd um campo onde o usuario pode inserir um valor de x para obter o valor

correspondente da fungao interpolada naquele ponto especifico.

3.6.5 Integracao Numérica

O objetivo deste simulador é permitir que os alunos observem como a quantidade de
subintervalos e o método escolhido influenciam o resultado da integracao numérica.

O usuério pode selecionar a fungao que deseja integrar (um exemplo padrao é fornecido
para facilitar a compreensdo), definir o intervalo de integragao e determinar o ntimero de
subintervalos (que deve ser par para o método de Simpson). Além disso, o usuério pode
escolher entre dois métodos de integracao disponiveis.

Os dois métodos disponiveis sao a regra dos trapézios e a regra de 1/3 de Simp-
son. FEmbora a quadratura gaussiana também tenha sido ensinada, sua representagao
grafica é mais abstrata, pois envolve a troca de variaveis. Diferentemente das regras de
Newton-Cotes, como os métodos dos trapézios e de Simpson, a quadratura gaussiana
nao é iterativa, tornando sua visualizacao grafica menos intuitiva para fins de simulacao.
Portanto, a quadratura gaussiana nao foi incluida no simulador.

O simulador ajuda os alunos a entenderem como a escolha do método e a divisao do
intervalo em subintervalos afetam a precisao da integragao, fornecendo uma visualizacao

clara e interativa dos resultados.
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4 INSTALANDO E COMECANDO COM O ANGULAR

O site foi desenvolvido utilizando o framework Angular. Neste capitulo estarei ensi-
nando os passos iniciais de como comecar a utilizar o framework. Porém, caso o objetivo
seja adicionar novas implementacoes ao site, o ideal é que estude-se por fora pelo menos

o bésico do framework.

4.1 PRE-REQUISITOS

Antes de comecar, certifique-se de ter os seguintes pré-requisitos instalados em seu

sistema:

e Node.js: Angular requer Node.js. Vocé pode baixa-lo e instala-lo a partir do site
oficial (https://nodejs.org/).

e NPM (Node Package Manager): NPM geralmente ¢ instalado junto com o

Node.js. Vocé pode verificar se esté instalado executando npm -v no terminal.

4.2 INSTALANDO O ANGULAR CLI

O Angular CLI (Command Line Interface) facilita a criacdo e o gerenciamento de

projetos Angular. Para instalar o Angular CLI, execute o seguinte comando no terminal:

npm install -g @angular/cli

4.3 CLONANDO O PROJETO

Apos instalar o Angular CLI, vocé pode clonar o projeto que estd hospedado no

repositorio: (https://github.com/CaioCohen/CalcNumerico)

4.4 ATUALIZANDO UM PROJETO ANGULAR E GERENCIAMENTO DE VER-
SOES DO NODE COM NVM

Conforme o tempo passa, novas versoes do framework sao liberadas, ¢ importante que
o desenvolvedor saiba lidar com a caracteristica dinamica do site. Aquele que estiver
encarregado de desenvolver o site pode abordar a situacao de duas formas: atualizar o
framework do site (o recomendado) ou regredir o framework instalado em sua maquina

para se acomodar a versao do site utilizando o Node Version Manager (NVM).


https://nodejs.org/
https://github.com/CaioCohen/CalcNumerico
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4.4.1 Atualizando um Projeto Angular

Para garantir que seu projeto Angular esteja utilizando a versao mais recente, siga os

passos abaixo:

1. Atualize o Angular CLI globalmente: Primeiro, é necessério atualizar o Angu-

lar CLI instalado globalmente em seu sistemas:

npm uninstall -g @angular/cli

npm install -g @angular/cli@latest

2. Atualize o Angular CLI no projeto: Dentro da pasta do seu projeto, execute:

ng update @angular/cli @angular/core

Isso atualizara o Angular CLI e os pacotes principais para a versao mais recente.

3. Verifique as dependéncias: Se houver dependéncias especificas ou pacotes de
terceiros em seu projeto, pode ser necessario atualiza-los também (atualmente, existe

apenas um pacote externo sendo usado, o mathjs):

ng update <nome-do-pacote>

4. Testes e corregoes: Apos a atualizacao, é essencial rodar os testes do projeto
e verificar se ha necessidade de ajustes no codigo devido a possiveis mudancas ou
descontinuagoes de APIs.

4.4.2 Gerenciamento de Versoes do Node.js com NVM

Para garantir que voceé esteja utilizando a versao correta do Node.js para o seu projeto,
¢ recomendavel usar o Node Version Manager (NVM). O NVM permite alternar facilmente

entre diferentes versoes do Node.js.

1. Instalacao do NVM: Se vocé ainda nao tem o NVM instalado, clique para baixar

o nvin-setub.exe da versao mais recente no link:

https://github.com/coreybutler/nvm-windows/releases

Apos a instalagao, reinicie o terminal
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2. Listar versoes disponiveis: Para ver uma lista de todas as versoes do Node.js

disponiveis para instalacao:

nvm ls-remote

3. Instalar a versao necessaria: Para instalar uma versao especifica do Node.js,

use:

nvm install vX.X.X

Onde vX.X.X representa a versao do Node.js desejada.

4. Utilizar uma versao especifica: Para definir uma versao especifica do Node.js

para o seu projeto, execute:

nvm use vX.X.X

5. Definir a versao padrao: Se quiser definir uma versao padrao do Node.js para o

seu ambiente, use:

nvm alias default vX.X.X

6. Instalar a versao correta do Angular: Uma vez que esteja utilizando a versao

correspondente do node, basta usar:

npm install @angular/cli -g

Dessa forma vocé estara utilizando a versao do Angular correspondente & do projeto.

4.5 EXECUTANDO O PROJETO ANGULAR

Para navegar até o diretério do projeto e iniciar o servidor de desenvolvimento, execute

os seguintes comandos:

cd nome-do-projeto

ng serve
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o diretorio deve ser aquele diretamente pai da pasta .angular (vocé deve conseguir visualiza-
la olhando para os filhos).

Por padrao, o servidor de desenvolvimento sera iniciado em http://localhost:4200.
Vocé pode abrir este URL em seu navegador para ver seu projeto Angular em funciona-

mento.

46 ESTRUTURA DO PROJETO ANGULAR

A estrutura do projeto estaré da seguinte forma:

nome-do-projeto/
— e2e/
— node_modules/

— src/

— app/

— components/
— main/

— assets/
— environments/
—— index.html

—— main.ts

— styles.css
— angular. json

— package. json

— tsconfig. json

e src/: Contém o codigo-fonte do aplicativo.

e app/: Diretorio principal para os componentes e médulos do Angular.

e components/: Contém os componentes auxiliares do site, como a navbar e o grafico
e main/: Contém as paginas onde estarao exibidas cada um dos topicos abordados.
e assets/: Diretério para arquivos estaticos, como imagens, fontes e videos.

e environments/: Diretorio para arquivos de configuracao de ambiente.

e index.html: O arquivo HTML principal.

e main.ts: O arquivo principal de entrada do Angular.

e styles.css: O arquivo principal de estilos.


http://localhost:4200
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4.7 CRIANDO COMPONENTES

Componentes sao os blocos de construgao principais de um aplicativo Angular. Para

criar um novo componente, use o seguinte comando:
ng generate component nome-do-componente

Isso criard um novo diretério com arquivos para o componente no diretério src/app/.

4.8 RESUMO

Agora que uma nocao béasica do projeto ja foi dada, basta estudar o basico de como
o framework funciona e como o projeto esta estruturado para continuar a implementacao

do site.
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5 EXPERIENCIA DOS ALUNOS

Este capitulo aborda a percepcao e o feedback dos alunos em relagao ao site interativo
desenvolvido para facilitar o estudo de calculo numérico. Para avaliar a eficicia do projeto
e identificar potenciais melhorias, foi elaborado um formulério direcionado aos estudantes
da universidade, que representam o publico-alvo principal da plataforma.

O questionario contemplou diversos aspectos, como a usabilidade do site, a clareza do
conteudo teodrico, a qualidade e a funcionalidade dos simuladores interativos, entre outros.
O objetivo era entender como os recursos disponiveis contribuiram para a experiéncia de
aprendizado dos usuérios, assim como obter sugestoes para futuros aperfeicoamentos.

A seguir, serao apresentadas as respostas dos alunos, analisadas quantitativa e quali-
tativamente, fornecendo uma visao critica sobre a eficacia da plataforma e seu potencial
como ferramenta educacional. Esses dados sao essenciais para validar o impacto do projeto

e para explorar possiveis evolugoes da plataforma.

5.1 RESULTADOS

Foi pedido para que os alunos avaliassem, quantitativamente ou categéricamente, di-

versos aspectos do site, e os resultados recolhidos foram os seguintes:

0(0%) 0 (0%)
0 | |
1 2

Figura 17 — Avaliacao quantitativa de 1 a 10 da interface do site.
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Figura 18 — Avaliacdo quantitativa de 1 a 10 da usabilidade do site.
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Figura 19 — Se a teoria do site abrange todo o contetido visto em sala
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Figura 20 — Avaliacao quantitativa da clareza e facilidade de entendimento da teoria

72



73

® Sim
@ MNio

Figura 21 — Se o aluno teve dificuldade em utilizar a aplicacao dos métodos
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Figura 22 — Avaliagdo quantitativa do quao util os alunos acreditam que o site teria sido
quando eles cursavam a disciplina
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Figura 23 — Avaliacao quantitativa do quao util os alunos acreditam que o site sera para
futuros alunos da disciplina
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6 PLANOS FUTUROS E CONCLUSAO

6.1 PLANOS FUTUROS

A visao futura para o site é transforma-lo em um sistema centralizado de estudo para
as disciplinas do curriculo do Bacharelado em Ciéncias da Computagao (BCC) da UFRJ.
Este ambiente busca proporcionar aos alunos um espaco confortavel e direcionado para
o estudo, ajudando-os a evitar reprovacoes e trancamentos de disciplinas. Com base em
experiéncias pessoais, sabe-se que muitos alunos optam por trancar disciplinas quando
se sentem perdidos no conteudo, uma vez que encontrar material de estudo especifico na
internet pode ser desafiador para algumas matérias do nosso curriculo.

Ha também casos de estudantes que, inicialmente, obtiveram baixo desempenho nas
primeiras avaliagoes, mas que, posteriormente, conseguiram acesso a materiais de estudo
adequados e optaram por continuar na disciplina, culminando em sua aprovagcao.

O diferencial deste site é permitir que os préprios alunos, orientados pelos professores,
disponibilizem materiais que refletem o contetido especifico e as demandas das discipli-
nas, com énfase nas partes mais importantes. Isso contrasta com a busca tradicional na
biblioteca ou na internet por material genérico sobre as disciplinas.

Adicionalmente, a integracao de ferramentas interativas no site, algo raramente encon-
trado na internet, visa aprofundar ainda mais o entendimento dos estudantes. Acredita-
se que o site possui potencial para cobrir todo o curriculo do BCC e, eventualmente,

expandir-se para outros curriculos, incluindo o ensino médio.

6.2 CONCLUSAO

Este TCC apresentou um resumo teérico dos principais topicos abordados na disciplina
de Célculo Numérico, bem como um relato detalhado do processo de criacao do site,
desde a concepcao da ideia até o produto final. Foram discutidos os insights obtidos
pelo desenvolvedor ao longo do processo, incluindo os desafios enfrentados e as solugoes
implementadas.

O site desenvolvido nao s6 oferece uma plataforma de estudo centralizada e especifica
para os alunos de Céalculo Numérico da UFRJ, mas também introduz uma nova abordagem
para o ensino e a aprendizagem, integrando explicagoes tedricas, ferramentas interativas e
materiais de estudo elaborados com a colaboracao de alunos e professores. Este ambiente
visa melhorar a compreensao dos alunos, elevar o CR médio e reduzir a taxa de evasao,
proporcionando uma alternativa eficiente e direcionada em comparacao com a busca por
materiais genéricos na internet.

Adicionalmente, o TCC inclui uma introducao ao framework utilizado para o desen-
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volvimento do site, oferecendo uma base para implementacoes futuras e facilitando a
expansao do projeto para outras disciplinas e curriculos. A aplicacao, atualmente em
estado Beta, representa um avango significativo e promissor, marcando o primeiro passo

de um projeto com potencial para impactar positivamente a comunidade académica.
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