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Senhor, amém”. [2]



Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos uma aula para o Ensino Médio sobre o movimento
uniformemente acelerado, onde esperamos que o estudante compreenda o significado fisico da
equacdo hordria da posicio de um mével em um movimento retilineo uniformemente variado,
através da introdugio de aspectos histéricos do desenvolvimento da cinemitica relacionados ao
trabalho de Nicole Oresme. Entre esses aspectos destacamos a aplicagdo de grificos para
examinar relacGes entre duas varidveis fisicas e a criacio do teorema da velocidade média.

Para tanto, utilizamos um conjunto de dados da posi¢do com respeito ao tempo de um
mével que se desloca ao longo de um trilho de ar inclinado. Relacionamos esses dados com a
fisica de Oresme, um dos principais responsaveis pelo estudo e avanco da cinemadtica da Idade
Média, e a partir desse didlogo entre as necessidades educacionais de hoje e algumas
contribui¢ées do século XIV, propomos uma forma alternativa de abordagem da cinematica do
movimento.

Nosso objetivo, além de desenvolvermos a habilidade do estudante em lidar com grificos
e sua interpretacdo, é encontrar a funcdo hordria da posigdo para o movimento do mével.
Queremos, com isto, esclarecer as propriedades cinemiticas dos corpos em movimento, atraves
de um estudo que guarde em si o teor da demonstragio do teorema da velocidade média e do
que ele significou para o desenvolvimento da cinematica.

Fazendo um paralelo com a matemdtica, comparamos a fun¢do horiria do movimento
com a equacio da paribola e descobrimos que a aceleragio do mével corresponde ao inverso do
dobro do valor do foco da pardbola que descreve o seu movimento. Para tal, abordamos o
método de construgio da paribola inventado na antiguidade grega, como também a

demonstragio da sua equacio algébrica correspondente, s6 realizada virios séculos mais tarde.
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X. Introducao

A partir de um conjunto de dados de posigdo em relagdo ao tempo fornecidos por uma
experiéncia com um mével que se desloca sobre um trilho de ar inclinado, resolvemos propor
(para estudantes do Ensino Médio) uma forma diferente da tradicional para a abordagem do
movimento retilineo uniformemente variado (MRUYV).

Buscamos na histéria da fisica e da matematica os elementos motivadores para a nossa
proposta, mais especificamente no trabalho de Nicole Oresme, que durante um periodo da
Idade Média ofereceu grandes contribuiges 4 ciéncia do movimento.

Como podemos demonstrar aos nossos alunos a func¢io horéria
1
§=35, +VRJI+5aI : ™

que representa o movimento retilineo uniformemente variado? Pode ser ficil oferecermos
resposta a esse questionamento se nos e nossos alunos conhecemos as regras de derivagdo e
integragao. Entretanto se precisamos mostrar isso a um estudante que ndo possui formacdo em
cdlculo, necessitamos de um outro meio para explicag@o. E exatamente isto que buscamos com
este trabalho.

A nossa proposta diditica é relacionar as descobertas de Oresme no campo da cinematica
aos dados do nosso experimento com um trilho de ar e, de uma forma lidica, fornecer um
método alternativo para a determinacdo da equagdo horiria do movimento, livrando o
estudante da imposicio de uma equacdo sem a explicagio do seu significado fisico, e
mostrando uma nova possibilidade de compreensdo do movimento. Esta abordagem é sugerida

nas orienta¢cdes dos Parimetros Curriculares Nacionais Para o Ensino de Fisica.

O trabalho foi construido dentro das seguintes etapas:
1. Com o auxilio de um trilho de ar, tomada de dados da posi¢do s(cm) de

um mével em fungdo do tempo #(5)’;

[

. Transformagao desses dados em grificos;

3. Andlise dos graficos dentro da perspectiva histérica proposta;
4. Demonstracdo da equagdo da pardbola;
5. Comparagio dos resultados da anilise grifica da posigdo s em fungio do

tempo £ com a equagao da parabola.

Um ponto que acreditamos ser de fundamental relevincia para esta aula € a apresentagao
da demonstragio geométrica da equacgio da pardbola, porque ela resgata o valor histérico de
sua criacio e também porque é fundamental para a compreensio de grandezas fisicas em geral

' Esta ctapa néio ¢ fundamental para a realizagio do trabalho, uma vez que poderiamos utilizar dados coletados por um outro
experimentador. Realizamos essa etapa com o objetivo de saber como os dados poderiam ser obtidos para a construgdio deste

projeto.
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que mantém dependéncia quadritica entre si, como por exemplo: a posi¢do com o tempo no
movimento uniformemente acelerado e a velocidadecom a posi¢do no langamento de projéteis.

A construgdo geométrica da paribola foi feita por Apolénio, que viveu no século I11
antes de cristo e foi um dos seguidores da geometria euclidiana®. Esta construgdo também nio
€ muito trabalhada no Ensino Médio, apesar da representagio algébrica da equagdo quadriatica,
ser muito utilizada tanto na prépria matemadtica, no estudo das fun¢des polinomiais de segundo
grau e no estudo das conicas, quanto na fisica escolar, como ji foi comentado anteriormente.
Para nés, essa colaboracao interdisciplinar pode oferecer um excelente resultado de
compreensdo da linguagem matemadtica, principal forma de expressio da natureza que nos
cerca.

Para uma descricdo detalhada do trabalho, organizamos o texto da seguinte maneira:
Inicialmente, no Capitulo 2, descrevemos os aspectos didaticos que o motivaram. No Capitulo
3, sem a pretensio de fazer a histéria, apresentamos o conceito de movimento e da sua
descricdo. Em seguida, no Capitulo 4, determinamos a fungfo hordria do movimento de um
mével em movimento retilineo uniformemente variado. Terminamos esta monografia com

nossas conclusdes nas considerac¢des finais.

* Euclides viveu em Alexandria na primeira metade do século I11 a.C.
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2. Aspectos didaticos

Como ensinar a fisica, a matemitica e a tecnologia?

O primeiro questionamento que surge quando desenvolvemos um trabalho voltado para
educagdo deve ser quanto i existéncia da necessidade do estudante de compreender o
conteddo abordado e qual é a utilidade real desse conhecimento para sua pritica de vida.
Sabemos que o ensino atual tem se voltado muito mais para os exames vestibulares que
propriamente para o desenvolvimento das habilidades e competéncias necessirias para o
individuo se tornar um ser atuante em sua comunidade e criterioso nas suas escolhas pessoais e
em sociedade. Sabemos também que entre as conseqiiéncias disso decorre a “matematizagao”
da fisica sem o necessério didlogo com a realidade natural.

O reflexo do rumo inapropriado da educagio nos niveis fundamental e médio no Brasil
ve-se claramente na falta de interesse da grande maioria dos estudantes pela ciéncia e na
incapacidade de resolugio de questionamentos do cotidiano. Certamente hi muitos
profissionais da drea educacional engajados na tarefa de promover um ensino que seja critico,
util e que cumpra o papel de promover a cidadania. Porém, de fato, ndo trabalhamos dentro de
uma conjuntura politica que proporcione essa evolu¢do no ensino, uma vez que as escolas
publicas continuam funcionando com verbas muito inferiores as suas necessidades (quando ndo
estdo de portas fechadas) e a educacdo ainda nio é, de fato, um direito de todos os cidadios,
como deveria ser constitucionalmente [3], € como consta do Estatuto da Crianga e do
Adolescente {4].

No Relatério da Associagdo Americana para o Avango da Ciéncia’, organizado por F.
James Rutherford e Andrew Ahlgrem no livro “Ciéncia para Todos” [54], hi o esbogo do que a
comunidade cientifica americana de 1989 acreditou que devia constituir a instrucio em ciéncia,

matemadtica e tecnologia naquele pafs:

A cééncia, @ matematica ¢ @ tecnologia ndo criant a curiosidade. Aceitamna,
estimulam-na, incorporam-—na e disciplinam-na — e o mesmo deve fazer um bom
ensino da ciéncia. Assim, os professores de ciéncia devem encorajar os estudantes a
levantar questdes acerca do material em estudo, sugerir-lhes modos produtivos de
encontrar respostas e recompensar aqueles que levantam e depois tentam
investigar questoes fora do comum, mas relevantes. Numa aula de ciéncias o

questionamento deveria ser tio valorizado quanto os conbecimentos. ({51, p. 228)

Paulo Freire, em seu livio “Pedagogia do Oprimido” {6, 71, volta o olhar do educador*
para a problemitica de uma cultura tecida com a trama das classes dominantes, onde por mais
generosos que sejam os propésitos de seus educadores, é barreira cerrada s possibilidades
educacionais dos que se situam nas subculturas dos proletirios e marginais. Nesse sentido,
aponta como forma de aproximagdo cultural das camadas populares aos objetivos reais da

3 1333 H §t. N. W., Washington, D.C. 20005. )
4 Paulo Freire chama de educador-educando, devido a relagio dial6gica entre professor ¢ aluno necessaria para uma educa?.ao
eficaz dentro das dificuldades encontradas no ensino das sociedades periféricas. Ou seja, como ele mesmo explica em seu livro
“Pedagogia da Autonomia” ([7], p. 25): “Quem ensina aprende a0 ensinar € quem aprende ensina ao aprender”.
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educagdo, a busca de um contetido programitico que reflita uma relacio dialégica’® com o
educador-educando.

Para o educador-educando, dialégico, problematizador, o contetido programatico
da educagio nao ¢ uma doagio ou uma imposicio — um conjunto de informes a
ser depositado nos educandos — mas a devolugio organizada, sistematizada e

acrescentada ao povo dagueles elementos que este lhe entregou de forma
desestruturada. ({61 p. 228)

Podemos ver que essas duas visoes, embora provenientes de distintos meios sociais no
final da década de 80, continuam atuais no universo educacional contemporineo e convergem
muito no que diz respeito a adequacdo dos contetidos programaticos as necessidades cotidianas
e a linguagem cultural do estudante. Segundo Moacir Gadotti [8], a atualidade desse
pensamento decorre nao apenas de sua validade universal, mas do fato de que o contexto

histérico de hoje ndo ¢ radicalmente diferente daquele no qual Paulo Freire desenvolveu suas
idéias.

Justificativa para apresentacao deste trabalho

Uma forma de expressio das necessidades do nosso ensino contempordneo culminou na
elaboracdo dos Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) [9],
definindo novas perspectivas para o ensino de fisica no nosso pais. Os PCNEM definem
competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em fisica e, a partir desse documento de
fundamental importincia no cendrio educacional do nosso tempo € que estaremos
determinando as bases de apoio para a proposta de ensino apresentada neste trabalho.

Apresentamos nesta proposta um trabalho de integragdo entre a fisica experimental, a
matemdtica e as histérias da fisica e da matemidtica. Esta formula interdisciplinar, ji bastante
utilizada no ensino de fisica, tem se mostrado um instrumento eficaz na busca de um melhor
processo de ensino-aprendizado.’

A utilizagdo de experiéncias mostra ao estudante o lado pragmitico da ciéncia, através de
sua interagdo direta com o objeto estudado que, no caso, € o movimento. Segundo os PCNEM,
o estudante deve ser capaz de “utilizar e compreender tabelas, grificos e relagGes matemdticas
grificas para expressio do saber fisico e também ser capaz de discriminar e traduzir as
linguagens matemdtica e discursiva entre si” {9}. Um dos desdobramentos da utilizagdo do
plano inclinado, na figura do trilho de ar, é a coleta de um conjunto de dados que devem ser
explorados para a compreensio do seu significado. Além disso, em uma representagio grfica, o

estudante necessariamente desenvolve habilidade em lidar com ordens de grandeza, unidades

5 A relagio dial6gica a qual Paulo Freire se refere seria uma relagdo onde o aluno e o professor apontam quais as necessidades

curriculares segundo seus pontos de vista, possivelmente distintos e, a partir dai, haja uma ponderagdo, feita democraticamente

¢ por ambas as partes, a respeito do que deve ser abordado em sala de aula. o L
Bons exemplos de textos de fisica para o Ensino Médio, que abordam o contetdo segundo uma perspectiva interdisciplinar

sio 0s que foram elaborados pelo GREF (Grupo de Reelaboragiio do Ensino de Fisica) e pelo grupo que esteve a frente do
Harvard Project Physics.
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de medida e relag6es geométricas resultantes de correspondéncias entre os elementos de cada
conjunto envolvido.

Ao descrever um evento fisico através de um grifico, podemos reconhecer padrées ¢
comportamentos que, em uma tabela, sdo dificeis de visualizar. Os graficos resumem uma
quantidade de informaces que podem ser mais facilmente percebidas. Talvez a razio mais
importante para investirmos na habilidade dos estudantes em interpretar grificos de
cinemadtica seja o seu vasto uso como ferramenta de ensino; D. A Agrello e Reva Garg
ressaltam a importincia de que o estudante trabalhe confortavelmente com os graficos de
cinemidtica, uma vez que “os grificos sio um eficiente pacote de dados e um objeto que nos
permite relacionar grandezas, eles sio usados quase como uma segunda linguagem” {10}.

A integragdo da fisica com a matemitica nos permite levar a compreenséio geométrica e
algébrica da equagdo da pardbola, resgatando o seu valor histérico e estético para a
compreensdo dos grificos de posi¢io em fun¢do do tempo, em um movimento uniformemente
acelerado. Esse conhecimento permite que o estudante se “expresse corretamente utilizando a
linguagem fisica adequada, {empregando os] elementos de sua representagido simbélica e
apresentando de forma clara e objetiva o conhecimento aprendido, através dessa
linguagem” [9l.

Finalmente, as histérias da fisica ¢ da matemdtica nos trazem o arcabougo social e
evolutivo do qual ndo se pode abrir mdo no ato de ensinar: ndo somente por causa de sua
importincia para os fundamentos da ciéncia, mas porque apresentam formulagbes que
continuam atuais para a fisica ¢ o seu ensino, além de agucarem o poder de critica do
estudante. “Reconhecer a fisica enquanto construgdo humana, aspectos de sua histéria e
relacbes com o contexto cultural, social e econdmico” [9], parece cada vez mais proporcionar
uma visio de conjunto ao estudante, atuando como fator de promogao de cidadania, que se
desenvolve no contexto escolar, mas ultrapassa seus muros e alcanga a vida cotidiana. A histéria
da fisica atua no ensino proporcionando também a introdugio gradual do vocabulario cientifico
correto, a partir da prépria evolugdo do conhecimento que vai tomando forma na estrutura
cognitiva do estudante.

Fazendo um paralelo do reconhecimento das nossas intengdes no texto dos PCNEM com
o estudo que Gerald Holton apresenta no primeiro capitulo de seu livro “A Imaginacio
Cientifica” [11], podemos resumir que a formagdo da imaginagéo cientifica no contexto escolar
depende principalmente de trés fatores: deve unir o processo de investigacdo, a linguagem

cientifica e o ambiente de formacao das teorias.
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3. Um pouco sobre a evolucio da cinematica.

A concepcio Aristotélica do movimento

A cinemitica teve seu ponto de partida no Merton College da Universidade de Oxford e
na Universidade de Paris com a prova do teorema da velocidade média por alguns dos que
vieram a ser os mais importantes académicos dessas institui¢ées’. Esse teorema veio a ser a
chave para que Galileu chegasse 2 resolugdo do problema da queda dos corpos, resolugio esta
que também foi chave para a fisica newtoniana na elaboragdo da lei de agdo gravitacional.
Vendo desta forma, pode parecer que a fisica se desenvolveu de forma linear e concatenada,
mas Veremos a seguir que virios outros filésofos € cientistas participaram desse processo que se
iniciou bem antes da chamada Revolucio Cientifica, comegando antes mesmo do inicio da era
cristd. Vamos percorrer a teia contextual das principais contribui¢es para a compreensio do

movimento dos Corpos na natureza.

Figura |. Aristoteles (384 a. C. - 322 a. C)), filésofo grego, discipulo de
Platio e tutor de Alexandre, o Grande. Busto romano em marmare, do
século Il a. C., copia de um original grego de cerca de 325 a. C. Este
busto encontra-se no Museo Nazionale Romano, em Roma. [12]

O primeiro esforgo para compreender o movimento foi feito na Grécia antiga pelo
filssofo Aristoteles (384322 a. C.), discipulo de Platdo (428 ou 427 2. C. - 348 ou 347 a. C)). Até
esse momento da histéria do pensamento cientifico ninguém havia elaborado um nome para as
transformacdes, que foram chamadas de “movimento”. Aristételes criou categorias para o que
denominou movimento local, sendo entdo o movimento chamado de natural ou movimento
violento, ambos diferentes do movimento celeste [13}.

Aristételes afirmou que o movimento natural decorre da natureza de um objeto,
dependendo de qual combinagio dos quatro elementos, terra, dgua, ar e fogo, ele fosse feito.
Para ele, cada objeto no universo tinha seu lugar apropriado, determinado pela sua natureza;
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qualquer objeto que nio estivesse em seu lugar apropriado “se esforgaria” para alcanci-lo. Por
ser de terra, um pedago de barro que nio estivesse devidamente apoiado, cairia no chio; por ser
de ar, uma baforada de fumaca subiria; sendo uma mistura de terra e ar, mas propriamente
terra, uma pena cairia ao chio, mas nio tio ripido quanto um pedago de barro®. Ele afirmava
que um objeto mais pesado deveria atuar com mais intensidade no seu movimento. Desta
forma, Aristételes argumentava que os objetos deveriam cair com rapidez proporcional a seus
pesos: quanto mais pesado fosse o objeto, mais ripido ele deveria cair.

Figura 2. Representagio do universo aristotélico. Abaixo da Lua, os
movimentos deixam de ser circulares e acima da esfera das estrelas
fixas se encontra a morada divina. Gravura da Cosmografia de Peter
Apian (1524) [14].

O movimento natural poderia ser diretamente para cima ou para baixo, no caso de todas
as coisas na Terra (regido sublunar) ou poderia ser circular, no caso de objetos celestes (regido
supra-lunar). Ao contririo do movimento para cima e para baixo, 0 movimento circular ndo
possuia comego ou fim, repetindo-se sem desvio de sua trajetoria.

Aristételes acreditava que leis diferentes das da Terra se aplicavam aos céus e afirmava
que corpos celestes eram esferas perfeitas, formadas por uma substancia perfeita ¢ imutéavel
que ele chamou de quintesséncia. O tnico objeto celeste com alguma alteragio detectdvel em
sua superficie era a Lua. Através dos ensinamentos da escoldstica’, principalmente pela

introducio da filosofia aristotélica nos estudos eclesiasticos feita por Sio Tomis de Aquino, os

7 A Universidade de Oxford foi fundada por volta do ano de 1260 ¢ a Universidade de Paris entre 1150 ¢ 1170 debaixo da

gutoridade episcopal ¢ dedicada em especial ao estudo da 16gica. .
Objetos compostos de misturas de elementos se comportariam amaneira do elemento predominante scgundo a sua tcoria do

movimento.
% A escolastica foi o movimento iniciado por Tomds de Aquino de apropriagdo das concepgdes da filosofta aristotélica pelos

estudiosos que pertenciam & igreja catdlica medieval.
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cristios medievais explicavam as crateras lunares, dizendo que a Lua era um pouco
contaminada pela Terra, dada sua proximidade desta. Ioav Ben Dov [15] reflete acerca da
apropria¢do medieval da separagio entre o movimento celeste ¢ 0 movimento terrestre como
um reflexo da hierarquia social da época, onde a Igreja ocupava posicio de destaque e
autoridade inquestionével acima de qualquer outra instituicdo.

O movimento violento segundo Aristételes, resultava de forcas que puxavam ou
empurravam. O movimento violento era o movimento imposto. Uma pessoa empurrando um
carro de mao ou sustentando um objeto pesado impunha movimento, assim como faz alguém
que atira uma pedra ou vence um cabo de guerra. O fato essencial sobre o movimento violento
€ que ele tinha uma causa externa e era comunicado aos objetos; eles se moviam nio por si
mesmos, nem por sua natureza, mas por causa de empurroes e puxdes.

O conceito de movimento violento enfrentou muitas dificuldades para ser aceito, pois os
empurrdes e puxdes responsiveis por ele nem sempre eram evidentes. Por exemplo, a corda de
um arco move uma flecha até que esta tenha deixado o arco; depois disso, uma explicagao
adicional ao movimento posterior da flecha parecia necessitar de algum outro agente
propulsor. Assim Aristételes imaginou que o ar expulso do caminho da flecha em movimento
originava um efeito de compressio sobre a parte traseira da flecha, quando o ar investisse para
tras, a fim de evitar a formacio de um vicuo. A flecha era propelida pelo ar devido a esse efeito,
que foi chamado de “antiperistasis”, que define a reagio do meio, frente a um movimento local,
de fazer o ar circular em torno do mével com o objetivo de impedir a formagdo de um suposto
vacuo.

Para resumir, Aristoteles pensava que todos os movimentos ocorressem devido a natureza
do objeto movido ou devido aos empurroes ¢ puxdes mantidos. Uma vez que o objeto se
encontrasse em seu lugar apropriado, ele ndo mais se moveria a ndo ser que fosse obrigado por
uma agao de puxar ou empurrar. Com excegdo dos corpos celestes, o estado normal era o do
repouso. Allan Franklin [16} propée uma forma de representacdo da Lei de Aristoteles para o

movimento, a qual mostra claramente a sua dependéncia relativa ao motor que o causa:

Jorca(motor) )
resisténcia

velocidade =

No século XTV surge um movimento no Merton College, em Oxford, onde as criticas ao
pensamento aristotélico tomaram diversas formas, entre elas a definicdo do que seja
movimento local e a caracterizagdo do que seria 0 motor do movimento. O passo chave para
que o desenvolvimento da cinemitica ocorresse foi o entendimento — que superava a filosofia
aristotélica — de que o movimento local podia adquirir uma defini¢do independente da sua
causa motora. A atividade de construcio da cinemitica no Merton durou aproximadamente de
1328 a 1350, contando com virios criticos ao trabalho de Aristételes, entre eles Bradwardine,
Heytesbury, Swineshead e Dumbleton, os quais firmaram a distincio entre dindmica e
cinemitica, fixaram o conceito de velocidade instantinea, definiram aceleragdo e movimento

uniformemente acelerado e formularam e provaram o teorema da velocidade média.
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A afiada navalha de Occkham

William of Ockham (séc. XIV) foi quem propds a primeira defini¢io cinematica do
movimento, através da criagdo do principio epistemolégico que ficou conhecido como a
“navalha de Ockham”, que significa abrir mio de todas as definicées conceituais que se
mostrem desnecessarias a explicacio de um determinado fenémeno:

Movimento nio ¢ tal coisa inteiramente distinta, por ela mesma, do corpo
permanente, porque € fiitil usar mais entidades quando for posstvel usar menos...
Que, sem tal coisa adicional nos podemos salvar o movimento, e qualgquer coisa
que é dita sobre o movimento, torna-se clara, considerando as partes separadas do
movimento. Pois é claro que movimento local é para ser concebido como se segue:
Afirmando que o corpo esti em um lugar, depois em outro lugar, assim
procedendo sem qualquer repouso ou qualquer coisa intermedidria, além do
proprio corpo e do agemte que o move, nds temos movimento local,
verdadeiramente. Portanto ¢ fiitil postular outras tais coisas ([16], p.537).

As idéias de Ockham influenciaram seus contemporineos em Oxford. Sua contribuicdo
mais importante para o estudo do movimento foi a clara distin¢io dada entre a sua descri¢do ¢
a sua causa, o que estd marcado na diferenca entre a concepg¢io de movimento aristotélica e a
concepcao de Galileu e, posteriormente, de Newton. “Para Aristételes, o movimento é uma
mudanga de lugar e exige sempre uma causa. Para Galileu e Newton, o movimento é um
estado, € a Unica mudanga real que exige uma causa € uma mudan¢a de movimento
(aceleracao)” ({151, p.28). O principio epistemoldgico da navalha de Ockham foi a mudanga de
paradigma que permitiu que os estudiosos da Idade Média reformulassem o estudo do

movimento sem necessariamente ter que romper com a tradig¢do aristotélica

Oresme e sua incrivel visao grafica do movimento

O trabalho dos mertonianos também foi o de descrever a variacdo do que chamavam de
qualidade e criar um vocabulirio adequado ao tratamento dessas variagGes, nisto classificando
as grandezas como intensivas ou extensivas. Seus trabalhos mais importantes no que diz
respeito i latitude das formas foram: “Liber de proportionibus”, escrito por Thomas
Bradwardine em 1328 e “Liber calculationum”, escrito apés 1328 por Richard Swineshead [17}.

Esses trabalhos abriram caminho para o trabalho de Nicole Oresme (1320-1382) 18], na
Universidade de Paris, de representagio grifica do movimento. Desta forma, a extensio da
qualidade do movimento foi representada graficamente por uma horizontal e a intensidade da
qualidade foi representada por uma vertical localizada perpendicularmente 3 extensdo da
qualidade. A intensidade da qualidade estd relacionada 3 sua magnitude e a extensio da

qualidade est4 relacionada a duragio de sua manifestagao.
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. Area =

Quantidade de Qualidade

Latitude (Intensidade)

Longitude (extensio)

Figura 3. Grifico de Qualidades, segundo a representacio de Oresme.

E atribuida a Hiparco (Séc. II a. C) a criagdo de coordenadas de latitude e longitude
para a defini¢do da localizagdo de pontos em mapas, mas foi Oresme™ quem, virios séculos
depois, aplicando essa ferramenta™ ao problema da extensio e da intensidade das qualidades,
beneficiou em muito a ciéncia do movimento, demonstrando geometricamente® o Teorema da
velocidade média v,, para 0 movimento uniformemente diforme ou, em linguagem moderna,

MRUV:

vV, +V, (
BEL s 3)
2

Isso significa dizer que um corpo em movimento uniformemente acelerado, com
velocidadeinicial v, e velocidadefinal v, , percorre a mesma distincia D no intervalo de tempo

At =1, —1, se estivesse se movimentado com a velocidadev,,, a média aritmética entre v, e v,
[19].

A prova que Oresme deu a esse teorema mostra-se de entendimento bastante ficil,
porque ele utiliza apenas uma das proposi¢des da geometria de Euclides (séc. IIT a.C).
Entretanto, a demonstracido s6 faz sentido se houver a compreensido de que a irea abaixo da
reta que representa o aumento da velocidade é numericamente igual 4 distidncia percorrida pelo
mével em questdo. Esta prova é o elemento de apoio com que Galileu contou — trés séculos mais
tarde — para a descoberta das propriedades do movimento dos corpos em queda livre ({13},
p-21).

Galileu enuncia o teorema da velocidade média no se livro “Dialogo sobre duas novas

ciéncias”, no Terceiro Dia, no Teorema 1, Proposicao I ({zol, p. 233, 234), desta forma:

' Astrénomo grego do século IT a.C., um dos cientisias mais representativos da época alexandrina, Além de inaugurar o sistema
de localizacdo pelo calculo de latitude e longitude, dividin o mundo habitado conhecido em zonas climaticas.

™ A esta época Oresme estava em Paris, no Collége de Navarre..

* E interessante saber que Oresme também aplicou ao seu modclo gréfico a varidveis fisicas tais como temperatura, luz, peso ¢
até mesmo variaveis ndo fisicas, como caridade, amor ¢ graga.
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O tempo no qual qualquer espaco é percorrido por um corpo, partindo do repouso e
acelerado uniformemente, ¢ igual ao tempo no qual este mesmo espago serd
percorrido pelo mesmo corpo, movendo-se a uma velocidade uniforme, cujo valor

¢ a média da velocidade maxima, ¢ a velocidade pouco antes da aceleragao
comegar.

Segundo Carl Boyer [21, p.183], o progresso cientifico no campo da fisica e matemitica da
Idade Média nac pode ser comparado ao progresso feito pelos filésofos da Grécia antiga. Além
disso, progresso da ciéncia ndo foi continuamente ascendente em nenhuma parte do mundo.
Nio sendo surpresa a constatacdo de que apds a morte de Bradwardine (1323 — 1382) houvesse
certo declinio na produgio cientifica das universidades de Paris e Oxford.

Figura 4. Miniatura do “Traité de lespere” de Nicole Oresme,
Biblioteca Nacional, Paris, Franga, MS 565. [22].

Bradwardine foi vitima fatal do surto epidémico da peste negra, que dizimou um tergo da
populagio européia entre 1347 e 1350, e foi conseqiiéncia da fome e péssimas condi¢oes
sanitrias geradas pela guerra dos cem anos (relacionada a sucessio da coroa francesa, devido a
morte do rei Carlos IV, no periodo de 1337 a 1453); segundo Cldudio Vicentino [23], a guerra
dos cem anos, juntamente com a guerra das rosas (relacionada a sucessio da coroa inglesa
disputada pelas familias Lancaster e York no periodo de 1455 a 1485) foram os principais
motivos do declinio na producio intelectual da Franca e Inglaterra e a conseqiiente projecao

das universidades italianas, alemas e polonesas no cendrio académico europeu.

Galileu e a queda dos corpos

Nio se sabe, hoje, como Galileu chegou a conclusao que para um corpo em queda livre, a

velocidadeé proporcional 4 altura na qual o corpo se encontra, altura essa que, por sua vez €

B Por volta do ano de 1361,
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proporcional ao quadrado do instante de tempo. Acredita-se que os experimentos que Galileu
rea.lizt::u ndo formam necessariamente o que os filésofos chamam de “caminho da descoberta™,

E pertinente dizer que, na primeira apresentacgio que foi feita a respeito das leis que
governam o movimento dos corpos em queda livre, em seu livro “Diilogo sobre duas novas
ciéncias” ([20], p. 235, 236), ele ndo chega s leis da cinemitica da queda livre a partir dos dados
experimentais, mas através do teorema da velocidade média. Contudo, todo crédito deve ser
dado a sua brilhante aplicagdo da regra de Merton ao caso da queda dos corpos, lembrando que

iss0 aconteceu por volta de trezentos anos apds a elaboragio da prova geométrica feita por
Oresme.

Figura 5. Galileu Galilei, em pintura a 6leo de Justus Susterman, cerca
de 1637, Galleria degli Uffizi, Florenca. [24]

Galileu estava interessado na queda dos objetos e, como lhe faltavam instrumentos
precisos para medir o tempo, usou planos inclinados para tornar efetivamente mais lentos os
movimentos acelerados e assim poder investigd-los mais detalhadamente. Descobriu que uma
esfera rolando para baixo de um plano inclinado se torna mais rapida na mesma quantidade em
sucessivos segundos de duragdo; isto é, a esfera rolard com acelera¢io constante. Também
descobriu que as aceleragbes eram maiores quanto mais inclinadas eram as rampas usadas e que
a esfera possui uma aceleracio mdxima quando a rampa € vertical (nesse caso a aceleragao
torna-se igual dquela de um objeto em queda livre). Reproduzimos aqui o relato de Galileu

acerca do seu procedimento experimental com o plano inclinado:

Consideremos uma ripa, ou melbor, viga de madeira de aproximadamente 12
clibitos de comprimento, meio ctibito de largura, e trés dedos de espessura. No seu
lado mais estreito escavamos um canalete de pouco mais de um dedo de largura.
Tendo escavado este sulco perfeitamente retilineo, liso ¢ polido, colamos no seu

4 Por “caminho da descoberta” entende-se a formulacio de uma hipétese que se deseja comprovar, seguida pela
realizagiio de experimentos que possam levar a essa comprovagio e pela andlise dos dados coletados ¢ entao a
retirada de conclusdes que levam 4 aceitacio da hipdtese ou a sua refutacio.
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interior um pergaminbo, também perfeitamente liso e polido, e fazemos descer por
ele uma bola de bronze, perfeitamente redonda, dura e lisa. Uma vex inclinado
este aparelho, levantando uma de suas extremidades por um ou dois ciibitos além
da outra, fazemos descer a bola, como dizia antes, ao longo deste canalete,
medindo, de uma maneira que descreveremos aqui, o tempo necessirio para
completar a descida. Repetimos este procedimento diversas vezes, de forma a
medir o tempo com uma precisao tal que o desvio entre duas observagbes nunca
excedeu a décima parte de uma batida de pulso. Tendo realizado esta operacio e
nos assegurado de sua confiabilidade, fazemos a bola descer apenas um quarto do
comprimento do canalete. Ao medir o tempo de descida, encontramos exatamente
metade do tempo anterior. Em seguida experimentamos outras disténcias,
comparando o tempo para o comprimento inteiro com aquele para a metade, ou
dois tergos, ou trés quartos, ou na verdade qualquer fracdo. Em tais experimentos,
repetidos mais de cem vezes, sempre encontramos que os espagos percorridos estido
um para o outro como os quadrados dos tempos, ¢ isto é verdade para todas as
inclinagbes do plano, isto é, do canalete ao longo do qual descia a bola.

Notemos a importincia desse relato no que diz respeito a conjuntura politica da ciéncia
do século XVII: Galileu faz questdo de citar todos os detalhes da experiéncia que, segundo ele
mesmo comenta, é o alicerce de todo o conhecimento. Em seu livro “O Ensaiador”, Galileu
critica o procedimento aristotélico: “ndo posso me cansar de admirar que um homem, com tio
grande nome e tio amante de experimentos, haja, com tanta eloqliéncia, afirmando coisas que
com tanta facilidade podem ser contestadas através de experiéncias simples” ([25], p.241). Desta
forma, destacamos a parte final do relato experimental onde Galileu descreve a maneira como

mediu os intervalos de tempo no seu célebre experimento:

Para a medida do tempo empregamos um grande recipiente de dgua colocado em
uma posicao mais elevada. No fundo deste recipiente soldamos um tubo de
pequeno diagmetro de largura, fornecendo um fino jato de dgua, que coletamos em
um copo durante cada uma das descidas, tanto pelo canalete inteiro quanto por
parte dele apenas. A agua coletada desta forma foi pesada, apis cada descida, em
uma balanca bastante precisa. As diferencas e razbes obtidas destes pesos nos
proporcionaram as diferengas ¢ razoes dos tempos, com precisao jé que, mesmo
apos repetida diversas vezes, nao havia discrepéncia significativa. ({16}, p.236).

Galileu, por volta de 1634, em prisio domiciliar por ordem do Santo Oficio, escreveu esta
obra (Didlogos sobre duas novas ciéncias), onde explanou sobre as leis que governam 0s corpos
em queda livre, apresentando a regra da velocidade média como teorema fundamental a partir
do qual deduziu as propriedades cinemiticas dos corpos em queda: proporcionalidade entre o
espago percorrido e o quadrado do tempo e entre os espagos em intervalos de tempo

sucessivos.
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Apolonio e a origem do estudo das conicas

. A . TR 3

Foi Apolénio®, quem deu a maior contribui¢io para o estudo das formas c6nicas. Embora
Apoldnio fosse um astronomo notavel e também ja tivesse escrito, na época, sobre multiplos
assuntos matemaéticos, sua fama se deve principalmente a “Cénicas”, uma obra extraordindria,
gragas a qual seus contemporaneos lhe deram o apelido de “O Grande Gedmetra”.

Figura 6. Cone com dngulo do vértice da secgio mediana menor que
90°, geando uma elipse. cone com dngulo do vértice da sec¢io mediana
igual a 90°, gerando uma paribola. cone com ingulo do vértice da
secgao mediana maior que 90°, gerando uma hipérbole.

Howard Eves conta em seu livro [26] que, com cerca de 400 proposicdes e oito livros,
“Conicas” € um estudo exaustivo dessas curvas que supera completamente os trabalhos
anteriores de Manaecmo, Aristen e Euclides sobre o assunto. Apenas os primeiros sete dos oito
livros chegaram até nés: os quatro primeiros em grego e os outros trés numa tradugao drabe do
século I1X. Os quatro primeiros livros supostamente se baseiam em trabalhos anteriores de
Euclides, tratam da teoria elementar genérica das cénicas, a0 passo que 0$ outros entram em
investigacoes mais especializadas. “Conicas” € um tratado extenso e apurado. Devido a4 sua
extensdo, apenas mencionamos de forma breve a parte do seu conteddo interessante ao ensino
da cinemitica no Ensino Médio.

Antes de Apolénio os gregos geravam as conicas a partir de trés tipos de cones de
revolugdo, conforme o dngulo do vértice da secgdo meridiana fosse menor que, igual a ou maior
que um angulo reto. Seccionando-se cada um desses tipos de cone com um plano perpendicular
a uma geratriz resultam respectivamente uma elipse, uma pardbola e uma hipérbole: s6 se
considerava um ramo da hipérbole.

Apolénio, porém, no Livro I de seu tratado, obtinha todas as sec¢bes conicas da maneira
hoje familiar, ou seja, a partir de um cone circular duplo, reto ou obliquo, como representamos

na figura abaixo:

S Nascido por volta de 262 a.C. em Perga, no sul da Asia Menor.



Figura 7. Esta figura representa um cone circular duplo com suas
secgoes.

Na figura 7, a interse¢do do plano A com o cone duplo origina uma circunferéncia, que é
um caso particular de elipse; a interse¢io do plano B com o cone duplo origina uma elipse; a
intersecdo do plano C com o cone duplo origina uma paribola e a intersecio do plano D com o
cone duplo origina uma hipérbole.

Carl Boyer ([21], cap. 4) observa que “Conicas” de Apolénio foi um livro pouco conhecido
na Idade Média, sendo conhecidas apenas algumas poucas propriedades da paribola pelos
estudiosos da 6ptica, assunto bem recorrente e em moda no meio dos escoldsticos.



4. Encontrando a funcao horaria do movimento
Objetivos
O objetivo deste trabalho é resgatar as origens da cinemitica, através do desenvolvimento

de uma aula voltada para estudantes do Ensino Médio, onde os conceitos relativos ac MRUV
sejam trabalhados segundo a fisica de Nicole Oresme.

Material Experimental

Para a realizacdo da etapa experimental do nosso estudo, utilizamos: um trilho de ar
(Pasco SF-9216), um gerador de fluxo de ar (Pasco SF-9216), um mével deslizante, um
centelhador, fitas termo-sensiveis, trés niveis para inclinacao do trilho, dois adaptadores para

parada e uma régua graduada em centimetros.

Figura 8. Trilho de ar inclinado, com cerca de tres metros de
comprimento. O gerador de fluxo de ar estd sob a mesa, 2 esquerda e
o centelhador, a direita.

Figura 9. Fotografia que mostra o centelhador com freqiiéncia de
centelhamento de 10,00 Hz, os calgos e o mavel utilizado.



25

Procedimento Experimental

Com este experimento, esperamos obter um conjunto de dados que nos permita analisar
o movimento de um objeto que percorre uma trajetéria em linha reta. Essa situagdo é obtida
quando fazemos um mével deslizante movimentar-se sobre um trilho de ar. Para o efeito da
mudanga de velocidade, introduzimos uma inclinagio no trilho, de forma que, ap6s ser liberado
do repouso, 0 mével tem a sua velocidade aumentada gradualmente.

Basicamente o que queremos obter é uma tabela que relacione as posigoes do mével ao
longo do seu percurso no trilho com os respectivos instantes de tempo em que foram medidas.
Especificamente com relacioc 2 medida das posicbes do mével, utilizamos um centelhador
elétrico graduado para a freqiiéncia de (10,00 + 0,05) Hz; isto significa que a cada décimo de
segundo o moével marca, através de uma pequena fagulha, um ponto em uma fita termo-sensivel
que fica localizada em uma faixa condutora de eletricidade posicionada em paralelo a toda
extensio do trilho onde o movel desliza.

Pensamos que também seria interessante investigarmos a forma como se dd o aumento da
velocidadedo movel. Para isto, utilizamos trés niveis de madeira que, quando dispostos abaixo
de um dos pés do trilho de ar, conferem a0 nosso experimento trés inclinacbes diferentes: uma
devida i colocagio de um nivel apenas, a segunda devida a colocagdo de dois niveis e a terceira

devido a colocagao de trés niveis.

Figura 10. Representacio esquemdtica da montagem para o
experimento de variacio de posicio e velocidade em um trilho
inclinado.
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Através do experimento com o trilho de ar, tendo obtido as medidas de posi¢io do mével
ao longo do tempo como consta na Tabela 1, observamos o comportamento dessa relacdo

através da construcio dos grificos de posicdo do mével em fungio do instante de tempo, para
as trés elevagdes do trilho.

Tabela 1. Descri¢ao da variagio da posi¢io do mével com o tempo para o trilho de ar
com diferentes inclinac¢oes: h,=1,9cm, h,=-3,8cmeh;=5,7em.

instante de h;=(1,9%0,1) cm h,=(38x0,1)cm h; = (5,7 £ 0,1) em
tempo t(s) s L3
posi¢iio s (cm)
[+ 0,05 s]
[ 0,1 em]

C 0,0 0,0 0,0
0,50 524 7,0 10,1
1,00 15,3 23,2 33,8
1,50 29,6 48,4 70,8
2,00 48,2 82,8 121,0
2’!50 ?[10
3.00 97,9

Para descrever o movimento, precisamos em primeiro lugar de um referencial que, no

caso unidimensional, ¢ uma reta orientada em que se escolhe a origem do movimento. Na

nossa experiéncia, escolhemos como referencial o trilho de ar onde o movel desliza e como

origem do movimento o ponto marcado como 15 cm na graduagao especifica do trilho.
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Figura |1. Variagio da posi¢io com o tempo para o movimento do
movel descrito para rampa com elevagio de h; = 1,9 cm.
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Figura |12, Variagio da posi¢io com o tempo para o movimento do
movel descrito para rampa com eleva¢io de h;, = 3,8 cm.
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Figura 13. Variagdo da posicio com o tempo para o movimento do
movel descrito para rampa com elevagdo de h; = 5,7 cm.

Optamos pelo formato grifico do eixo x coincidente com a posi¢do do mével ao longo do
trilho de ar, com o objetivo de facilitar o tratamento de dados e a prépria visualizagio da
dependéncia da posicdo do mével com o instante de tempo tendo como referencial o eixo do
trilho. Isto revela a importincia da definicio de referencial para o estudo da cinemdtica,
assunto também discutido por Oresme para caracterizar o movimento.

A escolha pela representagao grafica da evolugio da posi¢do do mével em relagdo ao
tempo corresponde exatamente ao tipo de demonstragdo que nos propomos a realizar. Nicole
Oresme foi o pioneiro na apresentagao de graficos para a anélise do movimento. Podemos
perceber que hd uma enorme diferenca entre analisar os dados da Tabela 1 e analisar os dados
contidos nos grificos da Figura 11, da Figura 12 e da Figura 13. Esse foi um grande progresso
cientifico, sem o qual a pesquisa do nosso tempo e a evolugio da cinemdtica poderiam ter sido
bem diferentes.

Oresme aproveitou a representacio em coordenadas de latitude e longitude, jd inventada
por Hiparco ({27}, p. 5743), para representar colecdes de dados a respeito do movimento de um
corpo. Definiu no lugar do eixo de latitude (abscissas) o que chamou de intensidade da
qualidade, ja no lugar do eixo de longitude (ordenadas), definiu o que chamou de extensio da
qualidade. A qualidade seria a grandeza que ele desejava analisar, como por exemplo: a
velocidadede um corpo. A intensidade da velocidadedo corpo seria representada pelos valores
que essa velocidadeassume. A extensio da qualidade nio é um conceito bem determinado por
Oresme, mas isso nio diminui o seu significado, apenas evidencia que tal eixo poderia
representar qualquer outro aspecto que se quisesse relacionar 2 qualidade considerada. Como,

por exemplo, o correr do tempo.
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Determinacao da velocidadedo mével.

A partir da definicao de velocidade média, v, = As/Ar, podemos construir um grafico
que relaciona as velocidades médias desenvolvidas pelo mével descendo a rampa com a
elevagdo h, = 1,9 cm, em relagdo aos intervalos de tempo em que foram desenvolvidas.

Tomando o primeiro intervalo de posigdo do grifico da Figura 1,
As=(54—0)cm =54 cm
e o primeiro intervalo de tempo do grifico,
Ar=(0,5-0)s=0,5s,

a razdo As/At é igual a 10,8 cm/s e representa a velocidade média entre os instantes inicial

t=05 e t=0,5 Sabendo disso, podemos afirmar que se 0 mével se movesse sempre com a

mesma velocidadeentre os instantes inicial e t = 0,5 s, ele faria isso com a velocidadeigual a 10,8
cm/s.

Podemos repetir esse mesmo procedimento para os outros intervalos de posigao e tempo
dos grificos da Figura 12 e da Figura 13 e, desta forma, obter a Tabela 2, a seguir:

Tabela 2. Velocidades médias atingidas pelo mével durante o percurso para as trés

elevacoes h do trilho.
intervalo de h,=(1,9%0,1) cm h,=3,8%0,1) cm h;=((,7+£0,1) em
tempo
At (s)
As (cm) v,, (cm/s) As (em) v, (em/s) As (em) v,, (cm/s)
0,5010,004 5,4%0,2 10,8 10,4 7,0 £ 0,2 14,0104 10,1+ 0,2 20,2+ 0,4
0,500,006 9,9+0,2 19,8 £ 0,4 16,2+0,2 32,4+ 0,4 23,4 £ 0,2 46,7+ 0,4
0,50+0,01 14,310,2 28,6+0,4 2§,3+0,2 50,6 £ 0,4 37,4 £0,2 74,8 £ 0,4
0,5010,01 18,6t0,2 37,2+ 0,4 34,4%0,2 68,7t 0,4 §0,1+0,2 100,4 0,4
0,50+0,02 22,8t0,2 45,6 £ 0,4 43,210,2 86,4+ 0,4
0,50%0,02 26,9+0,2 53.8 t0,4

De posse dos dados da Tabela 2, temos a possibilidade de comparar o crescimento das

velocidades médias do mével para as trés elevagoes propostas.
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Figura |4. Velocidades médias assumidas pelo movel durante o
movimente com elevagio de h; =1,9 em.
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Figura 5. Velocidades médias assumidas pelo movel durante o
movimento com elevacio de h, =3,8 cm.
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Figura 16. Velocidades médias assumidas pelo mével durante o
movimento com elevagio de h; = 5,7 cm,

Podemos, hoje, reconhecer que, a elaboragio de um sistema grifico de representagio foi
um salto de qualidade que transformaria por completo a compreensdo do movimento e traria
um novo amadurecimento ao seu estudo. O teorema da velocidade média foi uma descoberta
de importincia fundamental feita pela ciéncia medieval e que se uniu de forma brilhante ao
esfor¢o de seus contemporineos na defini¢do do que seria 0 movimento e de como haveria de
ser estudado. Oresme prop6s uma demonstagdo geométricapara o teorema da velocidade
média onde, no MRUYV, essa velocidade média correspondia a média aritmética entre as
velocidades em #, € £,, que representam os instantes inicial e final utilizados no célculo de Az na
férmula da velocidade média.

R A

A sua representagio algébrica corresponde a dizer que: se temos um MRUV onde um
moével evolui de uma velocidadev, a outra velocidadev,, esse movimento teria a mesma

velocidade média que um outro onde o mével permanecesse com a velocidade igual 4 média
aritmética das velocidades do inicio e do final do movimento. Descrevendo de uma outra

forma: a velocidade média do movimento acelerado seria a velocidade instantinea mo instante
médio aritmético entre o instante em que o moével estd com v, e o instante em que o mével
estd com v, , como descrito na Figura 17, abaixo. Desta forma, observamos que Oresme criou

um método que antecipou a nogao de velocidadeinstantinea, que veio surgir alguns séculos

mais tarde, com a invengio do célculo infinitesimal e integral.
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Aplicamos tal defini¢do ao nosso estudo do movimento do mével. Para isso, tomamos

como ponto de partida a interpretacdo geométrica de Oresme para o teorema da velocidade
média.

+ Ml - — —~

Figura 17. : Representagao grifica do teorema da velocidade média

Oresme introduziu a idéia de que o movimento uniformemente diforme, poderia ser
representado por um tridngulo orientado tal que seu dngulo da base direita seja reto (conforme
descrito na Figura 17). O vértice esquerdo corresponde ao inicio da mudanga de velocidade. O
movimento da esquerda para a direita corresponde d passagem do tempo, enquanto a altura do
tridngulo em um ponto dado corresponde a velocidade de um objeto sob aceleragdo constante.
Oresme utilizou uma representacio equivalente ao retdngulo pontilhado da figura para
representar um movimento, onde a velocidade fosse constante.

Ocorre que a representagio grafica, na Figura 17, nada mais é do que o fruto de uma
brilhante intuicdo de Oresme, € é exatamente csse 0 aspecto mais instigante e talvez também
um tanto obscuro de sua ciéncia. Ele prova através da 26* proposicdo do 1° livro™ de geometria
de Euclides que a drea do tridingulo EFC (Figura 17) é igual a drea do tridngulo GFB,
conseqiilentemente a drea do tridngulo ABC ¢ igual i drea do retdngulo AEGB [19]. Isto
significa afirmar que o deslocamento experimentado pelo objeto se movendo de forma
acelerada, partindo com velocidadev, e finalizando o movimento com velocidadev, , € igual a0
deslocamento do objeto que se move com uma velocidadeigual 2 média aritmética entre as

velocidades v, e v, , durante o mesmo intervalo de tempo.

' Por Euclides, proposi¢io 1.26 de Elementos: “Omnium duorum triangulorum, quorum duo anguli unius duobus angulis
alterius el eterque se respicienti acquales fuierint, latus quoque unius lateri alterius acquale, fueritque latus illud aut inter
duos angulos acquales, aut uni eorum oppositum, erunt quoque duo unius reliqua latera duobus reliquis alterius trianguli
lateribus, unumquodque sc respicienti aequalia, angulusque reliquus unius angulo reliquo alterius acqualis™ O que foi
retirado da proposigio para a prova do teorema é a conclusdo de que quando os lados ¢ os dngulos de dois tridngulos sio

iguais, os triangulos sdo iguais entre si.
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Sendo a velocidade no ponto B igual a v, e a velocidadeem C igual a v,, e supondo que o
movimento entre B e C é acelerado uniformemente, através da anilise de Oresme mostra-se
que a velocidade em F (ponto médio do seguimento que vai de C para B) é igual 4 média entre
ve,.

A drea do tridngulo ABC representa o deslocamento experimentado pelo objeto que se
move partindo com velocidadev, do ponto B e termina seu movimento com a velocidade v, no

ponto C. A drea do retingulo AEGB representa o deslocamento experimentado pelo objeto
que se move partindo com a velocidade do ponto F que, de acordo com o grafico, é a média

entre as velocidades v, e v, , e continua seu movimento sempre com a mesma velocidade.

O movimento descrito pela curva que vai de B a C ¢é acelerado, pois a velocidade do
objeto aumenta; enquanto o movimento descrito pela curva que vai de G a E é constante, pois
a velocidade permanece a mesma. Dai, concluimos o que Oresme quis mostrar através da sua
representagao grafica das qualidades: que a velocidade no ponto médio de um percurso
acelerado € igual a média aritmética das velocidades experimentadas nos pontos extremos do
mesmo percurso feito dentro de um mesmo intervalo de tempo.

Nos grificos da Figura 14, da Figura 15 e da Figura 16, temos as velocidades médias ao
longo de alguns intervalos de tempo determinados pela experiéncia e, com isto, vamos
descobrir, por hipétese, as velocidades instantdneas experimentadas pelo mével durante o seu
movimento.

Tomando como exemplo o grifico da Figura 14, sabemos que as velocidades médias entre
0s instantes G s € 0,55;0,55€ 1,0 §; ,O S€ 1,5 §, 1,5 S € 2,0 §; 2,0 § € 2,5 § €, finalmente, entre 2,5 s
€ 3,0 s, correspondem as velocidades instantdneas nos instantes 0,25 s; 0,75 §; 1,25 §; 1,75 S, 2,25 S

€ 2,75 s, respectivamente. Podemos mostrar mais claramente através da construcio da Tabela 3:

Tabela 3. Velocidades instantaneas v,, v, e v; calculadas através do teoremada
velocidade média para o trilho de ar para as trés elevagoes h do trilho.

instante de h,=(1,9%0,1) em h,=(3,8+0,1) em h;=(57%£0,1)cm
tempo

t(s
v, (em/s) v, (em/s) v, (em/s)

0,25 108504 | metos | a0a%04

0,75 19,8 £ 0,4 ] 32,4 £ 0,4 46,7+ 0,4

1,25 28,6 £ 0,4 % 50,6 £ 0,4 74,8 £ 0,4

1,75 37,2+ 0,4 l 68,7+0,4 100,2 + 0,4

= Hz,z; —__ 45,6+ 0,4 86,4 t0,4
2,75 53,8 £ 0,4 |




Podemos também mostrar uma representagdo grafica destes resultados:
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Figura 18. Velocidades instantineas do movel para a elevacio
h,=1,9em
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Figura 19. Velocidades instantineas do mével para a elevacao
h,=38cm
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velocidde do mével v (cm/s)
z

] 05 10 15 10 2.5 1.0
instantes de tempe t {s)

Figura 20. Velocidades instantineas do movel para a elevagio
h; =57 cm

Agora, se adicionarmos uma linha de tendéncia linear aos pontos obtidos para as
velocidades instantineas, teremos uma representacdo similar 2 que Nicole Oresme utilizou

para a demonstracio do seu teorema. Vejamos:
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velocidde do mével v (em/s)
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0 05 10 15 20 25 30
instantes de tempo t (s}

Figura 21. Representagio de Oresme associada 20 experimento com
elevagdo h, = 1,9 cm.
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Figura 22. Representacdo de Oresme associada ac experimento com
elevacio h, = 3,8 cm.
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Figura 23. Representacio de Oresme associada ao experimento com
elevagio h, = 5,7 cm

A despeito do fato de Oresme ter somente imaginado tal representagdo, pois nao

dispunha de aparelhos para medir velocidades e muito menos para medir o tempo com a
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acuricia dos cronémetros da era moderna, é inegivel a semelhanga de sua representacio com
os dados que a realidade nos fornece.

Igualmente interessante é podermos despertar os nossos alunos para o fato de que a drea
abaixo dos patamares de velocidade média nos di o deslocamento do mével, se fixamos o
instante em que queremos determind-la como a linha delimitadora da superficie a ser calculada.
Por exemplo, se queremos calcular o deslocamento do mével entre os instantes t= 0 s e t=1,25 s

para a elevagio h,= 1,9 cm, podemos calcular a drea em verde da Figura 24:

120

100

velocidde do mavet v (cm/s)

o .3 1.0 s 20 25 30

ingtantes de tempo t ()

Figura 24. Calculo do deslocamento do mével entre t=0 s e t=1,25s,
utilizando o grafico de velocidade média..

Aqui calculamos a drea através da soma das dreas dos cinco retingulos em violeta, na
Figura 24. O resultado é As = 22,45 cm.

Da mesma forma, por conseqiiéncia do teorema da velocidade média, podemos encontrar
o mesmo deslocamento do mével entre os instantes t= o s e t=1,25 s utilizado no exemplo
anterior para a respectiva elevagdo. Observe que a drea abaixo da linha de tendéncia da
velocidadeinstantinea é igual 3 drea abaixo dos patamares que representam as velocidades
médias. Conferimos esse resultado calculando a drea do trapézio em destaque violeta na Figura

25.



velocidde do mavel v {em/s)

0 0.5 10 L5 20 25 3.0
instantes de tempo t (s)

Figura 25. Calculo do deslocamento do mével entret=0set=1,25s,
utilizando o grifico de velocidade média.

O resultado, como esperado, é que As = 22,4 cm, considerando a margem de incerteza
proporcionada pelos dados experimentais e pelo ajuste da linha de tendéncia.

Seguindo o mesmo padrio de interpretacio e anilise, propomos a descoberta das
aceleragbes dos movimentos experimentados pelo mével como forma de sedimentar a
utilizacdo que fizemos do teorema. Faremos isto a partir dos grificos de velocidades

instantineas oriundos da andlise anterior, iniciando pela elevagio de 1,9 cm.

Determinacao da aceleracao do movel.

A partir da defini¢do de aceleragdo média, a, = Av/Ar, podemos construir um gréfico
que relaciona as aceleragbes médias desenvolvidas pelo mével descendo a rampa com relagdo
aos intervalos de tempo em que foram desenvolvidas nas suas trés elevagGes.

E intuitivo, ao observarmos os grificos, que nos casos que estamos estudando, a
velocidadeaumenta com o passar do tempo e que esse aumento se dd com certa regularidade.
Assim, podemos, por exemplo, calcular a aceleragdo média entre os instantes 7 = 0,25 s €
t = 0,75 s para a elevacgdo h, = 1,9 cm sabendo que Av = (19,8-10,8) cm/s e At = 0,5 s; isto nos da
que @ = 18 cm/s”. Faremos isto para as demais elevaces e seus respectivos intervalos de tempo

e representaremos os resultados na Tabela 4.
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Tabela 4. Aceleracoes médias atingidas pelo mével durante o percurso para as trés

elevac¢oes h do trilho.
intervalo de h;=(1,9%0,1) em h; =(3,8£0,1) em hy = (5,7 £ 0,1) em
tempo
At (s)
Av (em/s) a,, (cem/s%) Av (cm/s) a, (cm/s?) Av (cm/s) a,, (em/s?)

0,5 9,0* 0,8 ES 18,4 * 0,8 37¢2 ) 26,:; 0,8 532
05 88+ 0,8 172 182+ 0,8 36£2 28,1 £ 0,8 562
0,5 86+ 0, 8- 172 18,1+ 0,8 36£2 25,6 £ 0,8 512
0,5 8,4t 0,8 I7+2 17,7 0,8 36 +2

Se assumirmos a acelera¢io média como sendo a acelera¢do no instante médio entre ¢; e ¢,

poderemos tragar os graficos que se seguem:

40

sceleragdo do movet o (cm/s)

1.0 15

20

inshantes de tampo t (s)

2.5

30

Figura 26. Aceleragdes médias assumidas pelo movel durante o
movimento com elevacdo h, = 1,9 cm.




41

Desta forma, utilizaremos um procedimento andlogo ao da descoberta das velocidades
instantdneas pelos grificos das velocidades médias, emprestando o método de Oresme para

prova do teorema da velocidade média, a andlise dos grificos de velocidade média em fungéo

do tempo.

Tabela 5. Aceleracoes instantineas a,, a, e a, calculadas através da extensao do
teorema da velocidade média para as trés elevacoes h do trilho.

instante de h, = (1,9 0,1) cm h,= (3,8 +0,1) em hy=(57 = 0,1)_(;11
tempo
1(8)
a, (em/s?) a, (em/s?) a, (em/s?)

0,5 .18,0 10,4 37,0t 0,4 53+ 0,4

1,0 17,6 £ 0,4 30,4 £ 0,4 56,2+ 0,4

1,5 17,24 0,4 36,2 £ 0,4 50,8t 0,4

2,0 16,8 + 0,4 35,4 £ 0,4

2,5 16,4 + 0,4

3,0 14,8+t0,4

A Tabela § representa a relagio entre as aceleracGes instantaneas aos instantes de tempo,

partindo da hipétese de que a aceleragio instantdnea no ponto médio aritmético entre £, e ¢ €

igual 4 acelera¢do média que o carrinho assume entre o mesmo intervalo de tempo entre # € ¢

Como exemplo, se tomamos a aceleracdo média entre os instantes ¢ = 0,25 s e £ = 0,75 §, dp =

(18,0 + 0,4) cm/s’, esta seria a aceleracdo instantinea em £ = 0,5 s.

Dada esta explicagdo, fazemos a representac¢ao grafica destes resultados e otemos:
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Figura 29. Aceleragdes
h; = 1,9 cm.
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Figura 30. Aceleragdes
h,= 3,8 cm..
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instantes de tempo t (s)

instantineas do movel para a elevagdc
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aceleragdio do mével a (cm/s)

o 0.5 10 L5 2.0 2.5 3.0

instantes de tempo 1 (s)

Figura 31. Aceleragbes instantineas do movel para a elevagio
hy; = 5,7 ecm.

Agora, se adicionarmos uma linha de tendéncia aos pontos obtidos para as aceleracoes
instantdneas, teremos uma representa¢ao similar 2 que Oresme utilizou para a demonstragio
do teorema da velocidade média, s6 que ao invés de velocidades médias, desta vez, utilizamos
as aceleragbes médias do mével. Vejamos:

40

aceleragdo do mbvel a (em/s?)

2] 05 1.0 LS 2.0 25 3.0
instantes de tempo t (s)

Figura 32. Representacdo similar 2 de Oresme para a aceleragio, com
h|=|,9 <m.
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Figura 33. Representacdo similar a de Oresme para a aceleragio, com
h,=3,8 cm.
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Figura 34. Representacio similar a de Oresme para a aceleragio, com
hy=5,7 cm.
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Notamos que os grificos de aceleragio em fungio do tempo apontam para uma
constincia da aceleragdo durante os primeiros segundos de movimento. O que significa que a
aceleracdo com a qual estamos lidando é uma aceleragio praticamente constante no inicio do
movimento e que diminui depois, devido a resisténcia do ar.

Imaginamos que através do mesmo método utilizado anteriormente — para calcular a
posicdo do mével em um determinado instante através do cdlculo da drea abaixo da curva de
velocidade vs. tempo — podemos também calcular a velocidade do mével em um determinado
instante de tempo utilizando os grificos de aceleragdo versus tempo de que agora dispomos. A
area abaixo dos patamares de aceleragio média nos fornece a variagido da velocidade Av do
movel entre dois instantes de tempo escolhidos.

Para comegar, vamos calcular a velocidade do mével no instante t = 1,25 s para o triltho
inclinado pela elevagao h, =1,9 cm. Para isso teremos que calcular a variagdo de velocidadeentre
os instantes t= 0,2§ s e t= 1,25 s e depois somar essa variacio a velocidadedo mével no instante
t= 0,25 s — essa velocidade consta na Tabela 3. A drea que precisamos calcular para
encontrarmos Av, entre t = 0,25 s € t = 1,25 s, estd representada em violeta na figura abaixo:

&0

aceleragdo do mbvel a {cm/s?)

[+] 0s 1.0 L5 2.0 25 30
instantes de tempo t (s)

Figura 35. : Cilculo da variagio da velocidade do mével entre os
instantes t = 025 s e t = 1,25 s, para h,, utilizando o graficc de
acelera¢io média.

Calculando a 4rea dos dois retingulos, encontramos:
Av=(0,5x 18) + (0,5 x 17,6) cm/s = (9,0 + 8,8) cmV/s = 17,8 co/s. )

Como a velocidadev (t = 1,255s) ¢é dada por



v(t=1258)=v(t=0,25s)+ Av, )

obtemos entio

v(t=1,255)=10,8 + 17,8 = 28.6 cm/s. ()

Alberto Oliva ({28}, p.23) comenta que um dos critérios de cientificidade de uma pesquisa,
para considerarmos uma hip4tese como teoria (segundo o critério positivista), € a exigéncia que
a primeira permita a sua aprovagao constante pela experiéncia. E resultado de nossa anilise dos
dados experimentais colhidos para o mével em MRUYV, que podemos utilizar o formato do
teorema da velocidade média para obtermos uma férmula para o cdlculo da aceleragao média
em um instante t= (ti+tf) /2, a partir da média aritmética entre as acelera¢des localizadas em ti ¢
tf e mais ainda: que a area sob a linha de tendéncia no grifico de aceleragido vs. tempo, ou sob
os patamares de aceleragao média no grafico de aceleracao média em fungdo do tempo, nos
fornece a variagao da velocidade entre os instantes que delimitam a drea de calculo.

Entio, a titulo de verificacao dos resultados, iremos calcular as velocidades no instante
t=1,25 s para os movimentos relativos as eleva¢des h, e h;. Para h,, calculando a drea em verde
abaixo dos patamares de aceleracdo que cobrem o intervalo de tempo que vai de t = 0,25 s a
t = 1,25 s, temos a seguinte ilustragio representativa:

aceleragio do mvel a (cm/s?)

o 0s pR4 1.5 2.0 2.5 30
instantes de tempo t (s)

Figura 36. : Cilculo da variagio da velocidade do movel entre os
instantes t=0,25 s e t=1,25 s, para h2, utilizando o gréfico de aceleracao
média

O patamar de aceleragao média que vai de £ = 0,25 s a £ = 0,75 s, tem vy, = 37,0 cm/s (Tabela
4) e o segundo patamar, que vai de £= 0,75 s a ¢ = 1,25 5, tem ¥y = 36,4 cm/s (Tabela 4). A drea
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dos retingulos, que representa Av, é igual a 36,7 cm/s. Somando Av a v (# = 0,25 s) da Tabela 3,
temos v (£ = 1,25 s) = (36,7+ 13,9) cm/s = 50,6 cm/s.

Finalmente, passamos ao cilculo da velocidadedo mével no instante t=1,25 s para o trilho

com a elevacdo h3. Na Figura 37 temos a representacdo, em laranja, da drea que deve ser

calculada para que tenhamos Av entre os instantes t= 0,25 s € t=1,25 s, através dos patamares de
aceleracao média.

aceleragdo do mévet a {em/s?)

a [:X-1 10 LS 20 25 an
instantes de tempo t (s}

Figura 37. Cilculo da variagdo da velocidadedo mével entre os instantes
t =025 s e t=1,25 s, para h,, utilizando o grafico de aceleracio média

Mais uma vez, temos que calcular a drea de dois retingulos com base 0,5 s cada um e com
alturas iguais: a aceleragdo média (z,, = §3 cm/s®) para At que vai de 0,25 s a 0,75 s e a aceleragao
média (@, = §6 cm/s”) para At que vai de 0,75 s a 1,25 s. Para estes valores, encontramos o valor
Av = 54,5 cm/s para a drea, valor este que, somado ao valor da velocidade do carrinho no
instante ¢ = 0,25 s, nos da v = 74,7 cm/s, calculado com base na Eq. (4).

Como mostra a ilustracao acima, os trés pontos do grifico nio se localizam sobre a sua
linha de tendéncia. Entdo, ao invés de procurarmos os dados na tabela de aceleracoes
instantineas, utilizaremos como recurso a propria linha de tendéncia, que nos fornece os
valores de aceleragdo instantinea dentro de qualquer instante de tempo que a elas esteja
relacionado.

Da ilustracdo, podemos retirar que a (t=0,25 s) = §4,5 cm/s” e a (t=1,25 s)= 52,2 cm/s”. Entdo,
nos resta calcular a drea abaixo dos patamares da aceleragdo média, representados na Figura 37,
onde:

a(t = 0,25s5) ~ (50 cm / s*)x(Is) ~ 50cm/s. ®



Da Eq. (1), resulta:
Wt =1,25s)~s 5lcms . (9)
Entéo, sabendo que v (t=0,25 s)= 20,2 cm/s, podemos calcular v (t=1,25 s) para h, assim:
v(t =1,255) = 27,5+ 23,1= 50,6 cinfs (10)
ou seja
Wt =1,25s5)=27,5+423,1=50,6cm/s, ()

concordando com o resultado calculado através das aceleracées médias, com uma discrepéincia
de aproximadamente 2%, que representa muito pouco, se comparada com a incerteza
experimental para o cdlculo da velocidade, que é aproximadamente 2 cm/s. Além do que, se
diminuissemos o intervalo de tempo utilizado para a coleta de dados de posicdo no trilho de ar,
encontrariamos valores constantes para as acelerac6es do mével nas trés inclinacdes propostas.
Com esses calculos mostramos as relacoes graficas que podem ser estabelecidas entre
posi¢do, velocidadee aceleragdo no movimento do mdével, através da interagdo com o teorema

da velocidade média. Passaremos agora as relagoes algébricas.

Determinagio da fun¢ao horaria da velocidade para o MRUV

Na construgdo dos graficos 11, 12 ¢ 13, calculamos a velocidade média de forma
conveniente através de sua defini¢do, uma vez que possuiamos os valores de posi¢do e de
instante de tempo para tal; porém, vimos que hd uma outra forma de fazermos o cilculo da

velocidade média do mével que € através do teorema da velocidade média:

A i ; (12)
2

Este teorema é utilizado para cdlculos em movimentos uniformemente acelerados e através
dele podemos obter uma igualdade importante” para fins praticos de estabelecimento da
funcio horiria da posi¢io em movimentos uniformemente variados.

Em muitos casos, os movimentos possuem certa “regularidade”, ou seja, certa relagdo
entre a posicdo e o tempo, de tal modo que é possivel representd-los através de uma fungio
matematica. Essa funcio, conhecida como fung¢io horiria do movimento, nos dara a posi¢io do
corpo a cada instante da sua trajetoria.

Partindo da equacao da aceleragdo média, vejamos como chegar a funcio hordria da

posi¢do para o movimento do mével.

“ Ver Eq. (6) 2 frente.
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Av  v—v,
a, =—= .
At -1, Gl

Assumindo que a aceleragdo € constante no movimento: 4,, = a, € que o instante inicial

do movimento € to= 0, logo:

a, = (14)
ou

vV=y,Tat. (15)

Esta equagio representa o que chamamos de fungdo horéria da velocidadedo mével, ela
nos mostra a forma da varia¢io da sua velocidadecom o passar do tempo. Admitindo a = 17,4
cm/s2, a aceleracdo média dos dois primeiros segundos de movimento, para 0 movimento do
moével no trilho com elevagio hi, podemos escrever a funcio horiria da velocidadepara este
caso. Sabendo que vo é a velocidadedo mével no instante to = o, podemos encontrar o valor de
vo através do teorema da velocidade média, se soubermos os valores de v(t=0,25 s) e v{t=0,5 s)

para utilizarmos a seguinte férmula:

v(t = 5,08)+ v(t = 0s)
2

Wit =0,25s5) = (16)

Na Tabela 3 encontramos v(t=0,25 s) e, a despeito de ndo encontrarmos v(t = 0,5 §),
podemos calculi-lo também pelo teorema da velocidade média, utilizando v(t=o0,25 s) e

v(t = 0,75 ) — perceba que o ultimo também consta na Tabela 3. Desta forma:

v(t = 75,05)+ vt = 0,255s)

=008 = 2 (17)
substituindo os valores, temos como resultado:
vt = 0,505) = IQL;}% =15,3cm/ s (18)
o que nos permite calcular v(t=0 s), ou seja, vo, através da Eq. (8), encontrando:
=001 108 emid s, on WE=08) =17, =6,3 i s (10)

Entio, de acordo com a Eq. (7), escrevemos a funcdo hordria da velocidadepara o mével

em MRUYV na rampa com eleva¢io hi, como:

v=(6,3+17,4 1) cm /s (zo0)
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e, como essa equacao descreve o comportamento da velocidadedo mével com respeito i
evolucdo do tempo, se construirmos uma nova tabela de velocidadeem fun¢do do tempo € a

partir da mesma tragarmos um grifico v x t, esperamos obter uma curva idéntica i do Grifico
21.

Tabela 6. Valores de velocidadee de tempo, relacionados a partir da Eq. (10).

,r I e T e

t(s) 0,0 0,7 1,4 2,1

v (em/s) 6,3 18,5 30,7 42,8

Tragando o grifico v em fungio de 7, e comparando com a linha de tendéncia do Grifico
21, temos duas curvas idénticas:

120

B0

| v [em/s)

mive

velocidde do

0 0.5 La 1.5 20 25 0
instantes de tempo t (s)

Figura 38. : Comparagio dos dados experimentais com os dados
obtidos pela fungdo horiria da velocidade para h,.

Podemos proceder da mesma forma para obter as fun¢des horirias da velocidadedo mével

descendo o trilho sob as elevacdes h, e h;. Para h,, deriva da Eq. (9) que:

32,4+13,9

Wi =0,508)= =23,1cm/ s (21)
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sabendo que v(t = 0,25 s) = 13,9 cm/s e v(t = 0,75) = 32,4 cm/s (Tabela 3). Da Eq. (8), resulta:

Wt =0,50s5) = 1%14_—2_#&% =23,1cm/s. (22)

Se considerarmos a acelera¢io do mével como sendo a= 36,3 cm/s2, a média das aceleragbes nos

dois primeiros segundos de movimento, podemos escrever a sua funcio horiria da velocidade:
v =(46,54+36,3t)cm | s (23)

e seguir o para o procedimento de verifica¢io de equivaléncia ente as linhas de tendéncia dos

dados da Tabela 3 e dos dados fornecidos pela fun¢io horiria.

Tabela 7. valores de velocidade e de tempo, relacionados a partir da Eq. (x1).
f A i

t(s) 0,0 0,7 1,4 2,I

v (em/s) 4,05 30,1 5555 80,9

Fazendo a comparacio grifica, temos novamente duas curvas de coeficientes angular e

linear idénticos:

velocidde do mével v (em/s)

i] [+5:1 1.0 1.5 2.0 25 0

instantes de tempo t (s)

Figura 39. Comparagdo entre as curvas oriundas dos dados
experimentais e da fun¢do horaria da velocidade para h;
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Para h,, através da Eq. (9), escrevemos que:

v(t =0,505) = ?ﬁjzig’_?_ =23,1cm /s (24)

sabendo que v(t = 0,25 s) = 20,2 cm/s e v(t = 0,75 §) = 46,7 cm/s. Entdo podemos, pela Eq. (8),

obtemos o valor de v,

Wt = 0,505) = EA;J?- 03 el (29

Se considerarmos a aceleragdo do moével como sendo a = 53,3 cm/s®, a média das

aceleragoes nos dois primeiros segundos de movimento, podemos escrever a sua fungio hordria

da velocidade:
v=(7,0+53,30)cm/ s (26)

e seguir o para o procedimento de verificacdo de equivaléncia ente as linhas de tendéncia dos
dados da Tabela 3 e dos dados fornecidos pela fung¢éo horiria.

Tabela 8. valores de velocidadee de tempo, relacionados a partir da Eq. (12).

F

a,0 0,7 1,4 2,1

t(s)

7,0 4443 31,6 118,9

v (cm/s)

Como esperdvamos, no grifico abaixo as curvas sao coincidentes.



velocidde da mével v (cm/s)
g

[+] (18] 1.0 15 2.0 2.5 3a
instantes de tempo t ()

Figura 40. : Comparagio entre as curvas oriundas dos dados
experimentais e da fungao hordria da velocidade para h,

Determinacao da func¢ao horaria da posi¢ao parao MRUV
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Do Teorema da Velocidade média e da defini¢do de Velocidade média, podemos

escrever:

Yy A ¥
v, = = ‘
2 t—1t,

Se t,, = 0, logo:

i R e
2 e

Substituindo na igualdade (9) o valor de v obtido na relagio (7), temos:

Vo +at+v, _5—5
2 t

ou

1
s:so+vuz4—5at )

(27)

(28)

(29)

(30)
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que € a fungdo horiria da posicdo para o movimento uniformemente variado. Para
encontrarmos esta fungio para os trés movimentos da experiéncia, com os seus coeficientes s,,

v, € @, vamos precisar saber como esta forma algébrica se comporta graficamente.

Comparacao estética da funcao horaria da posicao com a equacao da parabola

Durante o nosso estudo grifico nés vimos que a variagio da posi¢do com o tempo se
comporta de uma maneira especifica. Essa forma chamada de parabélica foi estudada pelos
gregos Manzcmo e Apolénio, que descobriram suas propriedades e deixaram caminho aberto
para que Descartes muito tempo depois, associasse equagdes a seu formato grifico.

Para fazer a construgdo geométrica da pardbola, precisamos primeiramente tragar eixos
vertical e horizontal de referéncia e entdo fixar um ponto no eixo horizontal, que chamaremos

de foco da pardbola (F), conforme a figura abaixo.

Figura 41. Eixos vertical e horizontal de referéncia para a construcdo da
parabola de focal F.

Tracemos uma reta que, partindo de F, encontre o eixo x, e entdo tracemos a partir do

ponto de encontro com o eixo x uma reta perpendicular a anterior.
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Figura 42, Construgdc geométrica da pardbola.

Agora, facamos isso muitas vezes, fazendo a reta que parte de F, encontrar o eixo y em

diversos pontos diferentes.

Figura 43. Pardbola envelopada, representada pela curva em violeta.

Como podemos ver, a pardbola é a curva representada pelo envelope das semi-retas que
partem de F [29] e encontram o eixo x, e pelas semi-retas que partem do eixo x, resultantes do
ponto de encontro das semi-retas que partem de F, fazendo um ingulo reto em relagdo as semi-
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retas que partem de F. Agora vamos passar & dedugdo geométrica da fungdo relacionada a curva

obtida na Ilustragdo 26. Para isso iremos utilizar ilustracdo abaixo como apoia.

Figura 44. Parabola com vértice na origem, onde D ¢ a reta diretriz, F ¢
o foco e r € igual a distincia do ponto D ao ponto P ou do ponto P ao
ponto F.

A condig¢ao de existéncia da curva acima é que o ponto P tenha a mesma distdncia em
relacdo ao ponto F e ao ponto D. O ponto D localiza-se em uma reta paralela ao eixo x a uma

distancia f da mesma.
PD = PF 3D

Chamemos as distancias e de . Pela figura, podemos ver que:

x = rsenfl G2
y=F+rcosf
sendo r = F 4+ y, deriva que:
y={(r—y)+rcosb i

2y=r+rcosf

Utilizando a Eq. (32) ao quadrado e manipulando-a até chegarmos a forma:
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x* =r’sen’d
= (1—(:03219) b
?=r*(1+ cosd)(l— cosd) &
= [r (14 cos8)|[r(1 - cosd)]
combinando (33) e (34), encontramos:
xl — 4,Fy (35)
ou, finalmente
o 2
Pepot (36)

Esta é chamada de “primeira equagio geral da paribola” devido a localizagio de seu
vértice na origem do sistema de coordenadas. A chamada “segunda equagio geral da pardbola”
€ a representacio algébrica de uma pardbola onde o vértice esta deslocado da origem do
sistema de coordenadas e, por isso, encontra-se mais apta para fazermos a comparagdo da
funcdo horiria que obtivemos nos Graficos 11, 12 € 13, uma vez que em nenhuma dessas
representagOes graficas a parabola tem o vértice na origem do plano cartesiano. Iniciamos com
uma ilustracdo representativa de uma paribola cujo vértice estd no ponto (h, k) e cujo eixo é
paralelo ao eixo x.

Figura 45. Paribola com vértice fora da origem O dos eixos
coordenados.
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Se os eixos coordenados sio transladados de maneira que a nova origem o’ é coincidente
com o vértice (h, k), segue-se que a equagdo da parabola referente aos novos eixos x’ e y’ ¢ dada
por:

2 !
x"* = 4Fy G37)
com base na translagao dos eixos x e y, sao validas as transformacoes:

x=K+x' (38)

y=H+) 39
que podem ser substituidas na Eq. (23) e, desta forma encontramos:

yV=4fy' =4k (40)

ou, se desenvolvermos as operagoes indicadas:

(41

encontramos a equacio estendida da pardbola cujo vértice se encontra no ponto (hk).
Podemos fazer as substituigbes: x = s e y = 7, de acordo com a necessidade que se apresenta
que € comparar a equagio da paribola com a equa¢io do movimento do mével, que € a funcao

horaria da posi¢do para o MRUV. Assim, a equagdo toma a seguinte forma:

1
s=5,+vt +Ea_1‘2 (42)
onde fizemos
s—H+R’2 v——j{—.:ea—i 43
¢ AT 2F 2

E interessante notar que a acelera¢io no movimento uniformemente variado corresponde
ao inverso do dobro do foco da pardbola que representa 0 movimento. A partir dessas regras de
correspondéncia, podemos encontrar os pontos (hk) de localizagdo dos vértices das parabolas
que representam as curvas s X t para 0 movimento do mével nas trés elevagbes hy, h; € hs.

Para os movimentos com h,, h, e h,, temos os valores de so (Tabela 1), vo (encontrados no
topico anterior) e da aceleragdo, que no tépico anterior admitimos como sendo a média das
aceleraces nos dois primeiros segundos de movimento. Desta forma através de simples
substituicio de s, v, € 4, no conjunto de Egs. (24), formamos Tabela 9 com os valores
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encontrados para o foco e para o ponto de localizagdo do vértice da pardbola em relagdo a
origem das coordenadas cartesianas:

Tabela 9. valores de H, K e F para as pardbolas representativas de s vs. t parao
movimento do movel nas trés inclinacoes do trilho.

H K F
h “I,2 -0,38 0,03
h, -0,06 -0,0§ 0,01
h; -0,12 -0,07 ffi

Deve-se observar que H, K e F estdo relacionados: H ao eixo x, que representa a posigéo
do movel; K ao eixo y, que representa o instante de tempo do movimento; e F ao eixo x,
porque a paribola tem seu eixo paralelo a0 eixo x. Desta forma, descobrimos os principais
elementos geométricos que caracterizam as parabolas em questdo, através dos coeficientes das
suas respectivas funcoes hordrias de posigio.



5. Consideracoes finais

Através de um método relativamente simples como fazer uma experiéncia e através de
seus dados discutir uma idéia fisica, podemos reconstruir de um jeito kidico, porém nio
desapegado ao formalismo cientifico, o contetido da cinemitica do MUV em sala de aula de
forma a abranger diversas dreas interdisciplinares para que contetido seja abordado de forma
ampla. A Este tipo de abordagem € positiva no sentido de usarmos uma lingnagem simples para
que o aluno possa compreender conceitos € também no sentido de introduzirmos
gradualmente o vocabuldrio e a linguagem corretos para o estudo da cinemitica. Neste trabalho
aparecem como resultados significativos:

1. A validade da utilizacdo do teorema da velocidade média para a
descoberta algébrica da fungdo horiria da posicio no movimento
uniformemente acelerado.

2. A utilidade da demonstracao de Oresme do teorema da velocidade
média para a andlise de grificos de movimento uniformemente
acelerado.

3. A comprovagido geométrica do perfil parabédlico da curva de posicido
com respeito ao tempo para o movimento uniformemente acelerado.

4. A relagio onde a aceleragdo € igual ao inverso do dobro do foco da
paribola que representa 0 MUV em estudo.

Um resultado importante da nossa breve pesquisa em histdria da fisica € que podemos
transferir aos alunos o conhecimento de que algumas das principais propriedades cinemadticas
do movimento uniformemente vatiado, que ainda sdo atribuidas a Galileu por alguns textos de
fisica, foram descobertas e provadas pelos académicos do século 14 {30]. Galileu apresentou a
regra de Merton no seu “Didlogo sobre Duas Novas Ciéncias” ([20], p.231), em 1638, sob o
titulo de Teorema I, Proposi¢do I, no terceiro capitulo de seu livro, na secdo intitulada
Movimento Acelerado, aplicando-a a queda livre dos corpos.
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Apéndice A

Biografia Simplificada de Nicole Oresme

Nicole Oresme foi de origem normanda. O lugar exato € ano do seu nascimento nio sio
conhecidos, assim como pouco de sabe a respeito dos primeiros anos da sua educacdo. Em 1348
seu nome aparece em uma lista de graduados bolsistas em teologia pela faculdade de Navarra
da Universidade de Paris. Oresme tornou-se diretor da faculdade de Navarra em 1356. Oresme
foi nomeado conego (1362) e dedo (1364) da Catedral de Rouen e também conego da Sainte
Chappele em Paris (1363). Por volta de 1370, sob as ordens do rei Carlos V da Franca, Oresme
traduziu alguns dos livros de Aristételes do latim para o francés. Sua influéncia na lingua
francesa pode ser destacada através da criagdo de equivalentes franceses para muitos termos
cientificos e filoséficos latinos. Oresme foi eleito bispo de Lisieux, na Franca, em 1377 e
consagrado em 1378 [31}.

Nicole Oresme também foi filésofo escoldstico, economista, € matematico cujo trabalho
proveu algumas das bases para o desenvolvimento da matemdtica moderna e da ciéncia e da
prosa francesa, particularmente no que diz respeito ao vocabulirio cientifico.

Por volta de 1360, Oresme apresentou suas idéias e comentdrios sobre economia em
“Ftica, Politica e Economia”, assim como em um tratado anterior, “De origine, natura, jure et
mutationibus monetarum” (“Sobre a origem, natureza e status juridico da cunhagem de
moedas”). Oresme argumentou que a cunhagem pertencia 4 esfera publica, ndo ao principe, que
ndo teria nenhum direito a variar arbitrariamente o seu contetido ou peso. Sua repugnédncia
com os efeitos da falsificacao da moeda influenciou a politica monetdria de Carlos V. Oresme
geralmente é considerado como o maior economista medieval.

Oresme é também considerado um dos mais eminentes filésofos da escolistica, destacado
por seu pensamento independente e sua critica a virios dogmas aristotélicos. Ele rejeitou a
definigdo aristotélica de tempo como medida do movimento, argumentando a favor de uma
defini¢do de tempo como a sucessiva duragdo das coisas, independentemente do movimento.
Em “Livre du ciel et du monde” (1377; Livro sobre o céu e 0 mundo), Oresme questionou a falta
de provas da teoria aristotélica da Terra estacioniria e da rotagio da esfera das estrelas fixas.
Apesar de Oresme ter demonstrado a possibilidade de uma rotagio axial didria da Terra, ele
terminou por afirmar sua crenga em uma Terra estaciondria. Como muitos outros filésofos
escolésticos, Oresme sustentou a existéncia de um vazio infinito ao redor do mundo, o qual ele
identificou com Deus, que também era relacionado com a eternidade na sabedoria escolastica.

Oresme foi um oponente da astrologia, que ele atacou com base em aspectos religiosos e
cientificos. Como com a astrologia, ele lutou contra a fé nos fenémenos ocultos e
“maravilhosos” pela explicacdo dos mesmos em termos de causas naturais em seu “Livre de
divinacions” (Livro das adivinhag¢aes).

Os trabalhos mais importantes do filésofo foram: “De proportionibus proportionum?”,
“Ad pouca respicientes”, “Le livre du ciel et du monde”, “Tractatus de configurationibus
qualitatum et motuum”, “Algorismus proportionum”, “Questiones super geometriam Euclidis”

e “Questiones de Cielo”.
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Segundo o comentirio de Stefan Kirschner, a contribuigdo mais importante de Oresme a
matemadtica, se encontra em seu “Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum”
(Tratado sobre as configuragées das qualidades e movimentos). Nesse trabalho Oresme
concebeu a idéia de utilizar coordenadas retangulares (latitude e longitude) e suas figuras
geométricas resultantes para distinguir entre distribuices uniformes e nao uniformes de vdrias
quantidades, depois estendendo essa defini¢ao a inclusao de figuras tridimensionais. Desta
maneira, Oresme ajudou a introduzir os fundamentos do que permitiria a René Descartes o
desenvolvimento da geometria analitica. Além disso, ele usou suas figuras para dar a primeira
prova do teorema de Merton, como foi explicado durante esta monografia.

Quando provou o teorema de Merton era académico da Universidade de Paris. Isto
aconteceu logo depois que William Heytesbury, da Universidade de Oxford, Reino Unido, a
apresentou com uma prova de sua autoria. Oresme também provou que a distdncia percorrida
por um objeto em movimento uniformemente acelerado é proporcional ao quadrado do tempo.

Estas duas provas anteciparam aspectos da fisica galileana do século XVII.
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Apéndice B
Uma Outra Demonstragiao da Equacao da Paribola

Charles H. Lehmann [32} sugere uma outra demonstragio da equacio da paribola com
vértice na origem.

Figura 46. Paribola com vértice na origem do sistema de coordenadas

Nesta, partimos da definigdo de pardbola: FP=PD e, pelo teorema de Pitdgoras, temos

que:

FP=[(y—F) +']" (44
sabendo que
PD=y+F (45)
podemos escrever a igualdade
(y—FY +x*1*=y+F 46

Dai resulta a equagio da paribola com eixo em y.

= 4Fy. 47



Apéndice C

Um pouco sobre médias

Oresme utilizou a média aritmética em seu raciocinio a respeito do movimento acelerado
para a construg¢do de sua prova para o teorema da velocidade média. Se perguntarmos a histéria
da ciéncia 0 motivo de sua escolha tio certeira, talvez nio encontremos logo a principio
respostas que esclarecam o porqué do uso que fez da média aritmética e apenas fiquemos com
uma leve impressao de que o filésofo escoldstico tinha uma 6tima intuicio.

O fato € que as médias foram definidas com a teoria das propor¢ées (540 a.C.) a partir do
trabalho que Pitdgoras desenvolveu quando visitou a Mesopotimia. Howard Eves {26} conta
que o Sumdrio Eudemiano afirma ter existido trés médias A época de Pitdgoras: a aritmética, a
geométrica e a subcontriria, que mais tarde passou a se chamar harménica. Giuseppe Milone
{33] define média como sendo o centro de massa (ponto de equilibrio) do conjunto de dados
estudado. Aqui, fazemos um apanhado das médias mais conhecidas com o objetivo de

entriquecer o nosso conhecimento desse tipo de cdlculo.

Meédia aritmética:
Sejam os trés seguimentos de comprimentos a, A ¢ b, representados abaixo, tais que a

diferenga entre os comprimentos A e a é igual & diferenca entre os comprimentos A ¢ b.

Figura 47 Representa¢io geométrica da média aritmética.

Podemos escrever a seguinte relagio:
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Chamamos entdo de A, a média aritmética de 2 e 4, o valor

b
A:a+ : (o)

Média geométrica:
Sejam os trés seguimentos de comprimentos 2, G e &, representados abaixo, tais que a

razao entre os comprimentos G ¢ « € igual a razdo entre os comprimentos 4 e G.

Figura 48. Representacido geométrica da média geométrica.

Podemos escrever a seguinte relagio:

Gla

i s 50)
G 5©

Chamamos entdo de G, a média geométrica de z e 4, o valor

G=+ab. 1)



Média harménica ou subcontraria
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Sejam os trés seguimentos de comprimentos a, H e b, representados abaixo, tais que a

razio entre a diferenca (H - a) e a € igual a razdo entre a diferenca (b —H) e b,

Figura 49. Representagdo geométrica da média harménica.

Podemos escrever a seguinte relacio:

(H-a}/a_l'
(b—H)/b

Chamamos entdo de H, a média harmdnica de z e 4, o valor

1

o 2ab Ou_g_:_+
H

" b+a

1
& b

Algumas outras médias

Algumas outras médias sdo mencionadas no livro de Howard Eves, sio elas:

Média heroniana

h:a+\/£1_3;+b

(52)

(53)

(54)
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Média contra-harmoénica

2 Z

Meédia centroidal
2 2
:..2,« a +ab-+b 79)
3 at+b
Raiz média dos quadrados
T L 5P
e a +b s7)
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