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SUMÃRIO 

O método dos Elementos Finitos é usado no 

presente trabalho visando uma análise estática e dinâmica de 

vigas sandwich submetidas a cargas axiais, bem como para a d~ 

terminação das cargas críticas de instabilidade. 

Os elementos desenvolvidos sao, também , 

aplicáveis a vigas onde deformações, devido ao esforço corta~ 

te, são significantes. 

Programas foram desenvolvidos para ambas' 

as análises, estática e dinâmica. 

f feita a análise estática de uma viga 

sandwich em balanço e obtida a sua resposta a uma carga tran2 

versal dinâmica. 

t analisada, também, a convergência dos 

resultados e comparado o uso de ambas as matrizes de massa,.,, 

consistente e diagonal. 
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SUMMARV 

In view of the static and dynamic analysis 

of sandwich beams submitted to axial loads as well as for the 

determination of instability critica! loads the Finite Element 

Method has been used in thepresent work. 

The cteveloped. ·e1ements are also applied to 

beams' where the shear strain has been taken into account. 

Programs have been developed both to the 

static and the dynamic analysis. 

The static analysis of a Cântilever 

sandwich beam has been done and for dynamical transversal 

load its response was obtained. 

The convergency of the results has been 

also analysed and compared the use of both consistent and 

diagonal mass matrices. 
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TNTR~~UÇÃO 

O tipo mais simples de uma viga sandwich' 

consiste em duas lâminas finas e fortes de material pesado , 

separadas por espessa camada de material leve e fraco. Obvia­

mente a rigidez da viga assim formada é muito maior do que a 

da comum, do mesmo material de que são feitas as faces, 

e de mesmo peso. 

As análises que sao feitas das estruturas' 

sandwich, geralmente lançam mão de algumas hipóteses simplif! 

cadoras. Dentre estas pode-se observar as considerações de 

rigidez infinita ao cisalhamento nas faces, e, no núcleo , 

módulo de elasticidade nulo. 

Uma solução analítica que nao lance mao 

destas simplificações, torna-se bastante complexa e de difí -

cil aplicação. Uma teoria bastante geral é a de Yi-Yuan Yu(2). 

Esta, considera o efeito da distorção e da inércia de rota­

ção tanto no núcleo quanto nas faces. Além disto, não impõe' 

nenhuma restrição na magnitude das relações de espessuras 

densidades de materiais, e constantes elásticas do núcleo 

, 

e 

das faces. Os elementos finitos desenvolvidos no presente trª 

balho, terão como base a teoria de YL-Yuan Yu. 
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1 - HIPÜTES.ES E .RELAÇOES BÁSICAS NA VIGA SANVW.1.CH 

1.1 - HIPÕTESES BÁSICAS 

No presente trabalho, considera-se viga 

sandwich o elemento estrutural linear composto de três cama­

das: a face superior, a face inferior e o núcleo ( fig. 1) 

Na formulação desenvolvida, não há restrição quanto às rela-

ções de espessuras, densidades de materiais e constantes elás­

ticas do núcleo e das faces, que são idênticas. Sem perda de 

generalidade, considerar-se-á unitária a largura da viga. 

X 

,s _____ ___._. 

z (fig. 1) 

Serão válidas ainda, as seguintes hipóte­

ses: 

a) Deslocamentos e deformações suficientemente pequenos, de 

tal modo que a teoria da elasticidade linear seja aplicada. 
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b) vínculo perfeito entre as camadas adjacentes da estrutura. 

c) O deslocamento transversal, isto é, na direção z 

1) dos pontos de uma secção transversal é o mesmo. 

( fig. 

d) A linha material reta, originariamente normal à superfície 

média da respectiva camada, permanece reta após a deforma -

ção, porém não mais normal à superfície média. A diferença' 

na deformação por cisalhamento das diversas camadas, é a­

presentada no dobramento da secção transversal nas interfa­

ces. 

e) O material das faces e o do núcleo sao linearmente elásti­

cos. 

f) A flexão e a distensão de todas as camadas serao levadas em 

consideração. Entretanto, o estabelecido pode ser modifica­

do em qualquer camada, bastando que se lhe dê um módulo de 

Young nulo. 

g) As tensões cisalhantes produzem distorções em todas as cama 

das. No entanto, o estabelecido pode ser modificado em qual 

quer camada, bastando que se lhe dê um módulo de cisalhamen 

to infinito ( isto é, suficientemente grande). 

1.2 - RELAÇÃO DE DESLOCAMENTOS 

A inclinação da viga pode ser dividida en­

tre as contribuições devidas à deformação de flexão pura e à 
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de cisalhamento puro ( ref. 3) 

(1.2.1) 

Levando em conta o item d acima, consi­

dere-se um elemento diferencial da viga sob distorção somente' 

no núcleo ( fig. 2a ), e depois apenas nas faces ( fig. 2b ). 

dx dx 

Cisalhamento no.N~cleo(fig.2a) Cisalhamento nas Fa~es(fig,2b) 

(fig, 2) Deformações devidas ao cortante, 

Com este tipo de deformação, nao há dis-

tensão das camadas, donde o deslocamento axial de cada superff 

cie média é nulo. Assim, o deslocamento axial nas interfaces ' 
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deve ser o mesmo quando relacionado à superfície média do nu­

cleo ou das faces. Para o caso do cortante resistido apenas p~ 

lo núcleo ( fig. 2a ), esta condição fornece: 

E para o caso do cortante resistido apenas 

pelas faces ( fig. 2b ): 

Somando estas duas equações e usando 

d= hc + hf ( distância entre as superfícies médias das fa­

ces), tem-se: 

{1.2.2) 

Os deslocamentos axiais dos pontos de uma 

secçao transversal na viga sandwich, podem ser determinados pe 

la composição dos deslocamentos obtidos nos casos de flexão pu 

ra, distorção no núcleo e distorção nas faces. Assim, para o 

deslocamento axial no núcleo tem-se: 
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que, simplificando, fica: 

Para a face inferior tem-se: 

ui = 
f 

- y ) e 

que, através de algumas operaçoes aritméticas, fica: 

+!!.f 
2 

Para a face superior, da mesma forma, tem-se: 

U
5 

·- -zf ( X - Yf ) + .:!. X - h.c_ - .!!f_ 
f 2 2 Yc 2 

(1.2.3.1) 

(1.2.3.2) 

(1.2.3.3) 

O deslocamento transversal, devido ao ítem 

c das hipóteses básicas, é o mesmo para todas as camadas. As-

sim: 

(1.2.3.4) 
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As equaçoes anteriores, visando facilitar 

sua utilização, podem ser expressas em forma matricial: 

w l o o o w 

uc o -z e zc o X 

= d ~· ~ s o -zf + zf - Yc Uf 
2 2 2 

; o d 
~ zf + !!..t: uf -zf - Yf 2 2 2 

* {U }=[H]{U} (1.2.3) 

1.3 - RELAÇÃO DEFORMAÇÕES-DESLOCAMENTOS 

A relação deformações-deslocamentos para a 

viga·sandwich pode ser expressa através das seguintes equações 

como em YI-YUAN-YU ( ref. 2 ), onde as deformações sao ex­

pressas em função de componentes de deformação. 

e:XC 
=~ 

dx 
= 



s • i 
Yzxf 
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= duc 
dz 

= du f 
dz 

+ 

+ 

= 

dw 
dx 

dw 
dx 

= Yc 

= 

s • i 
KXf 

(1. 3 .1) 

Através das equaçoes (1. 2. 3) ., as componen­

tes de deformação nas equações (1.3.1) podem ser expressas por 

o 
e;xc = O 

=-~ + ~ 
dx dx 

+ ~· 

dx (1.3.2) 
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1.4 - RELAÇÃO TENSÕES-DEFORMAÇÕES 

A relação tensões-defonnações é simples 

pois o material segue a lei de Hooke e pode-se escrevê-la sob 

a fonna matricial seguinte: 

0 xc Ec o o o o o cxc 

'zxc 
o ÀCGC o o o o Yzxc 

.. s o o Ef o o o ES ªx f xf 
= 

,s 
zxf o o o ÀfGf o o s 

Yzxf 

i o o o o Ef o i 
ô'xf E:Xf 

i o o o o o ÀfGf i 
'zxf Yzxf 

assim: · { a } = [ D J { e } (1. 4.1) 

Na relação acima, pode-se observar Àc e 

Àf que sao fatores corretivos tensão-cisalhamento ( análogos 

ao usado na Teoria de Viga Timoshenko ). YI-YUAN-YU expressa 

na referência 2 e demonstra nas referências 11 e 12, que 

tais fatores corretivos para o tipo comum de construção 
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sandwich ( faces finas e fortes de material pesado e um nú­

cleo espesso de material leve e fraco J possuem valores muito 

próximos da unidade. Nos exemplos que serão apresentados, tais 

valores serão considerados unitários. Entretanto, para uma a­

plicação generalizada desta formulação, é necessário determi -

nar mais precisamente estes parâmetros. 

1.5 - RELAÇÃO DE DEFORMAÇÕES 

Pode--se ainda, com a finalidade de facilitar' 

as operaçoes matemáticas, definir um vetor formado pelas comp9 

nentes de deformação: 

i T 
Y x-zf J 

que relacionamos com o vetor de deformação fica: 

zc o b o o o o b 

o 1 o o o o o o 

o o 1 zf o o o o 

hd = 
{E} 

o o o o 1 o o o 

o o o o o 1 zf o 

o o o o o o o 1 
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{e} = [e] {e:} (1.5.1) 
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11 - APLICAÇÃO VO MtTOVO, VOS -ELEMENTOS FINITOS 

2.1 - INTRODUÇÃO 

Considera-se a estrutura subdividida em 

elementos finitos de viga sandwich. Tais elementos terão larg~ 

ra unitária e serão simétricos em relação à superfície média ' 

do núcleo ( fig. 3 ). 

face superiOr· hf 
' 

dÍ,2 h/2 
h 
c/2 

-
no i no J 

núcleo 
h d/2 c/2 

h/2 

X,ti 

face inf~rior· -h,· -

z w s. 

fig. 3 - .Elemento ·c:1e Viga Sandwich. 

Considera-se que, em qualquer instante, 

os deslocamentos {u} ( equação (1.2.3) ) de um ponto, podem 

ser expressos em função dos deslocamentos nodais{Ue} do ele 

mente que o contém, através de expressões [A] independentes ' 

do tempo: 

{ u (x , t} } - [A (x }J { U (t} }e 

(2.1.1) 
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As deformações {e} num ponto em dado in2 

tante, poderão também ser expressas em função dos deslocamen­

tos nodais do elemento que o contém, bastando, a partir das 

equações (1. 5) , fazer as devidas derivações nos coeficientes'. 

de [A] • Assim: 

{e(x,t)} = [B(x)) {u(t)}e 

(2.1.2) 

O vetor das velocidades de um ponto, num 

dado instante, pode ser expresso, devido ao fato dos coeficieg 

tes de ~] serem independentes do tempo, em função do vetor 

das velocidades nodais do elemento que o contém pela equação: 

{ Ü (x,t) } = [ A (x)] '{U(t)}e 

(2.1.3) 

2.2 - ENERGIA CINfTICA 

Considerando a densidade e as velocidades 
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de deslocamento de seus pontos nas direções x e z, a ener­

gia cinética da viga sandwich pode ser expressa por: 

+ Pc 
•. 2 

+ Pf u} 

•. 2 
+ Pf wf + Pf 

dh. d X 

+ 

, 
(2.2.1) 

onde a integração ao longo da altura deve seradequada ao aspef 

to f!sico da viga, isto é, as parcelas correspondentes ao nu­

cleo, face superior e face inferior são integradas no núcleo, 

na face superior e na face inferior respectivamente. 

Levando-se em conta as equações (1.2.3) e 

(2.1.1) e considerando: 

obtem-se: 

l NE 
T = - E 

2 
N=l 

{Q}e)T [AJT J [HJT l'P'J [H]dh 

h 

[AJ 

(2.2.2) 

• e· 
{u} dx 

(2.2.3) 
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Resolvendo a integral ao longo da altura, obtém-se: 

o o 

[ p J = 
2 2 

h h 
p !:.C.+pf= hf 
c,2 2 

inétrica 

o 

3 2 

-pf(b..f-t:~) 
6 2 

:2 

pfh .b..f 
e 2 

(2.2.4) 

Pode-se, então, definir a matriz de massa do Elemento, 

corno: 

[m] = is [AJT [P] [A] ds 

E a energia cinética da viga pode ser expressa por: 

T = 
l NE 

,: 
2 n=l 

(2.2.5) 

(2.2.6) 
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Para a obtenção da matriz de massa da vi­

ga Sandwich pode-se proceder de outra maneira: considerar a 

massa da estrutura concentrada nos pontos nodais. Desta mane! 

ra obtem-se urna matriz diagonal para a matriz de massa da es­

trutura. Nesta matriz, o termo referente à inércia na direção 

do deslocamento transversal em um nó é formado pela contribui­

ção da massa de um comprimento tributário em cada elemento vi­

zinho ( a metade deste). Para o efeito de inércia de rotação 
(rom relação a Xb ) 

em cada pontonodal, considera-se o momento de inércia da sec-

ção transversal da viga sandwich multiplicado pelo comprimento 

tributário dos elementos vizinhos. A escolha da matriz de mas­

sa, diagonal ou não, será.discutida no capítulo V. 

2.3 - ENERGIA POTENCIAL 

Considerando as energias de deformação e 

potencial das forças externas, a energia potencial total pode 

ser expressa por: 

T E 
l dv--
2 

-i u X dv 
V 

(2.3.1) 
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Não será levada em conta a energia de de­

formação por compressao devida à força axial P, independente 

do tempo, pois esta não influencia na flexão da viga. 

Vale aqui a observação que foi feita na§ 

quaçao ( 2. 2 .1) e, também, deve-se levar em conta que .x 

simbolizando uma força de massa, pode ser considerada uma foE 

ça concentrada ou distribuída desde que, aqui, também, a int§ 

gração seja adequada. 

Levando-se em conta as equaçoes (1.4.1), 

(1.5.1) e (2.1), obtém-se: 

u = 

NE 
,: l 

n = l 2 
T T i T ( { u } e) [B J ( [e J [D J [C J 

h 

d h ) [B] { u } e d x 

T . 
[A] {x} dx -

Resolvendo a integral do primeiro termo da ~quaçao anterior , 

obtem-se: 

dx 



f [cJT [D] [e] dh = 

h 

de membrana 

de cada face. 

do elemento como 

18 

(2.3.2) 

Onde se pode observar os termos referentes 

e cisalhamento ( GcAc) do núcleo e efeito 

Pode-se então, definir a matriz de rigidez 

s 

[ k ] = f [BJT L·~{J [B] dx 

o 

(2.3.3) 

a matriz de rigidez geométrica do elemento corno 

(2.3.4) 

e o vetor de cargas nodais equivalente do elemento corno 

{F}e = l
s 

[A] T{X} dx 

(2.3.5) 
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donde a energia potencial total da viga pode ser expressa por: 

u = 

NE 
i:: 

N = l 

2.4 - DEDUÇÃO DAS EQUAÇÕES DE MOVIMENTO 

(2.3.6) 

A partir das equaçoes (2.2.1) e (2.3.1) 

obtém-se a expressão da ação: 

(T - U) dt 

Explicitamente fica 

l 

2 

NE 
i:: 

N=l 

" ( ( [k] - [k. J ) { U } e - 2 { F } e ) ) d t 
g 

(2.4.1) 

(2.4.2) 
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A análise dinâmica da viga sadwich pode 

ser feita através do princípio de Hamilton, que é traduzido ma 

tematicamente pela primeira variação do funcional Ac ser nu­

la, Aplicado na equação anterior, tem-se: 

NE 
o AC = l: 

N=l 

(2.4.3) 

Assim, minimizando o fúncional em cada ele 

menta, estará minimizado na estrutura. 

çao do funcional 

Aplicando as Equações de Euler, a minimiz2 

em cada elemento finito obtém-s.e: 

.: e e e 
[m] {u) + ([kJ - [k ]) {U} = {F} 

g 

(2.4.4) 

A partir da equaçao (2.4,3), o conjunto 

das equaçoes minimizantes (2.4,4) pode ser escrito simplesmen­

te 

.. 
[MJ (U) + ( [K] - [Kg]). {U} = {F} 

(2. 4.5) 
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onde: 

[M] - Matriz de Massa da Estrutura 

LK] - Matriz de Rigidez da Estrutura 

[Kg J - Matriz de Rigidez Geométrica da estrutura 

{F} - Vetor das Forças Nodais da Estrutura 

sendo: 

K .. 
l J =,: ke 

ij 

Kgij =,: e 
k gi j 

M;j =Z: e 
mij 

F; =,: F~ 
l 
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III - ELEMENTOS. FINITOS VE .VIGA SANVWICH 

3.1 - INTRODUÇÃO 

A precisão da solução obtida pelo método 

dos elementos finitos na formulação de deslocamentos,depende' 

da habilidade na escolha das funções deslocamento [A] assumi­

das para representar o verdadeiro estado de deformação da es -

trutura. Para a análise .de viga sandwich desenvolvida, onde as 

deformações por cisalhamento e flexão são consideradas tanto' 

no núcleo quanto nas faces, é importante que as deformações t! 

po membrana, flexão e cisalhamento e suas interações sejam bem 

representadas. Isto e obtido ao se cumprir os critérios de con 

vergência do capítulo 3.2 de ZIENKIEWICZ ( ref. 7) e que 

aqui são apresentados (com a devida adaptação às notações de§ 

ta tese). 

Critério 1. As funções de interpolação [A] devem ser tais que 

com uma conveniente escolha de {U}e qualquer va­

lor constante de {u} ou de suas derivadas presen­

tes no funcional Ac possa ser representado quan­

do o comprimento do elemento tender a zero. 

Critério 2. As funções de interpolação [A] devem ser escolhi­

das de tal maneira que nas interfaces dos elemen -

tos {u} e suas derivadas, até a primeira ordem me 
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nor do que as que ocorrem no funcional Ac, sejam 

contínuas. 

Para uma escolha conveniente de {U}e,obse~ 

vando a equaçao (1.2.3), verifica-se que são nec'~ssários qua­

tro graus de liberdade (w,x, y , yf) por nó em cada extremo do ,c 

elemento de viga sandwich. Definidos tais deslocamentos nodais 

fica implícito que tem-se, no mínimo, um campo de deslocamento 

transversal cúbico e variações lineares para as rotações de cb 

salhamento nas faces e no núcleo. Vê-se então,que as funções ' 

de interpolação [A] representativas deste campo satisfazem' 

os critérios de convergência. O primeiro elemento desenvolvido 

nesta tese usará este campo de deslocamento. Outro elemento se 

rã desenvolvido possuindo o mesmo campo de deslocamento trans­

versal, isto é, cÚbico mas com variações quadráticas para as 

rotações de cisalhamento nas faces e no núcleo 

3.2 - ELEMENTO FINITO L 

Este elemento possui uma variação cÚbica 

de deslocamento transversal e variações lineares de rotação,d~ 

vido ao cisalhamento tanto nas faces quanto no núcleo. Para a 

representação de tal campo usar-se-ão funções de interpolação' 

com a ajuda de uma coordenada normalizada que é definida por 
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X - Xj X - x; i; = = 
xj - X; s 

onde X; e xj sao as ordenadas dos nos de um elemento de com -

primento s (fig. :3) 

Assim para 

(3.2.1) 

T T 
{U}e = {u (O) u (l)} 

(3.2.2) 

ter-se-á, na equaçao (2.1.1) [A] igual a 

61;(1-i;)/s (31;-2) O o 

O O (1-1;) O o o . i; o 

o o o (l-1;) o o o i; 

(3.2.3) 
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e, na equaçao (2.1.2) a partir de (3.2.3), [B] igual a 

6( 1-21';)/s (4-61;) -1 o 1 6(21;-l )/s (2-61;) l o 

o o s (1-t) o o o si; o 
1 

3d(21;-l)/s d(31;-2) hc/2 hf/2 3d(l-2i;)/s 1(31;-l) -hc/2 -hf / 
1 

6(1-21;)/s ( 4-61;) o -1 1 6(21;-l )/s (2-61;) o l 
l 1 

s o o o s(l-1;)
1 o o o si; 

1 

3d(l-2i;)/s d(2-3i;) -hc/2 -hf/2 I 3d(21;-l) d( 1-31;) hc/2 h f /2 

6(1-21;)/s (4-61;) o -1 1 6(21;-l)/s (2-61;) o l 

1 

o o o s(l-1;)
1 

o o o si; 

(3.2.4) 

As matrizes de rigidez, de rigidez geométr:J: 

ca e de massa, e do vetor das cargas nodais equivalentes são d~ 

<luzidos a partir das equações ( 2. 3. 3) , ( 2. 3. 4) , ( 2. 2. 5) e 

(2.3.5), respectivamente. Basta fazer nas mesmas as devidas su 

bstituições das matrizes [A] e [B] e integrar. Essas matrizes' 

encontram-se de forma explicitada nas subrotinas SANDL, RISAN, 

MASAL, respectivamente. Quanto aos vetores das cargas nodais e-
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quivalentes, basta consultar os de um elemento de viga sim-

ples. Isto se faz pelo fato do campo de deslocamento transver­

sal do elemento de viga sandwich desenvolvido ser igual ao de 

um elemento de viga simples. 

3.3 - MODIFICAÇÃO DOS DESLOCAMENTOS NODAIS 

Ao ser feito o acoplamento dos elementos ' 

finitos para a representação da estrutura global, usualmente, 

a continuidade deve ser mantida para todos os deslocamentos, ' 

correspondentes a grau de liberdade, que ocorrem nos nós. En -

tretanto quando o cisalhamento transversal é incluído, a condi 

çao de continuidade de rotação devida ao cisalhamento Xs deve 

ser removida para que possa haver o ponto anguloso da curvatu­

ra associado à descontinuidade da tensão cisalhante resultante 

que ocorre no caso de uma carga concentrada, Neste caso apenas 

os seguintes deslocamentos nodais precisam ser utilizados para 

manter a continuidade necessária: 

l - O deslocamento transversal w 

2 - A rotação associada com a flexão pura Xb 

3 - Os àngulos de dobramento nas interfaces 

Assim, o vetor das cargas nodais equivalen 

tese as matrizes de rigidez, de rigidez geométrica e de massa 
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precisam ser transformados afim de serem expressos em 

dos seguintes deslocamentos nodais. 

{r}T = {w. xb. Y. w. 
l l l J xb. Y. J J 

função 

(3. 3.1) 

A transformação e simples e pode ser feita 

a partir das definições 

tem-se então 

{r} = [T] {U}e 

(3.3.2) 

Pode-se observar que os deslocamentos nodais 

dados pela equação (3.3.1) são mais vantajosos que os da equa­

ção (3.2.2) para expressar as condições de contorno necessá 

rias em um suporte engastado. Em tal local, o deslocamento 

transversal w, a rotação devido ao momento xb e o ângulo' 

de dobramento y sao todos nulos enquanto a rotação total e as 

distorções Yc e yf não são nulas. Os deslocamentos nodais {r} 

do elemento permitem considerar tal descontinuidade no apoio 

mas no caso da força concentrada considerada num nó qualquer é 
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necessário fazer a condensação dos dois. Últimos graus de li­

berdade da equaçao (3.3.1). No programa isto é feito através' 

das subrotinas ROTA, CONDE e CONMA. 

3.4 - ELEMENTO FINITO Q 

Este elemento possui uma variação cÚbica de 

deslocamento transversal e variações quadráticas de rotação d~ 

vido ao cisalhamento tanto nas faces quanto no núcleo. Para 

que estas variações quadráticas possam ser feitas considerar -

se-á um nó interno (nomeio do elemento) com dois graus de ' 

liberdade correspondentes às rotações de cisalhamento nas fa­

ces Yc e no núcleo Yf· 

Assim: 
T 

.({U}e) = {u(o) u(l) 
T 

u(l/2)} 

Após a dedução das matrizes faz-se a conde~ 

saçao dos dois graus de liberdade correspondentes,nas matrizes 

obtidasJao nó interno. Quanto à utilização deste elemen­

to serve os mesmos comentários feitos no elemento anterior. As 

matrizes de rigidez, de rigidez geométrica e de massa deste e­

lemento encontram-se de forma explicitada nas subrotinas SANDQ, 

RISAN e MASAQ. Deve-se observar que após a condensação dos 

graus de liberdade internos do elemento Q a matriz de rigidez 

geométrica é a mesma para os dois elementos. Devido a isto ut! 
\ 

liza-se a mesma subrotina RISAN. 
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IV - .ANÃLISE .ESTÃTICA 

4. l - INTRODUÇÃO 

No presente capítulo será considerada a a­

nálise estática de viga sandwich axialmente carregada. A equª 

ção de equilíbrio estático será obtida a partir da equação de 

movimento. Desprezando-se, então, na equação (2.4.5) o têrmo 

relativo às forças de inércia, obtém-se a equação do equilI -

brio estático: 

( [K] - [Kg]) . {U} = {F} ( 4. l) 

4. 2 - PROGRAMA DESENVOLVIDO 

Desde que no capítulo II já foram determi­

nadas as matrizes [K] e [Kg} e o vetor {F}, para a obtenção 

do vetor dos deslocamentos nodais {U} basta resolver o siste­

ma de equações (4.1). De posse destes pode-se calcular as te~ 

sões e esforços na estrutura. Para isto foi desenvolvido um 

programa para computador, o qual segue o padrão dos programas' 

desenvolvidos para a análise matricial das estrutural usando' 

o método dos deslocamentos. Devido a este fato não será apre­

sentado o programa. 
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4. 3 - VIGA EM BALANÇO 

Considere-se uma viga sandwich de largura 

unitária com uma carga unitária no extremo livre. A viga po2 

sui as seguintes características: 

h = c 0.5 in, Ec = 2xlo 4 lb/in2 , Gc 10 4 lb/in 2 
(Àc 1) = , = 

Pc 
,= O.001126 lb/in 3 

hf = 0.04 in, Ef = 10 7 lb/in2 , Gf = 4xlo 6xlb/in2 , (Àf = 1) 

Pf'= 0.09669 lb/in3 

vão = 10 ;i,n, carga P = 1. O 1b 

No gráfico 4.1 apresentam-se os resultados 

obtidos, para a deflexão da viga, com o elemento L desenvob 

vido, os quais sao comparados com a solução analítica de 

YI-YUAN-YU (ref.2). (Os elementos tipo Q dão melhores resub 

tados). As análises feitas com os mesmoselementos L e Q, mas 

com as matrizes modificadas devido a mudança de graus de li­

berdade, (possibilitando as deformações devido ao cortante no 

engaste) dão, respectivamente, melhores resultados. 

No grarico 4.2 apresentam-se os valores ob 

tidos para a flecha na extremidade livre para as hipóteses de 
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se usar uma malha, de elementos, uniforme (facilidade no pr~ 

paro dos dados de entrada no programa, maior rapidez na mon-

tagem da matriz de rigidez global da estrutura) e com ma-

ior concentração de elementos perto do engaste (melhor con -

vergência para o mesmo número de elementos). Observa-se,então 

a evidente conveniência da concentração de elementos jun-

to ao engaste. ( sendo uma viga bi-apoiada o único exemplo em 

que uma malha uniforme seria mais conveniente) 

Além disso,a análise da distribuição do 

cortante para o núcleo e para as faces é feita e resultados' 

expressivos são observados no gráfico 4.3, onde são indicados 

os resultados obtidos por: 

a) secção 1.2 de PLJ\NTEMA (ref. 3) - Não leva em conta o em­

penamento e a rigidez à flexão das faces, nem a rigidez a 

flexão do núcleo. 

b) secçao 1.3 de PLJ\NTEMA (ref. 3) - Não leva em conta o em­

penamento das faces, nem a rigidez a flexão do núcleo. 

c) Teoria de YI-YUAN-YU (ref. 2 

e flexão em todas as camadas 

- Considera o empenamento 

d) Elementos Finitos de Viga SANDWICH: 

l - 5 elementos L (do mesmo comprimento) 

2 - 5 elementos Q ( do mesmo comprimento) 

3 - 5 elementos L ( comprimento variável 

4 - 5 elementos Q ( comprimento variável 

Pode-se observar, novamente, a conveniên-
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eia de se usar uma malha nao uniforme (elementos menores jun 

to ao engaste). Tem-se assim, uma melhor reprodução da varia­

çao do Cortante absorvido pelo núcleo. Tal reprodução é o 

que torna conveniente o uso de uma malha não uniforme 

No engaste, pela Teoria de Yi-Yuan Yu o núcleo ainda ' 

absd'.'ve 1.54% do Cortante. Usando os graus de liberdade da equação (3.3.1) 

(sub-rotina OCII'AD) e liberando y f do engaste para urra malha de 10 elenen -

tos L e Q obtém-se que o núcleo absôf:ve 1.55% e 1.54% respectivarren­

te. 
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V - VIBRAÇÕES. LIVRES .E CARGAS .. CRfTICAS. VE FLAMBAGEM 

5.1 - INTRODUÇÃO 

Neste capítulo será apresentada a análise 

das vibrações livres de vigas sandwich axialmente carregadas. 

O conhecimento de tais movimentos oscilatórios, que são urna 

propriedade característica da estrutura, pois dependem da 

distribuição de massa e de rigidez desta, são importantes pré 

requisitos para a determinação da resposta dinâmica da estru-

ra. 

Serão, também, determinadas as cargas crí­

ticas de flarnbagern, pois, da mesma forma, podem ser tratadas' 

corno um problema de autovalores. 

5. 2 - DETERMINAÇÃO DAS FREQUfNCIAS NATURAIS 

Desprezando-se na equaçao (2.4.5) o vetor 

{F} correspondente ao carregamento transversal tem-se: 

[M] {U} + ( [K] - [Kg])· {U} = {o} (5.2.l) 

Desde que o movimento vibratório seja har­

mônico os deslocamentos nodais podem ser expressos por: 
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onde w. é a frequência de vibração e {U
0

} é o vetor consti­

tuído pelas amplitudes máximas dos deslocamentos {U} e t 

é o tempo. 

Substituindo esta equaçao na anterior ob-

tem-se: 

(5.2.2) 

O problema, então, fica sendo a determinª 

çao dos autovalores w. e seus autovetores { u0 }. Deve-se no­

tar que o vetor {u0 } aparecendo dos dois lados da equaçao 

(5.2.2) deixa de expressar valores quantitativos e passa ar~ 

presentar valores relativos. 

A resolução do problema de autovalor é 

feita no programa elaborado atravffes da subrotina NEGIE que 

é uma adaptação de uma existente em ZIENKIEWICZ (7). Nesta 

subrotina, por um processo iterativo, obter-se-á, em ordem' 

crescente, tantos quantos forem necessários, e possíveis, a~ 

to-valores e respectivos autovetores. 

5.3 - DETERMINAÇÃO DAS CARGAS CRITICAS DE FLAMBAGEM 

Como caso particular do anterior pode-se 
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detenninar as cargas críticas da estrutura desprezando-se na 

equação (5.2.1) a influência das forças de inércia. 

( [K] - [K ] ) {U} = {O} 
g 

A solução segue a mesma rotina anterior, 

só que agora o autovalor corresponde a carga de flambagem e 

o autovetor a forma de flambagem respectiva. Pode-se,assim, 

detenninar quantas interessarem e forem possíveis, cargas 

críticas de flambagem com sµas respectivas formas de flamba-

. gem. 

A detenninação da carga crítica fundamen­

tal pode ser feita. de outra maneira, fazendo na equação 

(5.2.1) a carga axial ser incrementada. A carga crítica cor­

responderá à passagem da frequência fundamental pelo valor' 

zero. Tal não poderá ser determinado diretamente mas pode 

ser interpolado fazendo uso do fato de que quando a carga~ 

xial se torna maior que o carga crítica fundamental, a 1~ 

frequência passa a ser imaginária. (este é o recurso usado' 

para determinar a carga crítica de flambagem quando se usa' 

matriz de massa diagonal). 

5.4 - RESULTADOS 

Para uma viga com as mesmas característi-
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cas da considerada na análise estática e de comprimento de 

20 in serão determinadas algumas frequências naturais e ta~ 

bém algumas cargas críticas de flambagem. Os resultados sao 

comparados com os de Villaça (ref. 5), que não considera a 

rigidez à flexão do núcleo e das faces em relação aos seus 

planos médios, e considera infinita a rigidez ao cisalhamen-

to das faces. Os resultados deste são, então, limites para 

os quais tendem os obtidos com os elementos desenvolvidos 

quàndo também forem feitas tais hipóteses. Serão apresenta -

dos em maior número os resultados obtidos com o elemento ti­

po Q visto que, já na análise estática, foi o que apresen­

tou melhor c_onvergência. Os exemplos "'apr<>'7eitam:a,si~et'rfit ~;; - - ----
_qâ-'íJTiga,.só.,para.,serem plotados e nao para a obtenção dos re­

sultados. 
Nos gráficos 5.1 sao indicados as conve~, 

gências das frequências para horizontais que serao consider2 

das as soluções exatas. 

Nos gráficos 5.2 sao indicadas as conve~ 

gências das cargas críticas de flambagem para horizontais que 

serão consideradas as soluções exatas. À guisa de ilustração 

no caso da viga bi-apoiada, foram feitas, também, as mesmas 

considerações que Villaça (ref. 5) 

No gráfico 5.3 é indicada a convergência 

da 1~ frequência da viga bi-apoiada, com uma carga axial igual 

a 30% da primeira carga de flambagem. 
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VI - RESPOSTA .VINÃMICA 

6.1 - INTRODUÇÃO 

No presente capítulo far-se-á a determina-

çao da resposta dinâmica e urna força excitadoiaconhecida em 

função do tempo e cuja posição não varia. 

Para a solução do sistema de equaçoes di­

ferenciais (2.4.5) será usado o método de superposição modal. 

Em tal método supoem-se conhecidas as frequências e modos nor 

mais do sistema estrutural. Em geral consegue-se urna boa pre­

cisão no cálculo da resposta com o uso de poucos modos nor 

mais, (Devido a isto é que se usou o método it_erati vo para a 

determinação das frequências) . 

. 6.2 - MtTODO DA SUPERPOSIÇÃO MODAL 

O conceito básico do método é considerar a 

-resposta do sistema como sendo urna combinação linear dos modos 

normais de vibração: 

{U} = [U
0
}.{n} ( 6 .1) 

onde {U} é o vetor dos deslocamentos nodais, [u
0
J a matriz cg 

jas colunas {U
0

} são os modos normais de vibração considera-
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dos na determinação da resposta dinâmica e {n} o vetor consti­

tuido por deslocamentos generalizados (variáveis com o tempo) 

associados aos modos normais. 

Substituindo a equaçao (6.1) na (2.4.5) obtém-

se: 

C[K] - [K]) [uo]{n}= {F} 
g 

( 6. 2) 

Utilizando agora a propriedade de ortogonalid2 

de com relação a matriz de massa e de rigidez da estrutura 

dos modos ,normais de vibração, indicadas por 

n 

. {U }T 
o n 

([K]-[K ]) {U } 
g o 

m 

para m t, n 

para m = n 

--{ KO: 

para 

para 

m F n 

m = n 

e premultiplicando a equaçao (6.2) por {U }T obtém-se: 
o n 

(6. 3) 

(6. 4) 
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. {U }T 
o .n 
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{F} 

Que representa uma equaçao diferencial Linear correspondente 

ao n-ésimo modo normal. 

Assim o sistema de equaçoes diferenciais 

lineares (2.4.5) foi desacoplado e tem-se um conjunto de equa­

ções diferenciais independentes onde em cada equaçao a variá­

vel a determinar é um deslocamento generalizado. 

A solução da equação (6.4) que correspon­

de ao modo normal pode ser obtida usando o método da integral 

de Duhamel. Assim: 

nn (O) w t + n (O) -1 
sen "'nt + *~l -1 

nn = cos "'n M "'n n n n 

lt 

0 

sen "'n (t-·r) Fn (T) d ' (6. 5) 

. 
onde nn (O) e nn(O) sao os valores iniciais de nn e nn· 

Substituindo {n}de (6.5) em (6.1) obtém-se os deslocamentos ' 

nodais. Faltam ainda os valores de · {n(O)} e {n(O)} que se­

rão determinados em função dos deslocamentos nodais {U(O)} e 
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das velocidades nodais {U(O)} iniciais supostos conhecidos. 

Premultiplicando ambos os lados da equação (6 .1) por 

[u0JT [MJ obtém-se: 

[M].{U(O)} 

*-1 {U }T nn(O) = Mn o [M] {U(O)} 

6.3 - INTEGRAIS DE DUHAMEL 

Nas soluções práticas a carga F(t) e consequen 

* temente as cargas generalizadas F sao usualmente aproxima-

das por funções simples para as quais as integrais de Duhamel 

podem ser determinadas exatamente. Przemieniecki (8) apresen 

ta uma tabela com grande variedade de funções com suas respe2 

tivas integrais de Duhamel. Na subrotina DURAM foram program2 

das algumas integrais de Duhamel de funções que são apresenta 

das no quadro seguinte. Qualquer outro tipo de função que se 

tenha é só introduzir na subrotina uma declaração com a sua 

integral de Duhamel. 
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Quadro 6.1 

FUNÇÃO * f s~ 
[oo (t-T!] * TIPO F (t) F ( T) dT 

F 

Po - -
1 Po 

(1 - cos t) - (ll 

t· (O 

.,. .,. .,. 
(ll t 

2 / 
a ( t - sen ) 
(ll (ll 

f0 sen(211 t;t> 
o ,~. P" to t ~ o ( oot

0 
sen 211 sen t) 3 "-..../ 

211-- -
.,2t2-4,2 t 

o o 

p 
o '(1 - cos (ll t) t<t -

Po - o 
(ll 

4 
Po 

[cos (t-t
0

) ootJ t>t - (ll - cos 
't:o - o 
' 

(ll 
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6.4 - RESPOSTA DINÃMICA DE UMA VIGA EM BALANÇO 

Para os exemplos apresentados a seguir foi uti 

lizada a Viga em Balanço da análise estática. 

No primeiro exemplo, a carga concentrada no e~ 

tremo livre· tem a variação do tipo 1 do quadro (6.1) 

No segundo exemplo, o mesmo,só que há uma car­

ga comprimindo axialmente a estrutura e igual a 0.3 da carga 

de flambagem. 

Nos dois exemplos os deslocamentos comuns cal­

culados em intervalos de tempo igual a 1/40 do primeiro períg 

do natural da viga. 



w din 

w st 

2.0 

1.0 

11------

t 

'0.02 0.04 

6.1 - Resi:osta Dinâmica da Viga a urra Carga Transversal 

West (0.007371 in) 

0.06 Tf =0.0815 

T (seg) 

U1 
L,J 



w din 

w st 
2 

Nest (0;0104.1 ip) 
1 -- - - - - - - - -. - - - - - -- -- - - - - - --

A (lb) 

1.1---=-c-c_,,--__ -_-_-____ ____,) ~-O lliJ 

1w 
1.-1-------

(t) 

0.01 0.02 0.03 0.05 
. 

6. 2 - Resposta Dinâmica da Viga . (Cbnprirnida axialrrente) a urna C".arga Transversal 

0.1 t(seg 
Tf =0.095 

f 
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VII - CONCLUSUES 

a) O elemento Q apresenta melhores resultados que o elemen­

to L. 

b) Modificando características mecânicas das camadas,pode-se' 

representar o elemento de viga sandwich obtido através de 

outros enfoques. ( inclusive um elemento de viga simples ' 

com sensibilidade ao esforço cortante). 

c) Para ambos os elementos, na análise estática, é possível' 

garantir que a convergência para a solução exata se dá 

por valores inferiores de flecha já que se tratam de ele -

mentos conformes. 

d) Na análise dinâmica ê possível garantir que a convergência 

para as frequências exatas se dá por valores superiores 

quando se usa a matriz de massa consistente. O mesmo nao Q 

corre quando se usa matriz de massa diagonal. 

e) Na geração da malha de elanentos deve-se levar em conta, CQ 

mo fator importante na aceleração da convergência, a neces 

sidade de intensificar o número de elementos junto ao enga2 

te. 

f) A malha que dá bons resultados para as frequências naturais 

não é tão satisfatória para a determinação das Cargas de 

Flambagem ( no caso de engaste) e vice-versa. 
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Além destas conclusões, chegou-se a ou -

tras baseadas em dados fornecidos pela subrotina de autoval9 

res usada. O uso de. outras ( e deve ser experimentado ) po­

de vir a modificar alguma coisa nas conclusões. 

g) O uso da matriz diagonal de massa nao oferece acentuada' 

vantagem na formulação desenvolvida. A consideração 

economia de memória de computador não tem grande valor 

da 

I 

pois o uso de matriz de massa consistente guardada em bag 

da ( principalmente numa estrutura linear, isto é, uma 

estrutura em que uma dimensão domina) diminui esta vanta 

gero. No programa elaborado onde é feita a condensação glQ 

bal dos graus de liberdade referentes e dos 

elementos ( com isto deixa de haver "zeros" na matriz diª 

gonal ) , aparece a necessidade de ser feita,,e, no progra­

ma apresentado é feita,a condensação da matriz de massa 

consistente ao nível global, o que demanda tempo e memó -

ria. O gasto a mais em tempo é pequeno, tendo em conta 

que, em cada análise, o que gasta mais tempo é a obtenção 

dos autovalores. Foi, também, experimentado o uso de ser 

considerada, na matriz de massa consistente do elemen 

to,apenas a interação entre os graus de liberdade w ex 

Os resultados foram bem próximos dos obtidos com a con 

densação de [M] ( tal fato se deve a serem os graus de 

liberdade condensados de menor influência que os não con­

densados), e cóm a vantagem da economia de memória. 

h) A obtenção das cargas críticas de flambagem é mais um fa-
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to a confipnar a vantagem de uso da matriz de "massa" con­

sistente. A obtenção da primeira carga crítica de flamba -

gem através do uso da matriz de massa diagonal é um proce2 

so lento e de menor precisão. Neste caso não há necessida­

de de se fazer a condensação da matriz de rigidez geométr! 

ca global,pois os graus de liberdade eliminados não afetam 

nesta (as linhas e colunas de [ Kg J correspondentes a y c 

e Y f são formadas só de zeros ),\quando sao mantidos os des 
/ 

locamentos nodais dados por (3.2.2) ) • 



58 

VIII - BIBLIOGRAFii\ 

l - ABEL, J.F., & POPOV, E.P., STATIC ANO DYNAMIC FINITE ELE­

MENT ANALYSIS OF SANDWICH STRUCTURES. Proc. conf. Matrix 

Methods Struct. Mech., Wright-Patterson Air Force Base, 

Ohio, AFFDL-TR-68-150 

2 - YU, Y.Y., A NEW THEORY OF ELASTIC SANDWICH PLATES -ONE­

DIMENSIONAL CASE. J.App. Mech., Vol. 26, N9 3, September 

1959, pp. 415 - 421 

3 - PLANTEMA, F.J., SANDWICH CONSTRUCTION. John Wiley & Sons, 

inc. 1966. 

4 - ALLEN, H.G., ANALYSIS AND DESIGN OF STRUCTURAL SANDWICH 

PANELS., Pergamon Press Ltd., 1969. 

5 - VILLAÇA, S.F., ANÃLISE DINÂMICA DE VIGAS SANDWICH COMPRI­

MIDAS. Rio de Janeiro, COPPE-UFRJ, Tese de Mestrado, 1970. 

6 - AHMED, K.M., DYNAMIC ANALYSIS OF SANDWICH BEAMS. Journal 

of Sound and Vibration (1972) 21 (3), 263-276. 

7 - ZIENKIEWICZ, o.e., THE FINITE ELEMENT METHOD IN ENGINEERING 

SCIENCE. 2~d. London, Mcgraw-Hill, 1971 

8 - PRZEMIENIECKI, J.S., THEORY OF MATRIX STRUCTURAL ANALYSIS. 

New York, Mcgraw-Hill, 1968. 



59 

9 - VENÃNCIO FILHO, F., ~TODO DOS ELEMENTOS FINITOS.NA ANALI­

SE ESTRUTURAL, Notas de Aula, ITA, 1972. 

10 - BRUCH. Y.A,, ANALISE DINtMICA DE PLACAS PELO ~TODO DOS~ 

LEMENTOS FINITOS, Rio de Janeiro, COPPE-UFRJ, Tese de Me2 

trado. 1973 

11 - YU, Y,Y,, SIMPLE THICKNESS - SHEAR MODES OF VIBRATION OF 

INFINITE SANDWICH PLATES. J.App. Mech., Vol. 

December 1959, pp. 679 - 681 

, N9 , 

12 - YU, Y.Y., VIBRATION OF ELASTIC SANDWICH CYLINDRICAL SHELLS. 

J, App. Mech., Vol. , N9 , December 1960, pp. 653 - 662 

13 - YU, Y.Y., FORCED FLESURAL VIBRATIONS OF SANDWICH PLATES IN 

PLANES STRAIN. J. App., Vol. N9 , September 1960, pp. 

535 - 540. 



60 

IX - . N O. T A .Ç 1'. E S 

- Ação 

[A] 

[B] 

- Matriz das Funções de Interpolação 

- Matriz que Relaciona os Componentes de Deformações com 

os Deslocamentos Nodais do Elemento 

[C J - Matriz que Relaciona as Deformações com as Componentes 

de Deformações 

[D] - Matriz que Relaciona as Tensões com as Deformaçõs no 

Elemento 

d - Distância entre as Superfícies Média das Faces (hc+hf) 

· {e} - Vetor Deformação 

E - Módulo de Elasticidade 

f - Frequéncia de Vibração (Hz) 

G - Módulo de Cisalhamento 

[H J - Matriz que relaciona Deslocamentos 

h - Altura da Viga 

hf - Altura do Núcleo 

hc - Altura de cada Face 

[KJ 

[Kg] 

[k] 

[kg] 

s 

s 

- Matriz de Rigidez Global 

- Matriz de Rigidez Geométrica 

- Matriz de Rigidez do Elemento 

- Matriz de Rigidez Geométrica 

- Comprimento da Viga 

- Comprimento do Eleirento 

Global 

do Elemento 
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[M] - Matriz de Massa Consistente Global 

[m] - Matriz de Massa Consistente do Elemento 

NE_ - Número de Elementos 

p - Força Axial 

p 
cr - Carga Crítica de Instabilidade 

{P} - Vetor das Cargas Aplicadas diretamente nos Nós da Estr~ 

tura.(Cargas Nodais Equivalentes da Estrutura) 

[TJ - Matriz de Transformação 

T - Energia Cinética da Viga 

t - Variável tempo' 

U - Energia Potencial Total da Viga 

· {U} - Vetor dos Deslocamentos Nodais da Estrutura 

{U}e - Vetor dos Deslocamentos Nodais do Elemento 

{U
0

} - Vetor dos Valores relativos de um Autovetor 

[uJ - Matriz dos Valores relativos de um Autovetor 

u - Deslocamento Axial de um Ponto 

zc - Altura em Relação à Superfície Média do Núcleo 

zf - Altura em Relação à Superfície Média da Face considera­

da 

w - Deslocamento Transversal 

Yc - Distorção do Núcleo 

Yf - Distorção nas Faces 

{e} - Vetor das Componentes de Deformação 

E - Componentes de Deformação 

{ri} - Vetor dos deslocamentos generalizados 

~ - Ordenada Natural em um Elemento 
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K - Componente de Deformação 

À - Fator Corretivo Tensão de Cisalhamento-Distorção nas fa­c 

ces 

Àf - Fator Corretivo Tensão de Cisalhamento-Distorção no NÚ -

cleo 

Pc - Massa Específica do Material Componente das Faces 

pf - Massa Específica do Material Componente do Núcleo 

{o} - Vetor Tensão 

a - Tensão Normal 

T - Tensão Cisalhante 

X - Rotação 

xb - Rotação devido ao Momento Fletor 

xs - Rotação devido ao Cortánte 

w - Frequência Circular ( 211f ) 

+ - Os subscritos c ou f indica núcleo e face, respecti­

vamente, e os superescritos s ou i indica se é refe­

rente a face superior ou face inferior. 
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X - APtNVI CE 

Programa Desenvolvido 

No presente trabalho foi desenvolvido um 

programa automático para um computador IBM/360 modelo 40 em 

linguagem FORTRAN IV, G. Devido ao problema existente na de­

terminação dos autovalores de um sistema com muitos graus de 

liberdade: má convergência e grande gasto tanto de tempo quan 

to de memória de computador, no programa foi feita· a condense 

ção, ao nível da estrutura, dos graus de liberdade com menor' 

influência em cada elemento finito. Pode-se,em um próximo pas 

so, fazer a condensação de quaisquer graus de liberdade que ' 

se queira. 



64 

SUBROUTINE SANDLIXE,ESPC,ELAC,GC,ESPF,ELAF,GF,NGLN,SEI 
11'.PLICIT REAL*E(A-H,0-ZI ,INTEGER*21I-NI 
REAL*8 INV 
OIMENSION SEllG,10) 
A=ELAC*ESPC**3/12. 
B=GC*ESPC 
C=ELAF*ESPF**3/12. 
O=GF*ESPF 
F=ELAF*ESPF 
OE=ESPC+ESPF 
AJU=2.*A+DE**2*F+4.*C 
.INV=l./XE 
SE{l,11=6.*INV**3*AJU 
SE!l,2)=3.*INV**2*AJU 
SEll,31=0. 
SEI 1,41=0. 
SE ( 1 , 5 1 =-SE ( 1 , 1 ) 
SE11,6l=SE11,2l 
SEll,71=0. 
SE<l,81=0. 
SE12,21=2.*INV*AJU 
SE12,71=INV*(A+ESPC*f*DE*0.5) 
SE12,8l=INV*IF•ESPF*DE*0.5+2.*Cl 
SE12,5l=-SE11,2l 
SE12,él=INV*AJL: 
SE12,31=-SE12,71 
SE12,41=-SE12,8l 
SE13,3l=INV*IA+C.5*ESPC**2*f)+XE*B/3. 
SE(3,4l=INV*0.5*ESPC*ESPF*F 
SEl3,5l=O. 
SE13,él=SE12,7l 
SE13,71=-INV*IA+0.5*ESPC**2*Fl+XE*B/6. 
SE13,8l=-SEC3,4l 
SE!4,4l=INV*(0.5*ESPF**2*F+2.*Cl+2./3.*D*XE 
SEC4,5l=O. 
SE14,6)=SEl2,8l 
SE14,7l=-SEC3,4) 
SE14,8l=-INV*IC.5*ESPF**2*F+2.*Cl+l./3.*XE*D 
SE15,51=SEC1,ll 
SE 1 5 , 6 ) =-S E ( l , 2 ) 
SEt5,7)=0. 
SECS,Bl=O. 
SEl6,6 >·=SEI 2,2l 
SE(6,7)=SE(2,3l 
SEC6,8l=SEC2,4l 
SE17,71=SEC3,3l 
SEl7,8)=SE(3,4l 
SEl8,Bl=SEl4,4l 
DO 10 1=2,8 
DO 10 J=l,I 



10 SEII,Jl=SEIJ,Il 
IFINGLN-31102,101,102 

101 IV=E 
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CALL ROTAISE,ESPC,ESPFJ 
CALL CONOEISE,IVI 

102 RETURN 
END 

SUBROUTINE MASALIS,ESPC,ROC,ESPF,ROF,M,NGLN,SEl 
IMPLICIT REAL*81A-H,O-Zl,INTEGER*21I-Nl 
Olf'IENSION SEI 10, 10) 
REAL*8 Mll0,101 
OE=ESPC+ESPF 
A=IESPC*ROC+2.*ESPF*RCF)*S 
B=IROC*ESPC**3/12.+ROF*(ESPF**3/6.+0E**2*ESPF/2.ll*S 
C=I-ROC*ESPC**3/12.0-ROF*ESPC*DE*ESPF/2.l*S 
C=I-RGF*(ESPF**3/6.+ESPF**2*DE/2.ll•S 
E=IROC*ESPC**3/12.+ROF•ESPC**2*ESPF/2.l*S 
F=IROF*ESPC*ESPF**2/2.l*S 
G=IROF*ESPF**3*2./3.l*S 
Mll,ll=l3./35.•A+6./5.*B/S**2 
Mll,2)=11./210.*S*A+l./10./S*B 
Mll,3)=-1./2./S*C 
Mll,4)=-1./2./S*D 
MI 1,5l=9./70.•A-6./5./S**2*B 
Mll,6)=-13./420.*S*A+l./10./S*B 
f'((l,7)=1".11,31 
f'/(l,Bl=Mll,41 
M(2,2l=l./105.*S**2*A+2./15.*B 
M12,3l=l./12.*C 
f'l.12,4)=1./12.*D 
M 1 2 , 5 ) =-MI l , t ) 
Ml2,6l=-l./140.*S**2*A-l./3C.•B 
Jll,12,7)=-M12,3) 
M ( 2 , 8 l =-M ( 2 , 4 ) 
1"(3,3)=1./3.*E 
1"13,4)=1./3.•F 
M 1 3, 5 l =-M ( l , 7) 

l".t3,6l=M.(2,7l 
f'l.13,71=1./6.*E 
Ml3,8l=l .• /6.*F 
l".14,41=1./3.*G 
f'/(4,5)=-l".tl,8) 
Mt4,6)=Ml2,8l 
Jll{4,7l=M13,8l 
r,,14, e l =l. /6.*G 
M(S,Sl=f'/11,ll 
MIS,6)=-f'((l,21 
11(5,11=-M(l,7) 
M,15,81=-t'.I 1,8) 



M(6,6l=M(2,2l 
r,1(6,7l=M(2,3l 
Jll(6,8l=M(2,4) 
M ( 7, 7 ) =M ( 3, 3 1 
1"(7,8)=M(3,4l 
Jll(8,81=M14,41 
DO 1 I=l,8 
CD 1 J=l,I 

1 l",(I,Jl=ll,(J,II 
IFINGLN-3)102,101,102 

101 IV=8 
CALL ROTA(M,ESPC,ESPFI 
CALL CONMA(M,SE,IVl 

102 RETURN 
END 
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SUSROUTINE ROTADISE,ESPC,ESPF) 
It'PLICIT REAL*EIA-H,O-Zl ,INTEGER*2(1-NI 

C ESTA SUBROUTINE TRANSFORMA OS DESLOCAMENTOS NODAIS 
C MAS SEM PREPARAR PARA CONDENSAR 

DIMENSION SEl10,IO),T(8,8),CJIIULT(81 
CE=ESPC+ESPF 
DO 100 1=1,8 
DO l O G J = 1, 8 

100 T{I,J)=O. 
CO 101 I=l ,8 

101 T(I,Il=l. 
T(2,31=ESPC/DE 
Tl2,4)=1. 
1(3,41=1. 
T(6,71=ESPC/DE 
T(6,8)=1. 
T17,81=1 .• 
CO 3 I=l,8 
DO 2 J=l,8 
CMULT(Jl=O. 
CO 2 K=l,8 

2 CMULTIJ)=CMULT(Jl+SE(I,Kl*T(K,J) 
00 3 J=I,8 

3 SEII,Jl=CMULTIJI 
DO 13 1=1,8 
DO 12 J=l,8 
CMULT(J)=O. 
DO 12 K=l ,€ 

12 CMULTIJl=CMULTIJl+SE(K,Il*T(K,J) 
DO 13 J=l,8 

13 SEIJ,Il=CMULllJI 
RETURN 
ENO 
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SUBROUTINE SANDQ(XE,ESPC,ELAC,GC,ESPF,ELAF,GF,NGLN,SEl 
IMPLICIT REAL*BCA-H,O-Zl,INTEGER*ZCI-Nl 
REAL*8 INV 

C ESTA SUBROTINA ~ONTA A MATRIZ DE RIGICEZ DO ELEMENTO 
C CONSIDERANDO UMA VARIACAO QUADRATICA A OEFORMACAO DE 
C CCRTANTE 

CIPENSION SE{l0,10) 
A=ELAC*ESPC**3/12. 
e=GC*ESPC 
C=ELAF*ESPF**3/12. 
O=GF*ESPF 
F=ELAF*ESPF 
DE=ESPC+ESPF 
AJU=2.*A+OE**2*F+4.*C 
INV=l./XE 
SEC 1, l l =6 •* IN V**3*AJU 
SE(l,2J=3.*INV**2*AJU 
SE(l,3l=-4.*INV**Z*A-2.•INV**Z*ESPC*DE*F 
SE(l,4l=-2.*INV**2*ESPF*DE*F-E.*INV**2*C 
SE( 1,51=-SE( 1, li 
SE11,6l=SEC1,2l 
SE(l,1l=SEC 1,3l 
SEC1,8l=SE11,4l 
SE11,9l=-2.*SEC1,7l 
SEl1,10l=-2.*SEC1,4l 
SEC2,2l=2.*INV*AJU 
SEIZ,3)=-3.*INV*A-3./2.*INV*DE*ESPC*F 
SE12,4l=-l.5*INV*DE*ESPF•F-6.*INV*C 
SEC2,5l=-SEl1,2l 
SE12,6l=INV*AJU 
SEl2,7l=l./3.*SE12,3l 
SE12,8l=l./3.*SE12,4l 
SE12,Sl=-4.*SE12,7l 
SEl2,10l=-4.*SEl2,8l 
SE13,3l=INV*{7./3.*A+7./6.*ESPC**2*Fl+2./15.*XE*8 
SEC3,4l=1./t.•INV*ESPC*ESPF*F 
SE13,5l=-SE11,7l 
SE13,6l=SE12,1l 
SE13,1l=INV*ll./3.*A+l./E.*ESPC**2*Fl-l./30.*XE*B 
SE13,8l=l./7.•SE13,4l 
SEl3,9l=-1NV*l8./3.*A+4./3.*ESPC**Z*Fl+l./15.*XE*B 
SEC3,1Cl=-E.*SE13,El 
SE14,4l=INV*(7./6.*ESPF**2*F+l4./3.•Cl+4./15.*XE*D 
SE14,5l=-SEC1,8l 
SEC4,ll=SE12,8l 
SE14,7l=SE13,8l 
SEl4,8l=INV*Cl./6.*ESPF**2*F+2./3.*Cl-l./15.*XE*D 
SEC4,Sl=-8.*SEC4,7l 
SEl4,10l=-INV*C16./3.*C+4./3.*ESPF**2*Fl+2./15.*XE*O 
SEC5,5l=SE11,1l 
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SE15,6l=-SE11,2) 
SEl5,7l=-SE11,3l 
S E 1 5 , 8 l =- S E ( l , 4 l 
SE15,9)=-SEC1,S) 
SE(5,1C)=-SEll,10l 
SEl6,6l=SE12,2l 
SE(6,7l=SE12,3l 
SEC6,E)=SE12,4l 
SE16,9l=SE12,9l 
SE16,10l=SEC2,10) 
SEC7,7l=SEl3,3) 
SE17,8l=SE13,4l 
SE17,9)=SE(3,<;l 
SEC7, 1Cl=SEl3,10l 
SEl8,8l=SE14,4) 
SEl8,9l=SEC4,9l 
SE1e,1C)=SE(4,10l 
SEl9,9l=INV*(l6./3.*A+8./3.*ESPC**2*Fl+8./15.*XE*B 
SEl9,lül=l6.*SE13,8l 
SEC10,10l=INV*(8./3.*ESPF**2*F+32./3.*Cl+l6./15.*XE*O 
CO 2 I=l,lC 
00 2 J=l,I 

2 SECI,Jl=SECJ,Il 
C FAZ-SE A CONDENSACAO DOS GRAU~ DE LIBERDADE DO NO 
C INTERIOR 

IV=lO 
CALL CONDECSE,IVl 

c 
C NO CASC OE SER COM MATRIZ DE MASSA DIAGONAL USAR 
C CALL ROTAOCSE,ESPC,ESPF) 
C MAS NGLN=4 SE NGLN=3 NAO E NECESSARIC RCTAD 
e 

IFINGLN.NE.3)GC TO 102 
IV=e 

C TRANSFORMA-SE A MATRIZ OE RIGIDEZ DO ELEMENTO OE 4 
C GRAUS OE LIBERDADE POR NO PARA O DE 3 GRAUS 

CALL RGTACSE,ESPC,ESPF) 
CALL CONOEISE,IVl 

102 RETURN 
END 

SUBROUTINE MASAQIS,ESPC,ROC,ESPF,ROF,M,NGLN,SEI 
IMPLICIT REAL*EIA-H,O-Z),INTEGER*211-Nl 
REAL*8 t-'110,10) 

C ESTA SUBROTINA CALCULA A MATRIZ DE MASSA PARA O 
C ELENTO COM 10 GRAUS DE LIBERDADE 

CIMENSION SEllO,lOl 
DE=ESPC+ESPF 
A=IESPC*ROC+2.*ESPF*ROF)*S 
B=IROC*ESPC**3/12.+ROF*CESPF**3/6.+DE**2*ESPF/2.)l*S 
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C=(-ROC*ESPC**3/12.0-ROF*ESPC*OE*ESPF/2.l*S 
D=I-ROF*IESPF**3/6.+ESPF**2*DE/2.ll*S 
E=(ROC*ESPC**3/12.+ROF*ESPC**2*ESPF/2.l*S 
F=(ROF*ESPC*ESPF**2/2.l*S 
G=(ROF*ESPF**3*2./3.l*S 
M(l,ll=l3./35.•A+6./5.*B/S**2 
M(l,2)=11./210.*S*A+l./10./S*B 
l',11,3)=-0.l*C/S 
M( 1,4 l=-G. l*D/S 
1'(1,5l=9./70.•A-6./5./S**2*B 
M(l,6)=-13./420.*S*A+l./10./S*B 
M( 1,ll=M( 1,3) 
(v(l,8)=M(l,4l 
I'. ( 1, 9 l =8. *M ( 1, 3 l 
M(l,lOJ=é.•Mll,41 
rv(2,2l=l./105.*S**2*A+2./15.*8 
1'(2,31=7./60.•C 
M(2,4)=7./60.*D 
1'(2,5)=-l'.(1,6) 
(v(2,6l=-l./140.*S**2*A-l./30.•B 
M12,7l=-0.05*C 
I'. ( 2 , 8 l =-o. O 5 * O 
1"(2,Sl=-1./15.•C 
M(Z,10)=-1./15.•D 
Ml3,3l=2./15.*E 
1'13,4)=2./15.*F 
M(3,5l=-II,( 1,31 
f'l,(3,6l=MC2,7l 
M(3,7l=-C.25*M(3,3l 
M(3,8l=-0.25*Ml3,4) 
M(3,9)=0.5*Ml3,3l 
M(3,1Gl=G.5*Ml3,4l 
M(4,4l=2./15.*G 
rv. 1 4, 5 l = -M ( 1 , 4 l 
M(4,6 l=M( 2,8) 
l'.(4,7)=(,1(3,8) 
1'14,Bl=-0.25*M14,4l 
M(4,9 l=M( 3, 10) 
1'(4,10)=0.5*1'14,4) 
I'. 1 5, 5 l =M ( l , l l 
M(5,6l=-!U 1,2) 
11,(5,7)=-1"(1,3) 
1'(5,8)=-M(l,4) 
M( 5,91=-MI 1 0 9) 
M(5,10l=-M(l,1Gl 
l'.(6,6)=1"(2,2) 
MC6,7l=M(2,3l 
l'.(6,8l=M(2,4l 
f'(é,S)=M(2,9l 
M(6,10l=l'..(2,10l 



Ml7,7l=Ml3,;) 
Ml7,8l=M(3,4l 
f'/.17,9l=M(3,9) 
Ml7,1Cl=M( 3,10) 
f'/(8,8)=!'(4,4 l 
f'l8,9l=M(4,9l 
MI 8, 10 l=I',( 4, 10 l 
Ml9,9)=4.*1"13,3l 
M(9,10l=4.*MC3,4l 
M(10,10l=4.*M(4,4l 
CO 2 1=1,lC 
CO 2 J=l,I 

2 Mll,Jl=MlJ,Il 
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C CONOENSACAO OE 10 PARA 8 GRAUS DE LIBERDADE 
IV=lO 
CALL CONMACM,SE,!Vl 

c 
IF(NGLN.NE.31GO TO 102 
IV=8 

C GRAUS DE LIBEROACE POR NO PARA O OE 3 GRAUS 
C TRANSFORMA-SE A f'/ATRIZ DE MASSA 00 ELEMENTO OE 4 

CALL RCTACM,ESPC,ESPF) 
CALL CONMA(M,SE,IVI 

102 RETURN 
END 

SUBROUTINE NEGIECEGG,W,NV,FRE,JB,NAUTC,XAUTCl 
IMPLICIT REAL*8CA-H,O-Zl,INTEGER*2(1-NJ 
1NTEGER*4 Ll,LZ 
DIMENSION EGGC40,4Cl,XC401,XALXl401,XUXl401,WC40,4Cl 

*,FRE(401,XAUTOC40,8l,CMULTC40l 
C ESTA SUBROTINA DETERMINA OS AUTOVALORES COM AS 
C MATRIZES OE RIGIDEZ E OE ''MASSA'' QUADRADAS 

L2=6 
CALL SAlNOCNV,EGGl 
00 39 l=l,NV 
CG 38 _J=l ,11:V 
Cl',ULT l J l=O. 
DO 37 K=l,NV 

37 CMULT(J)=CMULTCJ)+EGGCI,Kl*WCK,JI 
38 CONTINUE 

00 39 J=l,NV 
EGGCl,Jl=CMULT(Jl 

39 CONlINVE 
C EGG--EINGENVALUE MATRIX H 
e w--MASS MATRIX 

TEST=C. JE-7 
C O VALOR DE TEST PODE SER MODIFICADO 

NIT=2000 
C TEST--ACCURACY REQUIREO 
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C NIT--MAXIMUM NUMEER OF ITERATIONS 
ITS=N IT 
CC 1 II=l,NAUT[ 
DO 66 l=l ,NV 
XUX(ll=l. 

éé X(ll=l. 
14 DO 30 I=l,NV 

XAUX(Il=O. 
CO 30 K=l,NV 

30 XAUXlll=XAUXIIl+EGG{l,Kl*X(K) 
IF(DABS((EIG-XAUX(lll/XAUX(lll.LT.TEST)GO TO 50 

EIG=XAUX(l) 
CO 57 1=1,NV 

57 X{ll=XAUX(ll/EIG 
ITS=ITS-1 
IF( ITS l:êl,:êl,2~ 

21 WRITE(L2,22l 
22 FORMAT(//, 1 lTERATION COUNT EXCEEDED',//l 

GOTO 5C 
C REPEAT 

25 DO 26 l=l,NV 
2é XUX(I)=X(Jl 
42 FORMAT(4El6.Sl 

GOTO 14 
~O FRE(lil=EIG 

WRITE(l2,13)11,FRE(Ill 
WRITE(L2,42l(X(Il,I=l,NV) 
00 51 JO=l,NV 

51 XAUTO(JO,IIl=XlJCl 
13 FORMATll10,El6.8l 

C FORM ZOOED MATRIX 
GO 31 J=l,NV 
XUX(J)=O. 
DD31 K=l,NV 

31 XUX(Jl=XUX(JJ+X(Kl*W(K,Jl 
XAUX{ ll=O. 
DO 32 K=l,NV 

32 XAUX{ll=XAUX(ll+XUX(Kl*X(Kl 
AA=EIG/XAUX(l) 
DO 68 I=l,NV 

68 XAUX(l)=X(ll*AA 
DO llC I=l,NV 
DO 110 J=l,NV 

110 EGG(l,Jl=EGG(I,Jl-XAUX(Il*XUX{Jl 
J=NIT-ITS 
WRITE(L2,llllJ 

111 FORMAT(//,' O NUMERO OE ITERACDES FOl',15,//l 
1 CONTINUE 

RETURN 
ENO 
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SUBROUTINE DUHAM(AM,I,TE,ITIPC,FREQ,DLHA,TEZOI 
IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z),INTEGER*2(1-NI 

C ESTA MATRIZ CALCULA A INTEGRAL DE DUHAMEL PARA 
C FUNCOES DA TABELA 6.1 

CIMENSION AM(8l,FREQC40l 
FRO=FREQ(l) 
GO TOll,2,3,4),ITIPO 

l CUHA=AM(I)*ll.-DCOS(FRC*TE)l/FRO 
GOTO 5 

2 OUHA=AM(Il*(TE-OSIN(FRO*TEI/FRGI/FRO 
GOTO 5 

3 PII=3.1414S265359*2. 
OUHA=AM(ll*TEZO/l(FRO*TEZOl**2-PII**2l 
DUHA=DUHA*(FRO*TEZO•DSIN(Pil*TE/TEZCl~Pll*DSIN(FRC*TEII 
GOTO 5 

4 IF(TEZO.GT.TE)GO TO 6 
DUHA=AM(Il•!l.-DCOSIFRO*TEll/FRO 
GOTO 5 

6 DUHA=AM!ll*IDCOSIFRO*ITE-TEZO))-DCOS{FRO*TEI 1/FRO 
~ CONTINUE 

C PARA NOVA FUNCAO E S0 OLHAR NO LIVRO 00 FREZ 
RETURN 
ENO 

SUBROUTINE CONDEISE,NGI 
IMPL!CIT REAL*81A-H,D-Zl,INTEGER*2(I-NI 

C ESTA SUBROTI/IA FAZ A CONDENSACAO DOS 2 ULTIMOS 
C DESLOCAMENTOS DA MATRIZ OE RIG!OES DO ELEMENTO 

DIMENSION SE(l0,101 
fl=NG 
M=NG-1 
L=NG-2 
DET=SE!M,Ml*SE!N,Nl-SE!M,Nl**2 
SE!N,1',l=SE!M,M) 
SEIM,Ml=SE!N,Nl/OET 
SE!N,Nl=SE!N,Ml/DET 
SE!M,Nl=-SEIM,N)/DET 
SE!N,M,l=SE!l',,NI 
DO l I=l,L 
DO l J=M,N 
SE{J,Il=O. 
DO l K=M,N 

1 SE!J,I )=SE!J,I>+SE!K,.Jl*SEII,KI 
CO 3 l=l,L 
DO 3 J=l,I 
00 2 K=M,N 

2 SE!J,ll=SE!J,Il-SEIJ,Kl*SEIK,Il 
3 SE{I,Jl=SEIJ,I) 

RETURN 
ENO 
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SUBROUTINE CONMACA,SE,NB) 
IMPLICIT REAL*í:CA-H,0-Zl ,INTEGER*Z(I-N) 

C ESTA SUBROTINA FAZ A CONGENSACAO 00S 2 ULTIMOS 
C DESLOCAMENTOS NA MATRIZ DE 'MASSA' 00 ELEMENTO 

D!MENSION ACI0,10),SE(IG,101 
N=NB 
M=N-1 
L=N-2 
GO 1 I=l,L 
GO 1 J=M,N 
DO 1 K=M,N 

1 ACJ,IJ=A(J,Il-ACJ,Kl*SECK,I) 
DO 4 I=l,L 
00 4 J = 1, I 
GO 2-K=M,N 

2 ACJ,I)=ACJ,I)-SECK,Jl*A(K,Il 
DO 3 K=M,N 

3 A(J,ll=ACJ,Il-A(J,Kl*SECK,Il 
4 ACI,Jl=AIJ,Il 

RETURN 
END 

SUBROUTINE ROTACSE,ESPC,ESPF) 
IMPLICIT REAL*e(A-H,0-Zl,INTEGER*ZCI-Nl 

C ESTA SUBROTINA TRANSFGRMA A MATRIZ CEVICO A MUCANCA 
C DOS DESLOCAMENTOS NODAIS CONSIDERADOS 

úlMENSION SE(1C,10l,TC8,8l,CMULTC8) 
OE=ESPC+ESPF 
DO 100 I=l,8 
DO 100 J=l,8 

IOG T< I,J l=C. 
TCl,ll=l. 
TI 2,21=1. 
T12,3l=ESPC/OE 
TC2,7)=1. 
T13,3l=l. 
T13,7)=1. 
T14,7l=l. 
1(5,4)=1. 
1(6,5)=1. 
T(6,6l=ESPC/DE 
T<6,8)=1. 
T17,6)=1. 
117,8)=1. 
118,8)=1. 
00 3 I = 1, 8 



DO 2 J=l,8 
CMULT{Jl=O, 
CO 2 K=l,8 
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2 CMULT!Jl=CMULTIJ)+SEII,Kl*l{K,J) 
CC 3 J=l,8 

3 SEII,Jl=CMULTIJ) 
00 13 I = l, E 
C·Q 12 J=l,E 
CMULT{Jl=O. 
00 12 K=I,8 

12 CMULT{Jl=CMULTIJ)+SEIK,ll*T{K,Jl 
co 13 J=l ,8 

13 SEIJ,Il=CMULT!Jl 
RETURN 
ENO 

SUBROUTINE RISIN(XE,RIS,ESFC,ESPF,NGLN,SE,ICOl 
IMPLIC!T REIL*81A-H,0-Zl,INTEGER*2lI-N) 

C ESTA SUBROTINA MONTA A MAlRIZ DE RIGIDEZ GEOMETRICA 
C CO ELEMENTO COM 4 GRAUS DE LIBERDACE POR NO 

DIMENSION RIS(lO,lOl,SE!I0,10) 
CC 1 1=1,10 · 
DO 1 J=l,I 

l RISIJ,I)=O, 
RIS( 1,ll=l,2/XE 
RISII,,1=0,1 
RIS!l,5)=-RISII,ll 
RIS11,6)=R!Sll,2) 
RIS12,2l=XE/7,~ 
RIS12,5l=-RIS11,2l 
RJS(2,61=-0.25*RIS12,2l 
RJS15,5l=R!Sll,ll 
RIS(5,6l=RISl2,5) 
RISl6,6l=RIS12,2) 
00 2 I=l,10 
e e 2 J= 1 , 1 

2 R!Sl!,J)=RISIJ,ll 
C SE FOR MATRIZ DE MASSA OIAGONALI MUDANCA OE GRAUS OE LI8) 
C USAR (EXCETC SE NGLN=3) 
C CALL ROTAOIRIS,ESPC,ESPFl 

IFINGLN-3)1C2,101,102 
101 IV=8 

CALL ROTA(RIS,ESPC,ESPF) 
IFIICO,GT.Ol GOTO 14 
CALL CONMA(RIS,SE,IV) 
GOTO lC, 

14 CALL CONDEIRIS,IVl 
102 RETURN 

END 
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SUBROUTINE SAlNDIN,Sl 
IMPLICIT REAL*81A-H,O-Zl,INTEGER*2CI-Nl 
CIMENSION S(40,40l,Gl40l,Hl40l 

C ESTA SUBROTINA INVERTE A SUBROTINA PELO MElODO DE 
C PARTICAO 

NN=N-1 
Sll,ll=I.O/Sll,ll 
CC 110 M=l,NI\ 
K=l"+l 
DO 60 I=l,M 
G l I l =O. O 
00 éO J=l,M 

60 GCil=Glll+SlI,Jl*SIJ,Kl 
O=G.O 
00 7C I=l,M 

70 D=O+SCK,Il*Glll 
E=SCK,Kl-D 
SIK,Kl=l.O/E 
DO 80 I=l,M 

80 Sll,Kl=-G(Il*SIK,Kl 
DOSO J=I,M 
HCJl=O.O 
DO 90 l=l,M 

'lO H(Jl=H(Jl+~CK,Il*Sll,Jl 
00 100 J=l,M 

100 SIK,Jl=-H(Jl*S(K,Kl 
DO 110 I=l,M 
CC 110 J=l,1" 

110 SII,Jl=SII,Jl-G(Il*SIK,Jl 
RETURN 
END 



c 
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IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Zl,INTEGER*2(I-NI 
REAL*8 MOltBI 
INTEGER*4 Ll,L2 
OIMENSION X(301,NAl101,IA(l0,41,Sl40,41,PS(4C,401, 

*PP(40,401,SE(10,101,LRC(l201,ASSA(40,41,ASAN(10,101, 
* F RE Q ( 4 O 1 , L RL ( 120 1 , L R C L ( 12 O l , L RP 1 120 1 , LRC P 1 12 O 1 , LR { 12 O) 
*,RISl10,10l 

CIMENSION XA(401,Q0(40) ,VCG(40l ,XU(401,P(401,T(81 
*,AM(8),EQ0(81,EVQ0(8l,Pl{4l,FRE(40,8) 
*,EP(8) ,Pll4) 

OIMENSION ASPP(40,4),ASPS(40,40) 
EQUIVALENCEIPS(l600J,Pl(41l 

C ANALISE DA RESPOSTA DINAMICA DA VIGA SANDWICH 
c 

Ll=5 
L2=é 
LB=4 

C ESTE PROGRAMA NAO FOI OTIMIZADO - E APENAS OIOATICO 
C SE QUIZER VARIAR O NUMERO DE FREQ. BASTA MUDAR NAUTO 

NAUT0=3 
8 WRITE(L2,101 

C SE NAO DESEJAR AS CARGAS OE FLAMBAGEM FAZER 
C IG-0=0- E- - - HlRCA=-0. 

IC0=-1 
10 FORMAT(//,65( 1 - 1 11 

WRI TE {L2, 10) 
READ(Ll,141 

14 FORMAT(80H 
* J 

WRITE(L2,14l 
NNPE=2 

C NNPE - NUMERO DE NOS EXTERNOS DO ELEMENT0(21 
C VL - COMPRIMENTO DA VIGA 
C NN - NUMERO DE NOS 
C NNDP - NUM. DE NOS COM DESLOCAMENTO PRESCRITO 
C NGLN - NUM. DE GRAUS DE LIBERDADE PCR NO EXTERNC 
C IG - CCCIGO DE GERACAO AUTOMATICA DOS FONTOS NODAIS 
C LV - TESTE DE ANALISE DINAMICA COM CARGA AXIAL 
C SO CARGAS DE FLAMBAGEM(LV MENOR QUE CI 
C SO FREQUENCIA NATURAL (LV IGUAL A OI 
C FREQ. NAT. COM CARGA AXIAL ILV MAIOR QUE OI 

READ(Ll,20) VL,NN,NNDP,NGLN,IG,LV 
20 FGRMAT(F5.C,515) 

C TESTE PARA VERIFICAR SE AINDA HA PROBLEMA 
IF(NN.EQ.OJGO 10 990 
WRITE(L2,221 

22 FORMAI(//' VL NN NNDP NGLN IG LV'/l 
WRITE(L2,20)VL,NN,NNDP,NGLN,IG,LV 
NN2=NN*NGLN 
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NE=NN-1 
C TESTE PARA VER SE HA GERACAO AUTOMATICA DOS P. NODAIS 

e 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

e 

e 
e 
e 
e 

IF(IG.EQ.OlGO 10 4C 
AZI=VL/NE 
00 32 1=1,NN 
XIIl=II-ll*AZI 

32 CONTINUE 
GOTO 50 

40 CONTINUE 
REAO(Ll,36)(1,X(ll,1=1,NN) 
WRITEIL2,341 50 

34 

36 

52 

54 
58 

60 

62 

701 

FORMAT(//' e o o R D EN A o A s o e s No S1 //) 

WRITE(L2,36l(I,X(Il,I=l,NN) 
FORMATII5,Fl0.2l 
WRITE(L2,52l 
FORMAT(//' O E F I NICA O O E APOIO S'//l 
00 54 I=l,NNOP 
REAO(Ll,58lNA( !l,( IA( I,Jl,J=l,NGLNl 
WRITEIL2,58lNA(Il,CIA(I,Jl,J=l,NGLNI 
FORIV.AT(915) 

ATE AQUI OS PROGRAMAS SAO IGUAIS 
WRITE(L2,60) 
FORMATI//' PROPRIEDADES DOS ELEMENTOS'//) 
REAO(Ll,621 ESPC,ELAC,GC,ESPF,ELAF,GF,ROC,ROF 
FGRMAT(21Fl0.6,2Fl0,0l,2F10.7) 

ESPC - ESPESSURA DO NUCLEO 
ELAC - i"OCULO DE ELASTICICAOE 00 NUCLEO 

GC - MODULO OE RIGIDEZ AO CISALHAMENTO 00 NUCLEO 
ESPF - ESPESSURA DE UMA FACE(SAG IGUAIS) 
ELAF - MODULO DE ELASTICICAOE DA FACE 

GF - MODULO DE RIGIDEZ AO CISALHAMENTO DAS FACES 
ROC - DENSIDADE CO i"ATER!Al DO NUCLEO 
ROF - DENSIDADE DO MATERIAL DAS FACES 

WRITE(L2,62IESPC,ELAC,GC,ESPF,ELAF,GF,ROC,ROF 
WRITEIL2,10l 

SE IDINA MAIOR QUE ZERO HAVERA ANAL. DA RESP, DINAM. 
REAO(Ll,58lIDINA 
IF(IOINA,GT.Ol~RITE(L2,70ll 
FORMATC' HA ANALISE DA RESPOSTA DINAMICA'l 

ZERAGEM E POSTERIOR MONTAGEM DOS INDICES CONTADORES 
LR E LRC - POSICAO 00 GRAU DE LIBERDADE NA ESTRUTURA 
LRL E LRCL - PCS. DO G. LIB. NA MATRIZ DCS G,L. PRINC, 
LRP E LRCP - POS. DOS G.L. NA MATRIZ aos G.L. SECUND. 

00 55 l=l,NN2 
LRCIIl=O 
LRIIl=O 
LRLCil=O 
LRCLCil=O 
LRP( 11=0 
LRCP( l l=O 
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55 CONTINUE 
DO 150 I=l,NNDP 
00 150 J=l,NGLN 
IF(IA{l,Jl.Gl.OlGO TC 150 
IB=NGLN~(NA(I)-ll+J 
LRI 1B )=l 
1F{J.GT.2lGO 10 147 
LRLIIBl=l 
GOTO 150 

147 LRP(IB)=l 
150 CONTINUE 

LRC(l)=LR(ll 
LRCLI ll=LRLI ll 
LRCP lll=LRP( l l 
DO 152 IB=2,NN2 
LRCL(IBl=LRCL(IB-ll+LRL(IBl 
LRCP(IBl=LRCP(IB-ll+LRP(IBl 

152 LRC(IBl=LRCIIB-ll+LR(IB) 
ILIV=NN2/2-LRCL(NN2l 
IRES=NN2/2-LRCP(~N2) 
IF(IRES.GT.401 GOTO 1000 

C ZERAGEM DAS AREAS OE TRABALHO 
es DO 66 I=l,ILIV 

DO é5 KASSll=l ,4 
ASSAll,KASSAl=O. 
S( I,KASSAl=O. 

f5 CONTINUE 
DO 6é J=l,IRES 
ASPSCJ,ll=O. 

ff PS(J, 1 l=O. 
DO 67 I=l,IRES 
00 68 KASS/l=l,4 

fE ASPPII,KASSAl=O. 
DD 67 J=l,IRES 

67 PP( I ,J l=O. 
JBMAX=C 

C MONTAGEM 011S MATRIZES GLOBAIS 
DO 106 KJ=l,NE 
IF(IG.EQ.OlGO TO 92 
IFIKJ.GT.llGD TC 94 

92 XE=X{KJ+l)-X(KJ) 
CALL SANOQ(XE,ESPC,ELAC,GC,ESPF,ELAF,GF,NGLN,SEJ 

e SE QUIZER USAR e ELEMENTO L USAR COMO 
C CALL SANOLIXE,ESPC,ELAC,GC,ESPF,ELAF,GF,NGLN,SEl 
C TESTE PARI! DETERMINAR 
C CARGAS OE FLllMBllGEM (ICO=-ll 
C FREQUENCIAS NllTURlllS SEM CARGA AXIAL (ICO=Ol 
C FREQUENCIAS COM CARGll AXIAL (ICO MAIOR QUE Ol 

IFCICD)80,91,S3 
80 CALL RISAN(XE,ASAN,ESPC,ESPF,NGLN,SE,ICG) 



FORCA=O. 
GOTO 94 
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93 CALL RISANIXE,RIS,ESPC,ESPF,NGLN,SE,ICDl 
91 CALL MASAQ(XE,ESPC,ROC,ESPF,ROF,ASAN,NGLN,SE) 

C NO CASO DO ELEMENTO USADO SER O L USAR 
C 91 CALL MASAL(XE,ESPC,ROC,ESPF,ROF,ASAN,NGLN,SEl 

94 CONTINUE 
IONTA=IKJ-ll*NGLN 
DO 100 L=l,NNPE 
DO 100 K=l,NNPE 
DO 100 J=l,NGLN 
JE=NGLN*IL-ll+J 
Jl=IONTA+JE 
IF(LR(Jll.GT.OJGO TO 100 
DO 99 I=l,NGLN 
IE=NGLN*IK-ll+l 
IB=IDNTA+IE 
JB=JE-IE+l 
IF(LRIIB).GT.O)GO TO 99 
IF(J.GT.2lGO TO 200 
ISC=Jl/2+1-LRCL(Jl) 
IF{I.GT.2)GO TO 199 
I SL= l B/ 2+ 1-L RC L ( I B l 
IF(ISC.LT.ISL)GO TO 99 
ICOL=ISC-ISL+l­
ASSAIISL,ICOLJ=ASSAIISL,ICOLJ+ASANIIE,JE) 
SllSL,ICOll=S( ISL,1COL)+SE( IE,JE)-FORCA*RISI IE,JEJ 
GOTO 99 

199 ISL=IB/2-LRCPIIB) 
PSIISL,ISCJ=PS(ISL,ISCl+SEIIE,JEl-FORCA*RIS!IE,JEl 
ASPS(ISL,ISCl=ASPS!ISL,ISCl+ASANIIE,JEl 
GOTO 99 

200 IF(l.LT.31GO TO 99 
ISC=Jl/2-LRCPIJll 
ISL=IB/2-LRCPIIBl 
PPtISL,ISCJ=PP(ISL,ISC)+SEIIE,JE)-FORCA*RISIIE,JEl 
IF(ISC.LT.ISLlGO TO 99 
ICOL=ISC-ISL+l 
IFIJBMAX.GE.ICOLIGO TO 104 
JBMAX=ICOL 
IFILB.LT.JBMAX)GO TO 1000 

104 ASPP(lSL,ICOLl=ASPP(lSL,ICOLl+ASANIIE,JEI 
99 CONTINUE 

100 CONTINUE 
106 CONTINUE 

C CONDENSACAO DA MATRIZ OE RIGIDEZ 
CALL SAlNO{IRES,PPl 
00 209 I=l.IRES 
00 208 J=l,ILIV 
FREQ!Jl=O. 
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GC .207 K=l,IRES 
207 FREQIJl=FREQIJl+PPll,Kl*PSIK,JI 
208 CONTINUE 

00 209 J=l,ILIV 
PPII,Jl=FREQIJI 

209 CONTINUE 
C GBTENCAO DE -~lC*IKOO-ll*KOl-KlO*IKOO-ll*MCl 

DO 232 I=l, ILIV 
00 2 3 O J = 1, ILI V 
FREQIJl=O. 
00 23( K=l, IRES 

230 FREQ{Jl=FREQ{Jl+ASPSIK,Il*PPIK,Jl 
CG 232 J=l,ILIV 

232 ASPSIJ,Il=-FREQ(Jl 
00 234 I=l,ILIV 
OG 234 J=l,I 
ASPSIJ,Il=ASPSIJ,Il+ASPSII,Jl 

234 ASPSII,Jl=ASPS(J,Il 
C OBTENCAO OE KlG*IKOO-ll*MOO*IKGO-ll*KOl 

00 23S I=l,ILIV 
00 238 J=l,IRES 
FREQIJl=O. 
00 235 K=l,JBMAX 
KA=J+K-1 
IF{KA.GT.IRESIGO TO 236 

235 FREQIJl=FREQ{Jl+PPIKA,Il*ASPPIJ,Kl 
236 CONTINUE 

00 237 K=2,J8MAX 
KA=J-K+l 
IF{KA.LT.llGC TC 238 

237 FREQ{Jl=FREQIJ)+PP{KA,Il*ASPPIKA,Kl 
238 CONTINUE 

00 239 J=l,ILIV 
DO 239 K=l,lRES 

239 ASPSII,Jl=ASPSII,Jl+FREQ{Kl*PPIK,Jl 
C SOMA OE Mll 

00 245 I =l ,lllv 
00 245 J=l, I 
IFII-J-JBMAXl240,244,244 

240 Jl=I-J+l 
ASPSIJ,Il=ASPSIJ,Il+ASSAIJ,JI) 
ASPSII,JJ=ASPSIJ,Il 

244 CONTINUE 
245 CONTINUE 

DO 219 1=1,ILIV 
00 218 J=l,I 
FREQIJ)=C. 
00 217 K=l,IRES 

217 FREQ{J)=FREQ(J)+PS(K,Jl*PP(K,Il 
218 CONTINUE 



c 

220 

222 
219 

223 

601 

229 
700 

300 

303 

302 

310 
311 

314 

320 

321 

324 

1000 
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DO 219 J=l,I 
IF(I-J-JBMAXl22C,222,222 
JI=I-J+l 
PP(J,Il=StJ,JI)-FREQ(JJ 
GOTO 219 
PPIJ,I)=-FREQ(Jl 
CONTINUE 
DO 223 I=l,ILIV 
00 223 J=l,I 
PPII,JJ=PPIJ,IJ 

CHAMADA DA MATRIZ DE AUTOVALORES 
NISC=ILIV 
CALL NEGIEIPP,ASPS,NISC,FREQ,JBMAX,NAUTO,FREI 
DO 229 J=l,NAUTO 
IF(FREQ(JI.Gl.OJGO TO 229 
WRITE(L2,6Cll 
WRITEIL2,700l FREQ(JJ 
FORMAT(/ 1 ESTE AUTOVALOR SERA IMAGINARI0',/1 
FREQIJJ=-FREQ(JI 
FREQlJJ=DSQRTll./FREQIJJI 
FORMATl8El5.61 
IF(ICOJ300,31C,320 
WRITE(L2,101 
WRITE(L2,303l 
FORMAT(//,' AS CARGAS REAIS DE FLAMBAGEM SAO AS ',/1 
00 302 I=l,NAUTO 
FREQ(Il=FREQ(Il**2 
FORC=FREQ(ll*O.l 
WRITE(L2,700l(FREQ(Jl,J=l,NAUT0l 
ICO=O 
WRITEIL2,101 
IF(ICO.GT.LVJ GOTO E 
GOTO 89 
WRITE(L2,3111 
FORMAT(//,' AS FREQUENCIAS REAIS DE CARGA NULA SAO',/l 
WRITE(L2,7COllfREQ{Jl,J=l,NAUTOI 
WR I TE ( L 2, 1 O l 
IF(IDINA.GT.OJGO TO 420 
ICO=l 
FORCA=ICO*FORC*3 
IF(ICG.GT.LVJ GOTO 8 
GOTO 89 
WR I TE ( L.2, 3 21 l 
WRITEIL2,700l(FREQ(JJ,J=l~NAUTOI 
FGRMAT(/,' AS FREQ. REAIS OE VIGA CARREG. SERAO'/l 
WRITEIL2,10l 
IF(IDINA.GT.O)GO TO 421 
ICC=ICO+l 
IF(ICO-LVl89,8,8 
WRITE(L2,1Gl 



WRITE(L2,1Cl 
GOTO 8 
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C FORMACAO DOS VETORES MASSA DESACOPLANTE 

c 
c 
c 
c 

'i20 CONTINUE 
DO 63 I=l,ILIV 
P(Il=O. 
QO ( I l = C. 
VQO(ll=O. 

63 CONTINUE 
READ(Ll,58lNNC,NCD 
WRITE(L2,58lNNC,NCD 
IF(NNC.LT.llGO TO 380 
WRITE(l2,3l:8l 

368 FORMAT(//' CARGAS NOS NO S'//l 
NGL=2 
DO 372 I=l,NNC 
REAO(Ll,400) K,(Pl(Ll,L=l,NGLl 
WRITE(L2,400lK, (Pl(Ll ,L=l,NGLJ 
DO 372 L=l,NGL 
IB=NGL*(t<-ll+L 
IB=IB-LRCL ( lBl 

372 P(IBJ=Pllll 
3€0 IF(NCO.EQ.O)GG TC 388 

REAG(Ll,38'il QC 
38'i fORMAT(FlO.ll 

WRITE(L2,386JQC 
36(: FORt',AT(//,' CAR. I.JNIF.',/,' Q=',F9.3,' PCR UN. DE CG',//J 

T(ll=XE*QC/2. 

390 
388 

704 

T(2l=XE**2*QC/12. 
TC5l=TCll 
T(6)=-TC2l 
DO 390 I=l,NE 
IONTA=(KJ-ll*NGLN 
DO 390 L=l,NNPE 
DO 390 J=J.,NGL 
JE=NGLN*( L-1 )+J 
IB=IONTA+JE 
IFILRIIB).GT.OlGO TO 390 
ISC=IB/2+1-LRCL(IBl 
PtlSCl=P(ISCl+TCJEl 
CONTI!liUE 
CONTINUE 

!TIPO - CODIGO CC TIPO DE VARIACAO DA CARGA VARIAVEL 
LEITURA DO IND. INOIC. 00 TIPO DE VAR. DA CARGA 

TEZO - TEMPO DE DURACAO DA CARGA UNIFORME(ITIP0=3l 
TEZO - PERIODC CA CARGA TIPO SENOIDAL(ITIP0=4l 

REAO(Ll,'iOOlITIPO,TEZC 
WRITEIL2,704l 
FCRMATI//,' T. CARG. TZERO',//l 
WRITE(L2,4CO)ITIPO,TEZC 
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C LEITURA DOS INDICES INDICADORES DE DESLOCAMENTOS 
C E VELOCIDADES NODAIS INICIAIS 

e 

READ{Ll,58l!CO,IVQO 
WRITElL2,706l 

706 FORMAT{//,' IQO IVQD'/l 
WRITE{L2,58llQC,IVQO 
IFlIQO.EQ.O)GO TO 410 
WRITE{L2,398) 

398 FORMAT{//' DESLOCAMENTOS INICIAIS NODAIS'//) 
CD 402 I=l,IQO 
R E AO { L 1, 4 O O ) K , l P I l Ll , L = 1 , NGLN l 

40C FORMAT{I5,8Fl0.2l 
WRITE{L2,400lK,{PI(ll,L=l,NGLNl 
00 402 L=l,NGLN 
l8=NGLN*{K-ll/2+L 
18=1B-LRCL{IB) 

402 Q·O{ IBl=PI{ll 
410 IF{IVQO.EQ.O)GC TO 418 

WR I TE { L;; , 4 11 ) 
411 FORMAI{//' VELOCIDADES NODAIS INICIAIS'//) 

DO 416 I=l, IVQO 
REAO{Ll,40G)K,{PI{LJ,L=l,NGLNJ 
WRITE{L2,4GGlK,{PI{Ll,L=l,NGLNl 
IB=NGLN*(K-ll/2+L 
00 4H: L=l,NGLN 
IB=lB-LRCl{ IB l 

416 VQC(!Bl=PI{Ll 
41E CONTINUE 

421 00 460 I=l,NAUTO 
MOI{Il=O. 
MUI l=O. 
EVQO{ I l=O .• 
EQO(Il=O. 
DO 438 J=l,NISC 
XA{Jl=O. 
00 432 K=l,NISC 

432 XA(Jl=XA(Jl+FREtK,Il*ASPS(J,K) 
438 CONTINUE 

C FORMACAC 00 VETOR CARGA DESACOPLANTE 
DO 439 J=l,NISC 

439 MDI{Il=MDltll+XA{Jl*FRE{J,Il 
00 442 J=l,NISC 

442 AM(Il=AM(Il+FRE(J,ll*PIJ) 
IF{IQO.EQ.ClGO TO 44E 
DO 446 J=l,NISC 

446 EQO{Il=EQO{Il+JV.Cl{ll*XA{Jl*QO(Jl 
448 IF{IVQO.EQ.O)GO TO 460 

DO 452 J=l,NISC 
452 EVQD{ll=EVQO{Il+MDI{Il*XA{Jl*VQO(Jl 



460 CONTINUE 
WRITEIL2,101 

PII=3.1415926535€9793 
TFU=2.*Pll/FREQ(ll 
WRITEIL2,708ITFU 
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708 FORMITI/,' O TEMPO FUND. E',Fl0.6, 1 SEG',//I 
WRITEIL2,101 
00 600 JB=l,40 

WRITEIL2, 101 
TE=TFU*JB/40. 
00 5CC I=l,NAUTO 
EPl=EQO(Il*DCOS(FREQ(Il*TEJ 
EP2=EVQO(Il*DSIN(FREQ(Il*TEI/FREQIII 
CALL OUHAMIAM,I,TE,ITIPO,FREQ,OUHA,TEZO) 
EP3=0UHA/MOI(ll/FREQ(ll 

500 EP{ll=EPl+EP2+EP3 
WRITEIL2,5C21JB 

502 FORMAT(// 1 PARA A FRICA0',15,' OS DESLOCAMENTOS SAO'//l 
00 510 L=l,NISC 
XUILl=C. 
CD 510 K=l,NAUTO 

510 XUILl=XUILl+FREIL,Kl*EP(K) 
IRE=ILIV+l 
C,Q.530 J=l,NN 
DO 530 1=3,4 
IEC=NN2+1-NGLN*IJ-ll-I 
lf(LR(IECl.GT.ClGO TO 52€ 
IRE=IRE-1 
IEC=IEC/2+1 
XUIIECl=XU(IREJ 
GOTO 530 

528 IEC=IEC/2+1 
XUIIEC)=O. 

530 CONTINUE 
WRITE(L2,504J 

504 FORMAT{3X,'N0 1 ,8X,'FLECHl',4X,'ROT. TOTAL',//) 
WRITE(L2,5C51 <I,XUl2*1-ll ,XUl2*Il,T=l,NNI 

505 FORMAT(l5,2Fl4.81 
6Ci0 CONTINUE 

IFIICO)lCOC,314,324 
990 CALL EXIT 

ENC 


