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SUMARIO

1 4

Neste trabalho é analisada a estabilidade elastica-
"de estruturas, utilizando o método dos elementos finitos.

Procurou-se inicialmente apresentar um sumario dos
critérios gerais de estabilidade, para em seguida, baseando-se nes
teés critérios, introduzir-se uma modificag¢do no processo desenvol-

vido por Gallagher e outros.

Foi elaborado um programa de calculo automitico e

aplicado a diversos casos de vigas, porticos e arcos planos.
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'ABSTR AVC T

In this paper we study the elastic-stability of

structures, using the finite elements method.

In the first part it is presented an overall view
of the stability criteria, and the essential difféfences - among
them.
Using the criteria of the stationary value of = the

potential energy we have modified the method of Gallagher.

It was prepared a computer program for the analyéis.
of the stability problems and we present some applications for the

- case of beams, frames and archs. .
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CAPI TULo I

1T - CRITERIOS DE ESTABILIDADE

1Lt o- Genera11dades

| A teoria da estabilidade e1ast1ca desenvolveu -se in
_dependentemente das teorias de estab111dade existentes. Para 1sto
concorreu a investigacdo de-estab111dade,de,p051goes de equi]?brio,
associada com o conceito de carga critica. 0 mérito deste procedi -
. mentO'deve-Sea_Leonhard Euler, que em seu trabalho "De Curvis_'E-
iasticis“; publicado em 1744, colocou o problema da estabi1fdade
de uma cqiuna e apontou o caminho certo para a sua solu¢do tedorica.
fEsté'seu'traba]hb‘é-a base do métodp do,éqﬁi1{brio;_0u-ﬁétodo' de
 Euler. B |
| A‘feoria deEﬁ?er bérméneceu 1ongo_temporsem'aplﬁég
'g567ﬁF§tiC§s.Pdis,ios:princfpais materiafs estrutura1s uﬁades, en- "
1tio; eram a pedra‘e a. madeira. So com a utilizacdo intensiva - do
-a¢o na construgao, no. princhio do século XIX, pr1nc1pa]mente ‘_ém'
obras;d_arte ferroviarias, e_quero problema voltou a'preocuparf 6§'
”-projethtas.r Acontece qué 0s resuitados obtidos pe!d.teofja de
'}Euler._ﬁo,caso~de colunas cuffas e de compf{mento;médio, nio con-
_zcbrdafah com os fesuitados‘de-teStes experihentais | Este fato foi
0 responsavel pelo abandono quase total de sua teoria. “Muitos péSg
;quisauores, entretanto, procuraram conc11iar a teoria ‘de Euler com
os resultados experimentais.' Finalmente, f01 reconhecido-que. em
'_todos os casos onde houvera discrepancia, o limite elastico tinha
sido excedido.- Assim, ficou estabelecido 0 limite elistico do-ma-

{terial.;omo 0 ngjte de,ya1idade da teoria de_EuIef.

Todo este contratempo, que ocorreu do divdrcio en-



tré a teoria e as prbpriedades dos materiais, provocou o retarda-

mento da teoria da estabilidade elistica.

PoSteriormenté, com o aprimoramento dos processds
‘tecnofﬁgicos, forah bbtidos acbé mais resistentes. _com 1sto,' foi
possivel consﬁruirelementos éstruturais mais esbeltos. Combinando
_estes-eTementos, 0os projetos puderam, com uma reducao de peso, a-
~-tender sués finalidades‘e'se torharam céda vez mais comuns. A ele
vécﬁo do 11mite-e155titb do material é_a‘esbeltez dos  elementos,
porténtd, ampliaram as situagEes.onde a hipﬁtesé da es;fuﬁura ser

elastica se verifica.

| No princfbio.deSte'século, Timoshenko (15 deu  uma
grande contribuigﬁo,rquando usou extensivamente o critério da ener
gfa na -solucdo aproximada de cargas criticas em problemas-de esia-
bilidade elastica. Estas solugoes estdo intimamente ligadas  com
-0 método de Ritz (2) e varios pesquisadores como Trefftz (3), Bu-
~diansky e Hu_(4); propuseram modificacﬁés para determinar um limi-

te inferior das cargas criticas.
_Zireg]er (5), por razdes que serao expostas mafs adfan
te, recomenda um terceiro critério, o criterio cinemdtico.

Em seguida, serd feita uma apresentacdo nos critérios

citados e uma analise critica sobre eles.

0 conteﬁdo-das'sécaes seguintes deste capTtulo acha

se,'essencia1mente, nos 1ivros de Ziegler (5) e Leipholz (6) .

Ty



1.2 - Critério do Equilibrio

Os. metodos ehprégados para determinar se um sistema,:
em uma dada'configuragad, e estavel ou nio, sio o resultado da a-
p1fca¢50 de um certo critErio. 0 método de Euler, ou ﬁEtodo do e-
qui?brio, parte da premissa de que devem coexistir distintas confi.
guraéﬁés de equilibrio, bara uma mesma condicao de carga, na oca-
siao em que uma cdnfigukagio déixa'de'ser estavel, o que correépdﬁ
deria arum equi17br1b'neutrﬁ, ou 1nd1féfente._

Seja para exemplificar, uma coluna bi-rotulada, de
"segEo transversa1.constante; homogenea, elastica e que obedece a
“lei de Hboke. Sejam ainda: 2 , b comprimento da coluha e a=ET,
a sua riéidez a flexdo. Deseja-se estudar o comportamento da cdlg
.na, quandd-éubmetida a uma carga axiaT, P , crescente, de compres
'-gﬁo, agindo sobre sua extremidade suﬁefior. A.co1uha estd referi-

da ao sistema de eixos ipdicédo na figura.- (1.2.1).

P

e FIGURA(1.2.1]



Assumindo qdé a forma defletida seja uma possivel
;'posigid'de équi]?bﬁio,;e1a—deve_$atisfa2et'E'équagio diferenqiél
linearizada: | -

y" + k2y=0, (1.2.1)
S com®

e as condi¢des de contorno

- y(0) =0 , vy = 0
'A'501ugio g%ral de (1.2.1) §:._:
J._f'='A;c05 kg'+ B sen ki.';‘ - :(1.2,4)
- Da primeira'condfcio_(1.2.3). Qemque
1A:=o_ _:' R kx.z.sf
e da segunda,

o

s Bsemke=0 . (1.2.6)
Para k arbitririo, a eq. (1.2.6) implica em B=0,

‘_o.que,.em'ptesenga de (1;2.5);=signffica que a unica so]dgiq.pbssi



vel E y =0, ou seja, a sblucio-thiviél de,(1.2;1);
Para__B'# 0,,'osﬁvéiore5'de _k' dados por

Ko=no/2 . (no=1,2,3,...) 0 (1.2.7)
verificam (1.2.6) e a solucdo ndo trivial de (1.2.1), para um dado

n, e
yn.= B sen (nm x/2) . . (1.2.8)

‘Como B @& arbitrar1o, (1 2.8) fornece distintas configuragoes de

_quuilerio para um mesmo va1or de k- e, portanto, deg'P .

Com este resu1tado pode-se, ap11cando 0 criter1o ex_r
p11car 0 comportamento ‘da co1una quando P cresce desde o -valor
zero.'-Dg (1.2;2) e {1.2.7) tira-se que_ “ o S |

i.pﬁ'=In=ﬂ=a/z= ; (n = 1,2,3,.;.) o (1.2.9)
Assim, para“a coluna carregada-com- 0'5-P;£.P] , @ forma'réta‘é es
"t3Qe1, por”séf a Unica forma poss?ve1-dé'equ11Tbrio: ‘Quando P a
-tinge-o-va1or_ﬂP] , esta forma; de acordo “com 0 critério, & insta-
"vél. A carga 'Pf € ‘chamada de pr1me1ra carga critica da coluna e
0 modo como esta se deforma (dado por (1 2. 8) para n = T) ,de pri '
'meiru'modo de f1ambagem De uma maneira geral, a primeira cargar
' cr?tica e a de interease na pratica, pois, atingida esta ‘carga, as
deflexoes da coluna pbdem vir a ser excess1vas.. Matematicamente >

”entretanto, admitindo -se que a equacao (1.2, 1) permanega _ va}ida, ,



QUandoi P for major que P, , 3 Gniﬁa forma possivel de equili-
brio sera, ainda, a forma reta. Quando' P atinge o valor Pz , Q

co]una volta a f]ambar, sb que, agora, de um outro modo.

Na figura (1.2.2) estdo representados os‘tres pr1me1

ros modos de flambagem da co1una em estudo,

(12) C2®) (32)
FIGURA 1.2.2

+

1.3 - Critério da Energia

A energia potencial total, ou simplesmente, energia

potehcial de um sistema el3stico, e dada por:

v = vl yyle) | (1.3.1)
onde fv(‘).é a energia de deformacdo interna e y(e) s+ 0 potencial

das cargas externas.

0 lugar geométrico de todos os pontos de um sistema



“em um dado instante, € chamado de ~configuracao do sistema. Esta
'configuragio_pode ser referida a um sistema de eixos cartesianos,
tri-dimensional, e ser representada por uma fungdo, a qual ndo po-
de ser arbitraria por duas razdes:
1 - gla deve satisfazer ds condigoes de continuidade,até
uma certa ordem de suas derivadas, i8so, de acordo
com a natureza do problema. Por exemplo, numa colu-
na a sua fratura ndo € desejada, logo, a fungao que
representard a sua configuragao devera ser continua

e ter primeéira derivada continua. Ja no caso de uma
eorda, bastara ela ser simplesmente econtinua.

2 - eia_deve ser compativel com as ligagdes do sistema .

As fungdes que satisfazem aguelas condigdoes sao chamadas de . fun-

coes admissiveis.

No estudo das fungdes de n variaveis, um conjunto
de n numeros (y1 s Yo s een s yn) , & visto como um ponto em um
espago n-dimensional, Aqui também & conveniente associar cada con
figuracdo a um ponto de um espaco, o espag¢o das fungdes  admissi-
veis. | '

Em cada ponto, h , do espago das fUncBes admissT-
Qeis,a energia potencial do sistema assume um certo valor real, As
_sim,e]a”éuma'funcﬁo real,cujo déminio de definicao e constituido por

um conjunto de funcoes;tal entidade e conhecida como um funcional.

Para os propositos seguintes, & necessario que dado
um ponto em um espacb de fungoes admissTveis, se possa falar de
uma vizinhanca em torno deste pdnto. Para_isto, supoe-se que te-

nha sido definido o conceito de norma neste espacgo. - (Analogo 2o



conceito de distincia de um ponto a sua origem no espaco euclidea-

no). Ver (7, pp 5,7); o

0

Seja - h uma-configuragao em equilibrio de um sis~
tema conservativo., Admitindo que o funcidna] V' seja continuo,

para 5 norma definida, e qﬁe é¢h seja uma variagio-admissTvel na
vizinhanca de ho _(Significando com isto que foda.fungio hb + éh'
E,'ainda, uma funcio admissIvel), podefée expandir o funcional em
‘série de. Taylor: |

v (ho

+ 8h) =V (hy) + (3V/oh)y  sh
+(1/2)(a2V/0h%)y ~ 8h? 4+ ...

-y (hy) + &V (h,) . T 82V (h,) + L (3.2

Mas, de acordo com o principio dos trabalhos virtuais
sV (h)) =0 . (1.3.3)
e; portanto:

vV (h,

+ 8h) =V (h )+ (1/2)8%V (h,) + cee(1.3.8)
Logo, quando o sistema paséa de "uma configurégﬁo de equilibrio ba-
ra uma_configuﬁagﬁo'vizinhé, o incremento da energia potencial e
dado, em uma primeira aproximagao, pela metade de sua segunda . va-

riacdo.



_Nos-siQtemas.conservativos,-a enérgia total, soma
das energias'potehciaI é cinética, & uma constante. Quando o sis-
tema muda de configufagio ha, simplesmente, uma rediStribuigEo das
duas formas de energia.' Partindo-sé deste fato e da expressao
(1.3.4), estabelece se a cond1gao para a estabilidade da confiuuracao
de- equil1br1o “h ; Nesta configuragao. toda energ1a se encontra

o
em forma de energia potencial e um acresc1mo desta energia so0 é

éossxvel, se causas externas 1nterv1erem no sistema. Portahto,'se
a segunda variagao da energia potencial for positiva, a cchfiéura-_
- gdo derequ11Tbrio sera estavel, desde que cessadas as causas exter
nas que 1ntefvieram no sistema, ele retornara a sua 'COnfigurach
inicial. Se houver a1gﬁma,configufaéio_vizinha a hb em que  se
rvéfifique um'decréscimo'da énergia potencial, indicado por uma se-.
gunda vafiégio da energia potencial negativa,'um correspondente a-
Vcrescimo da energia cinetica faz com que 0 sistema se afaste ainda
mais da- configuracao de equilfbrio, que sera, entdo, 1nstave1 A

‘fronteira,de estabilidade sera, portanto, determinada pela- condi--

¢ao:
82 (h) =0 o (1.3.5)
No caso dos sistemas conservativos. a ap11ca¢ao do'
',,rterio do equi]Tbrio imp]ica na condigao (1.3. 5) Realmente, 0

.-cri¢erio do equiinrio estipula que a1em da configuragao de equ11?s
brio trivial ho . existe, para a mesma condigao de carga,. peTo
menos uma configuracao de equilTbrio nao tr1V1a1 h1'= ho—+-Ah  .

Da expansao em serie,de Taylor,-vem.quq:
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v (hy) ; v'(ho)‘+ 8V (ho)-f‘1/25(32V/3h2)ﬁ0'_(Ah)z o (1.3.6)
Por outro lado,_ 

&\ (Ei) = 5v'(hb + Ah) = ay (hy)/3 (8h) - & (ah) (1.3.7)

axn

Derivando (1.3.6) em relacao a Ah -e substituinde em (1.3.7), vem

§V (hy) = (a?vlahf)ho 5£ -'6(Ah) f? :'(1.3.8)
Mas, como:-h1._§qma.configuragao de equilibrio,
"-_s.v (h,i -0 | o (1.3.9)
e § (Ah%ré arbitrario: '
(al='V/ah=jho . ah =oF | (1.3.10)
e;_egnsequentemente:
civ_ (hg) = (32V/3h?) ~ '('Ah)z =0 (1.3.11)
. O .

Assim, ¢ ¢riterio da energia pbde resumir-se em encontrér uma ¢oa-
figuragﬁo de'equi17brio_n§o trivial que-satisfaga (1.3.9)., Por ou
'tro'lado,-(173.9) é‘a‘condigio_hecessiria para o funcional V ( h )
ter um extremo em h = hy - Timoshenko usou este fato para deter-

minér diretamente, por métodds_aproximados, a funcio_ h = h1 que
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‘extremiza  V ( h )} .
Agora, se o sistema de referéncia tomado for a pré-
'pria.COnfigurag§0 de equilibrio trivial, h

o -

Vi(hgz0)=0 (1.3.12)

a4 -
e de,(1}3473, tira-se que:

.V (8h) = v (h) =(1/2)82V (h ) (1.3.13)
Desta forma, a estabilidade do sistema sera decidida_pe1a pr6pria
natureza da energij.potenc1a1. De fato, da discussio precedente
“conclue-se que a configuracdo de equilibrio sera estavel se, VY(h)

for positiva definida, isto &, se:
Y(h=z=0)=0, V(hz0)y>0 (1.3.12)

dentro de uma vizinhanca suficientemente pequena de h . Sera ins
tavel se, V (h) for negativa definida, negativa semidefinida ou
iﬁdéfihida,‘isto'é,-se v (h)i for negativa em pelo menos uma con-
rfiQUraQSO admiss*Ve] nio trivial. A fronteira de estabilidade se-
ra determinéda péla existencia de peld menos uma configuragao de

equil?brio nio trivial em que V(h} = O , 240 mesmo tempo em que ne
nhuma cohfiguracio admissf§e1 %orne V (h) -ﬁegativa, ou seja,quan
do a energia poténcia] for positiva'semidefinida, ou ainda, esta-

cionaria. Condicdo, esta, determinada por (1.3.9).

Para a coluna bi-rotulada, ja estudada pelo crite-
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rio do equilibrio, a*energié de deformacao interna e dada'por:

L

vﬁ)’,f

0-

. '3 .
(M2/2a) dx =_(a/2)4[. y?z dx _' (1.3.15)

- Como consequéncia da deflexdo, as extremidades da coluna aproximam

se uma da dutra de:

L ) | | _:'z .
f {ds - dx) =/ (/7(1 = y*2) - 1) « dx B (P/Z)f y'.z

¢ Co 0 -0

onde somente os termos até o segundo grau em y' foram retidos.Des

te modo, a energia potencial &: o -
Vs (0/2)./r y'? dx - (P/z)ulf y'* dx o .3.7)
: % _ 0 ) o

Da condigao (1.3.9) vem que:
A I | o
- 8Y = a’f y* ay* dx - Pf y' 8y dx = 0, (1.3.18)
% Y ST

Sy

_ para variacEeS-a&mis§¥vei§,.6y(x) de. y(x) .

1Fiiéndb+se"n(x) =j6y(x)_ e.notando—sé quei

8y' =n' e &y" =" S (1.309)
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tem-se, apos integﬁagrpor pattes (1.3,18), a-seguinte equacao:

2 - S 2 % 2 o
Jf '(a_y1v + Py") n dx + a_n'y“] - n'y'“.]' - Pn y'] =0 (1.3.20)
o ' ar 0 o 0 :

.~

Sendo n. uma yariagio admissTvel,;
n(0)=0 e n(2) =0 (1.3.21)

e, portanto, os dois dltimos termos de (1.3.20), s3o nulos. Como a
'equagiox(1.3.20)‘tem que ser verificada para todo n ., tem-se su-’

- cessivamente que:

y'(0) =0, y¥ (8) =0 - - (1.3.22)

Cayaryra0 o (103,23

T(paia este @1 timo resultado, ver o,Lema-1 de GELFAND e FOMIN (7 ,
P 9)). |
| | Com'arndtacio usada na segio anterigr, a‘soluqio'gg

Cral de (1.3.23) &

'y = A ¢o§<kx_+ B sen_kx'4_clx/2'+,n. : _(].3;2#)

Aplicando-se as éondicsés;de:CBhtorno geométricas (ver (1.2.3)) e

e
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as cdndicaes de coﬁtotno‘fTsfcas, (1.3.22), a (1.3.24), obtem-se o

sistema de equacdes homogeneas em A, B; CeD:

A cos k§  + B sen ki + C 4D

| " (1.3.25)
ek (ERY

o o o o
H

= -"A k? cos kg - B k? sen.ki.‘

que tem solucdes ndo triviais para.

R ' 00
- cos kg2 .. sen kg 1

det o | =0 (1.3.26)
' - k2 0 0 SR

|

i

o O e

 lk? cos k& -k? sen k& 0

ou ainda:
o k“senkt=0 - (1.3:27)

'para k # 0 tem-se que: F AnN\\f{:nsib.ngf wen Lo vy

ke em . (1.3.28)

o
. .‘

e, ﬁorganto;fa-pfiﬁéira'ca&gé.dr?tica_ :
e e

ke R 3 _:E \,¥~ 252 - L f@_ ﬂ'?'o& o
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- Para toda carga. P > P_l a energia potenciai, dada
por~(1.3.17), nao mais sera posit{va definida e.'consequentémente,

‘'a coluna sera, de acordo com o critério, instavel,

1.4 - Critério Cinematico

| Critérfos cinemEt{éos_sio aplicados em problemas de
.esfabilidade em mecanica celeste, em teoria do controle, em circui
tos eletricos, etc. Como a passagem de umé forma de equ11Tbr1o dé
um sistema elastico para uma outra forma de equilibrio e, em verda
de, um processo cinematico , nada mais natural a extensao dos cr1-
-ter1os,c1nemat1cos,a este tipo de prob1ema. Neste sentido, formu-

la-se o problema da seguinte forma: -

.

Seja um sistema em equiITbrio. estado que e designa
do como estado nao perturbado, Agora,perturbacoes, que sao varia -
¢bes de deslocamentos provocadas por causas externas ao sistema(co
mo forgas acidentais, choques, etc.), fazem com que o sistema se
afasté do estado nao perturbado. Dependendo, entao, do movimento
subsequente do sistema, ou-seja; da sequencia das configuragoes as
sumidas pelo sistema, pode-se decidir sobre a estabilidade da con-
figuragao de equilibrio. 0 critério &, ent3o, assim enunciado:

"uma configuragac de equilibrio de um ststema é estqvel,
se ag variagoes de deslocamentos permanecem suficiente-

mente requenas, em todo instante t > 0 , para perturbg
goes iniciais, também, suficientemente pequenas"”.

| . 0 limite superior abaixo do qual pode-se considerar
as variacdes de deslocamentos como suficientemente pequenas, depen
de do proprio sistema e de suas tensdes admissTveis.

Seja a mesma coluna bi-rotulada da fig. (1.2.1),ag0
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ra repetida na fig. (1.4.1), e seja u a sua maséa'por unidade de

comprimento,

- ¥

FIGURA (1.4.1)

' Assume-se'que pefturbacBes iqjciais,suficientemente
pequenas, fazem com que'a coluna oscile em torno de sua configura-
cao dé equilTbrio trivial. Decorrente deste movimento, forgas de

inércia atuando em um elemento infinitesimal, sEo‘dadas por:
dT=uy (£.t) dg (1.4.1)

onde ¥ = d% y/dt2.

A equacio da elistica, de acordo com o principio de

.d'Alembert,_é-derjvada; agora, da equacdo integro-diferencial:
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ozy .(it_.'t)' = - P"yr (x,t) + ;Q]x'- uf y (F_;,t)_'(.x -E) de (1.4.2) |

onde Q e a'reagio que, juntamente com Qéi, equ111bra'as forgas
de inércﬁa}. As condicoes de contorno genmetr1cas que devem ser sa

tisfe1tas pe]a eiastica, sao
y (0,t) =0 e y (2,t) =0 (1.4.3)

Como 'Q] e fungao so de- t , pode-se - diferenciar

(l 4 2) duas vezes em reTagao a x_,-obtenddése:
a Y (LE) 4 Pyt (x,t) 4wy () =0 - (1.4.4)

Esta H uma equagao dtferencial a derivadas parciais de quarta or%'
‘dem em x e segunda ordem em - t e requer, além das  condigoes_

1n1c1ais;.mais.duas condngoes de contorno, .-
,7' B y.u (O’t) = 0 . y“ (z’t) - 0 7 . E (104.5)

as.quis gxprimém-a nulidade do momento;fletprrnas extremidades‘da'
;Qluna;' | | | |
A solucao geral de (1.4, 2). ou {1 4 4),_§'obt1da su

'perpondo se um numero infin1to~das chamadas vibragoes naturais

'3m'(*;f)-? S¢ﬂ'(ﬁvx/£)'(Am ;os mmt + B ﬁen mﬁt)“(m ='1§2,...) ._
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A substituicio de (1.4.6) em (1.4.4) conduz 3:

ﬁ w;”:'(mzﬂzlzgy.(a m*n’/z? - Py “ l(1,4.2),

condigid qué’deve sek'satisfeita para Y nao fhiviai."ista con-
:digio.é_chahada'équagio-frequencial,;ou:eQUacio'céracterTsti;a.
Dependendc do‘sfna} do termo que contem E N .trEs

 casos podem se apresentar:' o

i) wf =0 > 0, para todo m
di) w2 =0 , para algum m o (1.4.8)
"_f11i)'w; =-g% > 0 , para algum m o

No primeiro caso, as frequencias sio sempre reais e distintas a‘ex
'pressao (1.4, 6)° mantem suas caracterTsticas e a coluna oscilara,
tharmonicamente, com amp11tudes determinadas pelas condigoes ini-

 ciais. No segundo caso, a solugao (1 4, 6) degenera para:

| ymlﬁ sén (m nxlz)_(Am.%'Bm't) : '- - (1.4.9)
e as'défiexﬁés.ctescerio i]imitadamehte'com'o'tempb, a despeito'
-daé Cond1¢6e5winitiéis serem~peqﬂena5' Finalmente, no terceiro ca

so0, as def1exoes vem a- ser, tambem, ilimitadas De fato, como

cos fot=coshot e sendgts=1sdenhot  (1.4,10)
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a solucdo (1.4.6) assume a Tormai
Ym (x,t) = sen (m nxlz),(Am cosh o t + 1 B, serh o t) : (1.4.11)

Mas, tanto a parte real como a parte imaginaria de (1.4.11), devem

satisfa;ef (1.4.4) e, assim, a_sd]u§50 pode ser escrita como:
ymr(x,t) = séna(m ﬁx/i) (Am cosh o t + By senh o t} (1.4.12)

a qual, crescera sem limite com o tempo.

| Assim,rde'acOrdo com o criterio, conclue-se que  a

coluna sera estavel sempre que:
a |'n"1r*_/!i',‘2 - P >0, para todo m (1.4.13)

- Como o menor valor de m & 1, a coluna serd estavel para:

P <Py mant/er (1.4.14)

e 1nst5ye1'para toda carga P i P1 .

2 f‘CLAS$1FICACIO Dos SISTEMAS

Quando exposto o criterio da energia, fez se a res-
trigao que D0 mesmo so era aplicave1 aos sistemas conservativos.:l_
to, porque em contraposicao aos sistemas conservativos existem ’05 
nao conservat1vos “Esta d1ferenc1agao e feita de acordo com oS ti'

- pos’ de forcas que neles atuamteesta relacionada com o trabalho rea
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lizado pelas forgas.sobre os sistemas.
Para fixar idéias, seja C a trajetdria de uma par
ticula ligando os pontos Pl e _P2 . Seja; éinda, F uma forga

que atua sobre a particula ao longo desta-trajetéria. Fig. (2.1) .

FIGURA (2.1)

Com a notagao indicada na fig. (2.1), o trabalho realizado por F,

sobre a particula, € dado ou por:'

P, | '
W= f F o+ dr (2.1)
oy | |

Y

ou por:
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T,
, W o= f E ‘v dt ' : (2.2)

o

onde, néSfa'ﬁltimé expressio, 08 tempos t, e t2 '~ corresponden
Es'pbsigﬁes- P, e P2 sobre C . A'expresséo'(Z.Z) tem uma vali
'dade mais geral que a expresséo (2.1), De fato, esta s6 & vélida
quando F for do fipo “E (r) . oﬁ seja, Quando a forca derivar de.
©um potencial{'-Neste'césé, o trabalho por ela fealizado SObrg_' a
particula, dependera uniéaménte da pos%sio relativa dos pont{é Py
e 732 . No sentido corrente, sdo estas fqrgas'aquglas' defi%idas'

“como conservativas. ' , - | S

Considerando a particula como parte de um sisfemﬁ,'
§S pontés P, e,'Pz- fepresentaréo as posigées_oéupadas pela ;ar-
ticuia'Quando o sistema assﬁmg,'respectivamente, as configuragdes .
é{ e e% e a'trajetGrié'_C'.seré‘o caﬁlnho percorrido-pela'parti_
cula quéndo.o-sistemaVaésumir;cbnfiguragaes iﬁtermediéfias, 4, en
:fré 241 'é'iﬁ; .0 frgbalho.reaii;adoﬁsobre_a particula, sera rea
“1izado soﬁre o sistema'e.o.trabalho total, sera dado pela soma dos
-tfabalhos reaiizados sobré gada uma daa,particuléézdo-sisféma. - E
convéniehte friéar, que7na-exp%ééé§b'(2.2), g:rnéo'se réfere a ve
"iocidadé do'ponto de aplicagdo da forgé F e sim, da'pafticula so
‘bre a quéllelé atua. Assim;'se uma?foréa F atuﬁ_seQuencialménte'
Sobre.diferéntes;particulas déTﬁm éistemat,o trabaihc péf el&'rea-
.liiadb,_seri.igual'a soma dos trabalhés'realizadbs_sobre cada uma 
_:qas'pérticulas.' o | |

Forgas conservativas s3o, agora, definidas como



aquelas cujo trabaiho, duranfe um deslocamento admiséivel do siste

'ma,'dependéré unicamente das coﬁfiguragaes inicial,zil R e final,
44%', do sistema. | |

Naturalmenfe, as forgas que derivam de um . poten-

“eial estao enquadradas nesta definigéo e sdo, portanto, conservati

vas. Os sistemas aqui considerados sdo elidsticos e como suas for-

-gas internas sempre derivam de um potencial, a discuss3o da nature

za do sistema fica restrita as forgas externas.

As forgas externas sao ou forgas ativas (cargas),ou
forgas reativas (reagdes). As primeiras sao determinadas a priori,

como fungdo de r , v e t , enquanto as reagdes s0 podem ser de-

terminadas ao longo do movimento.

_ Uma reagao pode ser tal que f seu trabalho-séja nu-
lo durénte-qualquer deslocamento-admissivél do sistema. Neste ca-
‘50, de acordo com a definicdo dada, tal reacao € uma forca conser-
vativa. Por exemplo, a reagao normal a diregdo livre de um apoio
simples. Por outro lado, existem reagdes cujo trabalho é negativc
sao chamadas dissipativés e s3dao nao conservativas, pois, elas pro-
ﬁrias_dependerao do movimento do sistema. Por exemplo, as reagdes
desenvolvidas por friccdo na superficie de contato com o seu supor
te, de um corpo em movimento. Reagdes fazendo trabalho positivo,

em geral, nao existem.

As forgas ativas, como fol dito, sao determinadas a
priori, no caso mais geral, como fungao de r , v. e t . As que

dependem explicitamente do tempo, sdo chamadas ndo estacionarias e

as demais s3o estacionarias. As forgas ndo_estacionarias sdo do



tip0  F (g,t) e sEo@alogicamente, nao consérvétivas. Por exemplo,
:as forgas-pulsantes; As'fOrgas esfacionérias,sao- dependentes -ou
independéntes da velocidade. No primeiro caéo, elas podemser.tais
que © seu trabalho'dufante.todo deslocamento admisstel do sistema
(deslocamento real), seja nulo. Como & o caso das forgas de Corio

lis, das forcas de Lorentz e dos momentos giroscopicos. Tais for-

cas sdo designadas como giroscopicas e sdo, de acordo com a defini
gao, conservativas. As cargas que dependem da velocidade e que
realizam  trabalho = positivo sado rarissimas e sem importancia. A

‘quelas fazendo um trabalho negativo, sdo chamadas dissipativas e

séornéolcanefva{ivas.- Exemplo'desfas-ﬁltimas sdo as fdfgas de
fricgsé désenvolﬁidaé num'éorpo\em'movimento; devidas a resistén—
cia do'ar]_ As forgas'éstacionériés independentes . da 'véloéidadé'
sdo: as ja citadas, que derivam de um potencial, e que sdo chama-

das; para diferenciar'das giroscépicas, de forgas conservativasrﬁo

glroscoplcas, e aquelas forgas que al\? de depender do vetor p081-
cao T, seguem alguma lei pre—determlnada, de acordo com as confl'
guragoes 1ntermed1ar1as assumidas pelo SLStema.r De um modo geral,

todas as-forgas ativas que independem da velocidade e'nid derivam

de_um'pbtenciai, sEp.cﬁamadaS'de circdlatSrias. Um exgmplo'destas

forgas sao as fgrgas “follOwer",rque_Seréo tratadas mais. adianté;

em um*pnoblema Qom-elaé'aséqéiado{ Adianta~se, desde ja, que tais
forgas séofnéo-éonSérvétivas.

Ciafo qué,'em um sistemafpodem'atuar, éimuitanéameg

te, todas as forgas acima felacibnadas. Enfretanto, algumas:coﬁbi_

hagSes delas saérﬁais'freéuéntés;' De acordo com a presenga daque-

las forgas, tem-se a segulnte c1a551flcagao dos: 51stemas.



A) Sistemas Conservativos . T
1) Nao giroscopicos: quando estao presentes, somente,forgas con
servativas nao giroscdpicas.
' 2) Girosedpicos : quando ao lado de forgas nao giroscopicas,

existem forpas girosedpicas.
B) Sistemas nao Conservativos
1) Dissipativos : quando ao lado de forgas conservativas a-
tuam forgas dissipativas (ativas ou reati-

vas).

- 2) Circulatorios : quando ao lado de forgas conservativasd a-

tuam forgas circulatérias{

3) NGo éétacion&rios:quandb pelo menoa uma das forgas, depende

explzcttamente do tempé\\

- ANALISE CRITICA DOS CRITERIOS.CONCEITOS DE ESTABILIDADE

Vér?se—ig-agora,_como se comportam os critérios an-

te a classificagdo dos'sistémas,-dada na segdo anterior.  As defi-
-nigSes, os principios.e os teofemas-séguinfes,Seréb estabelecidos
_para sistem&s com um numero finito de graus de liﬁerdaQe e serd fei
-.tﬁ'a hipotese de Que1pebménegamiv511dos,para siétemas _ continuos.
Os sistemas serao éupostos linéares'oﬁ'passiveis de uma lineariza- -
956;' Por serem o objeto dos proximos capltulos, dar-se-3 uma maior
'atengao aos 31stemas conservatlvos nao glroscoplcos. Para-os de-
- mais 51stemas, 80 serao dadas algumas 1ndlcagoes e um exemplo _'de_‘

| 31stema puramente clrculatorlo;sera examlnaﬁo.g'
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Os enganos qus foram cometldos na tentatlva de em-
”pregar crlterlos que eram 1mpronrlos para certas classes de proble
mas, motlvaram-a aprox1magao da teor;a'da_establlldade '-elastlca,_
-da teorla geral da establlldade.- Esta,spor sua Vez, foi o‘also'de
dlversos pesqulsadores que 1ntentaram uma teorla unlflcada, pois;'
'prollferavam dlferentes conceltos de establlldade. Deste esfbrgo,
sf01 reconhecmdo como o] concelto mais adeouado o conceito de esta-
bllldade de Lyapunov, 0 qual é um concelto clnematlco._ Por:, esta
razao, o crwterlo c1nemat1co sera usado como termo de'z Cdmﬁar&éSG

{para_com o8 demais crlter;os.

As equagoes do mov1mento de- um 51stema *séc o'?dnts
de partlda para a anallse de sua establlldade por melo de um crlte
ric c1nemat1co. Um 31stema 11near -com um niimero flnlto, n s des'
graus de llberdade, tem o seu mOV1mento governado por um sisfema'
de equagoes dlferenclals llneakes, uma para cada grau de llberdade.'
15A951m, se as coordenadas generallzadas £a0 denotadas por qk ,:‘35 

equagoes dlferenc1als do mov1mento tem a forma:

+

n e S ‘ N ,
"E (m.k qk By ix qk'+-§ik qk)ff'hi = 0.7‘(iu= 1,2{{..,n? (3.1)

k=1

bnde'os,-m.k s glk . G4y e_‘hi depehdem?das-propriedades do_sis- 

‘tema e do seu carregamento., Se pelo menos um dos coef1c1entes, ou
rjuma das quantldades K/A>, é ums fungao do tempo, o sxstema e ehama

-do heteronomo, caso contrarlo, o slstema e dlto autonomo.

‘As eqs. (3 1), pressupcem que o 51stena seja holono -

”'mlco, isto e, que suas restrlgoes geometrlcas sejam exprlmldas por
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equagoes finitas, ou equagoes diferenciais que sejam integraveis,
Assim, um inecremento 6qi de uma coordenada generalizada,represeﬂ :
ta um deslocamento admissivel e todo conjunto de velocidades gene-

ralizadas Qi » representa um estado de movimento admissivel.

No que vem a seguir, s0 serao tratados sistemas au-

1tonomos .

A solucgdo geral de (3.1) & obtlda por superposigéo

'Vde uma 1ntegral partlcular a solugao geral do sistema de eQuagSés'

homogeéneas:

n . N . ,

kzl (mik_qk Y 8 Tt 4y qk) =0 (1i=1,2,...,n) RS
ksl - o . _ TR s pe

Uma solugdo particular def(é.l) e:
onde os a; sio constantes satisfazendo as equagdes lineares

n | o , | ,

As equagoes dlferénc1ais de. equlllbrlo estatico sao

.

obtidas fazendo-se' qk Lguals a zero em (3 1). rDal-conclue'

qk. 1
se que toda conflguragao de equilibrio’ do smstema no estado carre~

:gado representa ‘uma solugao partlcular de (3 1)
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e Umé.ihstabilidade estitica do sistema ocorre, quan
do peio'menos um dos fag| e (3.4) é excessivo. F sempre possi-
vel introduzir as cbofdénadas ak de um modo tal que os--hi , de
(3.1), sejam nﬁlos-quando,o sistema esta désearregado. 8e os hi
permanécum nﬁlos dufante © processo de carregamentd,-d éistéma_ é
pérfeifo, caso cqntférig; é imperfeito; De acordo com (3.u4), 0
sistema perfeito sempre admite a configuragéb de equilibrio  tri-
vial (hi =0 , i =‘1,2,,,5,n em (3.4)), ehquanfo toda configura-
:950 de equilibrioc do sistema imperfeito € ndo trivial. Se o deter

 minante da matriz’ (cik) e diferente de zero,-o:sistema perfeito
'.gé'admite a configuragdo de equilibrio trivial; o sistema imperfei
to tem uma coﬁfigﬁragao de eqﬁilibriofque é Uni¢a e finita. Quando
eéte déterminante é zero,'o sistema perfeito'adﬁite configurégaes
de equlllbrlo nao tr1v1als, eﬁos ay do smstema 1mperfe1to (ou pe

e :—__"

lo menos alguns deles) tornam—se 1nf1n1tos. Assim, uma instabili.

~ dade estatica e 1nd1cada pelo apare01mento de’bonflguragoes ‘de -

equlllbrlo nao tr1v1a13 do sistema perfelto.

Seja, agora,'introduzir um novo'éonjuﬁto de'cbofde-
“nadas: | S | . | _ ' ',( |

_ | | \§%
q; = -(-15_ < a4 _(i = 152,...,n) E .(3'5)

_medldas a partlr da conflguragao de equlllbrlo do 51stema carrega-
. do. As velocmdades e aceleragoes generallzadas._ correspondentes

gao:

Qe
| 20

1]
e
| 2

~
fa}
e

n .
B
He
w

F

‘J

1

|
L

N
w

-
b=}
o

(3.6)
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Substituindd'os- Eh ,'a | e &. , €m fungao destas
novas coordenadas em (3. 1), obtem-se as equagoes (3.2). A531m, a
solucao geral do sistema de equagoes homogeneas, representa o movi
mento na Vizinhanga‘da'éonfiguragéo-de equilibrio. Assumindo-se
que este movimenté teﬁha sido originado por perturbagoes - simples,
_déééritas pelas condigdes iniciais.

q;€0) = (121,200 (3.7

qio |

e que [qio[_ e sejam quantidades suficientemente

regado & estivel, no conceito de estabilidade de Lyapunov, seipara

todc t > 0., os Iqi(t)lu.e° léi(t)l permanecerem suficientemen-

te pequenos. Caso contrario, diz-se que o 51stema, naquela confl

' guragéo,de'eqﬁilibrio, tem uma_instabllldade_c1nemat1ca.’.

.Pode-sé intéprétar'geOmétricamente esfe ' resultado '
num espago euclideanc de 2n. dlmensoes Cespago*fase), com coordena-
das (ql_, q b , (1L =1 2,...,n), onde cada ponto deste espago des
creve o mov1mento do 31stema no espago flSlco. Se q = (q- > 44 )

denota o raio,vetor de um ponto P .no espago-fase, a equagao:

P2qluqie .. vqlede . valsnt (3.8)

9
onde n é,umalconstante,\neppesenfa'uma_hipepesfera de raio ' n e .
.centro'_O(qij= 0 s &i-; 0) . De acordo com a definigdo dada acima,
-ia'cpnfiguragéo de equilibrio, representada pela origem no espago-

- fase, & estavel, se e somente se, o ponto fase permanecer no inte-



- 29 -

‘rior da hiperesfera de raio n arbitrariamente pequeno,guando sua
posigd@o iniecial estiver no interior de uma hiperesfera de centro 0

e com raio, também arbitrariamente pequeno.

Em muitos problemas os dois tipos de instabilidade,
estatica e éinemética, Ocorrem'para uma mesma condigdo de éargagcg
mo pbf exemplo;Aa'cdluna bifrotulada estudada nas segdes preceden-
tes. Entretanto, este nao & sgmpré © caso, cdmO'se vera mais adi-

“ante.

Se o sistema & linear, pode-se mostrar que o crité-
rio cinematico € suficiente para determinar os dois tipos.de insta

bilidade.' De fato, colocando a solugéo'de (3.2) na forma:
| A At
. qk - - A]( e (k - 1,2,'...‘,1'1) . , (3.9)

e substituindo-a em (3.2), vem que1-'

W

k

1,2,...,n) , COrresponde a configu

A solugdo tri?ial, A =0 (k
ragio de equilfbrio trivial. Solugdes ndo triviais existem, se e

somente se:

det (mgy A? 4 ggy A +cg) =0, (GkE 1,200 (3D

A equagao (3.11) e chamada'equa§ﬁo_caracterfstiCa;de (3.2).

. Uma configuragdo de equilibrio ndo trivial & do ti~
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pot
qQy =-Ak | ;g - 1,2,f;;;n) ._' (3,12)-
onde os A isao.50nstantgsnem todas”nuias.. As e#préssSe# (3.12)
sééobtidas_de_(B.Q) com A = Q,.erpr outro lado, A]=-0._é uma

raiz de (3.11), se e somente se:

(3.13)

(1]
(=]

det Legy)

:Ldgd, aéondigéo;(3.13) determina'uﬁa instabilidaae.estética,eseja
ela_bbfida;pelo critério cihémético ou7d6 equilibrio. |
| Para detefminar em que'cﬁndig&essé'déo insfabflidé”
des cineméticas,-se'fai hécessério-énaliSar, em toda a sua -ek%en-
'éao,_o'movimeﬁtd'db-sistema na vizinhanca de suarconfiguragso'j de '
'eQuiI{brio trivial, ou se?a, anallsar a solugao geral de ,(3;2).
 Se '1' for-uma'raiz real de (3 11), a solugao proposta, (3 9), man
itera o) seu aspecto. -Os 7Ak- serao quantidades reais, satlsfazendo,
,para o valor de A dado, o 31stema de- equagoes (3 10) Se (3.11)
,adm;tlrluma ralz cqmplexa, admlt;ra,_tambem, a sua conjugada. Os
Ak' éorfespbndenteslserédrda'fbﬁma_ Aﬁ't'i A£:~eua solugdo | (5.9)
assumira o éegﬁinfé éspectbﬁ SR |

4 = - o -
qQy =_eh t ‘Ai.qos At - A¥ sen%ﬁ“?ﬁ\\‘

x4 A t (Ak cos: l"t + A' sen A"t) '(k = 1,2;;;.,h)'; (3.15)
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'_bnde At ¢3'XF serao respectlvamente, as parteé real e 1mag1na-
_fla das ralzes.conjugadas. Sendo (3.15)_solugao de (3.2) tambem

o serao suas partes real e imaginéfia.' Agrupando os termos que
contem a fungao senc e os que contem a fungao ‘coseno, as solugaes'

,”correspondentes.ao par de raizes oomplexas conjugadas, serao.-'

g = €y AL+ C, A e*'t cos Amt

Qe

5se'todas as ralzes forem dlstlntas;.as 2n solugoes correspondentes,
 serao ortogonals entre si e formarao um conjunto completo de solu—
rgoes llnearmente 1ndependentes. A solugao geral de (3. 2) sera, en
-ftao, a comblnagao 11near destas solugoes, e os 2n coef1c1entes des
ta QOmblnaggg seradb ajustados para que sejam satlsfeltas as condl-'
' gOes 1n101a1s, dadas..por (3. . Uma lnstabllldade c1nemat1ca apa—
'regera, se pelo menos um conjunto de condlgoes 1n1c1als ] resultar

" num movxmento Llimltado © que acontecera quando uma das solugoes,

(3 g) ou (3. 16) for 111m1tada.

A551m, se as ralzes forem dlstlntas, pode-se anall-
sar o movzmento do- smstema a partlr dos valores por elas assumldos.
'Con51derando 08 numeros reals como um caso partlcular dos numeros

complexos, tem—se as segu1ntes alternatxvas para uma dada raiz:



() - ela tem parte real positiva: a solugao corﬁéqug

dente crescer& ilimitadamente ecom o tempo.

(i) - ela tem parte real negattva. a solugao eorrespon -
dente tenderd agsintoticamente para zero quando
- o tempo eresce.

(1i1) - ela & puramente imaginaria: a solug&o'correspan-
:denté oseilara harmonicamente em tormo da eonfi-
guragao de equilibrio trivial.
(tv) -~ ela é nula: neste caso foi visto que a solugao.
- aohrespoﬁdente ¢ constante e indeterminadq e re-
preasenta configuragoes de equilibrio nao tri-
viaia.-

Poftanfo,réegundo o conceito Qe:estabilidade de Lyappnov,3a-confi-
- guragdo de equilibrio trivial do_sistema séf& estdvel, se todas as
raizes éﬁo:do:tiﬁé'(ii).bu (i1i), e instavel se ﬁeld'ﬁéﬁoé uma das
faizés_é db/tipo_(i)u' Uma daé raiﬁes sendo nula, nada se podera
:afirmar,-além-dé Que'é equilibrio_é inétével éstaticamente};
Agora, se ex1stem raizes multlplas, nao se tem mais
um con]unto completo de solugoes llnearmente 1ndependentes. Para
completaflo_sao adicionadas solugoes formadas por potenciais de t
Jﬁultiplicadés'pelés solugdes correspondentes is ralzes mﬁlti?laé.
Estas solugdes tém as mesmas propriedades assintdticas das  solu-
' goes (3;95 e (3.16)5_excetb quanap as raizeé que lhes dao 'origeﬁ
'éao.nuiés_ou_puramente_imagini?ias, pois, neéte'¢aso_éias _cresce%
"rsq'ilimitédamente»qom 6.témp6;.'Com isto,.ée.cbmpleté a discuéséo.
'Neété pénto;'js_é~péténte.arsupébioridadé de crité;'

‘rio cinematico em relagdo aos critérios estaticos (do equilibrio e
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da energia), no que se refere a generalidade. Por outrc lado, os

-

critéripsfestéticos sdo muito mais simples. Por isso, e importén—
te brecisarrcomo,'é a que classe de'éistemas, sdo aplicaveis estes
critérios. Com esta finalidade, alguns teoremas serio enunciados.
0 teorema;seguinte, devido_arLagrahge, é o unico prineipio ‘geral

que fornece resultados imediatos para uma.extensiva classe de sis-

“temas.

TEOREMA DE LAGRANGE
| | "Na hipotese dq energia.totaz,r E=V+T s 8er uma fun-
gao continua d&s coordenadas a; eidas velacfdades ge-
N neratizédasr &i s © equilibrfo de um sistema, que con-
-témréomente fbrgaa'éonseroativas.(giroécépicaé ou - nao
giioséépicag).e-diséipativas, sér&réét&vellsempre'A que

a energia potenciat; .V , for positiva definida’.

Para a demonstragdo deste teorema, ver (5, p 36).

_,ﬁote-se que este teorema nada afirma sobre a estabi
1idade do equilfbrio, na hipdtese da energia potencial ni3o ser po-
_sitiva definida. | o 7
1'_As equag6es (372) podem ser obtidas por meio das
‘ equagaes_dg Lagrange*(B; p'u58 a'972)i - |
'd 3T _ 3T

-_._.-_-»Q.

| L s GEl,2,00.,m o 3an
at aq; dq; . IR - -

-

onde os- Q; sdo coeficientes das variagSes das coordenadas gq; na
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‘expressao do trabalho virtual:
W= I Qi 8q, (3.18)

" No caso linear, a energia cinética é uma forma qua-
drétiéa‘positiva definida das velocidades generalizadas (9, pp 171,

172)

My Qi Qe . (3ﬂ19)

-3
1]
NI
Pyl e |
A
. | i

'A ratriz '(m.k) e constante'e simétrica (caso contrério,'os ter-
mos acmleragao nao terlam a forma 51mp1es 1nd1cada nas eqs. (3 2))

1Alem dlsso, ela é p091t1va deflnlda.

- As forgas generallzadas, ,Qi ; podem_ser independen

' Ates ou nao das velocldades. No primeiro caso, elas s3o dadas por:

. n : : o
Q; = - kﬁl ik Y (1 = 1,2,...,n) (3.20)
e no segundd caso, por:
s n . o o c o
Qi. == 'kzl'gj.’k q,k - ,(i,‘-" 1,2,...,n) o ' (3.21.)7

A matriz ‘(éik) € constante e no caso mais geral, assimétrica. De

compondo-a em suas partes simétrica e antimétrica, dadas, respec-
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tivamente, por:

1 .
r - L
(3.22)
ch, = L (csy = €p2)
ik © 7 ‘Cix 7 %ki

'pode-se mostrar que as forgas generalizadas circulatSrias sdo re-
presenfadas por (cgk) s enquapto as forcgas néé circulatSrias' ééor
~dadas por (cik)-‘ Realmente, aséumindo que forgas'girculatSrias,
ndo estejam presentes, o trabalho dW , dado por (3.18), seréH uma
DR , |
diferencial exata. Por outro lado, a condigao necessdria ersdfici

~ente. para que tal acontega-é”que: 

3Q; Q.

—_—— e = - . = A (1 =1
| aqk 5 = 4y cki,_'z gik 7.0 (i,k .1,2,.ﬁ.,n)7 - (3.23)

0 que comprova a afirmativa feita.

Alternativamente, as forgas generalizadas dos siste
mas conservativas n3o girosedpicos, podem ser obtidos de.

Q= - - (3= 1,2,0.0,m) (3.24)

onde V & a energia potencial do sistema. Neste caso, as equa-

gOes de Lagrange assumem a forma especial:.

22 -3 g . (3.25)
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-onde _L ='T - v ,"é o'pdfénéiéi cineméﬁicd aé siétema, ou Lagréh -
'Vgiéno; A energla potencmal no caso 11near, e uma forma quadratl—
ca, nao necessarlamente p031t1va deflnlda das coordenadas genera-
lizadas: .- |

(1/2) i “3.25)

1,

Cs "lq..;q'.r-
ST

ondé-amétriz .(bik)'é,'como fpi'visz;éonétanfe e;éimétfica.'
Afmafriz(gik):'é;éantahfee; n§ §asqhéis:geral,
'f'QSSimétrica;';Ela’pbde,'témbém,‘ser'decompdsia,em.sﬁas'paftes-éimé'
.t'tfica, (glk) 5 e anfimétriCa; .(g. ) , as-quais fepfeée@taﬁéé,feg
_pectlvamente,:forgas dlSSlpatlvaS e glroscoplcas.“ Pabé pr0varres—r_'
:ta afmrmagaq,-seja tomar a expressao do trabalho reallzado sobre. o

féiStemalpélas forgas dependentes da velocldade, durante o mov1men--

,:'to real do 51stema. Desta expressao tlra-se, suce551vamente, que

t = N ) t Jf’ =1
1 R
Cw L |
=) I ey gdet o (32D
B o :

De que se conclue, que as-Parcelas'rgng;,que foram canceladas, re
. presentam, realmente, as forgas giroscdpicas,

“Agora, Serdo examinados cada um dos sistemas rela-
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.ci@naaOS no'fimjda secao 2.

SISTEMAS CONSERVATIVOS NAO GIROSCOPICOS
~ Para estes éistemas, as equacdes diferendiais-do mo -

v1mento podem ser derlvadas por melo ‘das equagoes de Lagrange, na

'sua forma (3 25), com T e V- dados, respectlvamente, por (3. 19)_

e (3. 26) Alternatlvamente, pode-se apllcar as equagoes de Lagranf

Vge, apos uma transformagao 11near das coordenadas, dada por:

% qk

-
It
TN

{1 = 1,2,...,n) . (3.28)
com det(a k) £ 0, e de uma manelra tal que, as’ duas formas -qua¥'
Vdratlcas, (3 19) e (3 26), assumam, 81multaneamente, as chamadas-

formas”normals.

n ” L
_ BT - , :
T = (1/z>i§l my $2 (3.230)

=1

onde oS mi sao quantidades positivas; Desta ultima forma,  sdo
-obtldas equagoes d1ferenc1als 1ndependentes para cada coordenada_ _
mi $i + Ci ¢i "h 0 (1 - 1,_‘2,.‘- ’n) . ., (3030)
- Com a solugdo de (3.30) na forma: '
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obtém~se a condicdc necessiria e suficiente para a existéncia de

solugoes nao triviais de (3.30):
2 o - o . - . l
.det_(mi‘ki +,ci} = 0 (i = n) ‘ (3.32)
cujas raizes sdo:
A%= - eg/mp (E = 1,2,.00,0) _ (3.33)

Sob a'transfopmaééo de coordehadas realizada,as rai
zes de (3.11), ‘com (gik) = 0 ; nao se alterémf*-AsSim; a diécus-'
sdo sobre a estabilidade do equilibrio do sistema podera ser feita.
a partir de (3 33), permanecendo validas as conclusoes da discus-
- sdo feita anterlormente, De acordo com (3.33), as rafzes  ‘serdo
iguais e de'sinais opqstbs, a menos que-elas:sejam nulas. A hip6f'
tese de ralzes mﬁltiplas,-afbra'um par eventualjdé'raizes nulas,
"éstérfora‘de-cogitagao, pois se este fosSe 0 caso;inéo sé ‘ teria
mais um sistema de n equagoes 1ndependentes, e consequentemente,

-o'sistema teria um nimero menbr de graus de liberdade. Nestas eon
'dlgoes, o/ equlllbrlo do 51stema sera eStEvel tahfo quanto  todos
'os-'ci sejam p051t1vos, e 1nstave1 se pelo menos um dos c; for
'-negativo_ou nulo. :Porroutro lado, a forma.quadratlca (3.29b)'é po
sitiva definida‘tanto quanto tqdds oé. cy sejam positivos. Logo;

~ pode-se afirmar que:

* Ver_(lo, p.:321)f



TEOREMA 1

"A eonfiguragdo de equilibrio de um sistema linear serd
estavel, se a energia potencial for positiva definida;

caso contrario, ela sera instavel",

Chamando de P um parametro -que identifique o ni-
vel do carregamento, € possivel escrever a energia potencial do

sistema na forma:
vev® _py c‘i.sw

' éom:_vci), independénte_do caprégamenté, desde qﬁe oS deslocaﬁen—
ths dé‘sistema séjam éupostosipequenos; isto,é,.que argéémetria,dé-
- sistema sob o carfegaménto dadb, pouco se altere em relagdo a éeo—
metria inicial. Segundo a terminblqgia-de'zieéler, tais sistemas

sao chamados sistemas simples. Em um sistema com um numere finito

de particulas, tem=se, de acordo com:(3.25) e (3.34), que:

<2
"
o[

n.
T
k

=1 (ajp = Pbyy) a; gy | (3.35)

i,k
~onde (a;,) e positiva definida e (bik) e ou positiva definida
ou indefinida."Para- P =0 e mesmo para valores pequenos de P,
V sera p051t1va deflnlda e do teorema 1, 'se conclue que o sistema

i .
serd estavel. Entretanto, para valores suf1c1entemente grandes de

P, V nao mals sera p051t1va deflnlda e o 51stema sera, entao 1ns--

ftavel. A tran51gao se dara para um certo valor P ;-Pi.

.
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Do ponto de viSta do critério ciﬁemético, para valo .
res de P , suficientemeﬁte pequenos,'todas-as ralzes seréo'pares
de raizes conjugadas puramente imaginarias ¢ o sistema sera,entao,
:estével. ‘R-medida 4ue P ‘se'aproxima de P, ,\ﬁm destes péres
tendera a se anular, o que acontecera quando P for igual a .Pl .
Para este parametro, o 51stema sera instavel tanto estaticamente,
- como clnematlcamentef Para certos yalgres‘ P2 > P1 ,-P3‘> PQ,...,Z
do pab&metro, outroes pares'de ra{zes'se-anulario. Desde que, | 6
equilibrio &€ instavel para'fodo UPA>‘P1-; isto ndo tera mais impor
tancia.

De -acordo com o eritério do equilibrio, uma primeif
,ré_chfigurégéo de-equilibrio nao trivial apéreceré quando P for
igual a Py, do que se conclue que o isfema-seré estavel para to
dor P 'meﬁorrqpe P1 e instavel para P ='Pi . Além disso, o sis
‘tema sefé'inétﬁvel, ainda, para, P = P2 , P = Pa,... . Contudo, na
da se pode afirmar sobre a estabilldade ou instabilidade de 81ste-'

,.P

ma para P entre P, e P

1 gaere

SISTEMAS CONSERVATIVOS GIROSCOPICOS

Aqui,  que se-deseja analisar; é a estabilidade de
‘um movimento. Claro que se pode resolver o problema como o de um
equlllbrlo relatlvo, apllcando o prlnClplo de 4! Alembert Mas, per
manece, © fato de se estar tratando com um problema 1ntr1nsecamente
c1nemat1co. Isto, sugere ser o'crlterlo c1nemat1co, o unico capaz
‘de fornecer todas -as respostas a questao ‘0 que e verdade. Entre4
tanto, algumas 1nformagoas utels podem ser obtldas, por meio {dos

critérios estatlcos._



Nao se deve ésquecer que a natureza do problema,por
se tratar de um mo?ihenfo, dépenderé do sistema de referencia toma
do., Por exemplo, um cilinaro em rotagao sera um problema. do tipo
gQui considerado, se o sistema de beferéngia tomado, girar com o
cilindro. Ja no-éasd de se tomar ‘um sistema de reféréncia fixo, o
problema passard a ser, ele préprio;'ﬁmlprOblema tipico de vibra-

gdo, com instabilidades indicadas pelo aparecimento de  ressonan-

0 equilibrio de um sistema conservativo nao giroseco

pico'é_gggéggli_Quﬁgnggugngrgig;pgtencial”do sistema é _positiva

qu}p;da e 1nstavel, caso esta condlgao nao se verifique.. De agb£
 do com o teorema de Lagrange, o equillbnio deste sistema, se eété—
Qél,-o:cpntinuara‘séndo; duandd forgas giroscopicas 1hégforem adi- .
cionadaéf: Por€m5 quando ele for_insfével, nada‘assegura que - ele
 deva assim-permaneéer, isfo é, forgas girosc6picas podem ter: efei-.
to estabilizante no equilibrio do sistema.

Se o problema e 51mples, sua energla potenc1a1 e da
da por (3 35), so que agora, espera se que o parametro P repre-'
sente uma - forga centrlfuga e, por 1sso, possa ser 1nterpretado co~
mo o quadrado de ‘uma velocldade angular. Apllcando um rac1oc1nlo
analogo ao que f01 feito -para os sistemas conservatlvos'nag glrosf,
coplcos, encontrar—se-a um parametro P1 s bara o Qual-a.: energia
-potenc1a1 delxa de seb po51t1va deflnlda. Este fato, é ‘caracteri
‘Zado pelo aparec1mento de.pelé menos uma configﬁragao de equili-
brlo nao tr1v1al, e como forgas glroscoplcas nao 1nterferem em tal'

oca51ao, pode se garantlr que’ 1nstab111dades estatlcas sempre esta

rao presentes no sistema quando o parametro P: for crescendo des-



de o valor zero. Assim; quando o parametro for menor que Pi sy O

sistema serd estdvel, desde que, a energia serda positiva definida.

Quando P, assumir o valor Py » bem como P, > P > P

2 1 3
configuracdes de equilibrio ndo triviais, indicar3o o aparecimento

,'P -2,¢¢. 3
de instabilidades estaticas no sistema. Contudd,'nos intervalos
_entre Py e P

‘critério capaz de resolver esta questdo, serd o critério cinemati-

2 » Py e ‘P,y..., nada se podera afirmar e o iUnico

co.
As equaéaes diferenciais do movimento, sio dadasrob
(3f2)."As'matrizes (ms ) e (cik) » 830 constantes_e_Simétricas
e armatriz_.(gik) & constante e antimétrica. A equacdo - caracte-
_r{stiéa e dada por'(3;1i). Dev1do a estrutura daquelas matrizes,
as raizes da equagao caracterlstlca aparecerao sempre em pares A
--Ai s tendo uma delas parte real p051t1va, a menos que ‘elas sejam
- puramente 1mag1nar1as ou nulas. _A351m, em um sistema 31mp1es,quag
do P for menor q@e_-Pl-,_todas as raizes serao puramenté imagina
rias._ Quando -P for cfescendo, peio menos um parrdéstas raizes.'
' tendera a se’ anular, o que acontecera para P igual a Pl—. De fg
to, a condlgao para que o sistema tenha ralzes nulas é dada - por
det (cik) = 0, ou seja, a mesma condlgao para que o sistema admi--
ta'COnfiguragaes,de;equilibfio ndo triviais. Assim, para este va-
lor do péfﬁﬁétro o siétema seré'insféﬁél estaticamente e,  tambem,
icinémati:amente. Mas, ultrapassado o valor P1 s aQuele par de
raizes podera voltar a ser um par de ralzes puramente 1mag1nar1as.'
t;Isto, expllca o fato-do_51stema-ser estavel, mesmo com a energia

potencial dO“Sistema_séndo'negativa definida.



SISTEMAS DISSIPATIVOS

Todos os sistemas s3do na realidade_dissipatiéos. Se
ja pela présehga do:étrito nas ligacdes, o que impede parcialmente
deslocamentos que deveriam ser 1ivres5,seja dévido a propria resis
‘téncia de ar, ou ainda, devido a fricgdo interna no sistema. Como
foi visto, as forgas diééipativas dependem do estado do movimento,
de que se depreende ser o_critério cinemétiéo, mais uma vez, O ﬁni
cé épropriado; Mas, similarmente aos sistemas. conservativos giros
c6picos,'criférios estaticos podem, também, ter sua utilidade,prin
cipalmente, se o sispema, na ausénﬁia das forgas dissipativas,_fof

conservativo ndo. giroscéopico.

As equaéEés diferenciais do movimento sdo dadas por
(3.2), com todas as matrizes constantes, sendo (mik) e J(cik) si
métricas e. (g4, ) » no caso mais geral, assimétrica. A quagﬁo ca
racteristica € dada por (3.11), mas, suas raizes ndo mais serdo pa
res de raizes iguais e de sinais opostos.

A comparacao entre sistemas dissipativos e sistemas
conservativos ndo giroscopicos € similar Equela feita entre estes
Gltimos e os sistemas conservativos giroscopicos, até © momento"
precedente em que a energia potencial deixa de ser positiva defini
da. Dai por diante, de acopdo com o teorema 1, 65 sistemas conser
vativos nao girqscSpicos deixam'de ser estaveis, quando, entdo, pg.
lo menos uma das raizes dé sua, equagio caracteristica € nula ou po
sitiva. O primeiro caso corresponde a uma instabilidade estatica
e € caracterizado pelo féto do termo constante det (cik) ser.nu-

lo. Como isto se da independentemente de forgas giroscopicas e



T

dissipativas, nos sistemas dissipativos ocorreria o mesmo. No se-
“gundo caso, também nos sistemas dissipativos pelo menos uma das

raizes sera positiva. De fato, assumindo-se

a). que as forgas dissipativas sé sejam introduzidas no
sistema conservativo naoc giroscopico no instante  .em

. v . e : - . : . :

que uma das ratzes da equagao caracteristica seja po-

gttivea;

b) que esta introdugao seja realizada por acréscimos pro

poretonais dos elementos da matriz (g.,) ,

tem-se as seguintes alternativas para o comportamento daquela raiz

ao longo deste procedimento:

1) a raiz se anula;
2) a raiz se torna puramente imaginaria;

- 3} a raiz permanece positiva.

 A primeira aiterhatiya néo_poder5 sé realiiar, desﬁg éue, uﬁg raiz
nula indefende de forgas dissipativas. Ralzes pﬁramente imagina-
rias sao indicio’de'um movimento,periédico3:o'qual,'ér proibido em
sistemas-diséipétiVOs.r_Resta,-portanto, a Gltima alternativa.Tem-

¥

se, assim,provado que:



TEOREMA 2

"Sistemas dissipativos, na ausencia de forgas giroscopi-

‘cag, 8e comportam exatamente como o 8eu correspondente

¥
’

sistema congervativo ndo giroscopieo."

Por outro lado, aplicando-se o mesmo raciocinio aci
ma com a matriz (gik) - incorporando, simultaneamente, forgas gi=-

roscopicas e dissipativas, chega-se a conclusio que:

TEOREMA 3

"Forcas dissipativas podem anular o efeito estabilizante

de forgas gircoscopicas"

Com este resultado, a estabilizagdo ‘giroscdpica per
de um pouco a sua importancia. Mas, na maioria das vezes, efeitos
dissipativos podem ser minimizados e representar efeitos secunda- .

rios.

SISTEMAS CIRCULATORIOS

Em primeiro lugar, seja colocar o problema conheci-
do como coluna de Beck. Na fig. (3.1) estid representada uma colu-
na de secao transversal constante, homogenea, elastica e que obede
ce a lei de Hocke. Ela e engésfada_ﬁa extfemidade inferior e 1li-

'
vre na superior. Sejam, a = EI, a sua rigidez a flex3oe & , o
seu éomprimento. A forgca P , de gompresséo,-que atua'na'extremi—
dade superior da cbluna, € ta1 que, quando esta se deforma,a forga

gira com a segao extrema da coluna e permanece sempre tangencial ao



seu eixo deformado. .

FIGURA (3.1)

Seja, agora, aplicar o critério do equilibrioc. Para
uma configuracdo de equilibrio n3o trivial, a equagao diferencial
da elastica é:

+

ay" = P (f - y) - P¢ (2 ~ x) (3.36)

onde f e ¢ sao, respectivamente, a deflexdo e o angulo de rota

cao da secgdo transversal, na extremidade superior da coluna.. - Na

equacdo (2.36), em virtude da hipotese das pequenas deformagoes,to
]

mou-se Px = P e Py = P¢ .

As condic3es de contorno que devem ser satisfeitas

pela elastica sao:
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y (0) =0
y! (0) = O :
iy (3.37)
“y =.f
= ¢

y' (L)
A solugdo geral de (3,36), fazendo uso da notagao:

k2 = Pla (3.38)

®r

y = Asen kx + Bcos kx + £ - ¢ (& - x) (3.39)

Aplicando as condigGes de contorno, obtém-se as se-

‘guintes expressoes:

B+ £~ 26 =0

k A o + ¢ =0 .
~ sen k2 A+ cos k& B =z 0
k cos k& A - k sen ki B 0

0 determinante da matriz formada pelés coeficientes
de A, B, £ e @ , € igual a -k , e, portanto, diferente de zeroc
para todes os valores de P diferentes de zero. Isto significa,
de acordo com o criterio, que' n3o ekiste, para nenhum valor P 2 0,
uma forma de equilibrio trivial na vizinhanca da forma reta da co-

luna.

- Poder-se-ia entao, concluir que a coluna nao flamba



para nenhum valor de P maior que zero, o que parece improvavel.
Realmente, aplicando o critério cinematico, determina-se que, para
uma carga
P > P, = 20,05 a/2? o (3.41)
as deflexGes sdo ilimitadas, a despeito de suas condigdes iniciais
Seremfpequenas e, portanto, a coluna e instavel..
Ante esta divergéncia, a primeira observacdo a ser
feita, € a constatacac. de que o problema em tela é n3o conservati-

- vo.
' 'De fato, a fig. (3.2) exibe duas maneipa distintas
-daicoluna étingir o estado (3). No caso (a), uma translagéo ateé o
estado (2) é'seguida de uﬁa rotagac; o trabalho'da fofga e igual a
zero. No‘caso'(b);'umé.rotagad leva a coluna ao estado (2) e ‘uma 
posterior translagio a leva até fS);_e o trabalho realizado & nega
tivo. - | |

A fOréa em questdo, & um exemplo das forgas "foiloz
er", e é'problgma_trétadé e, portanto,'db tipo circulatéfiQ,

So este.éoﬁtraéxemplo é‘sufiéiente para eliminar o
.crifériordo equiliﬁrig~da'relag§0 dbs éritérios-édmiSéiveis, .péra
este tipo de sistema. Como nao tem_sehtido‘se-félar no critérid
da energia, o dnico critério que podeisef:efetivamente 'aplicédo e
o'Critéfio.ciném&ti¢o. -Sé'eventuaimente,_éjQue o-critério de equi
'liﬁrio_p§deria'ser aplicadé; VPérréxemplo, em uma coluna de 'Beck,,

‘prismitica, com as mesmas condigdes de apoio nas duas extremidades,
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pois neste caso, a condigao det (Cik) = 0 se verifica em face da
simetria.
Neste sistema, fica bem marcada a distincao entre

os dois tipos de instabilidade, a estatica e a cinematica.

FIGURA (3.2)

1

' SISTEMAS NAQ ESTACIONARIOS

6 que caracteriia tais sistemas, e é-presenga de for
cas que dependem, elas proprias, explicitamente do tempo. Os coe-.
ficientes da equagié diferencial do movimento sao, também,depeﬂdeb

‘tes do tempo. Jomo em tais sistemas a massa, ou melhor, a diStnd-
buigao da massa, desempenha um papel preponderante e critérios es-

taticos ndo a levam em conta, tem-se:
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TEOREMA ol

-

"Problemas de estabilidade do tipo nao estacionario, nao

podem ser rescolvidos por métodos estaticos’.
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CAPI'TULO II

;'e-AﬁALISE'DB ESTABILIDADE ELASTICA PELC METODO DOS ELEMENTOS FI-

NITOS

0 obﬁetivo deste e dos proximos cap{tulos e anali-
sar a establlldade de estruturas elastlcas que estejam enquadradas
na classe dos 51stemas conservatlvos nao glroscoplcos Em . geral,
os processos de analise de establlldade ccn51stem em verificar a
_establlldade da. estrutura para dlversos niveis de- carregamento. Pa
'ra o8 51stemés acui con31derados, se nestas verlflcagoes o carrega
mento for 1nferlor ao primeiro "carregamento critico", chegar-se a, |
de acordo com oS resultados do capltulo anterior, a conclusao que
a estrutura e estavel, seja qual for ¢ crlterlo empregado Entre-
tanto, ultrapassado aquele carregamento, s6 os critérios cmnematl-
'co e da energla comprovarao a 1nstab111dade da estrutura. No que:
1d1z respelto espec1f1camente ao crlterlo da energla, tem-se  de
acondo com o‘Teorema 1 (pg. 39, cap. 1), que uma eonfiguragio sera
'estavel ou 1nstave1 tanto quanto a energla potenc1al naquela con-
 f1guragao seja posltlva deflnlda ou nao. A551m,,o problema de ve-
_rlflcagao de establlldade de ‘uma estrutura pelo criterio da ener -
gla con51ste em:

IJ construir para o nzvel do -earregamento dado a expres—
sao que da a energza potenctal da estrutura.

; . 3 . .
"CA2J.ver£ficar.sa'a mesma é positivd définida ou nao..
Por outro 1ado, no capltulo anterlor a malor parte.
- dos conceltos, pr1nc1plos e teorema f01 estabelec1da para sistemas

- coqum numero-f1n;to de graus de liberdade. Além disso, foi feita
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a hlpotese de que os mesﬁos permah901am valldos para sistemas que
“fossem continuos. Contudo, _mesmo que os ‘sistemas sejam contlnuos,
'na maicr parte das vezes & necessario discretiza-los, para entdo pro
ceder a sua resolucdo. Dentre os métbdos de discfétizagio, aquele
que vem merecendo uma maiop atengdio & o método dos elementos fini-
"tos. Este método consiste em subdividif,em subdom{nios(elementos)-
0 dominiq em que O problema & definido e assumir que a energi& po-
tencial do sistema possa ser igual a soma das contribuicSes da e-
hergia‘potencial de cada elementb. ‘Além disso, assume~-se que a e-
rnefgia_potencial em cada eléﬁento é fungdo de um nﬁmerb.finito de
 parametros. | |
Ex%stem varias formulacdes para 1mplementar modelos
de elementos flnltos, todas elas interessadas nas equagoes de equl
llbrio interno do elemento, bem como nas relagoes tenséo~deforma -
-gSés e defpfmagio—désiocamenfds e, ainda, nas-condiéaes de contor-
no do elemento.(cdm.tensaés ou deslocamentos prescritos). Assumin
‘do-se que tanto as relagdes tensio-deformagdes como as - condiQEesr
de. contorno qﬁe énvoivem deslocamentos, sejam satisfeitas identica
Vmente,-um modelo sera encontrado em que as Unicas variiveis inde=
pendentes serdo os\deSlocémentos (11).. Este & o chamadé modelo de
desiocamentos e o.métodp baseado neste modelo; o método dos deslo-
camentos, tem sido o mais aplicado, e também o ﬁais'estudado,' ra
analise mafricial,de:ésfruturas. . |
A anallse ‘dos §1stemas estruturals correntes pOde,l
:em geral basear-se na - geometrla da estrutura 1ndeformada 1sto sen
_do p0531ve1 quando, a menos de deslocamentos de corpo rlgldo,' as

deformagoes e os deslocamentos possam ser con51derados pequenos.



Se;.além diséo, as rela¢6eé tensaofdeformaQSéé forem'lineafes, a
énalise sera reduzida a uma.formuiagio_ﬁatricial linear (12). As-
 sim,'nesfe tipo de anilise as relacdes entre as cargas aplicadas e
a resposta da estputufa (deslocamentos), bem como as-relaQSes ten-

sao~deformagoes e deformacdo-deslocamentos, serao lineares.

Agora; existem eétruturas eﬁ qué nao maié peréistemr_
as hlpoteses feltas anterlormente., Por exemplo, os. deslocamentos -
poderao vir a ser de tal ordem, que as equagoes de equlllbrlo sé
poderao ser gsqutas em:relagao a geometria deformada.' Por outro
iédo; mesSmo que o5 deslocamentos sejam efetivameﬁte pequenos, pOdg.
 'r§o existir na éStrupura.tensEes qQue, em preéenga'dgstes. desloca-
f mentps,_é lévar567a uma. situagdo de ihstabilidade, situagdo esta.
Qué ﬁEo'pOdépé ser prgVista séﬁ'que se considere a estruturé _-ha
 sua configquQEO deformada.  Assim,rem ambOSVOS casos,'a _anélisé
tera qde ser efetuédarnofémbito dé anélise'néo.linear;_.OS tipos-
de nao 11near1dade apontados aclma, sao referides como nao 11near1
‘dades geometr1castaserao as unicas aqul con51deradas. Além disso,
seraffelta a-hlpotese de que as deformagoes permanegam peéuenas;'
mesmo'eﬁ presenga de_grandes_deslocamentos. -

Por se tratar de um método em que os deslocaméﬂtbé
'séo'as‘variéﬁéis;pfimirias,‘o metodo dos deslocamentos tem sido o
-preferldo para estender o metodo dos elementos flnltos a ',énélise
‘nao. llnear. Esta extensao ‘& efetuada por tecnlcas lncrementals ou'

;
1+"rat1vas, cada uma delas convenlentemente llnearlzadas, podendo .
'{alpda a'prlmelra,_envolver em.cadarum dosrseus passos.tecnlcasrité

_rativas.

'-A_técnica,incremental consiéte'em;analiSar a estru~-
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turé, sob cada inérementb'de carga, baseada na geométria bBtida-no
'paSso.anterior. As_primeiras.tenfativas neste sentido,entpetaﬁto,
desprezaram aslcontribuiQSes de termoé de ordem mais aité,ﬁue é
priheiba nas relagSeS'deférmagabﬂdeslocamentos existentes nos ele-
méntds, o qué) por si so, iﬁpossibilita le&ar ém conta as contfi~
buigaés dos elementos iﬁdividﬁais-ﬁ instabilidade da . .eétrutura.
Tal seria o caso, ao se anaiisar-a estrutura da fig. (1.1) sem se

levar em conta o efeito das rotacdes sobre a deformagdo especifica

‘na diregaec axial dos elementos.

P

FIGURA (1.1)

Em vista disso, procurou~se considerar as nao linea

ridades desde o inicio dos problemas, isto e, a partir das rela-
coes existentes nos elementos. Esta necessidade torna-se premente

quando se deseja analisdr, por exemplo, a estabilidade de uma colu



na solicitada por forgas axiais de compressdo.

Um qftigd de Martin (13), faz um_levahtamento do que
foi feito entre os anos de 1358 e 1965,,Proéede'a uma analise cri-
_tica do prqblema e estabélece um procedimento'consistente; com ba-.
se_na_feoria da:eiasticidade nao linéar; para derivar as = matrizes
de rigidei necessarias para a analise de grandes deslqcamehtbs e

" de estabilidade.

| Em 1963 Gallagher'e Padlog (14) esfabeieceram um
'processo para analise de establlldade baseado no’ pr1nc1olo d? ener
: gla potenc1al esta01onar1a, restrlto aos casos de 1nstab111didesem
que OS efeltos dos deslocarentos nodals fln}tos5‘nao tinham rele~
vancia na ocbrréncia.ﬂaquelaé~inétabilidades.‘ Méié'tarde, eétes
mesmoé autorés,,e mais Gellatly.e'Mallett,,esteﬂderam e. ampliaﬁam
ééte-tnahalho (15). 0 processo deéérito-pdr estes autores & parti
cularmente recomendado quahd§ a distribuig¢do das forgas axiais (no
'caSO de estfuturasgformadas pbr‘elementos unidimensibnais) ou das
forgés dé.mehbrana'(noréaéo daS'placés é éascas), nao e conﬁecida,
a priori. | | | | |

A seguir, seré,anaiisada a estabilidade de estfutu-
‘ras planaé formadas por eleménfos‘unidimensionaié, cujos dgsloca;‘
mehtos-permanécem 1imitados:até ) insténte em que g'estrutufaj se
" torna 1nstavel Para isto, seer intrdduzidasiligeiras modifica-:
goes no processo descrlto na pdbllcagao (15), com a flnalldade de
"se-construlr um programa automatlco. Antes d1sso, serd deduzida al
'matrlz de. rlgldez para um elemento de portlco plano, segundo (o] pro

cedlmento proposto por Martln.
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2 - MATRIZ DE RIGIDEZ PARA UM ELEMBNTO.DE PORTICO PLANO

Define-se como matriz‘de rigidez aquela-que.'trans—-
forﬁa deslocamentos generélizadqs (ou nodais) em forgas generaliza
das (ou nodais). Escrevendo-se as expressoes (3.20) da segac do
cap. I em forma matricial, reconhece-se na matriz-(cik) a matriz
ora definida. Comparando aqﬁelas expressoes com a expressao(3.26),
da mesma segdo, conclue-se que os elementés desta matriz sao 'daf

dos por:
- a2 : o '
Ciy * 3 V/aqi 3qy B . (2.1)

_ Sejam os q; deslocamentos generalizados em fungao
dos quais se podem obter os deslocamentos em qualquer ponto do elg
mento de portico plano indicado na fig. (2.1). Como o elemento ao
se deformar permanece no plano formado pelos eixos x e y , € su
ficiente considerar os deslocamentos nodais (u1 s Vq s 61 s UpsVa
62) indicados na figura, para que seja assegurada a compatibilida-
de dos deslocamentos nasrinterseg6es (n6s) dos elementos. Assume-
se que a secdo transversal, A , € constante ao longo do elemento
e que I , & o momento de inércia da segdo transversal em relagao
ac eixo dos z . Além disso, assume-se que o elemento € constitui
do por um material homogéneo, elastico e que obedeée a lei de Hoo-

ke. . ' ‘ o '- ) ..



FIGURA (2.1)

Como no elemento n3oc figura nenhuma carga externa,
toda energia potencial se encontra em forma de energia de deforma-

'gdo. Desta forma,tem-se que:

1)

T T \ 240 |
v (1/2)f_axexdn = (1/2) Ef e2dq (2.2)
2 : Q
onde Q@ & o volume do elemento e E s © modulo de elasticidade

longitudinal do material.

4.

. - v . . - - . .
‘A deformagao especifica na direcido axial, €4 » Do~

de ser separada em duas parcelas, como:

€, = €e_+e_ (2.3)
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ondé €, € a déformagéo séfrida-pelo eIEmento.desde o) instanté'em
que a estrutura esta descarregada, ate o] 1nstante em que se 'dé o}
equilibrio entre as forgas: 1nternas e o carregamento aplicado. - A'
parcela €, podg sepr encarada.como a,parte da deformagao]que se
da quéndo.a'estrutura'é levada até uma configuragdo vizinha aquela
'do'equilfbrio.

Substituindo (2.3) em (2.2), vem:

=2 e f e2q l Jf - | .
V = 5 EJ( ; Q.+ E./‘Qe € Q t 3 E an = vo + Vl + V?

-A primeira integfal ,V y € a energla de deformagao preéente ﬁé
-1nstante em que se da 0 equlllbrlo, e sendo constante, nao contpl- :
bulra para os elementos da matrlz de rigidez (ver(2. l)) A531m, o
1ncremento.da;energla,potenc;al resumlpfse-a aslduas ultlmas inté4

. . ' B
gralis.

Segundo a teoria élementarnda-Resisténcia’dcé Mate-

‘riais, €, , € dada por:

a
. .du, Ll.duys L , _odiv
ta " T 7S (& ) Y @®
n Como o ferho (1/2) (du/dx)? & pequeno quando comparado  com:

'du/dx,pode ser omltldo em (2, 5), O nmesmo nao acontecendo com o ter'
'(1/2) 7(dv/dx)?_, pois sem sua presgnga,e 1mpossmvel -proceder'
'”‘fa qualqﬁer analise de'éstabilidgde‘(ver éq; (1}3;17) da.secdo 1.3

do cap; I)l;Destefmodo_vem;r'



= 8u 1 . dvya _  d2v o ,

Substituindo (2.6) em vy e 'V, ,de (2.W), vem: -

2 .

1 Eefff(———ydxz)dxdydz«b—flefff( )2dxdydz

v =
_ 1 cdu. . du d4* ' d2v.2
Vp = 3 E fff[(asz?z 2 g axa t YT ‘“‘*dxz"]dx dy dz
1 dv,s du z'_ dv,z d*v
+ §-Iafjif[~ (5 ‘+ = ( =) y (52 dxz] dx dy dz . (2.8)

. Neste ponto, convém introduzir os deslocamentos .no
interior do elemento em fungéo.dqs deslocamentos generalizados. A
escolha destas fungaés.é um passo imp0rtante dentro da tecnologia
dos elementos finitos. Os critérios para esta escolha foram esta-
belec1dos por Zlenklew1cz (12). De acordo com eles, as: funcgdes

devem ser tais que:

1) nao haja nenhuma deformagdo no elemento quando . o8
_deslocamentos nodais forem compatzvets eom um movimen
to de corpo rigido.

2) quando os deslocamentos nodats forem compativeis com
'~ uma condigaoc de deformagdo unitaria constante, esta
megma condigao deve ser obtida a partir das fungoes

]

'esaolhtdasr
.

'Estas'condigaes sao denominadas de condigdes de completidade.
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Por outro lado, o comportamento do elemento - deve
ser explicado a partir do conhecimento dos deslocamentos nodais,
do que se conclue que deve haver uma concordancia nos numeros de.

deslocamentos nodais e generalizados.

A funcdo u{x) tem que ser no minimo da forma:

ulx) = q, + qé x . | : (2.9)

péra atender as condigoes de completidade;BnQuanto-iSsd, o desloca
mento transvergal, v , tem que ter uma_forma cﬁbiéa para 'atendef'
a condigdo de ciSalhamentO'constante-_(dadé_por a%v/dx® = cte.) ,
lpermitindb, cOnseQuenteménfe,‘ﬁma.variagéo linear ligando.oé_homeg

tos nas extremidades do elémentb. Assim, vem: -
Yoz oa 2, s |
vix) = q; *+ qug + qgxt + qgx? (2.10).

Com isto, tem-se também satisfeita a condigdo de haver um mesmo ni
mero de deslocamentos nodais e generalizados no eiementp,'

s

Agora; fazendo-se as integragdes ao longo das  se-
gOes transversais e introduzindo-se as derivadas presentes em(2.7)

e (2.8) em fung&p dos_deslocamentos genéré;izadOS, vem:
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£ B %

- ,. : : 1 F 2 2.2 2 e |
Ve EeoAf U@ X *3 EsoA[ (y * Hagx” + 9q5 x* 4+ Mg, qg x
o o ' -

+'6quqs x2 +12q.q,x") dx

(2.11)

A .
I A 2 2 a2 2
V2 = 2_E[ A q, + I (ugs + 36ggx +2uq5 g x) dx
A B .
-~5—~/ﬁ + 2q, x + 3q6 x2)* 4 q, (q + 2q; x + 3q, x’)’dx_
° (2.12)
 Nestas expressoes, os termos lineares nos q, nio

: L
contribuem para a ‘matriz de rigidez e os de ordem-maior ou igual a

————

terceira nao figuram na expressao da energla potencial(ver (3, 26),

cap. I). Assim, com P° = EeoA representando a forga axial . no

elemento, no instante em que se dia o equilibrio entre as forgas in

ternas e o carregamento aplicado, tem-se, finalmente, a = expressio

da energia potencial como uma forma quadratica dos deslocamentos

generalizados:

onde:
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g - 1 2 2 2 743 o 2 '

¥ = 3 E (q3An + ugl T + 12qf I8° + 12q5 qq I£%) (2.13)

ffz'.-—Po(22+5'2'9,"+3515+2 Cq. 222, q. 20+ 3q.qgtY)
.t T3 9 59 * T4 9 9y ¢ 159

S (2.14)

Chamando de ag e b,y os elementos da matriz de rigidez obti-

dos, respectivamente, de ¥ e vV por (2.1), vem:

=

[ A 0 o
'I:A]j_: | o w12 6 182 . (2.18)
06 182 12 14°
T
C2) ¢5) (8
|_£ 22 !-3_1
] o 2 4 .3 3 . ) .
[g]__p I T A A (2.16)
gt 2 9 g5
LA T g b
CCw) rCs) (8

" Agora, tem-se todo o comportamento do elemento ' em

fungdo de seis deslocamentos generalizados. - Se os elementos  que
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compSemra éstrutura, fossem indepéndehtes, ter-se-ia, entao, ao to
do, 6n deslocamentos generalizados, gendo n o'hﬁmero total de
elémentos._Introduzindo—se,porém, as restrig&es'impostas pelos a-
poios e as deéorrentes das equagoes de compatibilidade nos nos da
~ estrutura, aquelé-nﬁmero serd reduzido. A maneira mais facil de
se introduzir estas restricdes é transformar os deslocaﬁeﬁtbs'geng'
ralizados em deslocamentos nodais'a partir daé relﬁgaes existentes
nos elementos. Seja, ehtéo, barticularizaf u, v. e dv/dx , pa-

ra x =0 e x = 4 e escrever o resultado em forma matricial:

{ \ — { 3

' [

uy 1 0 o0 o 90 O qy

vy 0 q 1 0 0 0 a,

] o 0.0 1 0 O qQ
< 1h . | . o QY

gz 1 £ 0 0 ¢ 0 | qy .

' o 2 3

v2 0 01 & 27t g

] 6 0 ©6 1 28 382 Q

\ 2J - i ' .' —J \ 6)
{p} o [%] o {aq} (2.18)

Seja [C] a'matriz'que transforma deslocamentos generalizados em
”forgas,generalizadas~e, [SJ ‘a matriz que transforma desiocamen--
‘tos nodais em forgas nodais. Esta Gltima, pode ser obtidafda'pri-.

‘meira atraves de:

(] P[] 0]



A matriz [&:0} -1 , obtida por inversao de Iq:o] de

(2.18), e:
1 0 0 0 0 o
1 1
-7 0 0_ T 0 0
| . 0 10 0 0 0 |
[¢0]—1 = ' . 0 N2.20)
., 0 o .. .1 0 -0 0
3 2 3 1
0 17 T 0 3 -7
. 2 3 0 TS .
13 'T_ z - B %)

Pr'e'enc]'_\endo‘ com Zeros ‘08 termos que estoA .faltando
nas matrizes l A] e [B] e efetuando as opefai;ées indicadas em

(2.1%), vem:

A - A
7 0 0 -7 0 0
12 1 6 1 12 1 6§ 1
8 T R £ T
: 4 I 5 6.1 2.1
_ : : 2 : . cf2 2 .
I'kJ':'E' | o SR l¢z.21)
o N . A 0 |
br | T )
e | 12 T _ 6T
SIMETRICA 2y (£
' ¥ I
!‘ .




— -1
0 0 0 0 0 0
5 O N 2
5 10 3 10
. 2 o2 | g 2
l p° | . .]-:-5_2 .0 10 T30 _ :
[ keilz"f‘ i o C(2.22)
| | 0 0 0
§ L
5 10
2 ,2
.-1——52,.

;finalmente, a_matriz de rigidez do elemento sera, entdo, dada por:
'[kT] é (_[k‘} + [kG]) o (2f23)

3 - PROCESSO DE‘GALLAGHtR PARA A ANALISE DE ESTABILIDADE ELASIICA,
| Antes de apresentar o processo propriaménte ditd sg'

; réo.descritos 05 passos que devéréo sef'cumpfidos para se:passar a
| aniiiée do nivel‘do elemento para o n{Qel da estrutura. No'métodor
_dos‘déslocamentoS esta‘péssageh resulta nas'relagaes que ligém‘ 65
fdéélbcamehf@é nbdais,da esfrutura cpﬁ'as-fqrgas nodaisrfcorrespon-
-fdehteé (6u-ag3és), ou o que é,o'mesmb,rné matriz de rigidez da es-
.Vtrutura;_ Como:fdi'vistb, os termos da ma£riz7de-rigidez sdo deri-~
rfﬁados'da eﬁefgia potencia1§ é'como a‘hi§6tese'b§sica do método dos

‘elementos finitos € que a energia potencial né dominio completo se



ja igual.a soma daé.énergias.pofencial dos eleméntos, conclue-se
que os termos da matriz de’rigidez da estrutura serao iguaié a so-
ma das contribuigoes dos_termds da matriz de rigidez dos seus ele-
.mentos. éor oufro lado, os deslocamentos nodais escolhidos para
se escrever as relacoes existentes nos elementos tem, em geral, as
diregoes dos eixos de um sistema de referéncia'que depende da ori-
entacao do elemento, o qual & chamado sistéma-local-do | elemento.
Assim, antes de se montar a matriz de rigidez da estrutura, & ne-
cessario que se faca uma transfofmagéo fal que o©s deslocamentos- e
as forgas correspondentes, em um mesmo no, estejam nas difeQSesdos
eixos de um ﬁnicb sisteﬁa'de referéncia previamente escolhido para
~aquele no. Estes sistemas de referéncia sEo.chahados de - sistemas:
globais locais. Pode acontecer que-seja possivel tomar em todos
o8 nos sistemas de referencia cujos eixos tenham.a mesma diregdo e
sentido dos eixos de um sistema tnico de referencia, neste caso, es
te Ultimo sistema & chamado de sistema gléLal da estrutura. Assu-
mindo que tenham sido feitas estas transformacdes, obtem-se, entao,

a matriz de rigidez da estrutura da maneira acima descrita.

Sem perda de generalidade,_daQui_por diante a anali
se sera feita usando como veiculec de ilustrac3o a matriz de rigi-
dez que foi deduzida na segdo anterior, e onde se falar de forca
axial, esta palavra podera ser substituida por forgas de membrana,

a nao ser gue niac seja o caso.
) r

Chamando de { r } a relagao dos deslocamentos no-
dais da estrutura, livres de se reallzarem, ede { R}, o vetor
das forgas nodais correspondentes (vetor das acoes), o qual & ob-

tido superpondo-se o vetor das forgas aplicadas aos nds da estrutu
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ra com o vetor das forgas nodais equivalentes as cargas aplicadas

nos elementos, vem que:
{R}= [K] (r) (3.1)

onde a matriz {KT] & obtida a parfir das matrizes -[RT] dadas
por (2.23), ap65.terem sido feitas as transformagaes convenientes.
Alternativamente,.pode-se obter a matriz de rigidez.montando-se se
paradamente as matrizes cujos element?s provem de [:k:] e [kG] .

Deste modo, a equacdo (3.1) € escrita na‘forma:
trY=fx]+ [t N 2

A matriz.[ K }_é a matriz de rigidez convencional, ou seja, a mes-
ma que & usada na an&iise linear e que independe . do carfggameﬁtoi
aplicado. A matriz [KG} » que € o resultado de se ter'cqnsidera—
de o termo nio linear, 1/2 (dv/dx)? ,‘na rélag§Q ¢eformag3o-de§-

1ocamento§ (ver (2.25) deste capitulo), é”designada matriz de rigi
dez'incrémenfal, ou matriz,de rigidez gedmétrica,'éu, ainda,matriz
de rigidez com_tensaeé'iniciais. A primeirardesignaéso provem do
fato de ser esta, a'matriz que deve sef somada a matriz de.rigidez
 convencional paraVSQ obter os deélocaﬁenfos em um novo"indrementbr
das cargas,qando se esta fazendo uma'ahélisé n&é'linear‘de uma estru.
tura'peio prqdeéso'incrementél...Neste'caéo, 'éo. g a- defdfmagao'
Vobfida;até'ﬁm.péSSO anterior aquele que estd sendo.cbnsiderado;‘-é'
'e;., o_incfemento na deformag&o devid§ ao novo incrémento-daé car-

'gas.z‘A Segunda designagﬁo_pfetende que ésta-matriz corrija a geo4



- 68 =

metria da estrutura em cada incremento das cargés. Finalmenté, a
altima deéignagao deriva do fato de ser esta matriz dependente  do
estado de tensao nos elementos, no instante que precede a um novo
iﬁéremento das cargas. Aqui, serd usada a designacio matriz de ri

gidez incremental.

Seja, agora, { R } o vetor das acgoes péré um de-
terminado carfegamento aplicado na estrutura e i , um parametro
real que multiplicado por {'Ro } fornece { R} na eq. (3.2).Se
a distribuicao das forgas axiais na estrutura & conhecida a priori,
isto é, sem que seja.necessério proceder a qualquer anilise de des .
locamentos da estrutura, e se a estrutura & tal que os séus deslo-
_camehtos:permanecem limitadds_até o ihstante em que se da a sua
instabilidade, entdo, somente a intensidade da distribuicdo - das
fbrgas axiais variaré com ¢ carregamento e a eq. (3.2) podera ser

escrita na forma:

(RI=2{R b= ([K] +2 [Kg ) () (3.3)
: N ' o~ _
onde -[KG ] € a matriz de rigidez incremental pafa A= 1, A
" condigaoc para que o carregamento { R } seja critico de - acordo

com o criterio do equilibrio & dada por

et (_[1{] + 2 [Kéo] yeo | ._,(3.4)_

1Por'qutfq.1ado, os valores de ) que satisfazem (3.4), sdo os au-

tovalqres.da:equagab:



(.[k] ;A'[KG]'){r}?O S (3.8)

O.

0 menor valor de A obtido de (3.5) sera, entdo, o primeiro para-
metro critico e a anidlise de estabilidade serd efetuada de acordo
com a discuéséo feita na secdo 3 do cap. I,na parte em que sao tra
tados os sistemas conservativos ndo giroscopicos. Este, é © pro-

cesso descrito por Przemieniecki (16).

Acontece que muitas.vezes a distfibuigéo das forgas
axiais s0 pode ser deferminada a partir. do conhecimento dos deslo-
camentos nodais, os quais, por sua vez, dependem daquela dis{fibui
'gd3o. Nestes casos, a propria distribuicdo variara com o nivel dé
carregamento e o raciocinio anterior ni3o mais poderd ser aplicado.
-0 ﬁrpcesso de Gallagher e recomendado exatamente para estes casos,
embora permaneca a hipStese da nEo'reievancia sobre a  ocorréncia
"da instabilidade dos efeitos decdrrentes de deslocamentos finitos;
Agora sera apresentadé_a sequéncia, como esta descrita em (15) -

que devera ser seguida para a aplicagdo deste processo.:
1) define-se inicialmente um nivel do carregamento apli-

eado a4 estrutura, por meio de um parametro @, . Sen
do { R} o vetor das agoes do carregamento aplicado,
espera-se que al.{ R } s8eja um carregamento proximo

ao primeiro carregamento critico da estrutura,

1]

2) para este nivel do carregamento, é feita uma previsdo
“intetal das forgas axtais nos elementos com. [KGl =0

em (3.2), Assim,_obfem-seﬁ



..7b_
{r}° = {:k ];1_al {rR} ' | (3.6)

¢ a partir destes deslocamentos sac computadas as for

]°

¢az axiais nos elementos,

[y

de posse destas forgcas, e montada a matriz | K

um novo vetor de deslocamentos é obtido de:
Ce b s Tk] Yt (R - (KT 010 (3.7)
[ ] (o [¥e] > .

o processo continua até que uma matriz ineremental ob

tida de;

{p st o [K ]_1(u1 {R} - [KG] 5 {r 1%) (3.8)
cotneida com a matriz incremental obtida na iteragao
anterior, ou sefa, de { r }°

conheeida a matriz incremental definitiva, a condigado

para que o carregamento seja eritico e que :
dget ([K] + [x]) =0

Por outro lado, se é'probiema de autovalores

A k] + x'_[kg] y{rr=(0}

-fbr_reaolﬁidp:e o menor valor de X, Ai s for igual
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a1, a eq. (3.9) se verificae o, { P} serd o pri-

meiro carregamento ecritico. Se, entretanto, A for

1
diferente de 1, a eq. (3.9) nao se'verifica, e o car-
regamento o, { R} estara abaizo ou acima do primet

ro carregamento eritico, dependendo do valor A

; Ser,

respectivamente, mator ou menor que 1.

caso a, { R} nao seja o primeiro carregamento eri-

tico, o processo é repetido para outros niveis de car

regamento, a, {rR7Y, a; { B} ,..., até que gseia
achado um parametro a, que multiplicado por { r}
fornega o cdrregamento desejado. Meamo'que tal nao
écontepa, é possivel que se plétando o8 valores de

@, e A (ai) > G, & X (a2) s G5 e p\ (aa) secesy O
valor de a, possa ser extravolado ou interpolado ,
dependendo das pasigSes relativas destes pontos. Unm

exemplo desta curva é o da figura (3.1).

FIGURA (3.1)
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Do ponto de vista computacional, note-se que do pas =
so -2 ao passo 4 sésfdi necessirio inverter a matriz LK] uma
Gnic%hﬁez, sendo as operagdes restantes, simplesmente, somas e mul
tiplicacdes de matrizes. 0'prob1ema de autovalores em § pode ser

resolvido por um processo iterativo, por exemplo, o processo de

Stodola. Escrevendo-se (3.10) na forma
[¥] (r}-= - x [ke] 3} ©(3.11)
e premultiplicando—se.ambos 0s membros de (3.11) por [.K:I-l, vem
{r)}:= = A [K:l -1 ]:KG]' {r} (3‘.12)

e, portanto, a matriz [K ]—1 , que pode sair intacta das opéfa—
goes nos péssos anteriores, pode ser mais uma vez manti&a na memo-
ria do computador e ser utilizada quando awgfgcesso se repetir pa-
ra outros niveis do carregamento. Note-se, porém, que serdo neces
sarios dois espacos na memdéria para armazenar as matrizes de rigi-
dez convencioﬁal e incremental. Além disso, devido a inversdo,ndo

podera ser aproveitado o fato de serem aquelas matrizes do tipo

banda.

4 - PROCESSO DE GALLAGHER MODIFICADO

A motivagao inifcial para modificar o processo de
Gallagher, surgiu quando se tentou introduzir liberagdes nos ele-
mentos da estrutura, pois, neste caso, tanto a matriz [K] como a

matriz [KG}depaﬁem(hsfbrgas axiais induzidas nos elementos Con
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sequentemente, o processo proposto para o refinamento da matriz in
cremental perdeu o seu sentido e desapareceu um dos principais a-
trativos de processo, ou seja, a permanéncia na meméria do computa

dor da matriz [ ] -1

Em segundo lugar, mesmo que nao fossem introduzidas
liberagdes nos eleméntos, permaneceria uma inconveniencia daquele
processo, principalmente para computadores de pequenc porte, qual
se]a, a necessidade de ocupagao de duas areas de memorla para o ar

mazenamento das matrlzes de rlgldez convencional e 1ncremental

Finalmente, se o0 parametro oy ,'escolhido no passo
1, for tal que. © n{vel do carfegamento situe-se nas proximidades
do segundo carregamento critico, um resultado falso poderd ser en-
contrado. Isfé, porque da'maneira como o pfocesso foi formulado,
a decisao sobre a establlldade teve que ser feita por meio do cri-
terlo do equlllbrlo. Para contornar_este‘problema,_uma, primeira
'solugdo seria guardarrem uma.no&a érea'de memoria a matriz [K]
no passo"g compor esta mafriZ-cém [KGJ para,‘eﬁféo, fazer a ve
'rlflcagao pelo criterio da energla. Uma segunda solugéo, com a
mesma finalidade, seria 1nverter a matrlz [K] -1 para. obter a ma-
_trlz_or;glnal. A tercelrag-serla montar outra vez a matriz [jK]
na area ocupada por [ K] =1 Afprimeira solucdo teria a vantagem
de preservar o processo, mas terla a inconveniencia da crlagao de
‘uma nova area de memorla (interna ou externa) A segunda so;ugao'
destruiria a matriz r[K:}-l_; e repetido o processo pafa,um novo
nivel dé carregamentd,.a matriz [K:] . teria que sef_mais'uma Vezr
invertidé. A terceira Sclugéb seria préficamente.eQuivélente a

segunda..



Para que fossem resolvidos simultaneaménfe todos os
problemas apontados acima, procurou-se, entao, reestruturaf O pro-
cesso de Gallagher dentro de novas diretrizés. Como se sabe, de
acordo com o criterio da energia a estabilidade de uma estrutufaqg
ta relaeionéda com o tipo de forma assumida pela expressio da sua
energia potencial, ou no caso mais gefal, com a forma assumida pe-
la segunda variagao da energia potencial. Entretanto, o . metodo
aqui empregado reduziu o'probiema ao estudo de uma forma quadrati-

ca em n coordenadas generalizadas dada por:

1 n . . ’
i, C i} :

=1

onde a matpiz dos coeficientes' (cik) e agora a matriz de.rigidéz
da estpﬁtura;: [KT]-, e as_coordenédas generalizadas sao os deslo-.
caméntqs nodais da estrutura.. Por outro lado,.a condiggo 'necessé'
ria e'suficienfe para que'a_formalqﬁadrética (4.1) seja positiva
deflnlda e que todos os menores pr1n01pals do determinante da ma-
triz dos seus coef1c1entes sejam positivos; veja-se (10 , pg 312).
| | Sabe-se, ainda, que a fronteira de éstabilidade -
estabelécida peia condigéo:' | o |
det (cg, ) = det [K.I.] -0 (4.2)
Como oS coeficientes ¢4y » ou seja, os térmos_da matriz de rigi-
.dez,-ééo fungaes_continﬁés de um parametro o que identifica o ni
'vei-do_carregamentb aplicado, assim também o sera o. determinante

da matriz de rigidez. Deste modo, poder-se-ia tragar uma = curva .



continua det [KT] versus o , a qual teria o aspecto representa

do na fig. (u.1).

dat [KT]

FIGURA (u4.1)

Do quadré acima representado ve~se que conijugando-
se os critérios da eﬁergia e do equilibrio, pode-se chegar a um
processo para pesquisaf a posicao do ponto B na fig. (4.1), Abs~
traindo-se, por enquanto, dos processos computacionais, esta pes-
‘quisa resumir-se-ia em encoritrar um parametro o que estivesse si

tuado na regido AB do eixo dos. & e o mais proximo possivel do

P

ponto £ . Caso a previsao inicial fosse tdo grosseira'que para, -
metro atingisse um ponto alem de C , o exame dos sinais dos meuo-
res priﬁcipais acusaria tal f;to.‘ Poder-se-ia, ainda, encontrado
um parémetfo ¢ que estivesse na regido AB e relativamente pro-

ximo de B , explorar a vizinhanca deste ponto dentro de certos 1li



mites e, ent3o, encontrado um determinante com sinal negativo nes-

ta vizinhanga, procurar se aproximar de B por valores que

vessem a sua direita.

Agora, sera explicado como se deve proceder pa

da nivel do carregamento:

1)

2)

3)

resolve-se. o sistema de equagdes (3.1) com [KT}: [x]

esti-

ra ca

com o reaultado obtido para os deslocamentos ealeulam

se as forgas axtais nos elementos e monta-se a matriz

[KT ]. Com esta nova matriz, resolve-se matis uma

L

: . ' - . . 3
vez o szstema-(3.1) recalculam-se as forgas axiatis e

continua ate que oe deslocamentos obtidos em duas ite

monta-ge matis uma ves a matriz [K ] 0  processo!

ragoes conseautivas sejam iguais dentro de uma aproxi

' magao desejada. Com isto, tem-se a matriz de rigidez

da estrutura referida ao nivel do carregamento em-

questao.

a regsolugao dos sistemas de equagdes sendo feita pelo

algoritmo de Gauss, permite que,concomitantemente com

a resclugao de cada sistema, sejam computados os meno

res principais do determinante, e naturalmente o pro-

triz de.rigidéz final tem-ee,‘também, todas as infor-

~estabtlzdade para o presente nivel do carregamento.

prio, sem que seja introduzido, praticamente, nenhum
2 ; 3 >

es forgo computacional adiecional. _Assim,-obtida a maq-

rmagoes necesaarzas para ‘0 procedzmento da analtse da



'Comparando?ée este processo com o de Gallagher,'meg
- mo sem considerar as inconveniéncias apontadas no-infcio desta se-
.930, chega-se.a uﬁ resultado, no que diz respeito ao tempo gasto
em comp&tagio, ppaticamente equivalente. Isto, porqué apesar ~da
resolugao do sistema de equagdes envolver um nimero bem maior - de
operagoes do Que asienVOlvidas_em éada passo do processo iterativo
para refinar a matriz de rigidez.incremehtal, no presente processo,
evita-se o problema de aufovaiores do processo anterior, o qugi,_

podera consumir um tempo consideravel de c¢omputagao.

Em um capitulo seguinte serdo apresentados os tes-
tes realizados em algumas estruturas planas formadas por = barras
com eixo reto, que serviram para comprovar a eficiencia do proces-

so ora proposto.



carITULO IIX
1 - PROGRAMA AUTOMATICO HPAEEL

1.1 - Finalidade

A finalidade do presente programa € analisar a esta
bilidade de estruturas planas formadas por barras retas de secao

transversal constante e que atendam as seguintes condigaes:
1) pertengam d classe dos sistemas conservativos nao gi-

roscopicos.

2) gejam colicitadas por forgcas contidas no plano formado

por suas barras.

3) ao se deformarem, permanegam no plano em que ge encon

travam antes da deformagao.

4) suas deformagoes sejam de tal ordem que os comprimen=—
tos e as dareas, da se¢ao transversal de suas barras,
ndo sofram variagoes consideraveis (hipotese das pe-

quenas deformagées) .

5) seus deslocamentos permanegam limitados até o instan-

te em que elas se tornem instaveis.

1.2. - Subrotinas do Programa *

1.2.1 - Subrotina GILCA

Esta subrotina define:
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1) a geometria da eatrutura
2) as condigoes de apoito da estrutura

3) a ineidencia dos elementos, ou seia, a orientagac
dos eizos do sistema local de cada um dos elemen-
tos.

4) o numero e a localizagao das liberagoes dos ele-

mentos

5) o médulo de elasticidade longitudinal do material

da estrutura.

6) o numero de graus de liberdade da estrutura

Subrotina HFVC

Forma o vetor das acoes correspondentes aos desloca

‘mentos nodais livres da estrutura, combinando as

acbes nos nos com as agoes equivalentes as cargas

aplicadas nos elementos. Estas ultimas sdo forneci-

- das por leitura direta.

102.3_"

Subrotina HMMR

Calcula os termos da matriz de rigidez, [KT] , de
um elemento de portico plano, referida ao  sistema
de eixos local do elemento. TFaz as trans formagoes
convenientes para um sistema de eixos global e mon--

ta a matriz-de figidez, [K&J , da estrutura.
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1.2.4 - Subrotina HRSCD

Resolve um sistema de equagaes‘pelo algoritimo - de
Gauss, ao mesmo tempo em que caléula o determinante.
lInforma ao programa principal se existe pelo menos
algum menor prihcipal do déterminante com.sinal ne-

gativo.

1.2.5 - Subrotina HCFA

Calcula as forgas axiais nos elementos a partir dos

deslocamentos nodais da estrutura.

1.3 - Processo Automatico para Determinar o Parametro Critico

A determinacio da posicdo do ponto B , da fig.
(4.1) do cap. II, pode ser feita por tentafivas escolhendo-se  um
certo numero dos parametros que definem o nivel do carrégamento. A
eficiéncié deste processo, entretanto, deﬁéﬁae do acerto da esco-
lha daqueles parametros. Caso a primeira série dos parametros es-
colhidos n3o fosse bem sucedida, entrar-se-ia com uma nova série,'
e assim por diante. Para evitar isto e dar uma maior liberdade ao

programa, introduziu-se um processo semelhante ao de Newton-Raphson.

Seja det_ , © determinante da matriz de rigidez
convencional da estrutura e det , o determinante da matriz [K& ]
definida na secdo. 3 do cap. II.” Como a matriz de rigidez conven-
cional independe.do carregamen'to apiicado, det sera a ordenada
na origem da curva ihdiéada na fig. (4.1) do cap. II. Agora, se
os_valores det/deto forem tomadds como as novas ordenadas daque-

la curva, a ordenada na origem sera sempre igual a unidade. Supon
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do-se que a linha pontilhada, indicada na fig. (1.3.1), seja a cur
va real det/det_ = f(a) , o.seguinte proéesso podera ser usado Pi‘

ra determinar a posigdo do ponto B sobre o eixo dos a :

1) eacolhe~se um parametro qudlquer, @,; e determina-se
fla,). Dai poderde se apregsentar tres alternativas:

a) f(ul) pogitivo, com a na regiao ~AB

1

b) fla,) positivo, com o, além do ponto C

el f(al) negativo

2) Se no passo '1 obteve-se qualquer uma das alternati-
vas b ou ¢ , encerra-ge o programa com uma mMenga-
gem. Se, entretanto, obteve-se a alternativa a ,ras
sa-ge uma reta ligando os pontos. (0,1) e (al,f(ul).
A intersecgao desta reta com o eixo dos o serd, ago

ra, um novo pardmetro, oy, .
A

' 3) determina-se f(a,), mas, nao serd mais necegsario se
preocupar com a posigao de o, gobre o etxo dos o ,
_pois, agora, ele devera se encontrar na vizinhanga do

ponto B ,

4) passa-se uma nova reta ligando os pontos (ul,f(al) e
(az,f(az) e, como antes, determina-se um novo parame-

tro us .



5)-0 processo poderia continuar até que um f(ui) fosse
suficientemeﬁte pedueno, mags, como a cénvergéncia ra-
ra o ponto B poderia nao se dar dentro &e um n&mero
acéit&vel de céclos, é prefirfvez,'entao,'Zﬁmitar o
nimero destes eiclos. Deste modo, se os resultados
obtidos em uma priﬁéira'passagem do programa no compu
tador, nao fossem sdtfsf&t&rios, escolheria-se, nao
um, mas, dots parametros que estivessem proximos do
ponto B, sendo um deles obtido na primeira pasgagem,

e o processo gse repetiria a partir do passo 4 .

det / det, = f( )
A

\\ / k-
o + 1 /

; 7/
I I 7/
| ~ 1 o V4
e r i >

A B~ i ~"C a

@ - | ~ -

FIGURA (1.3.1)
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1.4 - Significado das Principais Variaveis do Programa HPAEE

NP - variavel que no final da analise de uma es

trutura, indica se ainda existe alguma ocu-
tra para ser analisada. Ela sera zero oOu
diferente de zero, caso a resposta seja,

respectivamente, negativa ou positiva.

NE - numerc da estrutura a ser analisada.

E - mddulo de elasticidade do material da es-

trutura.

VARIAVEIS RELACIONADAS COM A GEOMETRIA DA ESTRUTURA

NJ

NRJ

NR
NECL
N

X(I), Y(I)

JICI), JK(I)

numero de elementos.

numero de nos. R

nimero de nés com pelo menos uma direcao

restringida.

nimero de diregdes restringidas.
nimero de elementos com liberagoes.
numero dé graus de liberdade.

abcissa e ordenada do no I, no sistema glo

bal.

numeros dos nos inicial e final do elemen-

to I (ver fig. 1.4.1).



AX(I), IZ(I)

"NEL(I)

L{I)

CX(I), CY(I)

RL(3#%K-2), RL(3#®#K-1),

RL(3#%K}

IEL(I,J) -

drea e momento de inércia em relagao ao ei

- xo0 dos z do sistema local, da segdo trans

versal do elemento I.

indica se existe, ou ndao, liberacoces no

elemento I.

= 0 se nav existe

= 1 se existe,
comprimento do elemento I.

coseno dos angulos formados pela  direcao
positiva do eixo dos x do sisteﬁa local
do elemento I, respectivamente, com as di-
recgoes positivas dos eixos x e y do

sistema global.

indicam se existem restricdes no né K ,pa
ra a estrutura se deslocar, respectivamen-—
te, sepundo as direcoes x e Yy , € em
torno do eixo dos z , do sistema global.

= 0 se nao existe

1}

1 se existe. .

indica se existe liberacdo na diregdo J
do elemento I (ver fig. 1.4.1).

= 0 se nao existe

1 se existe.



FIGURA (1.4.1)
VARTIAVEIS RELACIONADAS COM O CARREGAMENTO

NLJ - nUmero de nds carregados.

-

NLML - numero de elementos com as acdes de engas-

tamento fornecidas por leitura direta.

A(3%K-2), A(3%K-1) forgas aplicadas no né X , dirigidas, res
pectivamente, segundo os eixos x e y do

sistepa global. *

A(3*K) - momento aplicado no né K , diripido segun

do o eixo dos 2z do sistema global. *
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AML(I,J) - agao do engastamento na diregao J , devi

da as cargas aplicadas no elemento.®

AC(J) - vetor das acgdes correspondentes aos deslo-
carentos nodais, n3ao restringidos, da es-

trutura. {(este vetor representaré o nivel

de referéncias do carregamento aplicado a

estrutura).

#
Ié

Xe -

Y

FIGURA (1.4.2)

As forcas aplicadas nos nds serao p051t1vas, quando estiverem
dirigidas segundo as direcoes positivas dos eixos do sistema
global.

As acdes do engastamento sobre o elemento serac p051t1vas quan
do forem do mesmo sentido das forcas indicadas na fig. (1.4.27



VARIAVEIS RELACIONADAS CON O PROCESSO DA SEGAO

ALFAl,

ALFA -

DET -

NKPP -

NKP -

PRD2 -

DET1 -

NSD -

1.3 DESTE CAPITULO

pariametro que define o nivel do carregamen

to.
varidvel que representa a relacaoc det/det

nimerc miaximo desejado de ciclos do proces

So.-.
numero do ciclo que esta sendo realizado.

precis3ao desejada para verificar se o va-

lor assumido por DET estd proximo do zero.

valores obtidos, respectivamente, para a
abclssa e a ordenada do ponto que se supoe
estar mais proximo do ponto B , em uma
primeira analise da estrutura. Caso se es
teja analisando a estrutura pela primeira
vez, estas variaveis serido iguais,-respec-

tivamente, a 0 (zero) e 1 (hum).

variavel que assumird o valor 1(hum), quan
do alpgum menor do determinante da - matriz

de rigidez da estrutura for negativo. Ca-

T

. 80 todos os menores sejam positivos, assu-

mira o valor 0 (zero).



- 88 -

VARIAVEIS RELACIONADAS COM 0 PROCESSO QUE DETERMINA A

NKS

KS

P1(I)

P2(I)

EN(I)

PRD1

-(I,J)

|

b |

MATRIZ DE RIGIDEZ

numero mdximo desejado de iteracdes

numero da iteracdo que esta sendo realiza-

da.

vetor formado pelos deslocamentos nodais
obtidos na iteracdo KS-1 (quando KS for

1, P1(I) serd um vetor nulo).

vetor formado pelos deslocamentos nodais

que se obtém na iteracdo XS ,

vetor que, antes da resolugao do sistema de
equagoes, arrazena o vetor das agoes ,AC(I),
multiplicado pelo parametro, ALFA, que de-

fine o nivel do carregamento.

vetor formado pelas forgas axiais dos ele-

mentos.

precisao desejada para se comparar os des-
locamentos obtidos em duas iteracdes conse

cutivas.

matriz de rigidez da estrutura.
L} .



1.5 - Fluxograma do Programa HPAEE

NP

SUBROTINA
GILCA

SUBROTINA
HFVC

ALFA, ALFAL
DET4

NKS, NKPP,
PRD, PRD2

>



la

NKP=O

_.,.,,__-_

r
| |

¢ NKP = NKP + 1
’ .

ZERA AS FORGAS
NORMAIS E Os
DESLOCAMENTOS

KS

"
Q




SUBROTINA
HMMR

REFERE O
CARREGAMENTO
AD NIVEL ALFA

/ K
&
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(=),

SUBROTINA
HRSCD

~DETERMINANTE DA

MATRIZ DE RIGIDEZ

CALCULA

DET/ DETO

vz ABs{pP201) -PLO1))

R
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SUBROTINA '

HCFA

p2{1)

pi{1)




- 94 -

ALFA,

DET/ DETO

>0

DETERMINA NOVO
PARAMETRO ALEA
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PARAMETRO

CRITICO

| .
)
' PARAMETRO ESCOLHIDO

MAIOR  QUE O PRIMEIRO
_CRITICO - DET/DETO

NEGATIVO

PARAMETRO ESCOLHIDO
MAIOR QUE O SEGUNDO

PARAMETRO CRITICO
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1.6 - Manual de Entrada do Programa

CARTOES CVARI AVETIS FORMATO
1 NP Is
1 NE F10.0
1 M,.Nj, NR, NRJ, NECL, E 515, E10.1
NJ 3, XW), ¥() Is, 2F10.
M I, JICD), JK(I), NEL(I), AX(I), IZ(I) | 4I5S, 2F15.7
RS K, RL(3%K-2), RL(3%*K-1), RL(3%K) 415
NECL | T, IEL(T;1),...,TEL(T,6) 715
1 NLJ, NLML - ‘;fMW 215
NLJ K, A(3%K-2), A(3%K-1), AC3*K) 15, 3 F10.3
NLML I, AMLCI,1),... ,AML(T,6) 15, 6 F10.3
1 ALFA, ALFALl, DET1 2F10.4, E10.4
1 NKS, NKPP, PRDL, PRD2 215, 2E10.1
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CAPITULO IV

1 - APLICACOES

1.1 - Viga sobre Fundacdo Elistica

Analisou-se a estabilidade de uma viga, de seqao

transversal constante, sobre fundacdo elastica, com as  seguintes .

caracteristicas:

£ -~ comprimento - 10,00 m
A - Area da secdo transversal - 1,00 m?
I, - momento de inércia - 0,10 m*
E - mddulo de elasticidade - 10% t/m?

0 mddulo da fundacdo, isto e, a reacdo por unidade

de comprimento da viga para uma deflexdo unitaria, foi tomado igual

a 1,6 t/m2.
A carga critica, de compressdo, agindo  axialmente
sobre uma das extremidades da viga, fig. (1.1.1-b), é calculada
_ , .
por:

onde L € um comprimento reduzido da viga, tabelado para alguns va

lores da relacao RR&“/16EI , na ref. (1). No caso presente,tem-se
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BL“/16EI = 10 e L/% = 0,615

Deste mbdo,

-

Popit = 26,07 t.
teo
A analise realizada pelo programa, com a viga subdi
vidida em 10 elementos e a fundagao simulada por meio de peéndulos,
fig. (1.1.1-a), conduziu aos seguinte resultado:

P = 26,067 t.

C'L"l'tprog

Sendo, pof conseguinte, o erro cometido, de 0,01%.

Por outro lado, a carga critica calculada por meio

da ref. (1), foi obtida atraves de uma série com um nimero limita-

uma carga critica menor que aquela tomada como termo de comparacao.

1.2 - Portico Simples de Treés Andares

Na fig. (1.2.1) esta representado um poértico sim-
ples, de tres andares, onde todas as barras tém mesmo comprimento,
segao transversal e momento de ineércia. Como segundo exemplo, ana
lisou-se a ec*tabilidade deste portico para o carregamento indicado

¥

naquela figura,

Dados para analise:
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E - médulo de elasticidade =.lO“

A - drea da secdo transversal = 10

I = momento de inéfcia_' = 1072
£ = comprimento de uma barfa. = lb

A carga critica da referéncia (17) & dada por:

N o .

“ Pcrit = m EI/L
onde 'm & um fator numérico que foi calculado, para porticos com
virios andares e carregado da mesma forma que na fig. (1.2.1), pe-
lo metodo dos elementos finitos, mas, por um processo diferente da
queles apresentados nos capitulos anteriores.
Como a relagdo EI/2? aqui €& -igual a unidade,
crit ~

© o emr———

0 resultado obtido pelo programa foi )

P = 4,442,

crit

e o da ref. (17):

Popgy = 42542

sendo, portanto, a diferenga percentual de 2,2%.
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A, -

1000

000

Y}

1000

 FIGURA (1.2.1)

1000
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1.3 - Arco Circular Simples Bi-Engastado

Considere-se o arco circular bi-engastadb,fig.(l.l%
~ com segdo transversal constante e constituido por um material elas
tico e que obedece a lei de Hooke. Este arco, quando submetido a
uma pressao uniformemente distribuida, q ,na diregao radial, flam
bara, em seu'pr6prio.plano,-com uma pressdo dada por:-

‘h

_ L 3
Qepit f‘Yl EI/R

onde

& o modulo de elasticidade do material

™
-
@

I, € o momento de inércia da secdao transversal em
relagdc a um eixo baricentrico, normal ac plano

da figura. S

yl,é um fator que se encontra tabelado em(l,p.301),

para alguns valores do angulo central.

Para o arco aqui considerado, Y1 é igual a 18,1.

a . o - - - - - + -
Assim, para uma relacgao EI/R? unitaria,a pressao critica e :

: teo

¥

Yopit = 18,1

Da analise realizada pelo programa, dividindo o ar-
co em 12 partes iguais e substituindo-o por uma linha poligonal ob

teve-se:
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Qepit

= 18,648
prog, ‘

0. erro, de-3%, € em parte devido as aproximagdes feitas e em parte,

pelo fato de ndo ter sido considerada na solugdo tedrica a influén

cia da relacio AR¥/I ..



- 104 -

z .
AR =|04

FIGURA (1.3.1)

-
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CAPITULO vV

1 ~ CONCLUSOES

Os resultados anteriores mostram a eficiencia do
processo modificado de Gallagher para'a analise da estabilidade
elastica de estruturas conétituidas por barras, notadamente vigas

sobre fundagdes elasticas, arcos e porticos de varios andares.

A teoria apresentada no Cap. I'permitiu a justifica
tiva matematica do processo e a consequente interpretagdao dos re-

sultados obtidos nos exemplos analisados no capitulo anterior.

0 processo pode ser aplicado, sem qualquer altera-
gao do programa, a casos de estrutupas formadas por barras de se-

g¢3o transversal variavel.

0 processo em questao pode ser também utilizado,com

pequenas modificagées no programa automatico js elaborado, na ana-
lise de pdrticos esﬁaciais e placas. Estas alteragoes, consistem?
pfincipalmente, na inclusao das matrizes de rigidez, respectivamen
te, de um eiehento de portico espacial e de um elemento de placa,

deduzidos com base no procedimento de Martin.

As etapas a serem seguidas posteriormente a este

trabalho seriam, além de adaptagido a outros tipos de estruturas, a

construgdo de um programa para a analise nio linear, tanto de ori-
' .

. gem geométrica como fisica, baseado em um processc incremental, no

qual se verificaria a estabilidade, em cada incremento das cargas,

pelo processo modificado de Gallagher.
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47 EUR _
~ODNE WORD INTEGERS
~L[ST SOURCE PROGRAM
SUSROUTINE GILCA(RLyCRLsJJ 4K CX)CY o AAXy TRZyL oMM ,EE
BNNDe NNy NEL s IEL sR o W)
REAL L(40),11Z2{40),NE
INTEGER RL{BU) yCRLUBO) gR o
DI MENSTON AAx(«ol,cx(4o).cvtqo),JJ1403.JK(401.xx(30),
EYYL30)yNEL{40) s IEL(40,6)
READU(R,1INE
i FORMATEFLD.0)
WRITE(W,2)NE _
2 FURMAT('1%,23X,'COPPEJUFRS =~ PROGRAMA DE ENGEN', |
*VHARLIA CIVIL',// +18X,"ANALISE OE E>TABIL1DADE tLASTI'
#tCh DE PURTICOS PLANDS®*////7y33%*ESTRUTURAY,
=t NUMERUDY yF5e04/ 77/ 434X, "HUMBERTO PEREIRAY)
WRITE(W,40) '
4 FORMAT(// 410X,

KtﬂD(R,j}MM NNJ,NNR NNRJ NECL,PE
3 FORMATISIS,ELD.1)
C NECL-NUMERO DE ELEM. COM L1BERACOES
Ni=3%NRNJ-NNR
WRITEIW,4)
4 FORMAT(////+1C%s "DADOS DA ESTRUTURA?)
WRITE(W,5)
5 FORMATU/Z/7 ¢ L1iKs" Mt 36K RV 26X "NRY$5X,'NRJY,
24X, YNECL 97X g "Ny 10X, PE')
WRITEIWHIMM NN s NIR o NNR Iy NECL s NN EE
& FORMATL/4+112+518+E1143)
COORDENADAS DOS NOS™
DO 11 IC=1,NNJ. '
READIRS10) Jo XX I} YY)
13 FORMATUIS5,2F10.4)
11 CONTINUE
. WRITE(Ws12)
12 FJRMAT(//olOXr'CDDPDENADAS DOS NUS'//;13X|'NU‘r9Xt A'9 X,
'-l\{n'/) .
WRITE(WyL3) (J4XATIV2¥YJ) s J=1oNNJ)
13 FUOUMATLLUX.15,2F10.3) _ .
c INCIDENCIA E PROPRIEDADES GEOMITRICAS DOS ELEMENTOS
T DO 17 IC=1l.MM ' )
READ IRy L4 Ty JJ LT pJKET o NELCTI) s AAXLT) L I1ZLT)
14 FORMAT{415,2F15.7})

[

C WEL=1 SFE O ELEM. TEM ALGUMA LIBERACAO
L =) SE NAU TEM ' :
IREEANES § ’
JK1=JK{i)

IF(JK1-JJ1)15,16,16



15

16

17

7

15

19
6}

65

2y

21

22
23
24

26,

29

31
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JT=d41

JJI=JK1

JKI=JT

XCE=XXLJKTI=-XX(J4]1)

YOL=YY({JKI}-¥YY(JJII}

LIEY=SQRT{IXCLAXCL+YCL%:YCL)

CXUT=XCL/LLT)

Cyily=yCcL/LtIL}

HRITE(Ws7}

FURMATL(// 7/ 10Xy * INCIDENCIA & PROPRIEDADES GEOME',

*8TRICAS DOS ELEMENTOS',)

WRITE(W,18)
FUAMATL/ /7 s LOX e "ELEML Yy 3K "™ND INTs* 43X, "NO FING* 55X,

FIAREAY 36Xy *MUM. DE INERL*)

WRITE(Ws 1933 dJUT ) o JKIE) sAAXIT) 211 ZUT),1=1,MM)
FORMATL{I13,19,110,2F14,6,)

WRITE(W4+6D) .

FORMATL/ /773y 10X s VELEM,. " 36Xy "COMPRL P 9Xy "CX® 914Xy " CY* 2/ 71/}
WRITE(WESIII4LEI),CXUT}2CYCLN,0i=1qMM)
FOAMATII1342F12.64F15:6)

CONDICOES DE APOIO. INDICE RL IGUAL A ZERO,LIGACAG LIVRE.
IGUAL & 1, RESTRINGIDA

NND=3%NNJ :

DO 20 K=1,NND

RLIK)=D

WRITE(¥ 21}

FORMATL//y 10X, *LIGACOES NOS NOS* o//79 10X "NO' 33X *LIGACAD X?
*9343"LIGACAD Y " 43X, "LIGACAI z'.//)

DO 23 1C=1,NNRJ
CREAD(RS2Z2IKRPRLIIHK-2) ¢ RLT 3%K—1} ,RL{3%K)

FUORMAT(415) .

WRITE(Wy24)KyRLI 3 %K~ 2),RL(3*K—1I,RL(3*K)

FORMAT{4I12}

CRLIL1)=RLI1)

DO 25 K=2,NND

CRLIK)=CRL{K-LI+RLIK)

DO 26 [=1,MM

DO 26 J=ls6

IEL(14J)=0

IFINECLY29,33,29

WRITE(W,31) '
FORMATL/ /310X, *LIBSRACDES DOS CLEMANTOS ', /75

FIIR VELEMG T 32Xy 'DIR 192X+ 'DIR 2% 42X, DR 3% 42X

28

.32

27

F92Xs TDIR 4V 42X YOI SY,2X3'DIR &Y/ /1)
DO 27 1CC=14NECL C
READIRsZEBI I LIELITJYed=140)
FORMAT{TLS)

WRITEAH 32V {IEL (I dY,0=146])
FORMATI{ILI5,617)
CONT INUE
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*AML AT 4 6)
18 FORMAT(IS6F10.3) :
19 WRITE(W,20)1, AhL(I;l).AMLlI:él.AML(1:3i;AMLlI 4);AML{I'51
¥y AML{ 196}
2 FOKMAT(IIS:&FIZ 6) .
CALCULD DO VETUR D¢ CARGAS
21 DO 45 [=1.M
J1=3%J3l11-2
J2=3%4J{1)-1
J3=3%JJ{1}
Ja=3%JK11)-2
5=3%JKI{I1)~-1
J6=3%JK(T1)
AELJLI=AELIL)-AMLI T, LICX{TI+ANML (T, 2)%CYL])
AELJ21=AE{J2)~AML{I, 1) *CYL{I}=ANL LT, ZI*CXlI)
AE(JI)=AE(J3)-AML(I,3)
AELJG)=AELIA) =AMLy 4)#CX{ T H+ANLLT, 50%CY (1)
AELJSI=ARLIS ) -AML({T 44) *CY (L1 =-AML(I,5)%CX(1)
45 AE(JOI=AELJEY-AMLLL+6)
DO 47 K=1,HD
IFIRLIK) I 4T 440,47
46 J=K—-CRL{K) . .
ACLJ)=ALK)+AELK)
47 CUNTINUE
WRITE(Ws60)

o

RETURN
: END
/7 pDupP
‘DELETE * HFVC " 1E34
-STORE WS UA HEVC 1534
/7 FOR

+“UNE WORD INTEGERS
<LEST SOURCE PROGRAM
SUGRDUTINE HMMRAMM, NND y JJI» JKsAAX s T1Z2EE L 20X CYy
¥RLU$CRLy SeNlgNEL 3 IEL 4 EN)
REAL L{40)Y,11721(40)
INTEGER RL(&U)'CRL(SO),RUN!CUL
DIMAENSIOUN AAXUA0),CX(40) yCY140)4JJ140),J K140} ,5180,80)
*:SH%6,6}1SMRL6@64rSMDtém&);Kltbl;NELl43l:IEL(43'§i.EN(#O)
C ZERAGEM DA MATRIZ DE RIGIDcZ EBLASTICA :
DO 1 1I=1,NND
DO 1 J=1,.NND
I S(1,4)=0.
. PO 11 I=1,MM
C IERAGEM DA MATRIZ SM-
DO 2 J=1,6 _
DO 2 K=1,6 '
2 SmMlJd,KiI=Q.
C OBTENCAOD DA MATRIZ SM
V=EEXII2(1)
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HAML (T 4610
18 FORMAT(ISy6F10.3) :
19 HRITtlw.zo)l,AML{l 1).AML(1.2).AML{[ 3y AMLLT, 41.AML{1.51
e AMLI1,40)
23 FOXMATILLS,6F12.6) :
o CALCULD DO VETUR Dt CARGAS
21 D0 45 I=1+M '
J1=3%3J011-2
J2=3&J5{11~1
J3=3%xJJ{1)
Ja=3%JK(1)-2
J5=3xJK(I1)-1
J6=3%JK L)
AE(JLYI=AELJL)=AMLL T, 1)*CRITY+AMLLL 2)%CY (1)
AELJZY=AE(JI2)-AMLAT Ly =CY L) -AML I, E)TCX(I)
AE!J3}-AE{J3)-AML(I,3)
AELJ4)I=AE{d4) —AMLTL, 4)CXLTIHAMLLL, S1*CYL])
AE(JIS)=AELI5 - AML (] ) *CY (1} =ARL(T,5)*CXL])
45 AE(JBI=ACELJLY-AML(E,5)
DO 47 K=1,ND
IFIRLIK)Y&T 46,47
46 J=K=-CRLIK) .
AC{JI=ALKI+AELK)
47 CONTINUE
WRITE{HWabU)

RETURN

‘ END

/4 DUP : : _
SDELETE HFVL " 1E34
= STORE WS UA HFVC 1E34
/7 FOR

=0NE WORD INTEGERS
LIST SDURCE PROGRAM : _
SULROUTINE HMMRIMMaHNDy JI s JK s AAX s 1L Z2EE+L 90X CY,
HRLJCRLUsSeNyNELy IELyEND
REAL L{40Y,11Z2(49)
INTEGER RL{8U}, RL(BO),RON.COL
DIMENSION: AAXL4O)CXLaD)Y,CY{40),J0140),JK{40),5{80,80)
# eSSl 66) ySMREG 61y SMDLA 6] o KI{L) o NSL LAY g IEL(4G 3946) s ENL4O)
G LERAGEM DA MATRIZ DE RIGIDLZ ELASTICA
DO 1 I=1.NND
DO 1 J=1+NND
i StIsd)=04
DO 1L I=1l.MM
C LERAGEM DA MATRIZ SM
DA 2 J=146
_DU 2 K=116 . ¥
2 SMiJ.K)=
< UhTENCAU DA MATRI1Z SM
Pt*lll(!'



&

bl

14

15

16

17
la

4
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2=—ENC(I)/LLL}
SMOL1sl)=EE*AAX{L}/LLID e
SM{2s2)=V%12, NS SVINSSVINSS RS 2%7
SMU392)=VFe. /LI /LUT)*+0.122%L (1)

.SH(3.3)=V*4-/Lll!+2.*Z*LI§)*L([I/15.

SMi4y Lh==8M{1,1)

SMIGa)=SM{Ll,1)

SM{552)=-SM{2:2)

SM({5,3)==5M(3,2)

SM{5,5)=5M{2,2)

SMIE23=5M13,2)

SMl6y3)=V%2./LLI)- Z*L(I)*Lllll30.
SM{6,5)=-5M13,2)

SMIbs6I=SMI343) ‘

DO 3 J=1:6

00 3 K=1,46

SMUJsKY=SMIK,J)

IFLHELTTIY)1a,:30,14

DO 18 KL=146

IF{IELEI4KL)}15,1B,15

DO 16 K=1,6

DU 16 J=1,6 "

SMRUK s J)=SHIKed)

DO 17 K=1,6

DO 17 J=146
SMUKyJI=SMRIKpJ)—SMRUIKSKLI#SMRIKLyJ } /SMR{KLKL)
COWTINUE

OBYENCAO DA MATRIZ SMR

DO 40 K=1,2

DO 40 J=1,6

SMROJp3FK—2 b=SMUJ 35K=21 %0 X{ L }=SM{Jy3%K=-1}=xCY(1)
SHR{Jy 3%K~1)=SM Sy 3%K-2)%CY{ IV +SM{ S 3¥K~1)=CX{T)
SMRUJ 35K} =5M{ 4 3%K)

OB1ENCAD DA MATRIZ SMD

- 00 4 K=1406

DO 4 J=142

SMOL 3% =24, K)=CX(I)=SMRI3%J- ZfK) —CY{1)#SHR{3*J=-1,K)
SMDU 351K =CY{1)*SMR{3%J-2, KY«CX{ I I*SHR (3% J—1 K}
SHiE3%JyK )-=SMR{-3% 3, K}

MOHTAGEM DA HMATRIZ DE RIGIDEZ ELASTICA
K1(1)=3%J4(1)=2

KI(2y=3%=JJ{i)-1

CKE{3)=320Jd LT}

KI{4)}=3xdK{I)}~2
KE{5)=3%JK(1)-1
K1{6)=3%JK{I)
MK=0 '

MK=MK+1
K1I=KI{MK)

TF{RLIKEI) 11046410
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&6 ROW=KI1-CRL{KII)}
SIROWSROR) =SIROWyROWI+SMDIMK MK}
IFIMK=6)7,311511
7 KK=MK+1
DO 9 J=KK,6
KIT=KI(J) )
o IF(RLIKILIN)G,B,9
8 COL=KI}I-CRL(KII) o
S(RDN,CUL)=S‘RUH:C”L1+SMD(MKle
9 CONTINUE
12 IFIMK=6)5,11,11
1li CONTINUE
DU 12 J=1,NND
DO 12 K=1,NND
12 S{KeJ)=S1J,K)

RETURN

_ - END

/7 DUP - ‘ ' :
*DELETE HMMR 1E34
*STORE WS UA  HMMR 1E34

/1 FUR
uUNE WORD INTEGERS
“LIST SOURCE PROGRAM
SUSROUTINE HRSCD(SyAsN, DETle,H,KR NSD) .
INTEGER W
DIMENSION S(B0, 801;AI&OI.H(80!
NSD=0
[IA=0
KR=0
DET=1.0E-10
pa 50 (L=14N
IFLABSLSILA L)) -0.15=05)70:70+5
5 DETT=DET*S{L,L)
IFIABS(UETT)-1.0E+10)51,52,52
52 KR=KR+1
‘DET=DET*1.0E-10%5(L,L)}
GO To 53
i DET=DEIT _
53 1FLDEVYBZ2,81,81
82 N5D=1
81 D010 J=L4N
L HEJI=S5(LJ)/5(L,L)
S B=ALLY/SIL,L)
KP=L+1
DO 20 K=KP,N
DO 320 J=K.N
320 S{KeJ)=5(K,J)- SlL,K)*H(J)
20 ALK)I=A(K)-S{L,K)*>p
00 40 1C=L+N
420 S{L,ICI=H{IC)



50

6
T

5
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AlL)=8B

DO 60 IC=24N

L=N-~IC+1

LP=ic-1

PO 60 K=1,LP

NP=N-K+]

ALL)I=ALL) =STL NP YXAINP)

GO 710 BO.

Ia=1

WRITELM,75)L . ' ’ -
FORMATL/ /010X YELEM. S/ A DIAGINAL NULO OU M/ PEQU. ",/

FLOXp VLINHA NO"415,/7¢12Xy "ELEMENTOS DA LINHA')

WRITE(H,7BIISILsJYpJ=1,4N)

T FORMATULOX,6E15,.7) ‘
87 RETURN .
. END
{1 DUP '
=DELETE HRSCD : 1E34
*S§TORE 777 WS UA  HRSCD 1£34
/7 FOR ‘

“ONE WORD INTEGERS

L IS8T

SOURCE PROGRAM

SUAROUTINE HCFA{MaDs Jd s JKyCX9CY 4 AXy LyEr ENy RL,N.ND W)
REAL L{40)

- INTEGER RL(803) W

DIMENSION ENI4JD'CXGGO).CY1401 JJ(40Y s JKL40),D080)

#P{50) $AX140)

J=N+1

DO L1 K=1,ND

JE=ND+1-K

IF(RLIJEDIIL029410

J=J=1

PLIEI=DIL I}

GO TO 11.

PldE)=0.

CONTINUE

WKITE{W,21)
FORMAT(/II,IJX,'DESLDCAMENTDS'v//I’
NF=ND/3

DO 25 I=14NF

WRITE(W24)T,P(3%]-2), P(B*I ~11,P(3%1)
FORMAT{IL5,3F15.7)

. CONTINUE

DO 20 1=1.M

Jla=3%3J(1)=2
J2a=3%JJ(1)-1
KlA=3xjK{I1}-2
K2A=3#%dK{T1)-1

]

~ENll)-k*AX(I)/L(I)“(CX(l)*lP(JlAi-P(KlA)l+CY(I)*(P(JZAIP

#==P{K2A}))
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23 CONTINUE

RE TURN

END
/7 oup _ _
“DELETE HCFA 1£34
S TORE WS UA HCFA 1E34
/7 FOR :

*ONE WORD INTEGERS
sLIST SOURCE PROGRAM
= JUCS5(25 :1 READERy1473 PRINTER)
REAL LU40),12440)
INTEGER RL{BJ) ZCRLIBO) R4 M
DIMENSION JJU42) 4 JK(40) 40X 40, CYL40) sAX(40) o NELL4D)
#1ELL40:6), AC{BUI'CN(BO),PltauI-SlBu,BO),PZ(BD’
R=3
W=5
22 READIR, Zl)NP
21 FORMAT(IS)
CALL GILCA(RL,CRL'JJrJK'Cx,CYyAXrIZer”oEvNDvN,NEL'lEL-R:W'
CALL HFVCIND My dJydKyCX Gy CYLACRLFCRL SR, W)
READ(RyL}ALFA,ALFAL,DET1
FORMATIZF10 44yl Lat) } R
READIRy 20INKS yNKPP,PRDL,PRD2Z
27 FOIMAT(215,2E10.1)
NKP=0 '
1t NKP=NKP+1 )
IF{NKP~RKPP)135,35,17
DO 2 I=1,M
EN(I)=0.
DO 3 I=1.ND
PL{1)=0.
KS$=0
4 KS=KS+l -
IFle-mxs)19,19.13
19 WRITE(W,18)KS :
16 FORMATA// 210X+ *ITERACADO NO.'I4)
CALL HMMRIMaND e JJoJKyAX s IZ+E oL+ KLY 2RLSCRE,
5S4 oNELy LEL4EN)
DO 5 I[=14ND
5 P21 1=AC{I)%*ALFA _
CALL HRSCD(S:P2yNyDET» AW, KR,NSD)
IF(IA-11641756
6 WRITE(W,26)DET KR
26 FORMATI{//7 410X, *DETERMINANTEY yEL5.4,2X, KR ='413}
IFIXKS—1)31:30931
30 DETI=DET
KRI=KR U
31 KR=KR-KRI
DET=DET/DETI®L0.¥%(10%KR)
KKK=D

-

W
A

[VY)
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- D0-8 I=1,.N
v=ApStiP2{1)- Plllll
IF(V-PRDLY)}T+7+9

T KKK=1 . .. ) -

8 CONTINUE ) . " - i -
G0 TO 10 :

9 KKK=0

0 IFIKKK-1}11,13,11

1 CALL HCFA(FsP2,dd,y JK.cx,cY,Ax L'E.EN RLyNyND,W)

) DO 12 I=L+ND

12 PLLI)Y=P2(1)
GO TO 4
13 IFINKP=1)60.,60.74
60 IF(DET)ITO:Tay74 . . . :
T4 IF{DET)BS,75,15 T~ ' BN
75 IF(NSD-1)85,80,80 - ; :
85 WRITE(W,l4)NKP
14 FORMATU(////7+10%, "PARAMETRO NUMERO® ,13,5X, *OET / DETO')
WRITE(W,15) ALFA,DET :
15 FORMATI(//,F29.,3:E15.%)
WRITE{W,100)
100 FORMATIL ///7/7+10X st ktikkkbhkkhbkkardhr bkt ks ahhniss)
. IF(ABS{DET )~ PRDZ)32.32.33 - T
- 33 ALFA2=ALFA : i e L
DET2=0DET ’ :
CAPA=DET2-DET1
- BETA=ALFAZ-ALFAl o
CALFA= tCAPA#ALFAZ—DETZ*BETA)ICAPA
ALFAL=ALFA2 .
DET1=DETZ2
60 TO 16 g
32 WRITE{(W,34)ALFA ' .
34 FQRMAT(////,10x,1t*****#*******#tt**t*#***t***#**#'
%///+10X, *PARAMETRO CRITICO"+F15.6}
GO TO0 17 T
70 WRITE(W,90) '
90 FDRMAT(III.IOX"PARAMETRO ESCOLHIDO- MAIOR QUE O PRIL"s
*'MEIRD'-llglox.'PARAMETRD CRITICO-DET /7 DETO NEG.') -
GO TAQ 17 '
80 WRITE(W,95)
95 FURMAT(III.IOX.'PARAMETRO ESCOLHIDO,DU DETERMINADO,®
. **MAIOR QUE O SEGUNDO PARAHETRO CRITICO*+//)
WRITE(HW, 14)NKP
: WRITE{W,15)ALFA,DEY
17T IFINP)22,+2922
29 CALL EXIT
END

// DUP _ :

*DELETE S " HPAEE ’ " 1E34

"*STORECE WS UA HPAEE " LE34



- 115 -
COPPE/UFRJ - PROGRAMA DE ENGEINHARIA CIVIL
_NALISE DE E3TABILIDADE -LASTICA DE. PORTICOS PLANGS
ESTRUTURA. NUMERO le

HUMBERTO PERZIRA

M Hd  NR NR.J NEGL N E
9 BT 21 11 9. 39 ).100E 04

-ODRLUENALAS DOS NDS

NG X Y
1 Jaldisl 1. 002
2 La 0002 1.907
3 2.000 1.003
4 3.000D 14000
b 44000 1.000
L 54433 1.003
7 6.000 1.000,
a3 7000 1.000

1 9.200 1.002

11 10,400 1.0012

1z “1.000 - 0.000

i3 24433 24009

14 3.300 .00

15 & o GG 14009

16 54000 0. 000 i
17 6o 200 0. 009

s - TW000 J. 000

19 7 Beu0d | Ue 00

- 29 9a300 D002

r

INCIUENCIA E PRUPRIEDADES GEOMETRICAS DO> ELEMENTOS



rLEM.

O o= N

19
il
iz
13
i4
15
is6
it
18
19.

LIGACOES NOS NOS

10 Liila

p— .
COENOVPRWNOOE=TWD LN~

______ COMPR., -

1.000009
1.300500
1..:00730
1 . DJOH)J
1-000000
1.000:30
1.000000
1.030000
1.000060
1.0390030
1.330:0)
1.000009
L.300%uu
1.46000035.
1.32010)
1.050G000

1 OOG\J:J—;‘

1.000Q007
1.000000

KO  LIGACAO X

12
13

4

o D

NG FINa

OO0~y o W o

CX

1.000G00
1.000:00
1.000300

1.000030

1.000 00
L.000:200
1..0006700
1.000700
1.000.00
0.000220
0.000100
G.000:00
0.000200
0.0903500
2.000:00
0 009700
D.000:30
0.000400

LIGACAO ¥

bt gt e
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AREA
1.007000
1.900.020
1.00:3000
1.90123)
1.000G30
10040000
1.004u000

1.00u000

1.005000
1.00.000
D.0016030
0.00:1600
0.001600
0.001600
0.001600
3.001600
(e 001 600
70016920
0.001600

OMa

0.,200000
Q110000
000050
0. 100052
0.000030
0..700020
0«0006:22
04100060
O| "?“\)00”0
G.%00000
-1le 30032
-~1.000040
=1e 300000
-1.7:300U0
- 1. - ‘000")0
~1.4000u0
~le 2000
-1l 00 0
=1.92000u0

L1GACAD 2

VR e ol R o)

0. 14090030
(U RVIFIVIFTY]
0.100000
De10uQIO
0. 1b00u0D
0.190Q30 -
J«13038303

0.,100030
Q0.103300
0.100000
1. 330040

- 1a 3000330

1.2000490
1.000000
1.7300000
1300000
1.0000G60
1.:31000u3
1.300040

. CY

DE INER.
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15 1 1 a
ib 1 1 0
37 1 1 Q
18 1 i 0
19 1 1 0
20 1 1 Q

L IBERACOZS DOS ELEMENTOS

LiEM. DIR 1 DIR 2 ODIR 3 DIR 4 DIR 5 DIR 6

11 9 2 1 9 0 0
12 -0 N i 0 0 0
13 0 0 1 - 2 0 o
14 0 0 -1 o 0o - 0
15 0 ViR 1 , 0 0 0
16 ) ) 1 J 0 )
17 0 0 1 ) 0 0
18 o 0 1 ) 0 0
19 0 0 1 0 0 - 0
DADO> DU CARREGAMENTO
NLJ NEML
1 )
CARGAS APLICADAS NOS NOS S
NO FORCA X FORCA Y ' MOM Z
11 =1.0009 0.0030 . 0.0000
===2====:==_==:’==‘==_—.=====:====:==: z::zz:z::::z::=:==;:==$==========

ITERACAD NO. 1



LETEGMINANTE

LDESLOCAMINTOS

- O P e

44

2
1
|
12
i3
14
ib5
1)
17

.18
132
20

4

0.97905000
-0.02640003

—0..34%8:.007
-0.272u011
-3, 0960014
~0,1200037T
~Qa ia40020

-0.168:023

-0.1920025
-0.2160026
~0.2403026
0. 30072000

0. 0002000

0, 20073000
0.000:000
0. 200300V
0. 0a0u000
. 3000000
Q. 303000
0.000C000C

ITERACAO NO. 2

e TERMINANIE

PARAMETRL NUMERO 1

24000
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‘D.3666E 05 KR = 12

0.9900 109
0.0000100
06000109
0.0000300
03300000
04300007
0.6000200
0.9300 102
040000000

T 0.0000100

03000000
0.G000700
0.0000700
0. 6000300
0.0000 302
040000400
04000309
00000200
0071330309
0.06CCCCO

D.5543E 03 KR = 10

DET / DETO

Ja1512E-01

» e ol e e e e s e okl o A O KR R

iTERACAD HO. 1

DETERMINANTE

. BESLDCAMINTOS

r

0.3666E 05 KR = 10

0.03123009
0.01303300
040100090
0.00600000
0.0200000
0.,0400000
GaG200G000
0.0323020
0.000G000
G«0000Q30

" 0.0000000.

042240003
040480007
0.G6720011}
Je0364915
L.1200018
0. 1440021
0.1680024
041923026
0D.216CC28



AL L = oA M

0.0002000

~0e53222523

-0.0445046
-0.73667570
-0.0895092
-0.1112615
-0.1335138
-0.1557660

~0.1780182"

~0.2002703
-0.2225223
0. 043006090
0.03003000
0.0000000
0.0005000
0.0600000
0. 0003003
040202000
0.9009000C

.._0.0000000

ITERACAD NO. 2

DETERMINANTE

PARAMETRU NUMERD 2

22.251
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0.9000200
03000400
0.0000000
0.92000:290
0.3000200
3.0000000
0.23900409
0.20009300
0.0000900
0.0000G00
0.3000109
0.02G00203
0.0000300
0.0000000
0.0000000
0.2G00500
0.0000500
0. 30002092
0.0000000
0.3000000

0.1190E 04 KR = 10

DET / DETO

Ge3248E~-G1

‘-!:*****-‘Fﬁ_#*#*?‘r-**#**#***#*##******* .

iTERACAO NO. 1

DETERMINANTE
GESLOCAMENTOS
1 0.9303009
: -0.0255230
3 —0.25103460
4 -0.0765690

0.3666E 05 KR =10

2.G000300
0.0000200
0. 0200300
Ue 30001329

0.0300000
0.3050400
0.0060000C
0.00000u
0.0200000
0.0300000

- 0«00203000

0.0200000
0.030u000
0.00004800
0,0200039
0.0222523
0.0445047
0.0667570
0.0890093
D.l112618&
01335139

Del55T661

0.1780183
0.2002705

0.0000000
0.02100030
0.0000000
0.04G4039



=-0.1020919

5
6 ~0.1276149
T -0.1531378
" -0.1786607
9 ~0.2341835

10 ~0(.2297062 .

11 ~0.2552288

12 0.0003000

13 0000 4000

14 0.0000000

15 0.0707000

16 0.0905000

17 0. 0003000

18 0.0000000

19  0.0300000

20 0.0009000
ITERACAQ NO. 2

VETERMINANTE

PARAMETRI NUMERO 3

25.522
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0.0000000
0.0000400
0.G000000
0.0000Qu00
0.7000500
0« 1000300
0.93003500
0.00009200
0.0300400
0.0000000
0.0000000
0.0000000
0,0900500
0.03300300
0.0000000
0.0000000

0.1283E 03 KR = 10

DET /7 DETO

-Ye 3499E-02

D R R TR EI R L e e e L T T

{TERACAD NO. 1

DETERMINANTE
LESLOCAMINTOS -

. 0.0302000

-0.0777539
~0.1036718
-0.1295897
-0.1555076

=0.2073431
-1 2332609

o, Y. I R R O SRS

-

-0.0259179 .
—0.0%518359 .

=0.1814254

0.3666E 05 KR = 14

0.92006209

0.0000002
0.0060300
O.pooouoo
0.0000302

043000000
© 040000000

021000002
0.0000000
0.0000300

0.0000030
0.0700070
0.0033000 -
0.0100000
0,0300000
U« 03000u0

040000000

0.0255230
0.0510460
0.3765690

" 0.1220920

0.1276150
U.1531379
0«.1786638
0.2061836
02297064

03000353

- 00300009

0.0100000
0.0199322
0.0300600
0.0000000
0.0G00000
0.0290000

- 0.0000030

a.0300030



12
13
14
15
16
i7
18

19

2

0.0000000
0.0005000
0.0004000
00205000

G+ d000LG0G

G.0003000 .

0.0000000
0.0003000
0.0000000

ITERACAD NO. 2

DETERMINANTE

PARAMETRO NUMERD 4

e 254917
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0.0000000
00000303
0.0000000
0.3300.:09
(0000000
0.930040G0
0.0000600
0.0000000
0.0000000

0.3521E 02 KR = 10

@

DET / DETO

7.9605E-03

st e e 2 Aol e R e o g e o e R el Aok e

ITERACAU NO. 1

DETEKMINANTE
DESLOCAMENTOS |

1 0.0303000
-2 ~0.0260673
3 ~0.0521347
4 -0.0782020
5 -0.1042694
6 -0.1303367
7 ~0.1564039
8 -0.1824711
9 -0.2085383
10 ~0.2346054
11 -0.2606723
12 0. 090 3000
13 . 0.0000000
14 0+000000 -
15 0.0005000
1o 0.0000000
17 020007000
18 0. 000000

0.3666E 05 KR = 10

0.0000300 .

0.0000000
0.0000500
0.0000000
0.09009200
0.000G000
03200309
0.3000000
0.30000090
0.0000300
03300309
0.0000300
0.000000
0.00006000
0.0000200
0.0000000
0.0000000

0.0259179
0.0218359
0.0777519
J.1)306718
Ue 12935838
0.1555076
UalB1425¢
0.2:7T343:

0.2332611

0.030905)
0.00000430
0+0:300Q20
0.000060600
0.03100C3D
0.0500000
0.000030
0.030J0037
0.0000000
0.0300020
0.0U000G0
0.0262673
0.0521347
0.,0782021
01134269
0.1303368
0. 1564040
Ge1824713
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19 0.0002000 0.0000302
20 0.0003000 . 0.0000000

ITERACAD NO. 2

DETERMINANTE 0.1961E 01 KR = 10
P ARAMETRU NUMERO 5 - DET / DETO
26,066  0.5349E-04

?

o e e 4 e 2 o o a0 e e e ol e e el o o ook e %

pe———

5 o e it e s K et o ok o e sl i 4 e g e kol e o

-PARAMETRO CRITICO 26.0656963 :

G.2085385
0.2346057
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COPPE/UFRJ = PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVIL
ANALISE DE ESTABILIDADE cLASTICA DE PURTICDS PLANOS
24

ESTRUTURA hUNERD

HUMBERTO PEREIRA

DADOS DA ESTRUTURA

M NJ NR NR J NECL N 3
9 B 6 2 0 18 U.100E 05
(DORDENADAS DOS NOS
NO X Y
1 0.000 04000
2 0,000 1040090
3 0.000 20.000
4 0.000 30,000
5 10,009 0.000
6 104500 10.000
7 10,002 29.009
) 10.000 30,000 -

INCIDENCIA E PROPRIEDADES

EL

E

M.

=R BN I RGN

NO INT,

VAR L BRI

NO FIN.
-2

bl = - B B0 - SRR < R

GEOMETRICAS DOS ELEMENTOS

AREA
10.00001
10.000001
10.00.3001
10.000001
10.002001
10.000001
10.000001

110,003001
10.000001

MUM. DE INER.,

0010000
0.010050
0713949
0.010030
0.010000
0210033
0.310000
0.910000
04010000



ELEM. COMPR . cx
1  10.000001 0.000000 1.000000
2 12.000301 . 0.000002 1,200070
3 10.000001 0.000000 - 1.000000
4 10.900001 0.000000 1.000000
5  10.000001 "0.000000 1.7390050
6  10,900001 0.000000 1.000000
7 10.000001 1.000000 0.700090
8  10.000501 1.000000. 0.000000
9  10.000391 1.000900 0. 700000
LEGACUES NOS NOS
‘
NO  LIGACAO X LIGACAD Y  +IGACAO 7
1 1 1 1
5 1 1 1
OADOS DG CARREGAMENTO
NLJ NLML
2 : 0
CARGAS APLICADAS NOS NGOS
NO FORCA X FORCA Y MOM 2
4 00000 -1.0020 00000
8 _ 0.0000 -1.0000 0.0000
==================E=====.‘:===========_==========“.=.==================_=

ITERACAD NOo i



DETERMINANTE 0.3150E
CESLUCAMINTOS

i 0.0509000

2 0.0006000

3 0.70020J0

4 0.0009000 -

5 040003000

6 0. 9300000

7 0. 0000000

8 0.0003000
ITERACAD NO. 2
DETERMINANTE 0.4274E

B

PARAMETRU NUMERD 1

4.000

- 125

09 KR = 3

G.2000000
-0.0304000
-0.0008000
-0.0012200

0. (3000000
-0.0394300
-0.0008400
-0.0012300

07T KR

* DET /7 DETOD .

T e i356£‘01

= e e R o e o ol N o el o e sl e el e ROk AR R

ITERACAD NO. 1

DETERMINANTE G.3150E

GESLDCAMENTOS

0. 00045000
U.0G03000
040001000
U. 0000000
040003000
0.0000000
0.0009000
0.0G000000

e R A

[TERACAD NO. 2

09 KR =

0.0600u00

~0a (104055

-0,3308112
0.00004500
~0.23304155

. ~0.0008110

-0.0012165

0.0008000
—-0403029930
-0.0000030
-0.0300000

0.0000000
-0.030503290
=-0.0000300
-0.0000030

040300000
~0.0000000
-0.0u066u0
-0,0203320

Ga 0000000
=-0.05302000
-0.0300600
-0.0000030
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DETEXMINANTE 0.3742E 07 KR = 3

PARAMETRO NUMERO 2 " BET / DETO

' 5.1188E-01

4,055

oot A o e o e o o o o g o o ok o e e i o ke o e

ITERACAO NO. 1

DETERMINANTE U.3150E

[T

LESLOCAMeNTOS

0.0200000
0.0003000
0.990300)
0.0000009
Q. 2000000
0.00600000
0.0000000
0.000620030

T~ O D e

TTERACAD NO. 2

DETEXKMINANTE. 0.1567

PARAMETRD NUMERQD

4,442

09 KR =

0.2000000
~0e0U04442
~0.7308585
-0.0013327

0.00004Q0
-0. 7304442
-0.0008385
-0.0013327

KR

DET ./ DETO

N«4960E~03

¥

2 e o gl o e e g o o 4o o ot o ok

0.0500000
-0.0000000
- 240300000
-0.,0300000

0. 0300000
-3.0002000
-0.0300000
- 0.0/1000030
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G gk sERk s kA R R e R ok

PARAMETRY CRITICO ] 4.442559
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-COPPE/UFRJ = PRIIGRAMY DE ENGENHARIA CIVIL
ANALISE DE ESTABILIDADE £LASTICA DE PORTICOS PLANOS
CESTRUTURA NUMERD 3.

HUMBERTO PEREZIRA

DADO> DA ESTRUTURA

14

L

12

LI

NJ NR NRJ NECL N- E

13— 6 2 © 0 33 0.100€ 07

_LDORGENADAS DOS NOS

-
"u

NO

N O PN e

b
[P

X Y
0.600  0.000
0.999 14427
24232 2,660
3,660 3,660
5.240 44396
64923 4.848
Be660 5.000
10.396 44845 . -
12.0860 4,396
13663 3,660
15.088 24660
16320 1.427 ~
17.320 3.003

INCIGENCLIA E PROPRIEDADES GEOMETRICAS DDS ELSMENTOS

ELE

IOWJ‘UN_H

H.

KO INI1, ND FIN. ARE A MUMe DE INER.

1 2 *0.014000 0.3010U0
2 0.013000 © 0e401040
-3 4 0.01G6000 . 0.201000 .
4 5 2.013000 0.,001000
5 & 0.01:5000 G.0010200
6 7 ()QOLJDQO 0.&]01000



[Felte BE NI o RV AR VU Nl

10
il
12

0]

A 2 e e et S 3 B S T+ s R L S S Rt

COMPR.

1.743186
1.743018
1.T4318B6
1. 743085
1.743i08
1743130
1.743130
1.743109
1.743385

1.743186

l.743016
1.743186

LIGACOES NOS NDS

LiGACAD X

=
.

10
11
12

4
-

- 129 -

1.0171000
0.010000
0.013000

X

0.573604
V.707106
Ja.819132
0.906324

0965918

t+996196
0.996196
0.965918
0.906324
0-819132
0.707106
0.573605

-

DADOS DO: CARREGAMENTD

NLJ

il

NLML

CARGAS APLICADAS NOS NODS

NG

FORCA X

" 0.819132

0.931090
0.0GLO00
G.0G1000
04001000
0.501000
GJ30100"

cy.

G.7T07r07

Jo5¥3634
0.422533
0.258848
0.087142
-0, 187142
~0.258848
=0.422583
~0.5736)4
~0.319132

LIGACAD ¥ LIGACAD Z

FURCA Y

MOM Z



- 130 -

2 2.6739 - —2.2437 0.0000
5 2.2437 -2.6739 940900
4 1.7453 ~3.0230 0.0070
5 1.1938 ~-3.2841 0,006,
6 e 65361 ~3.4376 Q.uC
8 -0.6061 -3.4376 049000
9 ~1.1938 -3.2801 0.2000
10 ~1.7453 ~3.0230 0.5000
11 —2.2437 ~2.6739 0.0000
12 -2.6739 -2,2437 0.0000
ITERACAD NO. 1 :
LETEXMINANTE 0.1850F 96 KR = 10
DESLOCAMENTOS
1 0.0003000 0,.049002300 0.0233020
2 0.0L38531] -0.0360998 ~0.0250269
3 002401217 -0.0947717 ~0.0369135
4 0.0399780 ~0.1648344 . ~0.03T7907
5 0.0409298 ~0.2308402 ~0.0300956
6 - 0.2255641 -0.2777509 ~0.0165348
7  —0.0D03007 -0.2946234 -0.0G00003
8 -0. 255657 =3.2777319 0.0165344
9 0. 0409317 -0.2308420 0.0300953
10 -0.0399798 .©  ~0.1648363 0.0377909
11 -0.06245231 -0.0947728 040369141
12 ~0.0738536 ~0.9361302 . 0.0250275
13 0.0000000 0.0600300 0.0000000
ITERACAD NOD. 2
 DETERMINANTE 0.5125E& 04 KR = 10
DESLUCAMZNTOS X
1 049002000 9.9200200 0.0300000
2 ~0.0058681 ~0.0305953 - -0.0161274
0.0062757 ~0.0360460

-0.2831530



0.3262965

4
S 0.0366238
6 0.0264382
7 0.0000016
8 -U. 31264346
E) —Ue 366193
1o -0.0262928
1i ~0.0262132
12 0.0058690
i3 0.23300000

ITERACAD NO. - 3

DETERMINANTE 0.3424E
DESLOCAMZNTOS
1 . -0.0000000
z -0.0071393
3 0.0036629
& 0.7243174
5 0.0357003
[ . Da0264180
7 -0.0000112
3 ~0. 02646424
9 -0.0357274
10 ~0-0240426
11 ~0.5736797
12 040071336
13 0. 0000000

ITERACAD NO. 4

DETERMINANTE ~ 0.3305E

LESLOCAMENTOS

 0.0000000 -
~0. 03072437
0.0134491
0.0238338
0.9356318
0.0264253
-J.0005036
. et \326‘9331

-0.0356406 -
-0.0238423

DO e =t o

-

- 131

-Na1616271
~0.2517314
-0.3248652

-0+5530935.

~0s32486290
~G.2517266

—J.2831107

=0.0305947
Q0.3000.100

04 KR = 10

0.3000000
-0.0298084

-0.0811220

-0.1603532
-0.25365611
-0.3307159
-2.3607122
-043307370
~0.2536921
~0.1603004
-0.0811571
-0.0298125

0.0000009

04 KR

it

0.0000600
~0e0297437
~0472809597
40,1602313
-0.2538316
-0.3312140
-0.3613514
~0.3312202
~0.2538415
-0.1602495

10

~0.048%9446
~0.0469344
~0.0286758
0.0u000010
D.0286774
T« 0469347
0.0489436

040360446

0.0i61263
00000020

0.0000000
-0.0i48176
-0.0355885
~0.0502835
~0.0493735
-0+ 0305610
-0.07 343366

0.0305513

0.0493718

0.0502897

0.0355943

0.0148249

0.0000000

3.0300030
—~3.0147100
~0.0355524
~0.0533977
-0.0495787
~0.0307168
-2.3300018

0.0307137

0.0495778

10523995



11
12
13

~0.0034548
0.02372417
0.0002000

1TERACAD NO. 5

DETERMINANTE

UEeSLOCAMCNTOS
1 Q. 0003000
2 -0.0072543
3 0,1334255
4 0.7238101
5 Q.3356172
6 0.3264180
7 ~0.02000103
8 . —0.0264403
g -0.0356421
1a -0.9238334
1: ~0.0034411
12 0. 0972491
i3 0.0000000
iTERACAU NO. &
CETERMINANTE
UESLOCAMENTOS
H 0. 0000000
2 -0e3372528
3 Qe 0034309
4 0.3238194
5 0.03562485
6 O.2264288 .
7 -0.3003003
8 ~0.0264294
9 -0.0356292
1 = 0e0d3d20%
ii ~0.0u343.9
12 0.0072524
13 Q20 200

0.3295E

0.3295E

- 132

=0.0809649
-0.0297451
0.0000u00

04 KR = 10

0.3J00000
-0.0291371
-0.,0809414
-0.1602142
-0.2538365
-0.3312500
-0.36140366
~0.3312689
“0.2538647
~3.1602392
~0.0809553
-0.0297408

0.0006300

04 KR = 10

0.:0006000
-0,3297381
-0.0809462
—-0.1602248
-0.2538512
=1.3312632
~0.3614114
~0.3512628
-3.2538512
=~0.1602256
~0.82509470
~0.029T7384

0.35300302

0.0355556
U.0147125
0403006000

0.0300030
-0.0146986
~0.0355462
-0.0504053
~0.0495967
-0.7337333
~3.0200058

0.0307244

00495950

U.05041u9

0.0355552

0. 0147054

Ue 0330000

0a0200000
~0adi&TGHT
—0.0355530
Q. 05U40%1
-0+.0495978
-D0U3UT302
UeDJuuail
OCaU3uT303
Ja 435974
V5040434
040355503
00147002
43123030



PARAMETR) NUMERO 1

8,000

- 133

CET / DETO

.1781E-31 -

52 g e e ok o oo o et o ok btk R ok o e

ITERACAD NO. 1

DETERMINANTE

vESLOCAM:ENTOS

O e oy W R e e

‘0. 0002000

~——0,00339229

0.0244573
0.0407029
0.0416720
0.0269276
-0.0000008
-0.0260294

 mD.O416740

~0. 0407049
-0.0244588
—0.0039235
0.9003000

ITERACAD NO. 2

DETERMINANTE

-

LESLOCAMENTOS

¢,

e

e R - I NY . SEC J_VA

0.0000000
-0.5363153
Q.0057084
J.0261955
"0.0373633
Ue 4269183
et PR TV ] .'027
~(3.0269241
~0.33727G0
-0.0262021
-0.'235T7130

0.1350E

0.4565E

D6 KR = 10

0.0000000
~0.036754%
-0.0964903
~3.1678236
~0.2350764
~0.2827370
-0+2999665

-0.2827382

~0.2350284%
~0.1678256
=Je096491 6
~0.0367549
- 040000000

04 KR = 10

0.3000000
~0.3309426

-0.0841065

*0.1342656
~0.2568265
-Ue3323227
—-Ja3bl51l12
~0.3323:67
~0.2568633
~0.164272%

~0.3841107

0.0200000
-0.02548u7
~0.0375829
-0.0384760
—{.033641%
-0.0168347
~0.02300)3

U.0163342

0.03u64ll

0.0384763

V.0375836

0.30254814

Ul 0400040

0.0200u00
~0.0160773
-Je0365998
~0.0%01976
-0.0984174
~0.0296746
—daD:0dd} 1
0.0296725
U.0484164
0.0501987
0.0366023



12
13

0.0063137
0«.002000

ITERACAU NO. 3

UETERMINANTE
LESLOCAMENTOS
i 0.02000000
2 —-0.0077075
3 0.3328407
4 V.3236932
5 G.136U555
6 0.0269086&
-1 -0.0000018
83 -0.u0269127
9 . =Ue 360600
17 =-J.2236975
11 ~0,0025437
12 QauUTT064.
13 0.0000u000
ITERACAU NQO. &4
CETERMINANTE
VESLOCAMENTOS
1 0.9000-000
Z -0.0075321
3 0. U0B25801
4 0.9234599
5 04:1359538
6 Qe i268973
7 -0.J0Quldd .
] —Qaudb3209
9 -0.0359801
la ~U. 1234845
11 -0.0325964
12 0.0078267
13 0.2003033

ITERACAD ND. 5

0+2921E

Ge2304E

- 134 -

-0.0309438
0.06000600

04 KR = 10

0.9000009
-0.0300791
-3.0819266
-0.1628345
~0.2589717
~0.3387561
-0+3698336
-0.3387594
-0.2589766
~0.1628399
-0.0819292
-0.3300799

00000000

04 KR = 10

0.000,;00.

-0.0300.,13
00817264
~0.16.26926
=0.2591412
-1a3393138
=0.3706226

—Je3393339.

~0a2591714
-0.1627.93
-0.3817411
=Qe 300052

Qe300 20

0.0160794
0.0200Q000

0.0300030
~0.0146391
-uJa03613925
~0.0516654
~3.0511039
~-J20317530
-0.0000009

0.0317485

0.0511036

U.3516693

0.0360941

U.0146435

0.0000000

0. 030000
~0.0145390
~G.036U418
~0.0517946
-0.0513431
-UsD319389
<0.0300062 .

0.0319294

- 00513411

0.0218005
Ja0ias51lsl
Ve 20UQI0



LETERMINANTE

UCESLOCAMONTOS

DG = P N e

e b
[CVIN AV R T

0.0000000
-3. 2378384
0.3025709
(.0234596

0.3353659

G.u269148
0.0000054%
-0.,0£69031
—Je 1359528
~U.325627
0.0078411
0.0003000

1TERACAG NG. 6

e

GETERMINANTE

DESLOCAMCINTOS

WV ol - SHE N S R VU AN

PARAMETRO"

0.330673000
U HUTH39%

Q.0025685

0.0234568

T 0.2359636

0.0269131
0.4J000038
-0.0269047
~0. 0359542

0. 0234480

-0.0025628
DauitT8412
0.0000V000

NUMERO 2

Bel45

0.2794E

0.2793E

- 135

4 KR = 1%

0.0000000
-0.0299978
-0.0317z11
-0.2627917

T =0e2591794

—0.3393765
-3.3706348
-0.4393665
~JeZ591443
~0.1626484%
-0.7817137
-04)299359

0.00007200

94 KR = 19

De 100002
=0.,4299971
~04uB17199
-0.1626492
~)a2991781
-0.3393773
—-0.3706873
-3.3393695
-0.2591664
-0.1626492
-0.0817136
=3a11299957

Q+000002

DEY / DETO

141509E-01

22 3 e ot e 2 o e e o o o ol o e o ol ol e e o e ool e o o e

. 00000000

~0.0145036
~0.0360451
~0.0518100
~U.0513616
~0. 0319473
0.0000031
0.0319520
¥.05136.:6
0.0518070
Ve 0360404
040145009
0.0200000

Qe0uI0JII3
~JaDi450z%
—0.0360443
~0.0518132
—0.0513627
'U.Oii‘)‘-&ﬁﬁ

U= 0000024

J.0319522

0.0513634

U.0%184078

00560407

JaId]l 44999

Qe TUIVLIT



I1ERACAD NO. 1

UCTERMINANTE ' .13
LESLGCAMINTOS
1 ‘0.0000000
Z Ue 43119
5 Je 1268822
£ Ve 47385
5 U.0456037
[ 00286082
i - 33203097
3 -0.3286099
G ~U0.0455055
10 —0e 044 T4 4
1z . 1263836
AR Y- -0.,0043124
13

0.0005000

ITERACAU NO. 2

DETERMINANTE

HESLUCAMEINTOS

—0.0092666
e 3415732
J.30247680
Va3391620
0.0295956

=0. 2000066

=0, 2296099

—0.2391760

—Uar247832

~0.3015835

0.0000000

TTERACAD WNO, 3

vETERMINANTE

U.2084E

- 0.T932E

- 136

U6 KR

10

0.0000500
-0.0403984
-1.1967568
~0.0 844624
-0.2583280
~0.3107687
-2.3297463
-0.3107697
-0.2583298
-0.1 8440643
-0.1060580
-0.0403988

0.00000G0

v

04 KR = 10

B

D.0000000
~0.0325311
-Je 3UBG40
~0,1784021
~0.2860298
-0.3759484
—0e4l1150%
~0.3759700
—0.2860476
—-J.1784183
-0.0889332
-0.0325436

0.000023Q0

0.0000000
—-0.0280070
-, 413391
-0.0422907
~0.0336793
-0.0165037
~0. 0000002

0.0185033

00336790

0.0422910

Ua0%13097

0.0280077
© 0«0000000

0.0000000
-0.0153055
-0.0394857
-U.0576589
-0« 0575908
03359479

- =0.0u00035

0.G359423
0.0575894
UeDBTH623
0.0394915
Ua0153131
0a0303030



UESLUCAMENTOS

R R N

0.0006000
-0. 1116275
-0.03933740

0.0203834

0.0373688

0.0295738

0.0000217
-0.3373162
-0.3203393

Ue01234062

001163480

J. 0330030

ITERACAL NO. 4

GETCRMINANTE |

DESLUCAMEINTOS

O = U

1)
11
12
13

0.0000000
-0.:2118935
~0.0339370

V. 0195836

043371562

0.0295642

0.000198 -

-0.0295213

-=0.3371084

-0.0193390

Q. U39664

0.0119031
0.0202000

ITERACAD NO. 5

CETERMINANTE

GESLOCAMCNTOS

0.02300023
~0.0119246

D.6B65E

0.6751E

- 137

00000000
~Je11310998
-0.2851418
-0.,1757409
—0.2894462

~0e 3868929

=0.4254634
~D.3868513
-0.2893844
-—0.1756870
-0.0850721
~0a0310922

0.3000000

03 KR = 10

0.0000500
~0. 0846535
s 1754237
=-3.2898123
~0.38811i57
~0.42T0765
-0.3880780
-0.2897564
-0.1753748
=0.08463566
-0.2309252

0.0000000

343300500
~0.0309121

0.0000000
—i2a7128261
—D.0385282
~-0.0622497
-U.0395769

0.0000131

0.0395965

V0622533

0.0601222

0.0385087

0.0128120

0.0203G600

04030000
-0.0125445
-0.0384132
-0.0604092
-0.0627780
-0.0399928
040000118
0.0400106
0.0627811
0.0603%40
Us 0383956
0.0125317
0.0300000

04000033
~0.012514u7



oW O P

iv
il
12
13

~0.0044056
0.019E166
U.0371192
U.D295502
0. 20UD0T6
~0.u295337
-0.0371008
-0.0197992
0.0040173
Q.9119285
0.0000000

ITERACAD NO. 6

DETERMINANTE

LESLOCAMSNTOS

DWW R e

PARAMETRY

0. 0003000

-0.0119352
~ Qe U1143342
0.2197782
0.0372825
0.0295%196
=0.0002205
-0,3295641

—0.3371320

-D.0193246
Da0Y¥43032
0.01192438
V.000000u

NUMERD 3

8,952

0.6739E

~ 138

-0. 084688
~0.1753753
-0.,2398342
-0.3882339
-J.3882198
=0.24898129
~0.1753563
-0.0845981
-0.0309094%

0. 0000000

0.0000300
-0.0309049
-0.0845338
-0.1753367
-0.2398901
~0.3682237
-0.4272683
-0.3382616
-0.2898566
-0.1753066
~0.7846118
-0.0309.23

0.0000000

DET / DETO

J43642E-02

2 e e A e o o e o o Ko o o R

ITERACAD NOU. 1

DETERMINANTE

DESLOCAMENTOS

0.1850E 06

KR = 10

~0.0383957
~0.0614359
~0.0628349
-0.0400423
0.0000044
040403490
0.0628364
0.0604399
0.0383889
0.0125056
0.0000000

G.0000000
-0.0124977
—0.0383818
~Ja 0604310
~0.0628442
-0.0400598
-0-0000119

D.0400421

D.0628408
" 0.0604420

0.0383998

Ga.0i25113

0.000G0G0



oD @ O e R e

-
[

Il
LYV NI

0.00003000

0.0044355
V.0276531
U.0460215
0.0471173
O.:2294287
~0.0003008
-0.0294304
-0.04Ti193
-0,0460236
~-0.02756546

~0. 0044361

0.0202000

ITERACAD NO. 2

DETERMINANTE

i e

DESLOCAMCNTOS

[ S R PV L

3
10
li
i2
i3

0. 5000000
~043104052
~0.0001731
0.0239190
0.0396493
0.0304245
-0.0000239
-0.0304697
~0.0396997
-0.0239663
0.0001415
0.0103946
0.7+003000

1TERACAD NO. 3

GETERMINANTE

DESLOCAMENTOS

- VRN SV

0.G000000
-0.0132051
=0.,0063731
V. 2186791

0.1492E

0.3214€

- 139

- 0.0000000

-043415572
-0.1090984
~0.1897526
~-0,2657366
-0,3196812
~0.3391619
-0.3i964823
-0.2657384
-0.1897%46
-3,1090997
-0.0415574

0.,00007300

04 KR

0.00600000
~0.0329738

-0.0901132

-0.,1826307
~Ja2955429
-0.,3907118
-0.4281134
-0.3307500
-3.2956201
~3.1826815
-0.3901416
-0.0329813

0.0000000

»

© 0.000000)
-0.0312109

-0.,2855355
01793945

13

0.0000000
-2.02881 )2
-0.0424938
-0.0435036
-0.0346452
~0,0190344
~0.0200003
0.0190340
0.0346449
0.0435038
0.0424944
0.0288109
0.0000000

0.00000006
-0.014844)
—0,0433072
-J.0639013
~0.033257¢
~0.0200119

0.0382390

V.0608976

0.0602439

0.040U3255

U.0148579

0.0U00000

0.012303)
-0,0114890
-0.0391376
~0.0631634



[l o ARR N o 2N

1
1i
12
13

0.7375%026
0.0304060
Q.0u033ke6

~0.9303376
T =0 03T742064

-U.ILE6OTT
0.0061174
0.3132228
0.0000000

1TERACAD NO. 4

DETERMINANTE
UESLUCAMENTOS
1 0.0200009
z ~0.3135950
3 ~0.0u69412
4 0.0178103
5 0.037G043
6 U.0381930
7 ~0.0001548
8 -9.335280
9 -0. 373736
Lo ~0,0181604
1i 0.0067083
12 0.0135181
13 0.0003000

i TERACAD NO. 5

DETERMINANTE

LESLOCAMENTOS

.

LRt <IN o ST R

- 0.0002000
-0.73135930
—0.0068997
L. ulT9244
0.037¥713
0,0G303742
0.0000139
~0.0303440

=0.0371378

-0.0178929
0.33692°16

0.2208E

0.2097€

- 140

-2.299%459
=0.,4337T094
=0.4451484
-Je4336498
042994573
~0.1793166
~0.0854922
-0.73311997

0.3300309

03 KR

J. 0000300
=0.43309605
~Dea Q83483 64
«~J.1787454
~Da.2997532
-0.4U51194
04472402
-} 4054 276
-0.3001337
~0.1791253
“O- 1850'174
-0.0310152

0.9300300

03 KR = 10

0.0000900
~0.0309649
~0.0548546
-2.1789130
~0,;3300416
-0.4054598
~0.4476322
~0.4054334
~0.3900425
-0.1786087
~0.7848654

i0

“0.0664697
- 3026030
Jalouulad
Jed426310
DeN664T74G
L.3631459
0.0391095
0.0118683
0,00300302

0.0000000
-0.0114622
~0.0389021
—04)634664
-0.0671738
-0.0432279
-0.0000906

9.7430916

0.0671472

U.0635507

2.0390392

0.0115637
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