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S I N O P S E 

Este trabalho tem por objetivo estudar o comportameg 

to de uma membrana quadrada elástica suportada pelos vérti­

ces quando sob a ação de carregamentos uniformemente distri 
buidos. 

É apresentada a formulação matemática do problema, 
seguida da descrição do ensaio realizado em um modelo expe-

, , . 
rimental, construido nos laboratorios da COPPE. 

são indicados os resultados das deflexões e das ten-
, . 

soes em varios pontos da membrana, sendo esses analisados 
, . 

sob o ponto de vista da Teoria Matematica da Elasticidade. 

, - , E apresentada a obtençao do modulo de elasticidade 
, . 

longitudinal do material da membrana atraves de ensaios em 

laboratório e o diagrama tensão-deformação do mesmo. 

* * * 
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S Y N O P S I S 

This work has the purpose of study the behaviour of 

an elastic square membrane supported by the vertex, 

the action of uniform loads, 

under 

The mathematical formulation of the problem is set 

down, followed by the description of the experiment with a 

model built in one of COPPE'S laboratory. 

The results of deflection and stresses on several 

points of the membrane are shown and analysed through the 

Theory of Elasticity. 

It is also presented an easy way to find the longit~ 

dinal modulus of elasticity of the membrane materialthrough 

laboratory experiments and it is plotted a strain-stress 

curve of this material. 

* * * 



-vi-

Í N D I C E 
, 

Pag. 

CAPÍTULO 1 

Introdução....... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 

CAPÍTULO 2 

Dissertação teórica: obtenção das equaçoes ge­

rais das membranas e resolução através do uso 

de diferenças finitas.......................... 4 

CAPÍTULO 3 

Determinação Experimental: 

3.1 Montagem e efetivação do ensaio •••••••••• 41 

3.2 - Determinação das tensões máximas na mem-

brana. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 

3.3 - Determinação do módulo de elasticidade 

longitudinal da borracha utilizada....... 65 

CAPÍTULO 4 

Conclusões. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 

SIMBOLOGIA.. . . . . • . • . . . . . . . • . • . . . . . • . • . . . . . • • . . . . . • . • • • 74 

BIBLIOGRAFIA • .•.•..•.• , , •• , , , , , • • • • • • • . • · • · • · • • • • • • • • ~ 76 



ANEXO (1) 

Programa 

equaçoes 

ANEXO (2) 

-vii-

, -automatico de resoluçao do sistema de 

derivados da rel. (6) 

Programa automático de resolução do sistema de 

equações derivados da rel. (9) 

* * * 



-1-

CAPÍTULO 1 

Introdução 

O objetivo do presente trabalho foi estudar um caso 

corrente de membrana elástica com apÔios pontuais, 

Em decorrência da necessidade urgente em que se 

acham envolvidos os nossos técnicos de procurar e pesquisar 

novos materiais para soluções mais práticas e baratas no 
campo da construção civil, um novo caminho nos é apresenta­

do: a utilização de membranas como estruturas. 

Ser-nos-Ía difícil apresentar todas as vantagens que 

esse tipo de estrutura oferece. 

Enumeremos algumas como, por exemplo, o pequeno peso 
de 

de ven 

em relação ao das estruturas 

trar:sporte do material até a 

correntes, a facilidade 
obra, a possibilidade 

cerem grandes vãos, o baixo custo de montagem e outras de 

igual importancia. 

Logicamente, como toda regra tem exceção, existem 
alguns problemas que terão de ser solucionados no futuro,cQ 

mo, por exemplo, a dificuldade no sistema de drenagem quan­
do usamos a membrana como cobertura, pois nesse caso toda 
, 
agua de chuva tende a se escoar para o centro da mesma e so 

mos obrigados a usar um dreno central que esteticamente de­
verá ser bem estudado para não prejudicar a obra. 

, 
Outro problema que nos e apresentado se refere aos 
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efeitos dinâmicos que o vento pode exercer sobre esse tipo 
de estrutura. Parece-nos que, quando esse efeito de vento 

sobre as membranas for bem estudado e solucionado, a cober­
tura de grandes vãos utilizando membranas será, sem dÚvi-

4a, o método mais simples e econômico que o projetista terá 
a sua disposição. 

As membranas têm sido utilizadas por muitos povos no 

decorrer da história. Os árabes a usam constantemente por 

ser barata, rápida de se armar e de fácil transporte. Na 

construção dos pavilhões da Vila Olimpica de Munique utili­

zou-se uma estrutura funicular que, mesmo não sendo uma mem 

brana, provou a viabilidade de obras diferentes das roti­
neiras. 

Na era dos grandes empreendimentos e da fabricação 
em série é indispensável que os engenheiros olhem para no­

vos horizontes e procurem através da técnica materiais em~ 
todos mais aprimorados, mais industrializados e de menor 
custo. 

Nesse trabalho procuramos estudar as deflexões e as 
tensões que aparecerão em u:na membrana 
suportada pelos vértices, quando sob o 
tos distribuidos uniformemente. 

elástica quadrada, 
efeito de carregameg 

Foi-nos dificil encontrar material bibliográfico re­
lativo ao assunto, pois o problema ainda não foi bem estu­
dado. 
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Apesar dessas dificuldades e da complexidade matemá­

tica das equações apresentadas, esperamos que esse trabalho 
seja Útil a quem proventura queira continuar. 

* * * 
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CAPÍTULO 2 

Dissertação teórica: Obtenção da eguaçao geral das membra­
nas e resolução através do uso de dife 

renças finitas. 

Suponhamos uma membrana elástica quadrada cuja ares-
, . 

ta vale A, suportada pelos quatro vertices. 

Consideremos que esta membrana esteja sob a açao de 

um carregamento uniformemente distribuido ~, pequeno para 

que as tensões se confinem no campo hookeano. 

Como a membrana e o carregamento são simétricos, 

bos em relação aos eixos médios que passam pelo centro 

lelos às arestas, basta-nos estudar um quarto da peça 

que teremos os outros por simetria. 

Dividamos, então, um quarto da membrana em 16 

am­
par_ê: 

por-

pon-

tos, de maneira que a distância entre eles, medida paralel_ê: 

mente às arestas, valha a= A/6, conforme mostra a figura 

(1). 

É importante notar que a escolha desse número de pog 

tos de divisão foi totalmente arbitrária, julgando o autor 
que o estudo do comportamento da membrana dividida desta ma 

neira serve para se ter uma idéia bem razoável dos fenôme­

nos que podem ocorrer. 

Tomemos dois eixos ortogonais 

arestas da membrana, de modo que Y 

tas e ~ pela outra. 

X e Y, paralelos ' as 

passe por uma das ares 
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Tomemos um eixo z, perpendicular a X e Y, passando 

pelo ponto de encontro dos mesmos e orientado para baixo. 

O procedimento natural a ser aplicado no cálculo das 

deformações e tensões em qualquer ponto desta estrutura se-- , ria resolver a equaçao basica da membrana que a seguir apre-

sentamos. 

Tomemos um elemento infinitesimal de dimensões 

dx. dy. Chamemos Tx, Ty e Txy, respectivamente as fôr-

ças por unidade de comprimento atuantes normalmente às ares 

tas de direção Y, normalmente às arestas de direção X e 

paralelamente às mesmas, conforme mostra a figura (2). 

Considerando-se a peça homogênea, temos Txy = Tyx 

Sendo du, dv e dz as diferenciais dos deslocamen­

tos do elemento infinitesimal considerado, segundo as di­

reçoes X e Y e Z, temos as seguintes deformações relati-· 
vas:(*) 

t,x du + 1 ( = """2 
ôx 

Sy ov 1 ( = 
oy 

+ :2 

txy ôlu ov 
= + -- + 

Õy Ôx 

Ôz 

a X 

'ôz 

OY 

Ôz 
Ôx 

2 
) 

2 
) 

oz 
Õy 

rel. (1) 

(*) - a dedução das expressões da rel. (1), pode ser vista 
nas páginas 384 e 385 do livro 4 da bibliografia. 
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Tomando as derivadas segundas dessas expressoes e fa 

zendo um arranjo conveniente: 

d2 f.x ~2ly <) 2 Yxy ( ~2 z 2 
+ = ) 

~y 
2 ax2 

~X ~y 3x~y 
rel. (2) 

ô2 
z 02 z 

~x2 ~y 
2 

Explicitando &x t 
y e Yxy em função de 

h a espessura da membrana, E 
, 

o mo-

dulo de elasticidade longitudinal, G o módulo de elastici 

dade transversal e \2 o coeficiente de Poisson do material 

da nembrana, temos: 

& 1 
(Tx -Y T ) 

X hE y 

~y 
1 

(Ty - \) Tx) rel. (3) = hE 

)"xy 
1 

Txy = hG 

Usando uma fuJ1ção F , denominada "função-tensão" e 

definida por: 
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Tx h Õ2 
F 

~y 
2 

Ty = h 
~2 F 

rel. (4) 
~x2 

Txy - h 
~2 F 

= 

3x ôy 

e introduzindo essas expressões nas relações (3), temos: 

é,x 1 ~2 F - 'I ó2 F 
= E ( ~y2 

) 

Clx2 

ey 1 ô2 
F -V O 2 

F rel. (5) =--y ( 2 ~y2 ) ax 

(xy 
2 (1 + 'V ) ~2 F 

= 
E ~X ~y 

Tomando as derivadas das relações (5) e substituindo 

na relação (2): 

0 4 F 0 4 
F ~4 F E [ ( '?)2 z 

2 

~x4 
+ 2 

~x2 ~y2 
+ 

~y4 
= ) 

~X C)y 

~2 z ~2 z ] õx2 ?,y2 

rel. (6) 
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N 

A outra eg_uaçao g_ue caracteriza o comportamento da 

membrana pode ser deduzida da seguinte maneira: 

Apliquemos as eg_uaçoes de eg_uilÍbrio ao elemento in­
finitesimal considerado: 

1) Soma das fôrças na direção X 

ôTx 
dx dy + 

dT~ dy dx o 
Ôx Ôy 

ou 

+ = o rel. (7) 

2) Soma das fôrças na direção Y 

dy dx + dx dy = o 

+ = o rel. (8) 

3) Projeção das forças normais a X sobre a direção Z 
ver figura (11) 

- T dy 
X 

õz 
ox dx)( ll.. + 

Õx 
dx) dy 

desprezando-se os infinitésimos superiores à 2ª ordem: 
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T 
O 2 Z 

dx dy + 
OTx oz dx dy 

X ê>x 2 
õx 'ôx 

4) Projeção das fôrças normais a y sobre a direção z 

0 2 z 0T oz 
Ty dx dy + Y.. dx dy 

Õy 
2 OY Õy 

5) Projeção das fôrças tangenciais da direção X sobre a 

direção Z: ver figura (12). 

- T dx h (T 
yx Ôx + yx + 

dy) C ãz + õ
2 

z dy)dx 
'ôx ox Õy 

desprezando-se os infinitésimos superiores ' 2ª ordem: a 

"2 z 
. T az 

Tyx dy dx + o yx 
dy dx 

Ôx Õy OY ôx 

6) Projeção das fôrças tangenciais da direção Y sobre a 

direção Z: 

õ 2 z 
T 

xyc')x ~y 
dy dx + 

7) Resultante da carga q 

q dy dx 

dy dx 

8) Soma das projeções das fôrças sobre o eixo dos Z igual 
' a zero: 
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Somando e simplificando, como T T , tenos: xy yx 

ô2 z ê)Tx bz ()2 z 
T 2 + + T 2 + 

X ox Õx Õx y oy 

<:)T oz õ 2 Z õTx;y C)Z + + 
y + 2 Txy + 

()y ÔY oxC)y °Õy Õx 

+ 
() Tx;y oz + q = o 
C) X Oy 

Usando-se a função-tensão F, definida anteriormen-

Obteremos a segunda equação que procuravamos: 

Õ 2 F 
+ 

ê>x2 

"õ 2 F o 2 
Z 

- 2 --- -=---
()xÕy ()xôy 

+ ....9... = o 
h 

Rel. (9) 

Teremos então formado o sistema de duas equaçoes a 

duas incógnitas que resolverá o problema: 

4 

V F=E[(Õ2z 
ôxÕy 

"ô2 F 
+ 

7}x2 

++=o 

2 
) 

'ô2z 
ôx2 

+ 

Essas equaçoes são válidas também para placas de es-
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pessura muito pequena cujos momentos fletores possam serdes 

prezados em comparação com as fôrças normais. 

A resolução desse sistema pelos métodos clássicos tor 

na-se bastante dificil e nao a encontramos na bibliografia. 

Tivemos então que lançar mao de orientação diversa. 

Adotamos como lQ roteiro partir de uma equaçao da mem 

brana deformada que satisfizesse às condições geométricas do 
problema, mas que também contivesse constantes a serem deter 

minadas por condição de equilibrio. 

A expressao adotada foi: 

+ sen 

(xi y. ' z.) - coordenadas de um ponto da em que 
' 

sao as mem-
l l 

brana, A as dimensões da mesma e e uma incógnita a de-

terminar pela condição de que a reaçao nos pilares seja um 

quarto do carregamento, tudo de acordo com a figura (3). 

Esses valÔres de Z, nos pontos considerados da ma­

lha, levados às rel. (6) transformada em diferenças finitas, 
permitiu-nos obter um primeiro grupo das funções F. 

Esse grupo de valÔres levados às rel. (9) expressa em 

diferenças finitas, possibilitou-nos novo grupo de valÔres 
de Z, com C determinado pela condição de extremidade men 

cionada. 
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Se os novos Z coincidissem com os iniciais a super­

ficie de partida seria a solução do problema. 

Como isso nao ocorreu, adotamos os novos Z como de­

finidores de nova superficie de ensaio. 

A ideia era repetir esse roteiro tantas vezes quanto 

necessário, o que equivale a ter admitido um pressuposto: o 

da convergência do processo. 

De fato, tendo em vista o teorema de Kirchoff da cor­

respondência biunivoca entre a peça deformada e o carregameg 

to, a superficie que satisfizesse às rel. (6) e (9), obtida 

por iteração na forma enunciada, deveria ser a solução do 

problema. 

Expressemos então a rel.(6) em diferenças finitas: 
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Sendo a = ~ a distância entre os pontos da ma­

lha e (O,O) o ponto onde serao aplicadas as equaçoes: 

+ = 

= 1 
[ 20 'o,o - 8 (Fl,O + Fo,1 + F-1,0 + 

+ (Fo,2 + F2,o + F-2,0 + F0,-2)] 

1 

"õx Ôy 4- ª2 

2 o zo,o 
ôx2 

1 
= -a..,.2,--

2 
ê) zo o 

?Jy2 
= 
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Substituindo esses valores na relação(6): 

7 [ 2° Fo,o - 8 (Fl,O + F'o,1 + F-1,0 + F0,-1) + 

+ 2 (F1,1 + Fl,-1 + F-1,1 + F-1,-1) + (Fo,2 + F2,o + 

+ F-2,0 + F0,-2)] = E [ 16 la4 

- z-1,1 + 
1 - -zr (zl O - 2 zO O+ 

a ' , 

ou 

+ F2 O + F_2 O + Fo -2) = E [--r--1 
(zl 1 - zl -1 -

' ' ' ..1..0 ' ' 

2 
- z-1,1 + z-1,-1) - (zl;O - 2 zO,O + z-1,0) (zO,l -

- 2 zO,O + z0,-1)] 

Visto que a equaçao geral das membranas somente 

aplicável aos pontos internos nas mesmas, temos: 

, 
e 
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- para o ponto 6: 

+ 2 Fll + 2 F9 + FIX + FIII + Fs + F14; 

; E [-¼- (z9 + Z3 - zl - zll) 2 - (z5 - 2 z6 + 

+ Z7) (z2 - 2 z6 + zlO)] 

- para o ponto 7: 

+ 2 F12 + 2 Fio+ F5 + FIV + Fx + F15; 

; E [-¼- (zlO + Z4 - z2 - zl2) 2 - (z6 - 2 z7 + 

+ z8) (z3 - 2 z7 + zll)] 

- para o ponto 8: 

+ 2 FVIII + 2 FXII + 2 Fll + F6 + FV + FXXVIII + 

+ Fl6 ; E [-¼- (zll + zVIII - z3 - zXII) 
2 
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- para o ponto 10: 

+ 2 F7 + 2 F15 + 2 F13 + FXI + F2 + Fl2 + FXVII = 

= E [ -fE;- (zl3 + z7 - z5 - zl5) 2 - (z9 - 2 zlO + 

+ zll) (z6 - 2 zlO + zl4)] 

- para o ponto 11: 

+ 2 Fs + 2 Fl6 + 2 Fl4 + F9 + F3 + FXII + FXVIII = 

E [ -fE;- (zl4 + z8 - z6 - zl6) 
2 

- (zlO - 2 zll + 

+ zl2) (z7 - 2 zll + z15)] 

- para o ponto 12: 



-19-

+ 2 Fx + 2 FXIV + 2 F15 +Fio+ F4 + Fxxx + 

+ Fxrx = E [-¼ (zl5 + zx - Z7 - ZXIV) 
2 

- (zll -

- 2 zl2 + zXII) (z8 - 2 zl2 + zl6)] 

- para o ponto 14: 

+ 2 Fll + 2 FXVIII + 2 FXVI + FXIII + F6 + Fl6 + 

+ FXXXIV = E [-½- (zXVI + zll - z9 - zXVIII) 
2 

- (zl3 - 2 zl4 + zl5) (zlO - 2 zl4 + ZXVII)] 

- para o ponto 15: 

+ 2 F12 + 2 FXIX + 2 FXVII + F13 + F7 + FXIV + 

+ Fxxxv = E [-¼- (zXVII + zl2 - zlO - ZXIX) 
2 

- (zl4 - 2 zl5 + zl6) (zll - 2 zl5 + zXVIII)] 



- para o ponto 16: 

+ 2 FXII + 2 FXX + 2 FXVIII + F14 + F8 + FXXXII + 

+ FXXXVI = E [-¾-- (z:X:VIII + ZXII - zll - zxx) 
2 

- (zl5 - 2 zl6 + zXIV) (zl2 - 2 zl6 + zXIX)] 

Veremos agora como iremos exprimir os valores das 
funções z e F nos pontos vizinhos aos 9 pontos interiores. 

, 
Atraves da simetria da membrana tiramos as seguintes 

relações: 

FVIII = F3 zVIII Z3 

FX F7 zx = Z7 

FXII = Fll zXII zll 

Fxrv = F15 zXIV = zl5 

FXX Fll zxx = zll 

Fxrx = F12 zXIX = zl2 

FXVIII = Fll z:X:VIII = zll 

FXVII = FlO z:X:VII = zlO 



Fxxz.v 

FXXXVI 

FXXVI 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

Zxxx_v = 

= 

= 

zm = 

= 

= 

= 

Usemos a interpolação de Lagrange para obter o valor 

de uma função em um ponto vizinho a 3 pontos cujos valÔres 

das funções sao conhecidos, como mostra a figura (4). 

Sendo a a distância entre esses pontos, temos: 

em que: 
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(x. - x. 2 ) (x. - x. 3 ) 
l l+ l l+ 

= 
(x. 1 - x. 2) (x. 1 - x. 3) l+ l+ l+ l+ 

(x. - x. 1 ) (x. - x. 3 ) 
l l+ l l+ 

= 
(x. 2 - x. 1) (x. 2 - x. 3) l+ l+ l+ l+ 

(x. - x. 1 ) (x. - x. 2 ) 
l l+ l l+ 

= 
(x.· 3 - x. 1) (x. 3 - x. 2) l+ l+ l+ l+ 

ou ainda: 

(- 2a) (- 3a) 
Al = = 3 

(- a ) (- 2a) 

(-a) (- 3a) 
A2 = = - 3 

a (- a) 

(-a) (- 2a) 
A3 = = 1 

2a a 

logo: 8l. = 3 8. l - 3 8. 2 + 8. 3 l+ l+ l+ 

Aplicando essa interpolação temos: 
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F2 = 3F6 3F10 + F14 z2 = 3z6 3zl0 + zl4 

F3 = 3F
7 - 3F11 + F15 Z3 3z

7 - 3zll + zl5 

F4 = 3F8 - 3Fl2 + F16 Z4 = 3zs - 3zl2 + zl6 

Fl = 3F2 - 3F3 + F4 zl 3z2 - 3z3 + Z4 

F5 = 3F6 - 3F7 + Fs Z5 = 3z6 - 3z
7 + z8 

F9 3F10 - 3F11 + F12 Z9 = 3zl0 - 3zll + zl2 

F13 = 3F14 - 3F15 + Fl6 zl3 = 3zl4 - 3zl5 + zl6 

FIII = 3F2 - 3F6 + FlO zIII = 3z2 - 3z6 + zlO 

FIV = 3F3 3F7 + Fll zIV = 3z
3 

- 3z
7 + zll 

FV 3F4 - 3F8 + Fl2 zv = 3z4 - 3zs + zl2 

FII = 3F1 - 3F
5 + F9 zII 3z1 - 3z

5 + Z9 

FI = 3FII 3FIII + FIV ZI = 3zII - 3zIII + zIV 

FVII = 3F1 - 3F2 + F3 zVII = 3,zl - 3z2 + Z3 

FIX 3F
5 - 3F6 + F7 zIX = 3z

5 
- 3z6 + Z7 

FXI = 3F9 - 3Fl0 + Fll zXI 3z
9 - 3zl0 + zll 

FXIII 3F13 - 3F14 + F15 zXIII = 3zl3 - 3zl4 + zl5 

Fxxr = 3FII - 3F1 + F5 ZXXI = 3zII - 3ZII + Z5 

FXXII = 3FIII - 3F2 + F6 zXXII = 3zIII - 3z2 + z6 

FXXIII = 3Frv - 3F3 + F7 zXXIII 3zrv - 3z
3 + Z7 
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Fxxrv = 3FV 3F4 + F8 zXXIV 3zv - 3z4 + z8 

FXXV = 3FVII 3F1 + F2 zxxv = 3zVII - 3z1 + z2 

Fxxvrr = 3Frx 3F
5 + F6 zXXVII = 3zrx - 3z5 + z6 

Fxxrx = 3Fxr 3F9 + FlO zXXIX = 32xr - 3z9 + zlO 

Fxxxr = 3FXIII - 3Fl3 + Fl4 zXXXI = 3zXIII - 3zl3 + zl4 

Aplicando esses valÔres na equaçao, temos o seguinte 

sistema: 

-16 -4 2 -4 8 -4 2 -4 20 F6 w6 

1 o -1 -4 8 -4 2 -4 2 F7 w7 

2 -4 2 o -8 8 o 4 -4 F8 w8 

1 -4 2 o 8 -4 -1 -4 2 FlO WlO 

2 -5 2 -5 16 -7 2 -7 2 Fll = E w11 

o 4 -5 2 -16 18 o 4 -7 Fl2 w12 

2 o o -4 -8 4 2 8 -4 Fl4 w14 

o 2 o 4 -16 4 -5 18 -7 F15 w15 

o o 2 o 8 -16 . 2 -16 20 Fl6 wl6 

Sendo: 
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Expressemos a 2ª equação geral das membranas, relação 

(9), em diferenças finitas. 

Sabendo-se que: 

't)2 F020 1 
- 2 FO O + F_l O) 

'ÔX2 
"' --Z- (Fl O a , ' 

, 

82 F020 1 - 2 FO O + Fo -1) 2 = ~ (FO 1 
'ê)y a , , 

' 

a2 Fo O 1 
+ F_l -1) = ~ (Fl 1 - Fl -1 - F_l 1 

ôx Ôy 4-a , ' ' ' 

temos a rel. (9) transformada em: 

CFo 1 - 2 Fo o+ Fo -1) Cz1 o - 2 zoo+ z_1 o)+ 
' ' ' ' ' ' 

- 1 (Fl,l - Fl,-1 - F-1,1 + F-1,-1) (zl,l - zl,-1 -

g ª4-
h z_l 1 + z_l -1) = , ' 
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Aplicando essa equaçao aos pontos interiores da ma­

lha, segundo a figura (1), vem 

- para o ponto 6: 

- para o ponto 7: 

- para o ponto 8: 

ga4 
h 

ga4 
h 

ga4 
h 



- para o ponto 10: 

- para o ponto 11: 
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= - ga4 
h 

1 
+ F1o)CZ7 - 2z11 + Z15) - 8 (Fs - F6 + F14 - Fl6) 

para o ponto 12: 

- para o ponto 14: 

4 
ga 
h 

ga4 
h 
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1 
- 2Fl4 + Fl3) (ZlO - 2zl4 + ZXVII) - 8 (Fll - F9 + 

- para o ponto 15: 

4 
ga 

h 

1 
- 2F15 + Fl4) (Zll - 2z15 + ZXVIII) - 8 (Fl2 - FlO+ 

4 
ga 
h 

para o ponto 16: 

- Fll + FXVIII - Fxx) (ZXII - zll + ZXVIII - Zxx) = 

4 
ga 
h 

Utilizando as relações de simetria entre os diversos 

pontos da malha e a interpolação da Lagrange já definida an­
teriormente, teremos formado o seguinte sistema de equações~ 



Al 1 Al 2 Al,3 Al 4 Al,5 Al 6 Al,7 Al S Al,9 , , , , , z6 1 

A2 1 A2 2 A2,3 A2 4 A2,5 A2 6 A2,7 A2 S A2,9 , , , , , Z7 1 

A3,1 A3,2 A3,3 A3,4 A3,5 A3,6 A3,7 A3,S A3,9 zs 1 

A4 1 A4 2 A4,3 A4 4 A4,5 A4 6 A4,7 A4 S A4,9 , , , , , 

A5,l A5,2 A5,3 A5,4 A5,5 A5,6 A5,7 A5,s A5,9 

ZlO 1 

z11 = ~ 1 - h 
1 

A6 1 A6 2 A6,3 A6 4 A6,5 A6 6 A6,7 A6 S A6,9 
' 

, , , 
' 

Z12 1 
\),) 

o 
1 

A7,l A7,2 A7,3 A7,4 A7,5 A7,6 A7,7 A7,S A7,9 Z14 1 

As 1 As 2 AS,3 AS 4 AS,5 As 6 AS,7 As,s AS,9 
' 

, , 
' 

Z15 1 

A9,l A9,2 A9,3 Ag,4 A9,5 Ag,6 A9,7 Ag,s A9,9 zl6 1 
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Al 1 - ....§.z._ F · 92 F - --12_ F 65 _ 108 F + = 8 6 + -8- 7 8 8 + -8- FlO 8 11 
' 

...12._ 
+ 8 Fl2 

19 
- -8- Fl4 

36 9 
+ -8- Fl5 - -8- Fl6 

Al 2 
92 F _ 144 F + ~ F 76 144 

= 75 6 8 7 8 8 - -8- FlO + 8 Fll-
' 

36 
- -8- Fl2 

20 
+ -8- Fl4 

48 
- -8- F15 

12 
+ -8- Fl6 

Al,3 
- --12_ F +~F -+ F8 

11 36 
= 8 6 8 7 + -8- FlO - 8 F11+ 

9 
+ -8- Fl2 

1 
- -8- Fl4 

12 
+ -8- F15 

3 
- -8- Fl6 

Al 4 ~F - .c...2.§_ F + __!L F 81 + 108 F _ = - -8- FlO 
' 

8 6 8 7 8 8 8 11 

...12._ 
- 8 Fl2 

27 36 
+ -8- Fl4 - -8- Fl5 

9 
+ -8- Fl6 

Al,5 = 
_ 108 F 

8 6 
144 F 

+ -8- 7 -~F + 108 F 144 
8 8 8 10 - 8 F11+ 

36 
+ -8- Fl2 

36 
- -8- Fl4 

48 
+ -8- Fl5 

12 
- -8- Fl6 

Al 6 
...12._ F -~F 9 27 36 

8 6 8 7 + -8- F8 - -8- FlO + 8 Fll-
' 

- -§- Fl2 
9 

+ -8- Fl4 
12 

- -8- Fl5 
3 

+ -8- Fl6 

Al,7 
- --12_ F 20 1 27 36 = 8 6 + 75 F7 - 15 F8 + -8- FlO - 8 Fll+ 

+ + Fl2 
9 

- -8- Fl4 
12 

+ -8- Fl5 
3 

- -8- Fl6 



_l§_ F 
8 6 
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48 F + _!g_ F --s 7 8 8 

12 12 16 4 
- -S Fl2 + -8- Fl4 - -8- Fl5 + -8- Fl6 

9 = - -8- F6 9"' 12F + -8- ~10 - -8- 11+ 

3 3 4 1 
+ -8- Fl2 - -8- Fl4 + -8- Fl5 - -8- Fl6 

9 + -8- F8 
12 

+ -8- FlO - 2Fll -

12 3 3 
- -8- Fl2 - -8- Fl4 + Fl5 + -8- Fl6 

12 
- -8- FlO - 2Fll + 

4 
- -8- Fl6 

4 
+ -8- Fl6 
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A2,7 = - + F6 
3 + -8- F8 

Lj. 
+ -8- FlO 

Lj. 
- -8- Fl2 -

1 
- -8- Fl4 

1 
+ -8- Fl6 

A2 8 = F6 - 2F
7 + F8 , 

A2,9 +F6 - + F8 
Lj. 

- -8- FlO 
Lj. 

+ -8- Fl2 + 

1 
+ -8- Fl4 

1 
- -8- Fl6 

A3,l = o 

A3,2 = 2F8 - 4-Fl2 + 2Fl6 

A3,3 = 2F
7 

- 4F8 + 4Fl2 - 2Fl6 

A3,LJ. o 

A3,5 = o 

A3,6 = - 4-F 7 + 4F8 

A3,7 = o 

A3,8 = o 

A3,9 = 2F
7 

- 2F8 



A4 6 = 
' 

A4,7 = 

A4 8 = 
' 
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_9_ 12 3 
+ F12 + 8 F14 - -8- F15 + -8- F16 

___g_ F 
8 6 

4 12 
- 2F7 + -8- F8 - -8- F14 + 2F15 -

4 
- -8- F16 

4 
+ -8- F7 

1 - --F 8 8 
3 

+ -8- F14 -

4 1 
- -8- F15 + -8- F16 

F6 - 2F10 + F14 

9 - ___g_ F 3 
+ FlO - 2Fll + -8- F6 8 7 + -8- F8 

+ F12 
- _9_ 

F14 
12 3 

8 + -8- F15 - -8- F16 

- ___g_ F + 2F? 
4 12 

- 2F15 + 8 6 - -8- F8 + -8-F14 

4 
+ -8- F16 
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A4,9 
_3_ 

F6 
4 1 3 = 8 -8- F7 + -8- F8 - -8- Fl4 + 

4 1 
Fl6 + -8- Fl5 - -8-

A5,1 
1 1 1 1 

= - -8- F6 + -8- F8 + -8- Fl4 - -8- Fl6 

A5,2 = FlO - 2Fll + Fl2 

A5,3 
1 

F6 
1 1 1 

-8- -8-F8 - -8- Fl4 + -8- Fl6 

A5,4 = F7 - 2Fll + Fl5 

A5,5 - 2F
7 - 2Fl0 + 8Fll - 2Fl2 - 2Fl5 

A5,6 F7 - 2Fll + Fl5 

A5,7 
1 1 1 1 

= -8- F6 - -8- F8 - -8- Fl4 + -8- Fl6 

A5,8 = FlO - 2Fll + Fl2 

A5,9 
1 1 1 1 

= - -8- F6 + -8- F8 + -8- Fl4 - -8- Fl6 

A6 1 = o 
' 

A6 2 = o 
' 

A6,3 = 2Fll - 2Fl2 
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A6 4 = o 
' 

A6,5 = 2F8 - 4Fl2 + 2Fl6 

A6 6 
' 

""~ 2F8 - 4Fll + 8Fl2 - 2Fl6 

A6,7 = o 

A6 8 o 
' 

A6,9 = 2Fll - 2Fl2 

A7,l = o 

A7,2 = o 

A7,3 = o 

A7,4 = 2Fl4 - 4Fl5 + 2Fl6 

A7,5 = o 

A7,6 = o 

A7,7 2Fl0 - 4Fl4 + 4Fl5 - 2Fl6 
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A7,8 = - 4-FlO + 4-Fl4-

A7,9 2Fl0 - 2F14 

A8,l = o 

A8 2 o 
' 

A8,3 = o 

A8 4- = o 
' 

A8,5 = 2F14 - 4-Fl5 + 2Fl6 

A8 6 = o 
' 

A8,7 2Fll - 2Fl5 

A8 8 = - 4-Fll - 2F14 + 8Fl5 - 2Fl6 
' 

A8,9 = 2Fll - 2Fl5 

A9,1 = o 

A9,2 o 

A9,3 = o 
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o 

o 

o 

O uso do prolongamento de Lagrange foi a solução que 
, . . , 

adotamos por nos parecer a unica viavel. De fato: com aderi 

vada de quarta ordem precisamos de dois pontos virtuais ex­

ternos. 

Ora, sabemos que: 

r:r .y 
'ô2 F 

= o = 2 
ôx 

, nas bordas segundo X, 

mas essa expressao envolve valôres de x e de F ao longo da 

borda e não normalmente a ela; de modo que só com o prolong~ 

menta referido conseguimos o que desejávamos. 

Foram feitos vários testes utilizando-se diversas 

grandezas de q, A, h e E e não conseguimos determinar valÔ 

res de c coerentes, ou seja obter uma convergência do pro~ 

cesso, em decorrência possivelmente dos fatores seguintes ou 

de alguns em conjunto: 
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a) equação da superffcie inicial muito afastada da forma ver 

dadeira. 

b) êrro de lÓgica nos programas automáticos de resolução dos 

sistemas de equações, apresentadas nos anexos (1) e (2), 

que haja escapado a quantos os examinaram. 

c) interpolação dos valÔres das funções nos pontos de borda 
, 

e virtuais usando a formula de Lagrande, provavelmente 

pouco refinada para o caso em foco, 

No entanto, essa interpolação supunha continuidade 
das funções :E e ~ , o' que se verificava para os Z iniciais. 

Não chegamos a insistir nesse roteiro, devido aos re­
sultados não se apresentarem bons, levando a crêr que a con­

vergência, se existisse, seria extremamente lenta. 

Por essa razao decidimos retomar o estudo por via ex­
perimental. 

Para completar a dissertação acima, falemos brevemen­
na condição de equilfbrio que nos permitiu determinar C. 

Na figura (14) exige-se que: 

sen ol 

onde sen q'., ;; 
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Foi essa equaçao que forneceu os valôres de C • 

* * * 
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CAPÍTULO 3 

Determinação experimental 

3.1 - Montagem e efetivação do ensaio 

Utilizamos uma membrana de borracha natural com dimen 

soes de 72 x 72 x 0,10 cm, sujeita a três casos de carrega­
mento distribuido. 

Interessa-nos medir as deflexões de 16 pontos con-
forme mostra a figura (1), para esses carregamentos. 

Esse modêlo experimental foi construido no laborató­

rio de estruturas da COPPE, sendo adotada uma escala modêlo­
protÓtipo de 1:1. 

A montagem consta de uma mesa cujos quatro montantes 
sao constituidos por cantoneiras metálicas de 2 1/2 x 2 l/2x 
x 1/4", contraventados horizontalmente à meia altura por can 
toneiras de 2 x 2 x 1/4" • 

A altura da mesa foi projetada com 100 cm, de modo a 
, 

oferecer facilidades no manuseio para um operador em pe. 

No tôpo de cada um desses montantes foram soldadas 
placas metálicas triangulares de 1/2" de espessura com um fu 

ro num local previamente escolhido e por esse furo irá ser 
intr:iduzido um parafuso de 1/4" com porcas, cuja finalidade 
, , 
e suportar os vertices da membrana e nivela-los corretamen-
te. 
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Sobre duas cantoneiras do contraventamento horizon­

tal foram soldadas outras duas cantoneiras de 2 x 2 x 1/4" 
a uma certa distância e foram feitos dois furos distantes 

de 20 cm em uma delas e um outro furo na outra, de modo qu~ 

em planta, se situassem segundo um triângulo isósceles. 

Por esses furos foram colocados parafusos nivelado-

res de 1/2" 

positivo de 

com porcas, cuja finalidade é sustentar um dis-
, 

apoio da membrana. Esse dispositivo de apoio e 

constitufdo por uma placa de vidro de 6 = de espessura so­

bre a qual a membrana deverá ficar ajustada antes do infcio 

da experiência, uma peça de feltro de 1 = de espessura cu­

ja finalidade é assentar melhor a placa de vidro e finalme~ 
te uma peça de madeira compensada de 3 cm de espessura, sus 

tentada pelos três parafusos niveladores. 

Os parafusos niveladores situados no tôpo dos quatro 

montantes distam entre si de 72 cm, de eixo à eixo, de modo 

que realmente se possa assimilar o apôio produzido por es­
ses parafusos a apÔios pontuais nos vértices da membrana. 

Para termos uma uniformidade de tensões nos apôios, 
fizemos olhais de 1,5 cm de raio ao redor de cada vértice 
da membrana, de modo que as porcas exerçam pressao efetiva­
mente nesses olhais. 

Os detalhes do modêlo sao mostrados na figura (5). 

O material escolhido para a confecção da membrana 
foi uma borracha natural, que devido à sua grande elastici­
dade, apresentará flechas de magnitudes Ótimas a serem medi 
das. 



E 
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VISTA SUPERIOR DO MODELO 

E se. 1: 7, 5 

FIG.(5) A 
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PERFIL 21/2"X2½"Xl/2" 
OLHAL R,1,scm 

t~--- -· -@,:..~----'----~j 
/ 

DETALHE ( l) 

PARAF. 1/4" 

"'º"º e m11 
\

' BOPIIUCH_, 1aa 

. 
U" 

·2omn 
1 

-
DETALHE (2) 

= CORTE A-A 

PARAF. /il 1/2" 

e ORT E e - e 

FIG.(5)C Esc.1:2 
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Como vimos no capitulo anterior, dividiremos um qu~ 
to da nossa membrana em uma malha uniforme de 16 pontos com 

12 cm de lado, no caso em estudo, pontos esses desenhados 
levemente na membrana. 

Utilizaremos três carregamentos distribuidos: 
, 

meiro 1apenas o peso proprio da membrana que vale 

kg/m2 , o segundo q2 = 3,0 kg/m2 e o terceiro 
kg/m2 • 

o pri­

= 1,5 
4,5 

Os carregamentos q2 e q3 serao simulados por pla­

cas de borracha cortadas em formato de quadrados de 10 cm 
de lado e colocadas sobre toda a membrana, de uma maneira 

tal que os pontos cujas flechas irão ser medidas fiquem vi-
' . s1ve1s para um observador situado acima da membrana. 

O carregamento q2 é constituido pelo peso próprio 
da membrana mais o peso de uma camada de placas, anterior­
mente mencionada, distribuida por toda· a membrana. 

O carregamento q3 é constituido pelo peso 
da membrana mais o peso de duas camadas de placas. 

, . 
proprio 

Foi verificado que, como as deformações nao irão ser 
muito grandes, as placas se mantêm na sua 
em relação à membrana devido ao atrito, ou 

lizamento das placas por sobre a membrana. 

posição inicial 
. - , seJa, nao ha des 

A medida dos deslocamentos dos pontos considerados 
da membrana será realizada utilizando-se uma mesa de coorde 
nadas da marca AVA G, modêlo 68 1004, que fornece uma preci 
são de 1 = nas leituras. 
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A experiência começa, para cada um dos carregamen­

tos, nivelando-se perfeitamente a membrana e fazendo-se que 
. , 

todos os seus pontos esteJam a uma mesma cota que sera ano-

tada. 

, . , 
Nesse estagio a membrana devera estar suportada pe-

los quatro parafusos niveladores nos vértices e pelo dispo­

sitivo de apÔio. 

A próxima etapa será a entrada da membrana em carre­

gamento, o que será feito simplesmente ao se abaixar o dis­

positivo de apóio através dos seus três parafusos nivelado­

res. 

Nessa situação a membrana estará suportada 

pelos seus vértices. 

somente 

, 
Desloca-se o estilete da mesa de coordenadas ate que 

ele toque levemente nos pontos traçados sobre a membrana e 

lê-se então, em cada ponto, qual o seu deslocamento da pos! 

ção de equilibrio inicial. 

, 
Apos lermos os deslocamentos dos 16 pontos consider~ 

, 
dos, volta-se ao primeiro estagio, ou seja, sobe-se com o 

dispositivo de apÔio e com ele suporta-se a membrana, nive­

la-se a mesma outra vez de modo que tenhamos todos os seus 

pontos à uma mesma cota, aplica-se um novo carregamento e 

prossegue-se nos mesmos procedimentos citados anteriormenta 

Uma fotografia do modêlo está representada na figura 

(6) e os valÔres dos deslocamentos desses 16 pontos para os 
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três casos de carregamento empregados constam dos quadros 

(1), (2) e (3). 

A partir dos quadros (1), (2) e (3) foram feitas as 

figuras (7), (8) e (9) que representam graficamente as con­

formações finais da membrana para cada um dos três casos de 

carregamento. 

Devemos notar que as deformações nos sentidos X e Y 

foram tão pequenas que não conseguimos medi-las com o uso 

da mesa de coordenadas. 

A figura (10) mostra a variação da flecha máxima des 

sa membrana de 72 x 72 x 0,1 cm para vários carregamentos. 

* * * 
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FIG. (6 ) 



-50-

QUADRO (1) 

Deslocamento em=, para a carga 

PONTOS z z 

INÍCIO FIM 

1 o o 

2 o 22 

3 o 40 

4 o 47 

5 o 22 

6 o 32 

7 o 46 

8 o 53 

9 o 40 

10 o 46 

11 o 55 

12 o 60 

13 o 47 

14 o 53 

15 o 60 

16 o 63 

2 q1 = 1,5 kg/m 
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QUADRO (2) 

Deslocamento em mm, para a carga q = 3,0 kg/m2 

PONTOS z z 

INÍCIO FIM 

1 o o 

2 o 25 

3 o 46 

4 o 57 

5 o 25 

6 o 39 

7 o 56 

8 o 64 

9 o 46 

10 o 56 

11 o 68 

12 o 74 

13 o 57 

14 o 64 

15 o 74 

16 o 77 
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QUADRO (3) 

Deslocamento em=, para a carga q3 = 4,5 kg/m2 

PONTOS z z 

INÍCIO FIM 

1 o o 
2 o 30 

3 o 54 

4 o 64 

5 o 30 

6 o 44 

7 o 64 

8 o 73 

9 o 54 

10 o 64 

11 o 77 

12 o 82 

13 o 64 

14 o 73 

15 o 82 

16 o 86 
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DESLOCAMENTOS VERTICAIS DA MEMBRANA,EM mm 

PARA A CARGA q
1
= 1,5 kg/m

2 

º,.J _________ 7c.c2c__C_m ________ -4j° 

FIG. (7) 
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DESLOCAMENTOS VERTICAIS DA MEMBRANA, EM mm 

PARA A CARGA h= 3,0 kg/m1 

·õ·1--------~72~c~m~----------+!º 

FIG. (a) 
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DESLOCAMENTOS VERTICAIS DA MEMBRANA, EM mm 

PARA A CARGA 

·+· 

12 cm 

FIG. (9) 

z 'h = 4,5 ko/m 



' DIAGRAMA CARGAS - FLEXAS MAXIMAS 

MEMBRANA 72x72x0,l cm 
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FIG. ( 10) 



Tx 

c)Zr 

• 

ê)Z 

-57-

1 

lc)X 

z 

FIG. (11) 

1 

1 

1 c)X 

T +~dx 
X c)X 

1 

Tyx +~ dy 
ây 

' z 

FIG- (12) 
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3.2 - Determinação das tensões máximas na membrana 

No ponto central da membrana, sendo esta quadrada, o 

estado de tensões está representado na figura (13). 

Nesse ponto central as tensões normais tem a 

magnitude e a tensão tangencial Txy é nula. 

Como esse ponto central apresenta a flecha 

temos que nesse ponto: 

ôz 
Ôy 

= 

= 

= 

= 

o 

o rel. (10) 

o 

mesma 

, . 
maxima, 

Aplicando os valores da relação (10) ~a relação (9): 

+ q = o rel. (11) 

As forças normais por unidade de comprimento no pon­
to central da membrana são dados por: 
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1 

Se utilizarmos diferenças finitas centrais com as 

subdivisões apresentadas na figura (1): 

+ 

q ª2 
4 

1 

1 rel. (12) 

As tensões normais no centro da membrana sao as cor­

respondentes às forças Tx e Ty no centro da mesma. 

Chamando h a espessura da membrana: 

As tensões normais que 
membrana segundo as direções 

Cl'x e Cíy 
V V 

2 q a 
4h 

1 

rel. 913) 

- , aparecerao nos vertices da 
X e Y serão denominadas 

Nos vértices a soma das projeções dessas forças nor-
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mais, no eixo dos 
, ' 

z, sera igual a quarta parte da resultan 

te da carga q sobre a membrana. 

Consideremos um dos vértices da membrana de dimen­

soes A. A, conforme mostra a figura (14). 

Sendo a a distância entre o ponto próximo da pe-

riferia da membrana e o vértice, a força média segundo a 
, 

aresta entre esses pontos sera Tx 

, ' membrana ser quadrada e igual a 

Podemos então escrever a 

forças nos vértices da membrana. 

1 

2 Tx a sen ~= . . 
V 

T 

V 'd me 

Yv, 
med 

condição 

g A2 
4 

a que devido 

a 

de equilibrio 

rel • (14) 

Sabendo-se que tg d= ( bz 
Ôx )vértice= 

= ( l>z 
<)y 

)vértice 'temos: 

sen e{; = + 

sen <l = + 

1 + 

( ~z )2 
Õx 

Substituindo esse valor de sen cl na rel. (14): 

' a 

das 
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Tx =Ty Tx =Ty 

FIG. (13) 

a 

FIG (14) 
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( az )2 
q A2 

2 Tx 
ax 

+ a = 4 
V 

1 + ( õ z )2 
Õx 

1 + ( ~ z )2 
9. A2 

Tx T X 
ou = + 

Yv 8a a z )2 V ( ax 

rel. (15) 

Utilizando diferenças finitas com as subdivisões a­

presentadas na figura (1): 

( az 
)vértice 

1 
(z2 zl) = -

Õx a 

Logo: 

Tx = T = + 
9. A2 

Yv 8a 
V 

/ 

ou 

rel. (16) 
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Como z1 =O, as tensões segundo X e Y nos vérti­

ces serão:(*) 

= (Íy 
V = + 

rel. (17) 

Comparemos as tensões no centro da membrana com as 

tensões nos vértices. 

no centro <íx g ª2 1 
= = 4h zl5 - zl6 

5l. ª2 ( 1 1 ) = --ir-h zl5 - zl6 

g A2 
2 2 a + z2 

nos vértices: (l" x = + + 
V 8ah 

z 

ª2 
1 + (-2-)2 

g a 
( 4,5 ) -+ h = 

2 
z2 

2 d (4,5 g a ( 4,5 R = + + h 2 h z2 
2 

comparando esses valores: k 
1 1 4,5 

• T = 
zl5 - zl6 z2 

, 
(*) tensões são relativas a pontos infinitamente - essas pr_Q_ , . 

ximos aos vert1.ces. 



• 
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k = 18 

para as experiências realizadas com os três tipos de carre­

gamento, temos: 

zl5 - zl6 3 
= 22 z2 

2Q carregamento: lz15 - zl61 = 3 z2 25 

zl5 - zl6 3 = 25 z2 

= 

zl5 - zl6 
tomando-se um valor médio, temos: ( z

2 
)méd 0,14 

Então k = 18. 0,14 2,52> 1 

Daf, verificamos que as tensões nos vértices sao 

2,52 vezes maiores que as tensões no centro da membrana, p~ 

ra esse caso particular estudado. 
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Devemos então, para efeito d~ verificação da estabi­

lidade da membrana, levar em conta as tensões nos vértices. 

No quadro (4) estão representados os valores das 
tensões no centro e nos vértices da membrana de 72 x 72 x 

x O,l cm para os três carregamentos utilizados. 

QUADRO (4) 

Tensões no centro e nos vértices da membrana de 

72 x 72 x 0,1 cm 

,CARGA q TENSÕES NO CENTRO TENSÕES NOS VBRTICES 

(kg/m2) 
2 (kg/cm) 2 (kg/cm) 

1,5 0,180 0,448 

3,0 0,360 0,795 

4,5 0,405 1,000 

3-3 - Determinação do módulo de elasticidade longitudinal 
da borracha utilizada 

O módulo de elasticidade longitudinal do material da 
membrana será determinado através de medições realizadas em 
laboratório. 

Tomaremos duas amostras desse material e vamos tra­

çar os seus diagramas tensão-deformação e obter para cada 

um deles um valor do seu módulo de elasticidade. Tomaremos 
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então, a média entre os valores obtidos. 

Utilizaremos para o ensaio do módulo de elasticidade 

duas peças de 400 x 20 x 1 mm da borracha em estudo, corta­

das em duas direções perpendiculares da amostra. 

, . 
Na parte media dessas peças marcaremos dois traços 

distantes entre si de 100 mm. Esses traços servirão de ba­
se para as nossas medidas. 

Colaremos duas peças de madeira de 40 x 20 x 5 mm em 

uma das extremidades da peça de borracha, uma de cada lado 

e faremos o mesmo na outra extremidade. Utilizaremos a cola 

Araldite. 

Sustentaremos então uma das extremidades da peça cog 

tra um perfil metálico situado à uma certa altura do chão, 
utilizando uma garra. 

Na outra extremidade da peça faremos um furo nas pl~ 

cas de madeira e aí colocaremos um gancho que irá receber 
um prato de balança, aonde serão postos os pesos, conforme 
a figura ( 15) • 

Utilizaremos os seguintes pesos: peso do prato (30g), 

peso do prato mais 100g (130g), peso do prato mais 200g 
(230g), peso do prato mais 300g (330g), peso do prato mais 

400g (430g), peso do prato mais 500g (530g). 

, . 
Para as medidas dos acrescimos de comprimento da ba-

se de medida de 100 mm, utilizaremos um catetômetro WILD 
HEERBRUGG tipo KM343, com precisão de décimo de milímetro. 
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' PERFIL METALICO 

GARRA 

PE DE BORRACHA 
400 X 20 X 1mm 

PE AS DE MADEIRA 
40 X 20X 5mm 

GANCHO 

PRATO 

FIG.(15) 
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Sendo a seçao transversal da peça de 20 x 1 =ouse 

ja 0,20 cm2 , as tensões que utilizaremos serão obtidas divi 

dindo-se a carga aplicada em kg, por 0,20 cm2 

Leremos o comprimento da base de medida e para cada 
um desses carregamentos obteremos um novo comprimento. 

Os acréscimos Â e serao obtidos pela diferença 

tre os novos comprimentos e o comprimento inicial da 

de medida. 

en­

base 

As deformações relativas serao encontradas, divi-
dindo-se os acréscimos /J. e pelo comprimento inicial da ba­

se de medidas. 

Os re_sultados das tensões e deformações para cada 

uma das duas amostras estão representados nos quadros (5) e 

(6). 

Podemos então traçar os diagramas tensão-deformação 

para cada uma dessas amostras e ajustar entre elas um va­

lor médio, conforme a figura (16). . . 

O valor aproximado do módulo de elasticidade longit~ 
dinal E desse material em estudo será obtido pela tangen­

te na origem à curva tensão-deformação ajustada. 

Através da figura(l6)calculamos: 

,.J - 2 E= tg t.{; = 47,5 kg/cm 
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20 

"' "' 

FIG. (16) 

30 

., "' ,., .. 
40 50 

"' ,n 

60 E 
(mm/m) 
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lª AMOSTRA 

VII Ili! /Ili Ili// 1111111111/1 f 1 mm S = 20 mm2 
= 0,20 cm2 

20 mm 

QUADRO (5) 

PESO TENSÃO NORMAL COMPR.INICIAL ACRÉSCIMO DEFOR.il/IA ÇÃ O 

(g) (í(kg/cm2 ) J (x l0-3m) .ll e (x 10-3m) t = 1J e1e 
30 0,15 100,1 0,2 0,002 

130 0,65 100,1 0,6 0,006 

230 1,15 100,1 1,8 0,018 

330 1,65 100,1 2,6 0,026 

430 2,15 100,1 3,8 0,038 

530 2,65 100,1 4,7 0,047 
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2ª AMOSTRA 

Vll//ll/lllillllllll!llll/ll Í 1 mm S = 20 mm2 = 0,20 cm2 

20 mm 

QUADRO (6) 

PESO TENSÃO NORMAL COMPR. INICIAL ACRÉSCIMO DEFORMAÇÃO 

(g) cr (kg/cm2 ) f (x l0-3m) li. e (x 10-3m) E.= LJ e 1e 

30 0,15 100,1 0,2 0,002 

130 o,65 100,1 1,3 0,013 

230 1,15 100,1 2,1 0,021 

330 1,65 100,1 3,4- 0,034-

4-30 2,15 100,1 4-,2 0,04-2 

530 2,65 100,1 5,6 0,056 
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CAPÍTULO 4 

Conclusões 

A equaçao diferencial que caracteriza o comportamento 

das membranas elásticas é de solução extremamente dificil.Não 
, A 

encontramos em nossa pesquisa bibliografica referencias que 

justifiquem esperanças na integração da mesma. 

, , . 
O metodo numerico das diferenças finitas foi o recurso 

de que lançamos mão para procurar resolver o problema, se bem 

que com as limitações inerentes~ ferramenta matemática utili 
zada. 

Pensamos continuar nossos estudos em nivel mais adian­

tado, explorando esse ângulo que, a nosso entender, represen­
ta o fator de maior significação e dificuldade. 

Para vencer os impecilhos acima referidos, fomos leva­
dos a utilizar um modêlo fisico com vistas a determinar expe­
rimentalmente os fatores necessários à definição dos desloca­
mentos verticais em vários pontos da membrana, com o que nos 
foi possivel utilizar esses resultados para, através de dedu­

ções matemáticas, determinar tensões em pontos caracteristi­
cos da mesma. 

Os resultados obtidos sao coerentes e mostram a possi 
bilidade de se adotar a marcha de cálculo sugerida, para se 
verificar o dimensionamento de membranas elásticas do tipo 
das que estudamos. 
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Consideramos os estudos que desenvolvemos como 

inicial para o trato de questões relacionadas com esse 

de estrutura. 

passo 

tipo 

É conveniente que eles sejam continuados em estágios 
' . ,,., , ,.. mais evoluidos, visando nao so encontrar soluçoes para o pro-

blema, como principalmente verificar a influência de outros 

tipos de apÔio e carregamentos, bem como no aspecto construti 

vo .considerar o caso da drenagem das águas pluviais e calcu­

lar o efeito dinâmico do vento. 

Os tipos de apÔio e de dispositivos de montagem da me~ 

brana, poderão ser objeto de estudos mais detalhados,aspectos 
esses que envolvem considerações de montagem e operacionais 

importantes para o emprêgo prático de tal gênero de estrutu-
ra. 

* * * 
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- comprimento das arestas da membrana 

- comprimento do trecho da malha em que foi divi-

dida a membrana 

- carregamento uniformemente distribuido que atua 

na membrana 

- espessura da membrana 

- módulo de elasticidade longitudinal do material 
da membrana 

- módulo de elasticidade transversal do material 

da membrana 

- coeficiente de Poisson do material da membrana 

- fôrças por unidade de comprimento 

- deslocamentos verticais de pontos da membrana 

- comprimentos de um elemento infinitesimal 

membrana, nas direções X e Y 

da 

du,dv,dz - difere~ciais dos deslocamentos de um elemento 

ixy 

F 

c 

infinitesimal da membrana, segundo as direções 

X, Y e z 

- deformações relativas de um elemento infinitesi 

mal da membrana, segundo as direções X e Y 

- distorção de um elemento infinitesimal da mem-
brana, segundo o plano XY 

- função-tensão da membrana, associada ' a T e h 

- deslocamento vertical máximo das arestas da mem 
brana, para um determinado carregamento 



-75-

- ( - valor de uma funçao qualquer continua num ponto 

i 

coeficiente da expressão 

terpolação de uma função 

de Lagrange, para 

e num ponto i, 

zinho à j pontos cujo valores de e 
nhecidós 

-sao 

in­
vi­

co-

Wk - expressoes em função de z 

rr' rr- - tensões normais atuantes em um ponto da membra-Vx' ~y 

k 

na, segundo as direções X e Y 

- ângulo que a tangente à aresta da membrana nos 

vértices forma com a horizontal 

- coeficiente utilizado para comparação. 

* * * 
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P/JGE 1 CTCI\C5íl4 

li JCB T CCFr lOFF 

l\lCLEl OE CCl'FUT/JC/IC ELETRCNICA - UFRJ 
CCC0 CCFF OOFF coce 
CCOl lCFF lOFF C00l 

vz I' C-3 ACTlAL 32K CCI\FIG 32K 

li FCR ALGUSTC ~ENECITC CTONI NETO 
*CI\E nCRO II\TEGERS 
*LIST SCURCE FRCGRAI' 

SUBRCLTII\E CTCl\l(A,B,N,KS.) 
Cil'tl\SIC!\ Alll,B(ll 
TCL = C. 
KS = C 
JJ = -1\ 
CC c5 J = 1,1\ 
JY = J + 1 
JJ = JJ + N + 1 
BIG/J = C. 
IT = JJ - J 
CG 30 I = J,N 
IJ=IT+I 
IF(AeS(BIGA)-ABS(A(IJl ll 2C,30,3C 

20 BIGA= A(!Jl 
H'AX = I 

3C CCI\Til\t;L 
IF(ABS(íl!GAl-TCLl 35,35,40 

35 K S = 1 
RETLRI\ 

40 ll = J + l\*(J-2) 
IT = Ir-'IIX - J 
CC '5C K = J,N 
Il=ll+N 
12 = 11 + IT 
SAI/E= A(lll 
11(11) = A(l2l 
11(12) = S/JVi'. 

50 A(Ill = A([l) I BIGA 
SAVt = E(Il'/lXl 
B(Il'AX) = B(J) 
B(Jl = SA\/EIIJICA 
IF(J-1\l 55,70,55 

55 rcs = l\*(J-11 
CC 65 IX= JY,I\ 
IXJ = ICS + IX 
IT = J - IX 
CC óC JX = JY,I\ 
IXJX = l\*(JX-1) + IX 
JJX = IXJX + IT 

6C A(IXJX) = A(IXJX) - U(IXJ) * A(JJX)l 
65 B(IX) = íl(IXl - (E(Jl*A(IXJ}) 
70 I\Y = 1\ - 1 

IT=l\*1' 
CC cC J = l, NY 
IA= IT - J 
re = 1\ - J 

OTON05B4 (8004,65170734) 
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I C = \ 
l:C tC K = l,J 
f(l"l = P(l"I - A(!Al*BIICl 
IA=IA-N 

BC IC = IC - l 
RETLRN 

FtATLkES SLFPCRTL~ 
CNE •LKG INTEGfRS 

CCRE RE~Ll~E,ENTS FCR CTCNI 
cc~,cN VõRIABLfS 32 PROGRAM 

RELAT!Vt t~TRY PCINT ACCRESS IS CC25 (HEXl 

ENC C~ C[WPILATIC\ 

// CLF 

*STCRL wS LA CTChl 
CART IC CCFF CP ACCK í8CO CB CNT CC21 

// FCR ALGLSTC BENECITC CTCN! NETC 
*r~E •CRC !NTEGCK~ 
*LIST SCLRCE PRCGPA, 
*lCCS(25LlRéACfR,14C3PRINTER) 

c1,E~SICN Z(l6l,w(9),A(9,9),B(9) 
1't<!Tt('>,1COl 

506 

100 FCR~Al(' ','CALCULC CE MENBRANAS -TESE- AUGUSTO BENEO!TC OTCNI NE 
lll',//l 

1->~ITE(5,1Cll 
101 FLR~AT(' CEFLEXCES CA ~EMºRANA',/l 

R€A[(8,102l(Z(ll,I=l,16) 
102 FLR,IT(~~l~.5,/8FlC.5l 

~~llt(S,1C3)(1,Z(Il,I=l,16l 
103 ~CN~Al{' Zl',12,' l =',FlC.5,' C~',/) 

Rt:11c1e,1c41::: 
104 FC~~AT(FlC.ll 

.. ~IlE(5,1C5lE 
105 F,,~AT{' ~CCULC Cf ELASTICICACE E = 1 ,FlO.l,' QL!LCS POR CENTIMETR 

lC CLACRACC• ,/l 
i. 1 1 1 = t < 1 -q. * z 1 6 J + 12 • * z < 7 > - 3. * z < e > + 12. * z < 1 o i - 16. * z < 11 > +4. • z < 121-3. 

l*Z(l4l+4.*l(l5l-Z{l6ll**2.l/16.l - (Z(6l-2.*Zl7)+Z(8l)*(Z(6)-2.*Zl 
;,,1,~J+Z(l4ll 

w(2) =(((-3.*Zl6l+3.*Zl8)+4.*Z(lCJ-4.*Zll2l-Z(l4J+Z(l6ll**2.l/l6.l 
1- ( Z ( 6 ) - 2 • * Z ( 7l + Z ( 8 l l * { Z ( 7) - 2 • * Z ( 1 l l + Z ( 1 5 l l 
ld3l = (2.*?(8)-2.*Z(7ll*IZ{8J-2.*Z(l2l+Z(l6ll 
1- { 4 l = ( ( ( - 3. * Z ( 6 l + 4. * Z ( 7 l - 7 l R l+ 3 • * Z ( 14 l- 4. * Z ( 1 5 J + Z ( 16 l l * * 2. l / 16. l 

1- (Z(1Cl-2.*Z(lll+Z(l2ll*(Z(6l-2.*Z(l0l+Z(l4ll 
~hl =(({Z(l4l+Z{Bl-Z{6)-Z(l6ll**2.l/lé.l - (Z(l0)-2.*Z(lll+Zll2l) 

l*(Z(7l-2.*Z(lll+Z(l5ll 
~(ól = (2.*7112)-2.*Z{lll l * {Z(8l-2.*Z(l2l+Z(lé)l 
W(ll = (2.*l(l4l-2.*Z(1Cll * (ZC14l-2.*Z(l5l+Z(l6ll 
r.(8) = (2.*l(l5)-2.•Z(llll * (Z(l4l-2.*Z(l5l+Zll6ll 
,-(9) = (2.*Zll6l-2.*Zll5ll * {2.*Z{l2)-2.*Z(l6ll 
RtAL(8,lC6l ((A{~ 1 ~l,N=l,9l,~=1,9) 



P6GE 3 [f[!\0~94 

106 FL~~AT(SFd.2) 
\\RllE(S,1071 

107 FlA~õT(' M~TR!Z A',/) 
~RITE(5,1C8)((A(M,N),~=1,9l,M=1,9) 

108 FC~~AT(9F8.2,/l 
~k!TE(5,1G9)(J,W(J),J=l,9) 

109 ~C~~~T(' "(',12,') =',Fl0.3,/1 
cc ~cc J=1,g 

z~c e1J> = E*~lJl 
CALL CTC~ICA,e,~,KSl 
ÍI\R l TE (5,111) 

111 FCR~Af(' V~LCRES CAS FUNCOES TENSAC NCS PONTOS CO~SIDERADOS',/) 
\\KI IH5,112)S 

112 FCKl'AT(' ',5F2C.3,/' 1 ,4F2C.3) 
CALL l:XIT 
Ei',C 

FEATLRES SLPPC~TEC 
C~E oLk~ l~TEGERS 
ICCS 

CCRE Rt~LIREl'E~TS FCR 
cc,,c~ r VARIIPLES 

E~C CF CC~PILATIC~ 

li XE~ 

27C PRCGRAM 91e 
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// JOB T OOFF lOFF 

NUCLEO DE COMPUTACAO lLETRONICA - UFKJ 
0000 OOFF OOFF 0000 
0001 lOFF lOFF 0001 

V2 M09 ACTUAL 32K CONFIG 32K 

// FOR AUGUSTO BENEDITO OTONI NETO 
*ONE WORD INTEGERS 
*LIST SOURCE PROGRAM 

SUBROUTINE OTONIIA,B,N,KSI 
DIMENSION Alll,B(ll 
TOL = O. 
KS = D 
JJ = -N 
DO 65 J = l,"J 
JY = J + l 
JJ = JJ + N + l 
tHGA = O. 
IT = JJ - J 
DO 30 I = J,N 
lJ = IT + l 
IF(ABS(IHGAl-ABS(A( IJ) l l 20,30,30 

20 BIGA= AIIJI 
I MAX = I 

30 CONTINUE 
IF(ABS(BIGA)-TOLI 35,35,40 

35 KS = l 
RETURN 

40 Il = J + N*IJ-2) 
IT = IMAX - J 
00 50 K = J,N 
Il = Il + N 
12 = Il + IT 
SAVE = A( Ill 
A(Ill = A(I2l 
A(l2) = SAVE 

50 A ( 11 l = A ( I l ) / BIGA 
SAVI:: = BIIMAX) 
B(IMAX) = B(Jl 
B(Jl = SAVE/BIGA 
IF(J-N) 55,70,55 

55 IQS = N*IJ-ll 
DO 65 IX = JY,N 
I XJ = I QS + IX 
IT = J - IX 
DO 60 JX = JY,N 
IXJX = N*IJX-ll + IX 
JJX = IXJX + IT 

60 A(IXJX) = A(!XJX) - (A(IXJl * A(JJXII 
65 B(IXl = B(IXI - (B(Jl*AIIXJII 
70 NY = N - 1 

IT = N * N 
DO 80 J = 1,NY 
IA= IT - J 
IB = N - J 

OTON10C4 ( 8004,6517073' 
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IC = N 
DO 80 K = 1,J 
B ( I B l = B(llll 
IA= IA - N 

BD IC = IC - 1 
RETURN 
END 

FEATURES SUPPuRTED 
ONE WORD INTEGERS 

- A(IAl*B(ICl 

CORE REQUIREMENTS FOR OTONI 
COMMON O VARIA8LES 32 PROGRAM 

RELATIVE ENTRY POINT AODRESS IS 0025 (HEXl 

END OF COMPILATION 

// DUP 

*STORE WS UA OTONI 
CART ID OOFF 0B ADDR 5970 

// FOR 
*ONE WORO INTEGERS 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*IOCS(2501REAüER,1403PRINTERl 

0B CNT 

OIMENSION A!9,9l,B!9l,F19l 
- - - - ----.IIHTEi5-,-i60-) -- - - - - --

0021 

100 FORMAT(' ','DETERMINACAO DOS z•,//1 
REA0(8,10111F(Ll,L=l,9l 

101 FORMAT(9F8.2l 
F6 = F ! li 
F7 = F(2) 
F8 = F(3) 
FlO= Fl4) 
Fll= F(5) 
Fl2= F!6l 
Fl4= Fl71 
Fl5= F(Sl 
Fl6= F(9) 

506 

A(l,11 = -(65./8.l*F6+192./8.l*F7-!19./8.l*F8+(65./8.l*Fl0-1108./8 
l.l*Fll+l27./8.l*Fl2-!19./8.l*Fl4+(36./8.l*Fl5-(9./8.l*Fl6 
All,2) = (92./8.)*F6-ll44./8.)*F7+(36./8.)*F8-(76./8.)*Fl0+(144./8 

l.l*Fll-(36./8.l*Fl2+(20./8.)*Fl4-(48./8.)*Fl5+(12./8.)*Fl6 
All,31 = -!19./8.l*F6+(36./8.l*F7-(9./8.J*F8+111./8.)*Fl0-(36./8.l 

l*Fll+(9./8. l *Fl2-( l ./8. l*Fl4+( 12./8. l*Fl5-( 3./8. l*Fl6 
A!l,4J = (65./8.l*F6-176./8.J*F7+Cll./8.l*F8-!8l./8.)*Fl0+(108./8. 

ll*Fll-127./8.l*Fl2+(27./8.l*Fl4-(36./8.l*Fl5+(9./8.l*Fl6 
Atl,5) = -1108./8.l*F6+(144./8.l*F7-(36./8.l*F8+(108./8.l*Fl0+1144 

l./8.l*Fll+l36./8.l*Fl2-(36./8.l*Fl4+(48./8.l*Fl5-!12./8.l*Fl6 
A!l,61 = !27./8.l*F6-(36./8.l*F7+!9./8.l*F8-(27./8.l*Fl0+(36./8.)* 

1Fll-(9./8.l*Fl2+(9./8.l*Fl4-(12./8.l*Fl5+(3,/8.l*Fl6 
A!l,71 = -(19./8.l*F6+!20./8.l*F7-!l./8.l*F8+(27./8.l*Fl0-(36./8.) 

l*Fll-!9./8.l*Fl2-(9./8.l*Fl4+!12./8.)*Fl5-(3./B.l*Fl6 
A!l,8) = (36./8.l*F6-(48./8.l*F7+!12./8.l*FB-!36./8.)*Fl0+(48./8.) 

l*Fll-!12./8.l*Fl2+(12./8.l*Fl4-(l6./8.l*Fl5+!4./8.l*Fl6 
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All,9) = -(9./8.l*F6+112./8.l*F7-(3./8.l*F8+(9./8.)*Fl0-112./8.)*F 
111+{3./8.l*Fl2-(3./8.l*Fl4+(4./8.)*Fl5-(l./8.l*Fl6 
A(2,ll = -(9./8.l*F6+F7+(9./8.)*F8+(12./8.l*Fl0-2.*Fll-(12./8.l*Fl 

12-{3./8.l*Fl4+Fl5+{3./8.)*Fl6 
Al2,2) = F6-4.*F7+F8+4.*Fll-2.*Fl5 
Al2,3) = (9./8.l*F6+F7-(9./8.l*F8-(12./8.l*Fl0-2.*Fll+(l2./8.)*Fl2 

l+(3./8.l*Fl4+Fl5-(3./8.l*Fl6 
A(2,4l = (12./8.l*F6-112./8.l*F8-2.*Fl0+2.*Fl2+(4./8.)*Fl4-(4./8.l 

l*Fl6 
A12,5) = -2.*F6+4.*F7-2.*F8 
A12,6l = -(12./8.l*F6+(12./8.l*F8+2.*Fl0-2.*Fl2-(4./8.)*Fl4+(4./8. 

ll*Fl6 
Al2,7) = -(3./8.l*F6+(3./B.l*F8+(4./8.)*Fl0-(4./8.l*Fl2-(l./8.l*Fl 

14+(1./8.l*Fl6 
A12,8) = F6-2.*F7+F8 
AIZ,9) = (3./8.l*F6-(3./8.)*F8-(4./8.)*Fl0+(4./8.)*Fl2+(1./8.)*Fl4 

l-ll./8.l*Fl6 
A13,1) = O. 
Al3,2) = 2.*F8-4.*Fl2+2.*Fl6 
A13,3l = 2.*F7-4.*F8+4.*Fl2-2.*Fl6 
A(3,4) = O. 
A(3,5) = O. 
A13,6l = -4*F7+4.*F8 
A(3,7) = O. 
A(3,8) = O. 
Al3,9) = 2.*F7-2.*F8 
Al4,ll = -(9./8.l*F6+112./8.)*F7-(3./8.l*F8+Fl0-2.*Fll+Fl2+(9./8.) 

l*Fl4-ll2./8.)*Fl5+(3./8.)*Fl6 
Al4,2l = (12./B.)*F6-2.*F7+14./8.l*F8-(12./8.)*Fl4+2.*Fl5--t4./8.I* 

1Fl6 
Al4,3) = -(3./8.l*F6+(4./8.l*F7-(l./8.)*F8+(3./8.)*Fl4-(4./8.)*Fl5 

l+(l./8.l*Flb 
A14,4) = F6-4.*Fl0+4.*Fll-2.*Fl2+Fl4 
Al4,5l = -2.*F6+4.*Fl0-2.*Fl4 
A14,6) = F6-2.*FlO+Fl4 
Al4,7) = (9./8.)*F6-(12./8.)*F7+(3./8.l*F8+Fl0-2.*Fll+Fl2-l9./8.l* 

1Fl4+(12./B.)*Fl5-(3./8.l*Fl6 
A14,8) = -(12./8.l*F6+2.*F7-(4./8.l*F8+(12./8.l*Fl4-2.*Fl5+(4./8.l 

l*Fl6 
Al4,9) = (3./8.l*F6-(4./8.l*F7+(1./8.l*F8-(3./8.l*Fl4+(4./8.l*Fl5-

l (l./8.l*Fl6 
A15,1) = -(l./8.)*F6+(1./8.l*F8+(1./8.l*Fl4-(l./8.l*Fl6 
Al5,2l = Flü-2.*Fll+Fl2 
A15,3) = (l./8.l*F6-ll./8.)*F8-!l./8.)*Fl4+11./8.l*Fl6 
Al5,4) = F7-2.*Fll+Fl5 
AIS,5) = -2.*F7-2.*Fl0+8.*Fll-2.*Fl2-2.*Fl5 
Al5,6l = F7-2.*Fll+Fl5 
A15,7l = ll./8.l*F6-(l./8.l*F8-ll./8.l*Fl4+11./8.l*Fl6 
Al5,8) = Fl0-2.*Fll+Fl2 
Al5,9) = -(l./8.l*F6+(1./8.)*FB+ll./8.)*Fl4-ll./8.J*Fl6 
Al6,l) =O. 
A(6,2) = O. 
A(6,3) = 2.•Fll-2.*Fl2 
A(6,4) = O. 
A(6,5) = 2.*F8-4.*Fl2+2.*Fl6 
Al6,6) = -2.*F8-4.*Fll+8.*Fl2-2.*Fl6 
A(6,7) = O. 
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A(6,8) = O. 
Al6,9l = 2.*Fll-2.*Fl2 
A<7,1) = O. 
A(7,2) = O. 
A(7,3) = O. 
Al7,4) = 2.*Fl4-4.*Fl5+2.*Fl6 
A(7,5) = O. 
A(7,6) = O. 
Al7,7l = 2.*Fl0-4.*Fl4+4.*Fl5-2.*Fl6 
A17,8l = 4.*Fl0+4.*Fl4 
Al7,9l = 2.*Fl0-2.*Fl4 
A(8 1 1l = O. 
A(B,2) = O. 
A(8,3) = O. 
A(B,4) = O. 
Al8,5l = 2.*Fl4-4.*Fl5+2.*Fl6 
A(8,6) = O. 
A(B,71 = 2.*Fll-2.*Fl5 
AIS,81 = 4.*Fll-2.*Fl4+8.*Fl5-2.*Fl6 
A(8,9l = 2.*Fll-2.*Fl5 
A(9,ll = O. 
A(9,2) = O. 
A(9,3) = O. 
At9,4) -::::: O. 
A(9 1 5) = O. 
A(9,6l = 4.*Fl5-4.*Fl6 
A(9,7) = O. 
A19,8l = 4.*Fl2-4.*Fl6 
A(9,9l = -4.*F12-4.*Fl5+8.*Fl6 
WRITE(5,102l F6,F7,F8,F10,F11,Fl2,F14,F15,Fl6 

102 FORMAT(' ','F6 = 1 ,FB.2,/, 1 F7 = 1 ,F8.2,/,' F8 =',F8.2,/,' FlO = 
1',FS.2,/,' Fll =•,FS.2,/,• Fl2 =•,FS.2,/,' Fl4 =•,FB.2,/,' F15 
2 = 1 ,FS.2,/,' F16 = 1 ,FS.2,/1 

WRITEl5,103l 
103 FORMAT(' MATRIZ A1 ,//l 

WRITE(5,104l IIA!I,Jl,J=l,9l,I=l,9l 
104 FORMAT(9F10.2,/l 

READ!B,1051 CONST 
105 FORMATIF10.2l 

WRITE!5,106l CONST 
106 FORMAT(' CONST =',Fl0.2,/l 

C CONSTE IGUAL A -Q VEZES A PEQUENO ELEV. A 4 SOBRE H 
DO 200 J=l,9 

200 BlJl = CONST 
CALL OTONI(A,B,9,KSl 
WRITE15,107l 

107 FORMAT(• FLEXAS NOS PONTOS CONSIDERADOS•,/) 
WRITEl5,108l8 

108 FORMAT!' ',5F20.3,/' ',4F20.3l 
CALL EXIT 
END 

FEATURES SUPPORTEO 
ONE WORD INTEGERS 
IOCS 

CORE REQUIREMENTS FOR 
COMMON O VARIABLES 254 PROGRAM 2920 
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li JCI:! T CCFF lOFf 

1'.lCLH CE CC/i'FUTACAC ELETRCNICA - UFRJ 
cccu COFF OOFF ccco 
CCCl lCFF lOF F COO! 

V2 li/C-J ACTUH 32K CC/\F IG 32K 

li fCR õLGUSTC eENlCITC CTÇNI NETO 
•C1'E ~(HC If\TEGERS 
*LIST SCLNCF ~RCC~,~ 

SuPnCLllf\t CTC/\IIA,e,N,KS) 
tlhl\510, AIIJ 1 (!(1) 
TCL = C. 
K~ = C 
JJ = -1\ 
Cl<:5J-=l,I\ 
Jy .. J • 1 
JJ = JJ • N + 
eH,ô = O. 
1T = JJ - J 
CC~Cl=J,1'1 
I J "' 1 T + 1 
IFIA~Slc!GA)-ABSIAI JJJ IJ 20,30,30 

20 e!G~ = AIIJJ 
1/'l'IX 2 1 

3C CL!\ l H,l'... 
IFl~eStUIGAI-TCLI 35,35,4C 

35 n : 1 
R f 1 LJl r-. 

40 II = J • l\~IJ-2) 
11 : l,...õX - J 
CC,CK=J,!lj 
ll=ll+f\ 
12 .: ll • IT 
SA\ll = Allll 
A!lll = ,HUI 
td 121 = SAV.ê 

50 Allll = Allll / OJGA 
SAVt : el l"'AX) 
elt1'1AXI • e1JJ 
etJ) = SAVL;/C!IGA 
JflJ-1\) 55,70,55 

55 ICS = !\•IJ-11 
CC t:'J IX = JY,t-. 
l:(J=ICS+IX 
1 T .:: J - IX 
CC oC Jl( = JY,I\ 
IXJX = l\+IJ~-1) • IX 
JJX = I XJX • l T 

6C /IIIXJXI = fi(JXJX) - 1-"IIXJI • AIJJX)I 
65 dlIX) a ~IIXI - leCJl*~IIXJll 
10 ,._ 'I' " I\ - l 

l T = r,. >t- t-1 
(.L tt J = l ,,\Y 
l A 11 - J 
1 t = f\ - J 

OTON0~04 i8004,6517073't1 
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IC = /\ 
CC 1:C K z 1,J 
elll:I z 1-'IIHI - AIIAJ+BIICI 
IJl=JA-1\ 

BCIC=IC-1 

FEATL~[S SLFFCATEC 
C/\E ~LHU 11\IEGtRS 

CCRE RE~Ll~l~l/\1S FCR CTC/\l 
cc~~c~ e VARIACLES 32 PROGRA~ 

RF.LATIVC E/\lR~ POl~T ACCRESS IS OC25 (HEX) 

HC LI- CCH ILAT IC/\ 

/ / CL., 

•STCRt ~$ UA CTC~I 
CART IC üCFF cr ACCH 58CO ca CNT 0021 

// FCR ALGL~TC BENEDITC CTCNI NETO 
•r/\E ~[R[ 11\IE(~~s 
•LlSl SCLRCE PRCGP~~ 
•ICCSl25~l~tACfR114J3PRJ/\TERI 

Cl~E/\SIC~ Zll6),~191,Alq,9},Bl9) 
\..HIHl';,JCOI 

506 

100 FC~rATl 1 •,•c,LCULC CE ~ENílRANAS -TESE- AUGUSTO BENEDITO OTONI NE 
l ll' tl/1 

~i-?[IEl?.1011 
101 Fl.R~Al( 1 CEFLEXCES CA ~E~ORANA',/1 

RE~Cl~,102)1ZI tl,1=1,16) 
102 rc~~AIIHFI0.5,/eFIC.5) 

~~ l H. 1._,,1C31 1 I , Z I I 1 , I: l, 16 l 
103 FC1l~~T(' Zt',12, 1 ) "''1f.J0.5,' C.M',/1 

RE:ic1e,1c4JE 
104 FC~~~TIFlC.11 

;.~JTl::l~ilCi?IE 
105 rcR~~,1· ~CCULC CE ELASTICICACE E ª',fl0.1, 1 QUILOS POR CENTIMETR 

ll C.:UCK.õCC•,/) 
1o.Cll :111-g.*Zltil-tl2.*7171-'3.•71!:!Hl2.•Zll0l-16.*Zfll1+4.•Zfl21-3. 

l*Lll<il+ 1;.H{l'il-lll611U2.l/16.J - IZl61-2.•ZC71+Z(1H)•IZl6J-2.•Z( 
2lt:l+Zll411 

~121 :tlt-3.~!ltl+3.•ZIOl+4.*ZllC1-4.•Zl121-Zll4l+Zll611••2.)/l6.) 
l-1Zlbl-,.•!171+Zl811•1Zf71-?.•ZI lll+Zll5l1 

"131 =- (2.•llíl)-2.•Zt7)1+1ZIBl-2,•7.112HZl1611 
~141 :ti l-3-*ll61+4.+Zl71-ll81+3.•Zll41-4,*71151+Ztl611**2•)/l6.) 

1- lltl~l-2.*ll lll•Z! l~I l*IZltl-2.•ZI 101+Zll4)1 
~,~1 =-ti (Zl14)+Z(8}-Zl61-ZI 1611**2,l/16.J - 1z1101-2.•zt111+z11211 

1•1z111-2.•z1 t 11+111::11 
;.(ól 12.*11121-2.CZ(llll * (Zl81-2.*71121+Zlltll 
h(ll ~ 12.,!114)-2.*ZI lCII * IZl 141-2.*Zll5l+Zll61) 
1-itll = t?.•Zll'Jl-2. 1:cilllll * llll41-2.•lll51+Zll6ll 
r,,C'tJ"' 12.::--,t11.:J-?.it?_ll5ll * 12.*-71l21-2.*Zll611 
RLALt~,ICf 111a1r,~,.~=1,9J,~:l,11 
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106 FC~~ATl~Fd.21 
lo\lHTEIS,107) 

107 FC~~~TI' ~~TRIZ ~ 1 ,/) 

hRITEt5,1CSIIIAl~,Nl,~=l,9l,M=L,9) 
108 FC~~AT(SFB.2,/1 

l,,,K I TE IS, l G',1 l I J, W I J I, J= 1, 9 1 
lQq t-C'\P.AT(• ;..1 1 ,12,'I = 1 ,FL0.3,/1 

cc ;:_·cc J= 1 ,-1 
2cc 1:1J1 = E*'"IJl 

CALL CJC~IIA,P,',l,KSJ 
1,,,l~lll:l~.1111 

111 fC~~ar1 1 VALORES cas FUNCOES TENSAC NOS PONTOS CON~IOERADOS',/1 
I.KllEl~tll2Je 

112 f[NµAfl 1 1 , jf20.3,/ 1 ',lif2C.3) 
CALL tXIT 
E.\C 

FEATL~lS SLFPCRTEC 
C~E \,,lMl: l~TEGEHS 
ICCS 

C(Ré Rt~LlRE~E~TS FCR 
cc~~l~ e VJ~IA~LES 

E~r CF cc~~ILATIC~ 

li XH 

270 PRQGRAM 

,c,~nr,.,,, ~,_,-,.,, ..,.,. ·,r ,~ 

978 
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// JOB T OOFF lOFF 

NUCLEO OE COMPUTACAO l:LETllONICA - UFRJ 
0000 OOFF OOFF 0000 
000 l lOFF lOFF 0001 

V2 MO'J ACTUAL 32K CONFIG 32K 

li FOR AUGUSTO BENEDITO OTONI NETO 
•ONE ~ORO INTEGE~S 
•LI S T SOUl\CI: ~RDGRM1 

SUUKOUTINE üTUNIIA,B,N,KSI 
DIMCNSIUN A(l),t:HU 
TOL = O. 
KS = O 
JJ = -N 
00 b'i J = l, N 
JY = J + 1 
JJ=JJ+N+ 
tHGA = O. 
JT = JJ - J 
DU JO 1 = J ,N 
IJ=lT+I 
IF(ABSIUIGAI-ABS(A(lJJII 20,30,30 

20 BIGA= A(IJI 
IMAX = 1 

30 CU:-.T I NU!: 
IFIAtlSltlJGAI-TOLI 35,35,40 

35 KS "' l 
RETURN 

40 ll = J + N•IJ-21 
1 T = 1 MAX - J 
UO !.>O K = J,N 
ll=ll+N 
12 = 11 + IT 
~AVl:::: Allll 
A(ll) • A1l2) 
A(l2.1 = SA\IE 

50 Allll = Allll / BIGA 
SAVt:. = 81 IM,'I.X) 
tH IMAXI = I\IJI 
l:HJI = SAVUtllGA 
IFIJ-NI 5~,70,5!> 

55 IQS = N•tJ-11 
O() oS IX = JY,N 
IXJ = l,JS + IX 
IT=J-IX 
DO bO JX. :: JY,N 
IXJX:: IJ+IJX-11 + IX 
JJX = IXJX + IT 

60 All,{JX) :e: AllXJXI - IAIIXJI * A(JJXII 
65 IHIXI: BllX) - IBIJl•AtlXJII 
70 NY = N - 1 

IT ::o N * N 
OU UO J = 1, NY 
IA lT-J 
IB = N - J 

OTON10C4 18004,651707341 
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IC • N 
00 HO K . 1,J 
Bl lBJ . D l lUJ 
IA• IA - N 

80 IC = IC - l 
KHUM.N 
ENO 

FEATUR~S ~UPPUM.TED 
ONE WORU INTEGERS 

- AI IAJ•Bl lCI 

CORE REOUlREMENfS FOR OTONI 
COMMUN O VARIAULES 32 PROGRAM 

RELATIVE ENTRY PU1NT ADORES$ IS 0025 (HEXI 

END OF COMPlLATION 

li OUP 

•STOkE WS UA OlDNI 
CAkT IU OQFF 08 ADDR 5970 

li FOR 
•ONE ~OH.D INTEGERS 
•LIST SOURCE PROGRAM 
•tocst2501REAUER,1403PRINTERJ 

08 CNT 

OIMENSION A19,9l,B191,Fl91 
~RJTll5,1V0I 

0021 

100 FORMATI• •,•DETERMINACAO DOS Z•,//1 
REAOI d, 101 J t FIL) ,L=l,91 

lOl FORMATl9FH.21 
Fó = Flll 
F7 = Ft21 
FtJ = FU) 
FlO=- Fl41 
fll.:a Fl51 
fl2= F161 
Fl4= Fl71 
FlS= FIBI 
Flb= Fl'II 

506 

All,11 ~ -165./H.J•F6+(92./8.J•F7-119./8.1*F8+(65./8,l*Fl0-Cl08./8 
l.l•Fll+l27,/B.l*Fl2-ll9./8.J+FL4+1)6./8.J•Fl5-19./8,l*Flb 
A(l,21 = 192./8.J•F6-1144./8.)*f7+(3b./8.J•F8-l7b./8.J•Fl0+(144./8 

1 • 1 *F 11-1 36./8., l •F 12+120./8. 1 •F l 1t-( 48./8. l•Fl 5+ 112. /8. J *Flb 
AI 1,31 "' -119./6. l•Fb+l 30./0. l•F7-l9.,/8.1*F8+111./8. l*F10-13b./8.J 

l*F 11 + t 9 ., 8. 1 •F 12-11.,a. J•F 14+( 12. / a. 1•F15- 1 3. 'ª· 1 +F lb 
AI 1,4) = (o)./8. l•F6-l 70./8.)*F7+(11. ,a.1 •Fa-101. /8.1 +FlO+( 108,./8. 

ll•~ll-ll7./&.J•Fl2+(27./8.J•Fl4-l36./8.l*Fl5+(9./8.l*Fl6 
A 11, S 1 = -1 108. / 8. l *fb+I 144. /R. l •F7- I 36. /8. I *FB• 1108. /8.,) *FlO+ 1144 

1./d. l •Fll+t ]6./!J. l•F12-t 36./8. l*f 14+148./8.1*FlS-112. /8. I *flb 
AI l ,bl = 121.,a. l*Fó-t 36./8. l*F7• 19./8.1 *FB-127. ,a., *FlO+l 36./8., ,. 

lFl 1- 19./ 8. 1 ~Fl 2+ t 9. / !J. 1 *F 14-t 12. /8. 1 *F 15+1 3. /8. 1 *F l b 
AI 1, 71 = -t 19./8. l*f6+1 20./8. l•F7-t l./8. )*F1;1+127./8. l*Fl0-(3b.,/6.1 

l*Fll-19.ni. 1 *F 12-19.ta. IH 11,+112.,a. 1 *fl s- u.,a. 1 Hto 
AI l ,81 = ( .H,-/8., l*Fó- 14ll. /8. )*F7+112. /8. l *FB-l }6.,/8.) +FlO+I 48./8. J 

l*fll-l l2./o. l*Fl2+112./d. l*fl4-l 16./tl. l*Fl5+14./8. J*Flb 
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All,9J = -t9./8.1•Fb+ll2./8.J•F7-13./8.J•F8+19.IB.J•Fl0-(12./B.l•F 
lll+l3./8.)*Fl2-13./8.J•Fl4+14./8.)*Fl5-ll./8.J•Fl6 

Al21ll = -1q./8.)*f6+F7+19.l8.l•F8+112./8.J•Fl0-2.•Fll-112./8.l•Fl 
12-1 )./8.1 *fl4+Fl5+( 3./8. l*Fl6 

Al2,21 = Fó-4.•F7+F8+4.•Fll-2.•Fl5 
A12,31 = 19./8.l*Fó+F7-(~.,o.1•Fe-112.,a.,•Fl0-2.•Fll+ll2./8.J•Fl2 

1+13./8. l*Fl4+Fl5-I 3./8. J*fl6 
AIZ,41 112./d.l•Fo-c12.1u.1•Fa-2.•Fl0+2.•Fl2+14./8.l*Fl4-l~.,b.J 

l*Fl6 
A12,5J -2.•Fo+4.*F7-2.•F8 
Ali ,61 -1 12 ., 8. 1 H6-H 12. / 8. l •FB+2.*F 10-2.•HZ- I ~.,e. 1 •Fl4+ 14. ,e. 

l l*f16 
A(2, 71 -1 3./8. 1 *Fó•I 3./8. JHB•t 4./8. l*Fl0-14./B. J*Fl2-l l ./8. )*fl 

14+11./8.)*Flb 
Al2,81 = F6-2.•F7•f8 
A12,91 " 13./8. 1 *F6-I 3./B. J•FB-C 4./B. l*Fl0+14./8.) *Fl2+( l. /B. l *Fl4 

l-(l./H.IH16 
All, l) ü. 
AIJ,21 2.•F8-4.•Fl2+2.•Fl6 
AIJ,JI 2.+F7-4.*F8•4.•Fl2-2.*Fló 
A( 1.41 "' o. 
AlJ,51 o. 
A13,ól -4*F7•4.•Fl:l 
A13,71 O. 
A13,BI O. 
AIJ,91 2.•F7-2.•FB 
Al4 1 ll -(1./8.l*F6+(12./8.l*Fl-13./8.J•FB+Fl0-2.•Fll+Fl2+19./8.J 

l*Fl4-l 12./c>. l*Fl5-H 3./B. l*Flb 
At4,21 = tl2./8.l•F6-2.•F7+14./8.l*FB-ll2./8.J•Fl4+2.•Fl5-(4./8.I• 

lfló 
Al4.3I s -13./8.l*Fó+l4.J8.l•F7-ll./B.J•F8+13./8.l•Fl4-14./8.)*Fl5 

HI L./êl.)Hlo 
Al4,41 F6-4.*Fl0•4.•Fll-2.•Fl2+Fl4 
Al4,5) "-2.*F6•4.•FLO-Z.•Fl4 
Al4.61 = F6-2.•FlO+Fl4 
Al4.71 = t9./8.l*fó-ll2./B.l*F7+(3./8.l*F8+Fl0-2.•Fll+Fl2-l9./8.)* 

1Fl4+112./8.J•Fl5-13./B.l*Fl6 
Al~,dl = -112./~.l*F6•2.•F7-t4.J8.)*f8+112./8.l•Fl4-2.•Fl5+14./8.I 

l*Flo 
Al4,91 .. 13./8.l*F6-14./8.l•F7+tl./B.l•F8-13./8.l•Fl4+14./6.J•Fl5-

l 11./d. J*Fl6 
AI'>, li -( 1.1s. )Hb•I 1.,s.l•FB-i-11.,s. )*Fl4-(l./8. l*Fl6 
Al~,21 Fl0-2.•Fll•Fl2 
A15, .31 :e: l l./R. l*F6-I 1.,a.l•Fa-11.,a.1•Fl4+(1./8. l*Fl6 
AI 5,41 F7-2.*Fl l+Fl5 
A15,51 -2.•F7-2.•Fl0+8.*Fll-2.•Fl2-2.•Fl5 
AIS,bl Fl-2.•fll+Fl~ 
AlS,71 .. ll./8.l•Fó-Cl./8.)HS-ll./8.l*Fl4Hl./8.l•Fló 
At5,8l Flú-2.*Fll•Fl2 
Al5 ,91 -11./8. )*Fó+l 1./8.) •FB-i-1 l ./8. JH14- I 1./8. l*Flb 
A(t.. li =U. 
Alb,21 O. 
Aló,31 2.•Fll-2.•Fl2 
Aló,41 O. 
Alt.,51 z.vfd-4.•Fl2+2.•Flb 
Al6,bl -z.•~U-4.•Fll+a.•Fl2-2.•Fl6 
Alo,71 e. 
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At6,81 O. 
Al6,91 = 2.tFll-2.•Fl2 
Af7dl O. 
A17,2J O. 
Al7,31 O. 
Af7,41 2.•Fl4-4.•Fl5+2.•Fl6 
A l 7, 5) O• 
A17,bl = O. 
A17,71 2.~í-l0-4.•Fl4+4.•Fl5-2.•Fl6 
A17,B) = 4.*Fl0+4.•Fl4 
Af7,9l • 2.*Fl0-2.•Ft4 
AIB,11 O. 
AIB,l I O. 
Al8dl O. 
AIB,41 O. 
AIB,51 2.*Fl4-4.•Fl5+2.*Fl6 
AIB,61 O. 
Aló,71 2.*Fll-2.•Fl5 
A(8,8) 4.•Fll-2.•Fl4+8.•Fl5-2.•Fl6 
AIB,91 2.*Fll-2.*FlS 
Al~.11 O. 
Al-1,21 O. 
A19,J) O. 
A19,41 -= O. 
A19,51 O. 
Al-1,ó) 4.*Fl5-4.*Fl6 
Al9,71 o. 
Al9,81 4.*Fl2-4.*Fl6 
Al~,91 -4.*fl2-4.*Fl5+8.•Fl6 
~~llEl5,lC21 F6,F7,FB,Fl0,Fll,Fl2,Fl4,Fl5,Fl6 

102 FLI~MATI' 1 , 1 F6 ; 1 ,F8.2,/, 1 F1 =1 ,FB.2,/, 1 F8 = 1 ,fB.2,/,t FIO= 
1 1 ,Fi;J.2,/,' Fll =•,Fa.2,/,• Fl2 =•,Fe.2.1,• Fl4 =•,FS.2,/,' fl5 
2 ;t 1 fB.2,/, 1 Fló = 1

1 F8.2,/I 
._.KITE15,1031 

103 FO~MATt• MATRIZ A1 ,//I 
~RllEl5,lú41 1 IAII,Jl,J=l,~1,1•1,91 

104 FOICMAT19Fl0.2,/I 
kEAOIB,1051 co~sr 

105 FURMATIFL0.21 
WRITE15,Iüól CUNST 

106 FUKMATI' C1JNST =1 ,FlD.2,/J 
C CONSl f: IGUAL A -U VElCS A PEQUENO ELEV. A 4 SOBRE H 

()0 200 J:cl,'l 
200 l:HJI = CUNST 

CALL OT0Nll4,B,ry,KSJ 
l'i~IHIS, lU7> 

107 FORHA[I' FLEXAS NOS PONTOS CONSlDERAOOS•,/J 
WRITEl5,1Ctlld 

108 FOKMATI' 1 ,5F20.3 1 / 1 1 ,4F20.3) 
CALL i:;XIT 
ENU 

FEATUKES ~UPPUKTEü 
ONE WORD INT~GERS 
IOCS 

COKE ~EQUIREMENTS FOR 
COMMUN O VARIA8LES 254 PROGRAM 
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END OF CUMPILATION 

li • 


